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ξ Variable d'intégration (temps)
ψ Fon
tion non linéaire des paramètres d'adaptation du 
orre
teur �ou
Ψ Matri
e de transition
∆L Multiple du pas de dis
rétisation [m℄
∆L

′ Multiple du pas de dis
rétisation ave
 une erreur de position [m℄
∆t Période d'é
hantillonnage [s℄
∆z Pas de dis
rétisation pour la variable espa
e [m℄
Ω Domaine spatial
∂Ω Frontière du domaine spatialAbréviationsEDO Équation aux dérivées ordinairesEDP Équation aux dérivées partiellesICE Intégrale du Carré de l'ErreurITAE Intégrale de la valeur absolue de l'erreur pondérée par le tempsPI Corre
teur proportionnel-intégralPID Corre
teur proportionnel-intégral-dérivéSPD Système �a paramètres distribuésSPL Système �a paramètres lo
alisés10
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Introdu
tion généraleAu 
ours des dernières dé
ennies, l'automatique des systèmes a évolué vers l'étude etla ma��trise de systèmes de plus en plus 
omplexes parmi lesquels on retrouve les systèmes�a paramètres distribués (SPD) dont le 
omportement dynamique est régit par des équa-tions aux dérivées partielles (EDP). Cet intérêt de la part de la 
ommunauté s
ienti�ques'explique par la 
onjon
tion des éléments suivants :
• la nature distribuée de nombreux systèmes industriels a d�u être prise en 
onsidéra-tion pour les pla
er dans les meilleures 
onditions opératoires qui améliorent leure�
a
ité, a

ro��tre la produ
tivité, et de 
e fait répondre �a la demande te
hnique.
• les progrès informatiques ont permet le développement des programmes fa
ilitantl'usage et l'exploitation des EDP, 
e qui permet une analyse plus �ne par l'utilisa-teur, et l'implantation d'algorithmes plus 
ompliqués.
• le développement de la théorie des systèmes de dimension in�nie, et l'avan
ée re-marquable des s
ien
es appliquées provoqués par les e�orts de regroupement des
ompéten
es s
ienti�ques, parti
ulièrement des mathémati
iens, ayant porté inté-rêt �a l'analyse et la 
ommande des systèmes dynamiques.En e�et, dans de nombreuses appli
ations industrielles (réa
teur 
himique, bio-réa
teur,bio-�ltre, dé
anteurs, propagation d'ondes, di�usion de la 
haleur, mé
anique des �uides,robotique ...), les variables 
ara
téristiques du système dépendent fréquemment de 
oor-données spatiales d'o�u la né
essité de 
ara
tériser leurs évolutions par des modèles dyna-miques �a paramètres distribués. Ce
i fait intervenir des EDP, 
'est-�a-dire des équationsmettant en jeu des dérivées partielles spatiales et temporelles des di�érentes variables
ara
téristiques du système. Comme un système dynamique réel est généralement déli-mité physiquement dans l'espa
e, la des
ription mathématique d'un système �a paramètresdistribués (SPD) doit être 
omplétée par des 
onditions aux limites qui représentent des
ontraintes physiques auxquelles sont soumises les frontières du système, et permettent larésolution des équations du modèle. Par 
onséquent, elles doivent être en nombre su�sant,dépendant de l'ordre des EDP par rapport �a la variable d'espa
e.Les EDP que l'on ren
ontre en pratique sont rarement d'ordre élevé en temps et enespa
e, le plus souvent d'ordre deux en espa
e et d'ordre un en temps, et de type linéaire(Le Pourhiet, 1988) ; aussi 
'est sur les équations d'ordre deux que s'appuie la 
lassi�
ation12



générale des EDP. Cette 
lassi�
ation joue un r�le de premier plan lors de la 
on
eptiond'un système de 
ommande. En e�et, 
'est le type des EDP, modélisant le système, quidétermine la stratégie et l'appro
he de 
ommande �a adopter pour 
e dernier (Christo�des,2001). Il existe trois 
lasses de systèmes �a paramètres distribués : de type hyperbolique,parabolique et elliptique (Renardy et Rogers, 1993). Notons que 
ette 
lassi�
ation estplus di�
ile �a établir dans le 
as des EDP non linéaires. Cependant, on peut distinguerdes EDP quasi-linéaires ou semi-linéaires. De plus, dans le 
as o�u les 
oe�
ients sontfon
tions des variables spatiales et temporelles, le type de l'EDP peut 
hanger selon lepoint de l'espa
e et le moment 
onsidéré.Les EDP de se
ond ordre linéaires modélisent généralement le 
ouplage de phénomènesde transport (di�usion et 
onve
tion), et de réa
tion. En e�et, la modélisation des phé-nomènes de transport 
onduit fréquemment �a des modèles �a paramètres distribués, et lesphénomènes de réa
tion 
ara
térisent les di�érentes intera
tions entre les variables 
ara
-téristiques du système. Notons qu'en faisant l'hypothèse que les phénomènes de transportsont négligeables, la modélisation 
onduit �a un système �a paramètres lo
alisés (SPL) quisera dé
rit par des équations di�érentielles ordinaires (ODE).En présen
e des phénomènes de transport, le rapport entre le phénomène de di�usionet de 
onve
tion est mesurée par le nombre de Pé
let (Allaire, 2005) qui détermine lavalidité du modèle �a retenir. Si le nombre de Pé
let est très petit, alors les phénomènesde di�usion dominent 
eux de 
onve
tion qui peuvent être alors négligés, et on parle d'unsystème de di�usion-réa
tion (EDP du deuxième ordre en espa
e). Dans le 
as o�u lesphénomènes de 
onve
tion sont prédominants, le système est de type 
onve
tion-réa
tion(EDP du premier ordre en espa
e), et les phénomènes di�usifs sont ignorés. Si le nombrede Pé
let n'est ni petit, ni grand (de l'ordre de l'unité), 
'est-�a-dire au
un phénomène detransport ne peut être négligé, le système est de type di�usion-
onve
tion-réa
tion (EDPdu deuxième ordre en espa
e).A 
es phénomènes physiques que l'on ren
ontre dans les pro
édés liés �a des transfor-mations de matière et d'énergie, s'ajoutent 
eux de propagation d'ondes et de vibrationsren
ontrés parti
ulièrement en mé
anique. Ces phénomènes sont modélisés par une équa-tion d'ondes qui est une EDP du deuxième ordre par rapport au temps et �a l'espa
e. Cessystèmes posent des problèmes importants de 
ommande �a 
ause de leur nature distribuéeet de la di�
ulté de traiter des EDP d'ordre élevé en temps. Notons que peu de te
hniquesde 
ommande ont été développées pour 
e type de systèmes dans la littérature.La 
ommande des SPD fait l'objet d'une intense a
tivité s
ienti�que. Outre la 
om-plexité du traitement mathématique dire
t des EDP, la 
ommande des SPD est en soidi�
ile �a 
ause de la nature même du système. L'étude est généralement limitée �a dessystèmes unidimensionnels (une seule variable d'espa
e), 
e qui revient �a négliger lesphénomènes de transport ou de propagation dans les autres dire
tions, une hypothèse13



généralement véri�ée pour la quasi-totalité des systèmes.Les di�érentes appro
hes et stratégies de 
ommande proposées pour la 
ommandedes SPD peuvent être s
indées en deux grandes 
atégories (Ray, 1989) : stratégie depré-approximation, et stratégie de post-approximation.Ainsi, dans le 
as de la stratégie de post-approximation, l'analyse et la synthèse sontfaites dire
tement �a partir du modèle �a paramètres distribués, qui est de dimension in�nie.Une approximation sera utilisée au besoin de la mise en oeuvre du système de 
ommande.Les appro
hes de la stratégie de pré-approximation 
onsidèrent un modèle appro-
hé, de dimension �nie, dé
rit par des EDO. Ce dernier est obtenu par une approxi-mation préalable du modèle EDP original en utilisant des te
hniques d'approximation(di�éren
es �nies, méthodes des résidus pondérés ...). Notons que la 
apa
ité du modèleapproximé (modèle ODE) �a retrans
rire 
orre
tement le 
omportement dynamique dusystème original dépend de la dimension de son espa
e d'état, mais aussi de la te
hniqued'approximation utilisée (Ray, 1989; Christo�des, 2001; Liu, 2005).Les te
hniques d'approximation possibles sont 
lassées en deux grandes familles (Fi-gure 1). Le prin
ipe des méthodes de la première famille, dites d'approximation d'équa-tions, 
onsiste �a dis
rétiser les EDP en utilisant les méthodes de di�éren
es �nies, devolumes �nis ou d'éléments �nis. Ces dernières 
onduisent �a des EDO dans le 
as d'unesemi-dis
rétisation (dé
omposition du domaine d'espa
e seulement) appelée aussi méthodedes lignes, et �a des équations algébriques dans le 
as d'une dis
rétisation totale (dé
om-position des domaines d'espa
e et de temps). Pour 
onstruire un modèle qui approxime
orre
tement le 
omportement du modèle EDP, la dimension de son espa
e d'état (quireprésente le nombre d'équations retenu pour le modèle approximé) doit être élevée.Les méthodes dites d'approximation de solutions, qui représentent la deuxième fa-mille, 
onsistent �a appro
her les solutions des EDP en utilisant les te
hniques des résiduspondérés (méthode de 
ollo
ation, Galerkin ...) ou la méthode de fon
tions propres dansle 
as des EDP linéaires, basée sur la notion des fon
tions tests, appelées en
ore fon
tionspropres, obtenues analytiquement �a partir des valeurs propres asso
iées au modèle EDP,ou expérimentalement en utilisant la méthode de dé
omposition orthogonale propre (dé-
omposition de Karhunen-Loève). Cette dernière bute �a des problèmes liés �a la 
olle
tedes mesures qui dépend sensiblement des empla
ements des systèmes de 
apteurs qui re-présentent un des problèmes épineux dans le 
as des SPD (U
i«ski, 2004), et �a lui seul
onstitue un axe de re
her
he. C'est pourquoi, une simulation d'un modèle EDO obtenupar les méthodes d'approximation d'équations est préférable et avantageuse, par rapport�a l'expérimentation, pour la détermination des fon
tions tests (Liu, 2005).La stratégie de la pré-approximation (modèle EDO) 
onstitue l'appro
he 
onvention-nelle utilisée pour la synthèse des systèmes de 
ommande pour les SPD. Néanmoins, 
etteappro
he présente les in
onvénients suivants (Christo�des, 2001) :14



Systèmes à paramètres distribués (EDP)

Formulation discrète approchée

de l’équation d’origine

Résolution exacte

de l’équation approchée

Formulation intégrale exacte

de l’équation d’origine

Résolution approchée

de l’équation exacte

Systèmes à paramètres localisés (EDO)

Méthodes d’approximation

d’équation

Méthodes d’approximation

de solutionFig. 1 � Classi�
ation des méthodes d'approximation des systèmes �a paramètres distribués(SPD).
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• les propriétés fondamentales de 
ommandabilité et d'observabilité du système quidépendent fortement des positions des 
apteurs et des a
tionneurs peuvent dépendrede la méthode d'approximation utilisée, et du nombre de points de dis
rétisation
onsidéré.
• le passage de la dimension in�nie �a la dimension �nie, par l'approximation du modèleEDP, peut 
onduire �a des résultats erronés en 
e qui 
on
erne la stabilité du systèmeen bou
le ouverte et/ou bou
le fermée. Ainsi, une attention parti
ulière doit êtrea

ordée au problème de 
ohéren
e, de stabilité et de 
onvergen
e de la méthoded'approximation utilisée.
• lorsque le système est de nature fortement distribuée, due �a la présen
e forte desphénomènes de di�usion et de 
onve
tion, 
ette appro
he limite les performan
esdu 
orre
teur, et peut 
onduire �a une 
ommande de qualité ina

eptable qui seréper
ute négativement sur les performan
es souhaitées.
• en général, une approximation a

eptable du modèle original est obtenue en 
onsi-dérant un espa
e d'état de dimension élevée, 
e qui 
omplique davantage l'étape desynthèse, et 
onduit souvent �a un 
orre
teur de dimension élevée 
ontraignant ainsil'implantation en ligne de 
e dernier.Si la stratégie de pré-approximation donne des résultats a

eptables dans le 
as dessystèmes paraboliques, en utilisant des te
hniques de rédu
tion de modèles ou de 
orre
-teurs pour surmonter les di�
ultés 
ausées par la dimension du système approximé, lasituation n'est pas la même pour les systèmes hyperboliques. Ce
i s'explique, par le faitque les modes de l'opérateur di�érentiel spatial d'un système hyperbolique sont regrou-pés le long d'une droite parallèle �a l'axe imaginaire du plan 
omplexe. Par 
onséquent,la séparation de 
es derniers, en modes rapides de nombre �ni et en modes lents stablesin�nis, entra��ne que la rédu
tion du modèle n'est pas toujours possible, 
ontrairementaux systèmes paraboliques pour lesquels 
ette séparation de modes est toujours possibleet réalisable (Christo�des, 2001). La dimension du modèle 
apturant les modes lents esttrès élevée 
e qui né
essite, en général, une rédu
tion de 
e dernier, pour les obje
tifs desynthèse, ou la rédu
tion du 
orre
teur 
onçu �a base de 
e modèle (Atwell et King, 2001,2005).Les limitations de la stratégie de pré-approximation ont in
ité les 
her
heurs, dans ledomaine de la 
ommande des SPD, �a développer des te
hniques de 
ommande basées surl'utilisation dire
te du modèle �a paramètres distribués de type hyperbolique, 
'est-�a-direle modèle EDP, sans au
une approximation. L'approximation sera utilisée lors de la miseen oeuvre de la 
ommande.L'examen de la littérature s
ienti�que dédiée �a la 
ommande des systèmes hyperbo-liques, basée sur la stratégie de post-approximation, 
on�rme la di�
ulté d'exploitationdu modèle EDP dire
tement pour la synthèse du 
orre
teur �a 
ause de la 
omplexité16



du traitement mathématique des problèmes de 
ommande formulés. En e�et, le peu derésultats obtenus est limité aux systèmes linéaires, prin
ipalement, en utilisant des outilsd'analyse en dimension in�nie, en parti
ulier la notion de semi-groupe fortement 
ontinud'opérateurs linéaires bornés (C0-semi-groupe) qui est un prolongement en dimension in-�nie de l'ensemble des matri
es de transition d'état. Cette dernière permet dans 
ertains
as une généralisation �a la dimension in�nie de nombreux 
on
epts dé�nis en dimension�nie (El Jai et Amouroux, 1990; Curtain et Zwart, 1995; Bensoussan et al., 2006).Ré
emment, 
ertains travaux présentent des solutions transposant la 
ommande géo-métrique �a des systèmes hyperboliques quasi-linéaires du premier ordre. Dans 
e 
adre,en utilisant les 
on
epts familiers de la 
ommande géométrique, Christo�des et Daoutidis(1996a) abordent la 
ommande distribuée, par zone de sorties obtenues par moyennagespatial, et proposent des lois de 
ommande permettant d'assurer les performan
es dési-rées et la stabilité du système en bou
le fermée, via un pla
ement de p�les. Les mêmes
on
epts ont été utilisés par Gundepudi et Friedly (1998), et Wu et Liou (2001) pourdévelopper des lois de 
ommande performantes permettant de 
ommander une sortie �ala frontière. Ainsi, Gundepudi et Friedly (1998) 
onsidèrent 
omme variable manipuléela vitesse du �ux 
onve
tif, et Wu et Liou (2001) traitent le problème de 
ommande auxfrontières. Pour le même type de systèmes, Shang et al. (2005) ont exploité la méthodedes 
ara
téristiques pour 
on
evoir des lois de 
ommande performantes et très intéres-santes. Notons que toutes les 
ontributions pré
édemment 
itées ont été appliquées ave
su

ès �a la 
ommande d'un é
hangeur de 
haleur et d'un réa
teur 
himique tubulaire(deux exemples de 
ette 
lasse de systèmes les plus fréquents) en 
onsidérant une doubleenveloppe �a température homogène.En somme, l'examen et l'analyse des travaux antérieurs montrent que beau
oup dedéveloppements ont été a

omplis dans la 
ommande des SPD, prin
ipalement les sys-tèmes paraboliques, et la quasi-totalité 
on
erne la stratégie de la pré-approximation.Les 
ontributions dans le 
as de la stratégie de post-approximation restent minimes, ennombre, et fo
alisées sur des systèmes de premier ordre en temps.Motivés par 
es 
onsidérations, les obje
tifs de 
ette présente thèse sont :
• développement de nouvelles appro
hes de 
ommande basée sur la stratégie de post-approximation �a base de 
ommandes modernes pour les systèmes hyperboliques.
• étendre l'appli
ation de la stratégie de post-approximation �a des systèmes dé
ritspar l'équation d'ondes, 
'est-�a-dire �a des SPD dont le modèle est de se
ond ordreen temps.La 
lasse des systèmes 
onsidérés est dé
rite par des EDP linéaires. Ce
i se justi�epar le fait que tous les systèmes dynamiques peuvent être linéarisés autour d'un régimepermanent. Comme exemples typiques de 
es systèmes, étudiés dans la littérature, on
onsidère un é
hangeur de 
haleur �a température d'enveloppe homogène, un é
hangeur17



de 
haleur �a 
ontre-
ourant, et le dépla
ement d'une 
orde vibrante tendue.Le reste de la thèse est organisée 
omme suit :Le 
hapitre 1 présente les notions relatives aux SPD qui seront utilisées le long de 
ettethèse, et un état de l'art sur la 
ommande de 
es derniers. Les notions présen-tées 
on
ernent la dé�nition, la représentation mathématique, la 
lassi�
ation desSPD. L'état de l'art présenté est axé sur les di�érentes stratégies de 
ommandedes SPD, proposées dans la littérature, et présente une synthèse d'une re
her
hebibliographique regroupant un nombre important de référen
es relatant les di�é-rents travaux antérieurs réalisés dans 
e domaine. La �n du 
hapitre introduit la
lasse de système linéaire de type di�usion-
onve
tion-réa
tion, et parti
ulièrementla pré-approximation des systèmes 
onve
tion-réa
tion, qui feront l'objet d'étudedans 
ette thèse, par la méthode des lignes. Cette pré-approximation est réalisée enbou
le fermée pour les besoins de simulation.Le 
hapitre 2 dé
rit une méthodologie d'optimisation d'un 
orre
teur PI Flou utiliséepour 
ommander la température moyenne d'un é
hangeur de 
haleur en manipu-lant la température de la jaquette supposée homogène et distribuée uniformément.L'appro
he de synthèse est formulée sous forme d'un problème d'optimisation ave

ontraintes o�u les paramètres d'adaptation du 
orre
teur �ou (paramètres du ré-glage du 
orre
teur) représentent les variables de dé
ision et la fon
tion obje
tifreprésente un 
ritère de performan
es. Le modèle EDP de l'é
hangeur sera intégrédans le système de 
ontraintes du problème d'optimisation formulé. La solution duproblème d'optimisation �nale est obtenue numériquement, et les performan
es du
orre
teur seront évaluées par simulation.Le 
hapitre 3 présente une nouvelle stratégie de 
ommande aux frontières d'un é
han-geur de 
haleur �a 
ontre-
ourant basée sur la 
ommande géométrique. Le modèlede l'é
hangeur est donné par deux EDP 
ouplées. La stratégie proposée 
onsiste �a
ommander la température du �uide, �a 
hau�er, �a la sortie de l'é
hangeur en mani-pulant la température du �uide 
hau�ant �a la frontière ou la vitesse d'é
oulementde 
e dernier. Les deux stratégies de 
ommande seront étudiées et prin
ipalement lapremière stratégie qui présente des avantages par rapport �a la deuxième. La synthèsedes 
orre
teurs sera faite dire
tement en 
onsidérant le modèle EDP, et aboutit �ades lois de 
ommande de nature distribuée. Ces dernières permettent d'imposer un
omportement désiré entre une entrée externe dé�nie et la sortie 
ommandée. Pourrendre robuste le système de 
ommande vis-�a-vis des erreurs de modélisation et devariations paramétriques, 
ette entrée externe sera dé�nie par un 
orre
teur PI 
las-sique. Des tests de simulation seront réalisés pour évaluer les performan
es des deuxstratégies adoptées ave
 une étude plus approfondie dans le 
as de la manipulationde la température. 18



Le 
hapitre 4 traite la 
ommande géométrique distribuée des systèmes dé
rits par l'équa-tion d'ondes, o�u une loi de 
ommande générale sera développée. Tout d'abord, les
onditions d'appli
abilité, relatives �a l'existen
e du degré relatif et de 
ommandabi-lité seront posées et justi�ées. Puis une rédu
tion de l'équation d'ondes, de se
ondordre en temps, �a un système de trois équations hyperboliques, de premier ordreen temps, sera opérée. Cette rédu
tion permettra de 
al
uler une loi de 
ommandegéométrique d'une manière très simple suivant l'appro
he des dérivées su

essivesde la sortie 
ommandée. L'expression de la loi de 
ommande générale, de nature dis-tribuée évidemment, sera donnée sous forme d'un opérateur di�érentiel. L'appro
hede 
ommande proposée sera illustrée par une appli
ation portant sur la 
ommandedu dépla
ement d'une 
orde vibrante tendue et �xée aux extrémités. Pour justi�erla justesse de l'appro
he proposée, des tests de simulation seront réalisés.La �n de la thèse est réservée �a la 
on
lusion générale résumant les di�érents résultatsobtenus en mettant l'a

ent sur les prin
ipales 
ontributions de l'étude réalisée, tout enpré
isant les axes de re
her
he prometteurs dans le domaine de la 
ommande des SPD.
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Chapitre 1Sur la Commande des Systèmes �aParamètres distribués (SPD)
1.1 Introdu
tionL'objet de 
e 
hapitre est de présenter des notions relatives aux systèmes �a paramètresdistribués (parfois appelés �a paramètres répartis ou de dimension in�nie) utilisées le longde 
ette thèse. Ces notions portent sur la dé�nition, la modélisation mathématique, la
lassi�
ation, et les di�érentes appro
hes de 
ommande de 
e type de systèmes.Ainsi, le 
hapitre 
ommen
e par la des
ription mathématique d'un système �a para-mètres distribués (SPD), et les di�érents types de 
ommandes et d'observations possibles.Ensuite, on s'intéresse �a la 
lassi�
ation des systèmes �a paramètres distribués établie surla base de l'équation aux dérivées partielles (EDP) de deuxième ordre qui modélise unegrande partie des systèmes ren
ontrés en pratique. Cette 
lassi�
ation joue un r�le depremier plan dans le 
hoix de la stratégie de 
ommande �a adopter pour un SPD. Lasuite du 
hapitre est 
onsa
rée �a une synthèse sur les di�érentes appro
hes de 
ommandedes SPD proposées dans la littérature. La �n du 
hapitre est réservée aux systèmes dedi�usion-
onve
tion-réa
tion, et en parti
ulier, aux systèmes de 
onve
tion-réa
tion quiferont l'objet de 
ette thèse dans les 
hapitres suivants.1.2 Systèmes �a paramètres distribuésLes SPD 
on
ernent un large spe
tre d'appli
ations dans le domaine des s
ien
es del'ingénieur, dont notamment : la thermique, l'éle
tromagnétisme, la mé
anique des �uides,le génie des pro
édés, la 
himie, la biologie, et d'autres. En e�et, pour la quasi-totalitédes systèmes physiques, les variables 
ara
téristiques (paramètres et variables) sont rare-ment uniformes et homogènes par rapport �a l'espa
e géométrique, par 
onséquent elles ne20



peuvent pas être 
onsidérées 
omme indépendantes de la variable d'espa
e. L'hypothèsede l'homogénéité est peut être utile quand il s'agit de situations très parti
ulières.Par exemple, la température dans une en
einte thermique n'est pas la même en toutpoint mais elle est distribuée, ou en
ore la 
ondu
tivité thermique d'un matériau hé-térogène 
onstitue un paramètre distribué. Il en est de même, pour les 
on
entrationsdes réa
tifs et des produits dans les réa
teurs 
himiques tubulaires, le dépla
ement d'unestru
ture �exible, la densité et le débit dans un tra�
 urbain, et l'évolution d'une épidémiedans une population qui sont toutes des variables de nature distribuée et ne peuvent pasêtre ignorées dans les problèmes de 
ommande.Ainsi, la dynamique de nombreux systèmes physiques, ayant des appli
ations indus-trielles essentielles, est dé
rite par des équations aux dérivées partielles (EDP). Friedly(1972); Omatu et Seinfeld (1989); Ray (1989); Neittaanm�aki et Tiba (1994); Curtain etZwart (1995); Christo�des (2001); U
i«ski (2004), et Armaou (2001) donnent des exemplesde systèmes industriels dans di�érents domaines. Parmi 
es systèmes, on peut 
iter lesréa
teurs (bio)
himiques, dé
anteurs, laminoirs, réa
teurs thermiques, é
hangeurs de 
ha-leurs, fours industrielles, 
olonne 
hromatographique, 
olonne de distillation ou d'absorp-tion �a garnissage, manipulateurs �exibles en robotique. De 
e fait, leur espa
e d'état estde dimension in�nie, et les outils habituels de l'automati
ien, utilisés pour les systèmes �aparamètres lo
alisés (SPL), 
'est-�a-dire des systèmes dé
rits par des EDO, ne sont don
plus utilisables pour des systèmes physiques �a variables 
ara
téristiques non homogènesspatialement.1.3 Des
ription mathématique d'un système �a para-mètres distribuésLes équations aux dérivées partielles sont des équations di�érentielles mettant en jeudes variables d'espa
e et de temps lorsque l'équation traduit un phénomène d'évolution.Ces équations ont leur origine dans l'é
riture des bilans ma
ros
opiques de masse, demouvement ou d'énergie, si bien qu'on les ren
ontre dans tous les domaines de la physique.En e�et, la modélisation de nombreuses 
lasses de systèmes physiques 
onduit �a desEDP. Ceux-
i sont appelées systèmes �a paramètres distribués (SPD) dont les variables
ara
téristiques ou/et les paramètres sont non homogènes spatialement. Ce type de sys-tèmes est de dimension in�nie, 
'est-�a-dire que le nombre de variables 
ara
térisant l'étatdu système est in�ni, par opposition aux (SPL), dé
rits par des EDO, qui sont de dimen-sion �nie (El Jai et Amouroux, 1990; Curtain et Zwart, 1995; Bensoussan et al., 2006).D'une façon générale, un SPD linéaire �a deux variables indépendantes, une variabletemporelle et une variable d'espa
e, dans le 
as monodimensionnel, désignées respe
tive-21



ment par t et z, est dé
rit par les données suivantes (Babary et Pel
zewski, 1985; Ra
hid,1997) :
• un domaine spatial, borné de R, Ω = [0, L] et de frontière ∂Ω = {0, L},
• un domaine temporel � = [0,+∞[,
• une équation d'état (ou d'évolution) �a l'intérieur du domaine Ω × � :

∂x(z, t)

∂t
= A

(
x(z, t)

)
+ B

(
u(z, t)

)
, t ∈ � et 0 < z < L, (1.1)

• une équation de sortie sur Ω × � :
y(z, t) = C

(
x(z, t)

)
, (1.2)

• des 
onditions sur la frontière ∂Ω appelées 
onditions aux limites :
L
(
x(z, t)

)
= u(z, t) , z ∈ ∂Ω. (1.3)Les 
onditions aux limites peuvent être de type : Diri
hlet, Neumann, Fourier (maisil en existe d'autres) qui ont lieu sur l'intégralité de la frontière ∂Ω. Des situationso�u les 
onditions aux limites sont mélangées peuvent se présenter, par exemple :Diri
hlet sur ∂Ω�, Neumann sur ∂Ω�, et Fourier sur ∂Ω�, ave
 ∂Ω�, ∂Ω�, ∂Ω�formant une partition de la frontière ∂Ω, 
'est-�a-dire ∂Ω = ∂Ω� ∪ ∂Ω� ∪ ∂Ω�(Allaire, 2005).Dans le 
as o�u z ∈ ∂Ω, on a u(z, t) 6= 0, alors les 
onditions aux limites sontnon-homogènes, 
'est-�a-dire que la 
ommande est appliquée aux frontières. Ce typede 
onditions aux limites 
onduit généralement �a une 
omplexité du traitementmathématique des EDP, prin
ipalement sur le plan théorique (Ray, 1989), d'o�ul'intérêt de transformer le système d'état ave
 
onditions aux limites non homogènesen un système ave
 
onditions aux limites homogènes (Babary et Pel
zewski, 1985;Ray, 1989). Ce
i est souvent possible dans le 
as des systèmes linéaires, moyennant
ertaines transformations, par exemple par 
hangement de fon
tions (Babary etPel
zewski, 1985), ou utilisation de la fon
tion de Dira
 (Ray, 1989).

• des 
onditions initiales (t = 0) sur Ω :
M
(
x(z, 0)

)
= 0, (1.4)o�u l'état x(z, t), la 
ommande u(z, t), et la sortie y(z, t) du système sont représentées pardes fon
tions ve
torielles de dimension 1 × n, 1 ×m, et 1 × r respe
tivement.Les matri
es A( . ), B( . ), C( . ), L( . ), et M( . ) sont des matri
es d'opérateurs di�éren-tiels spatiales, bornés, ne 
omportant que des dérivées par rapport �a la variable d'espa
e z.22



A( . ), B( . ), C( . ) sont appelés respe
tivement opérateur d'état, opérateur de 
ommandeet opérateur de sortie (ou d'observation). L'état x(z, t) du système appartient �a un espa
ed'état qui est un espa
e de Hilbert H séparable. Le 
hoix de l'espa
e d'état H, dans le
as linéaire, est lié �a l'ordre le plus élevé des dérivées temporelles.La matri
e B( . ) dépend de la nature des 
ommandes appliquées au système, et la ma-tri
e C( . ) dépend des obje
tifs de la 
ommande. Néanmoins, une attention parti
ulièredoit être a

ordée au 
hoix de 
es deux dernières matri
es qui 
onditionnent la 
ommanda-bilité et l'observabilité du système, don
 un 
ompromis doit être trouvé entre les obje
tifsde 
ommande et les propriétés fondamentales.Pour les obje
tifs de simulation ou de 
ommande d'un SPD, la nature des 
ommandeset d'observations doit être spé
i�ée (Babary et Pel
zewski, 1985; Ra
hid, 1997). Les dif-férentes 
ommandes et observations possibles sont illustrées par la Figure 1.1.Pour la 
ommande, on distingue plusieurs 
lasses :
• la 
ommande distribuée : u(z, t) dé�nie sur Ω × �, et donnée 
omme suit :

u(z, t) = b(z) ud(t), (1.5)o�u b(z) 
ara
térise la stru
ture géométrique du système d'a
tionneurs, et ud(t) estle signal d'entrée.
• la 
ommande par zones : Une zone Ωi représente une portion du domaine spatial Ω(Ω = ∪p

i=1 Ωi). Une 
ommande par zone est dé�nie sur un sous-ensemble de Ωi ×�.Si, par exemple, la 
ommande est appliquée sur p zones, on a :
u(z, t) =

p
∑

i=1

bi(z) udi
(t), (1.6)o�u bi(z) 
ara
térise la stru
ture géométrique du système d'a
tionneurs, et udi

(t) estle signal d'entrée relatifs �a la zone i.
• la 
ommande pon
tuelle : agissant sur un ou plusieurs points de Ω.
• la 
ommande par balayage : pour laquelle les zones ou/et points d'a
tion (a
tion-neurs) sont mobiles dans Ω.
• la 
ommande aux frontières : dé�nie sur ∂Ω × �.Le ve
teur de sortie du système 
o��n
ide en général ave
 l'ensemble des observations,et se déduit souvent de transformations linéaires sur le ve
teur d'état. On distingue :
• l'observation distribuée : sur Ω × � ou sur un sous-ensemble de Ω × �.
• l'observation pon
tuelle : agissant sur un ou plusieurs points zi de Ω ou/et de ∂Ω23



(observation aux frontières).
yi(t) = y(zi, t) =

∫

Ω

δ(z − zi) x(z, t) dz, zi ∈ Ω (1.7)
• l'observation par balayage : pour laquelle les points d'observation (système de 
ap-teurs) sont mobiles dans Ω,
• l'observation par moyennage spatial : dé�nie par l'intégrale suivante,

y(t) =

∫

Ω

c(z) x(z, t) dz (1.8)o�u c(z) 
ara
térise la stru
ture géométrique de l'ensemble des 
apteurs.
1.4 Classi�
ation des systèmes �a paramètres distribuésLa 
lassi�
ation générale des EDP s'appuie sur l'EDP de deuxième ordre (Le Pourhiet,1988; Ames, 1992; Renardy et Rogers, 1993). Par dé�nition, l'ordre d'une EDP est l'ordrede la plus grande dérivée présente dans l'équation.Dans le 
as général de systèmes linéaires d'ordre deux, dont la solution x(z, t) estfon
tion de deux variables t et z, le modèle mathématique s'é
rit :

α
∂2x(z, t)

∂t2
+ 2 β

∂2x(z, t)

∂t ∂z
+ γ

∂2x(z, t)

∂z2
+ [. . .] = 0 (1.9)o�u le terme entre 
ro
hets dépend de x(z, t), t, z et des dérivées premières de x(z, t). Les
oe�
ients α, β, et γ sont supposés 
onstants et indépendants de la variable d'espa
e z.Par analogie ave
 l'équation des 
oniques (Le Pourhiet, 1988; Renardy et Rogers,1993), l'équation (1.9) est dite :

• elliptique, si β2 − α γ < 0,
• parabolique, si β2 − α γ = 0,
• hyperbolique, si β2 − α γ > 0.Si les trois 
oe�
ients α, β, et γ sont nuls, le type d'équation dépend seulement desdérivées premières de x(z, t), alors l'équation est hyperbolique et d'ordre un.Notons que, pour les EDP non linéaires, la 
lassi�
ation pré
édente est di�
ile �aétablir bien que Renardy et Rogers (1993) s'y soient essayés.Une 
lasse parti
ulière de systèmes, assez largement répandue notamment dans lesdomaines 
himiques, bio
himique, thermique, ..., pour laquelle β = γ = 0 est paraboliquesi α 6= 0, et hyperbolique si α = 0. 24
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ym(t)Fig. 1.1 � Di�érents types de 
ommandes et d'observations d'un SPD.25



En général, les problèmes stationnaires (indépendants du temps) sont modélisés pardes EDP de nature elliptique, tandis que les problèmes d'évolution (dynamique) sontmodélisés par des EDP de nature parabolique ou hyperbolique (Allaire, 2005). Commeen 
ommande, le modèle doit être dynamique pour pouvoir représenter les variations dusystème au 
ours du temps, alors l'étude de la 
ommande des SPD se limite, souvent, auxsystèmes hyperboliques et paraboliques (Ray, 1989).Du point de vue 
ommande, il est important de signaler que les propriétés des SPDdépendent fortement de la nature des EDP le modélisant (El Jai et Amouroux, 1990).Ces propriétés di
tent, souvent, l'appro
he de 
ommande �a adopter (Christo�des, 2001)et l'algorithme de simulation (méthode de résolution numérique) sur le plan pratique pourla validation du modèle ou la mise en oeuvre du 
orre
teur (Ames, 1992; Renou, 2000;Renou et al., 2003).1.5 Commande des systèmes �a paramètres distribuésL'étude des SPD a 
onnu un regain d'intérêt de la part de la 
ommunauté s
ienti�quelors de 
es dernières années. Soutenue par un développement parallèle de l'informatique etdes outils mathématiques, de plus en plus élaborés, plusieurs travaux de re
her
he ont étémenés et axés sur la modélisation, la simulation, l'identi�
ation, l'estimation, le pla
ementoptimal des 
apteurs, et la 
ommande. Les re
her
hes menées ont 
onduit �a de probantsrésultats sur le plan théorique et pratique.De nombreux arti
les de synthèse ont été 
onsa
rés �a la 
ommande des SPD (Balas,1982; Lasie
ka, 1995; Christo�des, 2001, 2002; Heinkens
hloss, 2003; Christo�des, 2004,2005; Balogh et Krsti
, 2006), y 
ompris des ouvrages (Lions, 1968; Omatu et Seinfeld,1989; El Jai et Amouroux, 1990; Barbu, 1992; Curtain et Zwart, 1995; Neittaanm�aki etTiba, 1994; Lasie
ka et Triggiani, 2000a,b; Christo�des, 2001; U
i«ski, 2004; Bensoussanet al., 2006).En outre, de nombreux papiers relatent des développements de stratégies de 
om-mande optimale (Lim et Fang, 1972; Dugdale et Wen, 2002; Li et Christo�des, 2007a),de 
ommande prédi
tive (Abdelghani-Idrissi et al., 2001; Choi et Lee, 2005; Dubljevi
et al., 2005; Demetriou et Fahroo, 2006; Arbaoui et al., 2007), de 
ommande non linéaire(Han
zy
 et Palazoglu, 1995; Christo�des et Daoutidis, 1996a; Wu et Liou, 2001; Shanget al., 2005), de 
ommande �oue (Sooraksa et Chen, 1998; Sagias et al., 2001; Lin et Le-wis, 2003; Li et al., 2007), et de 
ommande robuste (Pohjolainen et L�atti, 1983; Gauthieret Xu, 1991; Alvarez-Ramirez et al., 1997; Christo�des, 1998; Christo�des et Daoutidis,1998) ave
 des appli
ations sur des systèmes physiques (Do
hain et al., 1997; Kalani etChristo�des, 1999; Estel et al., 2000; Armaou, 2001; Boubaker et al., 2001; Karafyllis etDaoutidis, 2002; Boubaker et Babary, 2003; Dufour et al., 2003, 2004; Baldeaa et Daou-26



Systèmes à paramètres distribués (EDP)
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Réduction du correcteur Modéle réduit Approximation du correcteur

Conception du correcteur

Implantation du correcteurFig. 1.2 � Commande des systèmes �a paramètres distribués (SPD).tidis, 2007; Damak, 2007; Ding et al., 2007).Les di�érentes appro
hes développées peuvent être divisées, 
omme 
ela a été suggérépar Ray (1989), en deux grandes 
atégories : la stratégie de pré-approximation et lastratégie de post-approximation (Figure 1.2).1.5.1 Stratégie de pré-approximationLes appro
hes de 
ommande par pré-approximation utilisent une approximation préa-lable des EDP par des EDO, dont l'obje
tif est de se ramener �a 
e qui est bien 
onnuet ma��trisé, 
'est-�a-dire un SPL, par des te
hniques d'approximation, et l'algorithme de
ommande est 
onçu en utilisant le modèle SPL obtenu (Ray, 1989; Do
hain et al., 1992).Notons que la stratégie de pré-approximation est plus indiquée pour les systèmes parabo-27



liques, et dé
onseillée dans le 
as des systèmes hyperboliques. Ce
i sera argumenté dansla suite.La stratégie de pré-approximation se distinguent par le type d'approximation utilisé.En e�et, des te
hniques analytiques ou numériques doivent être utilisées pour permettre latransformation du modèle SPD en un modèle SPL ave
 un nombre su�samment restreintd'EDO, pour que le modèle approximé soit exploitable pour la 
on
eption de la loi de
ommande.Plusieurs méthodes de pré-approximation ont été proposées dans la littérature (Shvarts-man et Kevrekidis, 1998; Lee et al., 1999; Lefèvre et al., 2000; Adrover et al., 2000; Cruzet al., 2001; Krishnan et al., 2004; Bleris et Kothare, 2005). Le Pourhiet (1988) et Ames(1992) donnent une synthèse sur les di�érentes appro
hes, et des référen
es spé
ialisées.Ces méthodes sont 
lassées en deux grandes familles radi
alement di�érentes dansleurs prin
ipes.La première 
on
erne les algorithmes basés sur la dis
rétisation des EDP. Ce sontles méthodes dites d'approximation d'équations (Ames, 1992; Wouwer et al., 2004; R.,2005; Hamdi et al., 2005; Li et Christo�des, 2007b). Cette 
lasse de méthodes regroupe laméthode des di�éren
es �nies, la méthode des lignes, la méthode des éléments �nis, la mé-thode des volumes �nis et donne un système d'EDO, dans le 
as d'une semi-dis
rétisation,de la forme :
˙̃x(t) = F(x̃(t), ũ(t)) (1.10)ou algébrique, dans le 
as d'une dis
rétisation totale, de la forme :

x̃(k + 1) = F∆(x̃(k), ũ(k)) (1.11)
e
i dépend de l'appro
he d'approximation utilisée. Les fon
tions ve
torielles F et F∆sont généralement non linéaires. Le nouveau ve
teur d'état x̃, issu de l'approximation, estde dimension nN , o�u N est le nombre de points de dis
rétisation utilisée. Par 
ontre ladimension, du nouveau ve
teur de 
ommandes ũ dépend de nombre de 
ommandes m etleur type. La se
tion 1.7 présente la pré-approximation d'un système de type 
onve
tion-réa
tion par la méthode des lignes.Le système �nal obtenu, par 
e type de méthode, est �a paramètres lo
alisés pour lequelune panoplie de méthodes d'analyse et de synthèse est disponible dans la littérature (Ray,1989; Ray et Ogunnaike, 1994; Isidori, 1995; Corriou, 2003, 2004).La se
onde famille regroupe les méthodes qui abordent le problème non plus par deséquations appro
hées, mais dire
tement par des modèles de solutions appro
hées : 
e sontles méthodes d'approximation de solutions (Babary et Pel
zewski, 1985; Ray, 1989; Ra-
hid, 1997; Lee et al., 1999; Lefèvre et al., 2000; Wouwer et al., 2004; Li et Christo�des,2007b). La méthode des fon
tions splines, les méthodes des résidus pondérés (méthode28



des moindres 
arrés, méthode de Galerkin, méthode des moments, méthode des sous-domaines, et méthode de 
ollo
ation par points), et la méthode de Riesz (minimisationd'une fon
tionnelle) font partie des méthodes de 
ette 
lasse. Pour les problèmes de 
om-mande, la méthode de lignes, la méthode de Galerkin, et la méthode de 
ollo
ation sontles plus adaptées.Ces méthodes d'approximation, dans leur prin
ipe, supposent que la solution du pro-blème est séparable, 
e qui permet d'é
rire pour 
haque EDP du modèle original (variabledu ve
teur d'état) :
xi(z, t) =

+∞∑

j=1

ãi,j(t)φi,j(z), i = 1, . . . , n, (1.12)et
ui(z, t) =

+∞∑

j=1

b̃i,j(t)φi,j(z), i = 1, . . . , m, (1.13)o�u ãi,j et b̃i,j sont in
onnus, et les fon
tions φi,j(z), appelées fon
tions de tests ou modalessont 
onnues, et doivent être 
hoisies orthogonales, 
'est-�a-dire :
∫ 1

0
φi,k(z̃)φi,l(z̃) dz̃ = 1, pour k = l

∫ 1

0
φi,k(z̃)φi,l(z̃) dz̃ = 0, pour k 6= l

(1.14)o�u z̃ = z/L représente la position normalisée entre 0 et 1.Pour les systèmes linéaires, 
es fon
tions représentent les fon
tions propres des opéra-teurs di�érentiels spatiaux de la matri
e A (Babary et Pel
zewski, 1985; Ray, 1989). Leproblème aux valeurs propres asso
ié au système (1.1�1.4) 
onsiste �a résoudre l'équationmatri
ielle di�érentielle ordinaire suivante :
A
(
φ(z)

) = −λTφ(z)

L
(
φ(z)

) = 0, z ∈ ∂Ω
(1.15)Si 
ette équation admet une solution non nulle, alors λ et φ(z), solutions du systèmed'équations (1.15) sont respe
tivement le ve
teur des valeurs propres et le ve
teur desfon
tions propres.La substitution des solutions (1.12) et (1.13) dans l'équation d'évolution (1.1) 
onduit,en 
onsidérant les 
onditions d'orthogonalité (1.14), au modèle d'état suivant :

˙̃a(t) = F̃ (ã(t), b̃(t)) (1.16)o�u F̃ est une fon
tion ve
torielle souvent non linéaire.29



Le système di�érentiel (1.16) étant de dimension in�nie, on pro
ède en pratique �aune tron
ature d'ordre N , dépendant de la pré
ision souhaitée sur la solution de x(z, t),dans l'expression de la solution (1.12). Dans 
e 
as, ã et b̃ sont des ve
teurs de dimension
1 × nN donnés respe
tivement par :

ã =
[
ãi,j

]T

i=1,..., n ; j=1,..., N
; b̃ =

[
b̃i,j
]T

i=1,..., n ; j=1,..., N
(1.17)

Illustrons 
ette méthode d'approximation en 
onsidérant le système linéaire d'ordre
n = 1 suivant :

∂x (z, t)

∂t
= A (x (z, t)) + u (z, t) (1.18)ave
 la 
ondition initiale x(z, 0) = x0 et la 
ondition aux limites L(x(z, t)) = 0 (z ∈ ∂Ω).En 
onsidérant que l'état et la 
ommande de l'équation (1.18) sont séparables, on peuté
rire :

x (z, t) =

N∑

j=1

ãj(t)φj(z) (1.19)
u (z, t) =

N∑

j=1

b̃j(t)φj(z) (1.20)o�u φj(z) représentent les fon
tions propres (orthogonales) de l'opérateur A obtenues enrésolvant le problème aux valeurs propres (1.15). En substituant x(z, t) et u(z, t) par leursexpressions (1.19) et (1.20) dans l'équation d'état (1.18), il vient :
∂

[
N∑

j=1

ãj(t)φj(z)

]

∂t
= A

(
N∑

j=1

ãj(t)φj(z)

)

+
N∑

j=1

b̃j(t)φj(z) (1.21)
N∑

j=1

φj(z)
∂ãj(t)

∂t
=

N∑

j=1

ãj(t)A
(
φj(z)

)
+

N∑

j=1

b̃j(t)φj(z) (1.22)En multipliant l'équation (1.22) par φk(z) et en tenant 
ompte de l'orthogonalité desfon
tions propres φ, on obtient :
φk(z)

∂ãk(t)

∂t
= ak(t)A

(
φk(z)

)
+ bk(t)φk(z), k = 1, . . . , N (1.23)Ensuite, en divisant l'équation (1.23) par ak(t)φk(z), on obtient :

1

ãk(t)

∂ãk(t)

∂t
=

A
(
φk(z)

)

φk(z)
+
bk(t)

ãk(z)
, k = 1, . . . , N (1.24)30



L'équation (1.24) peut être dé
omposée en deux équations di�érentielles ordinaires,l'une fon
tion de la variable t, et l'autre fon
tion de la variable z, 
omme suit :
1

ãk(t)

∂ãk(t)

∂t
− bk(t)

ãk(t)
= −λk, k = 1, . . . , N (1.25)

A
(
φk(z)

)
= −λk φk(z), k = 1, . . . , N (1.26)L'équation (1.26) représente le problème aux valeurs propres asso
ié �a l'EDP (1.18). Larésolution du problème (1.26) permet de déterminer les valeurs propres λk et les fon
tionspropres φk(z) de l'opérateur di�érentiel A (la résolution du problème aux valeurs propresasso
ié �a l'équation d'ondes est présentée dans la se
tion 4.4.1).L'équation (1.25) é
rite sous la forme (1.16) est donnée par :

˙̃a(t) = A ã+ IN×N b̃ (1.27)o�u :
A = diag(−λ1,−λ2, . . . ,−λN) (1.28)
ã =

[
ã1, ã2, . . . , ãN

]T (1.29)
b̃ =

[
b̃1, b̃2, . . . , b̃N

]T (1.30)et IN×N est une matri
e identité de dimension N ×N .Ainsi, le problème de 
ommande du système (1.18) se ramène �a la 
ommande du sys-tème (1.27). Ce dernier est un système multivariable linéaire. L'obje
tif est de déterminerle ve
teur de 
ommande b̃(t) a�n d'amener le ve
teur d'état ã(t) �a un état désirée ãd(t).
De manière générale, d'après la relation (1.12), il est 
lair que pour assurer un pro�ldésiré xd

i (z, t) :
xd

i (z, t) =

N∑

i=1

ad
i,j(t)φi,j(z), (1.31)et 
ompte tenu des fon
tions tests φi,j(z) 
hoisies, le problème de 
ommande revient �adéterminer le ve
teur b̃, qui représente le ve
teur de 
ommandes pour le système (1.16),de manière �a minimiser les é
arts suivants :

ei,j(t) = ãd
i,j(t) − ãi,j(t) (1.32)
31



��
��

@
@@
�

��-
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Fig. 1.3 � Prin
ipe de la stratégie de post-approximation.o�u les éléments ãi,j sont obtenus �a partir de la relation (1.12) 
omme suit :
∫ 1

0

φi,j(z̃) xi(z̃, t) dz̃ =

N∑

k=0

ãi,j(t)

∫ 1

0

φi,j(z̃)φi,k(z̃) dz̃

= ãi,k(t) (1.33)ave
 la 
ondition initiale :
ai,k(0) =

∫ 1

0

φi,k(z̃) xi(z̃, 0) dz̃ (1.34)Par 
onséquent, le problème de 
ommande du SPD (1.1) se réduit �a la 
ommande duSPL (1.16). Le prin
ipe algorithmique des 
ommandes basées sur l'approximation de lasolution est résumé sur la Figure 1.3. L'utilisation des méthodes des résidus pondérés estsurtout intéressante lorsqu'il s'agit d'obtenir un modèle approximé su�samment repré-sentatif de son 
omportement réel, ave
 un nombre relativement faible de variables d'état.Néanmoins, 
es méthodes né
essitent des 
al
uls analytiques préliminaires parfois longset 
omplexes (intégrales, 
al
ul variationnel).Lorsque le problème 
onsiste en une simple simulation du 
omportement dynamique dusystème 
onsidéré (en bou
le ouverte ou fermée), mais pas en une mise en oeuvre pratiquedu 
orre
teur, les méthodes d'approximation aux di�éren
es �nies sont les plus indiquées.Ces dernières restent né
essaires pour l'étape de validation du modèle approximé obtenuen utilisant les méthodes d'approximation de solutions (
onsistant �a �xer le nombre Nde dis
rétisation de manière �a réduire le modèle tout en gardant une pré
ision su�sante).Par exemple, Ra
hid (1997) utilise la méthode des di�éren
es �nies pour la validationd'un modèle approximé d'un bio�ltre obtenu par la méthode de 
ollo
ation orthogonale.Dans le 
as parti
ulier de systèmes linéaires, la méthode des fon
tions propres est plusindiquée lorsque les fon
tions propres et les valeurs propres de l'opérateur di�érentiel sont
al
ulables. Cette méthode est expli
itée par des exemples d'appli
ation dans Babary et32



Pel
zewski (1985) et Ray (1989).Les te
hniques de pré-approximation pré
édemment 
itées sont basées sur le modèleEDP du système. D'autres appro
hes de pré-approximation expérimentales existent, ellessont basées sur la 
olle
te des mesures (Graham et Kevrekidis, 1996; Hahn et Edgar,2002). Ces dernières seront par la suite utilisées pour le 
al
ul des fon
tions tests φi,j(z)permettant, ainsi, de 
onstruire un modèle réduit pour le système SPD.Ces appro
hes expérimentales né
essitent un nombre de points de mesures important,et un temps de traitement de données 
onsidérable (Liu, 2005). Parmi les plus 
élèbresappro
hes, on retrouve la méthode de 
ollo
ation orthogonale propre (COP), appeléeen
ore dé
omposition de Karhunen-Loève (Hoo et Zheng, 2001; Zheng et Hoo, 2004) et laméthode de Krylov (Antoulas et Sorensen, 2001). Cependant, en pratique, l'a
quisition desmesures est restreinte �a un 
ertain nombre de points, dont le 
hoix de leurs empla
ements
onstitue un épineux problème (El Jai et Prit
hard, 1986; Antoniades et Christo�des,2001; U
i«ski, 2004; Armaou et Demetriou, 2006), 
e qui 
onduit �a des modèles approximésrarement satisfaisants.Une appro
he alternative aux mesures expérimentales, 
onsiste �a simuler le modèleEDP moyennant une méthode de di�éren
es �nies en 
onsidérant un modèle de dimensiontrès élevée (Liu, 2005), et les résultats de la simulation seront assimilés �a des mesuresexpérimentales e�e
tuées.D'une manière générale, il est très di�
ile de pré
oniser une méthode de pré-approxima-tion, 
ar l'approximation dépend de la nature des phénomènes modélisés (Renou, 2000),de la 
omplexité du modèle EDP, et 
haque méthode né
essite le respe
t de 
ertainesrègles quantitatives ou qualitatives (Ra
hid, 1997).L'appro
he de la pré-approximation présente des limitations dues essentiellement �a laméthode de dis
rétisation utilisée, au nombre et aux positions des points de dis
rétisation
hoisis, qui in�uent dire
tement sur les propriétés fondamentales intrinsèques telle quela 
ommandabilité et l'observabilité du pro
essus (El Jai et Prit
hard, 1986; Ray, 1989;El Jai et Amouroux, 1990; Omatu et Seinfeld, 1989; Curtain et Zwart, 1995; Waldra�et al., 1998; Alotaibi et al., 2004; Bensoussan et al., 2006; Singh et Hahn, 2007). De plus,la dimension du système approximé 
onduit, parfois, �a des 
on
lusions erronées en 
equi 
on
erne la stabilité du système original en bou
le ouverte ou/et en bou
le fermée(Christo�des, 2001).Pour les systèmes fortement distribués essentiellement �a 
ause des phénomènes dedi�usion et de 
onve
tion, l'appro
he de la pré-approximation limite les performan
es du
orre
teur et 
onduit, souvent, �a des performan
es insu�santes voire médio
res parfois(Christo�des, 2001; Shang et al., 2005).L'appro
he de pré-approximation peut être adoptée pour la synthèse de la loi de 
om-mande pour les systèmes paraboliques (système di�usion-réa
tion), 
ar l'utilisation des33



modes prin
ipaux de l'opérateur di�érentiel spatial, i.e. les modes lents (valeurs propres),
e qui est toujours possible, peut permettre d'approximer 
orre
tement le modèle EDP(Armaou, 2001; Christo�des, 2001).Les valeurs propres (modes) d'un système EDP sont obtenues en résolvant le problèmeaux valeurs propres asso
ié �a son modèle EDP (Babary et Pel
zewski, 1985; Ray, 1989). Ilest ainsi possible d'obtenir une dé
omposition sous forme d'un système EDO de dimension�nie. Le problème ave
 
ette appro
he, spé
ialement dans le 
as des systèmes EDP nonlinéaires, est lié au 
hoix du nombre de modes �a retenir qui �xe la dimension du systèmeapproximé et la pré
ision de l'approximation (Bendersky et Christo�des, 2000; Christo-�des, 2001; Liu et Ja
obsen, 2004). En général, pour 
apturer la dynamique du modèleEDP original, 
ette dimension est relativement importante 
e qui 
omplique l'étape desynthèse et la mise en oeuvre du 
orre
teur.Les modèles obtenus par la stratégie de pré-approximation sont, en général, d'unedimension très élevée, 
e qui représente une 
ontrainte pour la 
on
eption du 
orre
teur.Par 
onséquent, la 
on
eption du système de 
ommande, basée sur la stratégie de la pré-approximation, passe inélu
tablement, par l'étape de rédu
tion de l'ordre d'un SPL (Jalaliet al., 2006). Ainsi, deux appro
hes sont possibles (Evans, 2003) :Réduire puis 
on
evoir : 
onsiste �a réduire l'ordre du modèle EDO obtenu moyennantdes te
hniques de rédu
tion, puis �a utiliser le modèle réduit pour la 
on
eption du
orre
teur (Kepler et al., 2000; Atwell et King, 2001; Ly et Tran, 2001).Con
evoir puis réduire : 
onsiste �a 
on
evoir le 
orre
teur en utilisant le modèle EDOobtenu, puis �a pro
éder �a la rédu
tion de l'ordre du 
orre
teur 
onçu (Burns et King,1998; Atwell et King, 2005).Du point de vue perte de l'information liée au pro
essus de rédu
tion, Atwell et King(2005) re
ommandent l'utilisation de la deuxième appro
he pour la 
on
eption du 
orre
-teur pour un SPD suivant la stratégie de pré-approximation.1.5.2 Stratégie de post-approximationDans la stratégie de post-approximation (Christo�des et Daoutidis, 1996a; Wu etLiou, 2001; Shang et al., 2005; Maidi et al., 2005, 2007, 2008
,b,a), le modèle SPD est
onservé le plus longtemps possible dans l'étude et la 
on
eption de la loi de 
ommande,
'est-�a-dire que la synthèse du 
orre
teur est faite dire
tement �a partir du modèle EDP.L'approximation sera utilisée, uniquement, au besoin de la mise en oeuvre du 
orre
teurpar approximation des solutions obtenues.Dans le 
as des systèmes hyperboliques, spé
ialement 
eux de premier ordre (sys-tème 
onve
tion-réa
tion), pour lesquels la séparation des modes ou valeurs propres del'opérateur di�érentiel spatial en modes rapides et lents est di�
ile, la stratégie de pré-34



approximation est fortement dé
onseillée, et la 
on
eption de la loi de 
ommande doitêtre envisagée suivant la stratégie de post-approximation (Christo�des, 2001; Shang et al.,2005).Les te
hniques de post-approximation utilisent souvent des théories mathématiquesimportantes, et parfois 
omplexes, dues �a la dé�nition des EDP dans des espa
es defon
tions (Hilbert, Sobolv ou de Bana
h). Ainsi, des notions d'analyse fon
tionnelle (Cur-tain et Prit
hard, 1997; Atkinson et Han, 2001) sont essentielles �a la 
ompréhension des
on
epts utilisés, et pour aborder les questions d'analyse et de synthèse des SPD.Dans le 
as des systèmes linéaires, un 
adre de travail 
omplet et détaillé pour l'analysedes propriétés intrinsèques et le développement de lois de 
ommande, illustré parfaitementpar des exemples d'appli
ations, est donné par Omatu et Seinfeld (1989); El Jai et Amou-roux (1990); Curtain et Zwart (1995), et Bensoussan et al. (2006). Les di�érents résultatsprésentés sont développés en utilisant la notion des semi-groupes (Howie, 1995; Melni-kova, 2001) qui met en éviden
e 
ertaines similarités entre la théorie des SPL et SPD.Les di�érents problèmes abordés 
on
ernent la représentation (Bensoussan et al., 2006),la 
ommandabilité, l'observabilité, la stabilité (Omatu et Seinfeld, 1989; El Jai et Amou-roux, 1990; Curtain et Zwart, 1995; Bensoussan et al., 2006), l'identi�
ation (Omatu etSeinfeld, 1989), l'analyse fréquentielle, la 
ommande robuste (Curtain et Zwart, 1995) etla 
ommande optimale (Bensoussan et al., 2006; El Jai et Amouroux, 1990).D'autres appro
hes fréquentielles basées sur la notion de la transformée de Lapla
eexistent dans la littérature (Friedly, 1972; Ray, 1989; Curtain et Zwart, 1995). L'utilisationde la transformée de Lapla
e permet de développer des modèles entrées-sorties 
ontinuset de réaliser une analyse qualitative dire
te de l'in�uen
e de variables externes sur lesystème. Ainsi, deux appro
hes existes (Ray, 1989) : la première 
onsiste �a 
al
uler latransformée de Lapla
e dans l'espa
e et la se
onde dans le temps. Cette dernière est laplus pratique et 
onduit �a la notion de fon
tion ou de matri
e de transfert qui peut êtreétudiée par de puissants outils de l'automatique linéaire (Friedly, 1972; Curtain et Zwart,1995). Seulement, il faut noter que les fon
tions de transfert ne sont plus des rapports dedeux polyn�mes par rapport �a la variable de Lapla
e s, mais des rapports de fon
tions nonlinéaires en s. Néanmoins, les fon
tions de transfert obtenues peuvent être développéessous forme de séries de fon
tions de transfert de polyn�mes (Friedly, 1972; Ray, 1989;Curtain et Zwart, 1995).Dans le 
as des SPD non linéaires, l'utilisation de la stratégie de post-approximationrevient �a les linéariser autour d'un point de fon
tionnement a�n de se ramener au 
aslinéaire. L'exploitation du modèle EDP non linéaire est très di�
ile, voire parfois impos-sible vu l'indisponibilité d'une théorie uni�ée et générale. La 
ommande des SPD nonlinéaires reste un 
hallenge peu aisé pour la 
ommunauté d'automati
iens. Chen et al.(1999) donnent une synthèse sur l'état d'avan
ement et les résultats obtenus dans 
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adre.1.6 Système di�usion-
onve
tion-réa
tionComme 
ela a été mentionné pré
édemment, les EDP linéaires d'ordre deux sontles plus ren
ontrées en pratique. En e�et, dans la plupart des domaines de la physique,l'é
riture des équations des bilans 
onduit souvent �a 
ombiner les phénomènes de di�usion,de 
onve
tion, et de réa
tion (Christo�des et Daoutidis, 1996b; Renou et al., 2003) et �ales traduire par l'équation d'état du système di�usion-
onve
tion-réa
tion, donnée 
ommesuit (�a laquelle il faut bien entendu ajouter les 
onditions aux limites et initiales) :
∂x(z, t)

∂t
= D

∂2x(z, t)

∂z2
︸ ︷︷ ︸Di�usion−C ∂x(z, t)

∂z
︸ ︷︷ ︸Conve
tion+F

(
x(z, t), u(z, t)

)

︸ ︷︷ ︸Réa
tion (1.35)o�u D et C sont des matri
es diagonales 
onstantes, de dimension n × n regroupantrespe
tivement les 
oe�
ients de di�usion et de 
onve
tion. F est une fon
tion ve
toriellenon linéaire.Il est �a noter que les phénomènes de di�usion et de 
onve
tion ne 
ouplent pas lesvariables physiques du système �a l'inverse du terme de réa
tion. Ce
i explique la formediagonale des matri
es D et C. De plus, la prise en 
onsidération des phénomènes dedi�usion et de 
onve
tion 
onduit �a un SPD. Par 
ontre, si 
es deux phénomènes sontnégligés, lors du pro
essus de modélisation (é
riture des bilans), 
e qui revient �a avoir
D = C = 0 dans l'équation d'état (1.35), alors le modèle prend la forme d'un SPL
omprenant seulement le terme de réa
tion.D'après la 
lassi�
ation des SPD (
f. se
tion 1.4), il ressort qu'un système 
onve
tion-réa
tion (D = 0) est hyperbolique, et la quasi-totalité des systèmes appartenant �a 
ette
lasse (réa
teur 
himiques, é
hangeurs de 
haleur) sont dé
rits par des équations di�éren-tielles quasi-linéaires (Christo�des et Daoutidis, 1996a; Christo�des, 2001), et a�nes parrapport �a l'entrée. Par 
onséquent, le terme F , 
ara
térisant le phénomène de réa
tiondans l'équation (1.35), prend souvent la forme :

F
(
x(z, t), u(z, t)

)
= f

(
x(z, t)

)
+ g
(
x(z, t)

)
u(z, t) (1.36)o�u f et g sont des fon
tions ve
torielles su�samment lisses.La suite de la thèse est 
onsa
rée �a la 
ommande de 
ertains systèmes de 
ette 
lasse
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munie des 
onditions aux limites :
R0 x(0, t) +D0

∂x(0, t)

∂z
= l0(t) (1.37)

RL x(L, t) +DL
∂x(L, t)

∂z
= lL(t)de la 
ondition initiale :

x(z, 0) = x0(z); (1.38)o�u R0, RL, D0 et DL sont des matri
es 
onstantes, et l0(t), lL(t) sont des fon
tionsve
torielles.La variable de sortie du système est 
hoisie de manière générale 
omme une fon
tiondes états du système :
y(t) = h

(
x(z, t)

) (1.39)L'obje
tif 
onsiste �a 
on
evoir de lois de 
ommande basées sur le modèle EDP, 
'est-�a-dire en adoptant la stratégie de post-approximation présentée dans la se
tion 1.5.2, sanspasser par une approximation préalable.1.7 Simulation de système 
onve
tion-réa
tionLes lois de 
ommande qu'on est appelé �a développer, dans les pro
hains 
hapitres,font partie de la stratégie de post-approximation. A 
et e�et, l'approximation des EDPn'est envisageable que pour des obje
tifs de simulation en bou
le fermée, 
'est-�a-dire quela 
on
eption de loi de 
ommande est faite dire
tement �a partir du modèle �a paramètresdistribués.Pour la mise en oeuvre et l'évaluation des performan
es du 
orre
teur 
onçu, la mé-thode des lignes (semi-dis
rétisation par rapport �a la variable d'espa
e z), basée sur lesdi�éren
es �nies, est adoptée pour toutes les simulations réalisées en bou
le fermée.La méthode des lignes (Ames, 1992; Wouwer et al., 2004; Liu, 2005) est une méthodesimple �a mettre en oeuvre qui é
happe �a la 
omplexité des 
al
uls ren
ontrée en adoptantd'autres appro
hes (méthode des fon
tions propres, méthode des résidus pondérés, etles méthodes variationnelles). De plus, elle est bien adaptée pour tout type de systèmehyperbolique ou parabolique (Alhumaizi, 2004; Liu, 2005), et permet de valider le modèleapproximé obtenu par d'autres te
hniques d'approximation des SPD (Ra
hid, 1997).Le prin
ipe de la méthode des lignes 
onsiste �a dis
rétiser (Wouwer et al., 2004; Liu,2005) :
• le domaine spatial Ω en introduisant un pas d'espa
e ∆z, ave
 ∆z = L/(N + 1) >

0, o�u N est un entier positif, représentant le nombre de points de dis
rétisation37




onsidéré,
• l'opérateur di�érentiel spatial par un s
héma numérique de di�éren
es �nies stable.Ce
i donne un SPL dont le ve
teur d'état est de dimension nN , o�u l'entier N doit êtresu�samment grand pour assurer une bonne approximation du modèle EDP original.Pour le système de 
onve
tion-réa
tion, l'approximation par la méthode des lignes, en
onsidérant un s
héma numérique de di�éren
es �nies arrière �a deux points (Ciarlet etLions, 1990; Maidi et al., 2008
), pour l'opérateur di�érentiel traduisant le phénomène de
onve
tion, donne pour l'équation d'évolution (équation (1.35) ave
 D = 0) :

∂xi, j(t)

∂t
=

∂xi(zj, t)

∂t

= −Ci, i

∆z

[

xi(zj , t) − xi(zj−1, t)
]

+ F (x(zj , t), u(zj, t)), (1.40)pour les 
onditions aux limites :
R0 x(0, t) +

D0

∆z

[

x(∆z, t) − x(0, t)
]

= l0(t) (1.41)
RL x(L, t) +

DL

∆z

[

x(L, t) − x(L− ∆z, t)
]

= lL(t)et pour la 
ondition initiale :
xi(zj , 0) = xi0(zj); (1.42)ave
 i = 1, . . . , n ; j = 1, . . . , N , et zj = j∆z ∈ Ω. Le 
oe�
ient Ci, i représente le i-èmeélément diagonal de la matri
e C.Notons que pour tenir 
ompte des 
onditions aux limites, dé�nies aux frontières dudomaine spatial Ω (∂Ω), le s
héma numérique de dis
rétisation né
essite souvent uneadaptation aux points j = 1 et j = N .En intégrant les équations (1.41) dans le modèle dis
rétisée (1.40), et après arrange-ment des résultats, le modèle dis
rétisé �nal (EDO) se met sous la forme (1.10).1.8 Con
lusionCe 
hapitre a été 
onsa
ré �a des généralités sur des SPD. L'obje
tif est de passer enrevue les di�érentes appro
hes de 
ommande utilisées pour la 
ommande des SPD, touten présentant les notions utiles pour la suite de la thèse.En e�et, plusieurs systèmes réels sont dé
rits par un modèle �a paramètres distribuésde nature hyperbolique ou parabolique. Une 
lasse importante de 
es modèles est forméepar les systèmes de type 
onve
tion-di�usion-réa
tion.Dans le domaine de la 
ommande des SPD, l'étude de type des EDP modélisant le38



SPD 
onstitue le point de départ pour toute 
on
eption du 
orre
teur. Ainsi, si la stratégiede post-approximation est bien adaptée pour la 
ommande des SPD de type quel
onque,la stratégie de pré-approximation peut être adoptée seulement dans le 
as des systèmeshyperboliques mais 
ombinée ave
 des te
hniques de rédu
tion de l'ordre du modèle ODE,obtenu par approximation du modèle EDP, ou 
elui du 
orre
teur.Toutefois, l'utilisation dire
te des modèles distribués (stratégie de post-approximation)reste prometteuse, et la plus privilégiée, 
ar 
es modèles sont beau
oup plus pro
hes dela physique du système, et traduisent 
orre
tement son 
omportement dynamique. Cettestratégie de 
ommande 
onstitue, a
tuellement, un axe de re
her
he a
tif, et les e�ortssont fo
alisés notamment sur la 
ommande de systèmes 
onve
tion-réa
tion, prin
ipa-lement de nature hyperbolique, qu'on ren
ontre, le plus souvent, dans les appli
ationsindustrielles essentielles. Ainsi, la né
essité de les pla
er dans les meilleures 
onditionsopératoires possibles in
ite �a prendre en 
ompte leur 
ara
tère distribué �a �n d'amélio-rer leur e�
a
ité. C'est dans 
ette optique que s'ins
rivent les études présentées dans les
hapitres suivants.
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Chapitre 2Optimisation 
ontrainte d'uneCommande PI Floue d'un É
hangeurde Chaleur
2.1 Introdu
tionUn é
hangeur de 
haleur est un dispositif permettant de transférer de l'énergie ther-mique d'un �uide vers un autre, sans les mélanger. Le �ux thermique traverse la surfa
ed'é
hange qui sépare les �uides. La plupart du temps, on utilise 
ette méthode pour re-froidir ou ré
hau�er un �uide qui ne peut pas ou qui est di�
ile �a refroidir ou 
hau�erdire
tement.Dans le milieu industriel, l'é
hangeur de 
haleur est un élément essentiel de toutepolitique de ma��trise de l'énergie. L'énergie thermique utilisée dans les pro
édés industrielstransite au moins une fois par un é
hangeur de 
haleur. Ces systèmes sont utilisés, enparti
ulier, dans les industries 
himiques, pétro
himiques, agroalimentaires, et
.Sur le plan de l'investissement et de la qualité, les avantages des é
hangeurs de 
haleurne sont plus �a démontrer. Néanmoins, 
es derniers sont fréquemment 
onçus pour unfon
tionnement en bou
le ouverte, si bien que les performan
es attendues se dégradentrapidement ave
 le temps d'o�u la né
essité de les rempla
er �a 
haque fois, 
e qui entra��neun impa
t négatif sur le plan é
onomique (Xia, et al., 1991). Par 
onséquent, la 
ommandede 
es derniers s'impose 
omme la solution alternative et adéquate.La 
ommande de l'é
hangeur de 
haleur a attiré l'attention de plusieurs 
her
heurs,et plusieurs appro
hes de 
ommande ont été développées. Ces dernières di�érent dansleur prin
ipe, dans le modèle utilisé pour la synthèse du 
orre
teur, et par les hypothèsesfaites sur les variables 
ara
téristiques de l'é
hangeur. La 
onsultation de l'abondantelittérature traitant 
e sujet, montre que les 
ontributions se partagent entre la stratégiede pré-approximation (Davison et al., 1980; Katayama et al., 1990; Dugdale et Wen,40



2002; Alvarez-Ramirez et al., 1997; Malleswararao et Chidambaram, 1992; Abdelghani-Idrissi et al., 2001)), et la stratégie de post-approximation (Christo�des et Daoutidis,1996a; Christo�des, 2001; Shang et al., 2005; Maidi et al., 2007, 2008
,a). De plus, toutesles appro
hes proposées sont d'appro
he algorithmique, 
'est-�a-dire basée sur un modèlemathématique.Dans 
e 
hapitre, la stratégie de post-approximation est adoptée pour 
on
evoir une
ommande PI �oue pour un é
hangeur de 
haleur. L'idée de base 
onsiste �a 
on
evoir un
orre
teur �ou qui minimise un 
ertain 
ritère de performan
e en se basant sur le modèleEDP de l'é
hangeur. Ainsi, le 
hapitre 
ommen
e par la des
ription de l'é
hangeur de
haleur et la stru
ture générale d'un 
orre
teur �ou, puis une appro
he d'optimisationsous 
ontraintes d'une 
ommande PID Floue est proposée. Cette dernière est illustrée,�a la �n du 
hapitre, par une appli
ation sur l'é
hangeur de 
haleur. L'obje
tif 
onsiste�a optimiser un 
orre
teur PI Flou 
ontr�lant une température obtenue par moyennagespatiale en faisant varier la température de l'enveloppe supposée répartis uniformémentet homogène. La suite du 
hapitre est réservée pour l'évaluation des performan
es du
orre
teur synthétisé.2.2 Modèle dynamique de l'é
hangeur de 
haleurLe 
omportement dynamique de l'é
hangeur de 
haleur est souvent dé
rit par un mo-dèle basé sur des équations aux dérivées partielles (EDP) qui prend des formes di�érentesselon les hypothèses retenues lors la phase de modélisation. Ainsi, si le phénomène dedi�usion est négligé, 
e qui est le 
as le plus fréquent, alors le modèle de l'é
hangeur estlinéaire de type 
onve
tion-réa
tion.Le modèle de l'é
hangeur de 
haleur, qui fera l'objet d'étude dans 
e présent 
hapitre,est présenté dans la se
tion suivante en négligeant le phénomène de di�usion.2.2.1 Des
ription de l'é
hangeur de 
haleurUn �uide de densité 
onstante ρ et de 
apa
ité 
alori�que Cp traverse le tube interned'un é
hangeur thermique tubulaire, de longueur L, ave
 une vitesse 
onstante υ(t) (Fi-gure 2.1). Ce �uide rentre �a une température T0(t) et é
hange de la 
haleur �a travers uneparoi métallique ave
 le deuxième �uide, 
ir
ulant �a l'intérieur de l'enveloppe, dont la tem-pérature Te(t) est supposée homogène et distribuée uniformément le long de l'é
hangeur.A la sortie de l'é
hangeur, le �uide interne sort �a une température TL(t). La température
T (z, t) du �uide �a l'intérieur du tube est non homogène, 
'est-�a-dire qu'elle dépend de laposition spatiale sur toute la longueur de l'é
hangeur. De plus, elle dépend du temps ensupposant que la température T0(t) �a l'entrée de l'é
hangeur varie.41
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-�Fig. 2.1 � E
hangeur de 
haleur �a température d'enveloppe homogène.Dans 
ette étude, la se
tion St du tube interne et la surfa
e utilisée pour le transfertde 
haleur S, par unité de longueur, sont supposées 
onstantes. De même pour la se
tionde l'enveloppe.2.2.2 Modèle de l'é
hangeur de 
haleurEn tenant 
ompte des hypothèses de la se
tion pré
édente, l'é
riture du bilan d'énergiepour le tube interne de l'é
hangeur de 
haleur 
onduit �a l'équation aux dérivées partielles(EDP) linéaire suivante (Ray et Ogunnaike, 1994) :
∂T (z, t)

∂t
= −υ(t)

∂T (z, t)

∂z
+ a
[

Te(t) − T (z, t)
] , a =

ht S

ρStCp

. (2.1)o�u a est le 
oe�
ient de transfert de 
haleur, et ht est le 
oe�
ient de transfert de 
haleurglobal. Pour avoir un modèle 
omplet, l'EDP (2.1) requiert une 
ondition aux limites,et une 
ondition initiale. La 
ondition aux limites est habituellement spé
i�ée �a z = 0puisque la température du �uide interne �a l'entrée est, en général, 
onnue et mesurable.Ce qui donne, �a z = 0, une 
ondition aux limites de Diri
hlet :
T (0, t) = T0(t), (2.2)tandis que la 
ondition initiale (�a t = 0) est un pro�l de température donné :
T (z, 0) = T ∗(z). (2.3)Le modèle de l'é
hangeur de 
haleur est une EDP linéaire, qui a pour variables 
ara
-téristiques : la température T (z, t) 
omme l'état du système, la température du �uide �al'entrée de l'é
hangeur T0(t) 
omme perturbation, et la température homogène de l'en-veloppe Te(t) 
omme 
ommande. Cette dernière est 
onsidérée homogène et distribuée
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uniformément le long de l'é
hangeur (
f. relation 1.5), par 
onséquent :
Te(z, t) = b(z)Te(t) (2.4)o�u b(z) = 1 puisque la température de l'enveloppe est supposée homogène.Dans la présente étude, l'obje
tif 
onsiste �a 
ommander la température moyenne Tm(t),obtenue par moyennage spatial, du �uide �a l'intérieur du tube en manipulant la tempé-rature de l'enveloppe Te(t). Par 
onséquent, la sortie �a 
ommander prend la forme (
f. larelation 1.8) (Maidi et al., 2008
) :

Tm(t) = C
(
T (z, t)

)

=

∫

Ω

c(z)T (z, t) dz (2.5)o�u Ω = [0, L], et la fon
tion c(z) 
ara
térisant la géométrie du 
apteur est, en général, dela forme 1/L (Christo�des et Daoutidis, 1996a; Christo�des, 2001).Pour répondre �a 
et obje
tif de 
ommande, on propose d'utiliser un 
orre
teur PI Flou.Avant de présenter la démar
he de synthèse, on 
ommen
e d'abord par un bref rappelsur la 
ommande �oue. Pour plus de détails, le le
teur peut se référer �a des ouvragesspé
ialisés (par exemple Yager et Filev (1994); Reznik (1997); Zhanga et Liu (2006), etde Jantzen (2007)).2.3 Stru
ture générale d'un 
orre
teur �ouUne loi de 
ommande est habituellement 
onçue en utilisant un modèle mathématiquedu système. Cependant, dans l'hypothèse o�u le modèle mathématique du système est
omplexe et di�
ile �a exploiter (
as des modèles EDP) pour l'analyse et la synthèse, la
ommande par logique �oue se présente 
omme une alternative intéressante. En e�et,la loi de 
ommande est exprimée ave
 des règles linguistiques, déduites des informationsénon
ées dans un langage naturel traduisant le fon
tionnement du système ou la stratégiede pilotage utilisée par un opérateur.Le domaine de la 
ommande par logique �oue a littéralement explosé suite �a la publi-
ation des travaux de Mamdani sur un système de 
ommande �oue pour une ma
hine �avapeur (Mamdani et Assilian, 1975). Il est quasiment impossible de dresser un bilan de la
ommande �oue �a un moment o�u les travaux se multiplient et des théories se développentde plus en plus en parallèle ave
 l'appro
he 
onventionnelle (algorithmique). Les ouvragesde Yager et Filev (1994); Reznik (1997); Passino et Yurkovi
h (1997); Zhanga et Liu(2006), et de Jantzen (2007) 
onstituent des ouvrages de référen
es dans le domaine. Cesouvrages regroupent un ensemble de théories et d'appli
ations, et retra
ent parfaitement43



Ge

Gde

Gie

Structure interne

Fuzzification
Moteur

d’inférences
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Fig. 2.2 � Stru
ture d'un 
orre
teur �ou.le développement de la 
ommande �oue appuyé par des référen
es bibliographiques. Enplus des ouvrages dédiés �a 
e domaine, on retrouve des journaux spé
ialisés (par exempleFuzzy Sets and Systems, IEEE Transa
tions on Fuzzy Systems).En général, les 
orre
teurs �ous sont utilisés dans les stru
tures de 
ommande en bou
lefermée des systèmes. Les variables 
ara
téristiques du système �a 
ommander dé�nissentles variables du 
orre
teur. Les variables 
ara
téristiques sont, en général, les grandeursde sortie du système �a 
ommander et, le 
as é
héant, d'autres mesures déterminantespour saisir l'évolution dynamique du système. Les variables de sortie du 
orre
teur �ousont les 
ommandes appliquées au système. La 
on�guration de base du 
orre
teur �ouest donnée par la Figure (2.2), dans laquelle, on distingue deux stru
tures (Yager et Filev,1994) :Stru
ture interne : dans la stru
ture interne, on retrouve les blo
s suivants :
• Fuzzi�
ation : permet de passer du domaine réel au domaine �ou. Elle 
onsiste�a déterminer le degré d'appartenan
e d'une valeur (mesurée par exemple) �a unensemble �ou. Ce dernier est dé�ni par sa fon
tion d'appartenan
e qui 
orrespond�a la notion de fon
tion 
ara
téristique en logique 
lassique.
• Inféren
es : 
ette phase simule la prise de dé
ision �a partir des règles �oues parune pro
édure de 
ha��nage avant des propositions (a
tivation des règles par lesprémisses). L'impli
ation et l'inféren
e �oues sont asso
iées pour dé�nir l'ensemble�ou 
ara
térisant la 
ommande. Une règle �oue est de type :SI prédi
at ALORS 
on
lusionUn prédi
at est une 
ombinaison de propositions par des opérateurs ET, OU, etNON. La 
on
lusion d'une règle �oue est une 
ombinaison de propositions liéespar des opérateurs ET. Notons que, le mé
anisme d'inféren
e le plus 
ourammentutilisé est 
elui de Mamdani (Jantzen, 2007).
• Défuzzi�
ation : �a la �n de l'inféren
e, l'ensemble �ou de sortie est déterminémais n'est pas dire
tement utilisable pour donner une information pré
ise ausystème d'a
tionneur. Il est né
essaire de passer du mode �ou au mode réel,
'est la dé�uzi�
ation. Il existe plusieurs méthodes de défuzzi�
ation, mais la44



méthode du 
entre de gravité est plus utilisée et re
ommandée vu ses avantagespar rapport �a 
es 
on
urrentes. Cette méthode 
onsiste �a 
al
uler le 
entre degravité de l'ensemble �ou, 
ara
tériser par une fon
tion d'appartenan
e, résultantde l'agrégation des ensembles �ous obtenus pour 
ha
une des règles 
on
ernantla sortie en question.Stru
ture externe : elle 
omprend les paramètres d'adaptations d'entrée Ge, Gie et
Gde et de sorties Gu du 
orre
teur �ou asso
iés respe
tivement �a l'erreur, �a l'in-tégrale de l'erreur, �a la dérivée de l'erreur, au signal de 
ommande. Le réglage de
es paramètres 
onstitue la phase la plus importante dans la 
on
eption du 
or-re
teur �ou (Yager et Filev, 1994; Passino et Yurkovi
h, 1997; Reznik, 1997; Tanget al., 2001; Zhanga et Liu, 2006). Ces paramètres a�e
tent 
onsidérablement lesperforman
es en bou
le fermée (Yager et Filev, 1994; Hu et al., 1999; Tang et al.,2001; Jantzen, 2007), et la 
ara
téristique du 
orre
teur �ou (Yager et Filev, 1994;G�omez-Ram�irez, 2007). En e�et, 
haque variation des paramètres d'adaptions d'en-trée entra��ne l'a
tivation d'un 
ertain ensemble de règles �oues, 
e
i se traduit parun 
ertain e�et sur le 
omportement dynamique des sorties 
ommandées. De même,la variation du paramètre d'adaptation de sorties a�e
te dire
tement l'amplitudede la 
ommande appliquée. Plusieurs te
hniques de réglage, en ligne ou hors ligne,ont été proposées dans la littérature, et la quasi-totalité repose sur une analogieave
 les 
orre
teurs PID 
lassiques (voir par exemple Moon, 1995; Hu et al., 1999;Woo et al., 2000; Tang et al., 2001; Carvajal et al., 2000; Yesil et al., 2004, et leursréféren
es). Yager et Filev (1994) donne 
ertaines re
ommandations, intéressantes,pour le réglage du 
orre
teur �ou qui permettent d'avoir plus ou moins les perfor-man
es souhaitées. Ces règles sont déduites des 
onstations faites sur l'in�uen
e de
haque paramètre sur les performan
es en bou
le fermée.La mise en ÷uvre du 
orre
teur �ou né
essite les deux opérations suivantes :

• mise en formes des entrées : par le traitement des variables d'entrée. En parti
ulier,
ertaines grandeurs sont asso
iées pour 
al
uler des erreurs (di�éren
es entre lessorties et les 
onsignes désirées), les intégrales, et les dérivées des erreurs. Trèssouvent, la dynamique des variables est normalisée sur l'univers de dis
ours.
• mise en forme des variables de sorties : elle 
onsiste �a traiter 
haque 
ommandeappliquée a�n de dé�nir la dynamique des 
ommandes (leur univers de dis
oursest souvent normalisé), et d'obtenir des e�ets de 
ommande parti
uliers par une
ombinaison des trois a
tions : proportionnelle, intégrale, et dérivée.
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2.4 Commande PI �oue de l'é
hangeur de 
haleurLa logique �oue 
onna��t un intérêt grandissant auprès de la 
ommunauté s
ienti�quedepuis quelques années, parti
ulièrement dans le domaine de la 
ommande o�u on assiste �aun énorme développement de stratégie de 
ommande �oue (Wang, 1996). L'une des raisonsprin
ipales tient �a l'énorme su

ès des appli
ations réalisées �a base des régulateurs �oussur des systèmes 
omplexes (Bai et al., 2006). Cependant, la plupart des travaux sontfo
alisés sur la 
ommande des SPL. Pour 
e qui est de systèmes �a paramètres distribués(SPD), peu de 
ontributions peuvent être trouvées dans la littérature (Sooraksa et Chen,1998; Sagias et al., 2001; Lin et Lewis, 2003; Li et al., 2007).Sooraksa et Chen (1998); Sagias et al. (2001), et Lin et Lewis (2003) proposent desstratégies de 
ommande �oue pour des systèmes parti
uliers, �a solution séparables (robotset réa
teur tubulaire), dont la synthèse du système de 
ommande passe par une pré-approximation du modèle EDP par un modèle EDO obtenu par les méthodes des résiduspondérés (Sagias et al., 2001) ou par la méthode de fon
tions propres (Sooraksa et Chen,1998; Lin et Lewis, 2003).La 
ommande �oue basée sur la stratégie de post-approximation est un axe au stade dubalbutiement. Ainsi, en introduisant le nouveau 
on
ept de sous-ensembles �ous �a troisdimensions, Li et al. (2007) proposent une méthodologie pour la 
ommande des SPDsillustrée par une appli
ation portant sur la 
ommande d'un réa
teur 
himique. Ce travailreste l'une des rares référen
es sur la 
ommande �oue des SPD basée sur le modèle EDP.La suite de 
e 
hapitre, s'ins
rit dans 
ette optique, o�u une appro
he pour l'optimi-sation d'une 
ommande PID �oue d'un SPD, basée sur le modèle EDP, sera développée.Cette dernière sera appliquée pour la synthèse d'un 
orre
teur PI Flou optimal pour la
ommande de la température moyenne, �a l'intérieur de l'é
hangeur de 
haleur, en ma-nipulant la température de l'enveloppe. L'appro
he proposée repose sur l'utilisation desrelations liant les paramètres d'un 
orre
teur PID 
lassiques et 
eux du 
orre
teur �ou.En e�et, un 
orre
teur �ou possède des propriétés intéressantes. Ce type de 
orre
teurpermet de 
on
evoir des 
ommandes non linéaires qui sont réputées robustes. Toutefois la
on
eption d'un 
orre
teur �ou passe souvent par des tests de type essai-erreur ou par desanalogies ave
 des te
hniques 
lassiques. Pour la stru
ture interne, des re
ommandationsexistent dans la littérature 
on
ernant le 
hoix des fon
tions d'appartenan
e, du nombred'ensembles �ous, du mé
anisme de traitement des règles �oues, et la dé�uzi�
ation. Par
ontre, le réglage des paramètres d'adaptation 
onstitue une t�a
he ardue vu l'absen
ed'outils théoriques et de méthodologies de réglage (Hu et al., 1999; Tang et al., 2001;G�omez-Ram�irez, 2007).Ainsi, dans le 
as du 
orre
teur PID �ou, des réglages de paramètres d'adaptationen fon
tion de 
eux d'un 
orre
teur PID 
lassique ont été établis et 
orroborés par des46



appli
ations (Jantzen, 2007). Cette démar
he est intéressante vu que les réglages d'un 
or-re
teur PID 
lassique sont toujours disponibles, pour la plupart des systèmes industriels,et que le PID reste le 
orre
teur le plus utilisé dans l'industrie, permettant de 
ommanderla grande majorité des pro
édés (Issaksson et Graebe, 1999; Visioli, 2006).Ces relations de passage sont déterminées par la pro
édure générale suivante :La sortie agissante u(t) du 
orre
teur PID est liée �a l'é
art observé entre la sortie
ommandée y(t) et la 
onsigne désirée yd(t), noté e(t) = yd(t) − y(t), par :
u(t) = Kc

(

e(t) +
1

τI

t∫

0

e(ξ) dξ + τd
de(t)

dt

) (2.6)o�u Kc, τI , et τd sont les paramètres de réglages du 
orre
teur PID 
lassique.Sous la forme dis
rète, le 
orre
teur PID (2.6) prend la forme :
u(k) = Kc

(

e(k) +
∆t

τI

k∑

i=0

e(i) +
τd
∆t

[
e(k) − e(k − 1

]

) (2.7)o�u ∆t est la période d'é
hantillonnage.De même, le 
orre
teur PID Flou est toujours de forme dis
rète, et sa sortie agissante
u(k) est liée �a l'é
art observé entre la sortie 
ommandée y(k) et la 
onsigne désirée yd(k)par :

u(k) = fFlou(Ge,Gie,Gde,Gu, e(k)) (2.8)o�u fFlou est la 
ara
téristique du 
orre
teur PID Flou, généralement non linéaire. Toutefois,par des 
hoix judi
ieux au niveau de la stru
ture interne une 
ara
téristique linéairepeut être obtenue (Jantzen, 2007) . Dans la suite de 
ette étude 
ette 
ara
téristique estsupposée linéaire.En e�et, par identi�
ation de la fon
tion de transfert dis
rétisée du PID 
lassique (2.7)ave
 la 
ara
téristique linéaire du PID Flou (2.8), on arrive �a établir les relations liant lesdi�érents paramètres des deux 
orre
teurs de forme générale (Jantzen, 2007) :
f
(
Ge,Gie,Gde,Gu,Kc, τI , τd

)
= 0 (2.9)o�u f est une fon
tion ve
torielle.Par 
onséquent, des relations de passages peuvent être établies entre les paramètresdes deux 
orre
teurs.Ces relations de passage sont parfaitement do
umentées dans Jantzen (2007), et résu-mées dans le Tableau 2.1 pour les di�érents types du 
orre
teur PID Flou. La démar
hede détermination de 
es relations (la fon
tion f ) dans le 
as du PI Flou, utilisée pour47



Corre
teur �ou Kc
1
τI τDP Gde.Gu − −PI Ge.Gu
Ge

Gde
−PD Ge.Gu − Gde

GuPID Ge.Gu
Gie

Ge

Gde

GeTab. 2.1 � Relations de passage entre les paramètres d'adaptation du 
orre
teur Flou etles réglages du 
orre
teur PID 
lassique.
ommander l'é
hangeur de 
haleur, est expli
itée dans la se
tion 2.4.3.2.4.1 Optimisation des paramètres d'adaptation d'un 
orre
teurPID FlouLa synthèse d'un système de 
ommande repose sur la minimisation d'un 
ritère deperforman
e qui dé�nit le but de la 
ommande. Le 
hoix d'un obje
tif est don
 un aspe
tdéterminant du pro
essus de synthèse, et il est important, si l'on veut que le problèmede 
ommande soit intéressant, de retenir un 
ritère qui pose le problème de la robustesseen performan
e. Plusieurs 
ritères existent qui peuvent être 
lassés en fon
tion de leurs
ara
téristiques propres qui déterminent le 
ritère �a 
hoisir pour être minimisé (Corriou,2003, 2004).L'appro
he proposée pour l'optimisation des paramètres d'adaptation du 
orre
teurPID �ou est basée sur la minimisation de l'un des 
ritères d'intégrale d'erreur sortie-
onsigne, qui prennent en 
ompte la totalité de la réponse du système. Ainsi, en bou
lefermée, la valeur de l'erreur e(t), entre la 
onsigne désirée yd(t) et la sortie y(t), estdépendante des réglages du 
orre
teur, et il en est de même pour le 
ritère de performan
es�a minimiser. Par 
onséquent, dans le 
as d'un 
orre
teur �ou, le 
ritère s'é
rit :
J
(

Ge,Gie,Gde,Gu
)

=

∫ +∞

0

ϕ
(

e(t), t
)

dt (2.10)o�u
e(t) = yd(t) − y(t)

= ψ
(

Ge,Gie,Gde,Gu, t
)

. (2.11)Ainsi, en 
onsidérant les paramètres Ge, Gie, Gde, et Gu du 
orre
teur �ou 
omme48



des variables de dé
ision, et le 
ritère �a minimiser J 
omme fon
tion obje
tif, le problèmede synthèse revient �a résoudre le problème d'optimisations ave
 
ontrainte suivant :
min

Ge, Gie, Gde, Gu
J
(

Ge,Gie,Gde,Gu
) (2.12)sujet �a la 
ontrainte donnée par le modèle du système �a 
ommander.Cependant, il est astu
ieux d'intégrer les relations de passage (2.9) 
omme des 
ontrain-tes pour le problème d'optimisation sans 
ontraintes (2.12) pour simpli�er la synthèse du
orre
teur �ou. En e�et, 
omme les 
ontraintes sont de type égalité, il est fa
ile de dé-montrer que l'introdu
tion de 
es dernières simpli�e davantage le problème d'optimisation�nal �a résoudre, puisque le nombre de variables de dé
ision se réduit �a une seule variablequelque soit le type du 
orre
teur �ou 
onsidéré. Ce
i permet de restreindre le domaine dere
her
he de la solution du problème d'optimisation �nal formulé qui peut être obtenuenumériquement.2.4.2 Appli
ation �a la 
ommande de l'é
hangeur de 
haleurPour régler la température moyenne Tm(t) du �uide �a l'intérieur du tube de l'é
han-geur, �a une température désirée T d

m(t), on propose de 
on
evoir un 
orre
teur PI Flou quiminimise le 
ritère de l'Intégrale du Carré de l'Erreur (ICE), 
'est-�a-dire
ϕ
(

e(t), t
)

= e2(t) (2.13)ave
 e(t) = T d
m(t) − Tm(t).La première étape de 
on
eption du PI Flou 
onsiste �a synthétiser un 
orre
teur PI
lassique pour le même problème de 
ommande. Comme le modèle de l'é
hangeur de
haleur est un système de dimension in�nie, l'approximation de 
e dernier donne sur unSPL d'ordre très élevé inexploitable pour la détermination des paramètres de réglage duPI 
lassique (Xia et al., 1991; Bandyopadhyay et al., 1998; Issaksson et Graebe, 1999).Par 
onséquent, il est pratique de pro
éder par minimisation du même 
ritère (2.13),
'est-�a-dire de déterminer la solution du problème d'optimisation suivant (Maidi et al.,2008
) :

min
Kc,τI

{
∫ +∞

0

e2(t) dt

} (2.14)soumis �a :
∂T (z, t)

∂t
+ υ(t)

∂T (z, t)

∂z
− a

[

Kc

(

e(ξ) +
1

τI

t∫

0

e(ξ) dξ

)

− T (z, t)

]

= 0 (2.15)49
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d
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6

-T d
m(t) +

−

e(t) E
hangeurde 
haleurṪe Te Tm(t)Contr�leur PI Flou
-

Stru
tureinterneFig. 2.3 � Commande PI Flou de l'é
hangeur de 
haleur.Désignation Symbole ValeurCoe�
ient de transfert de 
haleur a 2.92 s−1Longueur de l'é
hangeur L 1mVitesse du �uide v 1m . s−1Condition initiale T (z, 0) 25◦CCondition aux limites T (0, t) 25◦CConsigne désirée T d
m(t) 50◦CTab. 2.2 � Paramètres de l'é
hangeur de 
haleur et 
onditions de simulation.ave
 e(t) = T d

m(t) −
∫

Ω

c(z)T (z, t) dz.Ainsi, en 
onsidérant pour paramètres de l'é
hangeur et 
onditions de simulation lesdonnées résumées dans le Tableau 2.2, la résolution numérique du problème d'optimisation(2.14�2.15) 
onduit aux réglages suivants :
Kc = 0.4951, τI = 0.0377 s (2.16)Rappelons que la simulation du modèle de l'é
hangeur de 
haleur (2.1), en bou
le fermée,est réalisée par approximation de 
e dernier par la méthode des lignes, présentée dans lase
tion 1.7, en 
onsidérant un nombre de points de dis
rétisation N = 80 qui assure unebonne approximation du 
omportement dynamique du modèle EDP.2.4.3 Commande PI Flou de l'é
hangeur de 
haleurAprès avoir déterminé les paramètres Kc et τI , on passe �a la 
on
eption du 
orre
teurPI Flou. La stratégie de 
ommande adoptée est donnée par la Figure 2.3. De 
ette dernière,il ressort que l'étape de mise en forme des entrées se résume dans le 
al
ul de l'erreur e(t)et de sa vitesse de variation ė(t). L'étape de mise en forme des sorties 
onsiste �a 
al
ulerl'intégrale de la vitesse de variation Ṫe(t) du signal de 
ommande.Au niveau de la stru
ture interne, les fon
tions d'appartenan
es 
hoisies pour les va-riables 
ara
téristiques du 
orre
teur �ou (e(t), ė(t), et Ṫe(t)) sont données par la Fi-gure 2.4. Leurs univers de dis
ours sont dé
omposés en 
inq sous-ensembles �ous (NG :50
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Fig. 2.4 � Fon
tions d'appartenan
e.
Ṫe eNG NP EZ PP PGNG NG NG NG NP EZNP NG NG NP EZ PP
ė EZ NG NP EZ PP PGPP NP EZ PP PG PGPG EZ PP PG PG PGTab. 2.3 � Règles �oues.Négatif Grand, NP : Négatif Petit, EZ : Environ Zéro, PP : Positif Petit, et PG : PositifGrand). Les règles �oues du blo
 d'inféren
es, traitées par le mé
anisme de Mamdani,sont résumées dans le Tableau 2.3. La grandeur de sortie du 
orre
teur �ou est généréepar la méthode de 
entre de gravité. Pour le réglage des paramètres d'adaptation, on
onsidère la minimisation du même 
ritère de performan
es (2.14) soumis aux 
ontraintesdé�nies par les relations liant les paramètres du 
orre
teur PI 
lassique �a son équivalentFlou déduite 
omme suit :En 
onsidérant que la 
ara
téristique du 
orre
teur PI Flou donnée dans la Figure 2.3
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est linéaire, il vient :
u(k) =

k∑

i=1

fFlou(Ge,Gde, e(i), ė(i)) . Gu .∆t
=

k∑

i=1

[

Ge e(i) +Gde ė(i)

]

. Gu .∆t

=
k∑

i=1

[

Ge e(i) +Gde

(
e(i) − e(i− 1)

)

∆t

]

. Gu .∆t

=

[

Ge
k∑

i=1

e(i) ∆t+Gde
k∑

i=1

(
e(i) − e(i− 1)

)

]

. Gu

=

[

Ge .Gu .∆t

k∑

i=1

e(i) +Gde .Gu. e(k)

]

= Gde .Gu

[

Ge

Gde
.∆t

k∑

i=1

e(i) + e(k)

] (2.17)Par identi�
ation de la relation (2.17) ave
 
elle du 
orre
teur PI 
lassique, en posant
τd = 0, dans la relation (2.7), on retrouve les relations de passage du Tableau 2.1 asso
iéesau 
as d'un PI Flou.Ainsi, le problème de synthèse du 
orre
teur PI Flou revient �a résoudre le problèmed'optimisation ave
 
ontraintes suivant (Maidi et al., 2008
) :

min
Ge,Gde,Gu

J
(

Ge,Gde,Gu
) (2.18)soumis �a :

∂T (z, t)

∂t
+ υ(t)

∂T (z, t)

∂z
− a×

[

Gde .Gu

(

e(ξ) +
Ge

Gde

t∫

0

e(ξ) dξ

)

− T (z, t)

]

= 0

Gde .Gu−Kc = 0 (2.19)
Ge . τI −Gde = 0L'introdu
tion des relations de passage 
onsidérées 
omme des 
ontraintes pour leproblème d'optimisation (2.18) permet de simpli�er le problème d'optimisation formuléen réduisant le nombre de variables de dé
ision. En e�et, puisque les paramètres Kc et τIsont 
onnus, des relations de 
ontraintes (2.19), on tire :

Ge =
Gde

τI
, Gu =

Kc

Gde
(2.20)52



En substituant 
es expressions dans la fon
tion obje
tif (2.18), le problème d'optimi-sation (2.18) se simpli�e et devient (Maidi et al., 2008
) :
min
Gde

J
(

Gde

τI
, Gde,

Kc

Gde

)

= min
Gde

Ĵ
(

Gde
)

= min
Gde

{
∫ +∞

0

[

T d
m(t) −

∫

Ω

c(z)T (z, t) dz
]2

dt

} (2.21)soumis �a :
∂T (z, t)

∂t
+ υ(t)

∂T (z, t)

∂z
− a

[

Kc

(

e(ξ) +
1

τI

t∫

0

e(ξ) dξ

)

− T (z, t)

]

= 0 (2.22)ave
 l'erreur e(t) = T d
m(t) −

∫

Ω
c(z)T (z, t) dz qui dépend impli
itement de la variabled'optimisation ou de dé
ision Gde.De 
e qui pré
ède, il est 
lair que l'introdu
tion des 
ontraintes a simpli�é le problèmed'optimisation du PI Flou, posé ave
 trois variables de dé
ision en réduisant leur nombre �aune seule variable. En suivant le même raisonnement, pour les autres types du 
orre
teur,on démontre fa
ilement que la synthèse du 
orre
teur PID �ou optimal, suivant la dé-mar
he proposée, se réduit �a la minimisation d'une fon
tion obje
tif d'une seule variable.Ce
i représente un avantage appré
iable puisque la résolution numérique ou analytiquedu problème d'optimisation �nal devient très simple.La résolution numérique du problème d'optimisation (2.21�2.22) a été réalisée pourles mêmes 
onditions de simulation du Tableau 2.2, et donne 
omme solution optimale :
Gde = 2.82 × 10−4,et les relations (2.16) et (2.20) fournissent :

Ge = 75 × 10−4, Gu = 1.7557 × 104.2.4.4 Évaluation des performan
es des 
orre
teursPour évaluer les performan
es des deux 
orre
teurs, PI 
lassique et �ou, des tests desimulation ont été réalisés. Ces derniers 
on
ernent les problèmes de poursuite de 
onsigneet de rejet de la perturbation.
53



5 6 7 8
20

25

30

35

40

45

50

55

60

Temps [s]

S
or

tie
 T

m
(t)

 [°
C

]

PI Classique
PI Flou     

5 6 7 8
20

30

40

50

60

70

80

90

Temps [s]

C
om

m
an

de
 T

e(t)
 [°

C
]

PI Classique
PI Flou     

Fig. 2.5 � Poursuite de 
onsigne.Poursuite de 
onsignePour le test de la poursuite de 
onsigne, un é
helon de 
onsigne d'amplitude de 25◦C(yd
m(t) = 50◦C) a été imposé �a l'instant t = 5 s. La Figure 2.5 donne la variation de latempérature moyenne Tm(t), et 
elle de l'enveloppe Te(t). On 
onstate que les deux 
or-re
teurs assurent une poursuite très 
orre
te de la 
onsigne imposée, ave
 des variationsphysiquement admissibles de la grandeur manipulée Te(t). Néanmoins, l'examen des ré-sultats obtenus, montre que, dans le 
as du 
orre
teur �ou, la sortie est mieux amortie,en plus de la grandeur de 
ommande qui est moins énergique.Rejet de la perturbationCe test 
onsiste �a évaluer les performan
es des 
orre
teurs fa
e �a la variation de latempérature du �uide T0(t), �a l'entrée de l'é
hangeur, qui représente la perturbationa�e
tant le système. Ainsi, une variation de +40% de la température T0(t), a été introduite�a t = 5 s. Les évolutions de la sortie et de la 
ommande sont données par la Figure 2.6. Lesrésultats obtenus montrent que le 
orre
teur �ou o�re de bonnes performan
es puisquel'e�et de la perturbation est mieux amorti, et rapidement rejeté par rapport au 
orre
teur
lassique.Les deux tests de simulation e�e
tués ont montré que les performan
es sont nette-ment améliorées ave
 le 
orre
teur PI �ou. Alors, il est judi
ieux de tester la robustesse54
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Fig. 2.6 � Rejet de la perturbation.de 
e 
orre
teur fa
e aux variations paramétriques, et aux erreurs de modélisation oud'approximation faites.Variation paramétriqueL'é
hangeur de 
haleur est souvent 
onne
té �a d'autres équipements thermiques quia�e
tent son fon
tionnement. Par exemple, la vitesse du �uide �a 
hau�er est liée �a l'équi-pement qui se trouve en amont de l'é
hangeur. Par 
onséquent, le 
orre
teur doit réagir
onvenablement fa
e �a la variation de la vitesse du �uide �a 
hau�er et les �u
tuations de
ette grandeur représentent une variation paramétrique.Pour évaluer les performan
es du 
orre
teur, des variations de vitesse de l'ordre de
±50% ont été opérées �a l'instant t = 5 s. D'après les résultats obtenus (Figure 2.7),il est remarquable qu'en dépit des variations introduites, la poursuite de 
onsigne estparfaitement assurée, et la variation de la grandeur de 
ommande reste physiquementa

eptable, et 
ompense l'e�et perturbateur induit par la variation de la vitesse.Erreurs de modélisationPour la résolution numérique du problème d'optimisation (synthèse du 
orre
teur PIFlou), un modèle approximé ave
 un nombre de points de dis
rétisation N = 80, obtenupar la méthode des lignes, a été utilisé. Le modèle ainsi dis
rétisé permet une bonne55
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v = 1.5 m . s−1Fig. 2.7 � Variation paramétrique.approximation du modèle EDP ave
 un nombre de points N raisonnable.Pour simuler l'e�et des erreurs de modélisation, on propose de 
onsidérer deux autresvaleurs du nombre de points de dis
rétisation N = 40 et N = 120 (ordre du systèmeapproximé). Le modèle 
onsidéré lors de la synthèse représente le modèle nominal obtenuave
 N = 80. D'après les résultats obtenus (Figure 2.8), on 
onstate que le 
orre
teur�ou réagit 
onvenablement puisqu'on note une insensibilité du 
orre
teur aux erreursde modélisation introduites, et la grandeur de 
ommande présente de légères variations.En examinant la sortie 
ommandée, on peut 
on
lure que la valeur minimale du 
ritèreoptimisée reste in
hangée.2.5 Con
lusionLa 
ommande PID �oue d'un SPD, basée sur la stratégie de post-approximation, a étéétudiée dans 
e 
hapitre. Il a été montré que le problème de synthèse du 
orre
teur PIDpeut être formulé sous la forme d'un problème d'optimisation dont la fon
tion obje
tif estun 
ritère de performan
e, et les variables de dé
ision sont les paramètres d'adaptationdu 
orre
teur �ou. Pour fa
iliter la synthèse, 
e problème d'optimisation a été simpli�épar l'introdu
tion de 
ontraintes de type égalité. Ces dernières traduisent les relations depassage liant les paramètres de réglage du 
orre
teur PID 
lassique et 
eux du 
orre
teurPID Flou, et permettent de ramener le nombre de variables de dé
ision �a une seule va-56



5 6 7 8
20

25

30

35

40

45

50

55

Temps [s]

S
or

tie
 T

m
(t)

 [°
C

]

N = 40
N = 80
N = 120

5 6 7 8
20

30

40

50

60

70

80

Temps [s]

C
om

m
an

de
 T

e(t)
 [°

C
]

N = 40
N = 80
N = 120

?

6 7 8

61.8

61.9

62

62.1

62.2

Fig. 2.8 � In�uen
e du nombre de points de dis
rétisation.riable, 
e qui simpli�e davantage la résolution du problème d'optimisation des paramètresd'adaptation du 
orre
teur �ou.La démar
he de synthèse a été appliquée ave
 su

ès pour 
on
evoir un 
orre
teurPI Flou en vue de 
ommander la température moyenne du �uide, �a l'intérieur du tubed'un é
hangeur de 
haleur, par la manipulation de la température de l'enveloppe supposéehomogène et répartie uniformément le long de l'é
hangeur.Les tests de simulation réalisés ont 
on�rmé la supériorité du 
orre
teur �ou par rap-port au 
orre
teur 
lassique. En e�et, outre le rejet rapide de l'e�et perturbateur d�u �a lavariation de la température du �uide �a l'entrée de l'é
hangeur, le 
omportement dyna-mique de la température est mieux amorti et les solli
itations de la grandeur de 
ommandesont moins énergiques. De plus, il a été démontré que le 
orre
teur PI Flou présente desfa
ultés intéressantes pour faire fa
e �a la variation de la vitesse du �uide �a 
hau�er, assimi-lée �a une variation paramétrique, et �a la présen
e des in
ertitudes stru
turelles traduitespar les erreurs de modélisation entre le modèle approximé et le modèle EDP.L'implantation de la 
ommande PID Floue pour un SPD, ave
 une observation parmoyennage spatial, est très intéressante. En e�et, il est 
lair que l'implantation ne re-quiert pas la disponibilité de l'état du système en totalité, 
e qui 
onstitue un problèmeinextri
able vu sa dimension in�nie, mais un ensemble de points de mesure su�sammentgrand permet une estimation, ave
 une bonne pré
ision, de la grandeur 
ommandée. Ce
onstat est 
on�rmé par le dernier test de simulation réalisé. Néanmoins, 
ette solution57



est onéreuse, vu le nombre de 
apteurs indispensables, 
'est pourquoi il est préférable depenser �a appliquer la 
ommande �oue en 
onsidérant un autre type d'observation parexemple �a la frontière.Un autre problème intéressant �a 
onsidérer 
onsiste �a prendre en 
ompte la naturedistribuée de la température de l'enveloppe. Ce problème de 
ommande fera l'objet du
hapitre suivant, o�u une solution basée sur la 
ommande géométrique �a la frontière seraproposée pour un é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant.
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Chapitre 3Commande Géométrique �a la Frontièred'un É
hangeur de Chaleur �a
ontre-
ourant
3.1 Introdu
tionDans le 
hapitre pré
édent, la température de l'enveloppe a été supposée homogèneet distribuée d'une manière uniforme le long de l'é
hangeur. Cette hypothèse 
onstitueune simpli�
ation pour le modèle de 
e dernier. En réalité, la température de l'enveloppeest aussi de nature distribuée et non homogène. Dans 
e 
as, l'évolution dynamique de latempérature de l'enveloppe sera régie par une EDP linéaire, et le modèle de l'é
hangeursera 
onstitué par deux EDP. En absen
e des phénomènes de di�usion, 
e modèle est detype 
onve
tion-réa
tion et dé
rit 
onvenablement le 
omportement spatial et dynamiquede l'é
hangeur (Friedly, 1972; Douglas, 1972). En 
onsidérant 
e type de modèle, 
e présent
hapitre aborde la 
ommande géométrique �a la frontière de l'é
hangeur de 
haleur.En e�et, pour 
ommander la température de �uide interne, 
ir
ulant dans le tube, �a lasortie de l'é
hangeur de 
haleur, deux variables 
ara
téristiques peuvent être manipulées :la température d'entrée du �uide externe, 
ir
ulant �a 
ontre-
ourant dans l'enveloppe,ou sa vitesse d'é
oulement (Xia et al., 1991). Néanmoins, la manipulation de la vitessein�ue dire
tement sur les paramètres physiques de l'é
hangeur de 
haleur, en parti
ulier les
oe�
ients de transfert de 
haleur, et peuvent même entra��ner le 
hangement de la natured'é
oulement du �uide de laminaire �a turbulent (Xuan et Roetzel, 1993). Par 
onséquent,une adaptation des paramètres du 
orre
teur s'impose mais 
ette dernière 
onstitue unet�a
he très di�
ile (Abdelghani-Idrissi et al., 2001). De plus, manipuler la vitesse du �uiderevient �a 
onsidérer une température d'entrée 
onstante pour le �uide externe, 
e quiimpose des limitations pour la variable manipulée, don
 pour les 
onsignes �a atteindre(Abdelghani-Idrissi et al., 2001; Arbaoui et al., 2007). Par 
ontre, la manipulation de59



la température permet de travailler ave
 des débits 
onstants, et la variation du régimehydrodynamique 
onstitue une perturbation, a�e
tant le système, dont l'e�et doit êtrerejeté par le 
orre
teur (Maidi et al., 2007, 2008a).Ces 
onsidérations justi�ent le 
hoix porté sur la manipulation de la températured'entrée du �uide externe dans 
e 
hapitre. Ainsi, la synthèse de la loi de 
ommande estréalisée en 
onsidérant l'équation aux dérivées partielles (EDP) du modèle de l'é
hangeurdé
rivant la distribution de la température du �uide interne, et la 
ommande 
al
uléereprésente la 
ondition aux limites pour l'équation dé
rivant la distribution de la tempé-rature de l'enveloppe.Le 
hapitre débute par l'introdu
tion du modèle de l'é
hangeur 
onsidéré, puis abordela 
ommande géométrique �a la frontière de 
e dernier. La �n du 
hapitre est réservée �al'évaluation des performan
es de la 
ommande géométrique, et des dis
ussions relativesaux questions d'implantation pratiques. Le 
as de la manipulation de la vitesse du �uide
onstitue l'un des points abordés, également, dans 
e 
hapitre a�n de 
omparer les deuxstratégies.3.2 Modèle de l'é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourantL'examen de la littérature dédiée �a la 
ommande de l'é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant révèle que peu d'appro
hes de 
ommande, basées sur le modèle EDP, ont étédéveloppées (Lim et Fang, 1972; Pohjolainen et L�atti, 1983; Xu et Gauthier, 1991; Gau-thier et Xu, 1991; Han
zy
 et Palazoglu, 1995; Abdelghani-Idrissi et al., 2001; Christo�des,2001; Shang et al., 2005; Arbaoui et al., 2007). Ces dernières di�érent dans leur prin
ipe,dans la stratégie et par le modèle retenu pour la synthèse de la loi de 
ommande. Lemodèle dépend des hypothèses posées lors du pro
essus de modélisation (Douglas, 1972;Ray et Ogunnaike, 1994).Ainsi, si le phénomène de di�usion est négligé, le modèle est de type 
onve
tion-réa
tion (Douglas, 1972; Ray et Ogunnaike, 1994; Estel et al., 2000; Abdelghani-Idrissiet al., 2001; Arbaoui et al., 2007), dans le 
as 
ontraire il est de type di�usion-
onve
tion-réa
tion (Pohjolainen et L�atti, 1983; Gauthier et Xu, 1991; Xu et Gauthier, 1991) oudi�usion-réa
tion (Alotaibi et al., 2004). Le nombre d'EDP dépend des dynamiques detransfert de 
haleur 
onsidérées et de la nature des variables 
ara
téristiques.Couramment le phénomène de di�usion est négligé devant 
elui de 
onve
tion. Lorsquela température de �uide dans l'enveloppe est supposée homogène et que la dynamique detransfert de 
haleur �a travers le tube est négligée (Lim et Fang, 1972; Ray et Ogunnaike,1994; Christo�des, 2001; Shang et al., 2005), le modèle se réduit �a une seule EDP (modèleétudié dans le 
hapitre 2). Dans le 
as o�u la température de l'enveloppe est non homogène,alors sa dynamique est régie par une EDP 
e qui 
onduit �a un modèle �a deux EDP60
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Fig. 3.1 � E
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant (température d'enveloppe non homo-gène).(Douglas, 1972; Han
zy
 et Palazoglu, 1995). Si, de plus, la dynamique de transfert �atravers la paroi est prise en 
onsidération, 
ette dernière sera 
ara
térisée par une EDO,
e qui aboutit �a un modèle �a deux EDP et une EDO (Estel et al., 2000; Abdelghani-Idrissi et al., 2001; Arbaoui et al., 2007). Cette hypothèse peut être ignorée du fait quela dynamique de la paroi est très rapide (Douglas, 1972, page 234). Par 
onséquent, unmodèle �a deux EDP régit 
onvenablement le 
omportement dynamique d'un é
hangeur�a 
ontre-
ourant. Ce dernier sera retenu, dans le présent 
hapitre, pour la 
on
eptiond'une loi de 
ommande en utilisant des notions de 
ommande géométrique telle qu'elleest abordée par Christo�des et Daoutidis (1996a), et Christo�des (2001).Dans 
e 
hapitre, un é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant (Figure 3.1) est 
onsidéré.Le �uide 
ir
ulant �a l'intérieur du tube, �uide �a 
hau�er, é
hange de la 
haleur ave
un deuxième �uide ou vapeur sans 
ondensation, de masse volumique ρe et de 
apa
ité
alori�que Cpe
, 
ir
ulant �a 
ontre-
ourant dans l'enveloppe ave
 une vitesse ve(t), et ren-trant �a une température Te0

(t). Contrairement �a l'é
hangeur de 
haleur 
onsidéré dans le
hapitre 1, la température de l'enveloppe est maintenant 
onsidérée non homogène, 
'est-�a-dire de nature distribuée. Ainsi, l'é
riture du bilan d'énergie pour l'enveloppe 
onduit�a l'EDP suivante :
∂Te(z, t)

∂t
= +υe(t)

∂Te(z, t)

∂z
+ ae

[

T (z, t) − Te(z, t)
] , ae =

he S

ρeSeCpe

(3.1)Pour 
ette équation, dé
rivant la distribution de la température du �uide externe dansl'enveloppe, la 
ondition aux limites est la température du �uide entrant Te0
(t), spé
i�ée�a z = L, par 
onséquent :

Te(L, t) = Te0(t) (3.2)tandis que la 
ondition initiale (�a t = 0) est un pro�l de température donné :
Te(z, 0) = T ∗

e (z) (3.3)61



En reprenant l'EDP (2.1), dé
rivant la distribution de la température du �uide in-terne, dans le tube, la 
ondition aux limites (2.2), et la 
ondition initiale (2.3), le modèledynamique de l'é
hangeur de 
haleur prend la forme (Maidi et al., 2007, 2008a) :
∂T (z, t)

∂t
= −υ(t)

∂T (z, t)

∂z
+ a
[

Te(z, t) − T (z, t)
] (3.4)

∂Te(z, t)

∂t
= +υe(t)

∂Te(z, t)

∂z
+ ae

[

T (z, t) − Te(z, t)
] (3.5)

T (0, t) = T0(t) (3.6)
Te(L, t) = Te0

(t) (3.7)
T (z, 0) = T ∗(z) (3.8)
Te(z, 0) = T ∗

e (z) (3.9)Dans 
e qui suit, les 
onditions initiales T ∗(z) et T ∗

e (z) représentent les pro�ls spatiauxde température des �uides interne et externe en régime stationnaire. Ces pro�ls sontobtenus en annulant les dérivées temporelles dans le modèle de l'é
hangeur de 
haleur �a
ontre-
ourant. Ce
i revient �a résoudre le système d'EDO suivant :
0 = −υ(t)

∂T ∗(z, t)

∂z
+ a
[

T ∗

e (z, t) − T ∗(z, t)
] (3.10)

0 = +υe(t)
∂T ∗

e (z, t)

∂z
+ ae

[

T ∗(z, t) − T ∗

e (z, t)
] (3.11)Ce problème est �a deux limites. Sa résolution doit être envisagée numériquementmoyennant des te
hniques d'approximation d'équations ou de solutions. Dans 
ette étude,la solution est obtenue en utilisant la méthode des lignes présentée dans la se
tion 1.7.3.3 Formulation du problème de 
ommandeLe modèle de l'é
hangeur de 
haleur appartient �a la 
lasse des systèmes dé
rits pardes EDP quasi-linéaires de premier ordre. Christo�des et Daoutidis (1996a); Gundepudiet Friedly (1998); Wu et Liou (2001); Christo�des (2001), et Shang et al. (2005) ont puétendre la théorie de 
ommande géométrique, développée dans le 
adre des systèmes �aparamètres lo
alisés (Kravaris et Kantor, 1990a,b; Isidori, 1995; Corriou, 2003, 2004),pour développer des lois de 
ommande géométriques performantes pour 
ette 
lasse desystèmes. Il a été démontré que le problème de synthèse revient �a un pla
ement de p�lesqui peut se faire d'une manière optimale, pour �xer une dynamique désirée pour le 
om-portement entrée externe-sortie. Un 
omportement qui peut être robusti�é (garantir uneerreur asymptotique nulle même en présen
e d'erreur de modélisation et de perturba-62



tion) par l'introdu
tion d'un 
orre
teur, pour le 
al
ul de l'entrée externe dont l'entréeest l'é
art 
onsigne désirée-sortie 
ommandée (Isidori, 1995; Kravaris et Kantor, 1990b;Christo�des, 2001; Corriou, 2004).Rappelons que la dynamique des systèmes SPD de type 
onve
tion-réa
tion, d'ordreun, est 
ara
térisée par le modèle quasi-linéaire suivant :
∂x(z, t)

∂t
= −v(t) ∂x(z, t)

∂z
+ f
(
x(z, t)

)
+ g
(
x(z, t)

)
u(t) (3.12)Pour 
ommander 
ette 
lasse de systèmes, deux stratégies sont possibles. La première
onsiste �a manipuler la grandeur u(t), en dépit de la variation de v(t). La deuxième inverseles grandeurs, 
'est-�a-dire prend 
omme variable de 
ommande la grandeur v(t), et u(t)représente la grandeur perturbatri
e.Christo�des et Daoutidis (1996a), et Christo�des (2001) adoptent la première stratégiede 
ommande, pour 
ommander la température moyenne de �uide �a 
hau�er, en manipu-lant la température de l'enveloppe supposée uniforme et répartie le long de l'é
hangeur(modèle étudié dans le 
hapitre 1). La même stratégie a été 
onsidérée par Wu et Liou(2001) pour 
ommander la 
on
entration �a la sortie d'un réa
teur piston, en manipulantla température de l'enveloppe aux frontières.Pour la 
ommande des mêmes systèmes (é
hangeur de 
haleur et réa
teur piston),Gundepudi et Friedly (1998) et Shang et al. (2005) adoptent la deuxième stratégie de
ommande. Pour le 
as de l'é
hangeur, la vitesse du �uide �a 
hau�er est utilisée pour
ommander sa température �a la sortie de l'é
hangeur. La température de l'enveloppe estsupposée uniforme et 
onstante (modèle �a une seule EDP). Con
ernant le réa
teur piston,les auteurs proposent de manipuler la vitesse du �uide 
aloporteur pour 
ommander la
on
entration du produit désirée �a la sortie du réa
teur.Ces problèmes de 
ommande ont été abordés par la 
ommande géométrique (Chris-to�des et Daoutidis, 1996a; Christo�des, 2001), et par la méthode des 
ara
téristiques(Shang et al., 2005).Néanmoins, les résultats probants obtenus ave
 la 
ommande géométrique in
itent etmotivent son appli
ation �a des systèmes dont le modèle EDP est plus réaliste. En outre,elle 
onstitue une voie intéressante pour développer des lois de 
ommande faisant partiede la stratégie de post-approximation.L'étude menée dans 
e 
hapitre s'ins
rit dans 
e 
adre. L'obje
tif 
onsiste �a synthétiserune loi de 
ommande géométrique en 
onsidérant le modèle (3.4�3.9) de l'é
hangeur de
haleur, qui traduit parfaitement la variation spatiale de la température de l'enveloppe,ou en
ore l'in�uen
e de l'EDP (3.5). Dans 
e 
as, la 
ommande ne peut être appliquéequ'�a la frontière z = L.Ainsi, l'essentiel du travail est axé prin
ipalement sur la première stratégie de 
om-63



mande qui 
onsiste �a 
ommander la température du �uide interne, �a la sortie de l'é
han-geur z = L (observation �a la frontière), par la manipulation de la température d'entrée du�uide externe 
orrespondante �a la 
ondition aux limites (3.7). Du fait de l'équation (3.5),il est remarquable que la manipulation de la 
ondition aux limites de l'enveloppe, donnéepar la relation (3.7), entra��ne une variation de la température du �uide externe Te(t) lelong de l'enveloppe. Notons que la stratégie de 
ommande basée sur la manipulation de lavitesse du �uide externe ve(t) est également abordée a�n de 
omparer les deux stratégiesde 
ommande.Ainsi, en désignant par u(t) la variable manipulée et par y(t) la variable de sortie �a
ommander, le modèle de l'é
hangeur de 
haleur (3.4�3.9), en ajoutant l'équation de lasortie, prend la forme (Maidi et al., 2007, 2008a) :
∂T (z, t)

∂t
= −υ(t)

∂T (z, t)

∂z
+ a
[

Te(z, t) − T (z, t)
] (3.13)

∂Te(z, t)

∂t
= +υe(t)

∂Te(z, t)

∂z
+ ae

[

T (z, t) − Te(z, t)
] (3.14)

T (0, t) = T0(t) (3.15)
Te(L, t) = Te0

(t) = u(t) (3.16)
T (z, 0) = T ∗(z) (3.17)
Te(z, 0) = T ∗

e (z) (3.18)
y(t) = T (z, t)

∣
∣
z=L

= T (L, t) (3.19)Pour la synthèse de la loi de 
ommande, des notions de 
ommande géométrique (Kra-varis et Kantor, 1990a,b; Isidori, 1995; Corriou, 2003, 2004) seront utilisées. Les deuxstratégies de 
ommande présentées pré
édemment seront étudiées dans 
e qui suit.3.4 Obtention de la loi de 
ommande3.4.1 Manipulation de la température du �uide externe �a la fron-tièrePour déterminer la loi de 
ommande géométrique, pour le problème de 
ommandeformulé dans la se
tion pré
édente, la première étape 
onsiste �a déterminer le degré relatif
σ de l'é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant. Le degré relatif est dé�ni 
omme le pluspetit degré de dérivation de la sortie y(t) qui dépend expli
itement de l'entrée u(t) (Isidori,1995; Christo�des et Daoutidis, 1996a; Christo�des, 2001; Corriou, 2004).Le degré relatif, pour le modèle de l'é
hangeur de 
haleur (3.13�3.18), est déterminé64



suivant l'appro
he des dérivées temporelles su

essives de la sortie y(t) (Corriou, 2003,2004). Ainsi, pour 
e dernier, la dérivée première de la température de sortie du �uideinterne est :
dy(t)

dt
=

dT (z, t)

dt

∣
∣
∣
z=L

= −v(t)∂T (L, t)

∂z

∣
∣
∣
z=L

+ a
[

Te(L, t)
︸ ︷︷ ︸

u(t)

−T (L, t)
] (3.20)On 
onstate que la 
ommande u(t) appara��t expli
itement dans la première dérivée dela sortie, et 
omme le 
oe�
ient de transfert de 
haleur a 6= 0, le degré relatif du systèmeest σ = 1. Ce
i signi�e qu'une dynamique d'un système linéaire, de premier ordre, peutêtre imposée pour le 
omportement sortie désirée ν(t)�sortie y(t) de la bou
le fermée :

τ
dy(t)

dt
+ y(t) = ν(t) (3.21)En substituant l'expression du terme dy(t)
dt

donnée par la relation (3.20) dans la rela-tion (3.21), il vient :
y(t) − τ v(t)

∂T (L, t)

∂z

∣
∣
∣
z=L

+ τ a
[

u(t) − T (L, t)
]

= ν(t) (3.22)De 
ette relation, on déduit l'expression de la loi de 
ommande suivante :
u(t) =

1

a τ

[
(

ν(t) − T (L, t)
)

+ τ v(t)
∂T (z, t)

∂z

∣
∣
∣
z=L

+ τ a T (L, t)

] (3.23)o�u τ désigne la 
onstante du temps désirée pour la dynamique en bou
le fermée entrel'entrée ν(t) et la sortie y(t). La grandeur ν(t) représente une entrée externe, et a�n degarantir une erreur asymptotique nulle, même en présen
e des erreurs de modélisation etde perturbation, 
ette entrée externe peut être fournie par le 
orre
teur suivant :
ν(t) =

t∫

0

G(t− ξ)
[

yd(ξ) − y(ξ)
]

dξ (3.24)o�u la fon
tion G(t) est déterminée en se basant sur la théorie de 
ommande des systèmelinéaires, par exemple 
omme l'inverse d'une fon
tion de transfert 
ontinue donnée. Dans
65
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Fig. 3.2 � Stratégie de 
ommande géométrique de l'é
hangeur de 
haleur.
ette étude, ν(t) sera un 
orre
teur PI 
lassique :
ν(t) = Kc

[

yd(t) − y(t) +
1

τI

t∫

0

(
yd(ξ) − y(ξ)

)
dξ
] (3.25)o�u Kc, τI , et yd(t) représentent respe
tivement le gain proportionnel et la 
onstante detemps intégrale du 
orre
teur PI, et la 
onsigne désirée.La stratégie de 
ommande adoptée pour la 
ommande �a la frontière de l'é
hangeur de
haleur est donnée par la Figure 3.2.En bou
le fermée, la fon
tion de transfert entre la 
onsigne désirée yd(t) et la sortie
ommandée y(t) est :

Y (s)

Y d(s)
=

Kc

τ
s+

Kc

τ τI

s2 +
(1

τ
+
Kc

τ

)

s+
Kc

τ τI

(3.26)Dans 
e 
as, la stabilité du système et le 
omportement dynamique sont 
onditionnéspar les ra
ines du polyn�me 
ara
téristique :
s2 +

(1

τ
+
Kc

τ

)

s +
Kc

τ τI
= 0, (3.27)�xés par le 
hoix e�e
tué pour les paramètres de réglages Kc, τI , et τ . Dans 
ette présenteétude, on 
onsidère un polyn�me 
ontinu optimal, au sens du 
ritère de l'intégrale de lavaleur absolue de l'erreur pondérée par le temps (ITAE), en utilisant la méthode deGraham et Lathrop (1953).3.4.2 Manipulation de la vitesse du �uide externeLorsque la vitesse du �uide externe est 
hoisie 
omme la grandeur manipulée, la tem-pérature de 
e dernier est supposée 
onstante ex
epté dans le 
as de perturbation. Pour
ette stratégie de 
ommande, deux appro
hes de synthèse sont possibles (Maidi et al.,2008a).La première appro
he est basée sur l'utilisation dire
te de l'équation (3.14) 
onsidérée66



en point z = L. Dans 
e 
as, 
ette équation n'est plus une EDP mais une équationalgébrique de la forme suivante (Maidi et al., 2008a) :
0 = −υe(t)

∂Te(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L

+ ae

[

T (L, t) − Te(L, t)
] (3.28)o�u T (L, t) représente la température désirée, pour le �uide interne, �a la sortie de l'é
han-geur de 
haleur.De l'équation (3.28), il est remarquable que la grandeur manipulée in�ue, dire
tement,sur la sortie �a 
ommander sans dynamique apparente, 
'est-�a-dire que le degré relatif est

σ = 0. De 
ette équation résulte l'expression de la loi de 
ommande suivante :
υe(t) = ae

[

T (L, t) − Te(L, t)
]

∂Te(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L

(3.29)Notons que 
ette loi de 
ommande est valable pour un modèle parfait et en absen
e deperturbations. La dérivée partielle intervenant dans le dénominateur de l'équation (3.29)dépend impli
itement de la 
onsigne désirée yd(t) = T (L, t), et peut être 
al
ulée enrégime stationnaire pour di�érentes valeurs de yd(t). Cette dépendan
e, pour les mêmesparamètres du Tableau 3.1, est donnée par la Figure 3.3. Néanmoins, l'appli
ation de
ette loi de 
ommande telle quelle n'assure au
un rejet de perturbation puisqu'elle opèreen bou
le ouverte. Pour tenir 
ompte des erreurs de modélisation et des perturbations,un terme de 
orre
tion dynamique, moyennant un PID par exemple, peut être ajouté �ala loi de 
ommande (3.29).La deuxième appro
he de synthèse est basée sur la 
ommande géométrique 
omme 
elaa été abordé pré
édemment. Dans le 
as de la manipulation de la vitesse du �uide externe,
omme les EDP régissant le 
omportement dynamique de l'é
hangeur de 
haleur sont denature hyperbolique, des dis
ontinuités au niveau des pro�ls de température peuvent semanifester (Gundepudi et Friedly, 1998). De plus, en point z = L la température Te0
(t)est 
onstante par 
onséquent sa variation temporelle est nulle. Ainsi, pour que la loi de
ommande ve(t) soit bien dé�nie, la variable �a 
ommander doit être évaluée au point

z = L − ǫ (ǫ représente un in
rément de position très faible) et non au point z = L(Gundepudi et Friedly, 1998). Ce
i permet d'éviter l'utilisation de la loi de 
ommande(3.28), et de tenir 
ompte de l'in�uen
e de l'EDP originale (3.14).De la même manière, que pré
édemment, le 
al
ul des dérivées temporelles su

essives
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Fig. 3.3 � Evolution de la température T (L, t) en fon
tion de la vitesse du �uide externe
ve(t).de la sortie y(t) = T (L− ǫ, t) (la vitesse du �uide interne v(t) est 
onstante) donne :

dy(t)

dt
=

dT (z, t)

dt

∣
∣
∣
∣
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= −v ∂T (z, t)

∂z

∣
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∣
∣
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+ a
[
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∣
∣
∣
∣
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+ a

(

+ve(t)
︸ ︷︷ ︸

u(t)

∂Te(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

+ a
[

T (L− ǫ, t) − Te(L− ǫ, t)
]

+v
∂T (z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

− a
[

Te(L− ǫ, t) − T (L− ǫ, t)
]
) (3.31)On 
onstate que la variable manipulée ve(t) appara��t dans l'expression de la dérivéese
onde de la variable 
ommandée par rapport au temps, alors le degré relatif est σ = 2.Ainsi, une dynamique d'un système de se
ond ordre peut être imposée au transfert entrée68



externe ν(t)-sortie 
ommandée y(t) régi par l'EDO suivante :
τ2
d2y(t)

dt2
+ τ1

dy(t)

dt
+ y(t) = ν(t) (3.32)En substituant les termes d2y(t)

dt
et dy(t)

dt
par leurs expressions données respe
tivementpar (3.30) et (3.31) dans (3.32), et après arrangement, on aboutit �a l'expression suivantepour la loi de 
ommande (Maidi et al., 2008a) :

u(t) =
1

a τ2
∂Te(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

×
{

ν(t) − τ2 v
2 ∂

2T (z, t)

∂z2

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

+ τ2 a v
∂Te(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

+(τ2 a
2 + τ2 a ae − τ1 a)

(

Te(L− ǫ, t) − T (L− ǫ, t)
)

−(2τ2 a v − τ1 v)
∂T (z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

− T (L− ǫ, t)

} (3.33)o�u τ1 et τ2 sont les paramètres ajustables du 
orre
teur. De même, pour l'obje
tif derobustesse, l'entrée externe ν(t) sera dé�nie �a l'aide d'un 
orre
teur PI, 
e qui 
onduit,en bou
le fermée, �a la fon
tion de transfert suivante :
Y (s)

Y d(s)
=

Kc (τI s+ 1)

τI τ2 s3 + τI τ1 s2 + (τI +Kc τI) s+Kc
(3.34)3.5 Évaluation des performan
es des 
orre
teursDans le but d'évaluer les performan
es des deux lois de 
ommande (3.23) et (3.33),des tests de simulation ont été réalisés. L'a

ent est mis sur la première stratégie de
ommande, étant donné ses avantages, dis
utés dans l'introdu
tion, par rapport �a ladeuxième stratégie. Pour le 
as de la deuxième stratégie de 
ommande, la simulation estlimitée �a un seul test dont l'obje
tif est de montrer l'appli
abilité de 
ette dernière et depouvoir 
omparer les deux stratégies de 
ommande.Ainsi, pour la simulation du système bou
lé, la méthode des lignes est utilisée (
f.se
tion 1.7) en utilisant un nombre de points de dis
rétisation N = 100, et une périoded'é
hantillonnage de ∆t = 0.02 s.3.5.1 Manipulation de la température du �uide externeDans l'expression de la loi de 
ommande (3.23), il est remarquable que 
ette dernièrefait intervenir la dérivée première de la température, par rapport �a la variable spatiale69



Désignation Symbole ValeurCoe�
ient de transfert de 
haleur pour le �uide interne a 2.92 s−1Coe�
ient de transfert de 
haleur pour le �uide externe ae 5 s−1Vitesse du �uide interne v 1m . s−1Vitesse du �uide externe vz 2m . s−1Longueur de l'é
hangeur L 1mCondition aux limites pour le �uide interne T (0, t) 25◦CCondition aux limites pour le �uide externe Te(L, t) 50◦CTab. 3.1 � Paramètres de l'é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant et 
onditions de simu-lation. Désignation Symbole ValeurConstante de temps pour le transfert ν(t) − y(t) τ 1 sGain proportionnel Kc 7.80Constante de temps intégrale τI 1.03 sTab. 3.2 � Paramètres de la loi de 
ommande.
z, du �uide interne sortant au point z = L. Par 
onséquent, pour implanter la loi de
ommande, 
ette dernière doit être dis
rétisée en utilisant la te
hnique des di�éren
es�nies. Ainsi, le s
héma de di�éren
e arrière donne :

u(t) =
1

a τ

[(

Kc

[

yd(t) − y(t) +
1

τI

t∫

0

(

yd(ξ) − y(ξ)
)

dξ

]

− T (L, t)

)

+τ
v(t)

∆L

(

T (L, t) − T (L− ∆L, t)
)

+ τ a T (L, t)

] (3.35)Du point de vue pratique, l'implantation de 
ette loi de 
ommande né
essite l'utilisa-tion de deux 
apteurs, pla
és aux positions adja
entes dé�nies par z = L−∆L (∆L 6= ∆z)et z = L, ou l'estimation de 
es deux mesures (états) �a ses positions. Ce point est ample-ment dis
uté dans 
e qui suit.Les 
onditions de simulation sont résumées dans le Tableau 3.1. Les 
onditions initialessont prises égales aux pro�ls des températures, des �uides interne et externe, en régimestatique. Ces derniers sont obtenus en résolvant le problème �a deux limites (3.10). Laméthode des lignes 
onduit aux pro�ls représentés sur la Figure 3.4. Les paramètres deréglage de la loi de 
ommande, reportés dans le Tableau 3.2, sont 
hoisis de manière �a 
eque le système en bou
le fermée (3.26) soit optimal pour le 
ritère ITAE.70
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Fig. 3.4 � Pro�ls des températures du �uide interne et externe en régime stationnaire.Poursuite de la 
onsigneLe premier test e�e
tué 
on
erne la poursuite de 
onsigne. Ainsi, deux é
helons de
onsigne ont été imposés, aux instants t = 1 s et t = 5 s, qui sont respe
tivement yd(t) =

50◦C et yd(t) = 30◦C. Pour éviter les 
onséquen
es dues aux 
hangements brusques de la
onsigne, 
ette dernière est �ltrée par un �ltre de premier ordre de 
onstante de tempségale �a 0.2 s.La Figure 3.5 donne les évolutions de la sortie y(t) et de la grandeur de 
ommande
u(t). On 
onstate que la sortie suit très 
orre
tement les 
onsignes imposées, tandis queles variations de la 
ommande sont physiquement admissibles. Les pro�ls spatiaux detempérature obtenus aux instants t = 4 s et t = 10 s (Figure 3.6) sont également réalistes.
Rejet de la perturbationLe test de rejet de la perturbation 
onsiste �a évaluer les performan
es du 
orre
teurfa
e �a la variation de la température du �uide interne T0(t), �a l'entrée de l'é
hangeur, qui
onstitue une perturbation pour le système. Pour 
ette raison, un é
helon de −20% de latempérature d'entrée (�a z = 0) du �uide interne est imposé �a l'instant t = 5 s, après avoirimposé un é
helon de 
onsigne yd(t) = 50◦C �a t = 1 s.On 
onstate que la sortie 
ommandée (Figure 3.7) est insensible �a la perturbationdont l'e�et est 
ompensé par la variation de la 
ommande. Par 
ontre, si on examine71
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Fig. 3.5 � Poursuite de 
onsigne. Gau
he : sortie 
ommandée et 
onsigne. Droite : Entréemanipulée.
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Fig. 3.6 � Pro�ls des températures dans le 
as de la poursuite de 
onsigne. Gau
he : �a
t = 4 s. Droite : �a t = 10 s.
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Fig. 3.7 � Rejet de la perturbation. Gau
he : Sortie 
ommandée. Droite : Entrée mani-pulée.les températures aux points z = 0, 0.25, 0.50, 0.75, 1m (Figure 3.8), on remarque quela perturbation de type é
helon visible �a z = 0 s'atténue au fur et �a mesure que l'ons'éloigne de l'entrée (z = 0) jusqu'�a devenir quasiment invisible �a la sortie de l'é
hangeur(en z = L). A nouveau, les pro�ls de température, après su

essivement l'é
helon de
onsigne et l'é
helon de perturbation (Figure 3.9), sont typiques du fon
tionnement d'uné
hangeur �a 
ontre-
ourant.
RobustessePour tester la robustesse du 
orre
teur vis-�a-vis des variations paramétriques et deserreurs de modélisation, deux tests ont été réalisés. Dans le premier test, di�érentes va-riations paramétriques ont été introduites pour perturber le modèle nominal.Les variations paramétriques 
on
ernent les 
oe�
ients de transfert de 
haleur a et ae,et les vitesses des �uides v(t), et ve(t). Ces variations représentent des in
ertitudes paramé-triques ou des �u
tuations brusques induites par les équipements 
onne
tés �a l'é
hangeurde 
haleur. Pour 
e test, tous les 
hangements paramétriques interviennent �a l'instant
t = 5 s, après avoir imposé un 
hangement de 
onsigne de yd(t) = 50◦C �a l'instant t = 1 s.Les Figures 3.11�3.13 montrent les résultats obtenus pour les di�érents 
hangements de73
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helon �a t =5 s). Un é
helon de 
onsigne a eu lieu �a t = 1 s.
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Fig. 3.10 � E
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant ave
 la paroi.paramètres e�e
tués. Il est remarquable que, malgré les variations signi�
atives des para-mètres, la sortie 
ommandée suit très 
orre
tement la 
onsigne désirée ave
 des variationsadmissibles pour la grandeur manipulée.Dans le deuxième test e�e
tué, l'équation de la paroi (Figure 3.10) a été prise en
onsidération dans le modèle de l'é
hangeur de 
haleur simulé en bou
le fermée ave
 lamême loi de 
ommande. La dynamique de la paroi est donnée par l'EDO suivante :
∂Tp(z, t)

∂t
= aInt [T (z, t) − Tp(z, t)] + aExt [Te(z, t) − Tp(z, t)

] (3.36)o�u les 
oe�
ients de transfert aInt et aExt sont donnés par :
aInt =

h

ρp eInt Cpp

, aExt =
he

ρp eExtCpp

(3.37)o�u ρp et Cpp
sont respe
tivement la densité et la 
apa
ité 
alori�que de la paroi. eInt et

eInt sont respe
tivement l'épaisseur du tube et de l'enveloppe.Pour évaluer les performan
es du 
orre
teur en présen
e des erreurs du modèle, tra-duites par l'intégration de l'équation de la paroi (3.36), un 
hangement de 
onsigne de
yd(t) = 50◦C a été imposé �a l'instant t = 1 s. Les valeurs des 
oe�
ients de transfert
aInt et aExt, 
onsidérées pour 
e test, sont respe
tivement 1 s−1 et 3 s−1. La Figure 3.14donne les résultats obtenus. On 
onstate que le 
orre
teur assure la poursuite de 
onsigne,mais la sortie 
ommandée et la grandeur manipulée présentent des évolutions os
illantesamorties qui restent a

eptables. Ce
i est d�u �a la dynamique de la paroi qui rentre enjeu. Ces os
illations peuvent être amorties davantage en intervenant sur les paramètresde réglage du système de 
ommande, ou simplement par l'ajout de l'a
tion dérivée dansle 
orre
teur 
al
ulant l'entrée externe ν(t) (
ette grandeur sera fournie par un PID).
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Bruits de mesures et positionnement des 
apteursEn pratique, les mesures transmises par les 
apteurs sont souvent bruitées 
e qui
onduit �a des erreurs de mesure �a 
ara
tère sto
hastique, don
 non prédi
tibles. Ainsi,l'implantation de la loi de 
ommande (3.35) fait intervenir l'approximation de la dérivée dela température par rapport �a la variable z, par 
onséquent deux mesures sont né
essairespour évaluer 
ette dérivée. En présen
e des erreurs de mesures, la variation de températureentre deux points adja
ents �a z = L − ∆z et z = L peut être noyée dans le bruit demesure 
e qui se réper
ute, immédiatement, sur les performan
es du 
orre
teur (Maidiet al., 2008a).Avant de présenter les te
hniques utilisées pour une estimation a

eptables des mesuresindispensables pour l'implantation, il est judi
ieux d'étudier l'in�uen
e de la position du
apteur de température pla
é �a la position dé�nie par z = L− ∆L.En e�et, la sensibilité du terme dérivé par rapport au bruit de mesure est dire
tementin�uen
ée par 
ette position. Pour 
et obje
tif, plusieurs valeurs ont été 
onsidérées pour
∆L, et prises égales �a l∆z, ave
 l est un entier.A�n de simuler une implantation réelle, on 
onsidère que les mesures sont bruitées enajoutant aux valeurs fournies par le modèle théorique un bruit blan
 Gaussien d'é
art-type égal �a 0.2◦C. Un 
hangement de 
onsigne 
orrespondant �a yd(t) = 50◦C, et une77
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SortieFig. 3.14 � Poursuite de la 
onsigne en présen
e de la paroi. Gau
he : Sortie 
ommandée.Droite : Entrée manipulée.perturbation de −20% pour la température de �uide entrant en z = 0 ont été spé
i�ésrespe
tivement aux instants t = 1 s et t = 5 s. D'après les résultats de la Figure 3.15, ilest �a noter qu'en éloignant le 
apteur de la sortie de l'é
hangeur, 
'est-�a-dire par augmen-tation de l, l'e�et du bruit de mesure diminue, 
e qui se traduit par une amélioration desperforman
es. De plus, on 
onstate que le dépla
ement du 
apteur est sans 
onséquen
enotable sur l'approximation de la dérivée de température, 
al
ulée en point z = L, quiintervient dans la loi de 
ommande. Ce
i est justi�é par le fait que les pro�ls des tempé-ratures d'un é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant présentent des variations dou
es. Ce
onstat est 
orroboré par les résultats de la Figure 3.6. Par 
onséquent, du point de vuepratique, il est re
ommandé que les deux 
apteurs soient su�samment distants.En réalité, l'implantation de la loi de 
ommande dépend des mesures disponibles. A
et e�et, deux situations peuvent se présenter (Maidi et al., 2008a) . Comme la mesure �a lasortie de l'é
hangeur est supposée toujours disponible (sortie �a 
ommander), le problèmeest lié �a la mesure e�e
tuée �a la position z = L − ∆L. Ainsi, si les deux mesures sontdisponibles, une te
hnique de �ltrage ou d'estimation peut être adoptée. Dans le 
as o�useule la mesure en z = L est disponible, alors une te
hnique d'estimation est indispensablepour ré
upérer la mesure au point z = L−∆L. Ces deux situations seront examinées, dans
e qui suit, en 
onsidérant que le deuxième 
apteur est positionné au point z = L−5∆z. On
onsidère, également, pour 
e même 
apteur, pla
é théoriquement au point z = L− 5∆z,une erreur de position qui se traduit par une position réelle désignée par ∆L

′ 6= ∆L. Ainsi,deux valeurs 
orrespondant �a des erreurs de positionnement de l'ordre de ±20% ont été
onsidérées, et un 
hangement de 
onsigne 
orrespondant �a yd(t) = 50◦C est spé
i�é �a78
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l =  10Fig. 3.15 � In�uen
e de la position du 
apteur mesurant la température au point z =
L− ∆L = L− l∆z.l'instant t =5 s.La Figure 3.16 montre que le 
orre
teur possède une robustesse satisfaisante par rap-port aux erreurs de positionnement du deuxième 
apteur, puisque la poursuite de la
onsigne est 
orre
tement assurée ave
 une variation, physiquement admissible, de lagrandeur de 
ommande mais d'une qualité médio
re puisqu'elle présente des os
illationsfortes. Cette mauvaise qualité de l'entrée manipulée peut être avantageusement amélioréepar le �ltrage ou l'estimation des mesures né
essaires pour le 
al
ul de la loi de 
ommande
omme 
ela sera démontré dans la suite.
− Filtrage : les deux mesures e�e
tuées aux points z = L−∆L, et z = L sont supposéesdisponibles. Dans 
e 
as, pour une implantation en ligne de la loi de 
ommande, unete
hnique de �ltrage ou de lissage peut être appliquée pour re
ouvrir les mesures réelles.Pour 
ette étude, les deux mesures bruitées sont �ltrées par un �ltre �a fa
teur d'oubli �amoyenne mobile. Ce dernier e�e
tue une moyenne mobile d'une su

ession d'é
hantillons
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Fig. 3.16 � In�uen
e de l'erreur de positionnement du 
apteur mesurant la températureau point z = L− ∆L. Gau
he : Sortie 
ommandée. Droite : Variable manipulée.pour lisser les mesures bruitées. Les expressions des mesures �ltrées sont données par :
Tf (L, k∆t) =

Lf∑

i=1

λi−1
f T (L, (k − i+ 1) ∆t)

Lf∑

i=1

λi−1
f

(3.38)
Tf(L− ∆L, k∆t) =

Lf∑

i=1

λi−1
f T (L− ∆L, (k − i+ 1) ∆t)

Lf∑

i=1

λi−1
f

(3.39)o�u Lf et λf sont respe
tivement la longueur et le fa
teur d'oubli du �ltre. Ce dernier doitêtre pro
he de 1, par exemple 0.95.Notons que plus le fa
teur d'oubli λf est faible, plus l'e�et de lissage est faible et l'aug-mentation de la longueur du �ltre Lf , augmente l'e�et de �ltrage. Les valeurs 
onsidéréespour 
es deux paramètres dans le test de simulation réalisé sont : λf = 0.96, et Lf = 10.Les résultats obtenus (Figures 3.17�3.19) montrent que le 
orre
teur se 
omporte
onvenablement et assure de performan
es appré
iables, puisque la sortie présente desdéviations a

eptables par rapport �a la 
onsigne imposée (Figure 3.18), ave
 des solli
ita-tions modérées pour la variable manipulée (Figure 3.19).
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Fig. 3.19 � Filtrage des mesures : Variation de la variable manipulée.
− Estimation d'état : L'estimation d'état est la te
hnique la plus utilisée pour l'im-plantation en ligne de lois de 
ommande, lorsque 
es dernières né
essitent une 
onnais-san
e partielle ou totale du ve
teur d'état. Plusieurs te
hniques ont été développées pourl'estimation des états �a partir des mesures disponibles (Grewal et Andrews, 2001; Simon,2006). Néanmoins, l'examen de la littérature dédiée au domaine de l'estimation d'étatmontre que le �ltre de Kalman reste de loin la te
hnique la plus répondue. Ce dernier serautilisé pour estimer la mesure au point z = L− ∆L �a partir des mesures disponibles : lasortie en z = L, et la perturbation mesurable T0(t).Avant de pro
éder �a la 
on
eption du �ltre de Kalman, il est né
essaire d'étudierl'observabilité du système. Puisque l'é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant est un SPD,l'observabilité de 
e dernier n'est pas a�e
tée seulement par le 
hoix des 
apteurs maisaussi par leurs empla
ements (Ray, 1989; Waldra� et al., 1998). En général, il est trèsdi�
ile de prouver l'observabilité d'un SPD et, dans la plupart des 
as, l'étude de 
ettepropriété passe par une pré-approximation du système pour appliquer, par la suite, lesdi�érents 
ritères dédiés aux SPL (Waldra� et al., 1998; Alotaibi et al., 2004). Néanmoins,
ette appro
he est très limitée, 
ar l'observabilité qui dépend seulement de l'empla
ementdes 
apteurs, peut dépendre de la méthode de la pré-approximation utilisée, du nombrede points de dis
rétisation retenu pour la pré
ision souhaitée, et de leurs positions (Singhet Hahn, 2007). En faisant ainsi abstra
tion de la nature distribuée du système, des
on
lusions erronées peuvent être faites �a propos des propriétés fondamentales du système(Christo�des, 2001).L'étude de l'observabilité des systèmes dé
rits par des EDP de premier ordre en tempsest amplement dis
utée par (Ray, 1989, page 293). L'appro
he présentée par Ray (1989)82



repose sur la méthode des 
ara
téristiques utilisée pour la pré-approximation des EDP.Pour étudier l'observabilité de l'é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant en suivant 
etteappro
he, on mis le modèle de l'é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant (3.4�3.5) sous laforme :
∂x(z, t)

∂t
=

[

−v 0

0 ve

]

∂x(z, t)

∂z
+ Ψ x(z, t) (3.40)

y(t) = C x(z, t)|z=Lo�u
x(z, t) =

[

T (z, t)

Te(z, t)

] (3.41)
Ψ =

[

−a +a

+ae −ae

] (3.42)
C =

[

1 0
] (3.43)La matri
e d'observabilité du système (3.40) est donnée par (Ray, 1989) :

O =
[
ΦT CT

] (3.44)o�u Φ = eΨ t est la matri
e de transition.On déduit que le système (3.40) est 
omplètement observable puisque :rang(O) = n = 2 (ordre du système EDP) (3.45)Pour la synthèse du �ltre de Kalman, on utilise le modèle approximé de l'é
hangeurde 
haleur obtenu par la méthode des lignes en 
onsidérant un nombre de points dedis
rétisation Nf < N (Maidi et al., 2008a). Ainsi, en présen
e du bruit de mesures etdes erreurs de modélisation, le modèle approximé prend la forme :
Ẋ(t) = ÃX(t) + B̃ u(t) + Ẽ T0(t) + ζ(t)

y(t) = C̃ X(t) + η(t)
(3.46)o�u

X(t) =
[

T1(t) . . . TNf
(t) Te1

(t) . . . TeNf
(t)
]T (3.47)ave
 Ti(t) ≡ T (zi, t) et Tei

(t) ≡ Te(zi, t) (i = 1, . . . , Nf ).Les matri
es Ã ∈ ℜNf×Nf , B̃ ∈ ℜNf×1, Ẽ ∈ ℜNf×1 et C̃ ∈ ℜ1×Nf sont 
onstanteset issues du pro
essus de dis
rétisation. ζ(t) et η(t) sont des bruits blan
s Gaussiens,83



respe
tivement d'état et de mesure, non 
orrélés, de matri
es de 
ovarian
e respe
tivement
Q et R.Comme le système est 
ontinu et que les mesures sont dis
rète, le �ltre de Kalman
ontinu-dis
ret est utilisé pour l'estimation de l'état du système. L'estimation de l'état
X̂(t) est basée sur l'exploitation des variables mesurées u(t), T0(t), et y(t), et la matri
edes gains du �ltre est évaluée en utilisant l'algorithme du �ltre de Kalman (Corriou, 2003,2004; Simon, 2006). Le problème 
onsiste �a estimer �a l'instant tk (tk = k∆t) des étatsnon mesurés en utilisant les mesures disponibles sur le système �a l'instant tk−1.L'algorithme du �ltre de Kalman 
omprend deux phases (Grewal et Andrews, 2001;Corriou, 2004; Simon, 2006) :Phase de prédi
tion : elle 
onsiste �a intégrer les équations di�érentielles dé
rivant lavariation du ve
teur d'état X̂(t), et de la matri
e de 
ovarian
e de l'erreur P (t) surl'intervalle [tk−1, tk]. Ces équations sont données selon :

˙̂
X(t/tk−1) = Ã X̂(t/tk−1) + B̃ u(t/tk−1) + Ẽ T0(t/tk−1)

Ṗ (t/tk−1) = Ã P (t/tk−1) + P (t/tk−1) Ã
T +Q

(3.48)pour obtenir une prédi
tion alors que la mesure n'a pas en
ore été réalisée. Lesprédi
tions de X̂(tk), et P (tk) sont notées respe
tivement X̂(tk/tk−1) et P (tk/tk−1).Phase de 
orre
tion : elle 
onsiste �a mettre �a jour l'estimation de l'état et de la ma-tri
e de 
ovarian
e de l'erreur. Ainsi, les mesures réalisées �a l'instant tk sont utiliséespour 
orriger les estimations X̂(tk/tk−1) et P (tk/tk−1) en minimisant l'erreur d'esti-mation. Les estimations ainsi 
orrigées, obtenues �a l'instant tk, sont notées X̂(tk/tk)et P (tk/tk) et égales �a :
K(tk) = P (tk/tk−1) C̃

T
[

C̃ P (tk/tk−1) C̃
T +R

]
−1

X̂(tk/tk) = X̂(tk/tk−1) +K(tk)
[

y(tk) − C̃ X̂(tk/tk−1)
]

P̂ (tk/tk) =
[

I −K(tk) C̃
]

P̂ (tk/tk−1)

(3.49)o�u K(t) est la matri
e des gains du �ltre de Kalman, et les matri
es P0/0, Q et R
onstituent les paramètres de réglages de 
e dernier.Il est 
lair que le �ltre de Kalman donne les estimations des mesures 
orrespondantaux positions zj = j∆L = j l∆z (j = 1, . . . , Nf) ave
 ∆L = L/Nf . Rappelons quel'implantation de la loi de 
ommande synthétisée né
essite les mesures aux points z =

L−5∆z and z = L. Dans le 
as o�u la mesure 
onsidérée, pour 
al
uler la loi de 
ommande,ne 
o��n
ide ave
 au
une des estimées fournies par le �ltre de Kalman, une te
hniqued'interpolation peut être utilisée pour déterminer l'estimée de la mesure �a la position84




orrespondant �a l'empla
ement de 
apteur. Ce problème peut être surmonté par un 
hoixapproprié du nombre entier Nf .Le réglage des paramètres du �ltre de Kalman, 
'est-�a-dire des matri
es P0/0, Q, et
R, est réalisé en pro
édant �a des tests de type essai-erreur, et les valeurs �nales retenuessont :

R = 0.001, Q = 0.05 I(2 Nf×2 Nf ), P0/0 = 0.01 I(2 Nf×2 Nf ) (3.50)o�u I est une matri
e identité. Le nombre de points de dis
rétisation 
onsidéré pour lemodèle approximé (3.46) est Nf = 40. La diminution de Nf au-dessous de 
ette valeur,�xé 
omme un seuil, augmente l'erreur d'estimation, 
e qui se réper
ute négativement surles performan
es de la 
ommande.Notons que, en se référant aux équations du �ltre (3.48), et dans le but de minimiserl'e�et des erreurs de mesure a�e
tant la température T0(t) (perturbation mesurable), surle pro
essus de l'estimation, 
ette dernière a été �ltrée �a l'aide d'un �ltre �a fa
teur d'oubli�a moyenne mobile (Maidi et al., 2008a).Les résultats de simulation obtenus sont résumés dans les Figures 3.20�3.22. La Fi-gure 3.20 montre que le �ltre de Kalman assure une bonne estimation de la mesure 
orres-pondant au point z = L−∆L, 
e qui se traduit par de bonnes performan
es de poursuite(Figure 3.21) et une variation a

eptable pour la grandeur manipulée(Figure 3.20).A la lumière des résultats obtenus, il ressort que le �ltre de Kalman o�re de meilleuresperforman
es par rapport �a la te
hnique du �ltrage �a base des �ltres �a fa
teur d'oubli.Ainsi, la 
omparaison entre la Figure 3.18 et la Figure 3.21, et entre la Figure 3.19 etla Figure 3.22 montre que la sortie poursuit très 
orre
tement la 
onsigne imposée, et lavariable manipulée est plus amortie ave
 le �ltre de Kalman.
En�n, 
omme indiqué pré
édemment, l'é
hangeur de 
haleur est sujet �a des variationsparamétriques et il est alors intéressant d'évaluer les performan
es du 
orre
teur, ave
 le�ltre de Kalman, fa
e aux erreurs de modélisation (modèle-système) dues aux variationsparamétriques. Ainsi, les Figures 3.23�3.25 donnent les résultats obtenus pour une va-riation paramétrique introduite, �a l'instant t = 5 s, après avoir imposé une 
onsigne de

yd(t) = 50◦C �a l'instant t = 1 s.Malgré la perturbation paramétrique introduite, il est remarquable que le �ltre deKalman assure une estimation 
orre
te pour la température au point z = L − ∆L (Fi-gure 3.23). 85
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Fig. 3.22 � Variable manipulée dans le 
as de l'estimation des mesures par le �ltre deKalman.Par 
onséquent, une poursuite de 
onsigne satisfaisante est obtenue (Figure 3.24)ave
 une 
ommande présentant des variations qui restent physiquement admissibles (Fi-gure 3.25).
3.5.2 Manipulation de la vitesse du �uide externeDans 
ette se
tion, les performan
es de la stratégie de 
ommande basée sur la manipu-lation de la vitesse du �uide externe, 
'est-�a-dire la loi de 
ommande (3.33), est évaluée.Le test de simulation e�e
tué 
on
erne la poursuite de 
onsigne et le rejet de la perturba-tion. Les paramètres du 
orre
teur obtenus par pla
ement de p�les minimisant un 
ritèreITAE sont : τ1 = 3.06 s, τ2 = 0.5 s2, Kc = 18.91, and τI = 0.882 s. Pour l'implantation, ladis
rétisation de la loi de 
ommande (3.33) a été réalisée en 
onsidérant les s
hémas dedi�éren
es �nies suivants :
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Fig. 3.25 � Variable manipulée dans le 
as de l'estimation des mesures, par le �ltre deKalman, pour le 
hangement paramétrique : a (−25%), v (−25%), ae (+25%), ve (+25%).
∂T (z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L

=
T (L, t) − T (L− ∆L, t)

∆L
(3.51)

∂Te(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L

=
Te(L, t) − Te(L− ∆L, t)

∆L
(3.52)

∂2T (z, t)

∂z2

∣
∣
∣
∣
z=L

=
2 T (L, t) − 5 T (L− ∆L, t) + 4T (L− 2 ∆L, t) − T (L− 3 ∆L, t)

∆L2 (3.53)Comme 
ela a été souligné pré
édemment, la 
apa
ité du 
orre
teur �a poursuivre une
onsigne désirée dépend de la température du �uide externe �a la frontière Te(L, t) quidoit être maintenue 
onstante (Maidi et al., 2008a). Dans le test réalisé, la températured'entrée du �uide externe est Te(L, t) = 50�C. Cette se
tion reprend les mêmes 
onditionsde simulation et les mêmes valeurs pour les paramètres de l'é
hangeur 
onsidérées dansles se
tions pré
édentes.Ainsi, un 
hangement de 
onsigne 
orrespondant �a yd(t) = 47�C est spé
i�é �a l'ins-tant t = 1 s, suivi d'une variation de −20% de la température d'entrée du �uide interne
T0(t) = T (0, t). Cette dernière représente la perturbation a�e
tant le système. La Fi-gure 3.26 montre que le 
orre
teur assure la poursuite de 
onsigne et le rejet de pertur-bation. Néanmoins, la poursuite de 
onsigne est réalisée plus lentement, et une in�uen
esigni�
ative de la perturbation est observée sur la sortie 
ommandée par rapport au 
as dela manipulation de la température d'entrée du �uide externe o�u la poursuite est assurée89
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ommandée. Droite : Variable manipulée.plus rapidement (Figure 3.5), ave
 une sortie qui reste quasiment insensible �a l'e�et deperturbation (Figure 3.7). De plus, l'examen de la Figure 3.26 montre qu'une variationraide de la grandeur manipulée se manifeste pour assurer un rejet de perturbation.L'ajustement des paramètres des 
orre
teurs, pour améliorer le temps de réponse,
onduit �a des sorties os
illantes et qui deviennent plus pronon
ées en présen
e de la per-turbation, de même pour la grandeur manipulée ve(t) qui présente des variations rapidesnéfastes pour l'a
tionneur.Ce dernier test de simulation 
on�rme la supériorité de la première stratégie baséesur la manipulation de la température Te(L, t), et 
orrobore les arguments avan
és pourjusti�er le 
hoix de 
ette dernière 
omme variable manipulée.

3.6 Con
lusionDans 
e 
hapitre, deux stratégies de 
ommande �a la frontière, basée sur des notionsde 
ommande géométrique, d'un é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant ont été étudiéeset 
omparées.La première stratégie de 
ommande 
onsiste �a 
ommander la température du �uideinterne, �a la sortie de l'é
hangeur, en manipulant la température du �uide externe �al'entrée de l'enveloppe. La variation de la température de �uide interne �a l'entrée del'é
hangeur, et les variations paramétriques sont 
onsidérées 
omme des perturbationsa�e
tant le système. Dans la deuxième stratégie de 
ommande, la vitesse d'é
oulement90



du �uide externe est utilisée 
omme la variable manipulée tandis que sa température �ala frontière est maintenue 
onstante. Notons que la première stratégie a fait objet d'uneétude plus approfondie vu les avantages qu'elle o�re par rapport �a la deuxième.La synthèse de la loi de 
ommande a été réalisée en 
onsidérant un modèle distribué �adeux EDP. Ce modèle dé
rit les variations spatio-temporelles des températures des deux�uides, interne et externe, qui 
ara
térisent le 
omportement dynamique de l'é
hangeurde 
haleur �a 
ontre-
ourant.En utilisant la notion de degré relatif, des lois de 
ommande ont été déduites simple-ment par le 
al
ul des dérivées temporelles su

essives de la sortie 
ommandée. Les loisde 
ommande obtenues permettent d'imposer un 
ertain 
omportement dynamique entreune entrée externe et la sortie 
ommandée. Pour assurer une robustesse su�sante fa
eaux erreurs de modélisation, traduites par exemple par des variations paramétriques oula prise en 
ompte de l'in�uen
e de la dynamique de la paroi, 
ette entrée externe a étédé�nie moyennant un 
orre
teur PI 
lassique.Les résultats de simulation montrent que la température de l'é
hangeur du �uideinterne �a la sortie de l'é
hangeur �a 
ontre-
ourant peut être parfaitement 
ommandéeselon la première stratégie, en manipulant la température du �uide externe �a l'entrée,
e qui 
orrespond �a une 
ommande �a la frontière. La poursuite et la régulation sontparfaitement et avantageusement assurées par rapport au 
as o�u la vitesse est manipulée.L'avantage remarquable de la première stratégie réside dans l'insensibilité de la va-riable 
ommandée �a la perturbation a�e
tant le système, et la robustesse a�
hée par le
orre
teur fa
e aux erreurs signi�
atives de modélisation. Du point de vue pratique, il aété démontré que l'implantation peut être réalisée aisément en utilisant deux 
apteursdistants.Notons également que le problème de la présen
e des erreurs de mesures, d�u �a l'e�etdu bruit et �a la position du 
apteur, a été examiné dans le 
as de la première stratégiede 
ommande. Suivant les mesures disponibles, deux appro
hes ont été proposées pourl'implantation. Ainsi, le �ltrage �a moyenne mobile est 
onsidéré lorsque les deux mesuresrequises, pour l'implantation de la loi de 
ommande, sont disponibles. Dans le 
as o�useule la mesure relative �a la grandeur 
ommandée est disponible, le �ltre de Kalman aété utilisée pour estimer les mesures requises. Ces deux appro
hes ont été dis
utées et
omparées. Les résultats de simulation obtenus montrent que les deux appro
hes donnentdes performan
es a

eptables, mais 
es dernières sont nettement améliorées ave
 le �ltrede Kalman.Les résultats obtenus dans 
e présent 
hapitre démontrent que la 
ommande géomé-trique 
onvient et s'adapte parfaitement pour la 
ommande des systèmes hyperboliquessuivant la stratégie de post-approximation. Ce
i motive son appli
ation �a d'autres typesde SPD. Ainsi, le 
hapitre suivant présente une extension de la 
ommande géométrique91



aux systèmes hyperboliques de deuxième ordre en temps dont le 
omportement est régipar l'équation d'ondes.
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Chapitre 4Commande géométrique d'un systèmehyperbolique de se
ond ordre en temps
4.1 Introdu
tionSi de nombreuses appli
ations industrielles relève d'une modélisation par des EDP depremier ordre en temps, d'autres appli
ations sont modélisées par des EDP de deuxièmeordre en temps. L'une des EDP la plus ren
ontrée est l'équation d'ondes qui modélisesouvent, et 
orre
tement, les phénomènes de propagation d'ondes et des vibrations. Lessystèmes dont la dynamique est régie par l'équation d'ondes sont souvent linéaires et detype hyperbolique (Allaire, 2005).Comme l'équation d'ondes est de deuxième ordre en temps, la 
ommande de 
es sys-tèmes devient très di�
ile, et peu de te
hniques de 
ommande ont été proposées dans lalittérature.Dans 
e 
hapitre, une simple appro
he pour la 
ommande géométrique de l'équationd'ondes quasi-linéaire sera développée. L'idée de base 
onsiste �a é
rire l'équation d'ondes,hyperbolique, sous forme d'un ensemble d'EDP hyperboliques linéaires de premier ordreen temps. Cette transformation permet d'exploiter la théorie de la 
ommande géométriquedéveloppée pour les systèmes hyperboliques (Christo�des et Daoutidis, 1996b; Christo-�des, 2001; Wu et Liou, 2001; Shang et al., 2005; Maidi et al., 2005, 2007, 2008a). L'étudemenée dans le 
hapitre 3 
onstitue une illustration de 
ette théorie.Ainsi, la première partie du 
hapitre est réservée pour le développement, d'une ma-nière générale, de la démar
he proposée pour l'obtention de la loi de 
ommande géomé-trique pour des systèmes �a 
omportement dynamique dé
rit par une équation d'ondes.La deuxième partie illustre la démar
he proposée par un exemple d'appli
ation portantsur la 
ommande du dépla
ement d'une 
orde vibrante tendue. Le problème de 
om-mande 
onsiste �a synthétiser une loi de 
ommande géométrique (une for
e) permettantde dépla
er le point milieu de la 
orde �a une position désirée.93



4.2 Commande Géométrique de l'équation d'ondesLa théorie de 
ommande des systèmes �a paramètres distribués (SPD) fait l'objet d'uneintense a
tivité s
ienti�que, en parti
ulier, les systèmes dé
rits par des EDP du premierordre en temps (di�usion-
onve
tion-réa
tion). Néanmoins, l'examen de la produ
tions
ienti�que 
onsa
rée �a la 
ommande des systèmes dé
rits par des EDP de deuxième ordreen temps, traduisant les phénomènes de propagation d'ondes ou de vibrations, montre queles résultats sur le plan de la 
ommande restent insu�sants. Ce
i peut se justi�er par lanature même de 
es EDP.La plupart des 
ontributions relatives �a la 
ommande de l'équation d'ondes portent surla 
ommande aux frontières (Morg�ul, 1994; Alli et Singh, 2000; Morg�ul, 2002; Bastos, 1999;Gunzburger et Ni
olaides, 1989; Gugat, 2002; Glowinski et He, 2003; Lagnese et Leugering,2003; Bui, 2005; Deng et al., 2007; Wang, 2007). Le 
as de la 
ommande distribuée estrarement abordé (Van
ostenoble, 2000; Bamieh et Voulgaris, 2005) 
ar la prise en 
omptede la nature distribuée des variables 
ara
téristiques 
omplexi�e davantage le problèmede 
ommande. Les problèmes les plus abordés 
on
ernent la stabilisation (Morg�ul, 1994,2002; Glowinski et He, 2003; Deng et al., 2007) et la 
ommandabilité (Gunzburger etNi
olaides, 1989; Bastos, 1999; Bui, 2005; Wang, 2007; Van
ostenoble, 2000).Con
ernant le problème de 
ommande, peu de te
hniques ont été développées. Ainsi, leproblème de 
ommande optimale a été étudié par Gugat (2002), et Lagnese et Leugering(2003) dans le 
as d'une 
ommande aux frontières, et par Bamieh et Voulgaris (2005)dans le 
as d'une 
ommande distribuée. Alli et Singh (2000), en utilisant la te
hniquedes lieux de ra
ines, proposent une appro
he pour la 
on
eption d'un 
orre
teur de typeProportionnel-Dérivé ave
 retard.Dans la suite de l'exposé, des 
on
epts de 
ommande géométrique seront utilisés pourdévelopper une appro
he de 
on
eption de lois de 
ommande, de nature distribuée, pourdes systèmes modélisés par une équation d'ondes.4.3 Formulation du problème de 
ommandeUn SPD modélisé par une équation d'ondes est représenté dans l'espa
e d'état par lemodèle :
∂x2(z, t)

∂t2
= µ2 ∂x

2(z, t)

∂z2
+ u(z, t), pour 0 < z < L (4.1)muni des 
onditions aux limites :

x(0, t) = l0(t), x(L, t) = lL(t) (4.2)
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et des 
onditions initiales :
x(z, 0) = x0(z),

∂x(z, 0)

∂t
= ẋ0(z) (4.3)ave
 µ > 0.La variable �a 
ommander y(t), en manipulant la 
ommande u(z, t), est une fon
tionde l'état x(z, t) donnée 
omme suit :

y(t) = C
(

h
(
x(z, t)

)) (4.4)o�u h est une fon
tion lisse ayant 
omme variable d'état x(z, t), et C( . ) est un opérateurlinéaire borné qui dépend des performan
es désirées.Pour la suite du développement, et sans perte de généralités, on 
onsidère que la sortie
y(t) est une observation par moyennage spatial (
f. relation (1.8)) :

y(t) = C
(
x(z, t)

)
=

∫ L

0

c(z) x(z, t) dz (4.5)et la 
ommande u(z, t) est supposée distribuée, 
'est-�a-dire de la forme (
f. relation (1.5)) :
u(z, t) = b(z) ud(t) (4.6)o�u b(z) et c(z) sont des fon
tions lisses.Le problème de 
ommande 
onsiste �a déterminer la loi de 
ommande ud(t) permettantd'assurer les performan
es désirées pour la sortie 
ommandée y(t), tout en assurant lastabilité du système bou
lé. Pour 
e faire, on propose de réduire l'équation d'ondes (4.1)en un ensemble d'EDP hyperboliques, et ensuite d'aborder le problème de synthèse parla méthodologie proposée par Christo�des et Daoutidis (1996a), et Christo�des (2001).Notons que dans la formulation du problème de 
ommande, les deux fon
tions b(z) et

c(z) doivent être spé
i�ées et dé�nies dans des espa
es fon
tionnels appropriés (Curtainet Zwart, 1995). Rappelons que les fon
tions b(z) et c(z) 
ara
térisent respe
tivement lessystèmes d'a
tionneurs et de 
apteurs. Ces dernières dépendent des performan
es désirées,des données du problème, et in�uen
ent les propriétés de 
ommandabilité et d'observabi-lité du système (Curtain et Zwart, 1995). Leur 
hoix 
onditionne l'existen
e de la solutiondu problème de 
ommande formulé.Dans la présente étude, pour garantir l'obtention de la loi de 
ommande géométrique,les fon
tions b(z) et c(z) doivent véri�er la 
ondition suivante (Maidi et al., 2008
) :
L∫

0

c(z) b(z) dz 6= 0 (4.7)95



En e�et, 
ette 
ondition (4.7) revient �a assurer l'existen
e du degré relatif de la sortie
y(t) par rapport �a la variable manipulée ud(t). Cette 
ondition est démontrée dans lase
tion 4.4.3.4.4 Obtention de la loi de 
ommandeAvant d'aborder le problème de synthèse de la loi de 
ommande, on doit exami-ner la 
ommandabilité du système. Cette propriété dépend non seulement du système
onsidéré, mais aussi de la dimension de l'espa
e d'état et du type de la 
ommande 
hoi-sie, 
'est-�a-dire de la fon
tion b(z) (El Jai et Amouroux, 1990; Curtain et Zwart, 1995).Comme l'équation d'ondes est de deuxième ordre en temps, et 
ara
térise la dynamiquedes systèmes de dimension in�nie, il est très di�
ile de démontrer la propriété de 
om-mandabilité pour 
es derniers (Gunzburger et Ni
olaides, 1989; Bastos, 1999; El Jai etAmouroux, 1990; Curtain et Zwart, 1995; Bui, 2005; Wang, 2007; Van
ostenoble, 2000).De plus la 
omplexité du 
adre de la dimension in�nie amène �a 
onsidérer deux 
on
eptsde 
ommandabilité distin
ts : 
ommandabilité exa
te et 
ommandabilité approximative(Ray, 1989; El Jai et Amouroux, 1990; Curtain et Zwart, 1995).Un système est dit exa
tement 
ommandable si l'état �nal désiré xd(z, t) peut êtreatteint de n'importe quel état initial x0(z). Il est dit approximativement 
ommandable sil'état initial nul x0(z) = 0 peut être transféré dans un voisinage arbitraire de l'état désiré
xd(z, t) (Ray, 1989). El Jai et Amouroux (1990), et Curtain et Zwart (1995) donnent laplupart des résultats et des dé�nitions relatifs aux SPD linéaires, parti
ulièrement, 
euxde premier ordre en temps.Il est �a noter que pratiquement tous les systèmes physiques possèdent la propriété de
ommandabilité approximative, 
e qui est totalement su�sant pour la 
on
eption d'un
orre
teur adéquat (Ray, 1989).4.4.1 Commandabilité d'un système modélisé par une équationd'ondesLes propriété fondamentales des systèmes modélisés par une équation d'ondes sontamplement étudiés dans (Curtain et Zwart, 1995, page 165). Ainsi, il a été démontréque le système (4.1) est approximativement 
ommandable si et seulement si la 
onditionsuivante est véri�ée :

1∫

0

b(z̃)φi(z̃) dz̃ 6= 0, z̃ =
z

L
, pour i ≥ 1 (4.8)
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Les fon
tions φi(z) représentent les fon
tions propres de l'opérateur di�érentiel spatialde l'EDP (4.1) obtenues par la résolution du problème aux valeurs propres asso
ié donnépar (
f. se
tion 1.5.1) :
∂2φ(z)

∂z2
= −λφ(z)

φ(0) = 0

φ(L) = 0

(4.9)La résolution de 
e système 
onduit au résultat suivant :
λ =

µ2 π2

L2
i2, i = ±1,±2, . . .

φ(z) = θ sin

(√
λ z

µ

)

= θ sin

(
i π z

L

)

, i = ±1,±2, . . .

(4.10)
o�u θ est une 
onstante telle que la 
ondition d'orthogonalité donnée par les relations (1.14)soit véri�ée, 
'est-�a-dire :

1∫

0

θ2 sin(i π z) sin(j π z) = 1, pour i = j

1∫

0

θ2 sin(i π z) sin(j π z) = 0, pour i 6= j

(4.11)
e qui 
onduit �a θ = 2.Ainsi, les fon
tions propres sont données par :
φi(z̃) =

√
2 sin(i π z̃) (4.12)La 
ondition (4.8) montre 
lairement que la 
ommandabilité du système dépend detype de 
ommande 
hoisie 
ara
térisée par la fon
tion b(z). En somme, le 
hoix de b(z), oule type de 
ommande, doit se faire d'une manière �a satisfaire la 
ondition de 
ommandabi-lité approximative (4.8), et la 
ondition de l'existen
e du degré relatif (4.7) pour 
on
evoirune 
ommande géométrique suivant l'appro
he proposée dans 
e présent 
hapitre.4.4.2 Rédu
tion de l'équation d'ondesLa démar
he proposée pour 
on
evoir une 
ommande géométrique, de type distribuée,est basée sur la rédu
tion de l'équation d'ondes, qui est de deuxième ordre en temps, �a unensemble de trois EDP hyperboliques de premier ordre en temps. Ce
i permet d'appliqueraisément les 
on
epts de 
ommande géométrique tels qu'ils sont abordés par Christo�des97



et Daoutidis (1996b), et Christo�des (2001). Dans la suite du développement, les fon
tions
b(z) et c(z) sont supposées répondre aux 
onditions (4.8) et (4.7).Il est simple de démontrer que l'introdu
tion du nouveau ve
teur d'état suivant (Wang,2007) :

Xr(z, t) =
[

Xr1
(z, t), Xr2

(z, t), Xr3
(z, t)

]T

=

[

x(z, t),
∂x(z, t)

∂t
,
∂x(z, t)

∂z

]T (4.13)permet de réduire l'équation d'ondes (4.1) �a un système de trois équations hyperboliquesde premier ordre en temps, linéaires, suivant (Maidi et al., 2008
) :
∂Xr1

(z, t)

∂t
= Xr2

(z, t)

∂Xr3
(z, t)

∂t
=

∂Xr2
(z, t)

∂z
(4.14)

∂Xr2
(z, t)

∂t
= µ2 ∂Xr3

(z, t)

∂z
+ b(z) ud(t)ave
 des 
onditions initiales Xr(z, 0) et aux limites appropriées Xr(z, t), z ∈ Ω. La spé
i-�
ation de 
es dernières n'est pas requise pour la 
on
eption de la loi de 
ommande.Du fait de la linéarité du système d'EDP (4.14), on démontrera, par la suite, que laloi de 
ommande ud(t) prend la forme (Maidi et al., 2008
) :

ud(t) = −Q
(

Xr(z, t)
)

+ q
(
b(z)

)
ν(t) (4.15)o�u ν(t) représente une entrée externe.Pour des 
onsidérations d'implantation, la loi de 
ommande (4.15) doit être expriméeen fon
tion de l'état original x(z, t) du système �a 
ommander donné par l'équation (4.1).Ainsi, les relations liant les variables 
ara
téristiques de l'état Xr(z, t) et l'état original

x(z, t), données par (4.13), permettent d'é
rire la loi de 
ommande (4.15), sous la formeimplantable suivante (Maidi et al., 2008
) :
ud(t) = −S

(
x(z, t)

)
+ s
(
b(z)

)
ν(t) (4.16)o�u Q, q, S, et s sont des opérateurs di�érentielles linéaires bornés.Pour déterminer la loi de 
ommande ud(t) sous la forme (4.15), la notion du degrérelatif sera également utilisée.
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4.4.3 Degré relatifDu fait de la linéarité de la relation (4.6), il ressort que le degré relatif de la sortie
y(t) par rapport �a l'entrée u(z, t) est préservé par rapport �a l'entrée ud(t). Le degré relatifdu système (4.14) est déterminé en 
onsidérant les dérivées temporelles su

essives de lasortie (4.4), 
al
ulées 
omme suit (Maidi et al., 2008
) :

y(t) = C
(
x(z, t)

)

dy(t)

dt
=

d

dt
C
(
x(z, t)

)
= C

(
∂x(z, t)

∂t

)

= C
(

Xr2
(z, t)

) (4.17)
dy2(t)

dt2
=

d

dt
C
(

Xr2
(z, t)

)

= C
(
∂Xr2

(z, t)

∂t

)

= µ2 C
(
∂Xr3

(z, t)

∂z

)

+ C
(
b(z)

)
ud(t) (4.18)
omme

C
(
b(z)

)
=

L∫

0

c(z) b(z) dz 6= 0, (4.19)le degré relatif σ de la sortie y(t) par rapport �a l'entrée ud(t) est égal �a 2.De la même manière, en substituant la loi de 
ommande (4.16) dans le système (4.14),on démontre que 
ette loi de 
ommande préserve le degré relatif du système en bou
lefermée, 
'est-�a-dire entre la sortie y(t) et l'entrée externe ν(t). Par 
onséquent, le 
ompor-tement dynamique du système en bou
le fermée est 
ara
térisé par l'équation di�érentiellesuivante :
τ2
d2y(t)

dt2
+ τ1

dy(t)

dt
+ y(t) = ν(t) (4.20)o�u les paramètres τ1 et τ2 sont 
hoisis de manière �a assurer la stabilité du système et lesperforman
es spé
i�ées pour la bou
le fermée (Christo�des et Daoutidis, 1996a; Christo-�des, 2001), par exemple en utilisant un pla
ement de p�les minimisant le 
ritère ITAE(Corriou, 2004).4.4.4 Expression générale de la loi de 
ommandeLa loi de 
ommande ud(t), sous la forme (4.15), est déduite (Maidi et al., 2008
) ensubstituant les expressions des termes d2y(t)

dt2
et dy(t)

dt
données respe
tivement par les
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relations (4.18) et (4.17) dans la relation (4.20), d'o�u :
ud(t) =

1

τ2 C
(
b(z)

) ×
{

ν(t) − C
(
Xr1

(z, t)
)
− τ1 C

(
Xr2

(z, t)
)
− τ2, µ

2 C
(
∂Xr3

(z, t)

∂z

)}(4.21)Sous la forme (4.16), 
ette dernière s'é
rit 
omme suit (Maidi et al., 2008
) :
ud(t) =

1

τ2 C
(
b(z)

) ×
{

ν(t) − C
(
x(z, t)

)
− τ1 C

(
∂x(z, t)

∂t

)

− τ2 µ
2 C
(
∂2x(z, t)

∂z2

)} (4.22)
e qui donne, par identi�
ation ave
 la relation (4.16), les opérateurs di�érentiels suivants :
S( . ) =

[

τ2

∫

Ω

c(z) b(z) dz

]
−1 [

C( . ) + τ1 C
(
∂( . )

∂t

)

+ τ2 µ
2 C
(
∂2( . )

∂z2

)] (4.23)
s( . ) =

[

τ2

∫

Ω

c(z) b(z) dz

]
−1 (4.24)Il est �a noter que l'implantation de la loi de 
ommande (4.22) né
essite des di�érentiationsde l'état du système x(z, t), par rapport aux variables temps et espa
e, 
e qui requiertune estimation globale ou partielle de 
e dernier. Dans 
e 
as, une attention doit êtrea

ordée pour le 
hoix de la fon
tion c(z) qui 
onditionne l'observabilité du système (ElJai et Amouroux, 1990; Curtain et Zwart, 1995).Notons aussi que des modi�
ations peuvent être opérées sur la loi de 
ommande pourtenir 
ompte de la 
onsigne désirée yd(t) (Isidori, 1995; Corriou, 2004). Ce
i dépend del'équation d'évolution du système. Ce point sera abordé dans l'exemple d'appli
ation dela se
tion suivante.4.5 Appli
ation �a une 
orde vibranteLa 
apa
ité de poursuite de 
onsigne du 
orre
teur proposé, en présen
e d'une in-
ertitude paramétrique, sera illustrée par une appli
ation portant sur la 
ommande dudépla
ement verti
al d'une 
orde vibrante s
hématisée sur la Figure 4.1.

100



Fm(z, t)

0
L z

x(z, t)

x(zi, t)

Sous l’effet de la force

En repos

Fig. 4.1 � Dépla
ement d'une 
orde vibrante.4.5.1 Des
ription et modèle de la 
ordeLa 
orde supposée uniforme, de longueur L, et de densité massique ρm, exprimée enunité de masse par unité de longueur, est �xée, d'une manière tendue, �a ses extrémités
z = 0 et z = L. Le dépla
ement x, par rapport �a l'axe z, est une fon
tion des variablestemps t et espa
e z.Pour les dépla
ements faibles de la 
orde, on suppose que la tension Γ dans la 
ordereste 
onstante, et la for
e de gravité est trop faible par rapport �a la tension Γ (ρm gL <<

Γ, o�u g est l'a

élération de la pesanteur). Ce
i permet de négliger la for
e de gravité,puisque le dépla
ement de la 
orde n'est pas notablement a�e
té. Par 
onséquent, la 
ordereste soumise uniquement �a la for
e distribuée Fm(z, t) = b(z) fmd
(t) exprimée en unitéde for
e par unité de longueur (Maidi et al., 2008
) .Dans 
es 
onditions, le dépla
ement x(z, t) de la 
orde est dé
rit par l'équation d'ondes
omme suit (Curtain et Zwart, 1995; Allaire, 2005; Maidi et al., 2008
) :

ρm
∂2x(z, t)

∂t2
= Γ

∂2x(z, t)

∂z2
+ Fm(z, t) (4.25)La for
e Fm(z, t) est supposée maximale au milieu de la 
orde, et son a
tion dé
ro��ten s'appro
hant de ses extrémités, et deviendra nulle en 
es deux points, 
'est-�a-dire

Fm(0, t) = Fm(L, t) = 0. Cette distribution peut être 
ara
térisée par une fon
tion deBézier quadratique de la forme :
b(z) = ρm z (L− z) (4.26)Initialement, la 
orde est en repos (Fm(z, t) = 0

), 
e qui 
orrespond aux 
onditionsinitiales suivantes :
x(z, 0) = 0,

∂x(z, t)

∂t

∣
∣
∣
t=0

= 0 (4.27)101



et 
omme la 
orde est �xée aux extrémités z = 0 et z = L, 
e
i donne les 
onditions auxlimites de Diri
hlet suivantes :
x(0, t) = 0, x(L, t) = 0 (4.28)4.5.2 Loi de 
ommande pour la 
ordeL'obje
tif de la 
ommande 
onsiste �a déterminer une loi de 
ommande fmd

(t), 
'est-�a-dire une for
e, permettant de positionner le point milieu, dépla
ement au point z = L/2,de la 
orde �a une position désirée donnée yd(t). Par 
onséquent, la sortie 
ommandéeprend la forme suivante :
y(t) =

L∫

0

δ

(

z − L

2

)

x(z, t) dz = x

(

L

2
, t

) (4.29)par identi�
ation dans la relation (4.5), il vient c(z) = δ(z−L/2). La fon
tion δ( . ) désignela distribution de Dira
.Dans 
e 
as, il est fa
ile de démontrer que le 
hoix e�e
tué pour b(z) et c(z) véri�eles 
onditions (4.8) et (4.7). Ainsi, la solution du problème de 
ommande posé peut êtreabordée par l'appro
he proposée.En posant µ2 = Γ/ρm, et en tenant 
ompte de l'entrée externe ν(t), la relation (4.4)donne la loi de 
ommande suivante (Maidi et al., 2008
) :
fmd

(t) =
1

τ2 b(L/2)
×
{

ν(t) − x(L/2, t)

− τ1
∂x(z, t)

∂t

∣
∣
∣
∣
z=L/2

− τ2
Γ

ρm

∂2x(z, t)

∂z2

∣
∣
∣
∣
z=L/2

}

=
4

τ2 ρm L2
×
{

ν(t) − y(t)

− τ1
∂y(t)

∂t
− τ2 µ

2 ∂
2x(z, t)

∂z2

∣
∣
∣
∣
z=L/2

}

(4.30)
Pour tenir 
ompte de l'entrée de référen
e yd(t), 
ette loi de 
ommande sera modi�éede la manière suivante (Kravaris et Kantor, 1990b; Isidori, 1995; Corriou, 2003, 2004) :

fmd
(t) =

4

τ2 ρm L2
×
{

ν(t) −
[

y(t) − yd(t)
]

− τ1

[

∂y(t)

∂t
−
(
∂y(t)

∂t

)d
]

− τ2 µ
2 ∂2x(z, t)

∂z2

∣
∣
∣
∣

d

z=L/2

} (4.31)
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Cette dernière peut être vue 
omme la somme de trois termes (Maidi et al., 2008
) :
fmd

(t) =
4

τ2 ρm L2

[

ν(t) + fP
md

(t) + f S
md

(t)
] (4.32)ave
 :

fP
md

(t) = −
[
y(t) − yd(t)

]
− τ1

[

∂y(t)

∂t
−
(
∂y(t)

∂t

)d
]

, (terme assurant la poursuite)
f S

md
(t) = −τ2 µ2 ∂2x(z, t)

∂z2

∣
∣
∣
∣

d

z=L/2

, (terme lié �a la 
onvexité)Le pla
ement de p�les est réalisé par le 
hoix des paramètres τ1 et τ2. Comme f S
md

(t)
orrespond �a la dérivée spatiale de deuxième ordre, sa nature di�ère de 
elles des autrestermes, puisqu'elle est liée �a la 
onvexité de la 
orde. Démontrons que le terme f S
md

(t) estproportionnel �a la valeur stationnaire de la 
onsigne désirée yd(t).En régime statique, le modèle de la 
orde prend la forme :
0 = µ2∂

2x(z)

∂z2
+ z (L− z) f S

md
(4.33)La solution de 
e modèle stationnaire véri�ant les 
onditions aux limites (4.28) estdonnée par :

x(z) =
f S

md

12µ2
(z4 − 2Lz3 + L3 z) (4.34)et pour z =

L

2
, on a :

yd = x

(
L

2

)

=
5L4

192µ2
f S

md
(4.35)d'o�u :

f S
md

=
192µ2

5L4
yd (4.36)On 
onstate e�e
tivement que f S

md
dépend linéairement de la valeur stationnaire de la
onsigne yd(t).La loi de 
ommande (4.32) permet d'exploiter des te
hniques de 
ommande robuste,pour le système linéaire entrée externe ν(t)�sortie 
ommandée y(t) a�n d'améliorer sesperforman
es en présen
e des erreurs de modélisation et des di�érentes in
ertitudes pos-sibles. Dans 
ette appli
ation, pour assurer une erreur asymptotique nulle, en présen
ed'une in
ertitude paramétrique sur le paramètre Γ, l'entrée externe ν(t) est dé�nie parun 
orre
teur PI (Kravaris et Kantor, 1990b; Isidori, 1995; Corriou, 2004), 
'est-�a-dire :

ν(t) = Kc

[

yd(t) − y(t) +
1

τI

t∫

0

(
yd(ξ) − y(ξ)

)
dξ
] (4.37)103
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Fig. 4.2 � Stratégie de 
ommande du dépla
ement de la 
orde.o�u Kc et τI sont respe
tivement le gain proportionnel et la 
onstante intégrale du 
orre
-teur PI.La Figure 4.2 donne la stratégie de 
ommande �nale adoptée pour la 
ommande dudépla
ement de la 
orde.
4.5.3 Évaluation des performan
es du 
orre
teurDans 
ette se
tion, les performan
es du 
orre
teur en poursuite sont évaluées en pré-sen
e d'une in
ertitude paramétrique. L'implantation de la loi de 
ommande (4.32) estréalisée sous sa forme dis
rète en 
onsidérant une période d'é
hantillonnage ∆t = 0.25 s.La dérivée spatiale de deuxième ordre est dis
rétisée par la di�éren
e �nie 
entrée donnée
omme suit :

∂2x(z, t)

∂z2
=
x(z + ∆z, t) − 2 x(z, t) + x(z − ∆z, t)

(∆z)2
, ∆z ≤ z ≤ L− ∆z (4.38)et un nombre de points de dis
rétisation N = 21 est 
onsidéré.Les paramètres du système et du 
orre
teur sont résumés respe
tivement dans lesTableaux 4.1 et 4.2. Les paramètres du 
orre
teur sont déterminés par la te
hnique depla
ement de p�les, et le paramètre τ1 est 
hoisi faible, puisque la 
orde montre une fortesensibilité au 
hangement de 
onsigne qui tend �a os
iller, �a 
ause des larges variations dela dérivée de la sortie 
ommandée dans la loi de 
ommande (4.31). Ces variations peuventêtre réduites par un �ltrage adéquat.En plus, pour éviter les fortes os
illations de la 
orde dues �a des 
hangements brusquesde la grandeur de 
onsigne, les deux grandeurs f S

md
(t) et yd(t) sont �ltrées par un �ltre dedeuxième ordre de 
onstante de temps égale �a 2 s, et d'un fa
teur d'amortissement égal �a104



Désignation Symbole ValeurDensité massique de la 
orde ρm 0.5 kg .m−1Tension dans la 
orde Γ 20 kg .m . s−2Longueur de la 
orde L 1mTab. 4.1 � Paramètres de la 
orde.Retour d'état Corre
teur PIParamètre τ1 τ2 Kc τIValeur 0.005

κω0

1

2.15 κω0
2.15 (1 − κ)ω2

0 0.5
Kc

ω3
0

ω0 = 1.1
√

f S
md

(t)Tab. 4.2 � Paramètres de réglage de 
orre
teur pour κ = 0.8.1.2.L'in
ertitude paramétrique est introduite dans le 
al
ul du terme f S
md

(t) de la loi de
ommande (4.32). Ainsi, une erreur de −20% a été 
onsidérée pour le paramètre Γ lorsde la résolution itérative de l'équation (4.33) donnant f S
md

(t) pour une 
onsigne désirée
yd(t) donnée.La Figure 4.3, montre que l'entrée en régime stationnaire f S

md
(t) dépend linéairementde la 
onsigne désirée yd(t).Le test de simulation e�e
tué, pour évaluer les performan
es du 
orre
teur, 
on
ernele problème de poursuite et 
onsiste �a imposer deux é
helons de 
onsigne aux instants

t = 100 s et t = 200 s 
orrespondant respe
tivement �a yd(t) = 8mm et yd(t) = 4mm.La Figure 4.4 montre que la sortie 
onverge, mais d'une manière lente, vers la référen
edésirée, en dépit de l'in
ertitude paramétrique introduite dans le 
al
ul de f S
md

(t), et lagrandeur de 
ommande (Figure 4.5) présente des variations physiquement a

eptables. Deplus, la Figure 4.6 montre que les pro�ls du dépla
ement x(z, t), aux instants t = 100 set t = 200 s, sont réalistes et prennent la forme du pro�l imposée par le 
hoix de lafon
tion b(z). Les allures des pro�ls obtenus prouvent que l'e�et de la for
e u(z, t) ourespe
tivement fmd
(t) est distribué, puisque 
ette dernière est maximale au milieu de la
orde et dé
ro��t en allant vers les extrémités de la 
orde o�u elle deviendra nulle. Le tra
étridimensionnel de l'évolution spatio-temporelle du dépla
ement de la 
orde (Figure 4.7)durant la poursuite de référen
e 
on�rme le bon 
omportement et la performan
e du
orre
teur.Un autre point qui mérite d'être évoqué est l'apport du troisième terme f S

md
(t) dela loi de 
ommande synthétisée. Les Figures 4.9�4.8, 
on�rme que 
e terme joue un r�le105
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Γ = 20 Kg.m.s−2 (Modèle nominal)

Γ = 16 Kg.m.s−2 (Modèle perturbé)

Fig. 4.3 � Commande stationnaire en fon
tion de la 
onsigne désirée pour une in
ertitudede −20% sur le paramètre Γ.important dans la 
ommande. Les deux autres termes, ν(t) et fP
md

(t) sont né
essaires pourobtenir exa
tement la traje
toire désirée, puisque la sortie est obtenue en 
onsidérant quele terme f S
md

(t) présente un é
art permanent.Notons en
ore qu'une 
onvergen
e rapide vers la 
onsigne désirée peut être obtenueen diminuant la valeur du paramètre κ du Tableau 4.2. Ce
i permet d'a

order plusd'importan
e �a l'a
tion du 
orre
teur PI par rapport �a 
elle du retour d'état.Maintenant, dans le 
as o�u la solution stationnaire f S
md

(t) est 
al
ulée sans in
ertitudesparamétriques, la sortie 
ommandée (Figure 4.10) suit très 
orre
tement la 
onsigne dé-sirée, et la variation de la 
ommande fmd
(t) reste physiquement admissible (Figure 4.11).Ce 
as mérite d'être signalé bien qu'il présente peu d'intérêt par rapport au test de larobustesse examiné qui 
orrespond �a la réalité pratique.
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Fig. 4.5 � Évolution de la variable manipulée.
107



0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

1

2

3

4

5

6

7

8

x 10
−3

Longueur [m]

So
rti

e 
y(

t) 
= 

x(
L/

2,
 t)

 [m
]

t = 100 s
t = 200 s

Fig. 4.6 � Pro�ls du dépla
ement.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1 0
50

100
150

200

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x 10
−3

Temps [s]Longueur [m]

D
ép

la
ce

m
en

t x
(z

, t
) [

m
]

Fig. 4.7 � Évolution spatio-temporelle du dépla
ement de la 
orde.
108



10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
5.5

6

6.5

7

7.5

8

8.5

9
x 10

−3

Temps [s]

So
rti

e 
y(

t) 
= 

x(
L/

2,
 t)

 [m
]

Sortie stationnaire
Sortie réelle
Consigne filtrée

Fig. 4.8 � Comparaison entre la sortie réelle et la sortie stationnaire ave
 
onsigne.

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
8.5

9

9.5

10

10.5

11

11.5

12

12.5

Temps [s]

C
om

m
an

de
 F

m
d(t)

 [k
g 

. s
−1

]

Solution stationnaire
Commande réelle

Fig. 4.9 � Comparaison entre la 
ommande réelle et la 
ommande stationnaire.
109



0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0

1

2

3

4

5

6

7

8

x 10
−3

Temps [s]

So
rti

e 
y(

t) 
= 

x(
L/

2,
 t)

 [m
]

Sortie
Consigne filtrée

Fig. 4.10 � Évolution de la sortie 
ommandée sans in
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4.6 Con
lusionDans 
e 
hapitre, une démar
he de synthèse d'une loi de 
ommande géométrique dis-tribuée a été proposée pour les systèmes physiques dont le 
omportement dynamique estrégi par une équation d'ondes. Cette dernière est une EDP de deuxième ordre par rapportau temps.Ainsi, après avoir introduit les 
onditions relatives au degré relatif et �a la 
omman-dabilité du système, une expression générale du retour d'état a été déduite en réduisantl'équation d'ondes �a un ensemble de trois EDP hyperboliques linéaires du premier ordreen temps linéaires. Cette appro
he peut être fa
ilement généralisée aux systèmes hyper-boliques d'ordre plus élevé vu que 
ette rédu
tion est toujours réalisable.L'appro
he proposée pose des 
onditions liées au degré relatif et �a la propriété de 
om-mandabilité du système. Ces dernières dépendent dire
tement des fon
tions 
ara
térisantle système d'a
tionneurs et de 
apteurs. Il est important de noter que 
es dernières doiventêtre 
hoisies de façon �a assurer les propriétés de 
ommandabilité et d'observabilité, quisont importantes pour la 
ommande du système, en plus de la 
ondition d'existen
e dudegré relatif �a véri�er pour 
on
evoir une loi de 
ommande géométrique.L'appro
he proposée a été illustrée par une appli
ation 
on
ernant la 
ommande dudépla
ement d'une 
orde vibrante o�u un 
orre
teur PI a été introduit pour assurer unerobustesse �a des éventuelles erreurs de modélisation et aux in
ertitudes paramétriques.Les résultats de la simulation obtenus, en 
onsidérant une in
ertitude paramétrique si-gni�
ative sur la tension de la 
orde, ont démontré la justesse et les performan
es de lastratégie de 
ommande proposée.
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Con
lusion généraleLes performan
es de la 
ommande d'un système �a paramètres distribués (SPD) detype hyperbolique basées sur la stratégie de pré-approximation, qui 
onsiste �a approximerle modèle EDP original, de dimension in�nie, par un système �a paramètres lo
alisées(EDO), de dimension �nie, est limitée prin
ipalement par deux fa
teurs :
− la pré-approximation 
onduit, en général, �a des 
on
lusions inexa
tes sur les proprié-tés fondamentales (
ommandabilité, observabilité et stabilité) du système original,
− la séparation des modes de l'opérateur di�érentiel du système original en deuxparties : modes lents, 
apturant la dynamique du système, et modes rapides estdi�
ile �a établir vu que 
es derniers sont regroupés le long d'une droite parallèle �al'axe imaginaire du plan 
omplexe. Ce
i amène �a 
onsidérer un système de dimension�nie très élevée pour la 
on
eption du 
orre
teur, 
e qui 
omplique davantage l'étapede synthèse et surtout d'implantation. L'utilisation des méthodes de rédu
tion, dumodèle ou du 
orre
teur, ne présente au
un se
ours et l'appro
he de rédu
tion esttotalement dé
onseillée pour la 
ommande des systèmes hyperboliques.Ces problématiques sont des 
ontraintes importantes pour l'appli
ation des 
om-mandes développées pour des systèmes �a paramètres lo
alisées, puisque l'étape de synthèseest basée essentiellement sur un modèle EDO qui est sensé de traduire 
orre
tement le
omportement dynamique du modèle EDP. Ce
i n'est pas le 
as ave
 un modèle EDOapproximant un système hyperbolique.A�n de 
on
evoir des systèmes de 
ommande pour les systèmes hyperboliques, l'utili-sation de la stratégie de post-approximation basée sur le modèle �a paramètres distribuésest la plus re
ommandée. Cette dernière a été 
onsidérée dans 
ette thèse, et l'obje
tif
onsiste �a proposer des appro
hes de 
ommande dont la synthèse est faite dire
tementen 
onsidérant le modèle EDP, 
e qui permet d'a

ro��tre les performan
es des systèmes �a
ommander.Pour rester dans un 
ontexte de re
her
he appliquée et pour favoriser le développementde solutions viables en pratique, des appli
ations �a des systèmes physiques, parmi les plusren
ontrés dans la littérature, ont été 
onsidérées. Il s'agit d'un é
hangeur de 
haleur �atempérature d'enveloppe homogène, d'un é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant, et d'une
orde vibrante. 112



Les obje
tifs spé
i�ques suivants ont été 
onsidérés :
− appli
ation des te
hniques de 
ommande moderne pour les systèmes hyperboliquesbasées sur la stratégie de post-approximation,
− étendre la stratégie de post-approximation �a des systèmes �a paramètres distribués(SPD) d'ordre deux en temps (équation d'ondes).Le 
hapitre 1 a présenté les di�érentes notions relatives aux SPD, et une synthèse d'unere
her
he bibliographique axée prin
ipalement sur les di�érentes appro
hes de 
om-mande proposées dans la littérature. Ainsi, après avoir dé�ni les SPD, le modèlegénéral et la 
lassi�
ation de 
es derniers ont été présentés, le 
hapitre a présentéun état de l'art sur les stratégies de 
ommande des SPD s
indées en deux 
atégories,en l'o

urren
e la stratégie de pré-approximation et de post-approximation. Commel'étude est limitée aux systèmes de type 
onve
tion-réa
tion, le 
hapitre a abordé,brièvement, la méthode des lignes utilisée pour l'obje
tif de simulation en bou
lefermée.Le 
hapitre 2 a présenté une appro
he d'optimisation des paramètres d'adaptation d'une
ommande PI �oue distribuée d'un é
hangeur de 
haleur �a température d'enveloppehomogène. Tout d'abord le modèle de l'é
hangeur de 
haleur 
onsidéré a été pré-senté suivi de la formulation du problème de 
ommande sous forme d'un problèmed'optimisation ave
 
ontraintes. La fon
tion obje
tif est un 
ritère de performan
es,et les 
ontraintes sont représentées d'une part par les relations de passage entre le PI
lassique et le PI Flou, et d'autre part par le modèle de l'é
hangeur de 
haleur munide la 
ondition initiale et de la 
ondition aux limites. Il a été démontré que l'intro-du
tion des relations de passages simpli�e le problème d'optimisation, initialementformulé ave
 trois variables de dé
ision, en réduisant le nombre de 
es dernières �aune seule variable. Cette appro
he permet de 
onsidérer un modèle de dimension�nie sans se sou
ier de sa dimension, qui doit être élevée, puisque la résolution se faitd'une manière numérique en utilisant des te
hniques d'optimisation réputées puis-santes sur des ordinateurs dotés d'une grande puissan
e et rapidité de 
al
ul. Cetteappro
he a été appliquée ave
 su

ès pour 
ommander une température moyenned'un é
hangeur de 
haleur par la manipulation de la température de l'enveloppe
onsidérée distribuée et homogène.Le 
hapitre 3 a présenté une stratégie de 
ommande originale par post-approximation.Il s'agit d'une 
ommande géométrique �a la frontière d'un é
hangeur de 
haleur�a 
ontre-
ourant dont la dynamique est dé
rite par deux EDP. Il a été démon-tré qu'une loi de 
ommande de nature distribuée peut être obtenue par un 
hoixjudi
ieux des variables 
ara
téristiques du système. Ainsi, après avoir présenté lemodèle de l'é
hangeur de 
haleur �a 
ontre-
ourant, deux stratégies de 
ommande�a la frontière, basées sur la 
ommande géométrique, ont été proposées, étudiées et113




omparées. La première stratégie 
onsidère 
omme variable manipulée la tempéra-ture du �uide externe �a l'entrée de l'é
hangeur. Dans la deuxième stratégie, 
'est lavitesse du �uide externe qui est manipulée. L'obje
tif était de 
ommander la tem-pérature du �uide interne �a la sortie de l'é
hangeur. L'étude a été présentée d'unemanière approfondie dans le 
as de la manipulation de la température d'entrée du�uide externe. Cette stratégie de 
ommande a été privilégiée dans l'étude e�e
tuée,puisqu'elle é
happe �a la 
omplexité de la variation du régime hydrodynamique quiné
essite une adaptation, souvent di�
ile �a 
on
evoir, des paramètres du 
orre
teur.Le 
hapitre 4 a présenté également une stratégie de 
ommande originale par post-approximation d'un système hyperbolique de se
ond ordre en temps, 
'est-�a-direun système dé
rit par une équation d'ondes traduisant les phénomènes de propaga-tions et de vibrations. Par rédu
tion de l'équation d'ondes �a un ensemble d'équationshyperboliques du premier ordre, une loi de 
ommande géométrique de nature dis-tribuée a été obtenue. Ainsi, après avoir présenté l'équation d'ondes, et formulé leproblème de 
ommande, des 
onditions relatives �a la synthèse ont été imposées etexpliquées. Puis l'expression de la loi de 
ommande a été déduite et donnée sousforme d'un retour d'état faisant intervenir des opérateurs spatio-temporels. Cetteappro
he de 
ommande a été illustrée par une appli
ation portant sur la 
ommandedu dépla
ement d'une 
orde vibrante, o�u la loi de 
ommande développée a été mo-di�é de manière �a tenir 
ompte de la grandeur de référen
e.En résumé, les résultats obtenus montrent bien que l'utilisation d'un modèle EDPassure un a

roissement des performan
es des systèmes hyperboliques en assurant une
ommande de qualité en poursuite, en régulation, et vis-�a-vis des in
ertitudes paramé-triques ou de modélisation. Quoique la logique �oue donne de résultats appré
iables,l'utilisation du modèle dire
t dans la synthèse s'avère 
ompliquée �a 
ause de la natureheuristique de 
ette te
hnique de 
ommande, 
'est pourquoi des te
hniques de synthèsebasée sur l'optimisation numérique sont plus re
ommandées. La 
ommande géométrique,basée sur la notion du degré relatif, se présente 
omme l'appro
he la plus adaptée au pro-blème de 
ommande, par la stratégie de post-approximation, des systèmes hyperboliqueslorsque 
e degré relatif existe.Le travail e�e
tué dans 
ette thèse a permis de réaliser les 
ontributions suivantesdans le domaine de la 
ommande des SPD de type hyperbolique :
− appli
ation de la logique �oue �a la 
ommande des SPD,
− proposition d'une stratégie de 
ommande géométrique �a la frontière des systèmeshyperboliques �a 
onditions aux limites non homogènes,
− appli
ation de la 
ommande géométrique �a des systèmes hyperboliques de se
ondordre en temps. 114



Bien que 
es 
ontributions 
onstituent des réponses fru
tueuses �a des problèmes de
ommande souvent ren
ontrés, néanmoins le travail présenté est loin de répondre �a toutesles questions relatives �a la 
ommande des SPD hyperboliques. Les solutions présentéessont très intéressantes et 
onstituent un ensemble d'idées qui peuvent être adoptéesou explorées pour développer d'autres appro
hes de 
ommande de la stratégie de post-approximation.Pour terminer, 
ertains points sur la 
ommande des systèmes hyperboliques présentésdans 
ette thèse peuvent être aussi explorés tels que :
− l'appli
ation de la logique �oue en 
onsidérant d'autres types de 
ommande et/oud'observations,
− l'appli
ation de la 
ommande géométrique �a la frontière, telle qu'elle a été abordéedans le 
hapitre 3, �a des systèmes présentant des non-linéarités tels que les réa
teurs
himiques.
− l'étude de la 
ommande géométrique des systèmes d'ordre supérieur par rapport entemps et �a l'espa
e sujet �a des 
onditions aux limites non homogènes.En somme, la 
ommande des SPD par la stratégie de post-approximation 
onstitueun domaine de re
her
he prometteur, ave
 ses di�érents axes allant de la modélisation �ala synthèse de lois de 
ommande, en passant par la simulation et l'analyse des propriétésfondamentales.
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Résumé : Les systèmes �a paramètres distribués (SPD) sont des systèmes dé
rits pardes équations aux dérivées partielles (EDP) de type hyperbolique ou de type parabo-lique. Pour la 
ommande des SPD, deux stratégies de 
ommandes sont possibles : lastratégie de pré-approximation, et la stratégie de post-approximation. La stratégie depré-approximation 
onsiste �a approximer le modèle EDP par un modèle EDO (équationsaux dérivées ordinaires) a�n d'appliquer les te
hniques de 
ommande développées pour lessystèmes �a paramètres lo
alisés (SPL). Cette approximation est réalisée soit par l'approxi-mation des EDP, soit par l'approximation des solutions des EDP régissant la dynamiquedu système. La stratégie de pré-approximation engendre une perte d'informations surles propriétés fondamentales du système (
ommandabilité, observabilité, et stabilité), et
onduit souvent �a des 
orre
teurs di�
iles �a implanter vu leur dimension. La stratégiede post-approximation 
onsiste �a utiliser dire
tement le modèle EDP pour la 
on
eptionde la loi de 
ommande, l'approximation n'est envisagée que pour la mise en oeuvre de la
ommande 
onçue. Cette stratégie de 
ommande est la plus indiquée pour la 
ommandedes SPD 
ar elle permet de prendre en 
ompte l'intégralité de l'état du système qui esten réalité de dimension in�nie. Dans 
ette thèse, des appro
hes de 
ommande des SPDde type hyperbolique basées sur la stratégie de post-approximation sont proposées.Mots 
lés : système �a paramètres distribués, équations aux dérivées partielles, 
om-mande �oue, 
ommande géométrique, é
hangeur de 
haleur, équation d'ondes.
Abstra
t : Fundamental modeling of distributed pro
ess systems typi
ally leads todistributed parameter systems (DPS) represented by hyperboli
 and paraboli
 partialdi�erential equations (PDE). To 
ontrol the DPS, two strategies are possible. The �rstone is termed early lumping whi
h simply dis
retizes the PDE model at the earliest op-portunity into an approximate model 
onsisting of a set of ordinary di�erential equations(ODE). This strategy allows the dire
t use of the design 
ontrol methodologies developedfor lumped parameter systems (LPS). Through early lumping, one qui
kly loses the fun-damental 
ontrol theoreti
al properties (
ontrollability, observability and stability), andthat leads to high dimensionality 
ontroller. The se
ond strategy termed late lumpingtakes full advantage of available distributed parameter 
ontrol theory and uses the fullPDE model for 
ontrol design, and 
ontrol system equations are lumped for reasons ofnumeri
al integration in implementation. In this thesis, 
ontrol approa
hes based on thelate lumping strategy are proposed.Keywords : distributed parameter system, partial di�erential equations, fuzzy 
ontrol,geometri
 
ontrol, heat ex
hanger, wave equation.
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