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Introdution généraleAu ours des dernières déennies, l'automatique des systèmes a évolué vers l'étude etla ma��trise de systèmes de plus en plus omplexes parmi lesquels on retrouve les systèmes�a paramètres distribués (SPD) dont le omportement dynamique est régit par des équa-tions aux dérivées partielles (EDP). Cet intérêt de la part de la ommunauté sienti�ques'explique par la onjontion des éléments suivants :
• la nature distribuée de nombreux systèmes industriels a d�u être prise en onsidéra-tion pour les plaer dans les meilleures onditions opératoires qui améliorent leure�aité, aro��tre la produtivité, et de e fait répondre �a la demande tehnique.
• les progrès informatiques ont permet le développement des programmes failitantl'usage et l'exploitation des EDP, e qui permet une analyse plus �ne par l'utilisa-teur, et l'implantation d'algorithmes plus ompliqués.
• le développement de la théorie des systèmes de dimension in�nie, et l'avanée re-marquable des sienes appliquées provoqués par les e�orts de regroupement desompétenes sienti�ques, partiulièrement des mathématiiens, ayant porté inté-rêt �a l'analyse et la ommande des systèmes dynamiques.En e�et, dans de nombreuses appliations industrielles (réateur himique, bio-réateur,bio-�ltre, déanteurs, propagation d'ondes, di�usion de la haleur, méanique des �uides,robotique ...), les variables aratéristiques du système dépendent fréquemment de oor-données spatiales d'o�u la néessité de aratériser leurs évolutions par des modèles dyna-miques �a paramètres distribués. Cei fait intervenir des EDP, 'est-�a-dire des équationsmettant en jeu des dérivées partielles spatiales et temporelles des di�érentes variablesaratéristiques du système. Comme un système dynamique réel est généralement déli-mité physiquement dans l'espae, la desription mathématique d'un système �a paramètresdistribués (SPD) doit être omplétée par des onditions aux limites qui représentent desontraintes physiques auxquelles sont soumises les frontières du système, et permettent larésolution des équations du modèle. Par onséquent, elles doivent être en nombre su�sant,dépendant de l'ordre des EDP par rapport �a la variable d'espae.Les EDP que l'on renontre en pratique sont rarement d'ordre élevé en temps et enespae, le plus souvent d'ordre deux en espae et d'ordre un en temps, et de type linéaire(Le Pourhiet, 1988) ; aussi 'est sur les équations d'ordre deux que s'appuie la lassi�ation12



générale des EDP. Cette lassi�ation joue un r�le de premier plan lors de la oneptiond'un système de ommande. En e�et, 'est le type des EDP, modélisant le système, quidétermine la stratégie et l'approhe de ommande �a adopter pour e dernier (Christo�des,2001). Il existe trois lasses de systèmes �a paramètres distribués : de type hyperbolique,parabolique et elliptique (Renardy et Rogers, 1993). Notons que ette lassi�ation estplus di�ile �a établir dans le as des EDP non linéaires. Cependant, on peut distinguerdes EDP quasi-linéaires ou semi-linéaires. De plus, dans le as o�u les oe�ients sontfontions des variables spatiales et temporelles, le type de l'EDP peut hanger selon lepoint de l'espae et le moment onsidéré.Les EDP de seond ordre linéaires modélisent généralement le ouplage de phénomènesde transport (di�usion et onvetion), et de réation. En e�et, la modélisation des phé-nomènes de transport onduit fréquemment �a des modèles �a paramètres distribués, et lesphénomènes de réation aratérisent les di�érentes interations entre les variables ara-téristiques du système. Notons qu'en faisant l'hypothèse que les phénomènes de transportsont négligeables, la modélisation onduit �a un système �a paramètres loalisés (SPL) quisera dérit par des équations di�érentielles ordinaires (ODE).En présene des phénomènes de transport, le rapport entre le phénomène de di�usionet de onvetion est mesurée par le nombre de Pélet (Allaire, 2005) qui détermine lavalidité du modèle �a retenir. Si le nombre de Pélet est très petit, alors les phénomènesde di�usion dominent eux de onvetion qui peuvent être alors négligés, et on parle d'unsystème de di�usion-réation (EDP du deuxième ordre en espae). Dans le as o�u lesphénomènes de onvetion sont prédominants, le système est de type onvetion-réation(EDP du premier ordre en espae), et les phénomènes di�usifs sont ignorés. Si le nombrede Pélet n'est ni petit, ni grand (de l'ordre de l'unité), 'est-�a-dire auun phénomène detransport ne peut être négligé, le système est de type di�usion-onvetion-réation (EDPdu deuxième ordre en espae).A es phénomènes physiques que l'on renontre dans les proédés liés �a des transfor-mations de matière et d'énergie, s'ajoutent eux de propagation d'ondes et de vibrationsrenontrés partiulièrement en méanique. Ces phénomènes sont modélisés par une équa-tion d'ondes qui est une EDP du deuxième ordre par rapport au temps et �a l'espae. Cessystèmes posent des problèmes importants de ommande �a ause de leur nature distribuéeet de la di�ulté de traiter des EDP d'ordre élevé en temps. Notons que peu de tehniquesde ommande ont été développées pour e type de systèmes dans la littérature.La ommande des SPD fait l'objet d'une intense ativité sienti�que. Outre la om-plexité du traitement mathématique diret des EDP, la ommande des SPD est en soidi�ile �a ause de la nature même du système. L'étude est généralement limitée �a dessystèmes unidimensionnels (une seule variable d'espae), e qui revient �a négliger lesphénomènes de transport ou de propagation dans les autres diretions, une hypothèse13



généralement véri�ée pour la quasi-totalité des systèmes.Les di�érentes approhes et stratégies de ommande proposées pour la ommandedes SPD peuvent être sindées en deux grandes atégories (Ray, 1989) : stratégie depré-approximation, et stratégie de post-approximation.Ainsi, dans le as de la stratégie de post-approximation, l'analyse et la synthèse sontfaites diretement �a partir du modèle �a paramètres distribués, qui est de dimension in�nie.Une approximation sera utilisée au besoin de la mise en oeuvre du système de ommande.Les approhes de la stratégie de pré-approximation onsidèrent un modèle appro-hé, de dimension �nie, dérit par des EDO. Ce dernier est obtenu par une approxi-mation préalable du modèle EDP original en utilisant des tehniques d'approximation(di�érenes �nies, méthodes des résidus pondérés ...). Notons que la apaité du modèleapproximé (modèle ODE) �a retransrire orretement le omportement dynamique dusystème original dépend de la dimension de son espae d'état, mais aussi de la tehniqued'approximation utilisée (Ray, 1989; Christo�des, 2001; Liu, 2005).Les tehniques d'approximation possibles sont lassées en deux grandes familles (Fi-gure 1). Le prinipe des méthodes de la première famille, dites d'approximation d'équa-tions, onsiste �a disrétiser les EDP en utilisant les méthodes de di�érenes �nies, devolumes �nis ou d'éléments �nis. Ces dernières onduisent �a des EDO dans le as d'unesemi-disrétisation (déomposition du domaine d'espae seulement) appelée aussi méthodedes lignes, et �a des équations algébriques dans le as d'une disrétisation totale (déom-position des domaines d'espae et de temps). Pour onstruire un modèle qui approximeorretement le omportement du modèle EDP, la dimension de son espae d'état (quireprésente le nombre d'équations retenu pour le modèle approximé) doit être élevée.Les méthodes dites d'approximation de solutions, qui représentent la deuxième fa-mille, onsistent �a approher les solutions des EDP en utilisant les tehniques des résiduspondérés (méthode de olloation, Galerkin ...) ou la méthode de fontions propres dansle as des EDP linéaires, basée sur la notion des fontions tests, appelées enore fontionspropres, obtenues analytiquement �a partir des valeurs propres assoiées au modèle EDP,ou expérimentalement en utilisant la méthode de déomposition orthogonale propre (dé-omposition de Karhunen-Loève). Cette dernière bute �a des problèmes liés �a la olletedes mesures qui dépend sensiblement des emplaements des systèmes de apteurs qui re-présentent un des problèmes épineux dans le as des SPD (Ui«ski, 2004), et �a lui seulonstitue un axe de reherhe. C'est pourquoi, une simulation d'un modèle EDO obtenupar les méthodes d'approximation d'équations est préférable et avantageuse, par rapport�a l'expérimentation, pour la détermination des fontions tests (Liu, 2005).La stratégie de la pré-approximation (modèle EDO) onstitue l'approhe onvention-nelle utilisée pour la synthèse des systèmes de ommande pour les SPD. Néanmoins, etteapprohe présente les inonvénients suivants (Christo�des, 2001) :14
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• les propriétés fondamentales de ommandabilité et d'observabilité du système quidépendent fortement des positions des apteurs et des ationneurs peuvent dépendrede la méthode d'approximation utilisée, et du nombre de points de disrétisationonsidéré.
• le passage de la dimension in�nie �a la dimension �nie, par l'approximation du modèleEDP, peut onduire �a des résultats erronés en e qui onerne la stabilité du systèmeen boule ouverte et/ou boule fermée. Ainsi, une attention partiulière doit êtreaordée au problème de ohérene, de stabilité et de onvergene de la méthoded'approximation utilisée.
• lorsque le système est de nature fortement distribuée, due �a la présene forte desphénomènes de di�usion et de onvetion, ette approhe limite les performanesdu orreteur, et peut onduire �a une ommande de qualité inaeptable qui seréperute négativement sur les performanes souhaitées.
• en général, une approximation aeptable du modèle original est obtenue en onsi-dérant un espae d'état de dimension élevée, e qui omplique davantage l'étape desynthèse, et onduit souvent �a un orreteur de dimension élevée ontraignant ainsil'implantation en ligne de e dernier.Si la stratégie de pré-approximation donne des résultats aeptables dans le as dessystèmes paraboliques, en utilisant des tehniques de rédution de modèles ou de orre-teurs pour surmonter les di�ultés ausées par la dimension du système approximé, lasituation n'est pas la même pour les systèmes hyperboliques. Cei s'explique, par le faitque les modes de l'opérateur di�érentiel spatial d'un système hyperbolique sont regrou-pés le long d'une droite parallèle �a l'axe imaginaire du plan omplexe. Par onséquent,la séparation de es derniers, en modes rapides de nombre �ni et en modes lents stablesin�nis, entra��ne que la rédution du modèle n'est pas toujours possible, ontrairementaux systèmes paraboliques pour lesquels ette séparation de modes est toujours possibleet réalisable (Christo�des, 2001). La dimension du modèle apturant les modes lents esttrès élevée e qui néessite, en général, une rédution de e dernier, pour les objetifs desynthèse, ou la rédution du orreteur onçu �a base de e modèle (Atwell et King, 2001,2005).Les limitations de la stratégie de pré-approximation ont inité les herheurs, dans ledomaine de la ommande des SPD, �a développer des tehniques de ommande basées surl'utilisation direte du modèle �a paramètres distribués de type hyperbolique, 'est-�a-direle modèle EDP, sans auune approximation. L'approximation sera utilisée lors de la miseen oeuvre de la ommande.L'examen de la littérature sienti�que dédiée �a la ommande des systèmes hyperbo-liques, basée sur la stratégie de post-approximation, on�rme la di�ulté d'exploitationdu modèle EDP diretement pour la synthèse du orreteur �a ause de la omplexité16



du traitement mathématique des problèmes de ommande formulés. En e�et, le peu derésultats obtenus est limité aux systèmes linéaires, prinipalement, en utilisant des outilsd'analyse en dimension in�nie, en partiulier la notion de semi-groupe fortement ontinud'opérateurs linéaires bornés (C0-semi-groupe) qui est un prolongement en dimension in-�nie de l'ensemble des matries de transition d'état. Cette dernière permet dans ertainsas une généralisation �a la dimension in�nie de nombreux onepts dé�nis en dimension�nie (El Jai et Amouroux, 1990; Curtain et Zwart, 1995; Bensoussan et al., 2006).Réemment, ertains travaux présentent des solutions transposant la ommande géo-métrique �a des systèmes hyperboliques quasi-linéaires du premier ordre. Dans e adre,en utilisant les onepts familiers de la ommande géométrique, Christo�des et Daoutidis(1996a) abordent la ommande distribuée, par zone de sorties obtenues par moyennagespatial, et proposent des lois de ommande permettant d'assurer les performanes dési-rées et la stabilité du système en boule fermée, via un plaement de p�les. Les mêmesonepts ont été utilisés par Gundepudi et Friedly (1998), et Wu et Liou (2001) pourdévelopper des lois de ommande performantes permettant de ommander une sortie �ala frontière. Ainsi, Gundepudi et Friedly (1998) onsidèrent omme variable manipuléela vitesse du �ux onvetif, et Wu et Liou (2001) traitent le problème de ommande auxfrontières. Pour le même type de systèmes, Shang et al. (2005) ont exploité la méthodedes aratéristiques pour onevoir des lois de ommande performantes et très intéres-santes. Notons que toutes les ontributions préédemment itées ont été appliquées avesuès �a la ommande d'un éhangeur de haleur et d'un réateur himique tubulaire(deux exemples de ette lasse de systèmes les plus fréquents) en onsidérant une doubleenveloppe �a température homogène.En somme, l'examen et l'analyse des travaux antérieurs montrent que beauoup dedéveloppements ont été aomplis dans la ommande des SPD, prinipalement les sys-tèmes paraboliques, et la quasi-totalité onerne la stratégie de la pré-approximation.Les ontributions dans le as de la stratégie de post-approximation restent minimes, ennombre, et foalisées sur des systèmes de premier ordre en temps.Motivés par es onsidérations, les objetifs de ette présente thèse sont :
• développement de nouvelles approhes de ommande basée sur la stratégie de post-approximation �a base de ommandes modernes pour les systèmes hyperboliques.
• étendre l'appliation de la stratégie de post-approximation �a des systèmes déritspar l'équation d'ondes, 'est-�a-dire �a des SPD dont le modèle est de seond ordreen temps.La lasse des systèmes onsidérés est dérite par des EDP linéaires. Cei se justi�epar le fait que tous les systèmes dynamiques peuvent être linéarisés autour d'un régimepermanent. Comme exemples typiques de es systèmes, étudiés dans la littérature, ononsidère un éhangeur de haleur �a température d'enveloppe homogène, un éhangeur17



de haleur �a ontre-ourant, et le déplaement d'une orde vibrante tendue.Le reste de la thèse est organisée omme suit :Le hapitre 1 présente les notions relatives aux SPD qui seront utilisées le long de ettethèse, et un état de l'art sur la ommande de es derniers. Les notions présen-tées onernent la dé�nition, la représentation mathématique, la lassi�ation desSPD. L'état de l'art présenté est axé sur les di�érentes stratégies de ommandedes SPD, proposées dans la littérature, et présente une synthèse d'une reherhebibliographique regroupant un nombre important de référenes relatant les di�é-rents travaux antérieurs réalisés dans e domaine. La �n du hapitre introduit lalasse de système linéaire de type di�usion-onvetion-réation, et partiulièrementla pré-approximation des systèmes onvetion-réation, qui feront l'objet d'étudedans ette thèse, par la méthode des lignes. Cette pré-approximation est réalisée enboule fermée pour les besoins de simulation.Le hapitre 2 dérit une méthodologie d'optimisation d'un orreteur PI Flou utiliséepour ommander la température moyenne d'un éhangeur de haleur en manipu-lant la température de la jaquette supposée homogène et distribuée uniformément.L'approhe de synthèse est formulée sous forme d'un problème d'optimisation aveontraintes o�u les paramètres d'adaptation du orreteur �ou (paramètres du ré-glage du orreteur) représentent les variables de déision et la fontion objetifreprésente un ritère de performanes. Le modèle EDP de l'éhangeur sera intégrédans le système de ontraintes du problème d'optimisation formulé. La solution duproblème d'optimisation �nale est obtenue numériquement, et les performanes duorreteur seront évaluées par simulation.Le hapitre 3 présente une nouvelle stratégie de ommande aux frontières d'un éhan-geur de haleur �a ontre-ourant basée sur la ommande géométrique. Le modèlede l'éhangeur est donné par deux EDP ouplées. La stratégie proposée onsiste �aommander la température du �uide, �a hau�er, �a la sortie de l'éhangeur en mani-pulant la température du �uide hau�ant �a la frontière ou la vitesse d'éoulementde e dernier. Les deux stratégies de ommande seront étudiées et prinipalement lapremière stratégie qui présente des avantages par rapport �a la deuxième. La synthèsedes orreteurs sera faite diretement en onsidérant le modèle EDP, et aboutit �ades lois de ommande de nature distribuée. Ces dernières permettent d'imposer unomportement désiré entre une entrée externe dé�nie et la sortie ommandée. Pourrendre robuste le système de ommande vis-�a-vis des erreurs de modélisation et devariations paramétriques, ette entrée externe sera dé�nie par un orreteur PI las-sique. Des tests de simulation seront réalisés pour évaluer les performanes des deuxstratégies adoptées ave une étude plus approfondie dans le as de la manipulationde la température. 18



Le hapitre 4 traite la ommande géométrique distribuée des systèmes dérits par l'équa-tion d'ondes, o�u une loi de ommande générale sera développée. Tout d'abord, lesonditions d'appliabilité, relatives �a l'existene du degré relatif et de ommandabi-lité seront posées et justi�ées. Puis une rédution de l'équation d'ondes, de seondordre en temps, �a un système de trois équations hyperboliques, de premier ordreen temps, sera opérée. Cette rédution permettra de aluler une loi de ommandegéométrique d'une manière très simple suivant l'approhe des dérivées suessivesde la sortie ommandée. L'expression de la loi de ommande générale, de nature dis-tribuée évidemment, sera donnée sous forme d'un opérateur di�érentiel. L'approhede ommande proposée sera illustrée par une appliation portant sur la ommandedu déplaement d'une orde vibrante tendue et �xée aux extrémités. Pour justi�erla justesse de l'approhe proposée, des tests de simulation seront réalisés.La �n de la thèse est réservée �a la onlusion générale résumant les di�érents résultatsobtenus en mettant l'aent sur les prinipales ontributions de l'étude réalisée, tout enpréisant les axes de reherhe prometteurs dans le domaine de la ommande des SPD.
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Chapitre 1Sur la Commande des Systèmes �aParamètres distribués (SPD)
1.1 IntrodutionL'objet de e hapitre est de présenter des notions relatives aux systèmes �a paramètresdistribués (parfois appelés �a paramètres répartis ou de dimension in�nie) utilisées le longde ette thèse. Ces notions portent sur la dé�nition, la modélisation mathématique, lalassi�ation, et les di�érentes approhes de ommande de e type de systèmes.Ainsi, le hapitre ommene par la desription mathématique d'un système �a para-mètres distribués (SPD), et les di�érents types de ommandes et d'observations possibles.Ensuite, on s'intéresse �a la lassi�ation des systèmes �a paramètres distribués établie surla base de l'équation aux dérivées partielles (EDP) de deuxième ordre qui modélise unegrande partie des systèmes renontrés en pratique. Cette lassi�ation joue un r�le depremier plan dans le hoix de la stratégie de ommande �a adopter pour un SPD. Lasuite du hapitre est onsarée �a une synthèse sur les di�érentes approhes de ommandedes SPD proposées dans la littérature. La �n du hapitre est réservée aux systèmes dedi�usion-onvetion-réation, et en partiulier, aux systèmes de onvetion-réation quiferont l'objet de ette thèse dans les hapitres suivants.1.2 Systèmes �a paramètres distribuésLes SPD onernent un large spetre d'appliations dans le domaine des sienes del'ingénieur, dont notamment : la thermique, l'életromagnétisme, la méanique des �uides,le génie des proédés, la himie, la biologie, et d'autres. En e�et, pour la quasi-totalitédes systèmes physiques, les variables aratéristiques (paramètres et variables) sont rare-ment uniformes et homogènes par rapport �a l'espae géométrique, par onséquent elles ne20



peuvent pas être onsidérées omme indépendantes de la variable d'espae. L'hypothèsede l'homogénéité est peut être utile quand il s'agit de situations très partiulières.Par exemple, la température dans une eneinte thermique n'est pas la même en toutpoint mais elle est distribuée, ou enore la ondutivité thermique d'un matériau hé-térogène onstitue un paramètre distribué. Il en est de même, pour les onentrationsdes réatifs et des produits dans les réateurs himiques tubulaires, le déplaement d'unestruture �exible, la densité et le débit dans un tra� urbain, et l'évolution d'une épidémiedans une population qui sont toutes des variables de nature distribuée et ne peuvent pasêtre ignorées dans les problèmes de ommande.Ainsi, la dynamique de nombreux systèmes physiques, ayant des appliations indus-trielles essentielles, est dérite par des équations aux dérivées partielles (EDP). Friedly(1972); Omatu et Seinfeld (1989); Ray (1989); Neittaanm�aki et Tiba (1994); Curtain etZwart (1995); Christo�des (2001); Ui«ski (2004), et Armaou (2001) donnent des exemplesde systèmes industriels dans di�érents domaines. Parmi es systèmes, on peut iter lesréateurs (bio)himiques, déanteurs, laminoirs, réateurs thermiques, éhangeurs de ha-leurs, fours industrielles, olonne hromatographique, olonne de distillation ou d'absorp-tion �a garnissage, manipulateurs �exibles en robotique. De e fait, leur espae d'état estde dimension in�nie, et les outils habituels de l'automatiien, utilisés pour les systèmes �aparamètres loalisés (SPL), 'est-�a-dire des systèmes dérits par des EDO, ne sont donplus utilisables pour des systèmes physiques �a variables aratéristiques non homogènesspatialement.1.3 Desription mathématique d'un système �a para-mètres distribuésLes équations aux dérivées partielles sont des équations di�érentielles mettant en jeudes variables d'espae et de temps lorsque l'équation traduit un phénomène d'évolution.Ces équations ont leur origine dans l'ériture des bilans marosopiques de masse, demouvement ou d'énergie, si bien qu'on les renontre dans tous les domaines de la physique.En e�et, la modélisation de nombreuses lasses de systèmes physiques onduit �a desEDP. Ceux-i sont appelées systèmes �a paramètres distribués (SPD) dont les variablesaratéristiques ou/et les paramètres sont non homogènes spatialement. Ce type de sys-tèmes est de dimension in�nie, 'est-�a-dire que le nombre de variables aratérisant l'étatdu système est in�ni, par opposition aux (SPL), dérits par des EDO, qui sont de dimen-sion �nie (El Jai et Amouroux, 1990; Curtain et Zwart, 1995; Bensoussan et al., 2006).D'une façon générale, un SPD linéaire �a deux variables indépendantes, une variabletemporelle et une variable d'espae, dans le as monodimensionnel, désignées respetive-21



ment par t et z, est dérit par les données suivantes (Babary et Pelzewski, 1985; Rahid,1997) :
• un domaine spatial, borné de R, Ω = [0, L] et de frontière ∂Ω = {0, L},
• un domaine temporel � = [0,+∞[,
• une équation d'état (ou d'évolution) �a l'intérieur du domaine Ω × � :

∂x(z, t)

∂t
= A

(
x(z, t)

)
+ B

(
u(z, t)

)
, t ∈ � et 0 < z < L, (1.1)

• une équation de sortie sur Ω × � :
y(z, t) = C

(
x(z, t)

)
, (1.2)

• des onditions sur la frontière ∂Ω appelées onditions aux limites :
L
(
x(z, t)

)
= u(z, t) , z ∈ ∂Ω. (1.3)Les onditions aux limites peuvent être de type : Dirihlet, Neumann, Fourier (maisil en existe d'autres) qui ont lieu sur l'intégralité de la frontière ∂Ω. Des situationso�u les onditions aux limites sont mélangées peuvent se présenter, par exemple :Dirihlet sur ∂Ω�, Neumann sur ∂Ω�, et Fourier sur ∂Ω�, ave ∂Ω�, ∂Ω�, ∂Ω�formant une partition de la frontière ∂Ω, 'est-�a-dire ∂Ω = ∂Ω� ∪ ∂Ω� ∪ ∂Ω�(Allaire, 2005).Dans le as o�u z ∈ ∂Ω, on a u(z, t) 6= 0, alors les onditions aux limites sontnon-homogènes, 'est-�a-dire que la ommande est appliquée aux frontières. Ce typede onditions aux limites onduit généralement �a une omplexité du traitementmathématique des EDP, prinipalement sur le plan théorique (Ray, 1989), d'o�ul'intérêt de transformer le système d'état ave onditions aux limites non homogènesen un système ave onditions aux limites homogènes (Babary et Pelzewski, 1985;Ray, 1989). Cei est souvent possible dans le as des systèmes linéaires, moyennantertaines transformations, par exemple par hangement de fontions (Babary etPelzewski, 1985), ou utilisation de la fontion de Dira (Ray, 1989).

• des onditions initiales (t = 0) sur Ω :
M
(
x(z, 0)

)
= 0, (1.4)o�u l'état x(z, t), la ommande u(z, t), et la sortie y(z, t) du système sont représentées pardes fontions vetorielles de dimension 1 × n, 1 ×m, et 1 × r respetivement.Les matries A( . ), B( . ), C( . ), L( . ), et M( . ) sont des matries d'opérateurs di�éren-tiels spatiales, bornés, ne omportant que des dérivées par rapport �a la variable d'espae z.22



A( . ), B( . ), C( . ) sont appelés respetivement opérateur d'état, opérateur de ommandeet opérateur de sortie (ou d'observation). L'état x(z, t) du système appartient �a un espaed'état qui est un espae de Hilbert H séparable. Le hoix de l'espae d'état H, dans leas linéaire, est lié �a l'ordre le plus élevé des dérivées temporelles.La matrie B( . ) dépend de la nature des ommandes appliquées au système, et la ma-trie C( . ) dépend des objetifs de la ommande. Néanmoins, une attention partiulièredoit être aordée au hoix de es deux dernières matries qui onditionnent la ommanda-bilité et l'observabilité du système, don un ompromis doit être trouvé entre les objetifsde ommande et les propriétés fondamentales.Pour les objetifs de simulation ou de ommande d'un SPD, la nature des ommandeset d'observations doit être spéi�ée (Babary et Pelzewski, 1985; Rahid, 1997). Les dif-férentes ommandes et observations possibles sont illustrées par la Figure 1.1.Pour la ommande, on distingue plusieurs lasses :
• la ommande distribuée : u(z, t) dé�nie sur Ω × �, et donnée omme suit :

u(z, t) = b(z) ud(t), (1.5)o�u b(z) aratérise la struture géométrique du système d'ationneurs, et ud(t) estle signal d'entrée.
• la ommande par zones : Une zone Ωi représente une portion du domaine spatial Ω(Ω = ∪p

i=1 Ωi). Une ommande par zone est dé�nie sur un sous-ensemble de Ωi ×�.Si, par exemple, la ommande est appliquée sur p zones, on a :
u(z, t) =

p
∑

i=1

bi(z) udi
(t), (1.6)o�u bi(z) aratérise la struture géométrique du système d'ationneurs, et udi

(t) estle signal d'entrée relatifs �a la zone i.
• la ommande pontuelle : agissant sur un ou plusieurs points de Ω.
• la ommande par balayage : pour laquelle les zones ou/et points d'ation (ation-neurs) sont mobiles dans Ω.
• la ommande aux frontières : dé�nie sur ∂Ω × �.Le veteur de sortie du système o��nide en général ave l'ensemble des observations,et se déduit souvent de transformations linéaires sur le veteur d'état. On distingue :
• l'observation distribuée : sur Ω × � ou sur un sous-ensemble de Ω × �.
• l'observation pontuelle : agissant sur un ou plusieurs points zi de Ω ou/et de ∂Ω23



(observation aux frontières).
yi(t) = y(zi, t) =

∫

Ω

δ(z − zi) x(z, t) dz, zi ∈ Ω (1.7)
• l'observation par balayage : pour laquelle les points d'observation (système de ap-teurs) sont mobiles dans Ω,
• l'observation par moyennage spatial : dé�nie par l'intégrale suivante,

y(t) =

∫

Ω

c(z) x(z, t) dz (1.8)o�u c(z) aratérise la struture géométrique de l'ensemble des apteurs.
1.4 Classi�ation des systèmes �a paramètres distribuésLa lassi�ation générale des EDP s'appuie sur l'EDP de deuxième ordre (Le Pourhiet,1988; Ames, 1992; Renardy et Rogers, 1993). Par dé�nition, l'ordre d'une EDP est l'ordrede la plus grande dérivée présente dans l'équation.Dans le as général de systèmes linéaires d'ordre deux, dont la solution x(z, t) estfontion de deux variables t et z, le modèle mathématique s'érit :

α
∂2x(z, t)

∂t2
+ 2 β

∂2x(z, t)

∂t ∂z
+ γ

∂2x(z, t)

∂z2
+ [. . .] = 0 (1.9)o�u le terme entre rohets dépend de x(z, t), t, z et des dérivées premières de x(z, t). Lesoe�ients α, β, et γ sont supposés onstants et indépendants de la variable d'espae z.Par analogie ave l'équation des oniques (Le Pourhiet, 1988; Renardy et Rogers,1993), l'équation (1.9) est dite :

• elliptique, si β2 − α γ < 0,
• parabolique, si β2 − α γ = 0,
• hyperbolique, si β2 − α γ > 0.Si les trois oe�ients α, β, et γ sont nuls, le type d'équation dépend seulement desdérivées premières de x(z, t), alors l'équation est hyperbolique et d'ordre un.Notons que, pour les EDP non linéaires, la lassi�ation préédente est di�ile �aétablir bien que Renardy et Rogers (1993) s'y soient essayés.Une lasse partiulière de systèmes, assez largement répandue notamment dans lesdomaines himiques, biohimique, thermique, ..., pour laquelle β = γ = 0 est paraboliquesi α 6= 0, et hyperbolique si α = 0. 24
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ym(t)Fig. 1.1 � Di�érents types de ommandes et d'observations d'un SPD.25



En général, les problèmes stationnaires (indépendants du temps) sont modélisés pardes EDP de nature elliptique, tandis que les problèmes d'évolution (dynamique) sontmodélisés par des EDP de nature parabolique ou hyperbolique (Allaire, 2005). Commeen ommande, le modèle doit être dynamique pour pouvoir représenter les variations dusystème au ours du temps, alors l'étude de la ommande des SPD se limite, souvent, auxsystèmes hyperboliques et paraboliques (Ray, 1989).Du point de vue ommande, il est important de signaler que les propriétés des SPDdépendent fortement de la nature des EDP le modélisant (El Jai et Amouroux, 1990).Ces propriétés ditent, souvent, l'approhe de ommande �a adopter (Christo�des, 2001)et l'algorithme de simulation (méthode de résolution numérique) sur le plan pratique pourla validation du modèle ou la mise en oeuvre du orreteur (Ames, 1992; Renou, 2000;Renou et al., 2003).1.5 Commande des systèmes �a paramètres distribuésL'étude des SPD a onnu un regain d'intérêt de la part de la ommunauté sienti�quelors de es dernières années. Soutenue par un développement parallèle de l'informatique etdes outils mathématiques, de plus en plus élaborés, plusieurs travaux de reherhe ont étémenés et axés sur la modélisation, la simulation, l'identi�ation, l'estimation, le plaementoptimal des apteurs, et la ommande. Les reherhes menées ont onduit �a de probantsrésultats sur le plan théorique et pratique.De nombreux artiles de synthèse ont été onsarés �a la ommande des SPD (Balas,1982; Lasieka, 1995; Christo�des, 2001, 2002; Heinkenshloss, 2003; Christo�des, 2004,2005; Balogh et Krsti, 2006), y ompris des ouvrages (Lions, 1968; Omatu et Seinfeld,1989; El Jai et Amouroux, 1990; Barbu, 1992; Curtain et Zwart, 1995; Neittaanm�aki etTiba, 1994; Lasieka et Triggiani, 2000a,b; Christo�des, 2001; Ui«ski, 2004; Bensoussanet al., 2006).En outre, de nombreux papiers relatent des développements de stratégies de om-mande optimale (Lim et Fang, 1972; Dugdale et Wen, 2002; Li et Christo�des, 2007a),de ommande préditive (Abdelghani-Idrissi et al., 2001; Choi et Lee, 2005; Dubljeviet al., 2005; Demetriou et Fahroo, 2006; Arbaoui et al., 2007), de ommande non linéaire(Hanzy et Palazoglu, 1995; Christo�des et Daoutidis, 1996a; Wu et Liou, 2001; Shanget al., 2005), de ommande �oue (Sooraksa et Chen, 1998; Sagias et al., 2001; Lin et Le-wis, 2003; Li et al., 2007), et de ommande robuste (Pohjolainen et L�atti, 1983; Gauthieret Xu, 1991; Alvarez-Ramirez et al., 1997; Christo�des, 1998; Christo�des et Daoutidis,1998) ave des appliations sur des systèmes physiques (Dohain et al., 1997; Kalani etChristo�des, 1999; Estel et al., 2000; Armaou, 2001; Boubaker et al., 2001; Karafyllis etDaoutidis, 2002; Boubaker et Babary, 2003; Dufour et al., 2003, 2004; Baldeaa et Daou-26
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Implantation du correcteurFig. 1.2 � Commande des systèmes �a paramètres distribués (SPD).tidis, 2007; Damak, 2007; Ding et al., 2007).Les di�érentes approhes développées peuvent être divisées, omme ela a été suggérépar Ray (1989), en deux grandes atégories : la stratégie de pré-approximation et lastratégie de post-approximation (Figure 1.2).1.5.1 Stratégie de pré-approximationLes approhes de ommande par pré-approximation utilisent une approximation préa-lable des EDP par des EDO, dont l'objetif est de se ramener �a e qui est bien onnuet ma��trisé, 'est-�a-dire un SPL, par des tehniques d'approximation, et l'algorithme deommande est onçu en utilisant le modèle SPL obtenu (Ray, 1989; Dohain et al., 1992).Notons que la stratégie de pré-approximation est plus indiquée pour les systèmes parabo-27



liques, et déonseillée dans le as des systèmes hyperboliques. Cei sera argumenté dansla suite.La stratégie de pré-approximation se distinguent par le type d'approximation utilisé.En e�et, des tehniques analytiques ou numériques doivent être utilisées pour permettre latransformation du modèle SPD en un modèle SPL ave un nombre su�samment restreintd'EDO, pour que le modèle approximé soit exploitable pour la oneption de la loi deommande.Plusieurs méthodes de pré-approximation ont été proposées dans la littérature (Shvarts-man et Kevrekidis, 1998; Lee et al., 1999; Lefèvre et al., 2000; Adrover et al., 2000; Cruzet al., 2001; Krishnan et al., 2004; Bleris et Kothare, 2005). Le Pourhiet (1988) et Ames(1992) donnent une synthèse sur les di�érentes approhes, et des référenes spéialisées.Ces méthodes sont lassées en deux grandes familles radialement di�érentes dansleurs prinipes.La première onerne les algorithmes basés sur la disrétisation des EDP. Ce sontles méthodes dites d'approximation d'équations (Ames, 1992; Wouwer et al., 2004; R.,2005; Hamdi et al., 2005; Li et Christo�des, 2007b). Cette lasse de méthodes regroupe laméthode des di�érenes �nies, la méthode des lignes, la méthode des éléments �nis, la mé-thode des volumes �nis et donne un système d'EDO, dans le as d'une semi-disrétisation,de la forme :
˙̃x(t) = F(x̃(t), ũ(t)) (1.10)ou algébrique, dans le as d'une disrétisation totale, de la forme :

x̃(k + 1) = F∆(x̃(k), ũ(k)) (1.11)ei dépend de l'approhe d'approximation utilisée. Les fontions vetorielles F et F∆sont généralement non linéaires. Le nouveau veteur d'état x̃, issu de l'approximation, estde dimension nN , o�u N est le nombre de points de disrétisation utilisée. Par ontre ladimension, du nouveau veteur de ommandes ũ dépend de nombre de ommandes m etleur type. La setion 1.7 présente la pré-approximation d'un système de type onvetion-réation par la méthode des lignes.Le système �nal obtenu, par e type de méthode, est �a paramètres loalisés pour lequelune panoplie de méthodes d'analyse et de synthèse est disponible dans la littérature (Ray,1989; Ray et Ogunnaike, 1994; Isidori, 1995; Corriou, 2003, 2004).La seonde famille regroupe les méthodes qui abordent le problème non plus par deséquations approhées, mais diretement par des modèles de solutions approhées : e sontles méthodes d'approximation de solutions (Babary et Pelzewski, 1985; Ray, 1989; Ra-hid, 1997; Lee et al., 1999; Lefèvre et al., 2000; Wouwer et al., 2004; Li et Christo�des,2007b). La méthode des fontions splines, les méthodes des résidus pondérés (méthode28



des moindres arrés, méthode de Galerkin, méthode des moments, méthode des sous-domaines, et méthode de olloation par points), et la méthode de Riesz (minimisationd'une fontionnelle) font partie des méthodes de ette lasse. Pour les problèmes de om-mande, la méthode de lignes, la méthode de Galerkin, et la méthode de olloation sontles plus adaptées.Ces méthodes d'approximation, dans leur prinipe, supposent que la solution du pro-blème est séparable, e qui permet d'érire pour haque EDP du modèle original (variabledu veteur d'état) :
xi(z, t) =

+∞∑

j=1

ãi,j(t)φi,j(z), i = 1, . . . , n, (1.12)et
ui(z, t) =

+∞∑

j=1

b̃i,j(t)φi,j(z), i = 1, . . . , m, (1.13)o�u ãi,j et b̃i,j sont inonnus, et les fontions φi,j(z), appelées fontions de tests ou modalessont onnues, et doivent être hoisies orthogonales, 'est-�a-dire :
∫ 1

0
φi,k(z̃)φi,l(z̃) dz̃ = 1, pour k = l

∫ 1

0
φi,k(z̃)φi,l(z̃) dz̃ = 0, pour k 6= l

(1.14)o�u z̃ = z/L représente la position normalisée entre 0 et 1.Pour les systèmes linéaires, es fontions représentent les fontions propres des opéra-teurs di�érentiels spatiaux de la matrie A (Babary et Pelzewski, 1985; Ray, 1989). Leproblème aux valeurs propres assoié au système (1.1�1.4) onsiste �a résoudre l'équationmatriielle di�érentielle ordinaire suivante :
A
(
φ(z)

) = −λTφ(z)

L
(
φ(z)

) = 0, z ∈ ∂Ω
(1.15)Si ette équation admet une solution non nulle, alors λ et φ(z), solutions du systèmed'équations (1.15) sont respetivement le veteur des valeurs propres et le veteur desfontions propres.La substitution des solutions (1.12) et (1.13) dans l'équation d'évolution (1.1) onduit,en onsidérant les onditions d'orthogonalité (1.14), au modèle d'état suivant :

˙̃a(t) = F̃ (ã(t), b̃(t)) (1.16)o�u F̃ est une fontion vetorielle souvent non linéaire.29



Le système di�érentiel (1.16) étant de dimension in�nie, on proède en pratique �aune tronature d'ordre N , dépendant de la préision souhaitée sur la solution de x(z, t),dans l'expression de la solution (1.12). Dans e as, ã et b̃ sont des veteurs de dimension
1 × nN donnés respetivement par :

ã =
[
ãi,j

]T

i=1,..., n ; j=1,..., N
; b̃ =

[
b̃i,j
]T

i=1,..., n ; j=1,..., N
(1.17)

Illustrons ette méthode d'approximation en onsidérant le système linéaire d'ordre
n = 1 suivant :

∂x (z, t)

∂t
= A (x (z, t)) + u (z, t) (1.18)ave la ondition initiale x(z, 0) = x0 et la ondition aux limites L(x(z, t)) = 0 (z ∈ ∂Ω).En onsidérant que l'état et la ommande de l'équation (1.18) sont séparables, on peutérire :

x (z, t) =

N∑

j=1

ãj(t)φj(z) (1.19)
u (z, t) =

N∑

j=1

b̃j(t)φj(z) (1.20)o�u φj(z) représentent les fontions propres (orthogonales) de l'opérateur A obtenues enrésolvant le problème aux valeurs propres (1.15). En substituant x(z, t) et u(z, t) par leursexpressions (1.19) et (1.20) dans l'équation d'état (1.18), il vient :
∂

[
N∑

j=1

ãj(t)φj(z)

]

∂t
= A

(
N∑

j=1

ãj(t)φj(z)

)

+
N∑

j=1

b̃j(t)φj(z) (1.21)
N∑

j=1

φj(z)
∂ãj(t)

∂t
=

N∑

j=1

ãj(t)A
(
φj(z)

)
+

N∑

j=1

b̃j(t)φj(z) (1.22)En multipliant l'équation (1.22) par φk(z) et en tenant ompte de l'orthogonalité desfontions propres φ, on obtient :
φk(z)

∂ãk(t)

∂t
= ak(t)A

(
φk(z)

)
+ bk(t)φk(z), k = 1, . . . , N (1.23)Ensuite, en divisant l'équation (1.23) par ak(t)φk(z), on obtient :

1

ãk(t)

∂ãk(t)

∂t
=

A
(
φk(z)

)

φk(z)
+
bk(t)

ãk(z)
, k = 1, . . . , N (1.24)30



L'équation (1.24) peut être déomposée en deux équations di�érentielles ordinaires,l'une fontion de la variable t, et l'autre fontion de la variable z, omme suit :
1

ãk(t)

∂ãk(t)

∂t
− bk(t)

ãk(t)
= −λk, k = 1, . . . , N (1.25)

A
(
φk(z)

)
= −λk φk(z), k = 1, . . . , N (1.26)L'équation (1.26) représente le problème aux valeurs propres assoié �a l'EDP (1.18). Larésolution du problème (1.26) permet de déterminer les valeurs propres λk et les fontionspropres φk(z) de l'opérateur di�érentiel A (la résolution du problème aux valeurs propresassoié �a l'équation d'ondes est présentée dans la setion 4.4.1).L'équation (1.25) érite sous la forme (1.16) est donnée par :

˙̃a(t) = A ã+ IN×N b̃ (1.27)o�u :
A = diag(−λ1,−λ2, . . . ,−λN) (1.28)
ã =

[
ã1, ã2, . . . , ãN

]T (1.29)
b̃ =

[
b̃1, b̃2, . . . , b̃N

]T (1.30)et IN×N est une matrie identité de dimension N ×N .Ainsi, le problème de ommande du système (1.18) se ramène �a la ommande du sys-tème (1.27). Ce dernier est un système multivariable linéaire. L'objetif est de déterminerle veteur de ommande b̃(t) a�n d'amener le veteur d'état ã(t) �a un état désirée ãd(t).
De manière générale, d'après la relation (1.12), il est lair que pour assurer un pro�ldésiré xd

i (z, t) :
xd

i (z, t) =

N∑

i=1

ad
i,j(t)φi,j(z), (1.31)et ompte tenu des fontions tests φi,j(z) hoisies, le problème de ommande revient �adéterminer le veteur b̃, qui représente le veteur de ommandes pour le système (1.16),de manière �a minimiser les éarts suivants :

ei,j(t) = ãd
i,j(t) − ãi,j(t) (1.32)
31
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Fig. 1.3 � Prinipe de la stratégie de post-approximation.o�u les éléments ãi,j sont obtenus �a partir de la relation (1.12) omme suit :
∫ 1

0

φi,j(z̃) xi(z̃, t) dz̃ =

N∑

k=0

ãi,j(t)

∫ 1

0

φi,j(z̃)φi,k(z̃) dz̃

= ãi,k(t) (1.33)ave la ondition initiale :
ai,k(0) =

∫ 1

0

φi,k(z̃) xi(z̃, 0) dz̃ (1.34)Par onséquent, le problème de ommande du SPD (1.1) se réduit �a la ommande duSPL (1.16). Le prinipe algorithmique des ommandes basées sur l'approximation de lasolution est résumé sur la Figure 1.3. L'utilisation des méthodes des résidus pondérés estsurtout intéressante lorsqu'il s'agit d'obtenir un modèle approximé su�samment repré-sentatif de son omportement réel, ave un nombre relativement faible de variables d'état.Néanmoins, es méthodes néessitent des aluls analytiques préliminaires parfois longset omplexes (intégrales, alul variationnel).Lorsque le problème onsiste en une simple simulation du omportement dynamique dusystème onsidéré (en boule ouverte ou fermée), mais pas en une mise en oeuvre pratiquedu orreteur, les méthodes d'approximation aux di�érenes �nies sont les plus indiquées.Ces dernières restent néessaires pour l'étape de validation du modèle approximé obtenuen utilisant les méthodes d'approximation de solutions (onsistant �a �xer le nombre Nde disrétisation de manière �a réduire le modèle tout en gardant une préision su�sante).Par exemple, Rahid (1997) utilise la méthode des di�érenes �nies pour la validationd'un modèle approximé d'un bio�ltre obtenu par la méthode de olloation orthogonale.Dans le as partiulier de systèmes linéaires, la méthode des fontions propres est plusindiquée lorsque les fontions propres et les valeurs propres de l'opérateur di�érentiel sontalulables. Cette méthode est expliitée par des exemples d'appliation dans Babary et32



Pelzewski (1985) et Ray (1989).Les tehniques de pré-approximation préédemment itées sont basées sur le modèleEDP du système. D'autres approhes de pré-approximation expérimentales existent, ellessont basées sur la ollete des mesures (Graham et Kevrekidis, 1996; Hahn et Edgar,2002). Ces dernières seront par la suite utilisées pour le alul des fontions tests φi,j(z)permettant, ainsi, de onstruire un modèle réduit pour le système SPD.Ces approhes expérimentales néessitent un nombre de points de mesures important,et un temps de traitement de données onsidérable (Liu, 2005). Parmi les plus élèbresapprohes, on retrouve la méthode de olloation orthogonale propre (COP), appeléeenore déomposition de Karhunen-Loève (Hoo et Zheng, 2001; Zheng et Hoo, 2004) et laméthode de Krylov (Antoulas et Sorensen, 2001). Cependant, en pratique, l'aquisition desmesures est restreinte �a un ertain nombre de points, dont le hoix de leurs emplaementsonstitue un épineux problème (El Jai et Prithard, 1986; Antoniades et Christo�des,2001; Ui«ski, 2004; Armaou et Demetriou, 2006), e qui onduit �a des modèles approximésrarement satisfaisants.Une approhe alternative aux mesures expérimentales, onsiste �a simuler le modèleEDP moyennant une méthode de di�érenes �nies en onsidérant un modèle de dimensiontrès élevée (Liu, 2005), et les résultats de la simulation seront assimilés �a des mesuresexpérimentales e�etuées.D'une manière générale, il est très di�ile de préoniser une méthode de pré-approxima-tion, ar l'approximation dépend de la nature des phénomènes modélisés (Renou, 2000),de la omplexité du modèle EDP, et haque méthode néessite le respet de ertainesrègles quantitatives ou qualitatives (Rahid, 1997).L'approhe de la pré-approximation présente des limitations dues essentiellement �a laméthode de disrétisation utilisée, au nombre et aux positions des points de disrétisationhoisis, qui in�uent diretement sur les propriétés fondamentales intrinsèques telle quela ommandabilité et l'observabilité du proessus (El Jai et Prithard, 1986; Ray, 1989;El Jai et Amouroux, 1990; Omatu et Seinfeld, 1989; Curtain et Zwart, 1995; Waldra�et al., 1998; Alotaibi et al., 2004; Bensoussan et al., 2006; Singh et Hahn, 2007). De plus,la dimension du système approximé onduit, parfois, �a des onlusions erronées en equi onerne la stabilité du système original en boule ouverte ou/et en boule fermée(Christo�des, 2001).Pour les systèmes fortement distribués essentiellement �a ause des phénomènes dedi�usion et de onvetion, l'approhe de la pré-approximation limite les performanes duorreteur et onduit, souvent, �a des performanes insu�santes voire médiores parfois(Christo�des, 2001; Shang et al., 2005).L'approhe de pré-approximation peut être adoptée pour la synthèse de la loi de om-mande pour les systèmes paraboliques (système di�usion-réation), ar l'utilisation des33



modes prinipaux de l'opérateur di�érentiel spatial, i.e. les modes lents (valeurs propres),e qui est toujours possible, peut permettre d'approximer orretement le modèle EDP(Armaou, 2001; Christo�des, 2001).Les valeurs propres (modes) d'un système EDP sont obtenues en résolvant le problèmeaux valeurs propres assoié �a son modèle EDP (Babary et Pelzewski, 1985; Ray, 1989). Ilest ainsi possible d'obtenir une déomposition sous forme d'un système EDO de dimension�nie. Le problème ave ette approhe, spéialement dans le as des systèmes EDP nonlinéaires, est lié au hoix du nombre de modes �a retenir qui �xe la dimension du systèmeapproximé et la préision de l'approximation (Bendersky et Christo�des, 2000; Christo-�des, 2001; Liu et Jaobsen, 2004). En général, pour apturer la dynamique du modèleEDP original, ette dimension est relativement importante e qui omplique l'étape desynthèse et la mise en oeuvre du orreteur.Les modèles obtenus par la stratégie de pré-approximation sont, en général, d'unedimension très élevée, e qui représente une ontrainte pour la oneption du orreteur.Par onséquent, la oneption du système de ommande, basée sur la stratégie de la pré-approximation, passe inélutablement, par l'étape de rédution de l'ordre d'un SPL (Jalaliet al., 2006). Ainsi, deux approhes sont possibles (Evans, 2003) :Réduire puis onevoir : onsiste �a réduire l'ordre du modèle EDO obtenu moyennantdes tehniques de rédution, puis �a utiliser le modèle réduit pour la oneption duorreteur (Kepler et al., 2000; Atwell et King, 2001; Ly et Tran, 2001).Conevoir puis réduire : onsiste �a onevoir le orreteur en utilisant le modèle EDOobtenu, puis �a proéder �a la rédution de l'ordre du orreteur onçu (Burns et King,1998; Atwell et King, 2005).Du point de vue perte de l'information liée au proessus de rédution, Atwell et King(2005) reommandent l'utilisation de la deuxième approhe pour la oneption du orre-teur pour un SPD suivant la stratégie de pré-approximation.1.5.2 Stratégie de post-approximationDans la stratégie de post-approximation (Christo�des et Daoutidis, 1996a; Wu etLiou, 2001; Shang et al., 2005; Maidi et al., 2005, 2007, 2008,b,a), le modèle SPD estonservé le plus longtemps possible dans l'étude et la oneption de la loi de ommande,'est-�a-dire que la synthèse du orreteur est faite diretement �a partir du modèle EDP.L'approximation sera utilisée, uniquement, au besoin de la mise en oeuvre du orreteurpar approximation des solutions obtenues.Dans le as des systèmes hyperboliques, spéialement eux de premier ordre (sys-tème onvetion-réation), pour lesquels la séparation des modes ou valeurs propres del'opérateur di�érentiel spatial en modes rapides et lents est di�ile, la stratégie de pré-34



approximation est fortement déonseillée, et la oneption de la loi de ommande doitêtre envisagée suivant la stratégie de post-approximation (Christo�des, 2001; Shang et al.,2005).Les tehniques de post-approximation utilisent souvent des théories mathématiquesimportantes, et parfois omplexes, dues �a la dé�nition des EDP dans des espaes defontions (Hilbert, Sobolv ou de Banah). Ainsi, des notions d'analyse fontionnelle (Cur-tain et Prithard, 1997; Atkinson et Han, 2001) sont essentielles �a la ompréhension desonepts utilisés, et pour aborder les questions d'analyse et de synthèse des SPD.Dans le as des systèmes linéaires, un adre de travail omplet et détaillé pour l'analysedes propriétés intrinsèques et le développement de lois de ommande, illustré parfaitementpar des exemples d'appliations, est donné par Omatu et Seinfeld (1989); El Jai et Amou-roux (1990); Curtain et Zwart (1995), et Bensoussan et al. (2006). Les di�érents résultatsprésentés sont développés en utilisant la notion des semi-groupes (Howie, 1995; Melni-kova, 2001) qui met en évidene ertaines similarités entre la théorie des SPL et SPD.Les di�érents problèmes abordés onernent la représentation (Bensoussan et al., 2006),la ommandabilité, l'observabilité, la stabilité (Omatu et Seinfeld, 1989; El Jai et Amou-roux, 1990; Curtain et Zwart, 1995; Bensoussan et al., 2006), l'identi�ation (Omatu etSeinfeld, 1989), l'analyse fréquentielle, la ommande robuste (Curtain et Zwart, 1995) etla ommande optimale (Bensoussan et al., 2006; El Jai et Amouroux, 1990).D'autres approhes fréquentielles basées sur la notion de la transformée de Laplaeexistent dans la littérature (Friedly, 1972; Ray, 1989; Curtain et Zwart, 1995). L'utilisationde la transformée de Laplae permet de développer des modèles entrées-sorties ontinuset de réaliser une analyse qualitative direte de l'in�uene de variables externes sur lesystème. Ainsi, deux approhes existes (Ray, 1989) : la première onsiste �a aluler latransformée de Laplae dans l'espae et la seonde dans le temps. Cette dernière est laplus pratique et onduit �a la notion de fontion ou de matrie de transfert qui peut êtreétudiée par de puissants outils de l'automatique linéaire (Friedly, 1972; Curtain et Zwart,1995). Seulement, il faut noter que les fontions de transfert ne sont plus des rapports dedeux polyn�mes par rapport �a la variable de Laplae s, mais des rapports de fontions nonlinéaires en s. Néanmoins, les fontions de transfert obtenues peuvent être développéessous forme de séries de fontions de transfert de polyn�mes (Friedly, 1972; Ray, 1989;Curtain et Zwart, 1995).Dans le as des SPD non linéaires, l'utilisation de la stratégie de post-approximationrevient �a les linéariser autour d'un point de fontionnement a�n de se ramener au aslinéaire. L'exploitation du modèle EDP non linéaire est très di�ile, voire parfois impos-sible vu l'indisponibilité d'une théorie uni�ée et générale. La ommande des SPD nonlinéaires reste un hallenge peu aisé pour la ommunauté d'automatiiens. Chen et al.(1999) donnent une synthèse sur l'état d'avanement et les résultats obtenus dans e35



adre.1.6 Système di�usion-onvetion-réationComme ela a été mentionné préédemment, les EDP linéaires d'ordre deux sontles plus renontrées en pratique. En e�et, dans la plupart des domaines de la physique,l'ériture des équations des bilans onduit souvent �a ombiner les phénomènes de di�usion,de onvetion, et de réation (Christo�des et Daoutidis, 1996b; Renou et al., 2003) et �ales traduire par l'équation d'état du système di�usion-onvetion-réation, donnée ommesuit (�a laquelle il faut bien entendu ajouter les onditions aux limites et initiales) :
∂x(z, t)

∂t
= D

∂2x(z, t)

∂z2
︸ ︷︷ ︸Di�usion−C ∂x(z, t)

∂z
︸ ︷︷ ︸Convetion+F

(
x(z, t), u(z, t)

)

︸ ︷︷ ︸Réation (1.35)o�u D et C sont des matries diagonales onstantes, de dimension n × n regroupantrespetivement les oe�ients de di�usion et de onvetion. F est une fontion vetoriellenon linéaire.Il est �a noter que les phénomènes de di�usion et de onvetion ne ouplent pas lesvariables physiques du système �a l'inverse du terme de réation. Cei explique la formediagonale des matries D et C. De plus, la prise en onsidération des phénomènes dedi�usion et de onvetion onduit �a un SPD. Par ontre, si es deux phénomènes sontnégligés, lors du proessus de modélisation (ériture des bilans), e qui revient �a avoir
D = C = 0 dans l'équation d'état (1.35), alors le modèle prend la forme d'un SPLomprenant seulement le terme de réation.D'après la lassi�ation des SPD (f. setion 1.4), il ressort qu'un système onvetion-réation (D = 0) est hyperbolique, et la quasi-totalité des systèmes appartenant �a ettelasse (réateur himiques, éhangeurs de haleur) sont dérits par des équations di�éren-tielles quasi-linéaires (Christo�des et Daoutidis, 1996a; Christo�des, 2001), et a�nes parrapport �a l'entrée. Par onséquent, le terme F , aratérisant le phénomène de réationdans l'équation (1.35), prend souvent la forme :

F
(
x(z, t), u(z, t)

)
= f

(
x(z, t)

)
+ g
(
x(z, t)

)
u(z, t) (1.36)o�u f et g sont des fontions vetorielles su�samment lisses.La suite de la thèse est onsarée �a la ommande de ertains systèmes de ette lasse
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munie des onditions aux limites :
R0 x(0, t) +D0

∂x(0, t)

∂z
= l0(t) (1.37)

RL x(L, t) +DL
∂x(L, t)

∂z
= lL(t)de la ondition initiale :

x(z, 0) = x0(z); (1.38)o�u R0, RL, D0 et DL sont des matries onstantes, et l0(t), lL(t) sont des fontionsvetorielles.La variable de sortie du système est hoisie de manière générale omme une fontiondes états du système :
y(t) = h

(
x(z, t)

) (1.39)L'objetif onsiste �a onevoir de lois de ommande basées sur le modèle EDP, 'est-�a-dire en adoptant la stratégie de post-approximation présentée dans la setion 1.5.2, sanspasser par une approximation préalable.1.7 Simulation de système onvetion-réationLes lois de ommande qu'on est appelé �a développer, dans les prohains hapitres,font partie de la stratégie de post-approximation. A et e�et, l'approximation des EDPn'est envisageable que pour des objetifs de simulation en boule fermée, 'est-�a-dire quela oneption de loi de ommande est faite diretement �a partir du modèle �a paramètresdistribués.Pour la mise en oeuvre et l'évaluation des performanes du orreteur onçu, la mé-thode des lignes (semi-disrétisation par rapport �a la variable d'espae z), basée sur lesdi�érenes �nies, est adoptée pour toutes les simulations réalisées en boule fermée.La méthode des lignes (Ames, 1992; Wouwer et al., 2004; Liu, 2005) est une méthodesimple �a mettre en oeuvre qui éhappe �a la omplexité des aluls renontrée en adoptantd'autres approhes (méthode des fontions propres, méthode des résidus pondérés, etles méthodes variationnelles). De plus, elle est bien adaptée pour tout type de systèmehyperbolique ou parabolique (Alhumaizi, 2004; Liu, 2005), et permet de valider le modèleapproximé obtenu par d'autres tehniques d'approximation des SPD (Rahid, 1997).Le prinipe de la méthode des lignes onsiste �a disrétiser (Wouwer et al., 2004; Liu,2005) :
• le domaine spatial Ω en introduisant un pas d'espae ∆z, ave ∆z = L/(N + 1) >

0, o�u N est un entier positif, représentant le nombre de points de disrétisation37



onsidéré,
• l'opérateur di�érentiel spatial par un shéma numérique de di�érenes �nies stable.Cei donne un SPL dont le veteur d'état est de dimension nN , o�u l'entier N doit êtresu�samment grand pour assurer une bonne approximation du modèle EDP original.Pour le système de onvetion-réation, l'approximation par la méthode des lignes, enonsidérant un shéma numérique de di�érenes �nies arrière �a deux points (Ciarlet etLions, 1990; Maidi et al., 2008), pour l'opérateur di�érentiel traduisant le phénomène deonvetion, donne pour l'équation d'évolution (équation (1.35) ave D = 0) :

∂xi, j(t)

∂t
=

∂xi(zj, t)

∂t

= −Ci, i

∆z

[

xi(zj , t) − xi(zj−1, t)
]

+ F (x(zj , t), u(zj, t)), (1.40)pour les onditions aux limites :
R0 x(0, t) +

D0

∆z

[

x(∆z, t) − x(0, t)
]

= l0(t) (1.41)
RL x(L, t) +

DL

∆z

[

x(L, t) − x(L− ∆z, t)
]

= lL(t)et pour la ondition initiale :
xi(zj , 0) = xi0(zj); (1.42)ave i = 1, . . . , n ; j = 1, . . . , N , et zj = j∆z ∈ Ω. Le oe�ient Ci, i représente le i-èmeélément diagonal de la matrie C.Notons que pour tenir ompte des onditions aux limites, dé�nies aux frontières dudomaine spatial Ω (∂Ω), le shéma numérique de disrétisation néessite souvent uneadaptation aux points j = 1 et j = N .En intégrant les équations (1.41) dans le modèle disrétisée (1.40), et après arrange-ment des résultats, le modèle disrétisé �nal (EDO) se met sous la forme (1.10).1.8 ConlusionCe hapitre a été onsaré �a des généralités sur des SPD. L'objetif est de passer enrevue les di�érentes approhes de ommande utilisées pour la ommande des SPD, touten présentant les notions utiles pour la suite de la thèse.En e�et, plusieurs systèmes réels sont dérits par un modèle �a paramètres distribuésde nature hyperbolique ou parabolique. Une lasse importante de es modèles est forméepar les systèmes de type onvetion-di�usion-réation.Dans le domaine de la ommande des SPD, l'étude de type des EDP modélisant le38



SPD onstitue le point de départ pour toute oneption du orreteur. Ainsi, si la stratégiede post-approximation est bien adaptée pour la ommande des SPD de type quelonque,la stratégie de pré-approximation peut être adoptée seulement dans le as des systèmeshyperboliques mais ombinée ave des tehniques de rédution de l'ordre du modèle ODE,obtenu par approximation du modèle EDP, ou elui du orreteur.Toutefois, l'utilisation direte des modèles distribués (stratégie de post-approximation)reste prometteuse, et la plus privilégiée, ar es modèles sont beauoup plus prohes dela physique du système, et traduisent orretement son omportement dynamique. Cettestratégie de ommande onstitue, atuellement, un axe de reherhe atif, et les e�ortssont foalisés notamment sur la ommande de systèmes onvetion-réation, prinipa-lement de nature hyperbolique, qu'on renontre, le plus souvent, dans les appliationsindustrielles essentielles. Ainsi, la néessité de les plaer dans les meilleures onditionsopératoires possibles inite �a prendre en ompte leur aratère distribué �a �n d'amélio-rer leur e�aité. C'est dans ette optique que s'insrivent les études présentées dans leshapitres suivants.
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Chapitre 2Optimisation ontrainte d'uneCommande PI Floue d'un Éhangeurde Chaleur
2.1 IntrodutionUn éhangeur de haleur est un dispositif permettant de transférer de l'énergie ther-mique d'un �uide vers un autre, sans les mélanger. Le �ux thermique traverse la surfaed'éhange qui sépare les �uides. La plupart du temps, on utilise ette méthode pour re-froidir ou réhau�er un �uide qui ne peut pas ou qui est di�ile �a refroidir ou hau�erdiretement.Dans le milieu industriel, l'éhangeur de haleur est un élément essentiel de toutepolitique de ma��trise de l'énergie. L'énergie thermique utilisée dans les proédés industrielstransite au moins une fois par un éhangeur de haleur. Ces systèmes sont utilisés, enpartiulier, dans les industries himiques, pétrohimiques, agroalimentaires, et.Sur le plan de l'investissement et de la qualité, les avantages des éhangeurs de haleurne sont plus �a démontrer. Néanmoins, es derniers sont fréquemment onçus pour unfontionnement en boule ouverte, si bien que les performanes attendues se dégradentrapidement ave le temps d'o�u la néessité de les remplaer �a haque fois, e qui entra��neun impat négatif sur le plan éonomique (Xia, et al., 1991). Par onséquent, la ommandede es derniers s'impose omme la solution alternative et adéquate.La ommande de l'éhangeur de haleur a attiré l'attention de plusieurs herheurs,et plusieurs approhes de ommande ont été développées. Ces dernières di�érent dansleur prinipe, dans le modèle utilisé pour la synthèse du orreteur, et par les hypothèsesfaites sur les variables aratéristiques de l'éhangeur. La onsultation de l'abondantelittérature traitant e sujet, montre que les ontributions se partagent entre la stratégiede pré-approximation (Davison et al., 1980; Katayama et al., 1990; Dugdale et Wen,40



2002; Alvarez-Ramirez et al., 1997; Malleswararao et Chidambaram, 1992; Abdelghani-Idrissi et al., 2001)), et la stratégie de post-approximation (Christo�des et Daoutidis,1996a; Christo�des, 2001; Shang et al., 2005; Maidi et al., 2007, 2008,a). De plus, toutesles approhes proposées sont d'approhe algorithmique, 'est-�a-dire basée sur un modèlemathématique.Dans e hapitre, la stratégie de post-approximation est adoptée pour onevoir uneommande PI �oue pour un éhangeur de haleur. L'idée de base onsiste �a onevoir unorreteur �ou qui minimise un ertain ritère de performane en se basant sur le modèleEDP de l'éhangeur. Ainsi, le hapitre ommene par la desription de l'éhangeur dehaleur et la struture générale d'un orreteur �ou, puis une approhe d'optimisationsous ontraintes d'une ommande PID Floue est proposée. Cette dernière est illustrée,�a la �n du hapitre, par une appliation sur l'éhangeur de haleur. L'objetif onsiste�a optimiser un orreteur PI Flou ontr�lant une température obtenue par moyennagespatiale en faisant varier la température de l'enveloppe supposée répartis uniformémentet homogène. La suite du hapitre est réservée pour l'évaluation des performanes duorreteur synthétisé.2.2 Modèle dynamique de l'éhangeur de haleurLe omportement dynamique de l'éhangeur de haleur est souvent dérit par un mo-dèle basé sur des équations aux dérivées partielles (EDP) qui prend des formes di�érentesselon les hypothèses retenues lors la phase de modélisation. Ainsi, si le phénomène dedi�usion est négligé, e qui est le as le plus fréquent, alors le modèle de l'éhangeur estlinéaire de type onvetion-réation.Le modèle de l'éhangeur de haleur, qui fera l'objet d'étude dans e présent hapitre,est présenté dans la setion suivante en négligeant le phénomène de di�usion.2.2.1 Desription de l'éhangeur de haleurUn �uide de densité onstante ρ et de apaité alori�que Cp traverse le tube interned'un éhangeur thermique tubulaire, de longueur L, ave une vitesse onstante υ(t) (Fi-gure 2.1). Ce �uide rentre �a une température T0(t) et éhange de la haleur �a travers uneparoi métallique ave le deuxième �uide, irulant �a l'intérieur de l'enveloppe, dont la tem-pérature Te(t) est supposée homogène et distribuée uniformément le long de l'éhangeur.A la sortie de l'éhangeur, le �uide interne sort �a une température TL(t). La température
T (z, t) du �uide �a l'intérieur du tube est non homogène, 'est-�a-dire qu'elle dépend de laposition spatiale sur toute la longueur de l'éhangeur. De plus, elle dépend du temps ensupposant que la température T0(t) �a l'entrée de l'éhangeur varie.41
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-�Fig. 2.1 � Ehangeur de haleur �a température d'enveloppe homogène.Dans ette étude, la setion St du tube interne et la surfae utilisée pour le transfertde haleur S, par unité de longueur, sont supposées onstantes. De même pour la setionde l'enveloppe.2.2.2 Modèle de l'éhangeur de haleurEn tenant ompte des hypothèses de la setion préédente, l'ériture du bilan d'énergiepour le tube interne de l'éhangeur de haleur onduit �a l'équation aux dérivées partielles(EDP) linéaire suivante (Ray et Ogunnaike, 1994) :
∂T (z, t)

∂t
= −υ(t)

∂T (z, t)

∂z
+ a
[

Te(t) − T (z, t)
] , a =

ht S

ρStCp

. (2.1)o�u a est le oe�ient de transfert de haleur, et ht est le oe�ient de transfert de haleurglobal. Pour avoir un modèle omplet, l'EDP (2.1) requiert une ondition aux limites,et une ondition initiale. La ondition aux limites est habituellement spéi�ée �a z = 0puisque la température du �uide interne �a l'entrée est, en général, onnue et mesurable.Ce qui donne, �a z = 0, une ondition aux limites de Dirihlet :
T (0, t) = T0(t), (2.2)tandis que la ondition initiale (�a t = 0) est un pro�l de température donné :
T (z, 0) = T ∗(z). (2.3)Le modèle de l'éhangeur de haleur est une EDP linéaire, qui a pour variables ara-téristiques : la température T (z, t) omme l'état du système, la température du �uide �al'entrée de l'éhangeur T0(t) omme perturbation, et la température homogène de l'en-veloppe Te(t) omme ommande. Cette dernière est onsidérée homogène et distribuée
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uniformément le long de l'éhangeur (f. relation 1.5), par onséquent :
Te(z, t) = b(z)Te(t) (2.4)o�u b(z) = 1 puisque la température de l'enveloppe est supposée homogène.Dans la présente étude, l'objetif onsiste �a ommander la température moyenne Tm(t),obtenue par moyennage spatial, du �uide �a l'intérieur du tube en manipulant la tempé-rature de l'enveloppe Te(t). Par onséquent, la sortie �a ommander prend la forme (f. larelation 1.8) (Maidi et al., 2008) :

Tm(t) = C
(
T (z, t)

)

=

∫

Ω

c(z)T (z, t) dz (2.5)o�u Ω = [0, L], et la fontion c(z) aratérisant la géométrie du apteur est, en général, dela forme 1/L (Christo�des et Daoutidis, 1996a; Christo�des, 2001).Pour répondre �a et objetif de ommande, on propose d'utiliser un orreteur PI Flou.Avant de présenter la démarhe de synthèse, on ommene d'abord par un bref rappelsur la ommande �oue. Pour plus de détails, le leteur peut se référer �a des ouvragesspéialisés (par exemple Yager et Filev (1994); Reznik (1997); Zhanga et Liu (2006), etde Jantzen (2007)).2.3 Struture générale d'un orreteur �ouUne loi de ommande est habituellement onçue en utilisant un modèle mathématiquedu système. Cependant, dans l'hypothèse o�u le modèle mathématique du système estomplexe et di�ile �a exploiter (as des modèles EDP) pour l'analyse et la synthèse, laommande par logique �oue se présente omme une alternative intéressante. En e�et,la loi de ommande est exprimée ave des règles linguistiques, déduites des informationsénonées dans un langage naturel traduisant le fontionnement du système ou la stratégiede pilotage utilisée par un opérateur.Le domaine de la ommande par logique �oue a littéralement explosé suite �a la publi-ation des travaux de Mamdani sur un système de ommande �oue pour une mahine �avapeur (Mamdani et Assilian, 1975). Il est quasiment impossible de dresser un bilan de laommande �oue �a un moment o�u les travaux se multiplient et des théories se développentde plus en plus en parallèle ave l'approhe onventionnelle (algorithmique). Les ouvragesde Yager et Filev (1994); Reznik (1997); Passino et Yurkovih (1997); Zhanga et Liu(2006), et de Jantzen (2007) onstituent des ouvrages de référenes dans le domaine. Cesouvrages regroupent un ensemble de théories et d'appliations, et retraent parfaitement43
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Fig. 2.2 � Struture d'un orreteur �ou.le développement de la ommande �oue appuyé par des référenes bibliographiques. Enplus des ouvrages dédiés �a e domaine, on retrouve des journaux spéialisés (par exempleFuzzy Sets and Systems, IEEE Transations on Fuzzy Systems).En général, les orreteurs �ous sont utilisés dans les strutures de ommande en boulefermée des systèmes. Les variables aratéristiques du système �a ommander dé�nissentles variables du orreteur. Les variables aratéristiques sont, en général, les grandeursde sortie du système �a ommander et, le as éhéant, d'autres mesures déterminantespour saisir l'évolution dynamique du système. Les variables de sortie du orreteur �ousont les ommandes appliquées au système. La on�guration de base du orreteur �ouest donnée par la Figure (2.2), dans laquelle, on distingue deux strutures (Yager et Filev,1994) :Struture interne : dans la struture interne, on retrouve les blos suivants :
• Fuzzi�ation : permet de passer du domaine réel au domaine �ou. Elle onsiste�a déterminer le degré d'appartenane d'une valeur (mesurée par exemple) �a unensemble �ou. Ce dernier est dé�ni par sa fontion d'appartenane qui orrespond�a la notion de fontion aratéristique en logique lassique.
• Inférenes : ette phase simule la prise de déision �a partir des règles �oues parune proédure de ha��nage avant des propositions (ativation des règles par lesprémisses). L'impliation et l'inférene �oues sont assoiées pour dé�nir l'ensemble�ou aratérisant la ommande. Une règle �oue est de type :SI prédiat ALORS onlusionUn prédiat est une ombinaison de propositions par des opérateurs ET, OU, etNON. La onlusion d'une règle �oue est une ombinaison de propositions liéespar des opérateurs ET. Notons que, le méanisme d'inférene le plus ourammentutilisé est elui de Mamdani (Jantzen, 2007).
• Défuzzi�ation : �a la �n de l'inférene, l'ensemble �ou de sortie est déterminémais n'est pas diretement utilisable pour donner une information préise ausystème d'ationneur. Il est néessaire de passer du mode �ou au mode réel,'est la dé�uzi�ation. Il existe plusieurs méthodes de défuzzi�ation, mais la44



méthode du entre de gravité est plus utilisée et reommandée vu ses avantagespar rapport �a es onurrentes. Cette méthode onsiste �a aluler le entre degravité de l'ensemble �ou, aratériser par une fontion d'appartenane, résultantde l'agrégation des ensembles �ous obtenus pour haune des règles onernantla sortie en question.Struture externe : elle omprend les paramètres d'adaptations d'entrée Ge, Gie et
Gde et de sorties Gu du orreteur �ou assoiés respetivement �a l'erreur, �a l'in-tégrale de l'erreur, �a la dérivée de l'erreur, au signal de ommande. Le réglage dees paramètres onstitue la phase la plus importante dans la oneption du or-reteur �ou (Yager et Filev, 1994; Passino et Yurkovih, 1997; Reznik, 1997; Tanget al., 2001; Zhanga et Liu, 2006). Ces paramètres a�etent onsidérablement lesperformanes en boule fermée (Yager et Filev, 1994; Hu et al., 1999; Tang et al.,2001; Jantzen, 2007), et la aratéristique du orreteur �ou (Yager et Filev, 1994;G�omez-Ram�irez, 2007). En e�et, haque variation des paramètres d'adaptions d'en-trée entra��ne l'ativation d'un ertain ensemble de règles �oues, ei se traduit parun ertain e�et sur le omportement dynamique des sorties ommandées. De même,la variation du paramètre d'adaptation de sorties a�ete diretement l'amplitudede la ommande appliquée. Plusieurs tehniques de réglage, en ligne ou hors ligne,ont été proposées dans la littérature, et la quasi-totalité repose sur une analogieave les orreteurs PID lassiques (voir par exemple Moon, 1995; Hu et al., 1999;Woo et al., 2000; Tang et al., 2001; Carvajal et al., 2000; Yesil et al., 2004, et leursréférenes). Yager et Filev (1994) donne ertaines reommandations, intéressantes,pour le réglage du orreteur �ou qui permettent d'avoir plus ou moins les perfor-manes souhaitées. Ces règles sont déduites des onstations faites sur l'in�uene dehaque paramètre sur les performanes en boule fermée.La mise en ÷uvre du orreteur �ou néessite les deux opérations suivantes :

• mise en formes des entrées : par le traitement des variables d'entrée. En partiulier,ertaines grandeurs sont assoiées pour aluler des erreurs (di�érenes entre lessorties et les onsignes désirées), les intégrales, et les dérivées des erreurs. Trèssouvent, la dynamique des variables est normalisée sur l'univers de disours.
• mise en forme des variables de sorties : elle onsiste �a traiter haque ommandeappliquée a�n de dé�nir la dynamique des ommandes (leur univers de disoursest souvent normalisé), et d'obtenir des e�ets de ommande partiuliers par uneombinaison des trois ations : proportionnelle, intégrale, et dérivée.
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2.4 Commande PI �oue de l'éhangeur de haleurLa logique �oue onna��t un intérêt grandissant auprès de la ommunauté sienti�quedepuis quelques années, partiulièrement dans le domaine de la ommande o�u on assiste �aun énorme développement de stratégie de ommande �oue (Wang, 1996). L'une des raisonsprinipales tient �a l'énorme suès des appliations réalisées �a base des régulateurs �oussur des systèmes omplexes (Bai et al., 2006). Cependant, la plupart des travaux sontfoalisés sur la ommande des SPL. Pour e qui est de systèmes �a paramètres distribués(SPD), peu de ontributions peuvent être trouvées dans la littérature (Sooraksa et Chen,1998; Sagias et al., 2001; Lin et Lewis, 2003; Li et al., 2007).Sooraksa et Chen (1998); Sagias et al. (2001), et Lin et Lewis (2003) proposent desstratégies de ommande �oue pour des systèmes partiuliers, �a solution séparables (robotset réateur tubulaire), dont la synthèse du système de ommande passe par une pré-approximation du modèle EDP par un modèle EDO obtenu par les méthodes des résiduspondérés (Sagias et al., 2001) ou par la méthode de fontions propres (Sooraksa et Chen,1998; Lin et Lewis, 2003).La ommande �oue basée sur la stratégie de post-approximation est un axe au stade dubalbutiement. Ainsi, en introduisant le nouveau onept de sous-ensembles �ous �a troisdimensions, Li et al. (2007) proposent une méthodologie pour la ommande des SPDsillustrée par une appliation portant sur la ommande d'un réateur himique. Ce travailreste l'une des rares référenes sur la ommande �oue des SPD basée sur le modèle EDP.La suite de e hapitre, s'insrit dans ette optique, o�u une approhe pour l'optimi-sation d'une ommande PID �oue d'un SPD, basée sur le modèle EDP, sera développée.Cette dernière sera appliquée pour la synthèse d'un orreteur PI Flou optimal pour laommande de la température moyenne, �a l'intérieur de l'éhangeur de haleur, en ma-nipulant la température de l'enveloppe. L'approhe proposée repose sur l'utilisation desrelations liant les paramètres d'un orreteur PID lassiques et eux du orreteur �ou.En e�et, un orreteur �ou possède des propriétés intéressantes. Ce type de orreteurpermet de onevoir des ommandes non linéaires qui sont réputées robustes. Toutefois laoneption d'un orreteur �ou passe souvent par des tests de type essai-erreur ou par desanalogies ave des tehniques lassiques. Pour la struture interne, des reommandationsexistent dans la littérature onernant le hoix des fontions d'appartenane, du nombred'ensembles �ous, du méanisme de traitement des règles �oues, et la dé�uzi�ation. Parontre, le réglage des paramètres d'adaptation onstitue une t�ahe ardue vu l'absened'outils théoriques et de méthodologies de réglage (Hu et al., 1999; Tang et al., 2001;G�omez-Ram�irez, 2007).Ainsi, dans le as du orreteur PID �ou, des réglages de paramètres d'adaptationen fontion de eux d'un orreteur PID lassique ont été établis et orroborés par des46



appliations (Jantzen, 2007). Cette démarhe est intéressante vu que les réglages d'un or-reteur PID lassique sont toujours disponibles, pour la plupart des systèmes industriels,et que le PID reste le orreteur le plus utilisé dans l'industrie, permettant de ommanderla grande majorité des proédés (Issaksson et Graebe, 1999; Visioli, 2006).Ces relations de passage sont déterminées par la proédure générale suivante :La sortie agissante u(t) du orreteur PID est liée �a l'éart observé entre la sortieommandée y(t) et la onsigne désirée yd(t), noté e(t) = yd(t) − y(t), par :
u(t) = Kc

(

e(t) +
1

τI

t∫

0

e(ξ) dξ + τd
de(t)

dt

) (2.6)o�u Kc, τI , et τd sont les paramètres de réglages du orreteur PID lassique.Sous la forme disrète, le orreteur PID (2.6) prend la forme :
u(k) = Kc

(

e(k) +
∆t

τI

k∑

i=0

e(i) +
τd
∆t

[
e(k) − e(k − 1

]

) (2.7)o�u ∆t est la période d'éhantillonnage.De même, le orreteur PID Flou est toujours de forme disrète, et sa sortie agissante
u(k) est liée �a l'éart observé entre la sortie ommandée y(k) et la onsigne désirée yd(k)par :

u(k) = fFlou(Ge,Gie,Gde,Gu, e(k)) (2.8)o�u fFlou est la aratéristique du orreteur PID Flou, généralement non linéaire. Toutefois,par des hoix judiieux au niveau de la struture interne une aratéristique linéairepeut être obtenue (Jantzen, 2007) . Dans la suite de ette étude ette aratéristique estsupposée linéaire.En e�et, par identi�ation de la fontion de transfert disrétisée du PID lassique (2.7)ave la aratéristique linéaire du PID Flou (2.8), on arrive �a établir les relations liant lesdi�érents paramètres des deux orreteurs de forme générale (Jantzen, 2007) :
f
(
Ge,Gie,Gde,Gu,Kc, τI , τd

)
= 0 (2.9)o�u f est une fontion vetorielle.Par onséquent, des relations de passages peuvent être établies entre les paramètresdes deux orreteurs.Ces relations de passage sont parfaitement doumentées dans Jantzen (2007), et résu-mées dans le Tableau 2.1 pour les di�érents types du orreteur PID Flou. La démarhede détermination de es relations (la fontion f ) dans le as du PI Flou, utilisée pour47
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Ge

Gde
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GuPID Ge.Gu
Gie
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Gde

GeTab. 2.1 � Relations de passage entre les paramètres d'adaptation du orreteur Flou etles réglages du orreteur PID lassique.ommander l'éhangeur de haleur, est expliitée dans la setion 2.4.3.2.4.1 Optimisation des paramètres d'adaptation d'un orreteurPID FlouLa synthèse d'un système de ommande repose sur la minimisation d'un ritère deperformane qui dé�nit le but de la ommande. Le hoix d'un objetif est don un aspetdéterminant du proessus de synthèse, et il est important, si l'on veut que le problèmede ommande soit intéressant, de retenir un ritère qui pose le problème de la robustesseen performane. Plusieurs ritères existent qui peuvent être lassés en fontion de leursaratéristiques propres qui déterminent le ritère �a hoisir pour être minimisé (Corriou,2003, 2004).L'approhe proposée pour l'optimisation des paramètres d'adaptation du orreteurPID �ou est basée sur la minimisation de l'un des ritères d'intégrale d'erreur sortie-onsigne, qui prennent en ompte la totalité de la réponse du système. Ainsi, en boulefermée, la valeur de l'erreur e(t), entre la onsigne désirée yd(t) et la sortie y(t), estdépendante des réglages du orreteur, et il en est de même pour le ritère de performanes�a minimiser. Par onséquent, dans le as d'un orreteur �ou, le ritère s'érit :
J
(

Ge,Gie,Gde,Gu
)

=

∫ +∞

0

ϕ
(

e(t), t
)

dt (2.10)o�u
e(t) = yd(t) − y(t)

= ψ
(

Ge,Gie,Gde,Gu, t
)

. (2.11)Ainsi, en onsidérant les paramètres Ge, Gie, Gde, et Gu du orreteur �ou omme48



des variables de déision, et le ritère �a minimiser J omme fontion objetif, le problèmede synthèse revient �a résoudre le problème d'optimisations ave ontrainte suivant :
min

Ge, Gie, Gde, Gu
J
(

Ge,Gie,Gde,Gu
) (2.12)sujet �a la ontrainte donnée par le modèle du système �a ommander.Cependant, il est astuieux d'intégrer les relations de passage (2.9) omme des ontrain-tes pour le problème d'optimisation sans ontraintes (2.12) pour simpli�er la synthèse duorreteur �ou. En e�et, omme les ontraintes sont de type égalité, il est faile de dé-montrer que l'introdution de es dernières simpli�e davantage le problème d'optimisation�nal �a résoudre, puisque le nombre de variables de déision se réduit �a une seule variablequelque soit le type du orreteur �ou onsidéré. Cei permet de restreindre le domaine dereherhe de la solution du problème d'optimisation �nal formulé qui peut être obtenuenumériquement.2.4.2 Appliation �a la ommande de l'éhangeur de haleurPour régler la température moyenne Tm(t) du �uide �a l'intérieur du tube de l'éhan-geur, �a une température désirée T d

m(t), on propose de onevoir un orreteur PI Flou quiminimise le ritère de l'Intégrale du Carré de l'Erreur (ICE), 'est-�a-dire
ϕ
(

e(t), t
)

= e2(t) (2.13)ave e(t) = T d
m(t) − Tm(t).La première étape de oneption du PI Flou onsiste �a synthétiser un orreteur PIlassique pour le même problème de ommande. Comme le modèle de l'éhangeur dehaleur est un système de dimension in�nie, l'approximation de e dernier donne sur unSPL d'ordre très élevé inexploitable pour la détermination des paramètres de réglage duPI lassique (Xia et al., 1991; Bandyopadhyay et al., 1998; Issaksson et Graebe, 1999).Par onséquent, il est pratique de proéder par minimisation du même ritère (2.13),'est-�a-dire de déterminer la solution du problème d'optimisation suivant (Maidi et al.,2008) :

min
Kc,τI

{
∫ +∞

0

e2(t) dt

} (2.14)soumis �a :
∂T (z, t)

∂t
+ υ(t)

∂T (z, t)

∂z
− a

[

Kc

(

e(ξ) +
1

τI

t∫

0

e(ξ) dξ

)

− T (z, t)

]

= 0 (2.15)49
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m(t) 50◦CTab. 2.2 � Paramètres de l'éhangeur de haleur et onditions de simulation.ave e(t) = T d

m(t) −
∫

Ω

c(z)T (z, t) dz.Ainsi, en onsidérant pour paramètres de l'éhangeur et onditions de simulation lesdonnées résumées dans le Tableau 2.2, la résolution numérique du problème d'optimisation(2.14�2.15) onduit aux réglages suivants :
Kc = 0.4951, τI = 0.0377 s (2.16)Rappelons que la simulation du modèle de l'éhangeur de haleur (2.1), en boule fermée,est réalisée par approximation de e dernier par la méthode des lignes, présentée dans lasetion 1.7, en onsidérant un nombre de points de disrétisation N = 80 qui assure unebonne approximation du omportement dynamique du modèle EDP.2.4.3 Commande PI Flou de l'éhangeur de haleurAprès avoir déterminé les paramètres Kc et τI , on passe �a la oneption du orreteurPI Flou. La stratégie de ommande adoptée est donnée par la Figure 2.3. De ette dernière,il ressort que l'étape de mise en forme des entrées se résume dans le alul de l'erreur e(t)et de sa vitesse de variation ė(t). L'étape de mise en forme des sorties onsiste �a alulerl'intégrale de la vitesse de variation Ṫe(t) du signal de ommande.Au niveau de la struture interne, les fontions d'appartenanes hoisies pour les va-riables aratéristiques du orreteur �ou (e(t), ė(t), et Ṫe(t)) sont données par la Fi-gure 2.4. Leurs univers de disours sont déomposés en inq sous-ensembles �ous (NG :50
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ė EZ NG NP EZ PP PGPP NP EZ PP PG PGPG EZ PP PG PG PGTab. 2.3 � Règles �oues.Négatif Grand, NP : Négatif Petit, EZ : Environ Zéro, PP : Positif Petit, et PG : PositifGrand). Les règles �oues du blo d'inférenes, traitées par le méanisme de Mamdani,sont résumées dans le Tableau 2.3. La grandeur de sortie du orreteur �ou est généréepar la méthode de entre de gravité. Pour le réglage des paramètres d'adaptation, ononsidère la minimisation du même ritère de performanes (2.14) soumis aux ontraintesdé�nies par les relations liant les paramètres du orreteur PI lassique �a son équivalentFlou déduite omme suit :En onsidérant que la aratéristique du orreteur PI Flou donnée dans la Figure 2.3
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est linéaire, il vient :
u(k) =

k∑

i=1

fFlou(Ge,Gde, e(i), ė(i)) . Gu .∆t
=

k∑

i=1

[

Ge e(i) +Gde ė(i)

]

. Gu .∆t

=
k∑

i=1

[

Ge e(i) +Gde

(
e(i) − e(i− 1)

)

∆t

]

. Gu .∆t

=

[

Ge
k∑

i=1

e(i) ∆t+Gde
k∑

i=1

(
e(i) − e(i− 1)

)

]

. Gu

=

[

Ge .Gu .∆t

k∑

i=1

e(i) +Gde .Gu. e(k)

]

= Gde .Gu

[

Ge

Gde
.∆t

k∑

i=1

e(i) + e(k)

] (2.17)Par identi�ation de la relation (2.17) ave elle du orreteur PI lassique, en posant
τd = 0, dans la relation (2.7), on retrouve les relations de passage du Tableau 2.1 assoiéesau as d'un PI Flou.Ainsi, le problème de synthèse du orreteur PI Flou revient �a résoudre le problèmed'optimisation ave ontraintes suivant (Maidi et al., 2008) :

min
Ge,Gde,Gu

J
(

Ge,Gde,Gu
) (2.18)soumis �a :

∂T (z, t)

∂t
+ υ(t)

∂T (z, t)

∂z
− a×

[

Gde .Gu

(

e(ξ) +
Ge

Gde

t∫

0

e(ξ) dξ

)

− T (z, t)

]

= 0

Gde .Gu−Kc = 0 (2.19)
Ge . τI −Gde = 0L'introdution des relations de passage onsidérées omme des ontraintes pour leproblème d'optimisation (2.18) permet de simpli�er le problème d'optimisation formuléen réduisant le nombre de variables de déision. En e�et, puisque les paramètres Kc et τIsont onnus, des relations de ontraintes (2.19), on tire :

Ge =
Gde

τI
, Gu =

Kc

Gde
(2.20)52



En substituant es expressions dans la fontion objetif (2.18), le problème d'optimi-sation (2.18) se simpli�e et devient (Maidi et al., 2008) :
min
Gde

J
(

Gde

τI
, Gde,

Kc

Gde

)

= min
Gde

Ĵ
(

Gde
)

= min
Gde

{
∫ +∞

0

[

T d
m(t) −

∫

Ω

c(z)T (z, t) dz
]2

dt

} (2.21)soumis �a :
∂T (z, t)

∂t
+ υ(t)

∂T (z, t)

∂z
− a

[

Kc

(

e(ξ) +
1

τI

t∫

0

e(ξ) dξ

)

− T (z, t)

]

= 0 (2.22)ave l'erreur e(t) = T d
m(t) −

∫

Ω
c(z)T (z, t) dz qui dépend impliitement de la variabled'optimisation ou de déision Gde.De e qui préède, il est lair que l'introdution des ontraintes a simpli�é le problèmed'optimisation du PI Flou, posé ave trois variables de déision en réduisant leur nombre �aune seule variable. En suivant le même raisonnement, pour les autres types du orreteur,on démontre failement que la synthèse du orreteur PID �ou optimal, suivant la dé-marhe proposée, se réduit �a la minimisation d'une fontion objetif d'une seule variable.Cei représente un avantage appréiable puisque la résolution numérique ou analytiquedu problème d'optimisation �nal devient très simple.La résolution numérique du problème d'optimisation (2.21�2.22) a été réalisée pourles mêmes onditions de simulation du Tableau 2.2, et donne omme solution optimale :
Gde = 2.82 × 10−4,et les relations (2.16) et (2.20) fournissent :

Ge = 75 × 10−4, Gu = 1.7557 × 104.2.4.4 Évaluation des performanes des orreteursPour évaluer les performanes des deux orreteurs, PI lassique et �ou, des tests desimulation ont été réalisés. Ces derniers onernent les problèmes de poursuite de onsigneet de rejet de la perturbation.
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Fig. 2.5 � Poursuite de onsigne.Poursuite de onsignePour le test de la poursuite de onsigne, un éhelon de onsigne d'amplitude de 25◦C(yd
m(t) = 50◦C) a été imposé �a l'instant t = 5 s. La Figure 2.5 donne la variation de latempérature moyenne Tm(t), et elle de l'enveloppe Te(t). On onstate que les deux or-reteurs assurent une poursuite très orrete de la onsigne imposée, ave des variationsphysiquement admissibles de la grandeur manipulée Te(t). Néanmoins, l'examen des ré-sultats obtenus, montre que, dans le as du orreteur �ou, la sortie est mieux amortie,en plus de la grandeur de ommande qui est moins énergique.Rejet de la perturbationCe test onsiste �a évaluer les performanes des orreteurs fae �a la variation de latempérature du �uide T0(t), �a l'entrée de l'éhangeur, qui représente la perturbationa�etant le système. Ainsi, une variation de +40% de la température T0(t), a été introduite�a t = 5 s. Les évolutions de la sortie et de la ommande sont données par la Figure 2.6. Lesrésultats obtenus montrent que le orreteur �ou o�re de bonnes performanes puisquel'e�et de la perturbation est mieux amorti, et rapidement rejeté par rapport au orreteurlassique.Les deux tests de simulation e�etués ont montré que les performanes sont nette-ment améliorées ave le orreteur PI �ou. Alors, il est judiieux de tester la robustesse54
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Fig. 2.6 � Rejet de la perturbation.de e orreteur fae aux variations paramétriques, et aux erreurs de modélisation oud'approximation faites.Variation paramétriqueL'éhangeur de haleur est souvent onneté �a d'autres équipements thermiques quia�etent son fontionnement. Par exemple, la vitesse du �uide �a hau�er est liée �a l'équi-pement qui se trouve en amont de l'éhangeur. Par onséquent, le orreteur doit réagironvenablement fae �a la variation de la vitesse du �uide �a hau�er et les �utuations deette grandeur représentent une variation paramétrique.Pour évaluer les performanes du orreteur, des variations de vitesse de l'ordre de
±50% ont été opérées �a l'instant t = 5 s. D'après les résultats obtenus (Figure 2.7),il est remarquable qu'en dépit des variations introduites, la poursuite de onsigne estparfaitement assurée, et la variation de la grandeur de ommande reste physiquementaeptable, et ompense l'e�et perturbateur induit par la variation de la vitesse.Erreurs de modélisationPour la résolution numérique du problème d'optimisation (synthèse du orreteur PIFlou), un modèle approximé ave un nombre de points de disrétisation N = 80, obtenupar la méthode des lignes, a été utilisé. Le modèle ainsi disrétisé permet une bonne55
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est onéreuse, vu le nombre de apteurs indispensables, 'est pourquoi il est préférable depenser �a appliquer la ommande �oue en onsidérant un autre type d'observation parexemple �a la frontière.Un autre problème intéressant �a onsidérer onsiste �a prendre en ompte la naturedistribuée de la température de l'enveloppe. Ce problème de ommande fera l'objet duhapitre suivant, o�u une solution basée sur la ommande géométrique �a la frontière seraproposée pour un éhangeur de haleur �a ontre-ourant.
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Chapitre 3Commande Géométrique �a la Frontièred'un Éhangeur de Chaleur �aontre-ourant
3.1 IntrodutionDans le hapitre préédent, la température de l'enveloppe a été supposée homogèneet distribuée d'une manière uniforme le long de l'éhangeur. Cette hypothèse onstitueune simpli�ation pour le modèle de e dernier. En réalité, la température de l'enveloppeest aussi de nature distribuée et non homogène. Dans e as, l'évolution dynamique de latempérature de l'enveloppe sera régie par une EDP linéaire, et le modèle de l'éhangeursera onstitué par deux EDP. En absene des phénomènes de di�usion, e modèle est detype onvetion-réation et dérit onvenablement le omportement spatial et dynamiquede l'éhangeur (Friedly, 1972; Douglas, 1972). En onsidérant e type de modèle, e présenthapitre aborde la ommande géométrique �a la frontière de l'éhangeur de haleur.En e�et, pour ommander la température de �uide interne, irulant dans le tube, �a lasortie de l'éhangeur de haleur, deux variables aratéristiques peuvent être manipulées :la température d'entrée du �uide externe, irulant �a ontre-ourant dans l'enveloppe,ou sa vitesse d'éoulement (Xia et al., 1991). Néanmoins, la manipulation de la vitessein�ue diretement sur les paramètres physiques de l'éhangeur de haleur, en partiulier lesoe�ients de transfert de haleur, et peuvent même entra��ner le hangement de la natured'éoulement du �uide de laminaire �a turbulent (Xuan et Roetzel, 1993). Par onséquent,une adaptation des paramètres du orreteur s'impose mais ette dernière onstitue unet�ahe très di�ile (Abdelghani-Idrissi et al., 2001). De plus, manipuler la vitesse du �uiderevient �a onsidérer une température d'entrée onstante pour le �uide externe, e quiimpose des limitations pour la variable manipulée, don pour les onsignes �a atteindre(Abdelghani-Idrissi et al., 2001; Arbaoui et al., 2007). Par ontre, la manipulation de59



la température permet de travailler ave des débits onstants, et la variation du régimehydrodynamique onstitue une perturbation, a�etant le système, dont l'e�et doit êtrerejeté par le orreteur (Maidi et al., 2007, 2008a).Ces onsidérations justi�ent le hoix porté sur la manipulation de la températured'entrée du �uide externe dans e hapitre. Ainsi, la synthèse de la loi de ommande estréalisée en onsidérant l'équation aux dérivées partielles (EDP) du modèle de l'éhangeurdérivant la distribution de la température du �uide interne, et la ommande aluléereprésente la ondition aux limites pour l'équation dérivant la distribution de la tempé-rature de l'enveloppe.Le hapitre débute par l'introdution du modèle de l'éhangeur onsidéré, puis abordela ommande géométrique �a la frontière de e dernier. La �n du hapitre est réservée �al'évaluation des performanes de la ommande géométrique, et des disussions relativesaux questions d'implantation pratiques. Le as de la manipulation de la vitesse du �uideonstitue l'un des points abordés, également, dans e hapitre a�n de omparer les deuxstratégies.3.2 Modèle de l'éhangeur de haleur �a ontre-ourantL'examen de la littérature dédiée �a la ommande de l'éhangeur de haleur �a ontre-ourant révèle que peu d'approhes de ommande, basées sur le modèle EDP, ont étédéveloppées (Lim et Fang, 1972; Pohjolainen et L�atti, 1983; Xu et Gauthier, 1991; Gau-thier et Xu, 1991; Hanzy et Palazoglu, 1995; Abdelghani-Idrissi et al., 2001; Christo�des,2001; Shang et al., 2005; Arbaoui et al., 2007). Ces dernières di�érent dans leur prinipe,dans la stratégie et par le modèle retenu pour la synthèse de la loi de ommande. Lemodèle dépend des hypothèses posées lors du proessus de modélisation (Douglas, 1972;Ray et Ogunnaike, 1994).Ainsi, si le phénomène de di�usion est négligé, le modèle est de type onvetion-réation (Douglas, 1972; Ray et Ogunnaike, 1994; Estel et al., 2000; Abdelghani-Idrissiet al., 2001; Arbaoui et al., 2007), dans le as ontraire il est de type di�usion-onvetion-réation (Pohjolainen et L�atti, 1983; Gauthier et Xu, 1991; Xu et Gauthier, 1991) oudi�usion-réation (Alotaibi et al., 2004). Le nombre d'EDP dépend des dynamiques detransfert de haleur onsidérées et de la nature des variables aratéristiques.Couramment le phénomène de di�usion est négligé devant elui de onvetion. Lorsquela température de �uide dans l'enveloppe est supposée homogène et que la dynamique detransfert de haleur �a travers le tube est négligée (Lim et Fang, 1972; Ray et Ogunnaike,1994; Christo�des, 2001; Shang et al., 2005), le modèle se réduit �a une seule EDP (modèleétudié dans le hapitre 2). Dans le as o�u la température de l'enveloppe est non homogène,alors sa dynamique est régie par une EDP e qui onduit �a un modèle �a deux EDP60
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, irulant �a ontre-ourant dans l'enveloppe ave une vitesse ve(t), et ren-trant �a une température Te0

(t). Contrairement �a l'éhangeur de haleur onsidéré dans lehapitre 1, la température de l'enveloppe est maintenant onsidérée non homogène, 'est-�a-dire de nature distribuée. Ainsi, l'ériture du bilan d'énergie pour l'enveloppe onduit�a l'EDP suivante :
∂Te(z, t)

∂t
= +υe(t)

∂Te(z, t)

∂z
+ ae

[

T (z, t) − Te(z, t)
] , ae =

he S

ρeSeCpe

(3.1)Pour ette équation, dérivant la distribution de la température du �uide externe dansl'enveloppe, la ondition aux limites est la température du �uide entrant Te0
(t), spéi�ée�a z = L, par onséquent :

Te(L, t) = Te0(t) (3.2)tandis que la ondition initiale (�a t = 0) est un pro�l de température donné :
Te(z, 0) = T ∗

e (z) (3.3)61



En reprenant l'EDP (2.1), dérivant la distribution de la température du �uide in-terne, dans le tube, la ondition aux limites (2.2), et la ondition initiale (2.3), le modèledynamique de l'éhangeur de haleur prend la forme (Maidi et al., 2007, 2008a) :
∂T (z, t)

∂t
= −υ(t)

∂T (z, t)

∂z
+ a
[

Te(z, t) − T (z, t)
] (3.4)

∂Te(z, t)

∂t
= +υe(t)

∂Te(z, t)

∂z
+ ae

[

T (z, t) − Te(z, t)
] (3.5)

T (0, t) = T0(t) (3.6)
Te(L, t) = Te0

(t) (3.7)
T (z, 0) = T ∗(z) (3.8)
Te(z, 0) = T ∗

e (z) (3.9)Dans e qui suit, les onditions initiales T ∗(z) et T ∗

e (z) représentent les pro�ls spatiauxde température des �uides interne et externe en régime stationnaire. Ces pro�ls sontobtenus en annulant les dérivées temporelles dans le modèle de l'éhangeur de haleur �aontre-ourant. Cei revient �a résoudre le système d'EDO suivant :
0 = −υ(t)

∂T ∗(z, t)

∂z
+ a
[

T ∗

e (z, t) − T ∗(z, t)
] (3.10)

0 = +υe(t)
∂T ∗

e (z, t)

∂z
+ ae

[

T ∗(z, t) − T ∗

e (z, t)
] (3.11)Ce problème est �a deux limites. Sa résolution doit être envisagée numériquementmoyennant des tehniques d'approximation d'équations ou de solutions. Dans ette étude,la solution est obtenue en utilisant la méthode des lignes présentée dans la setion 1.7.3.3 Formulation du problème de ommandeLe modèle de l'éhangeur de haleur appartient �a la lasse des systèmes dérits pardes EDP quasi-linéaires de premier ordre. Christo�des et Daoutidis (1996a); Gundepudiet Friedly (1998); Wu et Liou (2001); Christo�des (2001), et Shang et al. (2005) ont puétendre la théorie de ommande géométrique, développée dans le adre des systèmes �aparamètres loalisés (Kravaris et Kantor, 1990a,b; Isidori, 1995; Corriou, 2003, 2004),pour développer des lois de ommande géométriques performantes pour ette lasse desystèmes. Il a été démontré que le problème de synthèse revient �a un plaement de p�lesqui peut se faire d'une manière optimale, pour �xer une dynamique désirée pour le om-portement entrée externe-sortie. Un omportement qui peut être robusti�é (garantir uneerreur asymptotique nulle même en présene d'erreur de modélisation et de perturba-62



tion) par l'introdution d'un orreteur, pour le alul de l'entrée externe dont l'entréeest l'éart onsigne désirée-sortie ommandée (Isidori, 1995; Kravaris et Kantor, 1990b;Christo�des, 2001; Corriou, 2004).Rappelons que la dynamique des systèmes SPD de type onvetion-réation, d'ordreun, est aratérisée par le modèle quasi-linéaire suivant :
∂x(z, t)

∂t
= −v(t) ∂x(z, t)

∂z
+ f
(
x(z, t)

)
+ g
(
x(z, t)

)
u(t) (3.12)Pour ommander ette lasse de systèmes, deux stratégies sont possibles. La premièreonsiste �a manipuler la grandeur u(t), en dépit de la variation de v(t). La deuxième inverseles grandeurs, 'est-�a-dire prend omme variable de ommande la grandeur v(t), et u(t)représente la grandeur perturbatrie.Christo�des et Daoutidis (1996a), et Christo�des (2001) adoptent la première stratégiede ommande, pour ommander la température moyenne de �uide �a hau�er, en manipu-lant la température de l'enveloppe supposée uniforme et répartie le long de l'éhangeur(modèle étudié dans le hapitre 1). La même stratégie a été onsidérée par Wu et Liou(2001) pour ommander la onentration �a la sortie d'un réateur piston, en manipulantla température de l'enveloppe aux frontières.Pour la ommande des mêmes systèmes (éhangeur de haleur et réateur piston),Gundepudi et Friedly (1998) et Shang et al. (2005) adoptent la deuxième stratégie deommande. Pour le as de l'éhangeur, la vitesse du �uide �a hau�er est utilisée pourommander sa température �a la sortie de l'éhangeur. La température de l'enveloppe estsupposée uniforme et onstante (modèle �a une seule EDP). Conernant le réateur piston,les auteurs proposent de manipuler la vitesse du �uide aloporteur pour ommander laonentration du produit désirée �a la sortie du réateur.Ces problèmes de ommande ont été abordés par la ommande géométrique (Chris-to�des et Daoutidis, 1996a; Christo�des, 2001), et par la méthode des aratéristiques(Shang et al., 2005).Néanmoins, les résultats probants obtenus ave la ommande géométrique initent etmotivent son appliation �a des systèmes dont le modèle EDP est plus réaliste. En outre,elle onstitue une voie intéressante pour développer des lois de ommande faisant partiede la stratégie de post-approximation.L'étude menée dans e hapitre s'insrit dans e adre. L'objetif onsiste �a synthétiserune loi de ommande géométrique en onsidérant le modèle (3.4�3.9) de l'éhangeur dehaleur, qui traduit parfaitement la variation spatiale de la température de l'enveloppe,ou enore l'in�uene de l'EDP (3.5). Dans e as, la ommande ne peut être appliquéequ'�a la frontière z = L.Ainsi, l'essentiel du travail est axé prinipalement sur la première stratégie de om-63



mande qui onsiste �a ommander la température du �uide interne, �a la sortie de l'éhan-geur z = L (observation �a la frontière), par la manipulation de la température d'entrée du�uide externe orrespondante �a la ondition aux limites (3.7). Du fait de l'équation (3.5),il est remarquable que la manipulation de la ondition aux limites de l'enveloppe, donnéepar la relation (3.7), entra��ne une variation de la température du �uide externe Te(t) lelong de l'enveloppe. Notons que la stratégie de ommande basée sur la manipulation de lavitesse du �uide externe ve(t) est également abordée a�n de omparer les deux stratégiesde ommande.Ainsi, en désignant par u(t) la variable manipulée et par y(t) la variable de sortie �aommander, le modèle de l'éhangeur de haleur (3.4�3.9), en ajoutant l'équation de lasortie, prend la forme (Maidi et al., 2007, 2008a) :
∂T (z, t)

∂t
= −υ(t)

∂T (z, t)

∂z
+ a
[

Te(z, t) − T (z, t)
] (3.13)

∂Te(z, t)

∂t
= +υe(t)

∂Te(z, t)

∂z
+ ae

[

T (z, t) − Te(z, t)
] (3.14)

T (0, t) = T0(t) (3.15)
Te(L, t) = Te0

(t) = u(t) (3.16)
T (z, 0) = T ∗(z) (3.17)
Te(z, 0) = T ∗

e (z) (3.18)
y(t) = T (z, t)

∣
∣
z=L

= T (L, t) (3.19)Pour la synthèse de la loi de ommande, des notions de ommande géométrique (Kra-varis et Kantor, 1990a,b; Isidori, 1995; Corriou, 2003, 2004) seront utilisées. Les deuxstratégies de ommande présentées préédemment seront étudiées dans e qui suit.3.4 Obtention de la loi de ommande3.4.1 Manipulation de la température du �uide externe �a la fron-tièrePour déterminer la loi de ommande géométrique, pour le problème de ommandeformulé dans la setion préédente, la première étape onsiste �a déterminer le degré relatif
σ de l'éhangeur de haleur �a ontre-ourant. Le degré relatif est dé�ni omme le pluspetit degré de dérivation de la sortie y(t) qui dépend expliitement de l'entrée u(t) (Isidori,1995; Christo�des et Daoutidis, 1996a; Christo�des, 2001; Corriou, 2004).Le degré relatif, pour le modèle de l'éhangeur de haleur (3.13�3.18), est déterminé64



suivant l'approhe des dérivées temporelles suessives de la sortie y(t) (Corriou, 2003,2004). Ainsi, pour e dernier, la dérivée première de la température de sortie du �uideinterne est :
dy(t)

dt
=

dT (z, t)

dt

∣
∣
∣
z=L

= −v(t)∂T (L, t)

∂z

∣
∣
∣
z=L

+ a
[

Te(L, t)
︸ ︷︷ ︸

u(t)

−T (L, t)
] (3.20)On onstate que la ommande u(t) appara��t expliitement dans la première dérivée dela sortie, et omme le oe�ient de transfert de haleur a 6= 0, le degré relatif du systèmeest σ = 1. Cei signi�e qu'une dynamique d'un système linéaire, de premier ordre, peutêtre imposée pour le omportement sortie désirée ν(t)�sortie y(t) de la boule fermée :

τ
dy(t)

dt
+ y(t) = ν(t) (3.21)En substituant l'expression du terme dy(t)
dt

donnée par la relation (3.20) dans la rela-tion (3.21), il vient :
y(t) − τ v(t)

∂T (L, t)

∂z

∣
∣
∣
z=L

+ τ a
[

u(t) − T (L, t)
]

= ν(t) (3.22)De ette relation, on déduit l'expression de la loi de ommande suivante :
u(t) =

1

a τ

[
(

ν(t) − T (L, t)
)

+ τ v(t)
∂T (z, t)

∂z

∣
∣
∣
z=L

+ τ a T (L, t)

] (3.23)o�u τ désigne la onstante du temps désirée pour la dynamique en boule fermée entrel'entrée ν(t) et la sortie y(t). La grandeur ν(t) représente une entrée externe, et a�n degarantir une erreur asymptotique nulle, même en présene des erreurs de modélisation etde perturbation, ette entrée externe peut être fournie par le orreteur suivant :
ν(t) =

t∫

0

G(t− ξ)
[

yd(ξ) − y(ξ)
]

dξ (3.24)o�u la fontion G(t) est déterminée en se basant sur la théorie de ommande des systèmelinéaires, par exemple omme l'inverse d'une fontion de transfert ontinue donnée. Dans
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Fig. 3.2 � Stratégie de ommande géométrique de l'éhangeur de haleur.ette étude, ν(t) sera un orreteur PI lassique :
ν(t) = Kc

[

yd(t) − y(t) +
1

τI

t∫

0

(
yd(ξ) − y(ξ)

)
dξ
] (3.25)o�u Kc, τI , et yd(t) représentent respetivement le gain proportionnel et la onstante detemps intégrale du orreteur PI, et la onsigne désirée.La stratégie de ommande adoptée pour la ommande �a la frontière de l'éhangeur dehaleur est donnée par la Figure 3.2.En boule fermée, la fontion de transfert entre la onsigne désirée yd(t) et la sortieommandée y(t) est :

Y (s)

Y d(s)
=

Kc

τ
s+

Kc

τ τI

s2 +
(1

τ
+
Kc

τ

)

s+
Kc

τ τI

(3.26)Dans e as, la stabilité du système et le omportement dynamique sont onditionnéspar les raines du polyn�me aratéristique :
s2 +

(1

τ
+
Kc

τ

)

s +
Kc

τ τI
= 0, (3.27)�xés par le hoix e�etué pour les paramètres de réglages Kc, τI , et τ . Dans ette présenteétude, on onsidère un polyn�me ontinu optimal, au sens du ritère de l'intégrale de lavaleur absolue de l'erreur pondérée par le temps (ITAE), en utilisant la méthode deGraham et Lathrop (1953).3.4.2 Manipulation de la vitesse du �uide externeLorsque la vitesse du �uide externe est hoisie omme la grandeur manipulée, la tem-pérature de e dernier est supposée onstante exepté dans le as de perturbation. Pourette stratégie de ommande, deux approhes de synthèse sont possibles (Maidi et al.,2008a).La première approhe est basée sur l'utilisation direte de l'équation (3.14) onsidérée66



en point z = L. Dans e as, ette équation n'est plus une EDP mais une équationalgébrique de la forme suivante (Maidi et al., 2008a) :
0 = −υe(t)

∂Te(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L

+ ae

[

T (L, t) − Te(L, t)
] (3.28)o�u T (L, t) représente la température désirée, pour le �uide interne, �a la sortie de l'éhan-geur de haleur.De l'équation (3.28), il est remarquable que la grandeur manipulée in�ue, diretement,sur la sortie �a ommander sans dynamique apparente, 'est-�a-dire que le degré relatif est

σ = 0. De ette équation résulte l'expression de la loi de ommande suivante :
υe(t) = ae

[

T (L, t) − Te(L, t)
]

∂Te(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L

(3.29)Notons que ette loi de ommande est valable pour un modèle parfait et en absene deperturbations. La dérivée partielle intervenant dans le dénominateur de l'équation (3.29)dépend impliitement de la onsigne désirée yd(t) = T (L, t), et peut être alulée enrégime stationnaire pour di�érentes valeurs de yd(t). Cette dépendane, pour les mêmesparamètres du Tableau 3.1, est donnée par la Figure 3.3. Néanmoins, l'appliation deette loi de ommande telle quelle n'assure auun rejet de perturbation puisqu'elle opèreen boule ouverte. Pour tenir ompte des erreurs de modélisation et des perturbations,un terme de orretion dynamique, moyennant un PID par exemple, peut être ajouté �ala loi de ommande (3.29).La deuxième approhe de synthèse est basée sur la ommande géométrique omme elaa été abordé préédemment. Dans le as de la manipulation de la vitesse du �uide externe,omme les EDP régissant le omportement dynamique de l'éhangeur de haleur sont denature hyperbolique, des disontinuités au niveau des pro�ls de température peuvent semanifester (Gundepudi et Friedly, 1998). De plus, en point z = L la température Te0
(t)est onstante par onséquent sa variation temporelle est nulle. Ainsi, pour que la loi deommande ve(t) soit bien dé�nie, la variable �a ommander doit être évaluée au point

z = L − ǫ (ǫ représente un inrément de position très faible) et non au point z = L(Gundepudi et Friedly, 1998). Cei permet d'éviter l'utilisation de la loi de ommande(3.28), et de tenir ompte de l'in�uene de l'EDP originale (3.14).De la même manière, que préédemment, le alul des dérivées temporelles suessives
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Fig. 3.3 � Evolution de la température T (L, t) en fontion de la vitesse du �uide externe
ve(t).de la sortie y(t) = T (L− ǫ, t) (la vitesse du �uide interne v(t) est onstante) donne :

dy(t)

dt
=

dT (z, t)

dt

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

= −v ∂T (z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

+ a
[

Te(L− ǫ, t) − T (L− ǫ, t)
] (3.30)

d2y(t)

dt2
= −v ∂

∂t

(
∂T (z, t)

∂z

)∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

+ a

[

dTe(z, t)

dt

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

− dT (z, t)

dt

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

]

= −v ∂

∂z

(
∂T (z, t)

∂t

)∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

+ a

[

dTe(z, t)

dt

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

− dT (z, t)

dt

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

]

= −v ∂
∂z

(

−v∂T (z, t)

∂z
+ a
[

Te(z, t) − T (z, t)
])
∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

+ a

(

+ve(t)
︸ ︷︷ ︸

u(t)

∂Te(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

+ a
[

T (L− ǫ, t) − Te(L− ǫ, t)
]

+v
∂T (z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

− a
[

Te(L− ǫ, t) − T (L− ǫ, t)
]
) (3.31)On onstate que la variable manipulée ve(t) appara��t dans l'expression de la dérivéeseonde de la variable ommandée par rapport au temps, alors le degré relatif est σ = 2.Ainsi, une dynamique d'un système de seond ordre peut être imposée au transfert entrée68



externe ν(t)-sortie ommandée y(t) régi par l'EDO suivante :
τ2
d2y(t)

dt2
+ τ1

dy(t)

dt
+ y(t) = ν(t) (3.32)En substituant les termes d2y(t)

dt
et dy(t)

dt
par leurs expressions données respetivementpar (3.30) et (3.31) dans (3.32), et après arrangement, on aboutit �a l'expression suivantepour la loi de ommande (Maidi et al., 2008a) :

u(t) =
1

a τ2
∂Te(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

×
{

ν(t) − τ2 v
2 ∂

2T (z, t)

∂z2

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

+ τ2 a v
∂Te(z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

+(τ2 a
2 + τ2 a ae − τ1 a)

(

Te(L− ǫ, t) − T (L− ǫ, t)
)

−(2τ2 a v − τ1 v)
∂T (z, t)

∂z

∣
∣
∣
∣
z=L−ǫ

− T (L− ǫ, t)

} (3.33)o�u τ1 et τ2 sont les paramètres ajustables du orreteur. De même, pour l'objetif derobustesse, l'entrée externe ν(t) sera dé�nie �a l'aide d'un orreteur PI, e qui onduit,en boule fermée, �a la fontion de transfert suivante :
Y (s)

Y d(s)
=

Kc (τI s+ 1)

τI τ2 s3 + τI τ1 s2 + (τI +Kc τI) s+Kc
(3.34)3.5 Évaluation des performanes des orreteursDans le but d'évaluer les performanes des deux lois de ommande (3.23) et (3.33),des tests de simulation ont été réalisés. L'aent est mis sur la première stratégie deommande, étant donné ses avantages, disutés dans l'introdution, par rapport �a ladeuxième stratégie. Pour le as de la deuxième stratégie de ommande, la simulation estlimitée �a un seul test dont l'objetif est de montrer l'appliabilité de ette dernière et depouvoir omparer les deux stratégies de ommande.Ainsi, pour la simulation du système boulé, la méthode des lignes est utilisée (f.setion 1.7) en utilisant un nombre de points de disrétisation N = 100, et une périoded'éhantillonnage de ∆t = 0.02 s.3.5.1 Manipulation de la température du �uide externeDans l'expression de la loi de ommande (3.23), il est remarquable que ette dernièrefait intervenir la dérivée première de la température, par rapport �a la variable spatiale69



Désignation Symbole ValeurCoe�ient de transfert de haleur pour le �uide interne a 2.92 s−1Coe�ient de transfert de haleur pour le �uide externe ae 5 s−1Vitesse du �uide interne v 1m . s−1Vitesse du �uide externe vz 2m . s−1Longueur de l'éhangeur L 1mCondition aux limites pour le �uide interne T (0, t) 25◦CCondition aux limites pour le �uide externe Te(L, t) 50◦CTab. 3.1 � Paramètres de l'éhangeur de haleur �a ontre-ourant et onditions de simu-lation. Désignation Symbole ValeurConstante de temps pour le transfert ν(t) − y(t) τ 1 sGain proportionnel Kc 7.80Constante de temps intégrale τI 1.03 sTab. 3.2 � Paramètres de la loi de ommande.
z, du �uide interne sortant au point z = L. Par onséquent, pour implanter la loi deommande, ette dernière doit être disrétisée en utilisant la tehnique des di�érenes�nies. Ainsi, le shéma de di�érene arrière donne :

u(t) =
1

a τ

[(

Kc

[

yd(t) − y(t) +
1

τI

t∫

0

(

yd(ξ) − y(ξ)
)

dξ

]

− T (L, t)

)

+τ
v(t)

∆L

(

T (L, t) − T (L− ∆L, t)
)

+ τ a T (L, t)

] (3.35)Du point de vue pratique, l'implantation de ette loi de ommande néessite l'utilisa-tion de deux apteurs, plaés aux positions adjaentes dé�nies par z = L−∆L (∆L 6= ∆z)et z = L, ou l'estimation de es deux mesures (états) �a ses positions. Ce point est ample-ment disuté dans e qui suit.Les onditions de simulation sont résumées dans le Tableau 3.1. Les onditions initialessont prises égales aux pro�ls des températures, des �uides interne et externe, en régimestatique. Ces derniers sont obtenus en résolvant le problème �a deux limites (3.10). Laméthode des lignes onduit aux pro�ls représentés sur la Figure 3.4. Les paramètres deréglage de la loi de ommande, reportés dans le Tableau 3.2, sont hoisis de manière �a eque le système en boule fermée (3.26) soit optimal pour le ritère ITAE.70
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Fig. 3.4 � Pro�ls des températures du �uide interne et externe en régime stationnaire.Poursuite de la onsigneLe premier test e�etué onerne la poursuite de onsigne. Ainsi, deux éhelons deonsigne ont été imposés, aux instants t = 1 s et t = 5 s, qui sont respetivement yd(t) =

50◦C et yd(t) = 30◦C. Pour éviter les onséquenes dues aux hangements brusques de laonsigne, ette dernière est �ltrée par un �ltre de premier ordre de onstante de tempségale �a 0.2 s.La Figure 3.5 donne les évolutions de la sortie y(t) et de la grandeur de ommande
u(t). On onstate que la sortie suit très orretement les onsignes imposées, tandis queles variations de la ommande sont physiquement admissibles. Les pro�ls spatiaux detempérature obtenus aux instants t = 4 s et t = 10 s (Figure 3.6) sont également réalistes.
Rejet de la perturbationLe test de rejet de la perturbation onsiste �a évaluer les performanes du orreteurfae �a la variation de la température du �uide interne T0(t), �a l'entrée de l'éhangeur, quionstitue une perturbation pour le système. Pour ette raison, un éhelon de −20% de latempérature d'entrée (�a z = 0) du �uide interne est imposé �a l'instant t = 5 s, après avoirimposé un éhelon de onsigne yd(t) = 50◦C �a t = 1 s.On onstate que la sortie ommandée (Figure 3.7) est insensible �a la perturbationdont l'e�et est ompensé par la variation de la ommande. Par ontre, si on examine71
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Fig. 3.5 � Poursuite de onsigne. Gauhe : sortie ommandée et onsigne. Droite : Entréemanipulée.
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Fig. 3.7 � Rejet de la perturbation. Gauhe : Sortie ommandée. Droite : Entrée mani-pulée.les températures aux points z = 0, 0.25, 0.50, 0.75, 1m (Figure 3.8), on remarque quela perturbation de type éhelon visible �a z = 0 s'atténue au fur et �a mesure que l'ons'éloigne de l'entrée (z = 0) jusqu'�a devenir quasiment invisible �a la sortie de l'éhangeur(en z = L). A nouveau, les pro�ls de température, après suessivement l'éhelon deonsigne et l'éhelon de perturbation (Figure 3.9), sont typiques du fontionnement d'unéhangeur �a ontre-ourant.
RobustessePour tester la robustesse du orreteur vis-�a-vis des variations paramétriques et deserreurs de modélisation, deux tests ont été réalisés. Dans le premier test, di�érentes va-riations paramétriques ont été introduites pour perturber le modèle nominal.Les variations paramétriques onernent les oe�ients de transfert de haleur a et ae,et les vitesses des �uides v(t), et ve(t). Ces variations représentent des inertitudes paramé-triques ou des �utuations brusques induites par les équipements onnetés �a l'éhangeurde haleur. Pour e test, tous les hangements paramétriques interviennent �a l'instant
t = 5 s, après avoir imposé un hangement de onsigne de yd(t) = 50◦C �a l'instant t = 1 s.Les Figures 3.11�3.13 montrent les résultats obtenus pour les di�érents hangements de73
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∂Tp(z, t)

∂t
= aInt [T (z, t) − Tp(z, t)] + aExt [Te(z, t) − Tp(z, t)

] (3.36)o�u les oe�ients de transfert aInt et aExt sont donnés par :
aInt =

h

ρp eInt Cpp

, aExt =
he

ρp eExtCpp

(3.37)o�u ρp et Cpp
sont respetivement la densité et la apaité alori�que de la paroi. eInt et

eInt sont respetivement l'épaisseur du tube et de l'enveloppe.Pour évaluer les performanes du orreteur en présene des erreurs du modèle, tra-duites par l'intégration de l'équation de la paroi (3.36), un hangement de onsigne de
yd(t) = 50◦C a été imposé �a l'instant t = 1 s. Les valeurs des oe�ients de transfert
aInt et aExt, onsidérées pour e test, sont respetivement 1 s−1 et 3 s−1. La Figure 3.14donne les résultats obtenus. On onstate que le orreteur assure la poursuite de onsigne,mais la sortie ommandée et la grandeur manipulée présentent des évolutions osillantesamorties qui restent aeptables. Cei est d�u �a la dynamique de la paroi qui rentre enjeu. Ces osillations peuvent être amorties davantage en intervenant sur les paramètresde réglage du système de ommande, ou simplement par l'ajout de l'ation dérivée dansle orreteur alulant l'entrée externe ν(t) (ette grandeur sera fournie par un PID).
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Bruits de mesures et positionnement des apteursEn pratique, les mesures transmises par les apteurs sont souvent bruitées e quionduit �a des erreurs de mesure �a aratère stohastique, don non préditibles. Ainsi,l'implantation de la loi de ommande (3.35) fait intervenir l'approximation de la dérivée dela température par rapport �a la variable z, par onséquent deux mesures sont néessairespour évaluer ette dérivée. En présene des erreurs de mesures, la variation de températureentre deux points adjaents �a z = L − ∆z et z = L peut être noyée dans le bruit demesure e qui se réperute, immédiatement, sur les performanes du orreteur (Maidiet al., 2008a).Avant de présenter les tehniques utilisées pour une estimation aeptables des mesuresindispensables pour l'implantation, il est judiieux d'étudier l'in�uene de la position duapteur de température plaé �a la position dé�nie par z = L− ∆L.En e�et, la sensibilité du terme dérivé par rapport au bruit de mesure est diretementin�uenée par ette position. Pour et objetif, plusieurs valeurs ont été onsidérées pour
∆L, et prises égales �a l∆z, ave l est un entier.A�n de simuler une implantation réelle, on onsidère que les mesures sont bruitées enajoutant aux valeurs fournies par le modèle théorique un bruit blan Gaussien d'éart-type égal �a 0.2◦C. Un hangement de onsigne orrespondant �a yd(t) = 50◦C, et une77
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Fig. 3.16 � In�uene de l'erreur de positionnement du apteur mesurant la températureau point z = L− ∆L. Gauhe : Sortie ommandée. Droite : Variable manipulée.pour lisser les mesures bruitées. Les expressions des mesures �ltrées sont données par :
Tf (L, k∆t) =

Lf∑

i=1

λi−1
f T (L, (k − i+ 1) ∆t)

Lf∑

i=1

λi−1
f

(3.38)
Tf(L− ∆L, k∆t) =

Lf∑

i=1

λi−1
f T (L− ∆L, (k − i+ 1) ∆t)

Lf∑

i=1

λi−1
f

(3.39)o�u Lf et λf sont respetivement la longueur et le fateur d'oubli du �ltre. Ce dernier doitêtre prohe de 1, par exemple 0.95.Notons que plus le fateur d'oubli λf est faible, plus l'e�et de lissage est faible et l'aug-mentation de la longueur du �ltre Lf , augmente l'e�et de �ltrage. Les valeurs onsidéréespour es deux paramètres dans le test de simulation réalisé sont : λf = 0.96, et Lf = 10.Les résultats obtenus (Figures 3.17�3.19) montrent que le orreteur se omporteonvenablement et assure de performanes appréiables, puisque la sortie présente desdéviations aeptables par rapport �a la onsigne imposée (Figure 3.18), ave des solliita-tions modérées pour la variable manipulée (Figure 3.19).
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Fig. 3.19 � Filtrage des mesures : Variation de la variable manipulée.
− Estimation d'état : L'estimation d'état est la tehnique la plus utilisée pour l'im-plantation en ligne de lois de ommande, lorsque es dernières néessitent une onnais-sane partielle ou totale du veteur d'état. Plusieurs tehniques ont été développées pourl'estimation des états �a partir des mesures disponibles (Grewal et Andrews, 2001; Simon,2006). Néanmoins, l'examen de la littérature dédiée au domaine de l'estimation d'étatmontre que le �ltre de Kalman reste de loin la tehnique la plus répondue. Ce dernier serautilisé pour estimer la mesure au point z = L− ∆L �a partir des mesures disponibles : lasortie en z = L, et la perturbation mesurable T0(t).Avant de proéder �a la oneption du �ltre de Kalman, il est néessaire d'étudierl'observabilité du système. Puisque l'éhangeur de haleur �a ontre-ourant est un SPD,l'observabilité de e dernier n'est pas a�etée seulement par le hoix des apteurs maisaussi par leurs emplaements (Ray, 1989; Waldra� et al., 1998). En général, il est trèsdi�ile de prouver l'observabilité d'un SPD et, dans la plupart des as, l'étude de ettepropriété passe par une pré-approximation du système pour appliquer, par la suite, lesdi�érents ritères dédiés aux SPL (Waldra� et al., 1998; Alotaibi et al., 2004). Néanmoins,ette approhe est très limitée, ar l'observabilité qui dépend seulement de l'emplaementdes apteurs, peut dépendre de la méthode de la pré-approximation utilisée, du nombrede points de disrétisation retenu pour la préision souhaitée, et de leurs positions (Singhet Hahn, 2007). En faisant ainsi abstration de la nature distribuée du système, desonlusions erronées peuvent être faites �a propos des propriétés fondamentales du système(Christo�des, 2001).L'étude de l'observabilité des systèmes dérits par des EDP de premier ordre en tempsest amplement disutée par (Ray, 1989, page 293). L'approhe présentée par Ray (1989)82



repose sur la méthode des aratéristiques utilisée pour la pré-approximation des EDP.Pour étudier l'observabilité de l'éhangeur de haleur �a ontre-ourant en suivant etteapprohe, on mis le modèle de l'éhangeur de haleur �a ontre-ourant (3.4�3.5) sous laforme :
∂x(z, t)

∂t
=

[

−v 0

0 ve

]

∂x(z, t)

∂z
+ Ψ x(z, t) (3.40)

y(t) = C x(z, t)|z=Lo�u
x(z, t) =

[

T (z, t)

Te(z, t)

] (3.41)
Ψ =

[

−a +a

+ae −ae

] (3.42)
C =

[

1 0
] (3.43)La matrie d'observabilité du système (3.40) est donnée par (Ray, 1989) :

O =
[
ΦT CT

] (3.44)o�u Φ = eΨ t est la matrie de transition.On déduit que le système (3.40) est omplètement observable puisque :rang(O) = n = 2 (ordre du système EDP) (3.45)Pour la synthèse du �ltre de Kalman, on utilise le modèle approximé de l'éhangeurde haleur obtenu par la méthode des lignes en onsidérant un nombre de points dedisrétisation Nf < N (Maidi et al., 2008a). Ainsi, en présene du bruit de mesures etdes erreurs de modélisation, le modèle approximé prend la forme :
Ẋ(t) = ÃX(t) + B̃ u(t) + Ẽ T0(t) + ζ(t)

y(t) = C̃ X(t) + η(t)
(3.46)o�u

X(t) =
[

T1(t) . . . TNf
(t) Te1

(t) . . . TeNf
(t)
]T (3.47)ave Ti(t) ≡ T (zi, t) et Tei

(t) ≡ Te(zi, t) (i = 1, . . . , Nf ).Les matries Ã ∈ ℜNf×Nf , B̃ ∈ ℜNf×1, Ẽ ∈ ℜNf×1 et C̃ ∈ ℜ1×Nf sont onstanteset issues du proessus de disrétisation. ζ(t) et η(t) sont des bruits blans Gaussiens,83



respetivement d'état et de mesure, non orrélés, de matries de ovariane respetivement
Q et R.Comme le système est ontinu et que les mesures sont disrète, le �ltre de Kalmanontinu-disret est utilisé pour l'estimation de l'état du système. L'estimation de l'état
X̂(t) est basée sur l'exploitation des variables mesurées u(t), T0(t), et y(t), et la matriedes gains du �ltre est évaluée en utilisant l'algorithme du �ltre de Kalman (Corriou, 2003,2004; Simon, 2006). Le problème onsiste �a estimer �a l'instant tk (tk = k∆t) des étatsnon mesurés en utilisant les mesures disponibles sur le système �a l'instant tk−1.L'algorithme du �ltre de Kalman omprend deux phases (Grewal et Andrews, 2001;Corriou, 2004; Simon, 2006) :Phase de prédition : elle onsiste �a intégrer les équations di�érentielles dérivant lavariation du veteur d'état X̂(t), et de la matrie de ovariane de l'erreur P (t) surl'intervalle [tk−1, tk]. Ces équations sont données selon :

˙̂
X(t/tk−1) = Ã X̂(t/tk−1) + B̃ u(t/tk−1) + Ẽ T0(t/tk−1)

Ṗ (t/tk−1) = Ã P (t/tk−1) + P (t/tk−1) Ã
T +Q

(3.48)pour obtenir une prédition alors que la mesure n'a pas enore été réalisée. Lespréditions de X̂(tk), et P (tk) sont notées respetivement X̂(tk/tk−1) et P (tk/tk−1).Phase de orretion : elle onsiste �a mettre �a jour l'estimation de l'état et de la ma-trie de ovariane de l'erreur. Ainsi, les mesures réalisées �a l'instant tk sont utiliséespour orriger les estimations X̂(tk/tk−1) et P (tk/tk−1) en minimisant l'erreur d'esti-mation. Les estimations ainsi orrigées, obtenues �a l'instant tk, sont notées X̂(tk/tk)et P (tk/tk) et égales �a :
K(tk) = P (tk/tk−1) C̃

T
[

C̃ P (tk/tk−1) C̃
T +R

]
−1

X̂(tk/tk) = X̂(tk/tk−1) +K(tk)
[

y(tk) − C̃ X̂(tk/tk−1)
]

P̂ (tk/tk) =
[

I −K(tk) C̃
]

P̂ (tk/tk−1)

(3.49)o�u K(t) est la matrie des gains du �ltre de Kalman, et les matries P0/0, Q et Ronstituent les paramètres de réglages de e dernier.Il est lair que le �ltre de Kalman donne les estimations des mesures orrespondantaux positions zj = j∆L = j l∆z (j = 1, . . . , Nf) ave ∆L = L/Nf . Rappelons quel'implantation de la loi de ommande synthétisée néessite les mesures aux points z =

L−5∆z and z = L. Dans le as o�u la mesure onsidérée, pour aluler la loi de ommande,ne o��nide ave auune des estimées fournies par le �ltre de Kalman, une tehniqued'interpolation peut être utilisée pour déterminer l'estimée de la mesure �a la position84



orrespondant �a l'emplaement de apteur. Ce problème peut être surmonté par un hoixapproprié du nombre entier Nf .Le réglage des paramètres du �ltre de Kalman, 'est-�a-dire des matries P0/0, Q, et
R, est réalisé en proédant �a des tests de type essai-erreur, et les valeurs �nales retenuessont :

R = 0.001, Q = 0.05 I(2 Nf×2 Nf ), P0/0 = 0.01 I(2 Nf×2 Nf ) (3.50)o�u I est une matrie identité. Le nombre de points de disrétisation onsidéré pour lemodèle approximé (3.46) est Nf = 40. La diminution de Nf au-dessous de ette valeur,�xé omme un seuil, augmente l'erreur d'estimation, e qui se réperute négativement surles performanes de la ommande.Notons que, en se référant aux équations du �ltre (3.48), et dans le but de minimiserl'e�et des erreurs de mesure a�etant la température T0(t) (perturbation mesurable), surle proessus de l'estimation, ette dernière a été �ltrée �a l'aide d'un �ltre �a fateur d'oubli�a moyenne mobile (Maidi et al., 2008a).Les résultats de simulation obtenus sont résumés dans les Figures 3.20�3.22. La Fi-gure 3.20 montre que le �ltre de Kalman assure une bonne estimation de la mesure orres-pondant au point z = L−∆L, e qui se traduit par de bonnes performanes de poursuite(Figure 3.21) et une variation aeptable pour la grandeur manipulée(Figure 3.20).A la lumière des résultats obtenus, il ressort que le �ltre de Kalman o�re de meilleuresperformanes par rapport �a la tehnique du �ltrage �a base des �ltres �a fateur d'oubli.Ainsi, la omparaison entre la Figure 3.18 et la Figure 3.21, et entre la Figure 3.19 etla Figure 3.22 montre que la sortie poursuit très orretement la onsigne imposée, et lavariable manipulée est plus amortie ave le �ltre de Kalman.
En�n, omme indiqué préédemment, l'éhangeur de haleur est sujet �a des variationsparamétriques et il est alors intéressant d'évaluer les performanes du orreteur, ave le�ltre de Kalman, fae aux erreurs de modélisation (modèle-système) dues aux variationsparamétriques. Ainsi, les Figures 3.23�3.25 donnent les résultats obtenus pour une va-riation paramétrique introduite, �a l'instant t = 5 s, après avoir imposé une onsigne de

yd(t) = 50◦C �a l'instant t = 1 s.Malgré la perturbation paramétrique introduite, il est remarquable que le �ltre deKalman assure une estimation orrete pour la température au point z = L − ∆L (Fi-gure 3.23). 85
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3.5.2 Manipulation de la vitesse du �uide externeDans ette setion, les performanes de la stratégie de ommande basée sur la manipu-lation de la vitesse du �uide externe, 'est-�a-dire la loi de ommande (3.33), est évaluée.Le test de simulation e�etué onerne la poursuite de onsigne et le rejet de la perturba-tion. Les paramètres du orreteur obtenus par plaement de p�les minimisant un ritèreITAE sont : τ1 = 3.06 s, τ2 = 0.5 s2, Kc = 18.91, and τI = 0.882 s. Pour l'implantation, ladisrétisation de la loi de ommande (3.33) a été réalisée en onsidérant les shémas dedi�érenes �nies suivants :
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∆L2 (3.53)Comme ela a été souligné préédemment, la apaité du orreteur �a poursuivre uneonsigne désirée dépend de la température du �uide externe �a la frontière Te(L, t) quidoit être maintenue onstante (Maidi et al., 2008a). Dans le test réalisé, la températured'entrée du �uide externe est Te(L, t) = 50�C. Cette setion reprend les mêmes onditionsde simulation et les mêmes valeurs pour les paramètres de l'éhangeur onsidérées dansles setions préédentes.Ainsi, un hangement de onsigne orrespondant �a yd(t) = 47�C est spéi�é �a l'ins-tant t = 1 s, suivi d'une variation de −20% de la température d'entrée du �uide interne
T0(t) = T (0, t). Cette dernière représente la perturbation a�etant le système. La Fi-gure 3.26 montre que le orreteur assure la poursuite de onsigne et le rejet de pertur-bation. Néanmoins, la poursuite de onsigne est réalisée plus lentement, et une in�uenesigni�ative de la perturbation est observée sur la sortie ommandée par rapport au as dela manipulation de la température d'entrée du �uide externe o�u la poursuite est assurée89
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3.6 ConlusionDans e hapitre, deux stratégies de ommande �a la frontière, basée sur des notionsde ommande géométrique, d'un éhangeur de haleur �a ontre-ourant ont été étudiéeset omparées.La première stratégie de ommande onsiste �a ommander la température du �uideinterne, �a la sortie de l'éhangeur, en manipulant la température du �uide externe �al'entrée de l'enveloppe. La variation de la température de �uide interne �a l'entrée del'éhangeur, et les variations paramétriques sont onsidérées omme des perturbationsa�etant le système. Dans la deuxième stratégie de ommande, la vitesse d'éoulement90



du �uide externe est utilisée omme la variable manipulée tandis que sa température �ala frontière est maintenue onstante. Notons que la première stratégie a fait objet d'uneétude plus approfondie vu les avantages qu'elle o�re par rapport �a la deuxième.La synthèse de la loi de ommande a été réalisée en onsidérant un modèle distribué �adeux EDP. Ce modèle dérit les variations spatio-temporelles des températures des deux�uides, interne et externe, qui aratérisent le omportement dynamique de l'éhangeurde haleur �a ontre-ourant.En utilisant la notion de degré relatif, des lois de ommande ont été déduites simple-ment par le alul des dérivées temporelles suessives de la sortie ommandée. Les loisde ommande obtenues permettent d'imposer un ertain omportement dynamique entreune entrée externe et la sortie ommandée. Pour assurer une robustesse su�sante faeaux erreurs de modélisation, traduites par exemple par des variations paramétriques oula prise en ompte de l'in�uene de la dynamique de la paroi, ette entrée externe a étédé�nie moyennant un orreteur PI lassique.Les résultats de simulation montrent que la température de l'éhangeur du �uideinterne �a la sortie de l'éhangeur �a ontre-ourant peut être parfaitement ommandéeselon la première stratégie, en manipulant la température du �uide externe �a l'entrée,e qui orrespond �a une ommande �a la frontière. La poursuite et la régulation sontparfaitement et avantageusement assurées par rapport au as o�u la vitesse est manipulée.L'avantage remarquable de la première stratégie réside dans l'insensibilité de la va-riable ommandée �a la perturbation a�etant le système, et la robustesse a�hée par leorreteur fae aux erreurs signi�atives de modélisation. Du point de vue pratique, il aété démontré que l'implantation peut être réalisée aisément en utilisant deux apteursdistants.Notons également que le problème de la présene des erreurs de mesures, d�u �a l'e�etdu bruit et �a la position du apteur, a été examiné dans le as de la première stratégiede ommande. Suivant les mesures disponibles, deux approhes ont été proposées pourl'implantation. Ainsi, le �ltrage �a moyenne mobile est onsidéré lorsque les deux mesuresrequises, pour l'implantation de la loi de ommande, sont disponibles. Dans le as o�useule la mesure relative �a la grandeur ommandée est disponible, le �ltre de Kalman aété utilisée pour estimer les mesures requises. Ces deux approhes ont été disutées etomparées. Les résultats de simulation obtenus montrent que les deux approhes donnentdes performanes aeptables, mais es dernières sont nettement améliorées ave le �ltrede Kalman.Les résultats obtenus dans e présent hapitre démontrent que la ommande géomé-trique onvient et s'adapte parfaitement pour la ommande des systèmes hyperboliquessuivant la stratégie de post-approximation. Cei motive son appliation �a d'autres typesde SPD. Ainsi, le hapitre suivant présente une extension de la ommande géométrique91



aux systèmes hyperboliques de deuxième ordre en temps dont le omportement est régipar l'équation d'ondes.
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Chapitre 4Commande géométrique d'un systèmehyperbolique de seond ordre en temps
4.1 IntrodutionSi de nombreuses appliations industrielles relève d'une modélisation par des EDP depremier ordre en temps, d'autres appliations sont modélisées par des EDP de deuxièmeordre en temps. L'une des EDP la plus renontrée est l'équation d'ondes qui modélisesouvent, et orretement, les phénomènes de propagation d'ondes et des vibrations. Lessystèmes dont la dynamique est régie par l'équation d'ondes sont souvent linéaires et detype hyperbolique (Allaire, 2005).Comme l'équation d'ondes est de deuxième ordre en temps, la ommande de es sys-tèmes devient très di�ile, et peu de tehniques de ommande ont été proposées dans lalittérature.Dans e hapitre, une simple approhe pour la ommande géométrique de l'équationd'ondes quasi-linéaire sera développée. L'idée de base onsiste �a érire l'équation d'ondes,hyperbolique, sous forme d'un ensemble d'EDP hyperboliques linéaires de premier ordreen temps. Cette transformation permet d'exploiter la théorie de la ommande géométriquedéveloppée pour les systèmes hyperboliques (Christo�des et Daoutidis, 1996b; Christo-�des, 2001; Wu et Liou, 2001; Shang et al., 2005; Maidi et al., 2005, 2007, 2008a). L'étudemenée dans le hapitre 3 onstitue une illustration de ette théorie.Ainsi, la première partie du hapitre est réservée pour le développement, d'une ma-nière générale, de la démarhe proposée pour l'obtention de la loi de ommande géomé-trique pour des systèmes �a omportement dynamique dérit par une équation d'ondes.La deuxième partie illustre la démarhe proposée par un exemple d'appliation portantsur la ommande du déplaement d'une orde vibrante tendue. Le problème de om-mande onsiste �a synthétiser une loi de ommande géométrique (une fore) permettantde déplaer le point milieu de la orde �a une position désirée.93



4.2 Commande Géométrique de l'équation d'ondesLa théorie de ommande des systèmes �a paramètres distribués (SPD) fait l'objet d'uneintense ativité sienti�que, en partiulier, les systèmes dérits par des EDP du premierordre en temps (di�usion-onvetion-réation). Néanmoins, l'examen de la produtionsienti�que onsarée �a la ommande des systèmes dérits par des EDP de deuxième ordreen temps, traduisant les phénomènes de propagation d'ondes ou de vibrations, montre queles résultats sur le plan de la ommande restent insu�sants. Cei peut se justi�er par lanature même de es EDP.La plupart des ontributions relatives �a la ommande de l'équation d'ondes portent surla ommande aux frontières (Morg�ul, 1994; Alli et Singh, 2000; Morg�ul, 2002; Bastos, 1999;Gunzburger et Niolaides, 1989; Gugat, 2002; Glowinski et He, 2003; Lagnese et Leugering,2003; Bui, 2005; Deng et al., 2007; Wang, 2007). Le as de la ommande distribuée estrarement abordé (Vanostenoble, 2000; Bamieh et Voulgaris, 2005) ar la prise en omptede la nature distribuée des variables aratéristiques omplexi�e davantage le problèmede ommande. Les problèmes les plus abordés onernent la stabilisation (Morg�ul, 1994,2002; Glowinski et He, 2003; Deng et al., 2007) et la ommandabilité (Gunzburger etNiolaides, 1989; Bastos, 1999; Bui, 2005; Wang, 2007; Vanostenoble, 2000).Conernant le problème de ommande, peu de tehniques ont été développées. Ainsi, leproblème de ommande optimale a été étudié par Gugat (2002), et Lagnese et Leugering(2003) dans le as d'une ommande aux frontières, et par Bamieh et Voulgaris (2005)dans le as d'une ommande distribuée. Alli et Singh (2000), en utilisant la tehniquedes lieux de raines, proposent une approhe pour la oneption d'un orreteur de typeProportionnel-Dérivé ave retard.Dans la suite de l'exposé, des onepts de ommande géométrique seront utilisés pourdévelopper une approhe de oneption de lois de ommande, de nature distribuée, pourdes systèmes modélisés par une équation d'ondes.4.3 Formulation du problème de ommandeUn SPD modélisé par une équation d'ondes est représenté dans l'espae d'état par lemodèle :
∂x2(z, t)

∂t2
= µ2 ∂x

2(z, t)

∂z2
+ u(z, t), pour 0 < z < L (4.1)muni des onditions aux limites :

x(0, t) = l0(t), x(L, t) = lL(t) (4.2)
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et des onditions initiales :
x(z, 0) = x0(z),

∂x(z, 0)

∂t
= ẋ0(z) (4.3)ave µ > 0.La variable �a ommander y(t), en manipulant la ommande u(z, t), est une fontionde l'état x(z, t) donnée omme suit :

y(t) = C
(

h
(
x(z, t)

)) (4.4)o�u h est une fontion lisse ayant omme variable d'état x(z, t), et C( . ) est un opérateurlinéaire borné qui dépend des performanes désirées.Pour la suite du développement, et sans perte de généralités, on onsidère que la sortie
y(t) est une observation par moyennage spatial (f. relation (1.8)) :

y(t) = C
(
x(z, t)

)
=

∫ L

0

c(z) x(z, t) dz (4.5)et la ommande u(z, t) est supposée distribuée, 'est-�a-dire de la forme (f. relation (1.5)) :
u(z, t) = b(z) ud(t) (4.6)o�u b(z) et c(z) sont des fontions lisses.Le problème de ommande onsiste �a déterminer la loi de ommande ud(t) permettantd'assurer les performanes désirées pour la sortie ommandée y(t), tout en assurant lastabilité du système boulé. Pour e faire, on propose de réduire l'équation d'ondes (4.1)en un ensemble d'EDP hyperboliques, et ensuite d'aborder le problème de synthèse parla méthodologie proposée par Christo�des et Daoutidis (1996a), et Christo�des (2001).Notons que dans la formulation du problème de ommande, les deux fontions b(z) et

c(z) doivent être spéi�ées et dé�nies dans des espaes fontionnels appropriés (Curtainet Zwart, 1995). Rappelons que les fontions b(z) et c(z) aratérisent respetivement lessystèmes d'ationneurs et de apteurs. Ces dernières dépendent des performanes désirées,des données du problème, et in�uenent les propriétés de ommandabilité et d'observabi-lité du système (Curtain et Zwart, 1995). Leur hoix onditionne l'existene de la solutiondu problème de ommande formulé.Dans la présente étude, pour garantir l'obtention de la loi de ommande géométrique,les fontions b(z) et c(z) doivent véri�er la ondition suivante (Maidi et al., 2008) :
L∫

0

c(z) b(z) dz 6= 0 (4.7)95



En e�et, ette ondition (4.7) revient �a assurer l'existene du degré relatif de la sortie
y(t) par rapport �a la variable manipulée ud(t). Cette ondition est démontrée dans lasetion 4.4.3.4.4 Obtention de la loi de ommandeAvant d'aborder le problème de synthèse de la loi de ommande, on doit exami-ner la ommandabilité du système. Cette propriété dépend non seulement du systèmeonsidéré, mais aussi de la dimension de l'espae d'état et du type de la ommande hoi-sie, 'est-�a-dire de la fontion b(z) (El Jai et Amouroux, 1990; Curtain et Zwart, 1995).Comme l'équation d'ondes est de deuxième ordre en temps, et aratérise la dynamiquedes systèmes de dimension in�nie, il est très di�ile de démontrer la propriété de om-mandabilité pour es derniers (Gunzburger et Niolaides, 1989; Bastos, 1999; El Jai etAmouroux, 1990; Curtain et Zwart, 1995; Bui, 2005; Wang, 2007; Vanostenoble, 2000).De plus la omplexité du adre de la dimension in�nie amène �a onsidérer deux oneptsde ommandabilité distints : ommandabilité exate et ommandabilité approximative(Ray, 1989; El Jai et Amouroux, 1990; Curtain et Zwart, 1995).Un système est dit exatement ommandable si l'état �nal désiré xd(z, t) peut êtreatteint de n'importe quel état initial x0(z). Il est dit approximativement ommandable sil'état initial nul x0(z) = 0 peut être transféré dans un voisinage arbitraire de l'état désiré
xd(z, t) (Ray, 1989). El Jai et Amouroux (1990), et Curtain et Zwart (1995) donnent laplupart des résultats et des dé�nitions relatifs aux SPD linéaires, partiulièrement, euxde premier ordre en temps.Il est �a noter que pratiquement tous les systèmes physiques possèdent la propriété deommandabilité approximative, e qui est totalement su�sant pour la oneption d'unorreteur adéquat (Ray, 1989).4.4.1 Commandabilité d'un système modélisé par une équationd'ondesLes propriété fondamentales des systèmes modélisés par une équation d'ondes sontamplement étudiés dans (Curtain et Zwart, 1995, page 165). Ainsi, il a été démontréque le système (4.1) est approximativement ommandable si et seulement si la onditionsuivante est véri�ée :

1∫

0

b(z̃)φi(z̃) dz̃ 6= 0, z̃ =
z

L
, pour i ≥ 1 (4.8)
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Les fontions φi(z) représentent les fontions propres de l'opérateur di�érentiel spatialde l'EDP (4.1) obtenues par la résolution du problème aux valeurs propres assoié donnépar (f. setion 1.5.1) :
∂2φ(z)

∂z2
= −λφ(z)

φ(0) = 0

φ(L) = 0

(4.9)La résolution de e système onduit au résultat suivant :
λ =

µ2 π2

L2
i2, i = ±1,±2, . . .

φ(z) = θ sin

(√
λ z

µ

)

= θ sin

(
i π z

L

)

, i = ±1,±2, . . .

(4.10)
o�u θ est une onstante telle que la ondition d'orthogonalité donnée par les relations (1.14)soit véri�ée, 'est-�a-dire :

1∫

0

θ2 sin(i π z) sin(j π z) = 1, pour i = j

1∫

0

θ2 sin(i π z) sin(j π z) = 0, pour i 6= j

(4.11)e qui onduit �a θ = 2.Ainsi, les fontions propres sont données par :
φi(z̃) =

√
2 sin(i π z̃) (4.12)La ondition (4.8) montre lairement que la ommandabilité du système dépend detype de ommande hoisie aratérisée par la fontion b(z). En somme, le hoix de b(z), oule type de ommande, doit se faire d'une manière �a satisfaire la ondition de ommandabi-lité approximative (4.8), et la ondition de l'existene du degré relatif (4.7) pour onevoirune ommande géométrique suivant l'approhe proposée dans e présent hapitre.4.4.2 Rédution de l'équation d'ondesLa démarhe proposée pour onevoir une ommande géométrique, de type distribuée,est basée sur la rédution de l'équation d'ondes, qui est de deuxième ordre en temps, �a unensemble de trois EDP hyperboliques de premier ordre en temps. Cei permet d'appliqueraisément les onepts de ommande géométrique tels qu'ils sont abordés par Christo�des97



et Daoutidis (1996b), et Christo�des (2001). Dans la suite du développement, les fontions
b(z) et c(z) sont supposées répondre aux onditions (4.8) et (4.7).Il est simple de démontrer que l'introdution du nouveau veteur d'état suivant (Wang,2007) :

Xr(z, t) =
[

Xr1
(z, t), Xr2

(z, t), Xr3
(z, t)

]T

=

[

x(z, t),
∂x(z, t)

∂t
,
∂x(z, t)

∂z

]T (4.13)permet de réduire l'équation d'ondes (4.1) �a un système de trois équations hyperboliquesde premier ordre en temps, linéaires, suivant (Maidi et al., 2008) :
∂Xr1

(z, t)

∂t
= Xr2

(z, t)

∂Xr3
(z, t)

∂t
=

∂Xr2
(z, t)

∂z
(4.14)

∂Xr2
(z, t)

∂t
= µ2 ∂Xr3

(z, t)

∂z
+ b(z) ud(t)ave des onditions initiales Xr(z, 0) et aux limites appropriées Xr(z, t), z ∈ Ω. La spéi-�ation de es dernières n'est pas requise pour la oneption de la loi de ommande.Du fait de la linéarité du système d'EDP (4.14), on démontrera, par la suite, que laloi de ommande ud(t) prend la forme (Maidi et al., 2008) :

ud(t) = −Q
(

Xr(z, t)
)

+ q
(
b(z)

)
ν(t) (4.15)o�u ν(t) représente une entrée externe.Pour des onsidérations d'implantation, la loi de ommande (4.15) doit être expriméeen fontion de l'état original x(z, t) du système �a ommander donné par l'équation (4.1).Ainsi, les relations liant les variables aratéristiques de l'état Xr(z, t) et l'état original

x(z, t), données par (4.13), permettent d'érire la loi de ommande (4.15), sous la formeimplantable suivante (Maidi et al., 2008) :
ud(t) = −S

(
x(z, t)

)
+ s
(
b(z)

)
ν(t) (4.16)o�u Q, q, S, et s sont des opérateurs di�érentielles linéaires bornés.Pour déterminer la loi de ommande ud(t) sous la forme (4.15), la notion du degrérelatif sera également utilisée.
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4.4.3 Degré relatifDu fait de la linéarité de la relation (4.6), il ressort que le degré relatif de la sortie
y(t) par rapport �a l'entrée u(z, t) est préservé par rapport �a l'entrée ud(t). Le degré relatifdu système (4.14) est déterminé en onsidérant les dérivées temporelles suessives de lasortie (4.4), alulées omme suit (Maidi et al., 2008) :

y(t) = C
(
x(z, t)

)

dy(t)

dt
=

d

dt
C
(
x(z, t)

)
= C

(
∂x(z, t)

∂t

)

= C
(

Xr2
(z, t)

) (4.17)
dy2(t)

dt2
=

d

dt
C
(

Xr2
(z, t)

)

= C
(
∂Xr2

(z, t)

∂t

)

= µ2 C
(
∂Xr3

(z, t)

∂z

)

+ C
(
b(z)

)
ud(t) (4.18)omme

C
(
b(z)

)
=

L∫

0

c(z) b(z) dz 6= 0, (4.19)le degré relatif σ de la sortie y(t) par rapport �a l'entrée ud(t) est égal �a 2.De la même manière, en substituant la loi de ommande (4.16) dans le système (4.14),on démontre que ette loi de ommande préserve le degré relatif du système en boulefermée, 'est-�a-dire entre la sortie y(t) et l'entrée externe ν(t). Par onséquent, le ompor-tement dynamique du système en boule fermée est aratérisé par l'équation di�érentiellesuivante :
τ2
d2y(t)

dt2
+ τ1

dy(t)

dt
+ y(t) = ν(t) (4.20)o�u les paramètres τ1 et τ2 sont hoisis de manière �a assurer la stabilité du système et lesperformanes spéi�ées pour la boule fermée (Christo�des et Daoutidis, 1996a; Christo-�des, 2001), par exemple en utilisant un plaement de p�les minimisant le ritère ITAE(Corriou, 2004).4.4.4 Expression générale de la loi de ommandeLa loi de ommande ud(t), sous la forme (4.15), est déduite (Maidi et al., 2008) ensubstituant les expressions des termes d2y(t)

dt2
et dy(t)

dt
données respetivement par les
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relations (4.18) et (4.17) dans la relation (4.20), d'o�u :
ud(t) =

1

τ2 C
(
b(z)

) ×
{

ν(t) − C
(
Xr1

(z, t)
)
− τ1 C

(
Xr2

(z, t)
)
− τ2, µ

2 C
(
∂Xr3

(z, t)

∂z

)}(4.21)Sous la forme (4.16), ette dernière s'érit omme suit (Maidi et al., 2008) :
ud(t) =

1

τ2 C
(
b(z)

) ×
{

ν(t) − C
(
x(z, t)

)
− τ1 C

(
∂x(z, t)

∂t

)

− τ2 µ
2 C
(
∂2x(z, t)

∂z2

)} (4.22)e qui donne, par identi�ation ave la relation (4.16), les opérateurs di�érentiels suivants :
S( . ) =

[

τ2

∫

Ω

c(z) b(z) dz

]
−1 [

C( . ) + τ1 C
(
∂( . )

∂t

)

+ τ2 µ
2 C
(
∂2( . )

∂z2

)] (4.23)
s( . ) =

[

τ2

∫

Ω

c(z) b(z) dz

]
−1 (4.24)Il est �a noter que l'implantation de la loi de ommande (4.22) néessite des di�érentiationsde l'état du système x(z, t), par rapport aux variables temps et espae, e qui requiertune estimation globale ou partielle de e dernier. Dans e as, une attention doit êtreaordée pour le hoix de la fontion c(z) qui onditionne l'observabilité du système (ElJai et Amouroux, 1990; Curtain et Zwart, 1995).Notons aussi que des modi�ations peuvent être opérées sur la loi de ommande pourtenir ompte de la onsigne désirée yd(t) (Isidori, 1995; Corriou, 2004). Cei dépend del'équation d'évolution du système. Ce point sera abordé dans l'exemple d'appliation dela setion suivante.4.5 Appliation �a une orde vibranteLa apaité de poursuite de onsigne du orreteur proposé, en présene d'une in-ertitude paramétrique, sera illustrée par une appliation portant sur la ommande dudéplaement vertial d'une orde vibrante shématisée sur la Figure 4.1.
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Fm(z, t)

0
L z

x(z, t)

x(zi, t)

Sous l’effet de la force

En repos

Fig. 4.1 � Déplaement d'une orde vibrante.4.5.1 Desription et modèle de la ordeLa orde supposée uniforme, de longueur L, et de densité massique ρm, exprimée enunité de masse par unité de longueur, est �xée, d'une manière tendue, �a ses extrémités
z = 0 et z = L. Le déplaement x, par rapport �a l'axe z, est une fontion des variablestemps t et espae z.Pour les déplaements faibles de la orde, on suppose que la tension Γ dans la ordereste onstante, et la fore de gravité est trop faible par rapport �a la tension Γ (ρm gL <<

Γ, o�u g est l'aélération de la pesanteur). Cei permet de négliger la fore de gravité,puisque le déplaement de la orde n'est pas notablement a�eté. Par onséquent, la ordereste soumise uniquement �a la fore distribuée Fm(z, t) = b(z) fmd
(t) exprimée en unitéde fore par unité de longueur (Maidi et al., 2008) .Dans es onditions, le déplaement x(z, t) de la orde est dérit par l'équation d'ondesomme suit (Curtain et Zwart, 1995; Allaire, 2005; Maidi et al., 2008) :

ρm
∂2x(z, t)

∂t2
= Γ

∂2x(z, t)

∂z2
+ Fm(z, t) (4.25)La fore Fm(z, t) est supposée maximale au milieu de la orde, et son ation déro��ten s'approhant de ses extrémités, et deviendra nulle en es deux points, 'est-�a-dire

Fm(0, t) = Fm(L, t) = 0. Cette distribution peut être aratérisée par une fontion deBézier quadratique de la forme :
b(z) = ρm z (L− z) (4.26)Initialement, la orde est en repos (Fm(z, t) = 0

), e qui orrespond aux onditionsinitiales suivantes :
x(z, 0) = 0,

∂x(z, t)

∂t

∣
∣
∣
t=0

= 0 (4.27)101



et omme la orde est �xée aux extrémités z = 0 et z = L, ei donne les onditions auxlimites de Dirihlet suivantes :
x(0, t) = 0, x(L, t) = 0 (4.28)4.5.2 Loi de ommande pour la ordeL'objetif de la ommande onsiste �a déterminer une loi de ommande fmd

(t), 'est-�a-dire une fore, permettant de positionner le point milieu, déplaement au point z = L/2,de la orde �a une position désirée donnée yd(t). Par onséquent, la sortie ommandéeprend la forme suivante :
y(t) =

L∫

0

δ

(

z − L

2

)

x(z, t) dz = x

(

L

2
, t

) (4.29)par identi�ation dans la relation (4.5), il vient c(z) = δ(z−L/2). La fontion δ( . ) désignela distribution de Dira.Dans e as, il est faile de démontrer que le hoix e�etué pour b(z) et c(z) véri�eles onditions (4.8) et (4.7). Ainsi, la solution du problème de ommande posé peut êtreabordée par l'approhe proposée.En posant µ2 = Γ/ρm, et en tenant ompte de l'entrée externe ν(t), la relation (4.4)donne la loi de ommande suivante (Maidi et al., 2008) :
fmd

(t) =
1

τ2 b(L/2)
×
{

ν(t) − x(L/2, t)

− τ1
∂x(z, t)

∂t

∣
∣
∣
∣
z=L/2

− τ2
Γ

ρm

∂2x(z, t)

∂z2

∣
∣
∣
∣
z=L/2

}

=
4

τ2 ρm L2
×
{

ν(t) − y(t)

− τ1
∂y(t)

∂t
− τ2 µ

2 ∂
2x(z, t)

∂z2

∣
∣
∣
∣
z=L/2

}

(4.30)
Pour tenir ompte de l'entrée de référene yd(t), ette loi de ommande sera modi�éede la manière suivante (Kravaris et Kantor, 1990b; Isidori, 1995; Corriou, 2003, 2004) :

fmd
(t) =

4

τ2 ρm L2
×
{

ν(t) −
[

y(t) − yd(t)
]

− τ1

[

∂y(t)

∂t
−
(
∂y(t)

∂t

)d
]

− τ2 µ
2 ∂2x(z, t)

∂z2

∣
∣
∣
∣

d

z=L/2

} (4.31)
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Cette dernière peut être vue omme la somme de trois termes (Maidi et al., 2008) :
fmd

(t) =
4

τ2 ρm L2

[

ν(t) + fP
md

(t) + f S
md

(t)
] (4.32)ave :

fP
md

(t) = −
[
y(t) − yd(t)

]
− τ1

[

∂y(t)

∂t
−
(
∂y(t)

∂t

)d
]

, (terme assurant la poursuite)
f S

md
(t) = −τ2 µ2 ∂2x(z, t)

∂z2

∣
∣
∣
∣

d

z=L/2

, (terme lié �a la onvexité)Le plaement de p�les est réalisé par le hoix des paramètres τ1 et τ2. Comme f S
md

(t)orrespond �a la dérivée spatiale de deuxième ordre, sa nature di�ère de elles des autrestermes, puisqu'elle est liée �a la onvexité de la orde. Démontrons que le terme f S
md

(t) estproportionnel �a la valeur stationnaire de la onsigne désirée yd(t).En régime statique, le modèle de la orde prend la forme :
0 = µ2∂

2x(z)

∂z2
+ z (L− z) f S

md
(4.33)La solution de e modèle stationnaire véri�ant les onditions aux limites (4.28) estdonnée par :

x(z) =
f S

md

12µ2
(z4 − 2Lz3 + L3 z) (4.34)et pour z =

L

2
, on a :

yd = x

(
L

2

)

=
5L4

192µ2
f S

md
(4.35)d'o�u :

f S
md

=
192µ2

5L4
yd (4.36)On onstate e�etivement que f S

md
dépend linéairement de la valeur stationnaire de laonsigne yd(t).La loi de ommande (4.32) permet d'exploiter des tehniques de ommande robuste,pour le système linéaire entrée externe ν(t)�sortie ommandée y(t) a�n d'améliorer sesperformanes en présene des erreurs de modélisation et des di�érentes inertitudes pos-sibles. Dans ette appliation, pour assurer une erreur asymptotique nulle, en présened'une inertitude paramétrique sur le paramètre Γ, l'entrée externe ν(t) est dé�nie parun orreteur PI (Kravaris et Kantor, 1990b; Isidori, 1995; Corriou, 2004), 'est-�a-dire :

ν(t) = Kc

[

yd(t) − y(t) +
1

τI

t∫

0

(
yd(ξ) − y(ξ)

)
dξ
] (4.37)103
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Fig. 4.2 � Stratégie de ommande du déplaement de la orde.o�u Kc et τI sont respetivement le gain proportionnel et la onstante intégrale du orre-teur PI.La Figure 4.2 donne la stratégie de ommande �nale adoptée pour la ommande dudéplaement de la orde.
4.5.3 Évaluation des performanes du orreteurDans ette setion, les performanes du orreteur en poursuite sont évaluées en pré-sene d'une inertitude paramétrique. L'implantation de la loi de ommande (4.32) estréalisée sous sa forme disrète en onsidérant une période d'éhantillonnage ∆t = 0.25 s.La dérivée spatiale de deuxième ordre est disrétisée par la di�érene �nie entrée donnéeomme suit :

∂2x(z, t)

∂z2
=
x(z + ∆z, t) − 2 x(z, t) + x(z − ∆z, t)

(∆z)2
, ∆z ≤ z ≤ L− ∆z (4.38)et un nombre de points de disrétisation N = 21 est onsidéré.Les paramètres du système et du orreteur sont résumés respetivement dans lesTableaux 4.1 et 4.2. Les paramètres du orreteur sont déterminés par la tehnique deplaement de p�les, et le paramètre τ1 est hoisi faible, puisque la orde montre une fortesensibilité au hangement de onsigne qui tend �a osiller, �a ause des larges variations dela dérivée de la sortie ommandée dans la loi de ommande (4.31). Ces variations peuventêtre réduites par un �ltrage adéquat.En plus, pour éviter les fortes osillations de la orde dues �a des hangements brusquesde la grandeur de onsigne, les deux grandeurs f S

md
(t) et yd(t) sont �ltrées par un �ltre dedeuxième ordre de onstante de temps égale �a 2 s, et d'un fateur d'amortissement égal �a104



Désignation Symbole ValeurDensité massique de la orde ρm 0.5 kg .m−1Tension dans la orde Γ 20 kg .m . s−2Longueur de la orde L 1mTab. 4.1 � Paramètres de la orde.Retour d'état Correteur PIParamètre τ1 τ2 Kc τIValeur 0.005

κω0

1

2.15 κω0
2.15 (1 − κ)ω2

0 0.5
Kc

ω3
0

ω0 = 1.1
√

f S
md

(t)Tab. 4.2 � Paramètres de réglage de orreteur pour κ = 0.8.1.2.L'inertitude paramétrique est introduite dans le alul du terme f S
md

(t) de la loi deommande (4.32). Ainsi, une erreur de −20% a été onsidérée pour le paramètre Γ lorsde la résolution itérative de l'équation (4.33) donnant f S
md

(t) pour une onsigne désirée
yd(t) donnée.La Figure 4.3, montre que l'entrée en régime stationnaire f S

md
(t) dépend linéairementde la onsigne désirée yd(t).Le test de simulation e�etué, pour évaluer les performanes du orreteur, onernele problème de poursuite et onsiste �a imposer deux éhelons de onsigne aux instants

t = 100 s et t = 200 s orrespondant respetivement �a yd(t) = 8mm et yd(t) = 4mm.La Figure 4.4 montre que la sortie onverge, mais d'une manière lente, vers la référenedésirée, en dépit de l'inertitude paramétrique introduite dans le alul de f S
md

(t), et lagrandeur de ommande (Figure 4.5) présente des variations physiquement aeptables. Deplus, la Figure 4.6 montre que les pro�ls du déplaement x(z, t), aux instants t = 100 set t = 200 s, sont réalistes et prennent la forme du pro�l imposée par le hoix de lafontion b(z). Les allures des pro�ls obtenus prouvent que l'e�et de la fore u(z, t) ourespetivement fmd
(t) est distribué, puisque ette dernière est maximale au milieu de laorde et déro��t en allant vers les extrémités de la orde o�u elle deviendra nulle. Le traétridimensionnel de l'évolution spatio-temporelle du déplaement de la orde (Figure 4.7)durant la poursuite de référene on�rme le bon omportement et la performane duorreteur.Un autre point qui mérite d'être évoqué est l'apport du troisième terme f S

md
(t) dela loi de ommande synthétisée. Les Figures 4.9�4.8, on�rme que e terme joue un r�le105
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Fig. 4.3 � Commande stationnaire en fontion de la onsigne désirée pour une inertitudede −20% sur le paramètre Γ.important dans la ommande. Les deux autres termes, ν(t) et fP
md

(t) sont néessaires pourobtenir exatement la trajetoire désirée, puisque la sortie est obtenue en onsidérant quele terme f S
md

(t) présente un éart permanent.Notons enore qu'une onvergene rapide vers la onsigne désirée peut être obtenueen diminuant la valeur du paramètre κ du Tableau 4.2. Cei permet d'aorder plusd'importane �a l'ation du orreteur PI par rapport �a elle du retour d'état.Maintenant, dans le as o�u la solution stationnaire f S
md

(t) est alulée sans inertitudesparamétriques, la sortie ommandée (Figure 4.10) suit très orretement la onsigne dé-sirée, et la variation de la ommande fmd
(t) reste physiquement admissible (Figure 4.11).Ce as mérite d'être signalé bien qu'il présente peu d'intérêt par rapport au test de larobustesse examiné qui orrespond �a la réalité pratique.
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Fig. 4.5 � Évolution de la variable manipulée.
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Fig. 4.10 � Évolution de la sortie ommandée sans inertitudes.
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Fig. 4.11 � Évolution de la variable manipulée sans inertitudes.
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4.6 ConlusionDans e hapitre, une démarhe de synthèse d'une loi de ommande géométrique dis-tribuée a été proposée pour les systèmes physiques dont le omportement dynamique estrégi par une équation d'ondes. Cette dernière est une EDP de deuxième ordre par rapportau temps.Ainsi, après avoir introduit les onditions relatives au degré relatif et �a la omman-dabilité du système, une expression générale du retour d'état a été déduite en réduisantl'équation d'ondes �a un ensemble de trois EDP hyperboliques linéaires du premier ordreen temps linéaires. Cette approhe peut être failement généralisée aux systèmes hyper-boliques d'ordre plus élevé vu que ette rédution est toujours réalisable.L'approhe proposée pose des onditions liées au degré relatif et �a la propriété de om-mandabilité du système. Ces dernières dépendent diretement des fontions aratérisantle système d'ationneurs et de apteurs. Il est important de noter que es dernières doiventêtre hoisies de façon �a assurer les propriétés de ommandabilité et d'observabilité, quisont importantes pour la ommande du système, en plus de la ondition d'existene dudegré relatif �a véri�er pour onevoir une loi de ommande géométrique.L'approhe proposée a été illustrée par une appliation onernant la ommande dudéplaement d'une orde vibrante o�u un orreteur PI a été introduit pour assurer unerobustesse �a des éventuelles erreurs de modélisation et aux inertitudes paramétriques.Les résultats de la simulation obtenus, en onsidérant une inertitude paramétrique si-gni�ative sur la tension de la orde, ont démontré la justesse et les performanes de lastratégie de ommande proposée.
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Conlusion généraleLes performanes de la ommande d'un système �a paramètres distribués (SPD) detype hyperbolique basées sur la stratégie de pré-approximation, qui onsiste �a approximerle modèle EDP original, de dimension in�nie, par un système �a paramètres loalisées(EDO), de dimension �nie, est limitée prinipalement par deux fateurs :
− la pré-approximation onduit, en général, �a des onlusions inexates sur les proprié-tés fondamentales (ommandabilité, observabilité et stabilité) du système original,
− la séparation des modes de l'opérateur di�érentiel du système original en deuxparties : modes lents, apturant la dynamique du système, et modes rapides estdi�ile �a établir vu que es derniers sont regroupés le long d'une droite parallèle �al'axe imaginaire du plan omplexe. Cei amène �a onsidérer un système de dimension�nie très élevée pour la oneption du orreteur, e qui omplique davantage l'étapede synthèse et surtout d'implantation. L'utilisation des méthodes de rédution, dumodèle ou du orreteur, ne présente auun seours et l'approhe de rédution esttotalement déonseillée pour la ommande des systèmes hyperboliques.Ces problématiques sont des ontraintes importantes pour l'appliation des om-mandes développées pour des systèmes �a paramètres loalisées, puisque l'étape de synthèseest basée essentiellement sur un modèle EDO qui est sensé de traduire orretement leomportement dynamique du modèle EDP. Cei n'est pas le as ave un modèle EDOapproximant un système hyperbolique.A�n de onevoir des systèmes de ommande pour les systèmes hyperboliques, l'utili-sation de la stratégie de post-approximation basée sur le modèle �a paramètres distribuésest la plus reommandée. Cette dernière a été onsidérée dans ette thèse, et l'objetifonsiste �a proposer des approhes de ommande dont la synthèse est faite diretementen onsidérant le modèle EDP, e qui permet d'aro��tre les performanes des systèmes �aommander.Pour rester dans un ontexte de reherhe appliquée et pour favoriser le développementde solutions viables en pratique, des appliations �a des systèmes physiques, parmi les plusrenontrés dans la littérature, ont été onsidérées. Il s'agit d'un éhangeur de haleur �atempérature d'enveloppe homogène, d'un éhangeur de haleur �a ontre-ourant, et d'uneorde vibrante. 112



Les objetifs spéi�ques suivants ont été onsidérés :
− appliation des tehniques de ommande moderne pour les systèmes hyperboliquesbasées sur la stratégie de post-approximation,
− étendre la stratégie de post-approximation �a des systèmes �a paramètres distribués(SPD) d'ordre deux en temps (équation d'ondes).Le hapitre 1 a présenté les di�érentes notions relatives aux SPD, et une synthèse d'unereherhe bibliographique axée prinipalement sur les di�érentes approhes de om-mande proposées dans la littérature. Ainsi, après avoir dé�ni les SPD, le modèlegénéral et la lassi�ation de es derniers ont été présentés, le hapitre a présentéun état de l'art sur les stratégies de ommande des SPD sindées en deux atégories,en l'ourrene la stratégie de pré-approximation et de post-approximation. Commel'étude est limitée aux systèmes de type onvetion-réation, le hapitre a abordé,brièvement, la méthode des lignes utilisée pour l'objetif de simulation en boulefermée.Le hapitre 2 a présenté une approhe d'optimisation des paramètres d'adaptation d'uneommande PI �oue distribuée d'un éhangeur de haleur �a température d'enveloppehomogène. Tout d'abord le modèle de l'éhangeur de haleur onsidéré a été pré-senté suivi de la formulation du problème de ommande sous forme d'un problèmed'optimisation ave ontraintes. La fontion objetif est un ritère de performanes,et les ontraintes sont représentées d'une part par les relations de passage entre le PIlassique et le PI Flou, et d'autre part par le modèle de l'éhangeur de haleur munide la ondition initiale et de la ondition aux limites. Il a été démontré que l'intro-dution des relations de passages simpli�e le problème d'optimisation, initialementformulé ave trois variables de déision, en réduisant le nombre de es dernières �aune seule variable. Cette approhe permet de onsidérer un modèle de dimension�nie sans se souier de sa dimension, qui doit être élevée, puisque la résolution se faitd'une manière numérique en utilisant des tehniques d'optimisation réputées puis-santes sur des ordinateurs dotés d'une grande puissane et rapidité de alul. Cetteapprohe a été appliquée ave suès pour ommander une température moyenned'un éhangeur de haleur par la manipulation de la température de l'enveloppeonsidérée distribuée et homogène.Le hapitre 3 a présenté une stratégie de ommande originale par post-approximation.Il s'agit d'une ommande géométrique �a la frontière d'un éhangeur de haleur�a ontre-ourant dont la dynamique est dérite par deux EDP. Il a été démon-tré qu'une loi de ommande de nature distribuée peut être obtenue par un hoixjudiieux des variables aratéristiques du système. Ainsi, après avoir présenté lemodèle de l'éhangeur de haleur �a ontre-ourant, deux stratégies de ommande�a la frontière, basées sur la ommande géométrique, ont été proposées, étudiées et113



omparées. La première stratégie onsidère omme variable manipulée la tempéra-ture du �uide externe �a l'entrée de l'éhangeur. Dans la deuxième stratégie, 'est lavitesse du �uide externe qui est manipulée. L'objetif était de ommander la tem-pérature du �uide interne �a la sortie de l'éhangeur. L'étude a été présentée d'unemanière approfondie dans le as de la manipulation de la température d'entrée du�uide externe. Cette stratégie de ommande a été privilégiée dans l'étude e�etuée,puisqu'elle éhappe �a la omplexité de la variation du régime hydrodynamique quinéessite une adaptation, souvent di�ile �a onevoir, des paramètres du orreteur.Le hapitre 4 a présenté également une stratégie de ommande originale par post-approximation d'un système hyperbolique de seond ordre en temps, 'est-�a-direun système dérit par une équation d'ondes traduisant les phénomènes de propaga-tions et de vibrations. Par rédution de l'équation d'ondes �a un ensemble d'équationshyperboliques du premier ordre, une loi de ommande géométrique de nature dis-tribuée a été obtenue. Ainsi, après avoir présenté l'équation d'ondes, et formulé leproblème de ommande, des onditions relatives �a la synthèse ont été imposées etexpliquées. Puis l'expression de la loi de ommande a été déduite et donnée sousforme d'un retour d'état faisant intervenir des opérateurs spatio-temporels. Cetteapprohe de ommande a été illustrée par une appliation portant sur la ommandedu déplaement d'une orde vibrante, o�u la loi de ommande développée a été mo-di�é de manière �a tenir ompte de la grandeur de référene.En résumé, les résultats obtenus montrent bien que l'utilisation d'un modèle EDPassure un aroissement des performanes des systèmes hyperboliques en assurant uneommande de qualité en poursuite, en régulation, et vis-�a-vis des inertitudes paramé-triques ou de modélisation. Quoique la logique �oue donne de résultats appréiables,l'utilisation du modèle diret dans la synthèse s'avère ompliquée �a ause de la natureheuristique de ette tehnique de ommande, 'est pourquoi des tehniques de synthèsebasée sur l'optimisation numérique sont plus reommandées. La ommande géométrique,basée sur la notion du degré relatif, se présente omme l'approhe la plus adaptée au pro-blème de ommande, par la stratégie de post-approximation, des systèmes hyperboliqueslorsque e degré relatif existe.Le travail e�etué dans ette thèse a permis de réaliser les ontributions suivantesdans le domaine de la ommande des SPD de type hyperbolique :
− appliation de la logique �oue �a la ommande des SPD,
− proposition d'une stratégie de ommande géométrique �a la frontière des systèmeshyperboliques �a onditions aux limites non homogènes,
− appliation de la ommande géométrique �a des systèmes hyperboliques de seondordre en temps. 114



Bien que es ontributions onstituent des réponses frutueuses �a des problèmes deommande souvent renontrés, néanmoins le travail présenté est loin de répondre �a toutesles questions relatives �a la ommande des SPD hyperboliques. Les solutions présentéessont très intéressantes et onstituent un ensemble d'idées qui peuvent être adoptéesou explorées pour développer d'autres approhes de ommande de la stratégie de post-approximation.Pour terminer, ertains points sur la ommande des systèmes hyperboliques présentésdans ette thèse peuvent être aussi explorés tels que :
− l'appliation de la logique �oue en onsidérant d'autres types de ommande et/oud'observations,
− l'appliation de la ommande géométrique �a la frontière, telle qu'elle a été abordéedans le hapitre 3, �a des systèmes présentant des non-linéarités tels que les réateurshimiques.
− l'étude de la ommande géométrique des systèmes d'ordre supérieur par rapport entemps et �a l'espae sujet �a des onditions aux limites non homogènes.En somme, la ommande des SPD par la stratégie de post-approximation onstitueun domaine de reherhe prometteur, ave ses di�érents axes allant de la modélisation �ala synthèse de lois de ommande, en passant par la simulation et l'analyse des propriétésfondamentales.
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Résumé : Les systèmes �a paramètres distribués (SPD) sont des systèmes dérits pardes équations aux dérivées partielles (EDP) de type hyperbolique ou de type parabo-lique. Pour la ommande des SPD, deux stratégies de ommandes sont possibles : lastratégie de pré-approximation, et la stratégie de post-approximation. La stratégie depré-approximation onsiste �a approximer le modèle EDP par un modèle EDO (équationsaux dérivées ordinaires) a�n d'appliquer les tehniques de ommande développées pour lessystèmes �a paramètres loalisés (SPL). Cette approximation est réalisée soit par l'approxi-mation des EDP, soit par l'approximation des solutions des EDP régissant la dynamiquedu système. La stratégie de pré-approximation engendre une perte d'informations surles propriétés fondamentales du système (ommandabilité, observabilité, et stabilité), etonduit souvent �a des orreteurs di�iles �a implanter vu leur dimension. La stratégiede post-approximation onsiste �a utiliser diretement le modèle EDP pour la oneptionde la loi de ommande, l'approximation n'est envisagée que pour la mise en oeuvre de laommande onçue. Cette stratégie de ommande est la plus indiquée pour la ommandedes SPD ar elle permet de prendre en ompte l'intégralité de l'état du système qui esten réalité de dimension in�nie. Dans ette thèse, des approhes de ommande des SPDde type hyperbolique basées sur la stratégie de post-approximation sont proposées.Mots lés : système �a paramètres distribués, équations aux dérivées partielles, om-mande �oue, ommande géométrique, éhangeur de haleur, équation d'ondes.
Abstrat : Fundamental modeling of distributed proess systems typially leads todistributed parameter systems (DPS) represented by hyperboli and paraboli partialdi�erential equations (PDE). To ontrol the DPS, two strategies are possible. The �rstone is termed early lumping whih simply disretizes the PDE model at the earliest op-portunity into an approximate model onsisting of a set of ordinary di�erential equations(ODE). This strategy allows the diret use of the design ontrol methodologies developedfor lumped parameter systems (LPS). Through early lumping, one quikly loses the fun-damental ontrol theoretial properties (ontrollability, observability and stability), andthat leads to high dimensionality ontroller. The seond strategy termed late lumpingtakes full advantage of available distributed parameter ontrol theory and uses the fullPDE model for ontrol design, and ontrol system equations are lumped for reasons ofnumerial integration in implementation. In this thesis, ontrol approahes based on thelate lumping strategy are proposed.Keywords : distributed parameter system, partial di�erential equations, fuzzy ontrol,geometri ontrol, heat exhanger, wave equation.
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