) REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE (
| MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA |
(A , RECHERCHE SCIENTIFIQUE ‘A)
9 %' Université Mouloud Mammeri T1Z1-OUZOU Q’ﬁ (‘:
Faculté du génie de la construction

Département de génie civil

MEMOIRE DE MASTER RECHERCHE
Speécialité : Génie Civil
Option : Structures et matériaux
Sujet
Calcul non linéaire des poutres a précontrainte
extérieure

ENCADRE PAR : REALISE PAR r\
’,ﬂ M" MERAKEB M®* AMRANE ALDJIA 3

: <>>



Je remercie avant tous_Allah
tout puissant, de m’avoir aidé et donné courage pour arriver au terme de ce travail
Je remercie également ma_famille pour les sacrifices qu elles ont

fait pour que je termine mes études.

Je remercie sincérement mon promoteur Mr S. MERAKEB, pour ses judicieux
conseils. Quelques mots ne suffiront pas a exprimer ma profonde gratitude pour la
confiance que vous m 'avez accordée en acceptant de m'encadrer. Je n'oublierai jamais
votre gentillesse, disponibilité, et vos encouragements mais surtout la qualité

scientifique exceptionnelle que vous avez su mettre au service de mon apprentissage.

g'adresse de chaleureux remerciements a tous les enseignants et
les travailleurs du département de Génte-Crvil.

Je remercie également les membres des jurys pour effort qu’ils feront
dans le but d’examiner ce modeste travail.

Je remercie aussi tous mes amis pour leur aide, leur patience,

leur compréhension et leur encourageme

N\Lﬂmi M"l\ _




DFEDICACES

Je dédie ce lapidaire travail :

1 La mémoire de ma trés chére grand-mére que son dme repose en paix,

w1 mes trés chers parents qui m’'ont guidé durant les moments les plus
pénibles de ce long chemin, ma mére qui a été a mes cOtés et m'a soutenu
durant toute ma vie, et mon pére qui a sacrifié toute sa vie afin de me
voir devenir ce que je suis.

w1 mes trés chers fréres et seeurs.

% 1 toute ma famille sans exception et mes proches.

- 1 toute [a famille AMRANE ET AISSAT.

w1 tous mes amis(es) et d toute la promotion génie civil.

ALDIIA




Table des matiéres

RESUMEB. ...t bbbttt b e bbbt b et e b et et e nbe st beere s Xi
INtrOdUCEION GENEIAIE ..o e sreas 1
Chapitre I  Etude bibliographigUe .........cccveiueiieiiee et 3
1.1 INEFOAUCTION ..t bbb 3
7 o 1151 0] o [ TS RTSSPRRS 3
[.3  Principe de la précontrainte eXtEriEUre ..........cccoveveeeeieereiie e eee e sie e 3
1.4 Méthode de remplacement d un CaDIE...........cooeiiiiiiiiii 4
.5  Avantages et INCONVENIENES .........coveiiiiiiiirieieeee e e 4
[.5. 1 AVANTAGES......eieiieiieeiec et 4

[.5.2 INCONVENIENTS ..ottt e ne e neeneens 5

.6 Les aciers de 1a préCoNtrainte ..........ccoooeeerineneiine e e 5
[.6.1 LeS armatureS PASSIVES........coiueiierieriiiieriestistesiesiiee et see sttt 5)
[.6.2  LeS armatureS aCtIVES .......cucevieieieiesie ettt sttt 6

L7 CONAUITS. ...ttt bbb r et 7
1.8 Protection antiCOIMOSION.........civiuiiiiieieieie e 8
19 LS EVIALEUIS ..ottt 8
1.9.1 Systéme d’ancrage de précontrainte ............cccecerereiereneneeeseneiese s 10

.10 Comportement des poutres en précontrainte extérieure ............oceevevverreennenn, 11
1.10.1 Essai de CEBTP (comportement en flexion) .........cccoevvveveiieriiiiesieenenn, 12
1.10.2 Caractéristiques géométriques et physiques des poutres NM.................. 12
[.10.3  CADIES EXIEIIBUIS ...viviieecieeeeeeiee ettt 14
1.10.4 Les essais américains (essai de 1'université de Texas) .........cccocvrvvrrvennnnn 14

50 O o o] [ [ o USSR 16
Chapitre Il  Etude d’une section en ¢€lasticité non lin€aire...........cc.ccvvvvereeriesieesnernenne 17
0 R |1 o T L1 T ] o USSR 17
1.2 Hypotheses de CalCul ..........ccoooveiiiiice e 17



1.3 Modélisation du comportement des MateriauX...........ccervererreereeresreeseennenns 17

[1.3.1 BAION...ceiiiee e e e 17
I B I o 1< £SO R RSP OR 20
1.4  Définition de 1’état de déformation d’une section droite..........cccccuvevrvveernnnnns 23
[1.4.1 Dérivabilité de 'opérateur @............cocevviiiiiiiiiiiiiniie e 26
11.4.2  Equilibre de 12 SECHION ......cc.eoiiiieie e 26
11.4.3 Meéthode itérative de résolution et critere de convergence.........c..ccccueneee. 26
[1.5. Organigramme de CalCul ............cooviiiiiiii e 29
LG T 0] o] [0 [ o USSR 30
Chapitre 1l Etude d’une poutre isostatique a précontrainte extérieure ...................... 31
1 O 1 o T L1 o [ o OSSPSR 31
[11.2 HYPOthESES €t NOLIONS ..o 31
[11.2.1  MOdélisation des SECLIONS.......ccueivirieriirieiiesieeeeee e 31
[11.2.2  Définition du chargement...........ccvoeiieie e 32
[11.2.3  Etude de 1a préCoNtrainte..........cccvieeieeie i 32
1.3 Méthode de CalCUL..........cciiiiieieee s 36
[11.3.1 Calcul de la déformation du Cable...........ccccoovvriiiieniiccec e 36

[11.3.2 Relation entre les déformations et déplacements d’un trongon de poutre 36

[11.3.3  CalCUl ItEratif.......ccoiiiiiieieee e 37

[11.4  Résultats et confrontation ............ccoeeiiie i 38
[11.4.1  Organigramme de calCul ...........cccoooiiiiiiiii 41

ITIS  CONCIUSION ...ttt eeene e reenne e 41
Chapitre IV Poutre hyperstatique a précontrainte eXtérieure ............cecvvvrveveeereennen, 43
00 T |1 o T L1 T [ ] o USSR 43
V.2 Discrétisation par e1Ements fiNiS.........ccooeiiiiiiiiniic e 43
IV.3 Méthode de calcul d’une poutre hyperstatique ..........oocververerieiierinieseennns 43
IV.3.1 Hypotheses et NOtAtioN ...........cccoiiiiiieieiie e 43



IVV.3.2 Définition des vecteurs contrainte et déformation ...........cccovveeveevvveennnn, 45
IV.3.3 Formation de la matrice de rigidité élémentaire ...........c.ccceovveveiveiveriennn, 46

IV.3.4 Formation du vecteur chargement nodal d a la précontrainte extérieure47

V.4 Résultats et confrontation ...........ccccoveieiiiiiiiiiecieee s 48
V.5 CONCIUSION ..ttt ne e 50
COoNCIUSTON GENETAIE ..o e 52
BIDHOGIAPNIE. ... s 53



LISTE DES FIGURES

Figure 0-1: Toron standard a 7 4
IS,
Figure 0-2: cable d’acier. 5

Figure 0-3: Déviation échelonnés (exemple de pont de Long Key) 7

Figure 0-4 : Déviation multiple (tracé quasi-paraboliQUE) «.eeeeeerereeeeenreerereeceeaeenceeansnenns 8
Figure 0-5 : Tracé polygonal SImplifi€. ...........coiiiiiiiiiii e, 9
Figure 0-6: Exemple de systéme d’ancrage a plaque VSL..ivieuiieeeireenisecnsssncnrsssessnsessases 11
Figure 0-7 : Disposition du chargement pour 1es poutresS NM. c.euieiieiieieierinirecaserancnssnsenes 11
Figure 0-8 : Caractéristiques géométriques et physiques des poutresNM. .......................... 12
Figure 0-9 : Disposition des armatures passives dans les poutres NM................ooiiin 13
Figure 0-10: Description générale de la poutre hyperstatique..............ccoovviiiiiiiiiiiinini, 13

Figure  0-11: Disposition des  armatures passives  dans la  section 14

transversale.......................

Figure 0-12 : Configuration de chargement. ...........cooviiiiiiiii e, 16
Figure 0-13: Comportement du béton en compression selon 17
SARGIN.........oiiii,

Figure 0-14: comportement du béton avant 18
FISSUrAtioN. ...

Figure 0-15: Contribution du béton tendu apres fissuration 19
AGRELAT......cooiiiiiiiii,

Figure 0-16: Comportement des aciers 20
naturels. ... ...

Figure 0-17: Diagramme contrainte - déformation des aciers 20



écrouis

Figure 0-18: Diagramme contrainte — déformation d’un acier de précontrainte. 21
Figure  0-19: Description  de la  section et diagramme  contrainte- 22
déformation.......................
Figure 0-20 : Etat de déformation dans une section plane..................cooooiiiiiiiiiiin .. 23
Figure 0-21: Représentation de 1’¢état de déformation de la 23
SECHION. ...
Figure 0-22 : Représentation d’un état de déformation dans une section quelconque. ............ 26
Figure 0-23 : Représentation de la méthode de NEWTON-RAPHSON...................ocoeeeee. 27
Figure 0-24 : Organigramme simplifié¢ de la recherche de 1’équilibre d’une section............... 29
Figure 0-25 : Définition de la section par tables SUPErpOSEesS. .........ovvivviiiniiriiiiiiiiiean, 31
Figure 0-26 : Définition des variables pour le calcul de 1’allongement d’un cable entre deux
BVIALBUIS ...ttt et e e e e e e e e

33
Figure 0-27 : Mise en évidence des effets du second ordre dans une poutre a précontrainte
T =T £ PP

36
Figure 0-28 : convergence autour du point d’équilibre.................oooiiiiiiiiiiiiii i, 37
Figure 0-29 : courbes numérique et expérimentale de la poutre NM6..................ccooeeenennnn. 37
Figure 0-30 : courbes numérique et expérimentale de la poutre NM8.....................ooeeenil. 38
Figure 0-7 : courbes numérique et expérimentale de la: poutre NM10............................. 38
Figure 0-8 : courbes numérique et expérimentale de la poutre NM211.............................. 39
Figure 0-9 : Organigramme de recherche de I’équilibre d’une poutre isostatique a
PrECONTIAINTE EXEEITEUI. ...\ .ttt ettt et et et et et e et

42



Figure 0-31: position et géométrie de I’élément déformé................c.cooviiiiiiiiiiiiiiiiiine. 47

Figure 0-32 : Evaluation de la fleche a la section critique en fonction du chargement pour la

traVEe NOIA (JOINTS SBCS). . .uviit ittt ettt e ettt ettt e teeaeeaaeeaeens 47

Figure 0-33: Evaluation de la fleche a section critique en fonction du chargement pour la

travee SUA (JOINIS EPOXY) ..vuviniit ittt et ettt ettt et ae s 48

Vi



LISTE DES TABLEAUX

Tableau 0-1: Désignations conventionnelles, nuances et

d’élasticité........ooeeeeiiiini ..

Tableau 0-2: Caractéristiques des torons de précontrainte....................ooveiiinnn..
Tableau 0-3 : Tableau représentatif des diametres extérieurs des conduits en (mm). .....

Tableau 0-4 : Valeurs réglementaires de Rpin pourcable.................ooiiiiiinn.n.

Tableau 0-5: Principales caractéristiques des

vii

limites

poutres

4

6

10



PRINCIPALES NOTATIONS

f. . résistance a la compression du béton a 1’age j ;

cJ
¢, - déformation de pic correspond a f; ;
Epo : module élastique du béton a 1’origine

fy: résistance du béton a la traction ;

e «: deformation de traction correspondant a f; .

€ r: déformation correspondant a la plastification de 1’acier le plus tendu ;
Eyt : module d’¢lasticité longitudinal du béton.

E,: module longitudinal de I’acier ;

€ ¢ : déformation limite €lastique de 1’acier ;

Ose - CONtrainte limite élastique de ’acier ;

€ 5 . déformation ultime de 1’acier.

ou : raccourcissement a I'origine de la section

ow : rotation différentielle

€ o. prédéeformation des cébles de précontrainte adhérente
vy ordonnées des fibres extrémes supérieures de la section
V, . ordonnées des fibres extrémes inferieures de la section
b(y) : largeur de la fibre d’ordonnée Y,

Ysj - Ordonnée du lit d’acier j/Gz

A : I’aire d’un lit d’armature longitudinale d’ordre j

M : moment de flexion appliqué sur la section

N : effort normal appliqué sur la section

@ : Opérateur qui définit

@, : Jacobienne de 1’opérateur @.

viii



I : moment d’inertie de la section /Gz

0 : angles que fait la tangente orientée de I'axe moyen de la poutre, pris a I'état

déformé, par rapport a I'axe X.

X : abscisse du centre de gravité de la section

Y : ordonné du centre de gravité de la section

(M1, M,) : points de passage du céble au niveau des sections
| : longueur du trongon de cable

e : excentricités des cables dans le repere local aux sections.
Al : allongement des cables

o : rotation de la section

e p: deformation du céble de précontrainte

F : tension du cable sur un trongon quelconque

u(x) : déplacement horizontale d’une section d’abscisse X
v(X) : déplacement vertical d’une section d’abscisse X

A(X) : rotation d’une section d’abscisse X

Np : effort normal dii a la précontrainte extérieure

Mp : moment dd a la précontrainte extérieure

Nexi: €ffort normal di aux efforts extérieurs

Mex:: moment di aux efforts extérieurs

L : longueur d’une poutre quelconque

n : nombre des itérations

{a.} : parametres généraux d’interpolation
[Pn(x)] : base polynomiale

{D} : vecteur de deplacement nodal



[B] : matrice de déformation

{F.} : vecteur de chargement nodal.

[Ke] : matrice de rigidité linéaire d’un ¢lément de poutre
H; : forces nodales horizontale agissant sur les nceuds i
Vi forces nodales verticales agissant sur les nceuds |

M; : moments nodaux agissant sur les nceuds i

M; : moments nodaux agissant sur les nceuds |

{q} : vecteur de chargement extérieur

fy: forces réparties horizontales
fy . forces réparties verticales
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Résumeé

L’étude de comportement non-linéaire des structures a précontrainte extérieure
nécessite la prise en considération des effets non-linéaire dus au comportement des matériaux,
aux effets de second ordre et au glissement des cables sur les déviateurs. Ces effets influent

sur le comportement de la structure et sur le niveau de surtension des cables de précontrainte.

La présentation de la technique et les essais publiés sur des poutres isostatiques et
hyperstatique a précontrainte extérieure, constitue la premiere partie de cette étude. La
deuxieme partie, concerne le développement du modéle de calcul non-linéaire local puis de
leur intégration dans le calcul global des structure a précontrainte extérieure (isostatiques et

hyperstatiques) qui fera 1’objet d’une validation par les résultats d’essais obtenus.

La comparaison entre les résultats calculés et ceux d’essais, a permis de tirer des

conclusions sur le comportement global des poutres (déformation et résistance).

Mots clés

Effet de second ordre, non-linéarité, précontrainte extérieure, , glissement des cables,

déviateurs, isostatique, hyperstatique.
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Introduction générale

Les nouvelles conceptions d’ouvrages ainsi que les besoins nés de la nécessité
d’entretenir ou de renforcer les ouvrages anciens, de plus en plus sollicités, ont amené a

repenser les techniques de précontrainte par des cables placés a I’extérieur du béton.

Cette technique connait actuellement un développement important pour la construction
d’ouvrage d’art. L’expérience acquise, les avantages et les inconvénients ainsi que les
problémes a résoudre ont été largement discutées par BOUAFIA [1] [13][14] ,KACHI[9]
VIRLOGEUX [3], FOURE [2] [12] [14].......etc.

Les structures a précontrainte extérieure présentent des incertitudes sur certains aspect
de leur comportement. Un effort de recherche tant théorique qu’expérimental est donc

nécessaire pour permettre de les comprendre et de les résoudre.

L’intérét de prendre en compte le glissement des cables au droit des déviateurs, dans
I’analyse du comportement des structures, réside dans le fait que les effets induits sont non
linéaires et irréversibles. Les principaux problemes liés a ces effets, se manifestent par une
modification de la surtension dans les cables des part et ‘autre des déviateurs, donc des efforts
intérieurs générés par la présence des cables de précontrainte, et, par conséquent, des

déformations de la structure.

La présente étude a pour objet de construire un modéle de calcul capable de prédire le
comportement des poutres a précontrainte extérieure en intégrant certains phénomenes liés a
cette technique. En effet, le calcul proposé prend en compte d’un glissement parfait des cables

sur les déviateurs.

En ce qui concerne la non linéarité, le calcul proposé prend en compte deux types de

non linéarités :

- Lanon linéarité mécanique du comportement réel des matériaux constitutifs
(fissuration, plasticité,....etc.
- Les non linéarités géométriques, liées au comportement d’ensemble de la
structure (effet de second ordre).
La présente étude est structurée comme suit :
- Le chapitre I: représente d’une part une revue bibliographique de 1’état actuel

des connaissances sur la précontrainte extérieure, et d’autre part ’analyse des

1



essais portant sur des poutres isostatiques et hyperstatiques a précontrainte
extérieure. Cette analyse porte principalement sur les essais au CEBTP
(poutres NM) et a I’Université du Texas a Austin (poutre hyperstatique).

Le chapitre Il: présente 1’étude d’une section en béton armé en flexion
composée en présentant les hypothéses de calculs, les relations entre efforts-
déplacements pour une section et I’accroissement de N et M, et ensuite la
méthode de résolution dans le cas non linéaire.

Le chapitre 111 : présente d’une part les principales hypotheses qui ont été pris
en compte dans le calcul non linéaire global d’une poutre isostatique a
précontrainte extérieure en flexion, et d’autre part I’examen de la validation du
modele de calcul en flexion. Pour cela 1’analyse est portée sur les poutres
testees au CEBTP.

Le chapitre IV : est consacré au calcul non linéaire d’une poutre hyperstatique
a précontrainte extérieure par I’approche des ¢léments finis, dont nous
présentons I’examen de la validation du modeéle de calcul. Pour cela I’analyse
est portée sur la poutre testée a I'université de Texas a Austin.

Enfin, une conclusion générale termine ce travail, ou nous présentons quelques

remarques et perspectives pour des travaux futures.



Chapitre I Etude bibliographique

|.1Introduction
L’utilisation de la précontrainte extérieure dans la construction des ponts connait un

développement spectaculaire apres avoir éte utilisée pour renforcer des ouvrage anciens.

On se propose alors, dans ce chapitre d’exposer certains points de connaissance

concernant cette technique.

|.2Historique

La précontrainte extérieure a vu ses premiers jours en France en 1928 et 1936. Etant
donné que Freyssinet se fit connaitre internationalement, la méthode ne s”est pas vraiment
développée aussi vite que la précontrainte interne, mais néanmoins quelques ouvrages furent
construits avec des cables extérieurs.

Malheureusement, sur certains ouvrages des cas de corrosion ont été constatés. Ils
étaient généralement dus a des problémes de conception, ce qui a valu une mauvaise
réputation a la technique, et les recherches ont été abandonnées.

Malgré tout, des progres en précontrainte extérieure ont été réalisés au niveau des
réparations ce qui a relancé la construction d”ouvrages avec des cables externes. La technique
fut massivement utilisée en France et aux Etats-Unis dans les années 80-90.

Aujourd”hui, les problémes de corrosion sont dominés, et les producteurs de

précontrainte proposent des solutions adaptées et agrémentées.

|.3Principe de la précontrainte extérieure
La particularité de la précontrainte extérieure est la possibilité de remplacer les
cables, il est donc important de mettre en ceuvre des unités qui se détendent et se démontent
facilement sans endommager |"ouvrage. La précontrainte étant exposée aux agressions
extérieures, il est primordial d"utiliser des cables de bonne qualité. Les cables les plus
exploités sont injectés au coulis de ciment, plus économiques, ils sont aussi trés efficaces pour
la lutte contre la corrosion. De plus, leur remplacement est relativement aisé et se révele plus
propre que celui des cables injectés de produits souples.
A T’opposé de la précontrainte adhérente, la précontrainte extérieure n’adhere a la

structure de béton qu’en certains de ses points. Des organes d’ancrage des cables sont prévus

a cet effet.
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Etude bibliographique

|.AMéthode de remplacement d un cable

Le remplacement d"un céble de précontrainte extérieure est un marché spécifique, qui

doit étre réalisé par des professionnels. Il est composé de trois étapes :

La plus délicate, qui consiste en la détention et le démontage des cables;

Le dégagement des parties remplacables, et le reglage des nouvelles parties (au
niveau des ancrages et déviateurs) ;

La partie traditionnelle, qui consiste en la mise en place et la tension des

nouveaux cables.

|.5Avantages et inconvénients

I.5.1 Avantages

La précontrainte extéricure ne s’est récemment développée que parce qu’elle

présente des avantages multiples. Ils se situent plus, en fait, sur le plan de la qualité que sur

celui de I’économie.

Ces avantages ont été largement discutés par plusieurs auteurs dont on peut citer :
Y.BOUAFIA [1], B.FOURE [2], M.VIRLOGEUX [3] ainsi que beaucoup d’autre.

Les principaux avantages sont énumérés dans les points suivants :

Amélioration du bétonnage : Etant donné que les cables intérieurs sont
supprimés, la descente du béton est facilitée ;

Simplification de la mise en ceuvre des gaines : Les gaines ne passant pas dans le
béton, leur mise en place est plus simple ;

Simplification de I"injection : Etant donné que les cables ont un tracé rectiligne,
leur injection est facilitée ;

Diminution des pertes par frottement, par la simplification du tracé ;

Possibilité de remplacement des céables en cas de vieillissement ;

Amélioration des résistances : Les cables n"étant plus présents dans la section de
béton, on peut profiter pleinement de la résistance de celle-ci ;

Allegement de la structure : Les conditions de recouvrement des cébles internes
ne devant pas étre respectées, les sections peuvent dans certains cas étre

diminuées.
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1.5.2 Inconvénients

Il'y a lieu également, de citer un certain nombre d’inconvénients auxquels est

assujettie I’utilisation de la précontrainte extérieure.

Ces inconvénients ont été également discutes, notamment par VIRLOGEUUX [3],
B.FOURE [2], le groupe de travail du SETRA [5], AFPC [6], ITBTP [7].

Et parmi ces inconvénients, nous pouvons citer :

- Difficultés de réglage aux déviations ;

- Diminution de I"efficacité du cable : Cette diminution est due au tracé rectiligne
du cable, ainsi qu’a 1'impossibilité de mettre en ceuvre une grande excentricite ;

- Gain en poids dans la section, compense par le poids des ancrages et déviateurs :

Le gain en poids n"est pas évident.

|.6Les aciers de la précontrainte
Les aciers utilisés dans les ouvrages en béton précontrainte sont de deux natures

différentes on distingue:

- Les aciers actifs qui créent et maintiennent la précontrainte sur le béton ;
- Les aciers passifs nécessaires pour reprendre les efforts tranchants, pour limiter
la fissuration et pour servir d’aciers de montage afin de construire ‘cage

d’armatures’ maintiennent les autres aciers.

1.6.1 Lesarmatures passives
Ce sont des armatures identiques a celles utilisées en béton arme. Elles ne sont mises en
tension que par la déformation de 1’¢lément. Les aciers généralement utilisés sont classés en
plusieurs catégories :
- Barres rondes lisses.
- Barres a haute adhérence.
- Fils (fil a haute adhérence et fils lisses.

- Treillis soudés.

D’une fagon générale, on distingue pour les armatures passives en béton précontraint les

aciers passifs longitudinaux et les aciers passifs transversaux.

Les caracteres des armatures passives a prendre en compte dans les calculs sont la

section nominale de I'armature, le module d’Young et la limite d'élasticité.
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Le tableau (1.1) donne les désignations conventionnelles, les nuances et les limites

d’¢élasticité sur le marché.

Tableau I-1 : Désignations conventionnelles, nuances et limites d’élasticité

Type Désignation | Limite d’élasticité
Ronds FeE215 215
lisses FeE235 235
FeE400 400
Barres HA FeE500 500
Fils tréfilés HA FeTE500 500
et treillis HA TSHA
Tre|II_|s soudés TSL 500
lisses

[.6.2 Les armatures actives

Les aciers actifs sont les aciers de la précontrainte, on distingue :

Les fils :

On distingue les fils ronds et lisse et les fils non lisses. Leur diameétre maximal ne
dépasse pas 12mm.

Les barres:

Elles sont définies comme étant de section supérieure aux fils (diamétre supeérieur a
12mm). Les barres les plus courants ont un diamétre nominal de 26mm.

Les torons:
Les torons sont constitués d’un ensemble de 3ou7 fil de faible diamétre (2 a 4mm)

enrdlés en hélice sur eux ou sur un fil central.

_—.
Dilametra
ormyinal
—_—
—=
|
™ ~ - = =
_ i-_-_._..l- - -~ ._.-_.i' --__-'-.---__-' "
- = T — I
i e - e _F'-'- =i
4 a-'- -~ ~ -
L
-

Figure 1-1: Toron standard a 7 fils.

Les torons sont caractérisés par le nombre de fils (et la section du fil) et leur diametre.

Les caractéristiques des torons les plus courants sont données dans le tableau ci-dessous.
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Tableau 1-2: Caractéristiques des torons de précontrainte

Désianation Diameétre | Section
9 (mm) (mm?)
T 13 12.5 93
T13S 12.9 100
T15 15.2 139
T15S 15.7 150

Par exemple, T13 désigne un toron de 13 fils de diamétre 12.5mm chacun.

Les cables :

Les cables sont constitués de plusieurs torons en acier a haute résistance pour béton

précontraint. Un cable est défini par le type et le nombre de torons et la classe de résistance.

Figure 1-2: cdble d’acier.

La figure 1-2 montre un cable constitué de 12 torons, chaque toron contient 7 fils.

|.7Conduits
Les conduits permettent la libre circulation du cable dans la structure, afin qu’il puisse
s’allonger librement pendant la mise en tension. Il existe plusieurs types de conduits dans

lesquels sont disposes les cables :

- Gaine (métallique) nervurée en feuillard: épaisseur du feuillard: 0,3 a 0,6 mm,
diamétre 25 2130 mm;
- tube rigide en acier : épaisseur 1,5 a 2 mm;
- gaine nervurée en PEHD;
- tube en PEHD.
En pratique les unités et les conduits les plus couramment employés ont les diametres

extérieurs minimaux donnes par le tableau ci-apreés [5] :
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Tableau I-3 : Tableau représentatif des diameétres extérieurs des conduits en (mm).

A Tubes en Tubes en

Cable ; e
acier polyéthylene

7T15 76,1 75
12T15 80 90
19T15 101,6 110
27T15 114,3 125
37T15 139,7 140

|.8Protection anticorrosion
Les tubes métalliques doivent protégés extérieurement par une peinture donnant une

garantie d’anticorrosion de 4ans au minimum [5].

|.9Les déviateurs
Pour que les cables extérieures soient efficaces en flexion et a I’effort tranchant il faut
qu’ils suivent un tracé bien défini (en fibre supérieure sur pile et en fibre inférieure dans la
zone centrale des travées).Ce tracé est réalisé a I’aide des picces de déviation qu’on appelle

déviateurs qui donnent aux cables un tracé en ligne brisée.
Un déviateur comprend :

- Un ¢lément structural capable de reprendre 1’effort exercé par le cable dans la
zone de déviation.

- Un organe assurant la géométrie de la déviation.

Globalement, un déviateur doit satisfaire aux exigences suivantes [5] :

- Reésister aux forces tant longitudinales que transversales que le cable lui
applique et transmettre ces forces a I’ensemble de la structure.
- Sauf indication contraire du marché, permettre la démontrabilité du cable sans

intervention traumatisante pour les éléments structuraux.

Dans la zone de déviation, le tracé théorique du cable, est un arc de cercle de rayon

au moins égal a Rpin (rayon minimum).

Rmin €st défini ci-apres pour les cables les plus courants.
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Tableau I-4 : Valeurs réglementaires de Ry, pour cable

Cable | Ruin (M)
7T15 2,0
12T15 2,5
19T15 3,0
27T15 35
37T15 4,0

Les cables peuvent étre déviés un a un ou peuvent avoir tous un méme trace proche du

trace théorique.

Dans le premier cas la position des ancrages doit étre choisie de facon a ce que les

efforts de déviation se decomposent sans flexion secondaire sur I’ame et le hourdis inférieur.

Figure I-3 : Déviation échelonnés (exemple de pont de Long Key).

Dans I’autre cas ce sont les entretoises qui permettent de dévier simultanément tous

les cables (voir figure 1.4)

|

Figure 1-4 : Déviation multiple (tracé quasi-parabolique)

Cependant, multiplier ces entretoises présente des inconvénients. Ces entretoises
par leur poids, elles génerent des efforts additionnels dans la structure et compliquent la
réalisation. C’est pourquoi SETRA (service d’étude des routes et autoroutes) propose une
limite fixée a deux entretoises déviatrices ce qui réduit I’efficacité du cable notamment vis-a-

vis de I’effort tranchant et impose d’augmenter un peu 1’épaisseur des ames (figure 1.5) [8].
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Figure I-5 : Tracé polygonal simplifié.
D’autre part, le probléme majeur qu’on rencontre au niveau des zones de déviation
est le comportement jusqu’a rupture de celle-ci ainsi que les cassures angulaires qui peuvent y

apparaitre.

Pour justement étudier le comportement d’un céble dans la zone de déviation, a la
mise en tension et surtout a la rupture, des essais ont été effectué par B.FOURE [2] au
C.E.B.T.P. & Saint Rémy — les Chevreuse. Les résultats de ces essais ont montré que les
charges de rupture des cables déviés ne sont pas significativement différentes de celles des

cables droits. La rupture ne se produit jamais dans la zone de déviation.

VIRLOGEUX [3] affirme aussi que si les rayons de courbure sont comparables a
ceux mis en ceuvre pour des cables intérieurs au béton, il ne semble guére exister de raison de
prendre des précautions particuliéres. Mais il faut tout de méme tenir compte des points

suivants [8] :

- En précontrainte extérieure on utilise des cables de grande puissance et plus le
nombre de torons est grand dans les zones de courbures, plus I’empellement est
défavorable ;

- Latension réelle des cables extérieurs est largement supérieure a celle des

cables intérieurs, du fait des faibles pertes de précontrainte par frottement.

1.9.1 Systeme d’ancrage de précontrainte
IIs constituent un organe essentiel puisqu’ils permettent d’assurer le maintien de 1’effort
de précontrainte dans les armatures apres la mise en tension (la téte d’ancrage assure cette
fonction). Ces systemes ont été développés par des sociétés détentrices de procédeés de

précontrainte dans le monde et I’on peut citer :

- Freyssinet international,
- VSL (Vorspan system Losinger);
- DSI (Dywidag system international).

10
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Figure 1-6: Exemple de systéme d’ancrage a plaque VSL

Sur la figure 1-6, on distingue la téte d’ancrage. Sa protection est assurée par un capot
étanche definitif fixé mécaniquement. Ce capot recoit lui-méme une protection anticorrosion
efficace [5], [8].

.10 Comportement des poutres en précontrainte extérieure
Le comportement a la rupture des ponts, construits avec une précontrainte extérieure,
n’était pas totalement prévisible. Des incertitudes spécifiques a cette technique existent, elles

concernent certains problémes structuraux tels que [9] :

- Le comportement de I’ensemble de la structure,

- Larupture des poutres en flexion, le comportement des cables dans certaines
zones sensibles (les déviateurs et les ancrages), ainsi que le glissement des
cébles dans les zones de déviation ;

- Le comportement des cables aux droits des déviateurs : surtension,
concentrations locales des contraintes, perte de tension dans les déviateurs, effet
de second ordre, ductilité, capacité résistante,... etc.) ;

- Larupture des éléments de déviation.

En effet, plusieurs centres de recherche ont entrepris des programmes de recherche
expérimentale et théorique, pour trouver des réponses a ces incertitudes et d’observer
I’ensemble des phénomenes liés au comportement des structures a précontrainte extérieure.
Cela permet d’une part, de préciser les hypothéses de comportement local et d’autre part, de
faire des vérifications du comportement global des structures (glissement des cables sur les

déviateurs) On peut citer dans cette étude:

- Les études menées au CEBTP [1], [13], [14], [21], [22] qui consistent en des

études expérimentales et théoriques pour lesquelles le programme d’essai a

11
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démarré en 1982.Elles ont porté essentiellement sur le comportement de poutres

isostatiques ;

Ainsi que les essais effectuée a I'université de Texas a Austin [15], [16], [24],

[25] sur une poutre hyperstatique a précontrainte extérieure.

1.10.1 Essai de CEBTP (comportement en flexion)

Un programme d’essais portant sur 11 poutres a été réalisé au CEBTP a partir de 1984.

Il a pour but d’étudier le comportement global des poutres en béton précontraint en service et

surtout & la rupture. Les poutres testées se différencient par [9] :

Leurs types de construction (poutres monolithes et poutres a voussoirs

préfabriqués) ;

Le type de cablage, qui est soit totalement extérieur, soit mixte, soit totalement

intérieur ;

La quantité d’armatures passives correspondant a des armatures de peau

imposées par les régles Francaises BPELS83 ;

Type d’injection des cables, au coulis de ciment ou a la cire pétroliére.

Les principales caractéristiques de ces poutres sont données au tableau suivant:

Tableau I-5 : Principales caractéristiques des poutres NM

Type Poutre Cable Armatures passives Injection
NM1 Extérieur W=1,05% Non

NM2 Extérieur W=1,05% Ciment
\/oussoirs NM3 Extérieur W=1,05% Cire

NM4 Mixte W=1,05% Ciment

NM5 Intérieur W=1,05% Ciment

NM6 Extérieur W=0,02% Ciment

NM7 Mixte W=0,02% Ciment

Monolithes NM8 Extérieur W=0,5% Ciment
NM9 Extérieur W=0,02% Cire

NM10 Extérieur W=0,77% Ciment
NM11 Extérieur W=0,5% Cire

1.10.2 Caractéristiques géométriques et physiques des poutres NM

Ce sont des poutres isostatiques de 6,75m de long avec une portee de 6m entre appuis.

La figure (1.7) montre la disposition du chargement des poutres, la figure (1.8) montre les

12
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caractéristiques géométriques des poutres et la figure (1.9) montre la disposition des armatures

passives.
% 3,00m p
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Figure 1-7 : Disposition du chargement pour les poutres NM.
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Figure 1-8 : Caractéristiques géométriques et physiques des poutres NM.
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Figure 1-9 : Disposition des armatures passives dans les poutres NM

1.10.3 Cables extérieurs
I1s sont placés sous gaines souples en feuillard métallique ondulé pour I’injection au
coulis de ciment et sous tubes métalliques, pour 1’injection a la cire pétroliere, les gaines sont
contenues au passage des déviateurs dans des tubes de réservation en aciers qui sont cintrés
avec un rayon de 2m. Les parties cintrées noyées dans le béton du déviateur sont prolongées a
leurs extrémités par des longueurs droites de 30mm. Situées a I’extérieur du béton, leur

déformabilité permet ainsi d’atténuer les cassures angulaires des cables éventuels [12].

1.10.4 Les essais américains (essai de I'université de Texas)

En raison du grand succés qu’a connu la précontrainte extérieure, le Texas State
departement of highways and publics transportation (TSDHPT) et la FederalHighway
Administration (FHA) en commun accord avec 1’université du Texas, a mené un programme
de recherche sur le comportement des ponts a voussoirs, précontraints par des cables
extérieurs, aux états limites de service et ultime. Ce programme a porté sur une poutre

continue a cablage extérieur [9].

Ce programme d’essai a porté sur une poutre continue géométriquement symétrique par
rapport a son centre. La poutre est constituée de trois travées : travees nord, centrale et sud. La
travée Nord a des joints secs, tandis que les deux autres ont des joints collés avec la résine
époxy.

14
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Chaque travée est constituée de dix voussoirs plus un voussoir sur pile a chaque appui.
L’ancrage de tous les cables est effectué dans les voussoirs sur pile. Les caractéristiques
géomeétriques de la section transversale des voussoirs ainsi que la disposition des armatures
passives sont montrées sur la figure (I-11).
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Figure 1-10: Description générale de la poutre hyperstatique
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Figure I-11 : Disposition des armatures passives dans la section transversale
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Figure 1-12 : Configuration de chargement.

Les cables extérieurs sont adhérents aux entretoises la ou ils sont déviés et dans tous les
voussoirs sur pile. Le tracé du cablage extérieur, sa localisation sur les appuis, ainsi que dans

une section a mi- travée est montré sur la figure (1-10).

|.11 Conclusion
La technique de la précontrainte extérieure a fait I’objet de plusieurs études théoriques
et expérimentales. Il en ressort que 1’utilisation des cables extérieurs au béton offre des
avantages certains par rapport a la précontrainte intérieure classique quant a la facilité de mise
en ouvre des éléments et surtout dans 1’entretien et réparation des ouvrages : réduction de

I’épaisseur des ames et possibilité de remplacer les cables défectueux.

Cependant, la structure a précontrainte extérieure présente des incertitudes sur certains
aspects de leur comportement et pour trouver des réponses a ces incertitudes, des essais
expérimentaux ont été effectués au CEBTP sur des poutres isostatiques ainsi que des essais
américains (a I’'université de Texas) sur des poutres continues hyperstatiques. Ces systemes de
poutres feront I’objet de modélisations numériques (chapitre III et IV) a I’issu desquelles les

résultats numeériques seront confrontés aux résultats d’essais.

16



Chapitre Il Etude d'une section en élasticité non linéaire

1.1 Introduction
Sous un chargement instantané et croissant, une section en béton armé se fissure et se
plastifie. Le calcul en élasticité linéaire ne permet plus d’évaluer les déformations réelles de la

section. Ce chapitre est donc consacré au calcul d’une section non linéaire en béton armé.

1.2 Hypotheses de calcul
Nous nous intéresserons a 1’étude d’une section droite d’un élément de poutre en béton
armé a plan moyen chargée dans son plan et sollicitée en flexion composée. On admet les

hypothéses de calcul suivantes :

- Lasection est étudi¢e dans I’hypothese des petites déformations et du
comportement élastique non linéaire. Elle est définie dans le repere principal
Gxyz ; G étant le centre de gravité de la section.

- Une section plane avant déformation reste plane aprés deformation (hypothése de

Bernoulli) ;

- L’axe Gx est normal au plan de la section droite et de méme orientation que la
fibre moyenne de la poutre ;

- L'axe Gy est symétrique ;

- Le glissement relatif entre le béton et 1’acier est négligé ;

- L’influence de I’effort tranchant est négligée ;

- Les efforts dans les aciers sont supposeés agir au niveau de leur CDG.
1.3 Modélisation du comportement des matériaux

I1.3.1 Béton
11.3.1.1 Comportement du béton en compression

Pour décrire le comportement réel du béton en compression, on admet un modele
élastique non linéaire qui est décrit par SARGIN [24].L’allure générale de la courbe

contrainte — déformation est donnée par le diagramme représente a la figure 11-1 suivante :
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Figure 11-1 : Comportement du béton en compression selon SARGIN[24].

La courbe est caractérisée par :

- Une branche ascendante, a concavité dirigée vers le bas admettant un
module tangent initial Epp et un maximum de contrainte qui correspond a
la résistance a la compression f..
- Une branche descendante commencant par le maximum de la branche
ascendante et qui se termine par le point (oy, &)
La contrainte est donnée par la relation suivante :

o = k. + (k; —1)&*
1 (k, - 2)E +kiE?

-1

_ <€
F=2 -2
&o

Le parametre kj, ajuste la branche ascendante de la loi et est donné par :

Enoéo

k., =
T f

11-3

ci
f, : Résistance a la compression du béton a Iage j ;
¢, : Déformation de pic correspond a f; ;

Epo : Module €lastique du béton a 1’origine ;
Le paramétre K, permet d’ajuster la forme de la branche décroissante de la courbe.
AvecK ,=0, on obtient des courbes avec une branche qui descend brutalement, ce qui

correspond a un béton ayant un comportement élastique fragile.
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Pour K’p=1, on obtient au contraire des courbes assez plates qui correspondent a un
béton ayant un comportement ductile.

Pour un béton normal, on prend généralement K ,=Kj - 1
11.3.1.2 Comportement du béton en traction

Geénéralement, dans la pratique (réglement), la résistance a la traction du béton ainsi que
la contribution du béton tendu entre deux fissures sont négligées.

La prise en compte de la contribution du béton tendu entre les fissures, permet une
représentation convenable de la déformabilité réelle d’un élément fissurée, ainsi qu’une
estimation meilleure de la redistribution des efforts dans les structures hyperstatiques et dans
les cas sensibles aux effets de second ordre. Elle permet ainsi de mieux estimer les
déplacements.

Plusieurs modeles sont proposés dans la littérature. Dans le cadre de la présente étude
nous avons utilisé la loi de GRELAT [25]. Elle attribue au béton tendu fissuré un diagramme

fictif triangulaire a partir de 1’axe neutre (fig. 11-2).

® @ o Zone comprimée

Axe neutre

Zone tendue

Diagramme fictif
du béton- tendu

Ebt Obt
Section Déformation Contrainte
Figure 11-2 : comportement du béton avant fissuration.

Les fibres du béton tendu sont affectées d’un module de déformation Ep; qui est défini a

partir de la contrainte et de la déformation instantanée du bord tendu.
E,=— -4

Au —dela de la fissuration en traction on tient compte d’une participation du béton
tendu situé entre deux fissures successives. La contrainte ne s’annule pas brusquement, mais,
décroit selon une loi parabolique (fig. I1-3). On étudie ainsi le comportement moyen d’une

zone de poutre.
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Ego
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>
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Figure 11-3 : Contribution du béton tendu apres fissuration A.GRELAT [25].

fij: résistance du béton a la traction ;
e . deformation de traction correspondant a fi; ;
€ 1. déformation correspondant a la plastification de 1’acier le plus tendu ;

Ept : module d’¢élasticité longitudinal du béton.
O = Eno - &5 Si| &y | < &4 1-5
le ] Jenetlewn D eq fissuration avec participation du béton tendu.

2
_ ftj (gbt_grt) 1-6

bt
(grt — &4 )2

le bl O € 1t |&,|> &, fissuration sans participation du béton tendu : o= 0

I1.3.2 Les aciers

Le comportement de I’acier est représenté par une loi contrainte-déformation supposée
identique en traction qu’en compression sous chargement monotone. On distingue les aciers

passifs qui sont les aciers de béton armé et les aciers actifs ou aciers de précontrainte.
11.3.2.1  Comportement des aciers passifs
Pour ces aciers nous avons distingué les aciers naturels et les aciers écrouis.

A) Les aciers naturels: sont caractérisés par une loi de comportement élasto-plastique
parfaite. On utilise ces aciers pour le calcul a I’état limite de résistance (ELU) ou

I’évaluation précise des déformations n’est pas nécessaire.
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Figure 11-4 : Comportement des aciers naturels

o=E,-¢ ¢<g,
c=S, ¢g<&<g,

c=0 e>¢g,

Du coté de la traction les relations se déduisent par symeétrie.

Les déformations extrémes sont fixées par le reglement BAEL a 10%o.

Ea: module longitudinal de I’acier ;
€ ¢ : déformation limite ¢lastique de 1’acier ;

Ose - contrainte limite élastique de I’acier ;

€ s : déformation ultime de 1’acier.

B) Aciers écrouis : Dans les aciers écrouis et selon les réglements de béton armé

(BAEL), on conserve une zone élastique linéaire jusqu'a 70% de la limite élastique.

Au-dela, et jusqu'a des déformations d’environ 1%, on adopte une courbe du
cinquieme degré. Pour des déformations supérieures a 1%, on suppose un palier
plastique a hauteur de 1.1S,, et ce jusqu'a la déformation limite de rupture de 4%

(fig. 11-5).
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1.1Sé————
Se——

0.7Ser

Figure 11-5 : Diagramme contrainte — déformation des aciers écrouis

o,=E¢ 0<0,<0.7S,
g=$+o.823(%—0.7)5 0.7S, <o, <1.1S, 118

e

o, =11S, £>001

11.3.2.2 Comportement des aciers actifs

Le comportement des armatures de précontrainte est représenté par la loi, du méme type
que celle des aciers écrouis de béton armé a savoir une phase linéaire jusqu’a 90% de la limite

¢lastique, une courbe du cinquieéme degré suivi d’un palier plastique jusqu’a la rupture a

hauteur de 1.06S, et une déformation de 4%.

o,=E¢ 0<0,<0.9S,
-9

g=2s +100(%—o.9)5 0.9S, <o, <1.068S,

o, =1.06S, &>0.01

1.065 ————
Se——

0.9Ser

ol

(%)
=

Figure 11-6 : Diagramme contrainte — déformation d’un acier de précontrainte.
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1.4 Définition de I'état de déformation d’une section droite

Ept Ot
Discrétisations Déformations Contrainte
o ) ( @)

Figure 11-7 : Description de la section et diagramme contrainte-déformation

Section

On considere une section en béton armé, en équilibre sous un moment fléchissant M et
un effort normal N agissant au centre geométrique G de la section.

Compte tenu de I’hypothese de Bernoulli, nous pouvons associer a un état de
déformation d’une section quelconque un ensemble de variables (du, dw), que nous
assimilerons au vecteur de déformation {6}, qui nous permettra, une fois définies, de déduire
la valeur de la déformation &en tout point de la section. Si nous posons du le
raccourcissement a l'origine de la section et dw la rotation différentielle, la déformation
(comptee positivement dans le sens de la compression) d'une fibre d'ordonnée y est donnée

comme sulit :
sE=U+MW-y 11-10
La déformation d'une barre d'acier d'ordre j et d'ordonnée y;; est :
&g =& —(U+N-yy) 11-11

& est la prédéformation des cables de précontrainte adhérente (nulle pour les aciers

passifs). Pour les aciers, la déformation est comptée positivement s'il s'agit d'une traction.

Ces efforts internes, dits résistants, sont développes par le couple (du,dw) et donnés par

les formules d’intégrations des contraintes sur toute 1’aire de la section(Fig. I1-8) :
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N = [, 03, (U + 8- Yb(y)dy + Y0, (55) A,
) 11-12
My = ], 01, (d0+ G- y)b(y) ydy + D0 () Y5 A
i

Esup

ou fos

€5=0U + OW Vs

Figure 11-8: Etat de déformation dans une section plane

- vy et v sont les ordonnées des fibres extrémes de la section,

- op et oy sont respectivement les lois de comportement du béton et des aciers,
- b(y) la largeur de la fibre d’ordonnée y,

- Ysj et Asj ’ordonnée et 1’aire d’un lit d’armature longitudinale d’ordre j.

Il se peut que, a un état de déformation donné, la section de béton n’amorce une
résistance aux efforts que sur une partie dite intégre (non rompue), et que 1’autre partie soit
rompue en traction ou en compression. Dans ce cas de figure, I’intégration des contraintes
n’affecterait que la partie non rompue (Fig. 11-9) ; les bornes d’intégration dans les formules

(11-12) seront fonction de 1’état de déformation de la section.

On peut associer a chaque état de déformation d’une section, un point appartenant a
I’espace des déformations généralisées (Fig. 11-10). Les droites de 1 & 4 sont des droites
limites et découpent tout I’espace en plusieurs zones. Il est remarquable de relever que seule
la zone I est la zone d’intégrité de la section. Les zones VI et VIII sont les zones de rupture
complete. Seules les zones de 11 & V représentent un état de déformation ou la section n’est
que partiellement rompue ; elles peuvent néanmoins représenter un intérét car il est démontré

expérimentalement que la résistance optimale n’est pas encore atteinte dans la zone 1.
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i zone rompue en
y compression y ! Eem
K erc=0U + 3W Yc
Ye Ye
G z  Gldu &
Vi »
\ enr=3U + OW Yt
h I

traction
Figure 11-9: Représentation de I’état de déformation de la section

zone |11

zone IV

zone IX zone VII

OW

zone Il

Figure 11-10 : Représentation d’un état de déformation dans une section quelconque.

Sous forme condensée, et compte tenu des bornes d’intégration, I'équation (1I-12)

devient :

1

Nint Ye 1
(M J:L{ oy, (SU+Sw- y)b(y)(y}de% (ss,-)As,{y ] II-13

yc(resp. y) est I'ordonnée de la fibre de béton au-deld/deca de laquelle la rupture en
compression(resp. en traction) s'est produite (Fig. 11-9) si le point figuratif de 1’état de

déformation de la section est dans une zone de rupture partielle.

On définit ainsi le passage de I'espace de la déformation généralisée (du, ow) vers

I'espace des efforts internes généralisés (Nint, Mint) par l'opérateur @ :

d:(u,w) > (N, M,.,) 11-14

int?
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L’opérateur @ est continu partout dans le domaine d’intégrité de la section (zone I) car

les fonctions, oy et oz, de comportement des matériaux le sont aussi.

I1.4.1 Dérivabilité de I'opérateur @
En étudiant la continuité de 1’opérateur @, nous pouvons postuler au calcul de ses

dérivées partielles.
11.4.1.1 Définition

On appelle opérateur tangent @; la matrice dont les composantes sont constituées par

des deériveées partielles de I'opérateur @ :

aNint aNint

_| odu OOW
th_ aMint a'vlint 145

oo OOW

@ est appelé matrice Jacobienne de I’opérateur @.

I1.4.2 Equilibre de la section
La structure étant soumise aux sollicitations extérieures, la réponse sera une réaction qui
tend a équilibrer le systeéme dans une configuration stable. Les équations d’équilibre sont les

suivantes :

Nint(a']! &N) = Next

11-16
M int(éul &N) = M ext

Le probléme consiste a trouver le couple (AU, dw) solution du systéme d’équations
d’équilibre (11-16).

I1.4.3 Méthode itérative de résolution et critére de convergence

En élasticité non — linéaire, il est facile de calculer les efforts développés par une
déformation donnée. Cependant il n’existe pas de méthode directe permettant de calculer les
déformations produites par des efforts donnés. Elles se heurtent en général aux probleémes de
convergence et ce, avant méme que la structure n'atteigne sa limite optimale de résistance. On
est donc contraint d’utiliser une méthode itérative pour la recherche de la solution en

déformation.

Plusieurs méthodes sont proposees dans littérature. Dans le cadre de la présente étude
nous avons utilisé la méthode de NEWTON-RAPHSON.
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11.4.3.1 Méthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson ou de Newton, est un cas particulier des méthodes
dites du point fixe, dont le mode de convergence est quadratique. Elle consiste a équilibrer
une partie des efforts extérieurs {AF}; en linéarisant au voisinage de {F}; déduisant ainsi

I’incrément de déformation {Ac};.
On se propose de définir la suite {&}; engendrée par les itérations de Newton-Raphson.

Les étapes suivies dans la résolution de I’équation (I1-16), en supposant connue la

-eme

déformation {e}ialai " itération, sont les suivantes :

1. Calcul des efforts internes (N;, M;) développés par la déformation (ou,, Sw;), ainsi

que les composantes de I'opérateur tangent @
@ :(ou;, ow,) = (N;,M,)

2. Evaluation de I’incrément de déformation A{g} en résolvant le systéme linéaire :

Adu N —N;
D, - = 1-17
Aow Mg —N;
3. Calcul de la déformation a I’étape (i+1) ;
(5ui +1,&Ni +1) = (&Ji,a/vi)Jr(Aé‘u,AaN)
4. Vérification du critére de convergence en utilisant la norme des efforts ou celle des

déformations.

On recommence le cycle a partir de I'étape (1) en posant comme nouvelle valeur de la
déformation, la déformation calculée a I'étape (3) et ce, jusqu'a ce que I'effort normal Niet le
moment fléchissant M; soient les plus proches possible respectivement de I'effort normal Ney

et du moment fléchissant Mgy extérieurs avec une précision suffisante.

On peut résumer les itérations de Newton-Raphson par 1’équation Suivante :

N . —N.
(éum aNHl):(a'li &Vi)+(bt(aji’&Ni)'{ o I} 11-18
Mext_Mi

Le premier terme de la suite de Newton-Raphson doit étre le plus proche possible de la
solution si I’on veut accélérer la convergence. Pour cela, I'estimation dans le domaine
linéairement elastique de la déformation convient parfaitement et elle est donnée par les

équations :
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&'IO — Next _ Mext — Next Yo A
ES, Elg 11
aNO — Mext — Next Yo
El,

OU E, Sy, Yg, I sont les caractéristiques linéaires de la section homogéneisée.

L’interprétation géométrique de cette méthode est suggérée dans la figure (11-11).

€

—
i

€i-1 E&i &+l
Figure 11-11 : Représentation de la méthode de NEWTON-RAPHSON

11.4.3.2 Meéthode de la corde (ou Newton-corde)

La méthode de la corde permet d’éviter qu’a chaque itération de 1’équation I11-18, on ait
a évaluer @ Elle consiste a remplacer @({&};) par @({c}o) dans 1’équation II-17. Cette
méthode a le mérite d’éviter la singularité éventuelle de la matrice @, lorsque les efforts
internes dans la section approchent les limites optimales de résistance. Mais elle a
I’inconvénient d’augmenter le nombre d’itérations nécessaires pour la convergence car le

mode de convergence de cette méthode n’est pas quadratique mais plutot linéaire.

D’une manicre générale, les méthodes que nous avons exposées ne nous permettent pas
d'aller au-dela du pic de la courbe (Mjy- dw) ou (Nin: - Su), ce qui correspond au tracé de la
courbe descendante, pour la raison simple que I'opérateur tangent @ devient singulier(c'est a
dire son déterminant nul ou du moins tres petit) et I'étape (2) de I'algorithme décrit ci-haut se
soldera par un incrément de déformation important et par la suite I'évaluation de la
déformation qui s'éloigne beaucoup du domaine d'intégrité de la section, ce qui induit la
rupture de cette derniere(du moins celle des aciers) qui a pour conséquence I'effondrement du

processus itératif et donc divergence des resultats.
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Ftude d’une section en élasticité non linéaire

11.5. Organigramme de calcul

Divergence

Négatif

( Début )

v [/
|
< dUo, OWo >

IA

A Al

Calcul des efforts
dans la section
(Ni, My)

v

Calcul de la rigidité
de la section @

JV

Test sur le
déterminant de

I’opérateur tangent @

|

Adu N — N,
®t. p—
Adw M., — N,

Résolution du systeme
linéaire

|

Teste de
convergence

[
»

—
N

D

NON

Figure 11-12 : Organigramme simplifié de la recherche de I’équilibre d’une section
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11.6. Conclusion
L'étude présentée jusqu'ici nous permet de simuler le comportement non linéaire des
sections en béton armé en inversant I’opérateur @ au moyen des itérations de Newton-
Raphson. Cette méthode posséde des inconvénients inhérents a I’emploi du module tangent de
rigidité de la section. Le remplacement du module tangent par le module sécant nous permet

d'atteindre ou de dépasser le pic des courbes d’interaction des sections.
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Chapitre III Etude d'une poutre isostatique a précontrainte

extérieure

[11.1 Introduction
Le calcul des sections est une étape importante dans I’étude des poutres. La non
linéarité du comportement des poutres dérive en partie de celui des sections. L’intégration
des deformations des sections nous permet alors de connaitre le comportement en phase post-

élastique des poutres en béton armé soumise a une precontrainte extérieure.

On se propose alors, dans ce chapitre, de rappeler certaines notions, les principales
hypothéses prises en compte dans les calculs et exposer la méthode de calcul.

I11.2 Hypotheses et notions

I11.2.1 Modélisation des sections
Une section banale est définie dans le repere global OYZ par une superposition de
plusieurs tables rectangulaires. Les donnees relatives a chaque rectangle sont explicitées par
les coordonnées de ses sommets opposés. Les caractéristiques géométriques de la section
(hauteur et largeur de chaque rectangle ainsi que sa position dans le repére global) sont ainsi

automatiquement définies (fig. I11-1).

by

points définissant les
sommets du rectangle

N

e} -
Figure 111-1 : Définition de la section par tables superposées
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Chapitre 111 Poutre isostatique a précontrainte extérieure

Cette décomposition permet d’intégrer les efforts internes dans les sections et leurs
rigidités en n’effectuant 1’intégration que suivant une seule dimension : celle suivant laquelle

les efforts sont appliqués.

Les positions des barres longitudinales d’armatures passives et actives sont données
dans le repére global defini précédemment et les efforts dans ces aciers sont supposes étre

concentrés au niveau des centres de gravité de chaque armature.

I11.2.2 Définition du chargement
La structure étudiée est supposée soumise a un systeme de chargement instantané,
conservatif et concentré au niveau des sections dont 1’abscisse est connue. Le chargement
réparti est automatiquement transformeé en charges nodales dans le cas de 1’approche par
élément finis (chapitre suivant) et en efforts internes dans les sections dans le cas de la poutre

isostatique.

I11.2.3 Etude de la précontrainte
Dans le cadre de cette étude, on se limite au cas de la précontrainte extérieure au béton.
Celle-ci est définie géométriqguement dans chaque trongon de cable compris entre deux

déviateurs successifs.
111.2.3.1 Géométrie de la précontrainte

Etant donné que le cable n’est fixé qu’en certains points de la structure dont les
coordonnées sont définies dans le repére fixe, le tracé du cable est rectiligne sur chaque

troncon en supposant que son poids propre est négligeable devant les tensions mises en jeu.

Les sections de déviations sont supposées massives pour que les cables extérieurs ne

puissent créer un état de déformation trées localisé (application du principe de Saint-Venant).

Entre deux déviateurs consécutifs (1) et (2), I'allongement du céble est donné par de

simples considérations géométriques (fig. 111-2).

Notons (X1, Y1) et (X2, Y2) les coordonnées du centre de gravité des deux sections, et
0, et 0, les angles que font les tangentes orientées de I'axe moyen de la poutre, pris a I'état

déformé, par rapport a lI'axe X.

Les points (M1, M) de passage du cable au niveau des sections ont pour coordonnées :
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Ml{xl—elsiné?l

Y, + € cosd,

) -1
M X, —¢,sing,
1Y, +e,cosé,
X1 X2
Figure 111-2 : Définition des variables pour le calcul de I’allongement d’un céible entre deux déviateurs
La longueur du trongon de cable est donc :
L, = MM,
2
_ . - 2 -2
= \/(Xz — X, +¢ssing —e,sin 6’2) +(Y,—Y, +e,cos0, —e cosd)
ey et e, sont les excentricités des cables dans le repére local aux sections.
En posant lp;, la longueur du trongon a I'état non déforme,
. . 2 2
los, = \/(on — X, +€,5in 6, —e,5in 6, )" + (Y, — Yo, +€, 086, — € C0s6,,) ni-3
I’allongement du cable peut donc étre déduit par :
AIlZ = |12 - I012
En faisant I'étude en petits déplacements pour une poutre rectiligne nous obtenons :
Al, = (X, - X 2 Y 2 _J(Xp=Xo ) 2
p =Xy =X +em —e,m,) +(Y,-Y, +e,-€)" - ( 02~ 01) +(e,—€) -
Avec o et o, les rotations des sections (I'indice zéro correspond a I'état non déformé).
6, =06,+o
11-5
0, =0,,+ v,
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111.2.3.2 Evaluation de la tension du céable

La tension initiale du cable de précontrainte, mesurée au veérin, est un parametre
parfaitement connu. Cependant, cette tension reste constante le long d’un trongon quelle que
soit la configuration déformée mais peut varier d’un trongon a un autre. Cette variation est la
conséquence de I’existence de frottement au droit des déviateurs dits déviateurs actifs. Le type
de frottement qui existe est celui du frottement en courbe car les frottements en ligne, c’est a
dire perte de tension par unité de longueur d’un cable, n’existe que dans la précontrainte
adhérente ou intérieure au béton. Dans notre cas, la variation de la tension dans les cables
s’effectue brusquement a moins de considérer le contact structure-cable non ponctuel, ce que

nous pouvons ignorer.

Cependant, la tension dans le cable est calculée en fonction de sa déformation deduite

de son allongement donné en équation I11-4,

I _I
12 012
Sp——

I012

111.2.3.3 Glissement sur les déviateurs

Le comportement provoqué par le glissement des cables n’est pas seulement non

linéaire : il est aussi non réversible. Les démonstrations expérimentales ne manquent pas.

Ce phénomene est tellement complexe qu’il devient trés intéressant de le cerner entre

deux limites extrémes qui sont :

- L’absence complete de frottement qui se traduit par I’égalisation des tensions
d’un cable sur ses différents trongons. Nous devons donc considérer la
variation de la longueur totale du cable qui est la somme des variations de sa
longueur sur chacun des trongons ;

- Etle blocage total des glissements sur les déviateurs : ce peut étre la situation
normale si des dispositifs spéciaux sont installés pour empécher tout
glissement ; dans ce cas la variation de longueur du cable doit étre considérée

indépendamment pour chaque trongon.

Il est aussi tres intéressant de presenter une démonstration mathématique qui conduit a
la résolution d’un systéme d’équilibre des différents trongons de cable dans le cas de
glissement parfait, en guise d’introduction pour le cas d’un frottement quantifié¢(existence

d’un coefficient de frottement en courbe ni nul ni infini).
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111.2.3.4 Effet du second ordre

Ce phénomene est la cause du la non linéarité géométrique de la structure. La
déformation de chaque troncon de céble entre deux sections de liaison (déviateurs) dépend des
déplacements de ces sections qui induisent I'effet du second ordre. La formule qui donne le
moment de précontrainte est la somme d’un terme linéaire qui est le produit de la tension du
cable par son excentricité et d’un terme du second ordre issu du mouvement différentiel du
cable par rapport a la structure. Les figures I11-3-a et 111-3-b nous donnent un apercu sur
I’influence du nombre de déviateurs sur le moment du second ordre et nous pouvons affirmer
que théoriquement, cet effet diminue s’il existe un grand nombre de déviateurs et qu’il

disparait totalement dans le cas des cables adhérents.

ey

(b)

Figure I11-3 : Mise en évidence des effets du second ordre dans une poutre a précontrainte extérieure

e s pal

Supposant F la tension du cable sur un trongon quelconque et u(x), v(x) et &X) les
déplacements d’une section d’abscisse X. En projetant F sur le repére global nous obtenons les
composantes F, et Fy et en projetant ces dernieres sur I’axe normal a la section considérée
nous obtenons 1’effort normal ; le moment de flexion sur une section d’abscisse X est ainsi
obtenu en multipliant cet effort normal par son excentricité par rapport au CDG de la section

selon les formules I11-5suivantes :

N, (x) =[(x, —%)cos &+ (y, —y,)sin @ +e,sin(0—-6,) —elsin(e—el)]l_li
2
M, (x) =[(y, +€,c0s8, - y)(X, — X +¢€5sind —e,sind,) - 11-6

(x, —e,siné@, —x)(y, — Y, +€,cosé, —e cos 6?1)]i
2

L’effet de la précontrainte est introduit par la méthode externe, c’est a dire comme une
force extérieure agissante sur la structure en déformation a la seule différence que cette force

varie avec la configuration déformée.
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A la mise en tension et juste aprés rentrée d’ancrage, la précontrainte exerce sur une

N

section de béton d’abscisse x un effort qu’on réduit a un torseur{Mp } par rapport au CDG de

p

la section.

Sous I’action de cette précontrainte et, éventuellement des sollicitations extérieures, la

structure subit un état de déformation.
111.3 Méthode de calcul

I11.3.1 Calcul de la déformation du cable
Du fait de I’absence de frottement dans les déviateurs, la tension du cable extérieur a la
méme valeur dans chacun de ses trongons. Sous I’effet d’un chargement quelconque,

provoquant une déformation de la structure. Elle est fonction de 1’allongement total du cable.

I11.3.2 Relation entre les déformations et déplacements d’un trongon de
poutre
En intégrant les déformations moyennant quelques hypotheses généralement admises
dans la théorie des poutres, nous obtiendrons le déplacement en toute section de calcul. Parmi
ces hypotheses, outre celle de la (planéité des sections), il y a celle qui stipule que toute

section orthogonale a I'axe neutre avant déformation reste orthogonale apres déformation.

Ces hypothéses sont compatibles a la théorie de transformation géométrique de Bresse

[1, qui lie les déformations généralisées (ou,ow) aux deplacements généralisés(u, v, 6).

Soit un systeme de barre dont I'état de déformation est parfaitement défini sur une
section transversale par le couple de variables (du, dw), et soient (u(x), v(x) et &x)) et (u(xo),
V(Xo) et &xo)) les déplacements généralisés de deux sections voisines respectivement
d'abscisse x et Xo. Les formules de déformations géométriques de Bresse sont données par les

équations suivantes :
u(x) =u(x,) - [ su(£)-d¢
X0
V() = V06) +008)- (x— %) + | SW(E) - (x, ~ )-8 e
Xo

0(x) = 6(x,) + [ oW(&)-d&
Xo
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Nous pouvons établir, dans le cas d’une poutre isostatique rectiligne, les relations
générales entre les déplacements aux sections d’abscisses X = 0 et X = L avec les restrictions

de déplacement qu’imposent les conditions aux appuis en posant,

u(@)=u, =0
v(0)=v, =0 -8
v(L)=v, =0

Nous obtenons les formules suivantes :
L
Uy == u(g)-dg
1.t q
0, = [, (&) £-d¢
L
0, =6, + | (&) dg -

La fleche se calcule en adaptant la 2°™ relation 111-6 aux conditions aux limites:

v(x):ed-x—_x[5w(§)-§-d§ 111-10

La précontrainte extérieure est traitée par la méthode externe. En notant (Ney:, Mext) les
sollicitations dues aux actions autres que la précontrainte sur la section de béton, des

armatures passives et des cables de précontrainte intérieurs, les sollicitations exercées sur la

bRty

Le calcul itératif de 1’équilibre de la structure commence par une évaluation des efforts

section sont :

I11.3.3 Calcul itératif

internes (N, M,,,) induits par les charges extérieures sans la participation de la

ext?

précontrainte. On calcule alors les déformations dans les sections de béton en inversant
I’opérateur @ de 1’équation I1-14. Gréce aux transformations 111-9 et 111-10 de Bresse, on
déduit la déformée de la structure. Cette derniére nous servira pour calculer 1’allongement des
cables de précontrainte et donc leur apport dans les sections sous forme d’un torseur

(N,, M) (formules 111-6) pour corriger les efforts internes a I’aide de 1’équation I11-11. Les

efforts internes ainsi obtenu nous permettent de recommencer le cycle jusqu’a ce que les
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Chapitre 111 Poutre isostatique a précontrainte extérieure

corrections deviennent petites. On atteint alors I’équilibre entre les charges extérieures et la

précontrainte.

Le mode de convergence est de type alterné autour du point d’équilibre comme montré

en figure 111-4.
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18300 | ------Np--mm-
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18260 | --moco-l N R
18250 Lo b NN
18240 f-------pe- T, & T
18230

Tr-TAaT T TroTAaATTTrTTA

ST TTrTTaTTTroTaTTTrooTA

M (kgf-m)

I Sl Ry ) R il R |
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o
N
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6 8 10 12 14

nombre d'itérations (n)

Figure 111-4 : convergence autour du point d’équilibre

I11.4 Résultats et confrontation
Les courbes obtenues nous ont permis uniquement de simuler la phase élastique a cause
de la nature des itérations qui concernent le calcul des sections. Nous déduisons une
différence de 5% a 6% entre les raideurs numérique et expérimentale probablement dues a
certains phénomenes non pris en compte comme le glissement des cables (la raideur
numeérique est plus grande que la raideur expérimentale car nous avons bloqué les cables dans

les déviateurs), le cisaillement...etc.

En revanche, la phase post-élastique n’a pas été atteinte car les contraintes ne se
concentrent qu’au niveau de la section médiane (rupture numérique dans le calcul des
sections) et que leur distribution ne se modifie pas en modifiant la charge. Nous verrons au

chapitre suivant que cette particularité disparait dans les poutres hyperstatiques.
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Figure 111-5 : courbes numérique et expérimentale de la poutre NM6
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Figure 111-6 : poutre NM8
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Figure 111-8 : courbes numérique et expérimentale de la poutre NM11
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I11.4.1 Organigramme de calcul
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A 4
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\ 4
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Figure 111-9 : Organigramme de recherche de I’équilibre d’une poutre isostatique a précontrainte extérieure

I11.5 Conclusion
Le calcul jusqu’a rupture des poutres isostatique a précontrainte extérieure differe du
calcul a la rupture classique des poutres précontraintes par des cables intérieurs au béton, par

le fait qu’il doit étre global et non limité a la section de rupture [8].

Ceci tient compte aux particularités suivantes :
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1- Lavariation des déformations d’un céable de précontrainte, par rapport a la
déformation initiale a la mise en tension, est uniforme entre deux deviateurs
ou ancrages successifs. Elle est égale a la variation de déformation moyenne
du béton au niveau du cable (alors qu’elle est égale en toute section a la
déformation locale du béton si le cable est adhérant). Donc pour évaluer la
variation de tension des cables extérieurs il faut bien connaitre la
déformation de toutes les sections du béton ;

2- Il faut tenir compte des effets du second ordre di aux déplacements
transversaux des cables par rapport au béton ;

3- 1l faut vérifier que les variations de tension des cables n’entrainent pas de
glissements sur les déviateurs. Sinon il faut en tenir compte dans le calcul
des tensions des cables. Ils agissent donc sur 1’équilibre d’ensemble de la

poutre. Ces glissements sont aussi des effets de second ordre.
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IV.1Introduction
La prise en compte des non linéarités mécanique et géométrique rend le probléme non
linéaire. La mathématisation du systéme meécanique conduit donc a un systeme non linéaire

dont la solution est inaccessible de maniére directe.

Nous nous intéresserons dans ce chapitre a 1I’étude d’une poutre hyperstatique, dont une
variante n’est qu’une poutre isostatique (chapitre III), qui permettra de traiter les poutres
continues par le formalisme des ¢léments finis et fera 1’objet d’une autre méthode de

recherche d’équilibre.

On se propose alors, dans ce chapitre de rappeler les principales hypothéses et notions
prise en compte dans les calculs et exposer la méthode de calcul qui est basée sur la méthode

des déplacements.

IV.2 Discrétisation par éléments finis
La poutre hyperstatique est modélisée par I’assemblage de plusieurs éléments finis
reliant deux nceuds a trois degrés de liberté chacun (deux translations et une rotation). Les
nceuds représentent les centres géométriques des sections transversales portés par les fibres

moyennes des barres ; les connexions entre éléments se feront au niveau de ces centres.

Pour représenter correctement les effets dus aux non linéarités mécaniques, on subdivise
chaque élément longitudinalement en plusieurs sections de Gauss (relatives aux points

d’intégration de Gauss ou coefficients de Legendre).

Le choix des nceuds obéit a une regle de discrétisation permettant d’éviter que les points
de discontinuité des fonctions d’efforts internes ou de changement brusque des

caractéristiques des sections ne tombent sur une section banale d’un élément quelconque.
V.3 Méthode de calcul d’'une poutre hyperstatique

1V.3.1 Hypotheéses et notation
Soit un élément de la structure, de nceud origine Ip, de naeud extrémité Jo, et XoYoZo le
repére local de référence lié a la position initiale de 1’élément. L’origine du systéme d’axe est

en lp et I’axe xo pointe vers Jo.
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Sous sollicitations, 1I’é1ément s’est déplacé et déformé, et les nceuds I et Jo se sont

déplacés en des points | et J (fig. 1V-1).

Figure 1V-1: position et géométrie de I’élément déformé.

Pour approcher le champ de déplacement {U} d’une maniére unique, les fonctions

d’interpolation doivent contenir six paramétres :

u(x)=a, +a,x
V(X) =a, +a,X+a;X> +a ;x> IV-1

0(x) = a, +2a,x +3a,x’
Sous forme condensée, les équations (1V-1) deviennent :

(u v 9>T =[P, (0]-{a,} V-2
Avec {a,} les parametres généraux d’interpolation et [P,(X)] la base polynomiale.

En écrivant les équations (1V.2) pour chaque nceud d’un élément (e) nous obtenons le

systeme d’équation suivant :

U, 100 0 0 O]y
vl {001 0 0 0] |a
gl |0 001 0 0] |a
= V-3
ul (1 L 00 0 O0]]|a
vi| [0 0 1 L L2 L] |a
6;] 10 0 0 1 2L 3L%] |a
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Apres inversion de 1’équation IV-3 et en portant le vecteur des parametres genéraux{an}
de I’équation V-2 dans 1’équation IV-3nous obtenons la relation entre le vecteur de

déplacement nodal {Dn} et le déplacement dans une section quelconque d’abscisse X.

- - Ui

1-X 0 0 X0 0 v

u L 2 3 2 3 L 2 3 2 3 el
ve=l 0 1—3X—Z+2X—3 x—2X—+X—2 0 3)(—2—2)(—3 —X—+X—2 4 IV-4

, L L L CC Le |y,

0 -6x+6X 1-4X435 0 sX-X _2Xi3X ||y,

AT L L corF Le] ),

]

Sous forme condensée 1’équation (IV-4) devient :

{0} =[N]-{D.} Iv-5
1V.3.2 Définition des vecteurs contrainte et déformation

Les contraintes et les déformations sont ici des grandeurs généralisées. Le vecteur
contrainte { o} est défini comme étant les efforts internes dans une section développeés par le
vecteur deformation {&}. 1ls sont liés par la transformation @ définie au chapitre Il (équation
11-14).

Les relations entre la déformation généralisée et le déplacement généralisé a la section
d’abscisse x sont données par les équations suivantes :

_au

OX
IV-6

En substituant u et v ou @ par leurs expressions tirées des équations 1\VV-4 on obtient la

relation entre la déformation {&} et les déplacements nodaux {D,}.

(e} =[8](D,)

Avec [B] la matrice de déformation donnée comme suit :

—i 0 0 1 0 0
[B]= L L IV-8
6 12x 4 6Xx 6 12x 2 06X
0 -5+ —T+35 0 55— ——+5
L L L L L L L L
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1V.3.3 Formation de la matrice de rigidité élémentaire
Tout systeme mécanique évoluant vers un équilibre statique stable prend une
configuration ou I’énergie interne est stationnaire, c’est a dire minimale. Nous pouvons
affirmer que 1’équilibre du systéme est une fonctionnelle de 1’énergie interne. Cette derniére
est le travail des forces intérieures qui doit étre égal a celui des forces extérieures, selon le

principe des travaux virtuels.

En général, I’énergie totale d’un systéme physique est fonction de 1’état du systéme et

se compose de trois parties qui sont les énergies cinétique, potentielle et interne.

Ordinairement, la mécanique examine les systéemes immobiles lorsque leurs differents
¢tats (chimique, électromagnétique, thermique etc.) sont invariants dans le temps et 1’espace.
De plus, la variation de 1’énergie potentielle de gravitation est considérée négligeable car le
changement de position du systéme dans le champ de gravitation est insignifiant devant ces
dimensions. Alors I’énergie totale du systéme se réduit a 1’énergie interne. Celle-Ci est la
somme de plusieurs termes dont 1’énergie intermoléculaire, c’est a dire 1’énergie de
I’attraction et de la répulsion mutuelle des particules qui constituent le systéme, est la seule
qui influe d’une maniére permanente sur I’équilibre final du systéme. L’expression de ces
forces intermoléculaires a 1’échelle macroscopique sont les contraintes qui induisent des
déformations et donc du travail emmagasiné sous forme d’énergie potentielle que nous

supposerons réversible.

D’apres le théoréme des travaux virtuels, nous pouvons écrire, pour un ¢lément de
poutre, que le travail des forces intérieures (énergie de déformation) est égal au travail des

forces extérieures.

IOL{58}T {o}-dx={sD,}" -{F,} V-9

lo}= {'\,;lll::t} et{s}= {?N} liés par la relation {c} = ©({e})

{F.} : est le vecteur de chargement nodal.

En substituant le vecteur-contrainte {c} et le vecteur- déformation {&} par leurs

expressions, la relation 1V-9 devient :

o, cp({ }) ~{5D,\" -{F,} 1v-10
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En opérant une simplification, nous obtenons un systéme de six équations a six

inconnues qui sont les déplacements nodaux de 1’élément considéré.

IOL[B]T'CD([B]{Dn})'dX:{Fn} IV-11

Si nous supposons que le comportement du matériau qui constitue le systéeme

mécanique suit la loi de Hooke, a savoir :

o({e})=o.({c}) {e} =[O] (o}
nous obtiendrons la formule classique qui donne la matrice de rigidité dans le domaine de

comportement linéaire d’un élément :

(IOL[B]T'[D]’[B]'dx)'{Dn}:{Fn} IV-13

Sous forme plus compacte nous écrivons :

[K.]-{D,}={F.} IV-14
[Ke] est la matrice de rigidité linéaire d’un élément de poutre.

Le systeme IV-11 est non linéaire et ses inconnus sont les déplacements nodaux {Dy}.
Nous avons déja vu que I’opérateur @ est non linéaire. Par conséquent, 1’équation IV-11 est
également non linéaire et on ne peut pas trouver le champ de déplacement correspondant au
chargement nodal {F,} que par des méthodes indirectes, c’est a dire itératives. Le Jacobien de
ce systeme est défini comme étant les dérivées partielles des composantes du vecteur-
chargement nodal {F,} par rapport aux composantes du vecteur-déplacement nodal {D,}. Le
Jacobien de ce systéme n’est autre que la matrice de rigidité élémentaire de I’élément poutre.
L’expression de la matrice de rigidité élémentaire est tellement complexe que nous avons

préféré la calculer numériquement.

1V.3.4 Formation du vecteur chargement nodal dii a la précontrainte
extérieure
Le vecteur de chargement nodal est constitué d’une partie fixe qui découle du
chargement extérieur et d’une partie variable issue de la précontrainte qui dépend de la

configuration déformée de la structure (effet du second ordre ou I’effet P-A).
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< =z

<

= < T

j

Hi et V; sont les forces nodales horizontale et verticales agissant sur les nceuds i et j et
M; et M; sont les moments nodaux. Les efforts nodaux de la précontrainte sont calculés par les
formules du chapitre I11 (équations I11-6). Les sections des déviateurs sont choisies comme
étant des nceuds. Les efforts de précontraintes sont directement injectés dans le vecteur de

chargement nodal. La partie fixe qui comporte des charges réparties est calculée par :
L
{Fo} e :J'N{q}dx IV-15
0

Avec {q} le vecteur de chargement fonction de x écrit sous la forme

fX
{q(x)} = fy

fx et fy sont les forces reparties horizontale et verticale, et m est le moment de flexion

répartie agissant sur la section d’abscisse X.

Pour le chargement extérieur des poutres étudiées, le vecteur {q} se réduita:

{a(x)} =

o o O

IV.4 Résultats et confrontation
Les poutres que nous avons choisies pour la simulation numérique sont celles décrites
au chapitre | sur les poutres hyperstatiques (les essais américains). Les cables de précontrainte
possédent trois tracés différents. Nous avons concentré la section des cables sur un tracé

moyen des cables identique a celui du milieu.

Pour permettre 1’étude et I’analyse du comportement d’une poutre continu a

précontrainte extérieure, on a développé un programme informatique (poutre_ hyperstatique)
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rédigé en langage Fortran 90.0n se propose donc dans ce qui suit, de valider les méthodes de
calcul présentées précédemment. Nous présentons dans ce chapitre I’exemple de validation
sur une poutre continu (essais de I’université du Texas a Austin), ces essais sont bien détaillés
en chapitre 1. Les résultats du calcul compare a ceux expérimentaux sont donnés en figures

IV-2 et IV-3 sous forme de I’évaluation de la fleche au niveau de la charge appliquée.

4.5E+05

4.0E+05

3.5E+05

3.0E+05

2.5E+05

2.0E+05 =@ expérimental

4
f e calcul
1.5E+05

1.0E+05 -~

charge 2Q (N)

5.0E+04

0.0E+00
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045

fleche (m)

Figure I1VV-2 : Evaluation de la fleche a la section critique en fonction du chargement pour la travée nord
(joints secs)
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Charge 2Q (N)
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/ —@— expérimental
2.0E+05

calcul

1.5E+05

1.0E+05 ~

5.0E+04

0.0E+00

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045

fleche (m)

Figure 1V-3 : Evaluation de la fleche a section critique en fonction du chargement pour la travée sud (joints
epoxy)

On constate que le comportement de la poutre étudiée est bien approché par le calcul
dans cette présente étude. La simulation montre une bonne estimation en termes de fléche et
de charge ultime.

Cependant, la simulation numérique a franchi la phase élastique pour pénétrer dans la
phase de ductilité en approchant la rupture réelle de la structure. Ceci montre que la rupture
numérique n’a pas survenu dans le calcul des sections durant cette phase. Ce qui veut dire que
la distribution des contraintes optimise la résistance, ce qui apparait bien dans la répartition

des fissures observées lors campagnes expérimentales réalisées sur ce type de structures.

IVV.5 Conclusion
Une simulation numérique par la méthode des éléments finis du comportement
mécanique d’une poutre hyperstatique précontrainte par des cables extérieurs a été effectuée.
Les non-linéarités mécanique et géométrique ont été prises en compte. Nous avons pris le

choix de fixer les cables sur les déviateurs (adhérence parfaite ou glissement nul).

La validation numérique est réalisée sur les courbes issues des essais expérimentaux.
Ces derniers sont effectués sur des poutres continues a 3 travées précontraintes par des cables
extérieurs ayant plusieurs tracés. Nous avons opté pour un seul tracé représentant un tracé

médian.
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Nous avons constaté que les courbes numériques peuvent simuler jusqu’a approcher
beaucoup la rupture expérimentale. Ceci nous permet de confirmer un modéle du

comportement basé sur la fissuration répartie.
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Conclusion générale

L’étude de comportement non-linéaire des structures a précontrainte extérieure
nécessite la prise en consideration des effets non-linéaire dus au comportement des matériaux,
aux effets de second ordre et au glissement des cébles sur les déviateurs. Ces effets influent

sur le comportement de la structure et sur le niveau de surtension des cables de précontrainte.

Dans le cadre de ce travail on s’est intéressé a la modélisation et a la simulation du
comportement jusqu’a rupture des poutres (isostatiques et hyperstatiques) a précontrainte
extérieure en intégrant les phénomenes cités precédemment liés a cette technique. Dont la

méthode de calcul est basée sur une procédure de résolution itérative.

Le calcul des poutres NM a cablage extérieur avec un ferraillage passif varié et des
formes de section transversales complexes permet de conclure que le modéle estime
correctement le comportement des poutres précontraintes par des cables extérieur au béton

dans le domaine élastique.

Le calcul de la poutre hyperstatique a cablage extérieur testé a I'université de Texas a
Austin permet de noter que le modéle estime bien le comportement de ce type de poutre aussi
bien dans le domaine élastique que dans le domaine post-élastique.

Les développements futurs de cette étude numérique, consistent & amélioré d’avantage
le programme de calcul, on peut citer les orientations suivantes : Introduction des
déformations dues a 1’effort tranchant, prise en compte de I’adhérence béton-acier et prise en
considération de I’ouverture des joints dans le cas des poutres a voussoirs préfabriqués ainsi
que le glissement des cables dans les déviateurs.

Les résultats obtenus au cours de cette étude nous encouragent a la poursuite dans cette
méme voie de fagon a comprendre encore mieux les mécanismes du comportement d’une

poutre fléchie a précontrainte mixte et les moyens de le modéliser.
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