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Introduction générale

La population humaine n’est pas statique, le nombre d’individus varie, évolue
au cours du temps, ce comportement est appelé "dynamique de la population". Elle
s'intéresse au développement numérique de toutes les populations d’étre vivants.

Les premiers essaies scientifiques visant a décrire 1’évolution temporelle d'une
population d’individus restent cantonnés aux sciences politico-sociale, particulie-
rement & 1’étude de 'accroissement de la population humaine et des probléemes
induits par cet accroissement. Ainsi, le premier modéle de I’évolution temporelle
d’une population a été proposé par ’économiste T.R.MALTHUS !. Ses travaux
parus en 1798 ( voir [13]) soutiennent le concept de la croissance exponentielle du
nombre d’individus, tant que les ressources du milieu sont suffisamment abondantes
pour répondre aux besoin de la population.

A la fin de la premiére guerre mondiale, les modéles mathématiques occu-
paient une position extrémement importante dans le développement de la recherche
sur la théorie de I'évolution et 1’écologie. La plupart des modéles d’interaction que
'on utilise actuellement sont basés sur les modeles de LOTKAS 2, (chimiste, dé-
mographe, écologiste et mathématicien) et VOLTERRA ?(mathématicien) .

En générale, lorsque les espéces interagissent, la dynamique de chaque espéce
est affectée par ces interactions. Il y’a principalement trois types d’interactions
( voir par exemple [2] , [19]), & savoir la prédation, le mutualisme et la compétition.

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés a ce dernier type d’interaction,
en effet on trouve dans la littérature un nombre important de travaux visant a
donner des conditions nécessaires et/ou suffisantes pour la coexistence stable de
population d’espéces en compétition.

IThomas Robert Malthus,1766-1834
2Alfred James Lotkas, 1880-1949 Etats Unis
3Vito Volterra, 1860-1940, Italie



INTRODUCTION GENERALE

Notre travail est réparti en deux chapitres, le premier chapitre traite en pre-
miers lieu le cas déterministe pour le modéle de compétition entre deux espéces
ensuite, on aborde un systéme d’équation stochastique pour deux espéces en com-
pétition et on montre l'existence d’une mesure invariante a travers le théoréme
de Has'minskii ( [11] chap. 3 Th.5.1(p90)). Le théoréme de Has'minskii peut étre
considéré comme étant la version stochastique de la théorie de Lyapunov.

Au deuxiéme chapitre, on considére aussi la diffusion spatiale de la population
dans un territoire et on montre que sous une condition convenable, le systéme
d’équations stochastiques pour un modéle de compétition limitée entre plusieurs
espéces admet aussi une mesure invariante. Pour démontrer ce résultat, on fait
appel au théoréme fondamental pour I'existence d’une mesure invariante dans un
espace de Hilbert. Il s’agit du théoréme de Krylov-Bogoliubov qui généralise le
théoréeme de Has’minskii.



Chapitre 1

Existence d’une mesure invariante
pour les équations stochastiques du
modéle de compétition entre deux
especes

1 Introduction

Nous nous intéressons dans un premier temps, aux systémes dynamiques
continus et déterministes, c’est & dire régis par des systémes d’équations différen-
tielles ordinaires. Ensuite, nous étudions le cas d’un systéme d’équation stochas-
tique de la dynamique des populations pour deux espéces en compétition avec
une perturbation stochastique représentant les variations aléatoires des conditions
environnementales (pour les motivations voir [4], [14]).

2 Le modéle déterministe

Soit le systéme d’équations différentielle suivant représentant la compétition
entre deux espeéces :

dN, = oy Ny — 512N1N2 - 511N12> (1 1)
dNy = agNy — 521N1N2 - 522N22. '



Existence d’'une mesure invariante pour les équations stochastiques du
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ou les 3;;, i, (i,j =1,2), sont des constantes srtictement positives ( positives )
respectivement et N; représente la densité de la population ¢ (i = 1,2)
Posons :

fl(N1>N2) =Ny — 512N1N2 - 511N127
f2(N17N2) = g Ny — 521N1N2 - 522N22.

Les points d’équilibres de ce systéme sont les points (N, Vo) tels que

Ji(Ny, Np) =0 et fo(N1, Na) =0,

on trouve facilement les trois points d’équilibres E; = (0,0), Fy = (%,O) et
E3 - ( 7%).

Le quatriéme point, s’il existe, sera le point qui satisfait les équations :

arp — B1aNy — f1iN1 = 0, g — a1 Ny — B2 No = 0.
Donc si (11522 # 1221, alors on obtient le point d’équilibre £y = (N, NJ) avec

N* — 1 — Qzfa _ aofi —  a1fn
1

B 611ﬁ22 - ﬁ12621 7 2 ﬁllﬁ22 - ﬂl?ﬁQl

Cependant, seuls les cas Ny > 0, N5 > 0 seront considérés (les cas Nf >0, Ny =0
et Nf =0, N5 > 0 coincident avec les points d’équilibres Ey etEj).

(1.2)

REMARQUE 1.2.1. Seul le point Ej correspond & la coexistence des deux espéces.

Il n’est pas difficile de voir que 'on a Ny > 0 et NJ > 0 si et seulement si

a 6] Qg aq

— < == e — < —. 1.3
B Ba1 Ba2 B2 ( )
ou
Qg (%) (%) g
— >— et — > — 1.4
B Ba Ba2 B2 ( )

En ignorant les points Ey, Fy, F3, qui sont des points d’équilibres pour lesquels au
moins I'une des deux espéces est destinée a I'extinction, on va s’intéresser a I’étude
de stabilité du point d’équilibre E, qui est basée sur le théoréme de LYAPUNOV et



2 Le modéle déterministe

ses conséquences.

Pour ce faire, calculons les dérivées def; (N7, Ny) et de fi(N1, Na).

On a: 5 5
a—]J\C;l =ay — (12Na — 2611Ny 5’_]{712 = —[12N1.
0 0
8_]{721 = —falN1 , 8_]{722 = ag — Po1 N1 — 2322 Ns.
Counsidérons la matrice
A= (%) _ ( Q1 — 512N2 - 2511N1 —512N1 )
ON; — a1 N1 g — Pa1 N1 — 202Ny
telle que

(ag — B12N2 — B11Ny) ’leNf,NgzNgz 0, (ag — Ba1 Ny — (29 Ns) |N1:NT’N2:N§: 0,

(voir (1.2)).
On a alors :

A - _ﬁllNik _ﬁIQNf
[Vi=ngNa=ng = —P21N; =22 N3

Calculons explicitement les valeurs propres A, et Ay de la matrice A| Ny =NF Na=N3 -
Comme A = (B11N{ — B2aN3)? + 4512821 Ny Ni > 0, alors

AL = %( — BulNT = B2N3 — /(Bu Ny + B2 N3 )2 — A(Br1Be2 — Br2fB1) Ny N ),
(1.5)
Ag = %( — BuNy — BaaNy + \/(511N1* + P22 N3)? — 4(B11 322 — Prafar) NT N3 )

(1.6)
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Dans le cas (1.3), on obtient

Q10 [6518%)

ﬁllﬂ22 ﬁlQﬁQl ’

par conséquent,

Br1B22 > P21

Ainsi de (1.5)-(1.6) on déduit que A; < 0, Ay < 0-

En vertu du théoréme de LYAPUNOV, on déduit que Fy = (Nf, N;) est un
point d’equilibre asymptotiquement stable.

Et dans le cas (1.4), on obtient

058 0518

ﬁllﬁ22 ~ 512621

Par conséquent,

P18 < Bi2fa1-

Dans ce cas, de (1.5)-(1.6) on déduit que \; < 0, Ay > 0 ce qui signifie que
E, = (N7, Ny) n’est pas stable.

Finalement, on déduit que pour la stabilité du systéme de deux espéces en
compétition, il est nécessaire que les conditions

— < = et — < —

511 621 522 612 ’

qui sont équivalentes a

«
ﬁ?l < “2 < 522

511 aq 5127

solent vérifiées.
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3 Le modéle stochastique : Fonction de Has’minskii
et mesure invariante

Notons N;(t) la densité de la population i (i = 1,2) a I'instant ¢ et considérons
le systéme d’équations

{ le(t) = (Oél — ﬁllNl(t) — ﬁuNg(t))Nl(t)dt + QlNl(t)dW(t>, (1 7)
dNo(t) = (ag — Bar Ni(t) — B2 Na(t)) No(t)dt + 02 Na(t)dW (2). ‘
avec o;, [i; et o; (i,7 = 1,2) sont des constantes positives, tandis que W (t)

est un mouvement brownien & valeurs réelles défini sur une base stochastique
(Qa %7 (gt)tZO) ]P))

Le systéme d’équations (1.7) devrait étre considéré avec la condition initiale
Ni(0) = Noy; >0 ps.,i=1, 2. (1.8)

Dans les équations (1.7) les termes non linéaires N;N; (i,j5 = 1,2) sont multi-
pliés par des constantes négatives —(3;; , on démontre de maniére analogue a [17]
(voir [3] ) I'existence, I'unicité et la positivité de la solution du probléme (1.7)-(1.8),
c’est-a-dire on a la proposition suivante :

PROPOSITION 1.3.1. Le probleme (1.7)—(1.8) admet une et une seule (a moins
d’une modification) solution (N1(t), Ny(t)) dans Uintervalle 0 < t < oo et on a
N;(t) >0 p.s (i=1,2) pour tout t > 0.

Pour examiner le comportement asymptotique de la solution du probléme
(1.7)-(1.8), il convient de transformer les équations dans une forme logarithmique.
En effet, posons

§(t) = log Ni(t), n(t) =Ilog Na(t), (1.9)
2 2
C1 :Oél—%, CQZOZQ_%, (110)
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Appliquons la formule d’ITO a £(t) et n(t) :

1 11
dé(t) :Wle(t) - Em d< Ny, Ny >,
_%(t) [(cr = BiiN1(t) — B12Na(t)) N1 (t)dt + 01Ny (t)dW (t)]

11,
————_0’N2(t)dt
2N12(t)91 i(t)
2

:[O‘l - % — BuNi(t) — 512]\72(25)}6115 + 01dW ()
:<Cl - 51165(1‘/) - 512eﬁ(t))dt + QldW<t).

De méme pour 7(t), on trouve  dn(t) = (cy — F2151 — Boge™)dt + 0odW (1) .

Donc le systéme (1.7) devient, grace a la formule d’ITO, sous la forme

dg(t) = (e — 51165(0 - ﬁlzen(t))dt + 01dW (2) (1.11)
dn(t) = (ca — 215V — Booe?M)dt + 02dW (1) '
qui sera considéré avec les conditions initiales
£(0) =log No1, 1(0) = log Noo. (1.12)

Nous allons démontrer que sous des conditions naturelles, qui sont le prolon-
gement des conditions de coexistence stable dans le cas déterministe, il existe une
mesure invariante pour le systéme (1.7).

Rappelons, dans un premier temps, le théoreme de Has’minskii pour la sta-
bilité de la solution d’une équation stochastique a valeurs dans R™ ( Théoréme 5.1
Chap. III de [11]).

Considérons 1’équation stochastique dans R”

ou f(x) et o(x) sont des fonctions indépendantes de t a valeurs respectivement
dans R™ et dans R™ ™ tandis que W; est un mouvement brownien a valeurs dans
R™,

10



3 Le modeéle stochastique : Fonction de Has’minskii et mesure invariante

THEOREME 1.3.2. ( Théoréme de Has’minskii) Supposons qu’il existe un xo € R™
tel que l’équation (1.13) avec la condition initiale Xog = x¢ admet une solution X,
définie sur tout lintervalle [0, oo|, et que, pour toute constante R > 0, il existe
un compact Kg telle que

[f(@) = fW)l +1o(z) —o(y)| < K|z —yl,  si |z| <R, [yl <R (1.14)
Supposons qu’il existe une fonction V€ C%(R™) telle que
V(z) >0, pourtout z € R", (1.15)
sup A"V (z) — —o0, pour R — +o00, (1.16)
|z|>R
avec
=Ygty Y3 ang (7)
= i— 4 = OikOjp=———. :
i1 8:131 2 i1 k=1 ROk 0;1:1833]

Alors il eziste une mesure invariante pour l’équation (1.13).

DEFINITION 1.3.3. On appelle fonction de Has minskii une fonction V € C?(R")
qui satisfait les conditions (1.15) et (1.16).

La notion de la mesure invariante pour une équation différentielle stochastique,
peut étre introduite d’une facon simple comme suit. Etant donné une mesure de
probabilité 77 définie sur R associée a une variable aléatoire X, a valeurs dans R”,
alors on dit 77 est une mesure invariante pour I’équation (1.13) si la solution X; de
cette équation avec la condition initiale X, = X, admet aussi & comme mesure de
probabilité.

L’existence d’une fonction de Has’'minskii implique 'existence d’une mesure inva-
riante pour une classe assez large d’équation stochastique, c¢’est-a-dire les équations
stochastiques pour lesquelles on considére une perturbation stochastique o (X;)dG,
ou G; est un processus stochastique a accroissements indépendants. Nous allons
nous limiter ici ou cas Gy = W,.

Pour trouver une fonction de Has’minskii le lemme suivant est trés utile.

LEMME 1.3.4. Soit U une fonction non négative de classe C*(R™).S"il existe deux
constantes positives €, M et un compact K de R™ tels que

sup A*U(z) < —¢, (1.18)
¢ K

11
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‘i?;f U(x) — oo pour r — o0, (1.19)
1 oU oU
ij=1

alors V = 1U? est une fonction de Has’minskii pour Uéquation (1.13) (dans le sens
précis plus haut).

Démonstration. En appliquant I'opérateur A* a la fonction V' = %U 2 on aura

" " g I oU oU
AV:A(§U2):UAU+§Z%(;U) .

=1 8@ 895]-

En effet,

d’apres (1.17) on a :

AV = A (507 = %]Zl aij(x)% " i bi<x>a(§f)~
avee Mg —pgr | SUT 0 () = 20U 4L
Donc,
AV :%Ji aij(x)g—gg—g +U( jil aij@)% " ibi(x)ggi)
:% 2": aij(x)g_ing_:Z +UAU-

ij=1
Des relations (1.18) et (1.20) on déduit que pour r > max,ex |z] on a

sup A"V (z) < —¢ (inf U(z)) + M.

|z|>r |z|>r

Par conséquent en vertu de la condition (1.19), la fonction V' vérifiée la condition
(1.16). O

12



3 Le modeéle stochastique : Fonction de Has’minskii et mesure invariante

Démontrons 'existence d’une fonction de Has'minskii pour I’équation (1.11)
a l'aide du lemme 1.3.4.

PROPOSITION 1.3.5. 57 les inégalités suivantes sont satisfaites

c1 >0, ¢o>0, detB >0, 5 < — < @ ,(detB = B11022 — Br221)

ﬁl 512

alors il existe une fonction de Has minskii pour le systéme d’équations stochastique
(1.11).

Démonstration. Rappelons en premier que pour I’équation (1.11), la relation (1.17)

a l'expression

o
0y?

82 (921)

1
Afv = = —02 1.21

0 0
+(c1 — Prie” — ﬁuey)% + (co — Bare” — 522€y)8—z

En effet, posons x = ¢(t) et y =n(t), dans (1.7)
On obtient alors :

{ dx = (Cl — 5116"” — 612€y)dt + QldW(t)
dy = (cg — Pa1€” — Bage?)dt + 0odW (t)
On sait deja que a;; = Z oir(x)o(z

si on pose a;j(x) = ‘QZ,QJ, b-( ) =c¢; — bpe® —bpeY, (i=1,2) dans (1.17),
alors,

= 0% 0% , 0% 0% 0*v
= 2 2
Z i )83318% Z O Oz, dx;0x; 01922 x? Toae 010 o 3

i,j=1 1,j=1
En remplacant ce résultat dans (1.17), avec x; = z, x5 = y, on aboutit exactement
a (1.21).

Grace au lemme 1.3.4, pour démontrer la proposition 1.3.5, il suffit de construire
une fonction U € C?*(R?) et un compact K de R? vérifions les conditions du lemme

13
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1.3.4, dans lequel 'opérateur A* s’écrit sous la forme (1.21).

En rappelant qu’on a par hypothése 0 < 621 < 82 < 222’ considérons quatre
constantes positives k, A, i, v telles que
kK c
bu & G _p P (1.22)

B v 1 A 512.
Considérons en outre quatre nombres négatifs aq, as, by, by tels que
a1 < as <0, by < by <0,

et que
192 k+p 1 5 +v
2 lag—al’ 2 2b2—b1
solent suffisamment petits, avec les droites {z = a;},{y = b;} (i = 1,2) divisons
le plan de R? en neuf parties

(wBin +vBn)e™, (b2 + Vﬂ22)€b2

Dy ={(z,y) € R?* | ay < m,by <y},
DQ_ (z,y) €R® | < a,by <y},

D3 ={(z,y) €ER* | z<ay,y<b},
Dy={(z,y) €R® / ay <,y <bh},
{(z,9) €ER* [ ay <z < ay by <y},
{(z,y) €R? /| w<a;,b <y<bl,
{(z,y) eR* | a1 <x <ag,y<bi},
{
y)

(z,y) €R? | ay <,b; <y < by},
E]R2 / a1<x<a2,b1<y<b2}

{(

Posons
( kx + My + O} pour(z,y) € Dy,
—px 4+ Ay + Cs pour(z,y) € Do,
—px — vy + Cs pour(z,y) € Ds,
kx — vy + Cy pour(x,y) € Dy,
Ul y) = | gty (o — Hation)? 4 xy 4 O pour(z,y) € By, (1.23)
sy (U = 255 — e+ G pour(z.y) € Ey,
ap ) (&~ )t — vy + G pour(z,y) € Ey
| st (U — 52)? — ke + pour(z,y) € Ey.

14



3 Le modeéle stochastique : Fonction de Has’minskii et mesure invariante

Il n’est pas difficile de remarquer que les constantes C; et C/ (1 = 1,--- ,4)
peuvent étre choisies de sorte que la fonction U(z,y) soit continue sur R*\G.
En outre calculant les dérivées partielles de U(z,y) aux points de {z = a;} et
de {y = b;} (1 = 1,2), on constate que les dérivées de la fonction U(z,y) ainsi
construites sont continues.

Il est clair que U(z,y) peut étre prolongé sur G de sorte qu’elle soit de classe
C'(R?) et que le choix des C; et C! (i = 1,--- ,4) nous permet d’avoir U(z,y) non
négative sur R2.

Comme il résulte des calculs explicites (en rappelant (1.21) et (1.23)), A*U
a, a l'intérieur de chacune des régions D;, E; (i = 1,2) I'expression

A'U(z,y) = k(cr — Pr1€e” — P12€”) + Aca — e’ — [rne?) dans Dy,
(1.24)
AU(z,y) = — pler — Brue” — Prae?) + A(ca — fae” — Boge?) = (1.25)
=(—pcr + Aca) + (B — ABar)e” + (uhiz — A\Baz)e” dans Dy,
AU (z,y) = —p(cr — Bue” — Prae’) — v(cy — Pare” — Base?) dans Ds,
(1.26)
A*U((E', y) :"i(cl - /611652 — 6126y) — V(CQ — 621€Z — 52263;) = (127)
=(kep — veg) + (—KP11 + vfa1)e” + (—k P2 + vfa2)e? dans Dy,
1
AU, y) =308~ 4 Ney — Bne” — Boae?)+ (1.28)
2 o — A1

K+ u (x_fmﬁ-uaz

_ T _ y
+(c1 — Prie Bioe )a2 - T

) dans Fj,

. 1 , A +v -
AU(z,y) :§Q§H — p(er — e’ — Brae)+ (1.29)
A+v Aby + vb
+(cg — byre” — b22€y)b2 e (y — )1\+ > 2) dans FE,

15
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. 1 5, k+ -
AU(z,y) :ngag — Zl —v(cg — fBne” — PBe’)+ (1.30)
+(c1 — Bre” — PBrae) nEn (z — ra MaZ) dans FEs,
ag — aq K+ u
. 1 , A+v .
A U(ac,y) :§Q3b2 _ bl + K(Cl — 6116 — ﬁlgey)—i— (131)
A+v Ab1 + vb
+(cg — Pare” — ﬁézey)bz e (y — )1\+ ” 2) dans E,.

Posons

Ky ={(z,y) R [z <, |yl <~}
Des expressions (1.24)-(1.27) et de la condition (1.22), on voit facilement qu’il
existe un nombre positif € tel que si on choisit v suffisamment grand, alors on aura

A'U(z,y) < —e.
a l'intérieur de D\K, (1 =1,...,4).
En effet, prenons par exemple le cas d’expression (1.25), c’est a dire

A*U(z,y) = (—per+Ac)+ (11— ABar )€™+ 1o — ABaz )€Y dans Ds.

L’intérieur de Do\ K., veut dire que : le point (x,y) € R? vérifié ces inégalités
r<apb <y et |z|>|yl >

Or, comme a; < 0, 'inégalité |x| > v sera remplacée par z < —v, ce qui revient a
dire que
DK, ={z < =7, [yl > 7/ < a1, b <y}

De plus, on a d’aprés (1.22)
—per +Aca <0, pfin—Abar >0, pfiz — B < 0.

Donc on voit clairement qu’il existe un nombre positif ¢ tel que, si on choisit ~
suffisamment grand a I'intérieur de D,\ K, on obtient l'inégalité

A U(z,y) < —e.

16



3 Le modeéle stochastique : Fonction de Has’minskii et mesure invariante

Le méme raisonnement sera appliqué pour les expressions a l'intérieur de E;\ K,
(i=1,...,4).

Pour 'expression (1.28) on remarque, grace a la condition (1.22) et a I'inéga-
lité © > aq, pour les coefficients de e¥ on a

—Brg L (p—tuthazy 3o N < — By -

az2—ai K+p

(Ch—M)—ﬁm)\ = Biapt — P < 0.

az—al K+up

Et pour les coefficients de e” on a

(al—w)—ﬂm)\ = Bup — BaA > 0.

_ﬁllaTZl ($_5a1+ua2) ﬁQl/\ < 611 iy

K+ az—ai

Par la suite, on obtient

K+ K Ka a
F +)\02—|—Cl s T — L paa
ao — aq a9 — a1 K+ W

+ (Brapt — PaaN)e? + (Bript — PaaN)e”

. 1
A*U(x, y)<201 )

De maniére analogue pour les coefficients de e* de I'expression (1.31), on a grace
a (1.22) et a I'inégalité y > by

— 21 b;‘Jer( AbiiZbQ) Bk < =B b;\JrZ (b1 AbiiZbQ)—ﬁnfi = fav — Puk <0.
Et pour les coefficients de €Y on trouve

—bao b;irzl (y—kb}\izm)—ﬁmfi < —f2 b;\le (bl—/\b)l\iZbQ)—512/€ = Daav — Prak > 0.

Par la suite, on obtient

12/\—1— 4o e /\+V( _)\bl—i—ubg
_22b2—b1 ! 2bg—b1y /\+V
+ (Borv — Prik)e” + (Bogv — Prak)e?

A"U(z,y) < )
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Existence d’'une mesure invariante pour les équations stochastiques du
modéle de compétition entre deux espéces

Donc si 7 est suffisamment grand & l'intérieur de E4\ K, et de E4\ K, on a
A'U(z,y) < —¢
avec un certain € > 0.

D’autre part, pour I'expression (1.29) on voit que, grace a la condition (1.22)
et a les restrictions by <y < by, x < aj; on a :

—C1jt+C2 b;‘J_er (y— AbiiZbQ) < —01M+02b23,’1 (by — /\biillj,m) = —cip+ A <0,
)\+V )\bl—f-VbQ y /\—f-V /\b1+Vb2
— — <|ubis — b b, — Y
(11512 622b2—b1(y .y )]e? <[pbiz 22b2—b1(1 Nt )]e
<(pPra + vPa)e™.
A4V Aby + vby A4v Aby + vbs
_ _ X < _ _ xX
[Mﬁn B boby (v Nt v )}e = [Mﬂn B by — by (b1 Nt )}6
<(uPi1 + v )e™.
Par conséquent,
* bo a 1 2 A +v
A'U(x,y) < —cipp+ o)X+ (ufra + vfx0)e”™ + (ufin + v )e™ + 52 -
92— 01

De maniére analogue pour 'expression (1.30), grace a la condition (1.22) et a les
restrictions a1 < x < asg, y < by on a :

K+ Kai—+paz K+ Kagtpaz\
—Cov+ci ot (x— HZ ) < —CoVtcr i (ag— H# )= —cov+ Kk <0,

K+ W Kaq + [as

[Vﬁzl — B (x — )}ex < [Vﬂzl — Bu " t a (ar — M)]ex

a9 — A K+ W as aq ! K+ 1
(i1 + vBa)e™.

B K+ u _ Rap + pag .o, B K+ u _ Ray +pag.g o,
[Vﬁm 512%_&1(% P )]6 [Vﬁm 512@2_a1(a1 —I-i+/t )]

<(ubr2 + vBa)e™.

IN
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3 Le modeéle stochastique : Fonction de Has’minskii et mesure invariante

Par conséquent,

. “ 1 K+
A'U(z,y) < —cov + c1k + (P11 + vPBa1)e™ + (ubra + Vﬁm)ebl + égfa Z
2 — a1

Donc ayant choisit aq, as, by, by de sorte que

1 ok+p 1 53 A+v

- - az b2
501 4 —a; 502 by — by (1B +vBa)e™, (ubrz + vfa)e

sioent suffisamment petits, I'inégalité suivante est vérifiée
A U(z,y) < —¢
avec un certain € > 0 a l'intérieur de Ep\ K, et de E5\ K.

Compte tenu des hypothéses ci-dessus, on constate que, pour un v suffisam-
ment grand, & 'extérieur du compact K, et a l'intérieur des D; et E; (i=1,...,4)
I'inégalité

A'U(z,y) < —¢
avec un certain £ > 0 est satisfaite .
Pour terminer, en remplacant U(z,y) par (U *9) avec ¥ une fonction régula-

risante ayant un support contenu dans le cercle de rayon 1, on obtient une fonction
qui vérifiée les conditions du lemme 1.3.4, de 14 découle la proposition. O

PROPOSITION 1.3.6. si les conditions suivantes sont vérifiées

c1 >0, c0>0, detB >0, @<C—2<@

ﬁn 8] ﬂm’

alors il existe une mesure invariante pour le systéeme d’équation (1.11).

Démonstration. Découle immédiatement de la proposition 1.3.5 et du théoréme de
Has'minskii( [11], Chap.03, Th 5.1 (p.90)). O
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Chapitre 2

Existence d’une mesure invariante
pour I’équation stochastique d’un
modéle de compétition limitée entre
n espéces avec diffusion spatiale

1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons l’évolution de population d’une espéce
ou de plusieurs espéces. Evolution soumise & une perturbation stochastique due
aux variations aléatoires des conditions environnementales, avec la diffusion de
population de chaque espéce dans un territoire et avec des compétitions limitées
entre les espéces différentes et nous démontrons que I’équation stochastique pour ce
modele admet, sous une condition convenable, une mesure invariante, pour laquelle
aucune espéce n’est destinés a I'extinction. Comme le cas d’une espéce peut étre
considéré comme cas particulier d'un systéme de n espéces, dans la suite on ne
considérera que le cas de n espéces.
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Existence d’une mesure invariante pour I’équation stochastique d’un
modéle de compétition limitée entre n espéces avec diffusion spatiale

2 Théoréme d’existence d’une mesure invariante
dans un espace de Hilbert.

Rappelons avant tout la généralisation du théoreme de Has'minskii dans les
espaces de Hilbert, c’est-a-dire, le théoréme d’existence d’une mesure invariante
pour les semi- groupe de transition de Markov.

Soit P, un semi-groupe de Markov qui posséde la propriété de Feller ( pour
les définitions voir [7]). Supposons que, pour un certain élément x, de I'espace de
Hilbert H, la famille de mesures (pu7)r>o définie par

1 T
pr(B)= 1. | Plao B, B eB(H), T>0
0

vérifie les hypothéses du théoréme de Prokhorov. Alors il existe une mesure inva-
riante pour F;.

Il s’agit du théoréeme de Krylov-Bogoliubov qui s’appui pour son application sur
deux points importants, a savoir le critére de Prokhorov dans un espace de Hilbert,
et I'injection compacte des espaces de Sobolev.

Rappelons le théoréme (critére) de Prokhorov :

THEOREME 2.2.1. (Critére de Prokhorov dans un espace de Banach) Soit {p,}.ex
une famille de mesures de probabilités dans un espace de Banach séparable B. Si,
pour tout € > 0, il existe un ensemble compact K. de B tel que

w(K)>1—¢, Viel, (2.1)

alors il existe une suite {u,, }3>, d’éléments de la famille de mesures {{,}.e7 et
une mesure de probabilité @ telles que

i [ e, (de) = [ elotdn) VoeCB)NLNB). (22

k—o0 B B

D’autre part, 'injection compacte de I’espace de Sobolev WI}(D) con D C R”

dans 'espace de Lebesgue L%(D) est compacte, si p > n ou si g < n"—i) (p < n).
Pour les détails sur I'injection compacte, voir [1].
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3 Résultat principal

3 Résultat principal

Soit D un ensemble ouvert et borné de R?, d = 2 ou 3, muni de la frontiére
réguliere 0D. On désigne par N;(t,z) la densité de la population de I'espéce i,
i = 1,---,n, a I'instant ¢ et au point x € D. On considére dans D le systéme

d’équations

AN, (t, ) = [( Zﬁ” ) () + e, ANi(t, )| dt+oNi(t, 2)dW (1),

(2.3)

avec la condition aux limites
VN;-n=0 sur 0D, i=1,---.,n, (2.4)

ou le lapcien A et le nabla V sont a considérer par rapport aux variables spatiales
Ty, ,xq, les coefficients «y, &; et o; (i = 1,--- ,n) sont des constantes positives,
Bij(+) (i,j =1,--- ,n) sont des fonctions lipschitziennes non négatives, tandis que
W (t) est le mouvement brownien & valeurs dans L?*(D) défini sur une base stochas-
tique (€2, S, (S3¢)i>0, P). Plus précisément, nous considérons W (t) ayant la forme

= Anea W (1), (2.5)
m=1

ol {e,, }%°_; est une base orthonormale de L?(D) avec e,, € L*®(D) pour tout m €
N\{0} et W™ (t), m = 1,2,--- , sont des mouvements browniens indépendants a
valeurs réelles, tandis que {\,,,}°°_; est une suite de nombres positifs telle que

Yo =1 D Mlenlliep = Ko < . (2.6)
m=1 m=1

Pour les coefficients o, €;, o; et les fonctions f3;;(-), on suppose

Bii(s) = Bius Vs >0, Bi >0 1=1,---,n, (2.7)
0 < Bij(s) <y < oo Vs >0, i,j=1,---,n, i #7j, (2.8)
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Existence d’une mesure invariante pour I’équation stochastique d’un
modéle de compétition limitée entre n espéces avec diffusion spatiale

2 n
9; ;
Ko+ Y ay<ai  i=Len (2.9)
J=1,j7#i

La condition (2.8) signifie que les compétitions entre les espéces différentes ont un
effet limité.

Il est évident que dans le cas n = 1, la condition (2.8) sera superflue et la condition
(2.9) se réduira a

2
9;
K()? < .

Pour le probléme (2.3)-(2.4) considéré ci-dessus, on peut démontrer 'existence
et I'unicité ainsi que la positivité (V;(t,-) > 0 p.s., @ = 1,--- ,n) de la solution.
Plus précisément on a la

PROPOSITION 2.3.1. Le probleme (2.3)-(2.4) avec les conditions (2.5)—(2.8) et avec
la condition initiale N(0,-) € L*(D), N;(0,-) > 0 p.p. dans D, admet une solution
N(t,x) = (Ny(t,z), -, Nu(t,z)) et une seule dans l'intervalle 0 <t < 0o et on a
Ni(t,-) >0 p.p dans D p.s. (i =1,--- ,n) pour tout t > 0.

Démonstration. on la démontre de la méme maniére que le théoréme 1.1 de [17]. O

REMARQUE 2.3.2. La condition (2.9), qui n’est pas utilisée pour la proposition
2.3.1, servira a démontrer I'existence d’'une mesure invariante.

Pour exprimer de maniére convenable 'existence d’une mesure invariante
pour I’équation (2.3), introduisons les notations

N(t,z) = (Ny(t,x),- -, Nu(t, x)),
L(N(t,z)) = (log Ni(t,z),--- ,log N,(t,x)),

H = LZ(D;]R”) X LQ(D;]R").
On a alors le

THEOREME 2.3.3. Si le mouvement brownien W (t), les coefficients a; et o;
(i = 1,---,n) et les fonctions (B;;(-) (i,j = 1,---,n) satisfont auz conditions
(2.5)—(2.9), alors il existe une mesure invariante fi dans H pour l’équation (2.3)
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4 Estimations a priori de la solution

avec la condition aux limites (2.4), dont la solution est & considérer comme
(N,L(N)) € H.

En outre on a
p(H'(D;R") x H'(D;R")) = 1.

Comme dans la démonstration du théoréme il n’est pas difficile de distinguer
les fonctions a valeurs réelles et celles & valeurs dans R™, dans la suite on va écrire
simplement L?(D) et H*(D) au lieu de L?(D;R"™) et H'(D;R").

4 Estimations a priori de la solution

4.1 Premiére estimation de la solution.

De maniére analogue aux lemmes 3.1 et 3.2 de [17], on démontre le

LEMME 2.4.1. I existe une constante M telle que, st N est la solution obtenue
dans la proposition 2.5.1, alors on ait

1 t
E;/ ||N\|§{1(D)dt’ <M Vt>1. (2.10)
0
Démonstration. On pose

N8 ) = 1N o = 3 [ 0 2.1)

La formule d'ITO appliquée a ¢(N(t,-)) nous donne :

p(N(,-)) =p(N(0,-)) (2.12)

n t
+22/ / (cul Nt )P Zﬂw (& )Nt 2)? ) dt
i—=1 YO0 D
n t
—2251/ / |VNi(t',x)|2dxdt’+2ZQi/ < N2, dW(t) >
i=1 0 JD i=1 0
n 00 t
+> > N, / / N2e2 dudt’
i=1  m=l 0 JD
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Existence d’une mesure invariante pour I’équation stochastique d’un
modéle de compétition limitée entre n espéces avec diffusion spatiale

(pour la formule d’ITO pour un processus stochastique a valeurs hilbertiennes,voir
par exemple [15], [7]).

En effet :

Avant d’appliquer la formule d'ITO on doit calculer les dérivées premiéres et se-

condes de (N (t,-)) :
:2/ N;(t, z)dz
D

0 /
—(t,") =2 | dx .

En suite la formule d’ITO appliquée & ¢(N(t,-)) est sous la forme :

NG = (¥(0.) 2 / t [ Nt s

//dl’d<NZ,N >y
—SO(N

+QZ/ /DNi(t’,x)dx Z@j N;(t )+52AN>d’
i— 0
+oiNi(t')dW (t +Z//92N2 ZAmem )2dxdt’.

Par conséquent on obtient la formule suivante :
P(N(t,-)) =p(N(0

+2i/0t/D<ai|Ni(t’ ?) Zﬁu (& )Nt ) dt
+2Z//N ) AN; (! x)dxdt+22@l/ < N2 dW(t') >
+ZQ§ZA; / / N2e2 dxdt'-

i=1  m=l 0 JD

26



4 Estimations a priori de la solution

Grace a une intégration par partie on aura :

ON;
/N (t', ) AN;(t', x)dx /|VN (t',x)| dx+/ N;(t', z)dt',
8D 871
etcommea—ni:VNi-ﬁ:O sur 0D, 1=1,---,n alors :

/N /|VN o)[2de.

En remplacant ce résultat dans la formule calculée ci-dessus, on aboutit exactement
a la formule(2.12).

On remarque que
oy < DIV /D juf*da.

En effet :
On sait que

3/2
fullacoy = ([ wtda)*”

L’inégalité de HOLDER donne : ull 2oy < |11 zo(py * ||l L3(py,

avec % + % =1 clest a dire :

2
lullo < ( / 19d2)"/% x ( / )2,
D D

ou de fagon équivalente

lulacpy < [D[V2 /D ufd,

d’oul le résultat.

Donc, compte tenu des conditions (2.7)- (2.8), on a

—Z/@J (,2) [ Ni(t, @) Pda = — Z/MNH? ) da

,j=1 ,Jl

Z /ﬁw (t, )| N;(t, )| *d,

1,j=1,i7#]
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Existence d’une mesure invariante pour I’équation stochastique d’un
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comme 3;; > 0, on déduit que

-y /Dﬁij(Nj(t,x)ﬂNi(t,x)]de <-3 /Dﬁii]Ni(t,x)]?’dx.

i,j=1 i,j=1

Or, d’apres le résultat montré ci-dessus , il s’ensuit que
- [ @) e < DN

par conséquent,

= BuNs(t 2)INi(t, ) Pde < =3 Bul DI72IN 22,
D =1

4,j=1

D’autre part, grace a (2.6) on a

n o0 o0 n
Z 0 Z /\fn/ N?e? dx <maxg? Z A2 maxe?, Z/ Nidx
i=1  m=1 D | " i=1 7D

<> Mllemllie o) IN1172p)
m=1
<C|IN|2(p)"

avec 0 = max{g; |i=1,---,n}, C = ?K,.

Cela étant, en considérant ’espérance mathématique et en rappelant la défi-
nition (2.11), on aura :

E[o(N(t,)] = E[N(t,)72p)-

En remplagant les deux résultats obtenus ci-dessus dans la formule (2.12), on ob-
tient :

n t
o(N(t,-)) §¢(N(0,.))+2Z/ /ai|Ni(t’,x)|2dxdt’
i=1 70 /D
n t n t
—22/ ﬁii\D|1/2|]Ni|]i2(D)dt’—2Zei/ /V|Ni(t’,.)|2dq:dt’
i=1 70 i=1 0 JD
n t t
+Zgi/ < N2 AW () > +0/ [N, )2yt
i=1 0 0
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4 Estimations a priori de la solution

En appliquant I’espérance mathématique et par sa linéarité, la formule précédente
se résulte a :

BN ()]0 +2Za / IVNE, )|t <
< E|N(0, >||L2<D+2Zaz / NG, )| 2y

—2Z@Z|D| 1/213/ [Nt ) [y +CE/ [N, 2yt

Avec ||N|Z2py = Z/ N?dr, < N2 dW(t')>=0 (car N? est dérivable).

Par suite, on obtient
E[N(t )0 +2251 / IVN:(#, )72t < (2.13)
< BINO.) By + o / NG oy
—zzﬁum\ g / [N, )

avec une constante positive c;.

En posant y(t) = E|N(, )72p),X = [[N({#.)|[72py et f une fonction
convexe telle que f(X) = X2

d’aprés I'inégalité de JENSEN, on a :

2

3
“EIN(, ) ey = B[ (INC ))<= [EINC e

de (2.13) on déduit en particulier (en appliquant FUBINI)
¢ ¢
y(t) < y(0) + 01/ y(t)dt' — 02/ y(t')*2at, (2.14)
0 0
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Existence d’une mesure invariante pour I’équation stochastique d’un
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avec des constantes positives ¢1, ca. Comme on le sait bien, (2.14) entraine
y(t) =E|N(t, )72y <z 0<t<oo, (2.15)

avec une constante cs3 < 0o, grace au lemme de GRONWALL.

En substituant (2.15) dans le second membre de (2.13) et comme

2§ymm”m/nN Myt >0,

on obtient
E|N(t,- ||L2 (o)t 22& / IVN:(¥ ||L2 D)dt < E[|N(0, )||L2 + ciest vt >0,

et du fait que E[[N(t,-)||72p) > 0, alors

2251 / IVNi(t', )72y dt’ < EIIN(0, )1 72p) + crcst V& >0- (2.16)
D’autre part,on sait que
||N||§{1(D) = ||N||%2(D) + ||VN||%2(D)

En intégrant la formule (2.15) et en multipliant (2.16) par une constante

positive ¢ = o= (& = max ¢; ) ensuite, en faisant la somme de deux résultats

2 1<i<n
obtenus, on aboutit & la formule suivante :

t
E [ (NI + VN o)l < et + 1+ it
0

avec ¢4 et ¢ des constantes.
Par conséquent,

By [ INC At <M iz,

avec M constante ( M = c3+ ¢4 + c5).
Ce qui conclut la démonstration. O
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4 Estimations a priori de la solution

4.2 Deuxiéme estimation de la solution

Maintenant on va démontrer une estimation contenant celle de (log Ny, - - - ,log N,,).

LEMME 2.4.2. Qutre les conditions supposées dans la proposition 2.5.1, on suppose
aussi (2.9). On pose

fls)=s—logs—=1  (s>0),  f(N)=(f(N),---, f(Nn)).  (2.17)

Alors il existe une constante My et une fonction A(c) telles que, si N est la solution
obtenue dans la proposition 2.5.1, on ait

gl [ i< 2Ly 2.18
7 ) XDy 2} 8= S > 1, (2.18)

A(c) — o0 pour ¢ — 00. (2.19)

Dans (2.18) xq..y désigne la fonction caractéristique de ’ensemble {---}, c’est-a-
dire, x.}(w) =1 siw e {---} et =0 autrement.

Démonstration. : On remarque d’abord que pour la fonction f(-) définie dans (2.17)
on a

On pose

BN) = | F(N) 22 = /|f Pde. (2.20)

Pour appliquer la formule d’ITO & 9(N), on remarque que (Dérivées aux sens de
Géateau)

_2/f 1——)gdm

Tt =2 [ (51— Lgna,

K3 K3
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Existence d’une mesure invariante pour I’équation stochastique d’un
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O*¥(N)

S (Vi) (i) = 2 [ [1(0%) + (¥ = 1))

D

/f 1——ANda:— /|Vf ]dm—/f )V log N;|2dz.

La derniére égalité ci-dessus, découle immédiatement de la formule de GREEN

/w (T )aio(T (7)) ds = = | grad(u() T (7)o + /8 T @U@
Avec
(7 (7)) =3 2l
En effet :
/f ANda:_/D[f(Ni)(l—N%)]div(VNi)d:r

VIf(N)(1 — —=)]VNydz (car VN;7 =0)

Donc en rappelant (2.3) et (2.5), la formule d’ITO appliquée & 1(N) nous donne :

2
Z/ a(;/’NZ d < N;,N; >,

P(N(t,.) =
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4 Estimations a priori de la solution

c’est a dire :

VNG, ) =w<N<o7.>>+2i [ [ rosfaici-
_Zgw N, —1)] dazdthgZ//f 1——ANda:dt+
+zzgz/ < F(ND(N; = 1),dW(t)) >
+ZQlZA2// i)+ N7+ 1—2N;)el dadt’.

Par suite en rappelant (2.6), on déduit que

UEE)Y /f(N»[ Zﬁw —1)]de—
/]Vf \dx—sl/f |VlogN]dx]
+KOZQ1/ N;) + N? + )dxdt—|—2Zgl < FIN)(N; = 1), dW (t) >

Cette relation nous permet d’obtenir
BV ) <BuvV 0.+ B[ [ ([ PO ey
2 e [ (VIO + 799 o i),
avee < f(N)(N; — 1), dW(t) >=0.
Ou

F(N) =Y F(N), (2.22)



Existence d’une mesure invariante pour I’équation stochastique d’un
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Fi(N) =f(Ny) [20(N; = 1) — Zwij(Nj)(Ni — 1) + Ko0?] + Koo? (N2 + 1),

On va démontrer qu’il existe deux constantes positives g et Cj telles que, si

STV = G, (2.23)
i=1
alors on ait
F(N) < =& Z f(NG). (2.24)
i=1

En effet, en vertu de la condition (2.9) et de la continuité de la fonction

gi(s) = 2a;(s — 1) — 2B;5(s — 1) — Z vij(s = 1) + Koo;, s>0,

=1,

il existe deux constantes §; > 0 et g > 0 telles que, si 0 < N; < 1, quelques soient
Nj,j=1,---,n,j#1, on ait

20,(N; = 1) = Y 265(N;)(N; = 1) + Koo} < —2¢0.
j=1

Cette relation, jointe a la condition 3; > 0 (voir (2.7)), nous permet en
particulier de constater qu’il existe une constante C' telle que, si

dOINP > ¢y,
i=1
alors on ait (2.24) avec €9 = 1.

En outre, comme Kyo?(N? + 1) est borné pour 0 < N; < 4y, il existe une
constante dy €]0,0,] telle que, si 0 < N; < dy, alors, quelques soient N, j =
1,--+-.,n, j #1i, on ait

Fi(N) < =20 f(N;).
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4 Estimations a priori de la solution

n

Il est évident que, si Z |N;|* < C), alors F(N) sont uniformément bornées
i=1
(voir (2.22), (2.8)). On en déduit qu’il existe une constante & €0, ds] telle que, si
St INi|? < Cy et 87l y a au moins une composante N; de N telle que 0 < N; < 6,
alors la relation (2.24) est vérifiée.

Il est clair qu’il existe une constante Cy telle que, si (2.23) est vérifiée, alors
ouona y . |NjJ*> Cjouilyaau moins une composante N; de N telle que
0 < N; < 4. Par conséquent, si (2.23) est vérifiée, alors on a (2.24). D’autre part,
si (2.23) n’est pas vérifiée, c’est a dire que

Z |F(N)[? < Co,
i=1
alors du fait qu’ on a

(Z <”Z|f )P < nCo,
=1

on obtient

Donc, en posant

on a

D’autre part, comme on a grace aux inégalités d’injection du sobolev et d’interpo-
lation

1LF (N 2oy <IN o 1P (N 35y
<CIFN Loy IF Ny + IV F (N[ 1))
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avec une constante C, alors il s’ensuit que :

1 1F (N2
LN 35ty + IV F N 13 p)*

—IlF(N)llLrpy < =

ce qui donne

| 1N 2
ST TN Foacy + IV (VDI

—F(N)llerpy < =

Compte tenu de (2.25), on a

1PVl
F(N)d .
f Fvis < 8C4Z||f Mooy + IV S (NI (2:26)
50\/5\/00+MF |D|

X4
E= inf ¢ A(c) = =0 + 28V,

i=1,,n X2Jg}£2c2 [8(;’4 X3+Y3
on déduit de (2.21) et de (2.26) que

E[(N(t,-)] < E[(N(0, )]+
—A(C)E/O XAV D1 21 A+ (€0v/n/Co + Mp)| DI,

comme E[¢(N(t,-))] > 0 alors,

AWE [ X1 ot < BN, )]+ ovy/Go+ MeDlr

ou encore

pl /tX gt < BN )] + (ov/ny/Co + Mp)| D)
t J, UFINE D g1 (py=c} A(c)
pour t > 1. On remarque en outre que
X4
A= ot (s ra 2w powr emoo

En posant M; = E[¢)(N(0, )]+ (e0v/nv/Co + Mp)|D|, on a (2.18) avec (2.19). O
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5 Existence d’une mesure invariante.

5 Existence d’une mesure invariante.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3.3. En adjoignant (2.10) et (2.18) on
obtient

1

T
E— /0 XUV g1 oy HIFN @ D1y bt = 1 —2(e) VT > 1, (2.27)

avec une fonction (c) telle que
g(c) -0 pour c¢— oc.
Or, on remarque que

<VB(IF(N) | z2py + [ Nill 2oy + | DIY?),

IV log Nillz2(p) =[IV(log N;j — N; + 1) + VNi| 2(p)
<V2(IVF(N) 2oy + IV Nl £2(py)-
En d’autres termes, il existe deux constantes C; et Cs telles que
[Nz oy + [1og Nllzrpy < CrllIN oy + | fllar () + Co

Pour u = (uy,--- ,u,) € L*(D) avec u; > 0 p. p. (1 = 1,--- ,n) et ' un
ensemble borélien de H, on pose

Pi(u,T) =P({(N(t,-), L(N(t,-))) € I'}),
ou N(t,-) est la solution du probléme (2.3)—(2.4) avec la condition initiale

On définit alors

) =1 [ [ R,

ol 1 est la mesure dans L?(D) de la donnée initiale N(0, ).
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Alors de (2.27) on déduit que

pr (I L)y < e}) 2 1—e(e) ¥T 21,

g(c) =0 pour c¢— oc.
Ca signifie que pour tout € > 0 il existe un nombre C(,) tel que
pr({ (u,v) € H | [[ull o) + vllap) < Ce}) 21— (2.28)
On rappelle que ’ensemble
{(u,0) € H |l o) + lollin o) < Co)

est compact dans H = L*(D) x L?*(D). Donc en vertu du théoréme de KRYLOV-
BocoLiuBov( [12])dans sa version completée par le critére dePROKHOROV (voir
[5], [6]), on déduit de (2.28)I'existence d’une mesure invariante i dans H pour
I'équation (2.3) avec la condition aux limites (2.4). En outre, il est évident que

A(H'(D) x H'(D)) = 1.

Le théoréme 2.3.3 est démontré.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié la stabilité du systéme d’équations dif-
férentielles représentant la compétition entre deux espéces. Nous avons établi, en
utilisant la fonction de Has'minski définie en chapitre 1, I’existence d’'une mesure
invariante pour le systéme d’équations stochastiques du modéle de compétition
entre deux espeéces.

L’étude du modeéle stochastique de compétition entre plusieurs espéces consti-
tue une généralisation du résultat obtenu dans le cas de compétition entre deux
espéces. En effet, nous avons plus précisément développé Uarticle [10], dans lequel
les auteurs ont pu montrer que, sous des conditions naturelles, il existe une me-
sure invariante pour le modéle stochastique de compétition entre n espéces avec
diffusion spatiale.

39






Bibliographie

1]
2l
13l

4]

[5]

(6]

17l

8]

9]

[10]

[11]

H.Brezis : Analyse fonctionnelle,théorie et application.Dunod,1999.
A. C. Capelo : Modelli matematici in biologia . Decibel editrice, Padova, 1989.

S. Chessa, H. Fujita Yashima : Fquazione stocastica di dinamica di popolazioni
di tipo preda-predatore. Boll. U, M. L., Serie VIII, vol. 5 - B (2002), pp. 789-804.

F. B. Christiansen, T. M. Fenchel : Theories of population in biological com-
munities. Springer, 1977.

G. Da Prato : An introduction to infinite dimensional analysis. Scuola Norm.
Sup. Pisa, 2001.

G. Da Prato, J. Zabczyk : Stochastic equations in infinite dimensions. Cam-
bridge Univ. Press, 1992.

G. Da Prato, J. Zabczyk : Ergodicity for infinite dimensional systems. Cam-
bridge Univ. Press, 1996.

H. Fujita Yashima : Equation stochastique de dynamique de populations du
type proie-prédateur avec diffusion dans un territoire. Novi Sad J. Math. vol.
33 (2003), pp. 31-52.

H. Fujita Yashima, R. Santis : Equation stochastique de dynamique de popu-
lations (en espagnol ). Cours Chili 2014.

H. Fujita Yashima, S. Hamdous : Mesure invariante pour l’équation stochas-
tique d’un modéle de compétition limitée entre des especes avec une diffusion
spatiale. Rend. Circ. Mat. Palermo, Serie II, Tomo 56 (2007), pp. 79-88.

R. Z. Has'minskij : Stochastic stability of differential equations (translated
from Russian). Sijthoff & Noordhoff, Alphe ann den Rijn, 1980.

41



BIBLIOGRAPHIE

[12] N. Kryloff, N. Bogoliuboff : La théorie générale de la mesure dans son applica-
tion & I’étude des systémes dynamiques de la mécanique non linéaire. Annals
Math., vol. 38 (1937), pp. 65-113.

[13] T. R. Malthus : An essay on the principle of population. Harmondsworth,
1798.

[14] R. M. Nisbet, W. S. C. Gurney : Modelling fluctuating populations. John Wiley,
1982.

[15] E. Pardoux : Intégrales stochastiques hilbertiennes. Pubblication interne, 7617
(1976), Univ. Paris Dauphine.

[16] R. Rudnicki : Long-time behaviour of a stochastic prey-predator model. Stoch.
Proc. Appl., vol. 108 (2003), pp. 93-107.

[17] E. Tornatore : Stochastic equation of population dynamic with diffusion on a
domain. Rend. Circ. Mat. Palermo, Serie 11, Tomo 52 (2003), pp. 15-29.

[18] E. Tornatore, L. Manca, H. Fujita Yashima : Comportamento asintotico della
soluzione del sistema di equazioni stocastiche per due specie in competi-
zione. Rend. Ist. Lombardo Accad. Sci. Lett. (Sci. Mat. Appl.). vol. 136/137
(2002/03), pp. 151-183.

[19] V. Volterra : Legons sur la théorie mathématique de la lutte pour la wvie.
Gauthier-Villars, Paris, 1931.

42



	Introduction générale
	Existence d'une mesure invariante pour les équations stochastiques du modèle de compétition entre deux espèces 
	Introduction
	Le modèle déterministe
	Le modèle stochastique: Fonction de Has'minskii et mesure invariante

	Existence d'une mesure invariante pour l'équation stochastique d'un modèle de compétition limitée entre n espèces avec diffusion spatiale
	Introduction
	Théorème d'existence d'une mesure invariante dans un espace de Hilbert.
	Résultat principal
	Estimations à priori de la solution
	Première estimation de la solution.
	Deuxième estimation de la solution

	Existence d'une mesure invariante.

	Conclusion générale
	Bibliographie

