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Introduction générale

La population humaine n’est pas statique, le nombre d’individus varie, évolue
au cours du temps, ce comportement est appelé "dynamique de la population". Elle
s’intéresse au développement numérique de toutes les populations d’être vivants.

Les premiers essaies scientifiques visant à décrire l’évolution temporelle d’une
population d’individus restent cantonnés aux sciences politico-sociale, particuliè-
rement à l’étude de l’accroissement de la population humaine et des problèmes
induits par cet accroissement. Ainsi, le premier modèle de l’évolution temporelle
d’une population a été proposé par l’économiste T.R.MALTHUS 1. Ses travaux
parus en 1798 ( voir [13]) soutiennent le concept de la croissance exponentielle du
nombre d’individus, tant que les ressources du milieu sont suffisamment abondantes
pour répondre aux besoin de la population.

A la fin de la première guerre mondiale, les modèles mathématiques occu-
paient une position extrêmement importante dans le développement de la recherche
sur la théorie de l’évolution et l’écologie. La plupart des modèles d’interaction que
l’on utilise actuellement sont basés sur les modèles de LOTKAS 2, (chimiste, dé-
mographe, écologiste et mathématicien) et VOLTERRA 3(mathématicien) .

En générale, lorsque les espèces interagissent, la dynamique de chaque espèce
est affectée par ces interactions. Il y’a principalement trois types d’interactions
( voir par exemple [2] , [19]), à savoir la prédation, le mutualisme et la compétition.

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés à ce dernier type d’interaction,
en effet on trouve dans la littérature un nombre important de travaux visant à
donner des conditions nécessaires et/ou suffisantes pour la coexistence stable de
population d’espèces en compétition.

1Thomas Robert Malthus,1766-1834
2Alfred James Lotkas, 1880-1949 Etats Unis
3Vito Volterra, 1860-1940, Italie
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Notre travail est réparti en deux chapitres, le premier chapitre traite en pre-
miers lieu le cas déterministe pour le modèle de compétition entre deux espèces
ensuite, on aborde un système d’équation stochastique pour deux espèces en com-
pétition et on montre l’existence d’une mesure invariante à travers le théorème
de Has’minskii ( [11] chap. 3 Th.5.1(p90)). Le théorème de Has’minskii peut être
considéré comme étant la version stochastique de la théorie de Lyapunov.

Au deuxième chapitre, on considère aussi la diffusion spatiale de la population
dans un territoire et on montre que sous une condition convenable, le système
d’équations stochastiques pour un modèle de compétition limitée entre plusieurs
espèces admet aussi une mesure invariante. Pour démontrer ce résultat, on fait
appel au théorème fondamental pour l’existence d’une mesure invariante dans un
espace de Hilbert. Il s’agit du théorème de Krylov-Bogoliubov qui généralise le
théorème de Has’minskii.
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Chapitre 1

Existence d’une mesure invariante
pour les équations stochastiques du
modèle de compétition entre deux
espèces

1 Introduction

Nous nous intéressons dans un premier temps, aux systèmes dynamiques
continus et déterministes, c’est à dire régis par des systèmes d’équations différen-
tielles ordinaires. Ensuite, nous étudions le cas d’un système d’équation stochas-
tique de la dynamique des populations pour deux espèces en compétition avec
une perturbation stochastique représentant les variations aléatoires des conditions
environnementales (pour les motivations voir [4], [14]).

2 Le modèle déterministe

Soit le système d’équations différentielle suivant représentant la compétition
entre deux espèces : {

dN1 = α1N1 − β12N1N2 − β11N
2
1 ,

dN2 = α2N2 − β21N1N2 − β22N
2
2 .

(1.1)
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Existence d’une mesure invariante pour les équations stochastiques du
modèle de compétition entre deux espèces

où les βij, αi, (i, j = 1, 2), sont des constantes srtictement positives ( positives )
respectivement et Ni représente la densité de la population i (i = 1, 2)
Posons :

f1(N1, N2) = α1N1 − β12N1N2 − β11N
2
1 ,

f2(N1, N2) = α2N2 − β21N1N2 − β22N
2
2 .

Les points d’équilibres de ce système sont les points (N1, N2) tels que

f1(N1, N2) = 0 et f2(N1, N2) = 0,

on trouve facilement les trois points d’équilibres E1 = (0, 0), E2 = ( α1

β11
, 0) et

E3 = (0, α2

β22
).

Le quatrième point, s’il existe, sera le point qui satisfait les équations :

α1 − β12N2 − β11N1 = 0, α2 − β21N1 − β22N2 = 0.

Donc si β11β22 6= β12β21, alors on obtient le point d’équilibre E4 = (N∗
1 , N

∗
2 ) avec

N∗
1 =

α1β22 − α2β12

β11β22 − β12β21

, N∗
2 =

α2β11 − α1β21

β11β22 − β12β21

. (1.2)

Cependant, seuls les cas N∗
1 > 0, N∗

2 > 0 seront considérés (les cas N∗
1 > 0, N∗

2 = 0
et N∗

1 = 0, N∗
2 > 0 coïncident avec les points d’équilibres E2 etE3).

Remarque 1.2.1. Seul le point E4 correspond à la coexistence des deux espèces.

Il n’est pas difficile de voir que l’on a N∗
1 > 0 et N∗

2 > 0 si et seulement si

α1

β11

<
α2

β21

et
α2

β22

<
α1

β12

. (1.3)

où
α1

β11

>
α2

β21

et
α2

β22

>
α1

β12

(1.4)

En ignorant les points E1, E2, E3, qui sont des points d’équilibres pour lesquels au
moins l’une des deux espèces est destinée à l’extinction, on va s’intéresser à l’étude
de stabilité du point d’équilibre E4 qui est basée sur le théorème de Lyapunov et
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2 Le modèle déterministe

ses conséquences.

Pour ce faire, calculons les dérivées def1(N1, N2) et de f1(N1, N2).
On a :

∂f1

∂N1

= α1 − β12N2 − 2β11N1 ,
∂f1

∂N2

= −β12N1.

∂f2

∂N1

= −β21N1 ,
∂f2

∂N2

= α2 − β21N1 − 2β22N2.

Considérons la matrice

A =
( ∂fi

∂Nj

)
=

(
α1 − β12N2 − 2β11N1 −β12N1

−β21N1 α2 − β21N1 − 2β22N2

)

telle que

(α1 − β12N2 − β11N1) |N1=N∗
1 ,N2=N∗

2
= 0, (α2 − β21N2 − β22N2) |N1=N∗

1 ,N2=N∗
2
= 0,

(voir (1.2)).
On a alors :

A|N1=N∗
1 ,N2=N∗

2
=

(
−β11N

∗
1 −β12N

∗
1

−β21N
∗
2 −β22N

∗
2

)
Calculons explicitement les valeurs propres λ1, et λ2 de la matriceA|N1=N∗

1 ,N2=N∗
2
.

Comme ∆ = (β11N
∗
1 − β22N

∗
2 )2 + 4β12β21N

∗
1N

∗
2 ≥ 0, alors

λ1 =
1

2

(
− β11N

∗
1 − β22N

∗
2 −

√
(β11N∗

1 + β22N∗
2 )2 − 4(β11β22 − β12β21)N∗

1N
∗
2

)
,

(1.5)

λ2 =
1

2

(
− β11N

∗
1 − β22N

∗
2 +

√
(β11N∗

1 + β22N∗
2 )2 − 4(β11β22 − β12β21)N∗

1N
∗
2

)
.

(1.6)
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Existence d’une mesure invariante pour les équations stochastiques du
modèle de compétition entre deux espèces

Dans le cas (1.3), on obtient

α1α2

β11β22

<
α1α2

β12β21

,

par conséquent,

β11β22 > β12β21·

Ainsi de (1.5)-(1.6) on déduit que λ1 < 0, λ2 < 0·

En vertu du théoréme de Lyapunov, on déduit que E4 = (N∗
1 , N

∗
2 ) est un

point d’equilibre asymptotiquement stable.

Et dans le cas (1.4), on obtient

α1α2

β11β22

>
α1α2

β12β21

Par conséquent,

β11β22 < β12β21·

Dans ce cas, de (1.5)-(1.6) on déduit que λ1 < 0, λ2 > 0 ce qui signifie que
E4 = (N∗

1 , N
∗
2 ) n’est pas stable.

Finalement, on déduit que pour la stabilité du système de deux espèces en
compétition, il est nécessaire que les conditions

α1

β11

<
α2

β21

et
α2

β22

<
α1

β12

,

qui sont équivalentes à
β21

β11

<
α2

α1

<
β22

β12

,

soient vérifiées.
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3 Le modèle stochastique : Fonction de Has’minskii et mesure invariante

3 Le modèle stochastique : Fonction de Has’minskii
et mesure invariante

Notons Ni(t) la densité de la population i (i = 1, 2) à l’instant t et considérons
le système d’équations{

dN1(t) = (α1 − β11N1(t)− β12N2(t))N1(t)dt+ %1N1(t)dW (t),
dN2(t) = (α2 − β21N1(t)− β22N2(t))N2(t)dt+ %2N2(t)dW (t).

(1.7)

avec αi, βij et %i (i, j = 1, 2) sont des constantes positives, tandis que W (t)
est un mouvement brownien à valeurs réelles défini sur une base stochastique
(Ω,=, (=t)t≥0,P).

Le système d’équations (1.7) devrait être considéré avec la condition initiale

Ni(0) = N0i > 0 p.s. , i = 1, 2. (1.8)

Dans les équations (1.7) les termes non linéaires NiNj (i, j = 1, 2) sont multi-
pliés par des constantes négatives −βij , on démontre de manière analogue à [17]
(voir [3] ) l’existence, l’unicité et la positivité de la solution du problème (1.7)-(1.8),
c’est-à-dire on a la proposition suivante :

Proposition 1.3.1. Le problème (1.7)–(1.8) admet une et une seule (à moins
d’une modification) solution (N1(t), N2(t)) dans l’intervalle 0 ≤ t < ∞ et on a
Ni(t) > 0 p.s (i = 1, 2) pour tout t ≥ 0.

Pour examiner le comportement asymptotique de la solution du problème
(1.7)-(1.8), il convient de transformer les équations dans une forme logarithmique.
En effet, posons

ξ(t) = logN1(t), η(t) = logN2(t), (1.9)

c1 = α1 −
%2

1

2
, c2 = α2 −

%2
2

2
, (1.10)
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Existence d’une mesure invariante pour les équations stochastiques du
modèle de compétition entre deux espèces

Appliquons la formule d’Itô à ξ(t) et η(t) :

dξ(t) =
1

N1(t)
dN1(t)−

1

2

1

N1
2(t)

d< N1, N1 >t

=
1

N1(t)

[
(α1 − β11N1(t)− β12N2(t))N1(t)dt+ %1N1(t)dW (t)

]
−1

2

1

N2
1 (t)

%2
1N

2
1 (t)dt

=
[
α1 −

%2
1

2
− β11N1(t)− β12N2(t)

]
dt+ %1dW (t)

=(c1 − β11e
ξ(t) − β12e

η(t))dt+ %1dW (t).

De même pour η(t), on trouve dη(t) = (c2 − β21e
ξ(t) − β22e

η(t))dt+ %2dW (t) .

Donc le système (1.7) devient, grâce à la formule d’Itô, sous la forme{
dξ(t) = (c1 − β11e

ξ(t) − β12e
η(t))dt+ %1dW (t)

dη(t) = (c2 − β21e
ξ(t) − β22e

η(t))dt+ %2dW (t)
(1.11)

qui sera considéré avec les conditions initiales

ξ(0) = logN01, η(0) = logN02. (1.12)

Nous allons démontrer que sous des conditions naturelles, qui sont le prolon-
gement des conditions de coexistence stable dans le cas déterministe, il existe une
mesure invariante pour le système (1.7).

Rappelons, dans un premier temps, le théorème de Has’minskii pour la sta-
bilité de la solution d’une équation stochastique à valeurs dans Rn ( Théorème 5.1
Chap. III de [11]).

Considérons l’équation stochastique dans Rn

dXt = f(Xt)dt+ σ(Xt)dWt, (1.13)

où f(x) et σ(x) sont des fonctions indépendantes de t à valeurs respectivement
dans Rn et dans Rn×m, tandis que Wt est un mouvement brownien à valeurs dans
Rm.
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3 Le modèle stochastique : Fonction de Has’minskii et mesure invariante

Théorème 1.3.2. ( Théorème de Has’minskii) Supposons qu’il existe un x0 ∈ Rn

tel que l’équation (1.13) avec la condition initiale X0 = x0 admet une solution Xt

définie sur tout l’intervalle [0, ∞[, et que, pour toute constante R > 0, il existe
un compact KR telle que

|f(x)− f(y)|+ |σ(x)− σ(y)| ≤ KR|x− y|, si |x| ≤ R, |y| ≤ R. (1.14)

Supposons qu’il existe une fonction V ∈ C2(Rn) telle que

V (x) ≥ 0, pour tout x ∈ Rn, (1.15)

sup
|x|>R

A∗V (x) → −∞, pour R→ +∞, (1.16)

avec

A∗ =
n∑

i=1

fi
∂

∂xi

+
1

2

n∑
i,j=1

m∑
k=1

σikσjk
∂2

∂xi∂xj

. (1.17)

Alors il existe une mesure invariante pour l’équation (1.13).

Définition 1.3.3. On appelle fonction de Has’minskii une fonction V ∈ C2(Rn)
qui satisfait les conditions (1.15) et (1.16).

La notion de la mesure invariante pour une équation différentielle stochastique,
peut être introduite d’une façon simple comme suit. Etant donné une mesure de
probabilité µ définie sur Rn associée à une variable aléatoire X0 à valeurs dans Rn,
alors on dit µ est une mesure invariante pour l’équation (1.13) si la solution Xt de
cette équation avec la condition initiale X0 = X0 admet aussi µ comme mesure de
probabilité.

L’existence d’une fonction de Has’minskii implique l’existence d’une mesure inva-
riante pour une classe assez large d’équation stochastique, c’est-à-dire les équations
stochastiques pour lesquelles on considère une perturbation stochastique σ(Xt)dGt

ou Gt est un processus stochastique à accroissements indépendants. Nous allons
nous limiter ici où cas Gt = Wt.

Pour trouver une fonction de Has’minskii le lemme suivant est très utile.

Lemme 1.3.4. Soit U une fonction non négative de classe C2(Rn).S’il existe deux
constantes positives ε,M et un compact K de Rn tels que

sup
x/∈K

A∗U(x) ≤ −ε, (1.18)
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Existence d’une mesure invariante pour les équations stochastiques du
modèle de compétition entre deux espèces

inf
|x|≥r

U(x) →∞ pour r →∞, (1.19)

1

2

n∑
i,j=1

aij(x)
∂U

∂xi

∂U

∂xj

≤M <∞, (1.20)

alors V = 1
2
U2 est une fonction de Has’minskii pour l’équation (1.13) (dans le sens

précis plus haut).

Démonstration. En appliquant l’opérateur A∗ à la fonction V = 1
2
U2, on aura

A∗V = A∗(
1

2
U2) = UA∗U +

1

2

n∑
i,j=1

aij(x)
∂U

∂xi

∂U

∂xj

.

En effet,

d’après (1.17) on a :

A∗V = A∗(
1

2
U2) =

1

2

n∑
i,j=1

aij(x)
∂2(1

2
U2)

∂xi∂xj

+
n∑

i=1

bi(x)
∂(1

2
U2)

∂xi

·

Avec ∂( 1
2
U2)

∂xi
= U ∂U

∂xi
,

∂2( 1
2
U2)

∂xi∂xj
= ∂

∂xi
(U ∂U

∂xj
) = ∂U

∂xi

∂U
∂xj

+ U ∂2U
∂xi∂xj

·

Donc,

A∗V =
1

2

n∑
i,j=1

aij(x)
∂U

∂xi

∂U

∂xj

+ U(
1

2

n∑
i,j=1

aij(x)
∂2U

∂xi∂xj

+
n∑

i=1

bi(x)
∂U

∂xi

)

=
1

2

n∑
i,j=1

aij(x)
∂U

∂xi

∂U

∂xj

+ UA∗U ·

Des relations (1.18) et (1.20) on déduit que pour r > maxx∈k |x| on a

sup
|x|≥r

A∗V (x) ≤ −ε ( inf
|x|≥r

U(x)) +M.

Par conséquent en vertu de la condition (1.19), la fonction V vérifiée la condition
(1.16).
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3 Le modèle stochastique : Fonction de Has’minskii et mesure invariante

Démontrons l’existence d’une fonction de Has’minskii pour l’équation (1.11)
à l’aide du lemme 1.3.4.

Proposition 1.3.5. Si les inégalités suivantes sont satisfaites

c1 > 0, c2 > 0, detB > 0,
β21

β11

<
c2
c1
<
β22

β12

, (detB = β11β22 − β12β21)

alors il existe une fonction de Has’minskii pour le système d’équations stochastique
(1.11).

Démonstration. Rappelons en premier que pour l’équation (1.11), la relation (1.17)
a l’expression

A∗v =
1

2
%2

1

∂2v

∂x2
+ %1%2

∂2v

∂x∂y
+

1

2
%2

2

∂2v

∂y2
+ (1.21)

+(c1 − β11e
x − β12e

y)
∂v

∂x
+ (c2 − β21e

x − β22e
y)
∂v

∂y
·

En effet, posons x = ε(t) et y = η(t), dans (1.7)
On obtient alors : {

dx = (c1 − β11e
x − β12e

y)dt+ %1dW (t)
dy = (c2 − β21e

x − β22e
y)dt+ %2dW (t)

On sait dèja que aij =
m∑

k=1

σik(x)σjk(x),

si on pose aij(x) = %i%j, bi(x) = ci − bi1e
x − bi2e

y, (i = 1, 2) dans (1.17),
alors,

n∑
i,j=1

aij(x)
∂2v

∂xi∂xj

=
2∑

i,j=1

%i%j
∂2v

∂xi∂xj

= %2
1

∂2v

∂x2
1

+ 2%1%2
∂2v

∂x1∂x2

+ %2
2

∂2v

∂x2
2

En remplaçant ce résultat dans (1.17), avec x1 = x, x2 = y, on aboutit exactement
à (1.21).

Grâce au lemme 1.3.4, pour démontrer la proposition 1.3.5, il suffit de construire
une fonction U ∈ C2(R2) et un compact K de R2 vérifions les conditions du lemme
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Existence d’une mesure invariante pour les équations stochastiques du
modèle de compétition entre deux espèces

1.3.4, dans lequel l’opérateur A∗ s’écrit sous la forme (1.21).

En rappelant qu’on a par hypothèse 0 < β21

β11
< c2

c1
< β22

β12
, considérons quatre

constantes positives κ, λ, µ, ν telles que

β21

β11

<
κ

ν
<
c2
c1
<
µ

λ
<
β22

β12

. (1.22)

Considérons en outre quatre nombres négatifs a1, a2, b1, b2 tels que

a1 < a2 < 0, b1 < b2 < 0,

et que

1

2
%2

1

κ+ µ

a2 − a1

,
1

2
%2

2

λ+ ν

b2 − b1
, (µβ11 + νβ21)e

a2 , (µβ12 + νβ22)e
b2

soient suffisamment petits, avec les droites {x = ai}, {y = bi} (i = 1, 2) divisons
le plan de R2 en neuf parties

D1 = {(x, y) ∈ R2 / a2 ≤ x, b2 ≤ y},
D2 = {(x, y) ∈ R2 / x < a1, b2 ≤ y},
D3 = {(x, y) ∈ R2 / x < a1, y < b1},
D4 = {(x, y) ∈ R2 / a2 ≤ x, y < b1},

E1 = {(x, y) ∈ R2 / a1 ≤ x < a2, b2 ≤ y},
E2 = {(x, y) ∈ R2 / x < a1, b1 ≤ y < b2},
E3 = {(x, y) ∈ R2 / a1 ≤ x < a2, y < b1},
E4 = {(x, y) ∈ R2 / a2 ≤ x, b1 ≤ y < b2},

G = {(x, y) ∈ R2 / a1 ≤ x < a2, b1 ≤ y < b2}.

Posons

U(x, y) =



κx+ λy + C1 pour(x, y) ∈ D1,
−µx+ λy + C2 pour(x, y) ∈ D2,
−µx− νy + C3 pour(x, y) ∈ D3,
κx− νy + C4 pour(x, y) ∈ D4,

κ+µ
2(a2−a1)

(x− κa1+µa2

κ+µ
)2 + λy + C ′

1 pour(x, y) ∈ E1,
λ+ν

2(b2−b1)
(y − λb1+νb2

λ+ν
)2 − µx+ C ′

2 pour(x, y) ∈ E2,
κ+µ

2(a2−a1)
(x− κa1+µa2

κ+µ
)2 − νy + C ′

3 pour(x, y) ∈ E3,
λ+ν

2(b2−b1)
(y − λb1+νb2

λ+ν
)2 − κx+ C ′

4 pour(x, y) ∈ E4.

(1.23)
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Il n’est pas difficile de remarquer que les constantes Ci et C ′
i (i = 1, · · · , 4)

peuvent être choisies de sorte que la fonction U(x, y) soit continue sur R2\G.
En outre calculant les dérivées partielles de U(x, y) aux points de {x = ai} et
de {y = bi} (i = 1, 2), on constate que les dérivées de la fonction U(x, y) ainsi
construites sont continues.
Il est clair que U(x, y) peut être prolongé sur G de sorte qu’elle soit de classe
C1(R2) et que le choix des Ci et C ′

i (i = 1, · · · , 4) nous permet d’avoir U(x, y) non
négative sur R2.

Comme il résulte des calculs explicites (en rappelant (1.21) et (1.23)), A∗U
a, à l’intérieur de chacune des régions Di, Ei (i = 1, 2) l’expression

A∗U(x, y) = κ(c1 − β11e
x − β12e

y) + λ(c2 − β21e
x − β22e

y) dans D1,
(1.24)

A∗U(x, y) =− µ(c1 − β11e
x − β12e

y) + λ(c2 − β21e
x − β22e

y) = (1.25)
=(−µc1 + λc2) + (µβ11 − λβ21)e

x + (µβ12 − λβ22)e
y dans D2,

A∗U(x, y) = −µ(c1 − β11e
x − β12e

y)− ν(c2 − β21e
x − β22e

y) dans D3,
(1.26)

A∗U(x, y) =κ(c1 − β11e
x − β12e

y)− ν(c2 − β21e
x − β22e

y) = (1.27)
=(κc1 − νc2) + (−κβ11 + νβ21)e

x + (−κβ12 + νβ22)e
y dans D4,

A∗U(x, y) =
1

2
%2

1

κ+ µ

a2 − a1

+ λ(c2 − β21e
x − β22e

y)+ (1.28)

+(c1 − β11e
x − β12e

y)
κ+ µ

a2 − a1

(x− κa1 + µa2

κ+ µ
) dans E1,

A∗U(x, y) =
1

2
%2

2

λ+ ν

b2 − b1
− µ(c1 − β11e

x − β12e
y)+ (1.29)

+(c2 − b21e
x − b22e

y)
λ+ ν

b2 − b1
(y − λb1 + νb2

λ+ ν
) dans E2,
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modèle de compétition entre deux espèces

A∗U(x, y) =
1

2
%2

1

κ+ µ

a2 − a1

− ν(c2 − β21e
x − β22e

y)+ (1.30)

+(c1 − β11e
x − β12e

y)
κ+ µ

a2 − a1

(x− κa1 + µa2

κ+ µ
) dans E3,

A∗U(x, y) =
1

2
%2

2

λ+ ν

b2 − b1
+ κ(c1 − β11e

x − β12e
y)+ (1.31)

+(c2 − β21e
x − β22e

y)
λ+ ν

b2 − b1
(y − λb1 + νb2

λ+ ν
) dans E4.

Posons

Kγ = {(x, y) ∈ R2| |x| ≤ γ, |y| ≤ γ}.
Des expressions (1.24)-(1.27) et de la condition (1.22), on voit facilement qu’il
existe un nombre positif ε tel que si on choisit γ suffisamment grand, alors on aura

A∗U(x, y) ≤ −ε.

à l’intérieur de Di\Kγ (i = 1, ..., 4).
En effet, prenons par exemple le cas d’expression (1.25), c’est à dire

A∗U(x, y) = (−µc1+λc2)+(µβ11−λβ21)e
x+β12−λβ22)e

y dans D2.

L’intérieur de D2\Kγ veut dire que : le point (x, y) ∈ R2 vérifié ces inégalités

x < a1, b2 ≤ y et |x| > γ, |y| > γ.

Or, comme a1 < 0, l’inégalité |x| > γ sera remplacée par x < −γ, ce qui revient à
dire que

D2\Kγ = {x < −γ, |y| > γ/x < a1, b2 ≤ y}.
De plus, on a d’après (1.22)

−µc1 + λc2 < 0, µβ11 − λβ21 > 0, µβ12 − λβ22 < 0.

Donc on voit clairement qu’il existe un nombre positif ε tel que, si on choisit γ
suffisamment grand à l’intérieur de D2\Kγ, on obtient l’inégalité

A∗U(x, y) ≤ −ε.
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Le même raisonnement sera appliqué pour les expressions à l’intérieur de Ei\Kγ

(i=1,...,4).

Pour l’expression (1.28) on remarque, grâce à la condition (1.22) et à l’inéga-
lité x ≥ a1, pour les coefficients de ey on a

−β12
κ+µ

a2−a1
(x−κa1+µa2

κ+µ
)−β22λ ≤ −β12

κ+µ
a2−a1

(a1−κa1+µa2

κ+µ
)−β22λ = β12µ− β22λ < 0.

Et pour les coefficients de ex on a

−β11
κ+µ

a2−a1
(x−κa1+µa2

κ+µ
)−β21λ ≤ −β11

κ+µ
a2−a1

(a1−κa1+µa2

κ+µ
)−β21λ = β11µ− β21λ > 0.

Par la suite, on obtient

A∗U(x, y) ≤ 1

2
%2

1

κ+ µ

a2 − a1

+ λc2 + c1
κ+ µ

a2 − a1

(x− κa1 + µa2

κ+ µ
)

+ (β12µ− β22λ)ey + (β11µ− β21λ)ex.

De manière analogue pour les coefficients de ex de l’expression (1.31), on a grâce
à (1.22) et à l’inégalité y ≥ b1

−β21
λ+ν

b2−b1
(y−λb1+νb2

λ+ν
)−β11κ ≤ −β21

λ+ν
b2−b1

(b1−λb1+νb2
λ+ν

)−β11κ = β21ν − β11κ < 0.

Et pour les coefficients de ey on trouve

−b22
λ+ν

b2−b1
(y−λb1+νb2

λ+ν
)−β12κ ≤ −β22

λ+ν
b2−b1

(b1−λb1+νb2
λ+ν

)−β12κ = β22ν − β12κ > 0.

Par la suite, on obtient

A∗U(x, y) ≤ 1

2
%2

2

λ+ ν

b2 − b1
+ κc1 + c2

λ+ ν

b2 − b1
(y − λb1 + νb2

λ+ ν
)

+ (β21ν − β11κ)e
x + (β22ν − β12κ)e

y.
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Donc si γ est suffisamment grand à l’intérieur de E1\Kγ et de E4\Kγ on a

A∗U(x, y) ≤ −ε

avec un certain ε > 0.

D’autre part, pour l’expression (1.29) on voit que, grâce à la condition (1.22)
et à les restrictions b1 ≤ y < b2, x < a1 on a :

−c1µ+ c2
λ+ν

b2−b1
(y− λb1+νb2

λ+ν
) ≤ −c1µ+ c2

λ+ν
b2−b1

(b2− λb1+νβ2

λ+ν
) = −c1µ+ c2λ < 0,

[
µβ12 − β22

λ+ ν

b2 − b1
(y − λb1 + νb2

λ+ ν
)
]
ey ≤

[
µb12 − b22

λ+ ν

b2 − b1
(b1 −

λb1 + νb2
λ+ ν

)
]
ey

≤(µβ12 + νβ22)e
b2 .

[
µβ11 − β21

λ+ ν

b2b1
(y − λb1 + νb2

λ+ ν
)
]
ex ≤

[
µβ11 − β21

λ+ ν

b2 − b1
(b1 −

λb1 + νb2
λ+ ν

)
]
ex

≤(µβ11 + νβ21)e
a1 .

Par conséquent,

A∗U(x, y) ≤ −c1µ+ c2λ+ (µβ12 + νβ22)e
b2 + (µβ11 + νβ21)e

a1 +
1

2
%2

2

λ+ ν

b2 − b1

De manière analogue pour l’expression (1.30), grâce à la condition (1.22) et à les
restrictions a1 ≤ x < a2, y < b1 on a :

−c2ν+c1
κ+µ

a2−a1
(x− κa1+µa2

κ+µ
) ≤ −c2ν+c1

κ+µ
a2−a1

(a2− κα1+µa2

κ+µ
) = −c2ν + c1κ < 0,

[
νβ21 − β11

κ+ µ

a2 − a1

(x− κa1 + µa2

κ+ µ
)
]
ex ≤

[
νβ21 − β11

κ+ µ

a2 − a1

(a1 −
κa1 + µa2

κ+ µ
)
]
ex

≤(µβ11 + νβ21)e
a2 .

[
νβ22 − β12

κ+ µ

a2 − a1

(x− κa1 + µa2

κ+ µ
)
]
ey ≤

[
νβ22 − β12

κ+ µ

a2 − a1

(a1 −
κa1 + µa2

κ+ µ
)
]
ey

≤(µβ12 + νβ22)e
b1 .
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Par conséquent,

A∗U(x, y) ≤ −c2ν + c1κ+ (µβ11 + νβ21)e
a2 + (µβ12 + νβ22)e

b1 +
1

2
%2

1

κ+ µ

a2 − a1

Donc ayant choisit a1, a2, b1, b2 de sorte que

1

2
%2

1

κ+ µ

a2 − a1

,
1

2
%2

2

λ+ ν

b2 − b1
, (µβ11 + νβ21)e

a2 , (µβ12 + νβ22)e
b2

sioent suffisamment petits, l’inégalité suivante est vérifiée

A∗U(x, y) ≤ −ε

avec un certain ε > 0 à l’intèrieur de E2\Kγ et de E3\Kγ.

Compte tenu des hypothèses ci-dessus, on constate que, pour un γ suffisam-
ment grand, à l’extérieur du compact Kγ et à l’intérieur des Di et Ei (i=1,...,4)
l’inégalité

A∗U(x, y) ≤ −ε

avec un certain ε > 0 est satisfaite .

Pour terminer, en remplaçant U(x, y) par (U ∗ϑ) avec ϑ une fonction régula-
risante ayant un support contenu dans le cercle de rayon 1, on obtient une fonction
qui vérifiée les conditions du lemme 1.3.4, de là découle la proposition.

Proposition 1.3.6. si les conditions suivantes sont vérifiées

c1 > 0, c2 > 0, detB > 0,
β21

β11

<
c2
c1
<
β22

β12

,

alors il existe une mesure invariante pour le système d’équation (1.11).

Démonstration. Découle immédiatement de la proposition 1.3.5 et du théorème de
Has’minskii( [11], Chap.03, Th 5.1 (p.90)).
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Chapitre 2

Existence d’une mesure invariante
pour l’équation stochastique d’un
modèle de compétition limitée entre
n espèces avec diffusion spatiale

1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons l’évolution de population d’une espèce
ou de plusieurs espèces. Evolution soumise à une perturbation stochastique due
aux variations aléatoires des conditions environnementales, avec la diffusion de
population de chaque espèce dans un territoire et avec des compétitions limitées
entre les espèces différentes et nous démontrons que l’équation stochastique pour ce
modèle admet, sous une condition convenable, une mesure invariante, pour laquelle
aucune espèce n’est destinés à l’extinction. Comme le cas d’une espèce peut être
considéré comme cas particulier d’un système de n espèces, dans la suite on ne
considérera que le cas de n espèces.
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Existence d’une mesure invariante pour l’équation stochastique d’un
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2 Théorème d’existence d’une mesure invariante
dans un espace de Hilbert.

Rappelons avant tout la généralisation du théorème de Has’minskii dans les
espaces de Hilbert, c’est-à-dire, le théorème d’existence d’une mesure invariante
pour les semi- groupe de transition de Markov.

Soit Pt un semi-groupe de Markov qui possède la propriété de Feller ( pour
les définitions voir [7]). Supposons que, pour un certain élément x0 de l’espace de
Hilbert H, la famille de mesures (µT )T≥0 définie par

µT (B) =
1

T

∫ T

0

Pt(x0, B)dt, B ∈ B(H), T > 0

vérifie les hypothèses du théorème de Prokhorov. Alors il existe une mesure inva-
riante pour Pt.
Il s’agit du théorème de Krylov-Bogoliubov qui s’appui pour son application sur
deux points importants, à savoir le critère de Prokhorov dans un espace de Hilbert,
et l’injection compacte des espaces de Sobolev.

Rappelons le théorème (critère) de Prokhorov :

Théorème 2.2.1. (Critère de Prokhorov dans un espace de Banach) Soit {µι}ι∈I
une famille de mesures de probabilités dans un espace de Banach séparable B. Si,
pour tout ε > 0, il existe un ensemble compact Kε de B tel que

µι(Kε) ≥ 1− ε, ∀ι ∈ I, (2.1)

alors il existe une suite {µιk}∞k=1 d’éléments de la famille de mesures {µι}ι∈I et
une mesure de probabilité µ telles que

lim
k→∞

∫
B

ϕ(x)µιk(dx) =

∫
B

ϕ(x)µ(dx) ∀ϕ ∈ C(B) ∩ L∞(B). (2.2)

D’autre part, l’injection compacte de l’espace de Sobolev W 1
p (D) con D ⊂ Rn

dans l’espace de Lebesgue Lq(D) est compacte, si p ≥ n ou si q < np
n−p

(p < n).
Pour les détails sur l’injection compacte, voir [1].
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3 Résultat principal

Soit D un ensemble ouvert et borné de Rd, d = 2 ou 3, muni de la frontière
régulière ∂D. On désigne par Ni(t, x) la densité de la population de l’espèce i,
i = 1, · · · , n, à l’instant t et au point x ∈ D. On considère dans D le système
d’équations

dNi(t, x) =
[(
αi −

n∑
j=1

βij(Nj(t, x))
)
Ni(t, x) + εi∆Ni(t, x)

]
dt+%iNi(t, x)dW (t),

(2.3)
i = 1, · · · , n,

avec la condition aux limites

∇Ni · ~n = 0 sur ∂D, i = 1, · · · , n, (2.4)

où le lapcien ∆ et le nabla ∇ sont à considérer par rapport aux variables spatiales
x1, · · · , xd, les coefficients αi, εi et %i (i = 1, · · · , n) sont des constantes positives,
βij(·) (i, j = 1, · · · , n) sont des fonctions lipschitziennes non négatives, tandis que
W (t) est le mouvement brownien à valeurs dans L2(D) défini sur une base stochas-
tique (Ω,=, (=t)t≥0,P). Plus précisément, nous considérons W (t) ayant la forme

W (t) =
∞∑

m=1

λmemW
(m)(t), (2.5)

où {em}∞m=1 est une base orthonormale de L2(D) avec em ∈ L∞(D) pour tout m ∈
N\{0} et W (m)(t), m = 1, 2, · · · , sont des mouvements browniens indépendants à
valeurs réelles, tandis que {λm}∞m=1 est une suite de nombres positifs telle que

∞∑
m=1

λ2
m = 1,

∞∑
m=1

λ2
m‖em‖2

L∞(D) = K0 <∞. (2.6)

Pour les coefficients αi, εi, %i et les fonctions βij(·), on suppose

βii(s) = β̄iis ∀s ≥ 0, β̄ii > 0 i = 1, · · · , n, (2.7)

0 ≤ βij(s) ≤ γij <∞ ∀s ≥ 0, i, j = 1, · · · , n, i 6= j, (2.8)
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K0
%2

i

2
+

n∑
j=1,j 6=i

γij < αi i = 1, · · · , n. (2.9)

La condition (2.8) signifie que les compétitions entre les espèces différentes ont un
effet limité.
Il est évident que dans le cas n = 1, la condition (2.8) sera superflue et la condition
(2.9) se réduira à

K0
%2

i

2
< αi.

Pour le problème (2.3)-(2.4) considéré ci-dessus, on peut démontrer l’existence
et l’unicité ainsi que la positivité (Ni(t, ·) > 0 p.s., i = 1, · · · , n) de la solution.
Plus précisément on a la

Proposition 2.3.1. Le problème (2.3)-(2.4) avec les conditions (2.5)–(2.8) et avec
la condition initiale N(0, ·) ∈ L2(D), Ni(0, ·) > 0 p.p. dans D, admet une solution
N(t, x) = (N1(t, x), · · · , Nn(t, x)) et une seule dans l’intervalle 0 ≤ t <∞ et on a
Ni(t, ·) > 0 p.p dans D p.s. (i = 1, · · · , n) pour tout t ≥ 0.

Démonstration. on la démontre de la même manière que le théorème 1.1 de [17].

Remarque 2.3.2. La condition (2.9), qui n’est pas utilisée pour la proposition
2.3.1, servira à démontrer l’existence d’une mesure invariante.

Pour exprimer de manière convenable l’existence d’une mesure invariante
pour l’équation (2.3), introduisons les notations

N(t, x) = (N1(t, x), · · · , Nn(t, x)),

L(N(t, x)) = (log N1(t, x), · · · , log Nn(t, x)),

H = L2(D; Rn)× L2(D; Rn).

On a alors le

Théorème 2.3.3. Si le mouvement brownien W (t), les coefficients αi et %i

(i = 1, · · · , n) et les fonctions βij(·) (i, j = 1, · · · , n) satisfont aux conditions
(2.5)–(2.9), alors il existe une mesure invariante µ̄ dans H pour l’équation (2.3)
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avec la condition aux limites (2.4), dont la solution est à considérer comme
(N,L(N)) ∈ H.
En outre on a

µ̄(H1(D; Rn)×H1(D; Rn)) = 1.

Comme dans la démonstration du théorème il n’est pas difficile de distinguer
les fonctions à valeurs réelles et celles à valeurs dans Rn, dans la suite on va écrire
simplement L2(D) et H1(D) au lieu de L2(D; Rn) et H1(D; Rn).

4 Estimations à priori de la solution

4.1 Première estimation de la solution.

De manière analogue aux lemmes 3.1 et 3.2 de [17], on démontre le
Lemme 2.4.1. Il existe une constante M telle que, si N est la solution obtenue
dans la proposition 2.3.1, alors on ait

E
1

t

∫ t

0

‖N‖2
H1(D)dt

′ ≤M ∀t ≥ 1. (2.10)

Démonstration. On pose

ϕ(N(t, ·)) = ‖N(t, ·)‖2
L2(D) =

n∑
i=1

∫
D

|Ni(t, x)|2dx. (2.11)

La formule d’Itô appliquée à ϕ(N(t, ·)) nous donne :

ϕ(N(t, ·)) =ϕ(N(0, ·)) (2.12)

+2
n∑

i=1

∫ t

0

∫
D

(
αi|Ni(t

′, x)|2 −
n∑

j=1

βij(Nj(t
′, x))|Ni(t

′, x)|2
)
dxdt′

−2
n∑

i=1

εi

∫ t

0

∫
D

|∇Ni(t
′, x)|2dxdt′ + 2

n∑
i=1

%i

∫ t

0

< N2
i , dW (t′) >

+
n∑

i=1

%2
i

∞∑
m=1

λ2
m

∫ t

0

∫
D

N2
i e

2
mdxdt

′
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(pour la formule d’Itô pour un processus stochastique à valeurs hilbertiennes,voir
par exemple [15], [7]).

En effet :

Avant d’appliquer la formule d’Itô on doit calculer les dérivées premières et se-
condes de ϕ(N(t, ·)) :

∂ϕ

∂Ni

(t, ·) =2

∫
D

Ni(t, x)dx ,

∂2ϕ

∂N2
i

(t, ·) =2

∫
D

dx .

En suite la formule d’Itô appliquée à ϕ(N(t, ·)) est sous la forme :

ϕ(N(t, ·)) =ϕ(N(0, ·)) + 2
n∑

i=1

∫ t

0

∫
D

Ni(t
′, x)dNidx

+
1

2
2

n∑
i=1

∫ t

0

∫
D

dx d < Ni, Ni >t′

=ϕ(N(0, ·)

+2
n∑

i=1

∫ t

0

∫
D

Ni(t
′, x)dx

[((
αi −

n∑
j=1

βij(Nj(t
′))

)
Ni(t

′) + εi4Ni

)
dt′

+%iNi(t
′)dW (t′)

]
+

n∑
i=1

∫ t

0

∫
D

%2
iN

2
i (t′)(

∞∑
i=1

λmem)2dxdt′.

Par conséquent on obtient la formule suivante :

ϕ(N(t, ·)) =ϕ(N(0, ·))

+2
n∑

i=1

∫ t

0

∫
D

(
αi|Ni(t

′, x)|2 −
n∑

j=1

βij(Nj(t
′, x))|Ni(t

′, x)|2
)
dxdt′

+2
n∑

i=1

∫ t

0

∫
D

Ni(t
′, x)4Ni(t

′, x)dxdt′ + 2
n∑

i=1

%i

∫ t

0

< N2
i , dW (t′) >

+
n∑

i=1

%2
i

∞∑
m=1

λ2
m

∫ t

0

∫
D

N2
i e

2
mdxdt

′·
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Grâce à une intégration par partie on aura :∫
D

Ni(t
′, x)4Ni(t

′, x)dx = −
∫

D

|∇Ni(t
′, x)|2dx+

∫
∂D

∂Ni

∂n
Ni(t

′, x)dt′,

et comme ∂Ni

∂n
= ∇Ni · ~n = 0 sur ∂D, i = 1, · · · , n alors :∫

D

Ni(t
′, x)4Ni(t

′, x)dx = −
∫

D

|∇Ni(t
′, x)|2dx.

En remplaçant ce résultat dans la formule calculée ci-dessus, on aboutit exactement
à la formule(2.12).

On remarque que

‖u‖3
L2(D) ≤ |D|1/2

∫
D

|u|3dx.

En effet :
On sait que

‖u‖3
L2(D) =

( ∫
D

u2dx
)3/2

.

L’inégalité de Hôlder donne : ‖u‖L2(D) ≤ ‖1‖L6(D) × ‖u‖L3(D),

avec 1
6

+ 1
3

= 1
2
, c’est à dire :

‖u‖L2(D) ≤ (

∫
D

16dx)1/6 × (

∫
D

|u|3dx)1/3,

où de façon équivalente

‖u‖3
L2(D) ≤ |D|1/2 ×

∫
D

|u|3dx,

d’où le résultat.

Donc, compte tenu des conditions (2.7)– (2.8), on a

−
n∑

i,j=1

∫
D

βij(Nj(t, x))|Ni(t, x)|2dx = −
n∑

i,j=1

∫
D

β̄ii|Ni(t, x)|3dx

−
n∑

i,j=1,i6=j

∫
D

βij(Nj(t, x))|Ni(t, x)|2dx,

27



Existence d’une mesure invariante pour l’équation stochastique d’un
modèle de compétition limitée entre n espèces avec diffusion spatiale

comme βij ≥ 0, on déduit que

−
n∑

i,j=1

∫
D

βij(Nj(t, x))|Ni(t, x)|2dx ≤ −
n∑

i,j=1

∫
D

β̄ii|Ni(t, x)|3dx.

Or, d’après le résultat montré ci-dessus , il s’ensuit que

−
∫

D

|Ni(t, x)|3dx ≤ −|D|−1/2‖Ni‖3
L2(D),

par conséquent,

−
n∑

i,j=1

∫
D

βij(Nj(t, x))|Ni(t, x)|2dx ≤ −
n∑

i=1

β̄ii|D|−1/2‖Ni‖3
L2(D).

D’autre part, grâce à (2.6) on a

n∑
i=1

%2
i

∞∑
m=1

λ2
m

∫
D

N2
i e

2
mdx ≤max

i
%2

i

∞∑
m=1

λ2
mmax

m
e2m

n∑
i=1

∫
D

N2
i dx

≤%̄2

∞∑
m=1

λ2
m‖em‖2

L∞(D)‖N‖2
L2(D)

≤C‖N‖2
L2(D)·

avec %̄ = max{%i |i = 1, · · · , n}, C = %̄2K0.

Cela étant, en considérant l’espérance mathématique et en rappelant la défi-
nition (2.11), on aura :

E[ϕ(N(t, ·))] = E‖N(t, ·)‖2
L2(D).

En remplaçant les deux résultats obtenus ci-dessus dans la formule (2.12), on ob-
tient :

ϕ(N(t, ·)) ≤ϕ(N(0, ·)) + 2
n∑

i=1

∫ t

0

∫
D

αi|Ni(t
′, x)|2dxdt′

−2
n∑

i=1

∫ t

0

β̄ii|D|−1/2‖Ni‖3
L2(D)dt

′ − 2
n∑

i=1

εi

∫ t

0

∫
D

∇|Ni(t
′, ·)|2dxdt′

+
n∑

i=1

%i

∫ t

0

< N2
i , dW (t′) > +C

∫ t

0

‖N(t′, ·)‖2
L2(D)dt

′.
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En appliquant l’espérance mathématique et par sa linéarité, la formule précédente
se résulte à :

E‖N(t, ·)‖2
L2(D) + 2

n∑
i=1

εiE

∫ t

0

‖∇Ni(t
′, ·)‖2

L2(D)dt
′ ≤

≤ E‖N(0, ·)‖2
L2(D) + 2

n∑
i=1

αiE

∫ t

0

‖Ni(t
′, x)‖2

L2(D)dt
′

− 2
n∑

i=1

β̄ii|D|−1/2E

∫ t

0

‖Ni(t
′, ·)‖3

L2(D)dt
′ + CE

∫ t

0

‖N(t′, ·)‖2
L2(D)dt

′·

Avec ‖N‖2
L2(D) =

n∑
i=1

∫
D

N2
i dx, < N2

i , dW (t′) >= 0 (car N2
i est dérivable).

Par suite, on obtient

E‖N(t, ·)‖2
L2(D) + 2

n∑
i=1

εiE

∫ t

0

‖∇Ni(t
′, ·)‖2

L2(D)dt
′ ≤ (2.13)

≤ E‖N(0, ·)‖2
L2(D) + c1E

∫ t

0

‖N(t′, ·)‖2
L2(D)dt

′

− 2
n∑

i=1

β̄ii|D|−1/2E

∫ t

0

‖Ni(t
′, ·)‖3

L2(D)dt
′

avec une constante positive c1.

En posant y(t) = E‖N(t, ·)‖2
L2(D),X = ‖N(t′, ·)‖2

L2(D) et f une fonction
convexe telle que f(X) = X

3
2 ,

d’aprés l’inégalité de Jensen, on a :

−E‖N(t′, ·)‖3
L2(D) = −E

[(
‖N(t′, ·)‖2

L2(D)

) 3
2

]
≤ −

[
E‖N(t′, ·)‖2

L2(D)

] 3
2
,

de (2.13) on déduit en particulier (en appliquant Fubini)

y(t) ≤ y(0) + c1

∫ t

0

y(t′)dt′ − c2

∫ t

0

y(t′)3/2dt′, (2.14)
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avec des constantes positives c1, c2. Comme on le sait bien, (2.14) entraîne

y(t) = E‖N(t, ·)‖2
L2(D) ≤ c3 0 ≤ t <∞ , (2.15)

avec une constante c3 <∞, grâce au lemme de Gronwall.

En substituant (2.15) dans le second membre de (2.13) et comme

2
n∑

i=1

β̄ii|D|−1/2E

∫ t

0

‖Ni(t
′, ·)‖3

L2(D)dt
′ ≥ 0,

on obtient

E‖N(t, ·)‖2
L2(D) + 2

n∑
i=1

εiE

∫ t

0

‖∇Ni(t
′, ·)‖2

L2(D)dt
′ ≤ E‖N(0, ·)‖2

L2(D) + c1c3t ∀t ≥ 0,

et du fait que E‖N(t, ·)‖2
L2(D) ≥ 0, alors

2
n∑

i=1

εiE

∫ t

0

‖∇Ni(t
′, ·)‖2

L2(D)dt
′ ≤ E‖N(0, ·)‖2

L2(D) + c1c3t ∀t ≥ 0· (2.16)

D’autre part,on sait que

‖N‖2
H1(D) = ‖N‖2

L2(D) + ‖∇N‖2
L2(D).

En intégrant la formule (2.15) et en multipliant (2.16) par une constante
positive c′ = 1

2ε
( ε = max

1≤i≤n
εi ) ensuite, en faisant la somme de deux résultats

obtenus, on aboutit à la formule suivante :

E

∫ t

0

(
‖N(t′, ·)‖2

L2(D) + ‖∇N(t′, ·)‖2
L2(D)

)
dt′ ≤ c3t+ c4 + c5t,

avec c4 et c5 des constantes.
Par conséquent,

E
1

t

∫ t

0

‖N(t′, ·)‖2
H1(D)dt

′ ≤M ∀t ≥ 1,

avec M constante ( M = c3 + c4 + c5).
Ce qui conclut la démonstration.
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4.2 Deuxième estimation de la solution

Maintenant on va démontrer une estimation contenant celle de (logN1, · · · , logNn).

Lemme 2.4.2. Outre les conditions supposées dans la proposition 2.3.1, on suppose
aussi (2.9). On pose

f(s) = s− log s− 1 (s > 0), f(N) = (f(N1), · · · , f(Nn)). (2.17)

Alors il existe une constante M1 et une fonction A(c) telles que, si N est la solution
obtenue dans la proposition 2.3.1, on ait

E
1

t

∫ t

0

χ{‖f(N(t′,·))‖H1(D)≥c}dt
′ ≤ M1

A(c)
∀t ≥ 1, (2.18)

A(c) → ∞ pour c→∞. (2.19)

Dans (2.18) χ{··· } désigne la fonction caractéristique de l’ensemble {· · · }, c’est-à-
dire, χ{··· }(ω) = 1 si ω ∈ {· · · } et = 0 autrement.

Démonstration. : On remarque d’abord que pour la fonction f(·) définie dans (2.17)
on a

f(s) ≥ 0,
df(s)

ds
= 1− 1

s
.

On pose

ψ(N) = ‖f(N)‖2
L2(D) =

n∑
i=1

∫
D

|f(Ni)|2dx. (2.20)

Pour appliquer la formule d’Itô à ψ(N), on remarque que (Dérivées aux sens de
Gâteau)

∂ψ(N)

∂Ni

(g) = 2

∫
D

f(Ni)(1−
1

Ni

)gdx,

∂2ψ(N)

∂N2
i

(g)(h) = 2

∫
D

[f(Ni)

N2
i

+ (1− 1

Ni

)2
]
ghdx,
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∂2ψ(N)

∂N2
i

(Niem)(Niem) = 2

∫
D

[f(Ni) + (Ni − 1)2]e2mdx,

∫
D

f(Ni)(1−
1

Ni

)∆Nidx = −
∫

D

|∇f(Ni)|2dx−
∫

D

f(Ni)|∇ log Ni|2dx.

La dernière égalité ci-dessus, découle immédiatement de la formule de Green∫
w

u(−→x )div(−→v (−→x ))dx = −
∫

w

−−→
grad(u(−→x ))−→v (−→x )dx+

∫
∂w

−→v (−→x )−→n u(−→x )dw.

Avec

div(−→v (−→x )) =
n∑

i=1

∂vi(
−→x )

∂xi

·

En effet :∫
D

f(Ni)(1−
1

Ni

)∆Nidx =

∫
D

[f(Ni)(1−
1

Ni

)]div(∇Ni)dx

=−
∫

D

∇[f(Ni)(1−
1

Ni

)]∇Nidx+

+

∫
∂D

∇Ni
−→n [f(Ni)(1−

1

Ni

)]dw

=−
∫

D

∇[f(Ni)(1−
1

Ni

)]∇Nidx (car ∇Ni
−→n = 0)

=−
∫

D

∇(f(Ni))(1−
1

Ni

)∇Nidx−

−
∫

D

f(Ni)∇(1− 1

Ni

)∇Nidx

=−
∫

D

(
(1− 1

Ni

)∇Ni

)2
dx−

∫
D

f(Ni)(
1

N2
i

(∇Ni)
2)

=−
∫

D

|∇f(Ni)|2dx−
∫

D

f(Ni)|∇ log Ni|2dx.

Donc en rappelant (2.3) et (2.5), la formule d’Itô appliquée à ψ(N) nous donne :

ψ(N(t, .)) = ψ(N(0, .)) +
n∑

i=1

∫ t

0

∂ψ(N)

∂Ni

dNi +
1

2

n∑
i=1

∫ t

0

∂2ψ(N)

∂N2
i

d < Ni, Ni >,
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c’est à dire :

ψ(N(t, .)) =ψ(N(0, .)) + 2
n∑

i=1

∫ t

0

∫
D

f(Ni)
[
αi(Ni − 1)−

−
n∑

j=1

βij(Nj)(Ni − 1)
]
dxdt′ + 2

n∑
j=1

εi

∫ t

0

∫
D

f(Ni)(1−
1

Ni

)4Nidxdt
′+

+2
n∑

i=1

%i

∫ t

0

< f(Ni)(Ni − 1), dW (t′) > +

+
n∑

i=1

%2
i

∞∑
m=1

λ2
m

∫ t

0

∫
D

(f(Ni) +N2
i + 1− 2Ni)e

2
mdxdt

′.

Par suite en rappelant (2.6), on dèduit que

dψ(N) ≤ 2
n∑

i=1

[ ∫
D

f(Ni)
[
αi(Ni − 1)−

n∑
j=1

βij(Nj)(Ni − 1)
]
dx−

−εi

∫
D

|∇f(Ni)|2dx− εi

∫
D

f(Ni)|∇ log Ni|2dx
]
dt

+K0

n∑
i=1

%2
i

∫
D

(f(Ni) +N2
i + 1)dxdt+ 2

n∑
i=1

%i < f(Ni)(Ni − 1), dW (t) > .

Cette relation nous permet d’obtenir

E[ψ(N(t, ·))] ≤E[ψ(N(0, ·))] + E
[ ∫ t

0

( ∫
D

F (N(t′, x))dx− (2.21)

−2
n∑

i=1

εi

∫
D

(|∇f(Ni)|2 + f(Ni)|∇ log Ni|2)dx
)
dt′

]
,

avec < f(Ni)(Ni − 1), dW (t) >= 0.

Où

F (N) =
n∑

i=1

Fi(N), (2.22)
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Fi(N) =f(Ni)
[
2αi(Ni − 1)−

n∑
j=1

2βij(Nj)(Ni − 1) +K0%
2
i

]
+K0%

2
i (N

2
i + 1).

On va démontrer qu’il existe deux constantes positives ε0 et C0 telles que, si

n∑
i=1

|f(Ni)|2 ≥ C0, (2.23)

alors on ait

F (N) ≤ −ε0

n∑
i=1

f(Ni). (2.24)

En effet, en vertu de la condition (2.9) et de la continuité de la fonction

gi(s) = 2αi(s− 1)− 2β̄iis(s− 1)−
n∑

j=1,j 6=i

γij(s− 1) +K0%
2
i , s ≥ 0,

il existe deux constantes δ1 > 0 et ε0 > 0 telles que, si 0 < Ni ≤ δ1, quelques soient
Nj, j = 1, · · · , n, j 6= i, on ait

2αi(Ni − 1)−
n∑

j=1

2βij(Nj)(Ni − 1) +K0%
2
i ≤ −2ε0.

Cette relation, jointe à la condition β̄ii > 0 (voir (2.7)), nous permet en
particulier de constater qu’il existe une constante C1 telle que, si

n∑
i=1

|Ni|2 ≥ C1,

alors on ait (2.24) avec ε0 = 1.

En outre, comme K0%
2
i (N

2
i + 1) est borné pour 0 < Ni ≤ δ1, il existe une

constante δ2 ∈ ]0, δ1] telle que, si 0 < Ni ≤ δ2, alors, quelques soient Nj, j =
1, · · · , n, j 6= i, on ait

Fi(N) ≤ −2ε0f(Ni).
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Il est évident que, si
n∑

i=1

|Ni|2 ≤ C1, alors F (N) sont uniformément bornées

(voir (2.22), (2.8)). On en déduit qu’il existe une constante δ ∈ ]0, δ2] telle que, si∑n
i=1 |Ni|2 ≤ C1 et s’il y a au moins une composante Ni de N telle que 0 < Ni ≤ δ,

alors la relation (2.24) est vérifiée.

Il est clair qu’il existe une constante C0 telle que, si (2.23) est vérifiée, alors
ou on a

∑n
i=1 |Ni|2 ≥ C1 ou il y a au moins une composante Ni de N telle que

0 < Ni ≤ δ. Par conséquent, si (2.23) est vérifiée, alors on a (2.24). D’autre part,
si (2.23) n’est pas vérifiée, c’est à dire que

n∑
i=1

|f(Ni)|2 < C0,

alors du fait qu’ on a

( n∑
i=1

|f(Ni)|
)2 ≤ n

n∑
i=1

|f(Ni)|2 ≤ nC0,

on obtient
n∑

i=1

f(Ni) ≤
√
n
√
C0.

Donc, en posant

MF = sup
N∈(R+)n

F (N),

on a

F (N(t, x)) ≤ −ε0

n∑
i=1

f(Ni(t, x)) + ε0

√
n
√
C0 +MF . (2.25)

D’autre part, comme on a grâce aux inégalités d’injection du sobolev et d’interpo-
lation

‖f(Ni)‖L2(D) ≤‖f(Ni)‖1/4

L1(D)‖f(Ni)‖3/4

L3(D)

≤C‖f(Ni)‖1/4

L1(D)(‖f(Ni)‖3/4

L2(D) + ‖∇f(Ni)‖3/4

L2(D))
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avec une constante C, alors il s’ensuit que :

−‖f(Ni)‖L1(D) ≤ − 1

C4

‖f(Ni)‖4
L2(D)

(‖f(Ni)‖3/4

L2(D) + ‖∇f(Ni)‖3/4

L2(D))
4
,

ce qui donne

−‖f(Ni)‖L1(D) ≤ − 1

8C4

‖f(Ni)‖4
L2(D)

‖f(Ni)‖3
L2(D) + ‖∇f(Ni)‖3

L2(D)

.

Compte tenu de (2.25), on a∫
D

F (N)dx ≤− ε0

8C4

n∑
i=1

‖f(Ni)‖4
L2(D)

‖f(Ni)‖3
L2(D) + ‖∇f(Ni)‖3

L2(D)

(2.26)

+(ε0

√
n
√
C0 +MF )|D|.

En posant

ε̄ = inf
i=1,··· ,n

εi, A(c) = inf
X2+Y 2≥c2

[ ε0

8C4

X4

X3 + Y 3
+ 2ε̄Y 2

]
,

on déduit de (2.21) et de (2.26) que

E[ψ(N(t, ·))] ≤ E[ψ(N(0, ·))]+

−A(c)E

∫ t

0

χ{‖f(N(t′,·))‖H1(D)≥c}dt
′ + (ε0

√
n
√
C0 +MF )|D|t,

comme E[ψ(N(t, ·))] ≥ 0 alors,

A(c)E

∫ t

0

χ{‖f(N(t′,·))‖H1(D)≥c}dt
′ ≤ E[ψ(N(0, ·))] + (ε0

√
n
√
C0 +MF )|D|t,

ou encore

E
1

t

∫ t

0

χ{‖f(N(t′,·))‖H1(D)≥c}dt
′ ≤ E[ψ(N(0, ·))] + (ε0

√
n
√
C0 +MF )|D|

A(c)

pour t ≥ 1. On remarque en outre que

A(c) = inf
X2+Y 2≥c2

[ ε0

8C4

X4

X3 + Y 3
+ 2ε̄Y 2

]
→ ∞ pour c→∞.

En posant M1 = E[ψ(N(0, ·))]+ (ε0

√
n
√
C0 +MF )|D|, on a (2.18) avec (2.19).
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5 Existence d’une mesure invariante.

Démonstration du théorème 2.3.3. En adjoignant (2.10) et (2.18) on
obtient

E
1

T

∫ T

0

χ{‖N(t,·)‖H1(D)+‖f(N(t′,·))‖H1(D)≤c}dt ≥ 1− ε(c) ∀T ≥ 1, (2.27)

avec une fonction ε(c) telle que

ε(c) → 0 pour c→∞.

Or, on remarque que

‖ log Ni‖L2(D) =‖ log Ni −Ni + 1 +Ni − 1‖L2(D)

≤
√

3(‖f(Ni)‖L2(D) + ‖Ni‖L2(D) + |D|1/2),

‖∇ log Ni‖L2(D) =‖∇(log Ni −Ni + 1) +∇Ni‖L2(D)

≤
√

2(‖∇f(Ni)‖L2(D) + ‖∇Ni‖L2(D)).

En d’autres termes, il existe deux constantes C1 et C2 telles que

‖N‖H1(D) + ‖ log N‖H1(D) ≤ C1(‖N‖H1(D) + ‖f‖H1(D)) + C2.

Pour u = (u1, · · · , un) ∈ L2(D) avec ui > 0 p. p. (i = 1, · · · , n) et Γ un
ensemble borélien de H, on pose

Pt(u,Γ) = P( {(N(t, ·), L(N(t, ·))) ∈ Γ} ),

où N(t, ·) est la solution du problème (2.3)–(2.4) avec la condition initiale

Ni(0, x) = ui(x).

On définit alors

µT (Γ) =
1

T

∫ T

0

∫
L2(D)

Pt(u,Γ)ν0(du),

où ν0 est la mesure dans L2(D) de la donnée initiale N(0, ·).
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Alors de (2.27) on déduit que

µT ( {‖(N,L(N))‖H1(D) ≤ c} ) ≥ 1− ε(c) ∀T ≥ 1,

ε(c) → 0 pour c→∞.

Ça signifie que pour tout ε > 0 il existe un nombre C(ε) tel que

µT ( { (u, v) ∈ H | ‖u‖H1(D) + ‖v‖H1(D) ≤ C(ε)} ) ≥ 1− ε. (2.28)

On rappelle que l’ensemble

{ (u, v) ∈ H | ‖u‖H1(D) + ‖v‖H1(D) ≤ C(ε)}

est compact dans H = L2(D) × L2(D). Donc en vertu du théorème de Krylov-
Bogoliubov( [12])dans sa version completée par le critère deProkhorov (voir
[5], [6]), on déduit de (2.28)l’existence d’une mesure invariante µ̄ dans H pour
l’équation (2.3) avec la condition aux limites (2.4). En outre, il est évident que

µ̄(H1(D)×H1(D)) = 1.

Le théorème 2.3.3 est démontré.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié la stabilité du système d’équations dif-
férentielles représentant la compétition entre deux espèces. Nous avons établi, en
utilisant la fonction de Has’minski définie en chapitre 1, l’existence d’une mesure
invariante pour le système d’équations stochastiques du modèle de compétition
entre deux espèces.

L’étude du modèle stochastique de compétition entre plusieurs espèces consti-
tue une généralisation du résultat obtenu dans le cas de compétition entre deux
espèces. En effet, nous avons plus précisément développé l’article [10], dans lequel
les auteurs ont pu montrer que, sous des conditions naturelles, il existe une me-
sure invariante pour le modèle stochastique de compétition entre n espèces avec
diffusion spatiale.
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