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{3 Ir
(I
{y.1r
det([])
diag([ 1)
sng()
Om (s

[1]
E

p
I, k1
m, k, ¢

Pi

[M], [K], [€C]
[I\/I(e)], [K(e)], [C(e)]

[Mal, [Ka], [CA]
[Mx], [Kx], [Cx]
[MR], [Kr]

[D]

[Z]
[Znd]

: Pseudo inverse de la matrice entre crochets

: Transposé du vecteur ou de la matrice respectivement

: Transposé conjugué du vecteur ou de la matrice respectivement
: Conjugué du vecteur ou de la matrice respectivement

: Déterminant de la matrice entre parentheses

: Diagonale de la matrice entre parenthéses

: Signe du parameétre entre parenthéses

: Respectivement matrice ou vecteur pour les degrés de liberté mesurés

(dits maitres) ou non mesures (dits esclaves)

: Matrice identité

: Module de Young

: Masse volumique

: indices de degrés de liberté (entiers naturels)

: Respectivement masse, raideur et amortissement

. Parameétres de recalage qui peuvent étre soit des masses m; ou des

raideurs k;

: Matrices de masse, raideur et amortissement respectivement

: Matrices élémentaires respectivement de masse, raideur et

amortissement

: Matrices analytiques respectivement de masse, raideur et

amortissement

: Matrices mesurées respectivement de masse, raideur et

amortissement

: Matrices réduites de masse et de raideur respectivement
: Matrice d’amortissement visqueux
: Matrice de raideur dynamique

: Matrice composée de raideur dynamique contenant les coefficients

linéaires et non linéaires

. Différence entre la matrice de raideur dynamique mesurée et celle

du modele analytique

: Fonction de réponse fréquentielle

: Excitation harmonique du systéme

\



[F] : Matrice des vecteurs force d’excitation

y() : Réponse en déplacement assimilée a une réponse fréquentielle pour
les systemes a une seule force d’excitation.
V() : Réponse fréquentielle analytique au degreé de liberté j, pour la

fréquence o

Vi () : Réponse fréquentielle mesurée au degreé de liberté j, pour la

fréquence o

Y : Amplitude des vibrations.

[Y] : Matrice des réponses en déplacement formée par les colonnes de la
réponse y(a)

{q} : Vecteur déplacement en coordonnées principales

W {y}. {y}.{f @)} : Respectivement vecteurs accélération, vitesse, déplacement et

excitation
{9}, : j°™ vecteur propre
{84}, : ™ vecteur propre analytique
{4y }J_ £ j°™ vecteur propre mesuré
o : j°™ fréquence propre
[W] : Matrice des facteurs de pondération
[Wp] : Matrice de pondération permettant de limiter la variation des

parametres {pi}

[T] : Matrice de transformation des méthodes de réduction

[@], [A] : Respectivement matrices modale et spectrale

A= £ ™ coefficient de la matrice spectrale

[A], [v] : Matrices de valeurs propres et de vecteurs propres correspondants a

une matrice donnée

Ec : Energie cinétique

[o] : Mode statique flexible

[L] : Matrice des coefficients de la combinaison linéaire (matrice de
passage)

[R] : Matrice d’intensité du bruit de mesure

[Q] : Matrice d’information de Fisher

[S] : Matrice de sensitivité

Vi
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a, B

e(wr)

[‘J]! [k\]]! [mJ]

: Vecteur de distribution de I’indépendance effective

: Matrice de prediction de I’indépendance effective

: Matrice des vecteurs singuliers

: Ecart entre les parametres calculés et ceux du modele analytique

: Fonction codt ou objectif

. Ecart entre les réponses fréquentielles mesurée et analytique appelé

résidu

: Matrice de variation minimale des parametres p;

: Matrice d’information

: Vecteur témoin

: Représente aléatoirement la valeur 1 ou -1,

: Valeur aléatoire entre O et 1,

: Pourcentage de bruit

: Coefficient de proportionnalité de I’amortissement

. Différence entre les réponses analytiques et celles mesurées appelée

aussi erreur

: Fonction objective utilisée dans le cas de minimisation par la méthode

des moindres carrés

. Matrices Jacobiennes de la méthode de Newton, les indices k et m

indique I’application aux parametres de raideur ou de masse

respectivement

: Fonction non linéaire

: Fonction résultante de toutes les forces non linéaires
: Coefficient lingarisé de la fonction résultante g(y,y)

: Vecteur contenant toutes les forces reconstituées g(y,y) du systeme

global

. Fonction qui représente I’effet combiné de tous les éléments non

linéaires connectés au ddl i

: Non linéarité de raideur

: Non linéarité d’amortissement

Vil



Liste des abréviations

AML
COMAC

COMEF

CORTHOG

CRP

ddl

DFM

ECOMAC

ECP

EF

EFI

ER

EVP

FDAC

FRAC

FRF
FRSF

HBM

IMAC

IRS

: Analyse modale linéaire

: Critére d’assurance modal par coordonnée (Coordinate Modal

Assurance Criterion)

: Fonction du facteur modal par coordonnée (Coordinate Modal Factor

Function)

. Critére de contréle de I’orthogonalité aux coordonnées (Coordinate

Orthogonality Check)

: Méthode inverse conditionnée (Conditioned Reverse Path)
: Degré de liberte
: Méthode des fonctions descriptives (Describing Function Method)

. Extension du critére d’assurance modal par coordonnée (Extended

Coordinate Assurance Criterion)

. Produit des élements des vecteurs propres (Eigenvector Component

Product)

: EIéments Finis
: Indépendance effective (EFfective Independence)
: Réduction équivalente (Equivalent Reduction)

. Produit des éléments de vecteur propre (Eigenvector Component

Product)

: Critére d’assurance du domaine fréquentiel (Frequency Domain

Assurance Criterion)

. Critere d’assurance des réponses fréquentielles (Frequency Response

Assurance Criterion)

: Fonction de réponse fréquentielle (Frequency Response Function)
. Facteur d’échelle des réponses fréquentielles (Frequency Response

Scale Factor)

: Linéarisation harmonique de I’équation d’équilibre (Harmonic

Balance Method)

: Critere d’assurance modal inverse (Inverse Modal Assurance

Criterion)

: Méthode améliorée de réduction de systeme (Improved Reduction

System)

VIl



MAC
MDOF
MFAC

MNL
MSF
NCO
NIFO

NMAC
NODP
ODP
POC
POD
POMs

PSD
SCO

SDOF
SEREP

SMAC
SvD
TAM
VNL

: Critére d’assurance modal (Modal Assurance Criterion)
: Plusieurs degrés de liberté (Multi Degrees of Freedom)

: Critére d’assurance modal et fréquentiel (Modal FRF Assurance

Criterion)

: Matrice non linéaire
: Facteur d’échelle modal (Modal Scale Factor)
: Facteur d’orthogonalité normée (Normalized Cross Orthogonality)

. ldentification non linéaire par rétroactivité de la réponse (Nonlinear

Identification Feedback Output)

: Nouveau critére d’assurance modal (New MAC)

: Point d’excitation non optimal (Non-Optimal Driving Point)

: Point d’excitation optimal (Optimal Driving Point)

: Pseudo contréle de I’orthogonalité (Pseudo Orthogonality Check)
: Décomposition orthogonale (Proper Orthogonal Decomposition)

: Modes orthogonaux obtenus a partir de la décomposition orthogonale

(Proper Orthogonal Modes)

: Densité de la puissance spectrale (Power Spectral Density)
. Critére d’orthogonalité normée utilisant la réduction SEREP (SEREP

normalized Cross Orthogonality

: Systémes a un degré de liberté (Single Degree of Freedom)
. Processus de réduction expansion de systéeme (System equivalent

Reduction Expansion Process)

: Critére d’assurance modal inverse (Scaled Modal Assurance Criterion)
: Décomposition en valeurs singulieres (Singular VValue Decomposition)
: Modéle d’approche par analyse expérimentale (Test Analysis Model)

: Vecteur non linéaire
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INTRODUCTION

Identification des caractéristiques dynamiques de structures

Dans certaines circonstances pratiques, les caractéristiques dynamiques des structures
nécessitent d’étre identifiées, pour permettre de concevoir un modele mathématique avec une
grande précision. Le modele est nécessaire pour prévoir le comportement de la structure sous
des sollicitations connues ou prévenir la structure d’excitations néfastes. Il permet aussi de
répondre aux critéres d’analyse en stabilité, de design, etc.

Puisque les structures dynamiques sont des systemes continus plutdt que discrets, un
nombre infini de coordonnées est nécessaire pour étudier la position de chacun des points de
la structure. On peut donc dire que la structure a un nombre infini de degrés de liberté (ddl).
Ses caractéristiques vibratoires comportent donc un nombre infini de modes de vibration qui
couvrent une bande fréquentielle variant de zéro a I’infini. Néanmoins, pour la plupart des
applications pratiques, seulement une certaine bande fréquentielle requiert I’intérét d’étre
exploitée ainsi que les caractéristiques vibratoires qui lui correspondent. Dans ce cas, le
nombre limité de modes vibratoires a identifier est suffisant pour représenter correctement le
systeme continu.

Pour un systeme dynamique discret et linéaire a un degré de liberté (avec une masse
accrochée a un ressort), la théorie vibratoire est bien développée. Dans ce cas, I’équation
différentielle du mouvement est d’ordre un et posséde des solutions analytiques qui
permettent de définir completement le systéeme avec une bonne précision. Ces avantages
n’existent pas dans le cas de systemes pratiques continus. Néanmoins, on peut avoir une
bonne approximation en discrétisant le systeme. La stratégie d’étude des caractéristiques
vibratoires de structures réelles est basée sur les hypothéses considérées dans la discrétisation
pour permettre d’affecter un modele mathématique au systeme discret. Il est évident que plus
le nombre de coordonnées discrétisées est grand plus le modéle s’approche du systeme
continu.

Il existe deux approches pour la conception de modeéles discrets. L’approche

d’identification ou de prédiction théorique et I’approche d’identification expérimentale.

Approche d’identification théorique

La physique et les mathématiques sont assez développées de nos jours pour les

problémes mécaniques liés a certaines structures telle que les poutres et les plaques. Il existe
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donc des solutions analytiques prétes a étre exploitées pour identifier les caractéristiques
vibratoires. Les fréquences naturelles et les modes propres de vibration pour une poutre
uniforme sont aisément calculables. Pour les structures plus complexes, il n’y a généralement
aucun modeéle analytique permettant d’identifier ces caractéristiques. A I’aide de la
technologie numérique, on utilise I’approche éléments finis pour I’étude de ces structures. Le
principe fondamental de cette méthode est de discrétiser une structure complexe en un
ensemble d’éléments finis. Pour chaque élément, la masse et la raideur obéissent a une
relation simple et linéaire. Des matrices de masse et de raideur de I’élément peuvent étre
calculées. Les matrices de masse et raideur globales de toute la structure sont calculées par
assemblage des matrices élementaires en respectant la connectivité et les conditions aux
limites. Ces matrices globales constituent le modele analytique de la structure permettant de
décrire le comportement vibratoire de la structure et de déterminer les fréquences et modes
propres.

Les fréquences et les modes propres obtenus a partir du modéle EF sont souvent dits
fréquences et modes non amortis, puisque le modele EF n’inclue pas la matrice
d’amortissement. Néanmoins, une approximation des propriétés d’amortissement peut étre
faite en considérant une matrice d’amortissement de type proportionnel. Dans ce cas, la
matrice d’amortissement est une combinaison linéaire des matrices de masse et de raideur et
les modes obtenus sont toujours les mémes que dans le cas de la structure non amortie.

Les matrices élémentaires ont été développées pour beaucoup de structures simples
comme les poutres, plaques et coques. Les logiciels les plus complets d’éléments finis ont une
gamme de choix de types d’éléments et I’utilisateur doit choisir I’élément approprié pour la
discrétisation de la structure considéree.

La méthode EF est trés utilisée dans I’industrie et peut produire une bonne
représentation des structures réelles. Néanmoins, on doit toujours prendre en compte les
limitations de cette méthode qui reste une approximation des structures. Dans le cas de
structures complexes, les approximations peuvent induire des erreurs dans le modele. Celles-
ci proviennent :

1. des erreurs dans I’estimation des propriétés physiques de la structure,

2. des erreurs de discrétisation et de distribution des parameétres induites par de
fausses hypotheses sur I’élément, ou un nombre insuffisant d’éléments,

3. mauvaise approximation des conditions aux limites,

4. modele de jonction entre éléments inadéquat,
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5. introduction d’erreurs durant la phase de calcul provenant de la réduction de
grands modeles aux petits modeles,

6. erreurs de calcul numérique.

Ces approximations peuvent dépendre des logiciels utilisés. Une méme structure analysée par
différents utilisateurs ou analystes donnera des résultats différents. C’est pour cela que pour
les systéemes complexes une validation par recalage est nécessaire en se basant sur des

données expérimentales.

Approche expérimentale

Il existe une autre approche permettant d’établir un modéle expérimental en
performant des tests modaux et une analyse des mesures. Ce processus incluant I’acquisition
de données et son analyse est connu sous le nom d’analyse modale expérimentale. Ces
dernieres années, I’analyse modale continue de développer des théories et des méthodologies
pratiques ainsi que de nouveaux instruments.

Comme [I’approche d’identification théorique, I’analyse modale considére que les
caractéristiques vibratoires des systémes discrets ou continus peuvent étre décrits par un
nombre fini de degrés de liberté dans une bande fréquentielle choisie. L’analyse modale
couvre plusieurs aspects de la mécanique vibratoire qu’on peut classer en quatre catégories :

- L’application la plus importante est d’identifier les caractéristiques modales (fréquences
propres, modes propres, coefficient d’amortissement) d’un systeme dynamique pour
comparaison avec les données modales obtenues théoriquement afin de valider, corriger
ou recaler le modeéle analytique ;

- En I’absence de modele théorique, I’analyse modale expérimentale est utilisée pour
construire un modele mathématique du systeme dynamique qui sera utilisé pour prédire
I’effet de modifications dans la structure ou I’apparition d’un défaut par analyse de
sensitivité ;

- Pour les structures complexes formées de plusieurs composants, I’analyse modale peut
étre effectuée sur chacun des composants et permet de construire le modele global par
sous structuration ou synthese modale. Ceci utilise I’analyse modale et les conditions aux
limites de chacun des composants ;

- En I’absence de modéle analytique, I’analyse modale peut prédire le comportement
dynamique de la structure sous I’effet d’efforts extérieurs. Elle peut inversement identifier

les effets extérieurs connaissant la réponse vibratoire du systeme.

3
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En pratique le test modal consiste en une mesure de fonctions de réponse fréquentielle
ou les réponses temporelles ainsi que leur analyse pour construire un modele modal ou
expérimental. Ces derniéres sont directement prises sur la structure physique sans aucune
hypothése, ce qui les rend plus efficaces que ce que donne la méthode EF. Néanmoins, il
existe des erreurs et des limitations pour cette approche expérimentale dues a :

1. erreurs expérimentales, ou bruit de mesure ;

2. considération de réponse linéaire alors qu’elle n’est pas linéaire ;

3. analyse modale pauvre en données expérimentales lorsque tous les modes ne
sont pas identifiés ou quelquefois erronés ;

4. nombre de ddl de mesure limité par les equipements ou I’inaccessibilité de
certains ddls;

5. difficulté de mesure des ddl de rotation.

Pour conduire un essai modal, deux techniques d’excitation sont utilisées, I’excitation
unique en un seul point et I’excitation multiple sur plusieurs points. La méthode d’excitation
unique perturbe la structure en un seul ddl et mesure les réponses sur tous les ddls.
Théoriquement, pour chaque essai, une ou plusieurs excitations ne sont pas suffisante pour
extraire le modéle expérimental, néanmoins, I’excitation unique n’est pas appropriée pour
explorer tous les modes vibratoires désirés. Par conséquent, le changement du point
d’excitation et la répétition des mesures en plusieurs points sont nécessaires. La méthode par
une seule excitation est facile a exploiter mais pratiquement inutilisable pour les grandes

structures.

Corrélation entre le modele éléments finis et I'analyse modale

experimentale

Vu leurs avantages respectifs, ces deux approches sont actuellement largement
utilisées pour I’étude des caractéristiques dynamiques des systémes et structures. La méthode
EF identifie les caractéristiques vibratoires par étude théorique sans avoir recours a des
techniques expérimentales. Elle peut utiliser un grand nombre d’éléments finis pour permettre
de décrire ces caracteéristiques dans le détail et peut couvrir une plus large bande fréquentielle.
En plus, elle peut étre utilisée aux étapes de conception et design. Néanmoins, vu la
complexité de certaines structures reelles, spécialement le lien ou les jonctions entre les

différents composants rendent la modélisation des caractéristiques de masse et de raideur
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incertaines et quelquefois incorrectes, sans parler de I’amortissement qui reste actuellement
une caractéristique artificielle souvent mal modélisée. Vu le nombre limité de coordonnées
observees et le nombre incomplet de modes expérimentalement identifiés, les informations
obtenues sont considérées incomplétes comparées au modéle EF. Sachant que les résultats des
deux techniques sont assez différents, il est important de corréler et d’utiliser simultanément
ces deux approches.

Cette corrélation consiste a identifier ou recaler le modele EF considéré comme
complet en exploitant des informations réelles ou correctes de I’analyse modale
expérimentale. Ceci fait I’objet de cette these.

Non linéarités

Dans la description précédente une importante hypothése a été faite. Dans les deux
approches d’identification, le comportement dynamique de la structure est supposé linéaire.
En général le systeme dynamique est dit linéaire :

- si I’excitation est doublée la réponse double ;

- si la somme de deux réponses relatives a deux excitations distinctes est égale a la réponse
relative a la somme des deux excitations ;

- si la structure est soumise a la somme de deux excitations, la réponse est égale a la somme

des réponses de la structure obtenue suite a I’excitation des forces prises séparément.

Si ces trois relations ne sont pas vérifiees, le systeme est dit non linéaire.

Il est connu que toute structure réelle a un certain degré de non linéarité. Dans certains
cas, elles sont considérées linéaires quand le degré de non linéarité est petit et donc
insignifiant dans la bande fréquentielle considérée. Quelquefois, la non linearité peut étre
tolérée pour manque de moyens efficaces de la prendre en compte.

Dans le domaine de I’identification I’existence de non linéarités a deux conséquences.
D’une part, le modéle analytique d’un systeme non linéaire est entaché d’erreurs tant que des
mesures réelles ne sont pas exploitées. D’autre part, puisque les fonctions de réponse
fréquentielle dépendent des forces d’excitation, les paramétres modaux obtenus doivent étre
considérés avec grande précaution.

L’étude théorique de non linéarités connues comme la raideur cubique peut étre
exploitée dans un premier temps. Les non linéarités connues sont bien exprimées par des
équations différentielles du mouvement et assez développées dans la littérature. La difficulté

réside dans I’identification et la localisation des non linéarités a partir de structures dont on
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ignore le modele de non linéarité. Malheureusement, I’utilisation des techniques
expérimentales pour I’étude théorique ou la simulation de données avec un type de non
linéarité connu nous empéche de comprendre les non linéarités réelles. Les types de non
linéarités les plus rencontrées en pratique sont classés par leur effet sur les données modales,
ce qui permet d’exploiter leurs résultats sur les structures réelles.

Beaucoup d’efforts et de moyens sont aujourd’hui déployés sur trois chapitres : la
détection et I’identification de non linéarités réelles et leur quantification. De ces trois volets,
la quantification, reste encore a ces débuts. La détection de I’existence de non linéarité est
chose assez évidente et facile a mettre en ceuvre quand I’excitation et les mesures sont assez
performantes. Par contre, son identification reste le pas le plus important dans le domaine

expérimental. Nous avons dans le chapitre V apporté notre contribution dans ce domaine.

Stratégie de validation de modele

La stratégie du processus de validation de modeéle est représentée sur I’organigramme

de la figure 1. On remarque qu’il y a une série d’étapes distinctes comportant une partie
expérimentale et une partie numérigque en se basant sur le modéle initial.
Pour valider le modele éléments finis initial, des tests expérimentaux doivent étre établis pour
extraire les propriétés dynamiques actualisées de la structure qu’on désire exploiter. Dans la
partie expérimentale, on integre les prédictions du modele initial. Méme si les estimations
initiales ne sont pas entiérement précises, les réponses de la procédure expérimentale permet
de les trier et donc de guider efficacement les tests. La vérification de la corrélation de modele
confronte I’information du modéle initial avec la consistance des mesures expérimentales.
Ceci est appelé validation dans la littérature et représente un pas important dans le processus.
Il sert a ausculter le modele initial et s’assurer si une procédure de recalage de modéle n’est
pas nécessaire. Si le modeéle ne nécessite pas de recalage, il peut nécessiter une modification
manuelle conséquente non seulement sur les parametres mais aussi sur sa configuration ou
son maillage.

Le recalage de modéle joue un rble important dans le processus de validation. En
construisant et résolvant les équations de recalage, cette étape recherche un groupe de
parameétres qui modifie le modele initial pour réduire I’écart entre les mesures expérimentales
et les réponses estimées par le modéle. La sélection des parametres a recaler a un role
primordial dans le processus de recalage. Une bonne technique de sélection des parametres
aide la procédure de recalage a converger rapidement.
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[ Modéle final ]

Figure 1. Organigramme du processus de validation de modéle

Différentes méthodes de recalage existent, elles dépendent des parameétres choisis, du
type de mesures exploitées, et de la fonction codt a exploiter ou minimiser. La procédure de
validation ne prend fin que lorsque le modele de recalage sera apte a donner des résultats

satisfaisants.
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Plan de lathese

Cette thése est répartie en cing chapitres débutant chacun par une présentation du contenu

et se terminant par une conclusion.

Le chapitre premier prépare les outils mathématiques et algorithmiques nécessaires a
I’identification de caractéristiques et de défauts. Pour ce faire, ce chapitre est réparti en quatre
parties.

La premiére partie présente les techniques de corrélation des modeéles éléments finis,
dans le but de mesurer ou quantifier la précision de ces derniers par comparaison entre les
mesures expérimentales et les valeurs prédites par le modele, afin d’évaluer les erreurs de
modélisation ou I’influence du bruit.

La deuxiéme partie présente les méthodes de réduction et d’expansion de donnees
modales expérimentales, éléments nécessaires au processus de comparaison, corrélation, et
d’identification que ce soit en détection de défauts ou recalage de modeéle.

Dans le but de réaliser des mesures expérimentales riches en informations spécialement
pour I’exploitation dans le recalage, les tests modaux doivent étre bien planifiés. Pour ce faire,
la troisieme partie de ce chapitre présente différentes méthodes de sélection des points
d’excitation et des degrés de liberté de mesure.

La derniére partie de ce chapitre développe différentes techniques de recalage de
modeles éléments finis, en présentant I’intérét de ces techniques, leurs avantages et
inconvénients en classifiant ces méthodes en fonction du type de mesures exploitées, des
outils d’analyse et de corrélation utilisés, des méthodes d’expansion ou réduction exploitées,

et des fonctions co(t choisies pour les méthodes de minimisation.

Le chapitre deux est destiné aux méethodes développées dans le cadre de cette thése pour
les structures linéaires.

1. Une méthode de choix des points de mesure utilisant la dérivée premiére de la réponse
fréquentielle du mouvement a été proposée. Elle a été testée dans le cas de la détection
de défauts dans une structure en treillis doublement encastrée dont le comportement
dynamique et les défauts ont été simulés numériquement. Les résultats des tests
effectués en utilisant le recalage de modéle montre I’efficacité de la méthode
proposée. Compte tenu de la matrice de sensitivité utilisée, cette méthode est adéquate

pour les applications de détection de défauts mécaniques dans les structures.
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2. Une méthode de recalage de modele éléments finis basée sur les fonctions de réponse
fréquentielle a été proposee. Celle-ci est une technique itérative basée sur
I’approximation des moindres carrés en utilisant une paramétrisation fréquentielle
intrinséque pour I’amélioration de la convergence.

3. Une autre méthode de recalage de modele éléments finis utilisant I’approximation non
linéaire des moindres carrés dans le domaine fréquentiel a été proposee. Celle-ci
utilise une minimisation préliminaire qui considere la plus petite distance entre la
fonction de réponse fréquentielle analytique et celle mesurée dans le but d’affecter une
valeur a la fréquence analytique correspondant a la fréquence de mesure choisie.
Souvent les parametres de masse qui sont de second ordre en fréquence compensent
les erreurs de raideur dans les méthodes de recalage, dans notre cas, la séparation des
variables rend possible le choix de mesures différentes pour chacune des étapes du
recalage, avantage trés utile pour éviter le phénomene de compensation. La méthode
ainsi présentée aidee par la paramétrisation fréquentielle montre une simplicité
d’implémentation et une bonne stabilit¢ numérique. La séparation des variables
utilisée dans la méthode de recalage représente un outil qui peut étre utilisé
avantageusement dans le contexte du recalage de modeles analytiques.

4. Une méthode de détection de defauts dans les structures mécaniques basée sur le
recalage de modele éléments finis a été proposée. Celle ci est une stratégie de
correction incrémentale qui procéde par incrément de correction sur I’élément détecté
grace a la fonction de corrélation dans le domaine fréquentiel qui matérialise le
rapprochement entre les mesures fréquentielles prédites et mesurées. La méthode
ainsi présentée montre une simplicité de mise en ceuvre et une bonne stabilité

numérique.

Le troisieme chapitre présente un apercu des techniques d’identification et de recalage
de modeéle non linéaires ainsi que la formulation non linéaire par la fonction descriptive dans
le domaine fréquentiel. Ceci nous permet de mettre en ceuvre la simulation numérique des non

linéarités localisées.

En utilisant la formulation par la fonction descriptive, le quatrieme chapitre présente
I’application des méthodes de recalages proposées pour la linéarisation des systémes

faiblement non linéaires.
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Le cinquiéme chapitre, présente une méthode d’identification dans le domaine non

linéaire, basée sur la représentation générale explicite proposée dans le domaine temporel
Une conclusion générale cl6ture la thése en présentant les différentes propositions et les

résultats obtenus avec une récapitulation des conclusions et de I’intérét des différentes

propositions de ce travail de recherche et présente quelques suggestions pour le travail futur.
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Chapitre 1 : Recalage de modéles de structures linéaires

| RECALAGE DE MODELES DE STRUCTURES LINEAIRES

Ce chapitre est consacré aux différents aspects et techniques requis pour la mise en
ceuvre du recalage de modele éléments finis dans la dynamique de structures. Pour permettre
une comparaison fiable des résultats du recalage de modele, nous présentons les différentes
techniques disponibles pour la comparaison ou corrélation des données analytiques et
expérimentales. Pour permettre une bonne préparation des essais expérimentaux, nous avons
développé les techniques de réduction et d’expansion de modele pour permettre un recalage
de modele réussi. Le choix des points de mesure et d’excitation a €té pris en compte en
présentant les derniéres méthodes existantes. Enfin, différentes techniques et méthodes de
recalage ont été discutées dans ce chapitre.

.1 TECHNIQUES DE COMPARAISON ET CORRELATION POUR LE
RECALAGE DE MODELES

Avant de recaler ou de corriger un modele éléments finis il est utile d’avoir une idée
sur sa précision. Pour cela des fonctions de corrélation existent ; elles font une comparaison
entre les mesures expérimentales et les valeurs prédites par le modéle EF. Une des premieres
familles de méthodes est basée sur la corrélation des modes (Correlated Mode Pairs CMP),
pour évaluer les erreurs de modélisation ou I’influence du bruit. Quand le bruit de mesure est
grand et pour plus de précision on utilise d’autres quantités comme les fonctions de réponse
fréquentielle FRF. Le critére de corrélation modal le plus utilisé est le critére d’assurance
modal (Modal Assurance Criterion MAC) [1]. Parfois ce critéere donne des valeurs qui ne
correspondent pas a la réalité, il peut donner une mauvaise corrélation pour deux modes qui
sont visiblement proches et inversement une bonne corrélation pour des modes tres éloignés.
Plusieurs travaux ont été développés dans le contexte de la corrélation depuis la présentation
du MAC en 1982. Néanmoins, le probléeme du meilleur critere de corrélation n’est pas

définitivement résolu.

.1.1 Corrélations vectorielles

Les meéthodes de corrélation vectorielles permettent de comparer deux vecteurs ou deux

ensembles de vecteurs propres.
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Chapitre 1 : Recalage de modéles de structures linéaires

.L1.1.1 Critere d’assurance modal
Le critére d’assurance modal MAC de comparaison de deux modes {4, }. et {¢y },- est

donné par [1]

(3 i)
MAC({¢A}i’{ X}j): N k:1* N * (1)
Z PP z ¢ij ¢ij

=1

ou les modes qui doivent étre comparés doivent étre normés de la méme maniére. Le MAC a
été décrit comme la cohérence entre deux vecteurs ou comme I’écart au sens des moindres
carrés entre les coefficients des deux vecteurs. Un résultat MAC=1 indique une corrélation

parfaite et MAC=0 indique une absence de corrélation.

Ce facteur de corrélation a été pendant longtemps tres utilisé mais il représente
guelques déficiences. Lieven et Ewins [2] ont indiqués que le MAC ne donne aucune
explication quand la corrélation est mauvaise ; Mitchell [3] explique que le MAC n’est pas
sensible aux petites variations mais plutdt aux grands écarts entre les modes ; Blaschke et
Ewins [4] indiquent que le MAC ne permet pas de localiser des erreurs de modélisation ; et
Brechlin et al [5] écrivent que le MAC donne des résultats incorrects quand des ddls de

rotation sont considérés. Vu ces inconvénients plusieurs variantes de ce facteur sont apparues.

1.1.1.2 Facteur d’echelle modal
Le facteur d’échelle modal (Modal Scale Factor MSF) entre deux modes {g,} et

{4, }. est donné par [1]

z PP
MSF({ A}i’{ x}i):kru:l— (2)
Z PriPac

ou les modes a comparer sont de méme norme. Le MAC donne une comparaison quantitative
entre deux modes, par contre le MSF donne une comparaison plutét qualitative. Il n’est donc

pas suffisant pour donner un bon degré de corrélation.
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Chapitre 1 : Recalage de modéles de structures linéaires

1.1.1.3 Critere d’assurance modal par coordonnée

Le critere d’assurance modal par coordonnée (Coordinate Modal Assurance Criterion
COMAQC) d’un degré de liberté k est donné par [2]

2
(Z¢Akj¢xkj]
COMAC, =—1=

m (3)
Z ¢Akj ¢Akj Z ¢ij ¢ij
j=1 j=1

Le COMAC est considéré comme un MAC avec réarrangement des vecteurs a
comparer. Le MAC compare deux modes pour un ddl spécifique alors que le COMAC
compare I’influence du ddl pour les deux modes corrélés. Ce facteur permet d’identifier le ddl
d’une structure qui a relativement une mauvaise corrélation avec les deux modes mesure et
analytique ; c'est-a-dire le ddl qui contribue le moins a I’augmentation de la valeur du MAC.
Lorsque COMAC=1 on dit que le ddl correspond a une parfaite corrélation avec les deux
modes considérés. Lorsque COMAC=0 on dit le ddl n’a aucune corrélation avec chacun des

deux modes.

1.1.1.4 Extension du critére d’assurance modal par coordonnée

Hunt [6] indique que le COMAC ne peut pas detecter les erreurs de mesure comme
celles relatives a I’échelle ou a la polarité et propose une extension de ce facteur (Extended
Coordinate Assurance Criterion ECOMAC) pour surmonter cet inconvénient. Le ECOMAC
est donné par

Zm: ¢Akj ¢ij

ECOMAC, = ”T (4)

Comme pour le COMAC les deux modes doivent étre normés. Le COMAC considere
les ddls avec la méme importance et ne favorise aucun ddl par rapport aux autres. Le
ECOMAC considere par contre une amplitude relative de chaque ddl et donc les modes les
plus flexibles (de grande amplitude) vont dominer la valeur de ECOMAC. L’interprétation
numérique du ECOMAC est contraire a celle du COMAC ; un résultat ECOMAC=0 d’un ddl
donné indique qu’il a une parfaite correspondance avec les modes corrélés et quand
ECOMAC=1 alors on dit qu’il n’y a aucune correlation et que le ddl considéré ne contribue
pas a I’augmentation de la valeur du MAC.
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Une autre forme de ECOMAC appeléee aussi COMAC est decrite dans [4] et s’écrit

i ¢Akj ¢><kj

COMAC, = 1_HT (5)

Ce facteur est identigue a ECOMAC sauf dans I’interprétation des résultats qui lorsque

COMAC=1 donne une bonne corrélation et inversement lorsque COMAC=0.

.1.1.5 Fonction du facteur modal par coordonnée

La fonction du facteur modal par coordonnée (Coordinate Modal Factor Function
COMEF) d’un ddl k est donnée par [7]

1 m
COMEF, ==Y (WM, )(EM,) (6)
j=1
avec WM K= ¢Akj Z¢Akl (7)
1=1
et EM, = m.mo (8)

Akj

Les modes utilisés doivent étre de méme norme et prédéterminés par une correlation utilisant
le MAC. Comme le COMAC, on tente d’identifier le ddl de la structure ayant la plus
mauvaise corrélation avec les modes, qui contribue donc le moins a la valeur du MAC. Le
résultat est en pourcentage de I’erreur et peut étre positif ou négatif. Plus la valeur absolue du
COMEF est grande plus I’erreur est grande. Le signe représente le sens de I’erreur par rapport

a I’ensemble des modes choisis.

1.1.1.6 Critére d’assurance modal inverse

Mitchell [3] a remarqué que la valeur du MAC est dominée par les anti-nceuds des
modes propres et par conséquent, il n’est pas sensible aux petites modifications des modes.
Pour surmonter cet inconveénient il propose le critere inverse du MAC (Inverse Modal

Assurance Criterion IMAC) donne par
N 2
(3.0 |
k=1

i i (©)
2¢A;¢Ai,-j(2 @é@éj

IMAC({¢A}i '{¢x }j ) = [
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ou comme le MAC les modes a comparer doivent étre de méme norme. Ceci permet de
quantifier le MAC proche des nceuds modaux et loin des anti-nceuds (les plus grandes
déformations des nceuds). Ce facteur est utile pour détecter les différences entre les nceuds
modaux, par contre, il ne permet pas de corréler correctement. Il peut étre interprété comme

une corrélation de la position des nceuds modaux.

1.1.1.7 Critére d’assurance modal normé

Brechlin et al [5] indiquent que le MAC ne permet pas de manipuler correctement les
modes contenant des ddls de translation et de rotation simultanément. lls ont alors définis le

critere d’assurance modal inverse (Scaled Modal Assurance Criterion SMAC) entre deux

modes {4, }, et {4, ],

_ leSiwleJ
SMACliu) )= (T Yo T L)

Ce facteur permet de faire une mixture des ddls de rotation avec les ddls de translation.

(10)

Le MAC est souvent dominé par un ou plusieurs ddls de rotation puisqu’ils correspondent a
des fluctuations plus importantes que celles des ddls de translation. Ceci est évité grace a la
matrice des facteurs de pondération [W].

En pratique les ddls de rotation ne sont pas facilement mesurables. Généralement on se
limite aux ddls de translation. Ceci montre que le SMAC sera utile seulement dans la

comparaison des modes analytiques comme le résultat de deux modéles EF par exemple.

1.1.1.8 Nouveau critere d’assurance modal
Le nouveau MAC (New MAC NMAC) [4] considére d’abord le MAC puis, recherche
le ddI qui contribue le moins a sa valeur c'est-a-dire celui qui minimise le MAC. La recherche

se fait par suppression successive des ddls.
Le NMAC comme le COMAC et le ECOMAC permet alors de déterminer le ddl qui

contribue le moins au MAC. Contrairement a ces deux facteurs, le NMAC a I’avantage

d’utiliser les vecteurs propres sans qu’ils soient de méme norme.
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[.1.2 Corrélation de I'orthogonalité

Pour comparer les modes on peut utiliser le critére de I’orthogonalité. La base des
solutions propres est que les vecteurs propres sont orthogonaux par rapport a la matrice de

masse

[:][M][4a]=[1] (11)

ou [I] est la matrice identité. En pratique [I] est Iégérement différente de I’identité, c'est-a-dire
que les valeurs hors diagonale sont différentes de zéro mais trés proches. Ces éléments hors
de la diagonale, donnent une estimation de I’orthogonalité qu’on peut aussi considérer comme
critere de convergence. La matrice masse analytique est utilisée au lieu de la matrice masse
expérimentale.

Le nombre de ddIs mesurés est souvent trés petit devant le nombre de ddls du modeéle
analytique. Pour cela une méthode d’extension des mesures ou de réduction du modele EF est
nécessaire. Quelques méthodes de réduction [8] rendent la corrélation de I’orthogonalité plus

colteuse en terme de calcul que la corrélation en vecteurs.

1.1.2.1 Orthogonalité normée

Le facteur d’orthogonalité normée (Normalized Cross Orthogonality NCO) [9] est
donné par

(12)

veolies) )=, )( mT M)

ou [Ma] est la matrice de masse analytiqgue. Comme pour le MAC les modes doivent étre de
méme norme. NCO=1 indique une corrélation parfaite tandis que NCO=0 indique I’absence
de correlation.

1.1.2.2 Pseudo contro6le de I’orthogonalité

Le Pseudo contrble de I’orthogonalité (Pseudo Orthogonality Check POC) est donné
par [10], [11], [12]
N N

POCij = Z z ¢in My ¢Alj (13)

k=1 1=1

POC utilise une matrice masse analytique des ddls mesurés ou des ddls analytiques. Dans ce

cas une méthode de réduction de la matrice masse ou d’expansion des vecteurs propres est
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nécessaire. ldéalement les eléments hors diagonale doivent étre trés proches de zéro mais des
valeurs comme 0.1 sont acceptables pour quelques applications. En pratigue méme si des

valeurs hors diagonale sont plus petites que 0.05 la corrélation reste toujours mauvaise.

1.1.2.3 Controle de I’orthogonalité aux coordonnees

Awvitabile et Pechinsky [13] ont Développé le critére de contréle de I’orthogonalité aux
coordonnées (Coordinate Orthogonality Check CORTHOG) pour identifier la contribution
individuelle des ddls sur I’orthogonalité produite par POC. Ceci se fait en prenant élément par
élément la différence entre le POC et la valeur obtenue a partir de I’orthogonalisation

analytique. CORTHOG est donné par

(¢xki mAkl ¢Alj ) (¢Aki mAkI ¢A|j )
z z (¢in M ¢A|J ) (¢Aki M ¢Alj )

k=1 I=

CORTHOG;' = (14)

ou ki sont les indices des deux ddls considérés et ij sont les ceux des deux modes considérés.
L’obtention des éléments hors diagonale proches de zéro n’indique pas nécessairement une

bonne corrélation.

1.1.2.4 Orthogonalité normée utilisant la réeduction SEREP

En utilisant la matrice de masse réduite par la méthode de réduction SEREP (voir
81.2.1.5), on définit dans [14] le critére d’orthogonalité normée utilisant la réduction SEREP
(SEREP normalized Cross Orthogonality SCO) par

i (A AR AN
R e PRSIPN D TN (P PRSP P

ou ()" représente la pseudo inverse.

(15)

Ce facteur est similaire au NCO avec I’exception que la matrice de masse analytique est
remplacee par la matrice de masse réduite par la méthode SEREP. Le SCO est plus sensible
que le MAC.

I.1.3 Corrélation sur les fonctions de réponse fréquentielle

L utilisation des fonctions de réponse fréquentielle FRF au lieu des modes propres est
plus efficace puisque les FRFs expérimentales sont directement obtenues expérimentalement
alors que les modes néecessitent des calculs se basant sur ces mesures. Ce passage des FRFs

aux modes fait intervenir donc des erreurs de calcul supplémentaires.
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1.1.3.1 Critere d’assurance du domaine fréquentiel

Le critere d’assurance du domaine fréquentiel (Frequency Domain Assurance
Criterion FDAC) est donné par [15]

DIMENITACS >]2

j=1

St 0 0| St 00 (0

=

FDAC (w,, @y ), =

(16)

ou Ha(wa) est la FRF analytique a la fréquence analytique wa, et Hx(wx) est la FRF mesurée
a la fréguence expérimentale wx. k est le ddl d’excitation.

Le FDAC est analogue au MAC et donne des valeurs entre 0 et 1. FDAC=1 indique
une parfaite corrélation et FDAC=0 indique I’absence de corrélation. Pascual et al [16] ont
expliqués que le FDAC risque de donner une bonne corrélation pour des FRFs déphasés de
180°, ce qui n’a aucune signification physique. Les deux FRFs doivent étre dans le méme

plan de phase. Ils proposent un nouveau FDAC évitant cette situation.

FDAC(w,, @, ) = w}( A (o) (17)

Ce nouveau FDAC donne des valeurs entre -1 et 1. Les valeurs négatives montrent que
les deux FRFs sont dans des phases opposées. FDAC=1 donne une parfaite corrélation des
FRFs.

1.1.3.2 Facteur d’échelle des réponses fréquentielles

Le facteur d’échelle des reponses fréquentielles (Frequency Response Scale Factor
FRSF) est donné par [16]

( A)[S]H X (a)x ) (18)

FRSF(@,, 0, )= ':|

ou [S] est une matrice de pondération.

Le FRSF est analogue au MSF et donne des valeurs entre -1 et 1. Le FDAC donne une
comparaison quantitative des FRFs, par contre le FRSF donne une comparaison qualitative.
Par conséquent le FRSF n’est pas suffisant pour évaluer le degré de corrélation.
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1.1.3.3 Critere d’assurance des réponses fréquentielles

Le critéere d’assurance des réponses fréquentielles (Frequency Response Assurance
Criterion FRAC) est donné par [17], [18]

FRAC(j), = = (19)

J étant le ddI de mesure et k le ddl d’excitation.

Le FRAC est analogue au COMAC et donne des valeurs entre 0 et 1. FRAC=1 indique
une parfaite corrélation. Heylen et Avitabile [18] trouvent que I’interprétation des valeurs de
FRAC est tres complexe. Pour les structures faiblement amorties qui donnent des rapports
d’amplitude maximum sur amplitude minimum trés grands, FRAC peut donner de faibles
valeurs pour des FRFs visiblement bien corrélées. Ils suggerent d’utiliser cette formule en

valeur absolue ou en logarithme.

1.1.3.4 Critere d’assurance modal et fréquentiel

En se basant sur le FRAC, Fotsch [14] a proposé le critere du MAC dans le domaine
fréquentiel ou critere d’assurance modal et fréquentiel (Modal FRF Assurance Criterion
MFAC) défini par [14], [19]

(Z¢A] wA Xjk a)x )J

=l

[M w) By (@) j{ZHx,k (@x ) Hyg (@ )]

MFAC (@,, @y ) = (20)

ou ¢A(a)A) est le mode analytique pour une valeur fréquentielle analytique wa.

Le MFAC est analogue au MAC et donne des valeurs entre 0 et 1. La valeur MFAC=1
indique une parfaite corrélation et MFAC=0 indique I’absence de corrélation.

Le MFAC et le FDAC représentés graphiquement en fonction de la fréquence sont une
extension du graphe de FMAC.

Le MFAC n’est utile que pour les modes faiblement amortis puisque les modes
analytiques sont des quantités réelles obtenues a partir du modele EF non amortis et les FRFs
sont des quantités complexes comportant I’effet de I’amortissement.
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.2 INCOMPATIBILITE ENTRE LES DONNEES MESUREES ET
CELLES DU MODELE ELEMENTS FINIS

Dans la plupart des cas pratiques, le nombre de degrés de liberté du modele EF excéede
de loin celui des données mesurées. Le manque de degrés de liberté mesures peut étre résolus
de deux maniéres, en réduisant le modeéle EF a la taille des ddlIs expérimentaux en choisissant
les degrés de liberté mesurés comme « maitres», ou en augmentant les données
expérimentales pour inclure les degrés de liberté non mesurés dans Modéle EF. Ces méthodes,
appelées techniques de réduction et d'expansion de mesure sont brievement décrites ci-
dessous.

[.2.1 Techniques de réduction

La réduction ou expansion de données modales expérimentales est nécessaire au
processus de comparaison, corrélation, et d’identification que ce soit en détection de défauts
ou recalage de modele.

A cause du grand décalage entre le nombre de ddls du modéle EF et le nombre de ddls
mesurés, des efforts ont été entrepris dans le but de réduire les erreurs dues aux modéles de
réduction. La méthode la plus utilisée est la méthode de condensation statique de Guyan [20].
D’autres techniques existent comme la méthode de réduction dynamique, méthode améliorée

de réduction de systeme IRS et le Processus de réduction expansion de systeme SEREP.

1.2.1.1 Réduction de systéeme matriciel

Dans toutes les techniques de réduction il existe une relation entre les ddls mesurés

(ddls maitres) et les ddls non mesurés (ddls esclaves)
{Vm }}
NS =T \Ym
b= it =)

{y} représente le déplacement, [T] la matrice de transformation et N le nombre total de
ddls dans le modéle EF.

Les matrices de masse et de raideur peuvent étre calculees par

M =[] M IT]
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1.2.1.2 Méthode de réduction de Guyan

La méthode de réduction de Guyan [20] a été utilisée pendant longtemps comme le
meilleur outils de réduction de grands modeles analytiques.

Soit I’équation du mouvement
[MJ{y}+[KRy}=1{f} (46)

En sub-divisant la matrice en ddls mesurés indice « m » et non mesurés indice « S » et en

négligeant les termes d’inertie nous obtenons
Kol [KeJlyad)  {ES
A partir de (47) on peut tirer

et = KT K Jym b (KT (48)

En supposant qu’il n’y a pas de forces appliquées aux ddls esclaves, la réduction de Guyan

donne la matrice de transformation suivante

[Tl]{ ! } (49)

- (KK ]

Cette méthode est aussi appelée méthode de réduction statique car elle néglige I’effet de
I’inertie. La méthode de réduction de Guyan dépend considérablement de la sélection des ddls

maitres. Une mauvaise sélection conduit a un modele imprécis.

1.2.1.3 Technique de réduction améliorée de systéme

La technique améliorée de réduction de systeme (Improved Reduced System IRS) a
été développée par O’callahan [21] pour compenser les effets de la masse dans la méthode de
Guyan, surtout quand la sélection des ddls maitres n’est pas optimale. Cette technique
améliore la précision de la condensation statique en approximant le second terme de

I’équation (48)

(KT ()= KT Mo = (KT ML TR T K M T TR B (50)

ou [Mg] et [Kg] sont les matrices de masse et de raideur réduite avec la méthode de Guyan

Mel=[n ] MIT]
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en introduisant (50) dans (48) et en comparant les termes relatifs a la matrice de

transformation, nous obtenons
[Tz] = [Tl]+ [Tzl] (51)

- STM T IM, K, 62
o [
; 5 o] 1

1.2.1.4 Méthode de réduction dynamique

Une extension de la réduction de Guyan est présentée dans [22] en considérant les
termes d’inertie dans I’équation (46). La procedure est semblable a celle de Guyan sauf que la
transformation est basée sur la matrice de raideur dynamique [Z] au lieu de la matrice de

raideur [K]. Dans ce cas, la matrice de transformation s’écrit

) 1]
AR ORI S 3

La selection des meilleures valeurs de la fréquence o est particuliérement indispensable. Dans
[23] des fréquences ont été recommandées.

L’inversion de la matrice de raideur dynamique est colteuse du point de vue

numérique. La procédure nécessite non seulement I’inversion de [Z  ]=[K]-®?*[M ] mais

aussi le calcul de la matrice de transformation pour chaque valeur de la fréquence ® ou
chaque mode.
Plusieurs techniques d’approximation ont été proposées pour le calcul de [Zs]. Kidder

[23] utilise une série géométrique pour inverser cette matrice

(K]~ M )=[K T[]~ ML Ik T
(K J-eM =K [+ M KT +o MK T MK +) - 69)
En introduisant cette équation dans (53) on obtient

1]

T O N (O I PO (Y (VI S o I 55)
o (K ML TR T (M - M TR PR ) -
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En négligeant les termes en w? et plus, (55) revient a I’équation (49) qui est la réduction
statique de Guyan. Si les termes supérieurs & o’ sont introduits le résultat sera identique a la
formulation de IRS.

Petersman [24] calcule I’inverse de [Zs] en utilisant les solutions propres du probleme

associé

[z.]* =[o)[A]-’ 1] o] (56)

ou [®@] et [A] sont respectivement les matrices modale et spectrale relatives aux ddls esclaves.
Dans I’équation (56) il n’y a que la matrice diagonale ([A]—a)z[l])_l qui dépend de la
fréquence. Donc son inversion est plus simple que I’inversion de la matrice de raideur
dynamique. 1l est évident que lorsque Ai>>w® I’élément (/1i —o° )_1 va tendre vers zéro. Le

probléme sera plus simplifié en ignorant les éléments de la matrice spectrale ayant A>>\;. Le
nombre de termes utilisés dépend des fréquences et valeurs propres du systéeme réduit aux
ddls esclaves. Pour améliorer la précision, il serait utile d’introduire un grand nombre de

modes.

1.2.1.5 Processus de réduction expansion de systéeme

Cette méthode (System Equivalent Reduction Expansion Process SEREP) a été
d’abord introduite par O’callahan et al [25] qui ont proposé d’estimer les mesures des ddls de
rotation a partir des mesures des ddls de translation. SEREP a été jugée capable d’améliorer la
précision de certaines applications comme les corrélations d’orthogonalité, I’étude des
réponses forcées linéaires et non linéaires, et le recalage de modele.

La matrice de transformation peut étre développée en utilisant la méthode inverse de

la matrice modale

- o o

(@, ]

ol [ 1" représente la pseudo inverse et r les modes utilisés pour former la matrice de
transformation. Ce processus utilise la méthode inverse qui permet d’avoir des informations
concernant les modes sélectionnés aux ddls sélectionnés. Ceci permet au processus de
réduction de préserver le comportement dynamique du systeme global dans un systeme réduit,

chose impossible dans les techniques de réduction de Guyan ou IRS.
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[.2.2 Expansion des mesures

Une autre approche toute aussi efficace que la réduction de modéle EF est I’expansion
des modes mesurés en estimant les mesures des ddIs non mesures. En général les résultats des
méthodes d’expansion sont plus efficaces qu’une légéere augmentation du nombre de ddls. Il
est a noter que n’importe qu’elle méthode de réduction peut étre utilisée pour concevoir le
processus d’expansion.

Toutes les méthodes d’expansion utilisent une matrice de transformation qui traduit les

vecteurs modaux [®x] en espace vectoriel complet [D].
= [T ]Nm [(I) X ]mr (58)

ou N est le nombre de ddIs du modéle EF et m étant le nombre de ddls mesurés.

1.2.2.1 Méthode d’expansion de Guyan

Cette technique d’expansion est I’inverse du processus de condensation decrit

précédemment. Elle est basée sur I’équation sub-divisée

[t Sl Bt o

En utilisant la méme procédure que la technique de réduction, on obtient la matrice de

[Tl]{ ) } (60)

La méthode d’expansion de Guyan peut étre interprétée comme la détermination du mode

transformation

{6} qui minimise I’énergie totale de déformation du i*™ mode de fagon a ce que les éléments

soient identiques a ceux mesurés [26].

1.2.2.2 Expansion IRS

L’expansion IRS est la version modifiée de I’expansion de Guyan. Au lieu de
minimiser I’énergie de déformation seule, la méthode minimise simultanément I’énergie de
déformation et I’énergie des forces extérieures.

La matrice de transformation de I’expansion IRS est donnée par
[T1=[T]+[S]M]T]IM.] " [Ke] (61)
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1.2.2.3 Expansion dynamique

Le processus d’expansion dynamique est basé sur I’équation du mouvement dans le
domaine fréquentiel écrite pour une frequence donnee. La matrice de transformation tirée de

la partie supérieure de I’équation (59) s’écrit

]
~([KaJ=A ML) ((Ka]-A[M.,])

(62)

[TS] -

ol A est la i*™ valeur propre du systéme. Une autre approche est de calculer {¢si } en utilisant

la partie supérieure de I’équation (59). Puisque le nombre de ddls mesurés est souvent

inférieur au nombre de ddIs non mesurés, cette derniere approche donne de mauvais résultats.

1.2.2.4 Expansion dynamique modifiée

Gysin [27] a modifié le processus d’expansion dynamique précédent en incluant tous

les ddIs dans le processus inverse. En considérant les parties supérieure et inférieure de
I’équation (59) nous avons

[Puiin ]]H{{Z}}TH[[ ot ]]H{{Z}} }:{0} 3
En résolvant I"inverse de (63) et en comparant ses termes nous obtenons la matrice de

transformation suivante

[T4] = ([[ Kms ]:| |:[M ms ]:D+ {|:[ Kmm ]:| |:[ M mm ]:l] (64)
- ~ -4
(Ko LIMGT) (LIKa] ] [ M)
1.2.2.5 Expansion SEREP
Le concept SEREP a été d’abord introduit par O’callahan et al [25] en terme de

réduction équivalente (Equivalent Reduction ER). Les modes analytiques utilisés dans le
processus SEREP contr6leront le processus d’expansion. Contrairement aux autres méthodes
le systeme matriciel n’est pas utilisé directement. La méthode SEREP considére les solutions

propres completes du systeme

Wai=[®y o, } (65)
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ol {y, fest le vecteur déplacement entier, [®, ] la matrice modale obtenue a partir du

modele EF et {q, } le vecteur déplacement modal.

On peut partager I’équation (65) en ddls mesurés et esclaves
ym (Dmr
{{{y }}} = HCD ]}{q,} (66)

W} =[®@n Ha, } (67)

L’équation supérieure s’écrit

La résolution de ce systeme donne

0= [@n I {yn} (68)

En remplacant (68) dans (65), nous obtenons la matrice de transformation SEREP

[® sr

|l o 9

Nous pouvons avoir une autre matrice de transformation appelée SEREPa [28]. Celle-
ci consiste a considérer le nombre de modes « r » dans la transformation, égal au nombre de
ddls mesurés « m ».

Ce qui donne la matrice de transformation
[V ]
[Ta] = (70)

1.2.2.6 Modeéle d’expansion par analyse expérimentale

L’approche d’expansion par analyse expérimentale (Test Analysis Model Expansion
TAM) est similaire a SEREP exception faite que la transformation des ddls mesurés est fixée

durant le processus d’expansion [29]. La matrice de transformation est donnée par

T,]- {[(Dsm[lmm] } 1)

J[ @]+

Une autre méthode dite TAM hybride qui est un mélange d’expansion TAM et Guyan
combine la précision de la méthode TAM et la robustesse de la réduction statique [30]. Soit la
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projection dite oblique obtenue en utilisant la matrice de transformation (71), la matrice de

masse et les modes propres
[Q]=[@][] [T,] [M][T,] (72)
Cette matrice est utilisée pour obtenir la matrice de transformation TAM hybride

[T]=[L]+([T]-[L])[Q] (73)

1.3 CHOIX DES POINTS DE MESURE ET D’EXCITATION POUR LE
RECALAGE DE MODELE ELEMENTS FINIS

La planification du processus d’analyse modale expérimentale est la premiére étape de
la chaine et requiert donc un intérét primordial sur les étapes de vérification et de recalage. Le
recalage de modéle joue un roéle principal et central sans quoi la validation ne peut étre
effectuée. C’est seulement quand ces deux étapes sont correctement établies qu’on puisse dire
que le processus de validation est défini sur une base d’identification correcte.

Dans le but de réaliser des mesures expérimentales riches en informations spécialement
pour I’exploitation dans le recalage, les tests modaux doivent étre bien planifiés. Pour ce faire,
on doit considérer la sélection des points de suspension, des points d’excitation et
principalement les degrés de liberté de mesure. Le modéle EF initial n’est peut étre pas assez
précis pour identifier les caractéristiques dynamiques de la structure considérée, mais il
présente une estimation trés appréciable de ces propriétés. La planification des tests
expérimentaux considére ce modeéle initial sur lequel des calculs seront faits pour permettre de
bien choisir les conditions expérimentales qui permettent de respecter les précisions désirees.
Les travaux existant dans ce domaine sont basés sur la sélection optimale des ddl de mesure et
d’excitation.

[.3.1 Sélection des points de mesure

1.3.1.1 Réduction de modele de Guyan

Kammer [31] a utilisé le concept de modéle par analyse expérimentale (Test-Analysis
Model : TAM) pour la sélection de la position des accélérometres sur les grandes structures.

A partir d’un modele EF initial nous avons

(k] w?[m])y}={o} (74)
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Un modele expérimental d’analyse est nécessaire pour I’étude expérimentale. Ce modéle
posséde moins de ddls que le modéle initial, mais peut prédire approximativement les
propriétés dynamiques du modeéle initial dans la bande des petites fréquences. Cet article [31]
a utilisé le modele de réduction de Guyan.

La méthode de reduction de Guyan [20] divise les degrés de liberté du modele initial en deux

parties{y}:{{/’“}, {y,,} représente les degrés de liberté maitres et {y.} les degré de liberté

S

esclaves. L’équation (74) devient

Kmm Kms 2 Mmm Mms Y _
(|: Ksm Kss :| ¢ |: M sm M ss jD{ Ys } - {0} (75)

En considérant négligeable les inerties des ddls esclaves, a partir de (75) nous obtenons

(Koo 1ty + [K Ky} = {0} (76)
Vo) =K [Ken RYm )

== e b o

Les matrices de masse et de raideur réduites peuvent étre calculées par

T [
Mo )= [k, ik,) [M{—[Kssl-l[amﬂ 79

k| 1 'T[K]{_[KSS[]'J[KWJ 9

- [K TR

La méthode de réduction de Guyan est basée sur I’hypothese que les inerties des ddls esclaves

peuvent étre négligées [32]. En respectant la suppression de ddl ayant le plus grand rapport

(k% ) et en régénérant les matrices de masse et de raideur réduites jusqu’a ce que le
ii

nombre de ddls soit égal au nombre de mesures retenu, le modele réduit final représentera les
ddls de mesure. Les matrices finales de masse et de raideur réduites peuvent aussi étre
utilisées pour réaliser le contréle de I’orthogonalité entre les modes propres expérimentaux et

ceux donnés par le modele EF.
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Jarvis [33] a utilisé la méthode de réduction de Guyan pour le choix des ddls de

mesure ayant la valeur du rapport (%) la plus petite par rapport a tous les ddls du modele

EF et consideére que les ddls ainsi choisis améliorent les résultats du test modal.

D’autres modeles de réduction existent. Ces méthodes comme la réduction de systeme
améliorée (Improved Reduction System IRS), la méthode de réduction modale, ou encore la
methode TAM hybride ont des formulations différentes de celle de Guyan. Quand les deux
matrices réduites sont calculées, le principe de suppression de ddls esclaves reste le méme.
Puisque les formulations des matrices réduites de masse et de raideur sont différentes, les ddls

supprimés seront différents d’une méthode a une autre.

1.3.1.2 Méthode de distribution énergétique

L’utilisation de I’énergie cinétique a été discutée dans quelques articles [32], [33],
[34]. A partir du modele EF et de I’équation (74) I’expression de I’énergie cinétique au ddl

« j » en considérant les « m » premiers modes s’écrit
My < 2,2
Ee; =5 ol (80)
r=

En placant les équipements de mesure aux ddls ayant I’énergie cinétique maximale,
nous aurons une plus grande observabilité des parametres dynamiques de la structure. Ces
ddls ayant I’énergie cinétique maximale pour les modes de la bande fréquentielle choisie,
doivent étre choisis comme ddls de mesure. Cette méthode de distribution d’énergie utilise les
modes propres directement.

Une autre méthode utilisant directement les modes, appelée méthode du produit des
éléments des vecteurs propres (Eigenvector Component Product ECP) [34] existe. Pour
chaque ddl, on calcule le produit des éléments du mode propre dans la bande fréquentielle
considérée ; le ddl ayant la valeur maximale de ce produit est retenu comme ddl de mesure.

L’inconvénient majeur de ces deux méthodes est que le choix des ddls n’est pas
performant quand le test modal est utilisé pour comparer les modes du modele EF et ceux
mesurés. Néanmoins, ils peuvent étre associés a ceux d’autres méthodes pour enrichir

I’observabilité.

1.3.1.3 Méthode de la flexibilité

Flanigan et al [35] ont développés un algorithme de recherche de ddls de mesure basé

sur le concept TAM. lls ont utilisé la flexibilité statique du modele EF initial pour définir un
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modele réduit optimal. Le mode statique flexible [¢] du modéle EF peut étre obtenu en

appliquant une force unité a chaque degré de liberté
[1]=[x]¢] (81)

Le mode [¢] prédit par le modele EF dans la bande fréquentielle considérée peut étre

considéré comme une combinaison linéaire du mode flexible statique

[4]=[e]L] (82)

ou [L] représente la matrice des coefficients de la combinaison linéaire.
Quand tous les ddls du modéle EF sont retenus cette équation est exactement correcte. Sinon,
la matrice des coefficients [L] peut étre calculee en utilisant la pseudo inverse de la matrice de

flexibilité statique

[1L]=(oT o) ‘[T 4] (83)

L’erreur sera calculée par

Erreur = [p]L]-[4] (84)

Les degrés de liberté minimisant cette erreur représentent la position optimale des points de
mesure [35]. Flanigan et al, et Stabb et al ont développés d’autres variantes de cette méthode
[35], [36], [37].

1.3.1.4 Indépendance effective — Matrice d’information de Fisher

L’indépendance effective (Effective Independence EFI) est basée sur I’idée que les
points de mesure dans un test modal doivent étre choisis de facon a ce que les modes propres
obtenus soient les plus indépendants possibles les uns des autres. Il y a beaucoup de travaux
utilisant ce concept [30], [32], [38], [39]. Chaque article propose une méthode différente mais
le principe de base reste le méme a savoir I’utilisation de la matrice de Fisher.

La réponse {y}, concernant les m modes considérés est donnée par :

Whe =8 @)y + Iy (85)

Ou N est le nombre de ddls dans le modele initial et {v}, représente le vecteur bruit de

mesure. {q}m est la partition des m modes du vecteur propre.
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Dans I’hypothése ou le bruit de mesure est stationnaire et nul, I’estimée de départ du vecteur

{q}., & partir des mesures {y}, est obtenue par

1@ =[] + 1Yy (86)

ou [ ]" représente la pseudo inverse. L’erreur estimée est

[P]= E[({a}- {@)){a}- 6} | (87)

équivalente a

[P1=[¢T,. [RI [l ] =[] (88)

ou [R] est la matrice d’intensité du bruit de mesure.

La matrice [Q] est appelée matrice d’information de Fisher. La matrice [R] peut étre
simplifiée par [R]=o?[1] toujours en considérant le bruit de mesure uniformément réparti. La

matrice d’information de Fisher devient alors

(@l = T L. 9)

La meilleure estimation de {q}m nécessite la minimisation de la matrice [P] qui résulte de la

maximisation de la matrice [Q] et par conséquent, la maximisation de la matrice [A] :

[A]mxm = [¢]:an [¢]N><m (90)
La matrice [A] peut étre considérée comme la somme des contributions de chaque ddl
N N
[Aln =2 A =2 [0] [4] (92)
i=1 i=1

ou [#] est un vecteur ligne correspondant au ddl « i ».

En ajoutant ou en soustrayant un ddl on ajoute ou on perd des informations dans la
matrice de Fisher. Si tous les ddls sont sélectionnés, alors les modes dans la matrice
[¢]Nxm sont linéairement indépendants et la matrice [A] sera de rang maximal. Si seulement
m<N modes sont considérés, alors il peut y avoir des ddIs redondants dont la suppression
n’affectera pas le rang de la matrice [A].

En fonction du critere de sélection choisi, il existe plusieurs méthodes de détection de

ddls redondants.
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1.3.1.4.1 Méthode de Kammer

Kammer [30] a développé une méthode de suppression des ddls redondants a partir

des solutions propres de la matrice [A]
(Al ~[2]1 ]l ]=0 (92)

ou [A] et [w] sont les matrices de valeurs propres et de vecteurs propres correspondants.
Puisque [A] est symétrique définie positive, la matrice [y] est orthogonale et peut étre

considérée comme m vecteurs de dimension m.
T [alw]=[4] (93)
et T lw]=]]

Le produit [¢]ly] peut étre considéré comme la projection de la matrice des modes propres [¢]

sur I’espace a m dimensions représenté par les vecteurs de la matrice [y]. En considérant le
carré de chaque membre du produit[(/ﬁ][t//], nous pouvons avoir une matrice ou chaque élément
représente la contribution d’un ddl sur le mode. Si I’on pondére par I’inverse de la fréquence
naturelle correspondant a chaque mode, chaque élément de la matrice aura la méme
importance dans toutes les directions m. Le vecteur de distribution de I’indépendance
effective est construit en récoltant tous les éléments correspondant & un ddl dans la matrice
précédente. Ce vecteur noté {E,} représente la contribution de chaque ddl sur les autres
modes. L’élément maximal de ce vecteur représente le ddl qui contribue le plus au rang de la
matrice [A] et doit étre par conséquent retenu comme ddl de mesure. L’élément minimal de ce
vecteur représente le ddl qui contribue le moins au rang de la matrice [A] et doit par
conséquent étre supprimé. En respectant le processus de suppression de ddls qui contribuent
le moins au rang de la matrice [A], nous obtenons les ddls les plus appropriés pour I’étude
expérimentale. Ces ddls qui ont une importance sur le rang de [A] ont par conséquent un
intérét sur I’indépendance linéaire entre les modes sélectionnes.

En examinant le processus de calcul précédent, {Ed} peut étre calculé autrement.

Sachant que

[A]mxm = [¢]:an [¢]N><m (94)

a partir de (93) on a

(Al =l T [ AT [ ] (95)
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La matrice de prédiction [E] est calculée par

[E]NxN = [¢]Nxm [A];im [¢]:an

[Elos =T )i [0 (96)
Le vecteur de distribution d’indépendance effective peut alors s’écrire [30], [32], [40], [41]
{Eq}=diag([E]) (97)

Kammer a développé cette méthode [30] en I’exploitant dans le cas de structures formées
d’assemblages [40], dans le cas d’existence de bruit de mesure [41] et pour les structures,

endommagées [42].

1.3.1.4.2 Maximisation du déterminant de la matrice d’information de Fisher

Le déterminant de la matrice de Fisher indique la qualité d’information des données
mesurées. Kammer [30], [42] n’a pas proposé de méthode de calcul. Yao et al [38] ont
exploité la méthode de Kammer en développant un algorithme basé sur la maximisation du
déterminant de la matrice de Fisher. Cette méthode utilise les algorithmes génétiques. Les
résultats présentés dans [38] montrent une légere amélioration par rapport a la méthode EFI

mais reste néanmoins non optimale pour donner le déterminant maximal.

Park et al [43] ont développés une méthode de suppression de ddls par une procédure
itérative. Plusieurs ddls seront supprimés a chaque itération, de plus le nombre de ddls
supprimés est aussi déterminé par la méthode.

Soit [A] la matrice utilisée dans (90), quand I’ensemble des ddls sont sélectionnés, et [A[] la

matrice des ddls retenus
[Al=[g,] [#] (98)
(A ]=[¢.] [4,] (99)

[#,] étant la matrice de tous les vecteurs propres, et [¢, |la matrice des vecteurs propres

correspondant aux ddls retenus.

La décomposition en valeurs singuliéres (Singular Value Decomposition SVD) de la

matrice [4, ] peut étre représentée par

[46]=[Uo [0 Vo | (100)
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La matrice des vecteurs singuliers U, ] peut s’écrire

U] Hﬂ ]] } (101)

ou [UO]m et [U 0]s représentent les matrices correspondant aux ddls retenus et ddIs supprimés

respectivement.

Apres suppression des ddls, I’erreur relative sur le déterminant peut s’écrire

det([ﬁ]gt_([ie]t)([Ar])zl_det([l] U,J U, ].)- Zpl (102)

p, = ?(trace( ) pltrace(B' 1) —pi_lpl) (103)

B:[UO]S[UO:E

Lorsque p1<<1 I’équation (102) devient

det([A)-det(A) _ " | ) (104)

= trace
det([A] h

Ns étant le nombre de ddls supprimes, {uo}k est le vecteur ligne de la matrice [Uo]

correspondant au k™™ ddl supprimé.

L’équation (102) indique que plus p; est petit plus le déterminant de [A/] est grand.

Alors les ddls ayant la valeur de ({uo}k {uo}l) la plus petite parmi tous les ddls doivent étre

supprimés. L’équation (103) devient lorsque |pi|£|pl|i avec p;<<1

det([A]) - det([A, i <3 p <P (105)

det([A]) — =" 71 p,

Une valeur est affectée a p; quand la variation du déterminant de [A] est fixée. Ce qui
peut donner le nombre de ddls a supprimer a chaque itération en calculant la trace de la
matrice B. Lorsque cette trace est supérieure a la valeur de p; alors le nombre Ns doit

diminuer jusqu’a ce que la trace soit inférieure a ps.

Avec cette méthode la variation du déterminant de [A] sera tres petite a chaque

itération, ce qui donne a la fin le déterminant de [A(] le plus grand possible.
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1.3.1.4.3 Indépendance effective et décomposition QR

Schedlinski et Link [45], ont développé une méthode de sélection de ddls de mesure
utilisant la décomposition QR. Cette méthode est basee sur la décomposition QR de la matrice
des vecteurs propres de facon a ce que la dépendance entre les modes des ddls mesurés soit
minimisee.

Pour une matrice [A], la décomposition QR donne
[AlL]=[Q]R] (106)
[A]JeR™ [L]e R"™,[Q]e R™™, et [R]e R ™

ou [Q] est une matrice orthogonale en colonnes telle que [Q' [Q]=[I], [R] est une matrice

triangulaire supérieure avec des éléments diagonaux décroissants, et [L] une matrice de
passage réalisant les permutations des colonnes de [A] dans le but d’avoir des valeurs
maximales sur la diagonale de [R].

Compte tenu de la décomposition QR donnant des éléments de la diagonale de [R]
décroissants, la premiere colonne de la matrice [A][L] peut étre considérée comme le premier
vecteur linéairement indépendant. Cette caractéristique est utilisée pour sélectionner les ddls
de mesure.

Les m modes a N degrés de liberté donnés par le modele EF sont arrangés dans une matrice
de facon a ce que les colonnes de la matrice correspondent aux ddls, et les lignes
correspondent aux modes ; ensuite la décomposition est appliquée sur cette matrice. Les m
premiéres colonnes de la matrice [L] indiquent les ddls pour lesquels les modes sont les plus
linéairement indépendants. Si le nombre de ddls a sélectionner est plus grand que le nombre
de modes identifies m, alors les colonnes de la matrice [L] sont remises a zéro, la
décomposition QR est encore une fois appliquée de facon a obtenir les autres ddls les plus

linéairement indépendants des ddls restant.

1.3.1.4.4 Comparaison des méthodes EFI

Le but essentiel de cette famille de méthodes est de rendre distinguable les modes
propres & identifier expérimentalement. Les trois méthodes sont assez performantes dans le
cas ou le nombre de ddls a mesurer est égal au nombre de modes avec un modele EF assez

précis.
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En pratique le nombre de points de mesure est plus grand que le nombre de modes
dans la bande fréquentielle considérée (n>m). Par conséquent les ddls choisis apres les m
premiers doivent étre aussi performants que possible.

La premiere méthode supprime les ddls qui ont moins de contribution sur les modes de
la bande fréquentielle considérée. 1l n’y a aucun calcul complexe mais les résultats ne sont pas
garantis lorsque n>m.

La seconde méthode maximise le déterminant en supprimant les ddls qui diminuent le
moins celui-ci. Puisque la méthode SVD est une approximation, des erreurs s’ajoutent et donc
deux modes peuvent étre considérés indépendants alors qu’il sont sensiblement dépendants.

Pour la derniere méthode utilisant la décomposition QR, lorsque n>m, la dépendance
linéaire entre les m premiers modes et les suivants n’est pas garantie puisqu’ils sont
supprimés dans les choix suivants.

En conclusion, les deux premiéres techniques EFI sont les plus efficaces.

1.3.2 Sélection des points d’excitation

Le but de la sélection des points d’excitation est la détermination des points d’excitation
permettant d’exciter tous les modes existant dans la bande fréquentielle de mesure de fagon a

donner une grande observabilité au test expérimental.

1.3.2.1 Point d’excitation optimal- Point d’excitation non optimal

Cette méthode a été developpée par Imamovic (Optimal Driving Point ODP — Non-
Optimal Driving Point NODP) pour guider les ingénieurs a choisir les points d’excitation des
structures durant I’analyse modale [44]. L’idée principale de cette méthode est de choisir les
points dont les amplitudes des modes considérés sont les plus grands possibles, tout en évitant
les nceuds modaux ou les points qui leur sont proches.

Le paramétre ODP du i*™ ddl est défini par
ODP(i)=[ [l (107)
r=1

ou m est le nombre de modes existant dans la bande fréquentielle de mesure.

Tous les ddls ayant une valeur ODP proche de zéro sont proches ou sur un nceud modal. Par
conséquent, il ne serait pas utile d’exciter la structure a ces positions. Contrairement, les ddls
ayant la plus grande valeur ODP seront choisis comme positions d’excitation. Le coefficient
ODP est aussi appelé produit des élements de vecteur propre (Eigenvector Component

Product EVP) dans certaines références comme [33], [34].
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Un autre parametre peut étre défini comme NODP qui veut dire point d’excitation non

optimal. 1l décrit le rapprochement du ddl des nceuds de chaque mode choisi.

Le paramétre NODP du i*™ ddl est défini par

NODP(i)=min], | (108)

Ce parameétre ne considere pas la moyenne de tous les éléments du mode mais
sélectionne la valeur minimale. Si un ddl a la plus petite valeur du parametre NODP, il faut
éviter qu’il soit un point d’excitation. Mais un ddl ayant un NODP de plus grande valeur, ne
peut pas étre consideré comme un bon point d’excitation. Le NODP est un parametre

permettant d’éliminer les mauvais points d’excitation.

Ces deux parameétres peuvent étre associés pour former une base ODP - NODP de
choix des points d’excitation en prenant la moyenne de toutes les valeurs. Le point ne doit étre

proche d’aucun nceud, non seulement d’un mode mais de tous les modes considérés.

1.3.2.2 Décomposition QR

Schedlinski et al [45], ont non seulement utilisés la décomposition QR pour
sélectionner les points de mesure mais aussi les points d’excitation. A partir du modéle EF

initial, la matrice des vecteurs force d’excitation est obtenue par

[F]Nxm = [M ]NxN [¢]N><m (109)

ou N est le nombre de ddls et m le nombre de modes dans la bande fréquentielle considérée.

En appliguant la décomposition QR de I’équation (106) sur la transposée de [F], les
« S » premiéres colonnes de la matrice [L] de correspondent aux ddls qui doivent étre choisis

comme points d’excitation. « s » est le nombre de points a choisir.

[.3.3 Sélection des modes propres par approche sensitive

La matrice de sensitivité par rapport a certains parametres, est utilisée pour sélectionner
les modes de référence et les ddls de mesure. Cette technique a été proposée par Gola et al

[46]. Elle est destinée au recalage dans le domaine modal.
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La matrice de sensitivité d’un modele EF par rapport a un ensemble de paramétres {p,

P2, ..., Pn} €st

8pl apl 8pn
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Ces matrices de sensitivité sont treés utilisées en recalage de modele. La covariance dépendant

de la qualité des mesures et de la matrice [S] est définie par
[cov]=[cond] ™ = (ST w1 *[s ] (111)

ou [W] est une matrice de pondération.

Dans les meilleures conditions, les éléments de la diagonale de la matrice [cov] deviennent
plus petits quand beaucoup de modes sont considérés. La méthode de sélection des modes est
basée sur le choix des modes permettant d’obtenir diag[cov] le plus proche de la limite
inférieure. Les éléments de diag[cond] seront donc maximisés.

Apres avoir choisi les modes, les ddls de mesure peuvent étre sélectionnés en utilisant
la sélection sensitive. Les éléments de la diagonale de la matrice [cond] peuvent étre
considerés comme la somme des contributions de chaque mode et chaque ddl dans le modele
EF. La contribution du j™ ddl sur la valeur du i¥™ élément de la diagonale de [cond] peut
étre écrit

_ (% )
D, = 2[5} (112)
Le ddl ayant le plus grand D; sera sélectionné comme ddl de mesure. Aprés avoir choisi ces

ddls, la diagonale diag[cov] doit étre recalculée. Si diag[cov] ne peut pas encore étre
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améliorée en ajoutant un autre ddl, alors les ddls sélectionnés représentent I’ensemble final de
ddls de mesure.

Cette méthode est basée sur le choix des parametres p; utilisés dans le recalage de
modéle. Son efficacité est liée au bon choix des parametres p;.

.3.4 Remarques

La planification des essais expérimentaux a été développée dans les dernieres années.
Elle est actuellement en période d’expansion. Pour le cas de I’identification par correction ou
recalage, ces méthodes deviennent de plus en plus demandées.

Dans la méthode de choix des points d’excitation décrite, nous cherchons a exciter
tous les modes choisis simultanément. Ceci a un intérét primordial sachant qu’actuellement,
on cherche toujours a exciter tous les modes orthogonaux de structures a éléments poutre dans
le cas une excitation en un point unique.

Les méthodes de choix de points de mesure présentées sont réalisées dans le but de

minimiser le nombre de mesures tout en ayant une bonne observabilité.

.4 RECALAGE DE MODELES ELEMENTS FINIS

Le but du recalage de modele EF est d’ajuster ou corriger le modele initial de facon a ce
gu’il reproduise fidelement les mesures prises expérimentalement. Ces méthodes peuvent étre
divisées en deux parties.

- Les méthodes directes qu’on appelle aussi méthodes de référence de base qui
permettent de corriger le modéle de facon a ce qu’il reproduise les mesures
expérimentales pour qu’il puisse étre exploitées ultérieurement.

- Les méthodes d’identification paramétriques par recalage. Ces méthodes sont plus
intéressantes puisque non seulement elles corrigent le modéle, mais aussi elles
expriment ces corrections par des paramétres ayant un sens physique. Elles

peuvent donc étre utilisées pour I’identification d’endommagements.

Les données expérimentales exploitées par ces deux types de méthodes peuvent étre
des mesures modales ou fréquentielles. Notre but est de développer des méthodes de recalage
du deuxieme type, pouvant étre exploitées dans la recherche de défauts dans les structures

mécaniques, en se basant sur des mesures fréquentielles.
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1.4.1 Meéthodes modales directes

La plupart des méthodes de recalage directes ont été introduites a la fin des années 1970
et début des années 1980. Grace a leurs avantages, ces méthodes sont toujours utilisées et font
état de développements majeurs. Les nouveaux instruments de mesure actuels ont supprimés

quelques inconvénients liés a ces méthodes

1.4.1.1 Méthode du multiplicateur de Lagrange

L’idée de base de cette méthode est de considérer qu’un ensemble de parametres parmi
les modes mesurés, ainsi que les matrices de masse et de raideur, sont correctes. Les autres
ensembles de parametres seront corrigés séparément en minimisant une fonction codt avec les
contraintes des multiplicateurs de Lagrange [47], [48], [49], [50].

Kenigdbuch et Halevi [51], ont considérés deux problémes : recalage des modes et de
la raideur, ainsi que le recalage de la masse et de la raideur. Les fréquences naturelles
mesurées sont considerées correctes dans les deux cas. Pour le critere d’optimisation, les
matrices générales pondeérées sont utilisées au lieu des matrices de masse. Ces méthodes

s’inscrivent dans le cadre du recalage avec localisation de défauts dans les structures.

1.4.1.2 Meéthode de I’erreur matricielle

Cette methode estime directement I’erreur sur les matrices de masse et de raideur.
Développée dans les années 1980, plusieurs variantes ont été presentées [52], [53], [54], [55],
[56].

Dans [56], les mesures ont été accomplies a I’aide d’un vibromeétre laser sur plaque en
porte a faux. Apres utilisation d’une technique de lissage sur les modes propres mesurés, la
procédure de recalage utilisant la méthode de I’écart matriciel obtient un modele corrigé

reproduisant les donnees mesurées.

1.4.1.3 Affectation de données modales

L’affectation de données modales est une méthode développée par la théorie du
contrble. Dans cette méthode, la matrice recherchée est celle qui a les valeurs et vecteurs
propres désirés. Cette matrice retrouvée par chemin inverse est alors utilisée pour perturber
les matrices de masse et d’amortissement du modeéle recalé. Cette méthode nécessite donc
I’identification de tous les modes propres. Les matrices d’amortissement et de raideur risquent

de ne pas étre symétriques, ce qui est physiqguement anormal.

/////
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1.4.1.4 Autres méthodes directes

Une méthode inverse basée sur les valeurs propres est présentée par Inman et Starek
[57], [58], [59], [60]. Celle-ci est assez performante pour les modeles a faible perturbation de
types utilisés sur les structures aussi bien que sur les machines. Il reste néanmoins quelques
imperfections expérimentales non résolues comme le bruit de mesure et le nombre incomplet
de données.

La méthode de la matrice mixte développée dans les années 1970 combine
simultanément les modes propres mesurés et vecteurs propres analytiques pour avoir un
ensemble complet de vecteurs propres. Par consequent, la méthode peut reproduire les modes
propres grace au modéle EF recalé. Les matrices de masse et de raideur obtenues par recalage

seront des matrices pleines perdant ainsi tout sens physique [61].

1.4.1.5 Remarques

Ces méthodes de recalage permettent d’obtenir un modele reproduisant exactement les
données de référence sans itération. Lorsque I’écart entre les valeurs mesurées et les valeurs
initiales du modele EF est assez petit ces méthodes permettent de bien corriger le modele.

Ces méthodes nécessitent de mesurer sur tous les ddls. Dans la plupart des cas réels, le
nombre de ddls mesurés est tres petit devant le nombre de ddls du modéle EF. La méthode
utilisant le vibromeétre laser peut éviter ce cas. Pour surmonter ce probléme, des méthodes de
réduction ou d’expansion sont utilisées mais en ajoutant des erreurs supplémentaires au
processus.

Les méthodes directes sont trés sensibles au bruit de mesure. Actuellement les
fréquences naturelles peuvent étre identifiées avec une précision suffisante pour le recalage de
modele. Par contre, la précision des mesures des modes n’est pas appropriée pour les
meéthodes directes.

Tant que la précision et le nombre de mesures ne s’améliorent pas, les méthodes de

recalage directes restent limitées.

.4.2 Méthodes itératives

Plusieurs méthodes itératives de recalage de modeles existent. Elles utilisent des
mesures modales ou fréquentielles. Ces méthodes se basent toutes sur la résolution de

systemes d’équations non linéaires par des méthodes itératives.
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1.4.2.1 Meéthodes a fonction co(t

1.4.2.1.1 Principe de base

L’objectif des méthodes a fonction co(t est de faire une corrélation entre les données
mesurées et celles du modéle analytique. L’idée de base de ces méthodes a fonctions co(t
peut étre développée par ce qui suit

Soit {Zx} les propriétés dynamiques expérimentales d’une structure, qui peuvent étre
des fréquences propres, modes propres, fonctions de réponses fréquentielles, ou une
combinaison de ces propriétés. Notons {Z;} les mémes propriétés prédites par le modéle EF a
la i™ itération. {Zx} et {Zi} peuvent étre considérées comme fonction des paramétres {p} de

la structure. Quand on modifie ces parametres, le modele EF sera donc recalé. On peut écrire
Zj=1{z(p)}
Zij=1z(p); (113)
La différence entre les données mesurées et les données du modele EF s’écrit
{z}={z, -z,}={z(p)-Z(p))}=1{z(p: + )~ Z(p,)} (114)

ou la différence entre {p} et {pi} est assez petite pour considérer les propriétés de la dérivée

par rapport a ces parametres. La différence {éZ} peut donc étre approximée par
0z
)=+ )20} 2| Z ) [s)on) (119

ou [S] est la matrice de sensitivité de la structure contenant les dérivées des propriétés
considérées {Z} par rapport aux parametres {p}. Les éléments de la matrice de sensitivité sont
généralement non linéaires. Dans le processus de recalage les éléments de cette matrice
changent a chaque itération.

Les méthodes a fonction codt cherchent a déterminer I’écart {op} de fagon a ce que
I’écart sur les propriétés {Z} soit minimisé. A partir de I’équation (115) une fonction colt

peut étre tirée

J(p)=(toz }~[sHop }) ({oz }~[S}iep: ) (116)

cette fonction codlt qu’on appelle aussi fonction objectif est la norme de la différence entre
{6Z} et [S]{dp,}. Le vecteur {op,} est I’approximation de la solution de I’équation (114) a la
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iéme

itération. Pour éviter le mauvais conditionnement on affecte au probléme de minimisation

des coefficients de pondération. La fonction colt devient alors

3(p)=({oz}~[sKop })' W J({ez }— s Jio: ) (117)
La solution optimale {5p} ne peut étre obtenue que par des méthodes itératives.

En dérivant les équations (116) et (117) par rapport aux paramétres {dp, } la solution de (114)

peut étre obtenue par

(b, 1= (ST [s)) [T foz) (118)

-1
ou fon,}= (ST WIs) " [sT Wiz} (119)
Quand le nombre de mesures est supérieur au nombre de paramétres, I’écart {dp, } peut étre

calculé. Néanmoins, le conditionnement de la matrice ([S]T[S]) est souvent mauvais. Ce qui
rend le systeme de résolution inverse instable, méme avec les coefficients de pondération

[W]. Un probléme de rang de la matrice ([S]T [S]) risque aussi de se poser.

1.4.2.1.2 Meéthodes a fonction co(t et données modales

Il existe plusieurs formes de fonctions codt utilisant des données modales. Cobb et al
[62] ont utilises la fonction suivante

2 2
m /’L N m
2(p)-Sa (22 1] + 35 (), 600, (120)
X Jr i=1 r=1

ar et bjr étant des coefficients de pondération positifs. Les différences entre les fréquences
naturelles des données expérimentales (valeurs propres réelles) et celles prédites par le
modele EF sont normalisées.

Link et al ont utilisés la fonction [63], [64]

J(p)=toz | W Jioz }+{op} Wplich} (121)

[W] est une matrice de pondération pour la différence entre les données expérimentales et les
valeurs prédites, par contre [Wp] est une matrice de pondération permettant de limiter la
variation des parameétres {pi} a chaque itération. Cette fonction codt permet de sélectionner
méme les paramétres a pondérer. Si les éléments de la ligne et de la colonne qui

correspondent a un paramétre dans {5p} sont remis a zéro, le parametre restera inchange a
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cette itération. Quelques articles [63], [64], [65], [66], proposent des méthodes de sélection de
la matrice [Wp].
Par exemple dans [63], [64] elle s’écrit

[Wp] = diag[wp]diag ([T fwIs)) (122)

La matrice de pondération ajuste les parameétres par rapport a la matrice de sensitivité.
Lorsque les paramétres de la matrice de sensitivité sont proches de zéro, les coefficients de

[Wp] correspondants sont proches de zéro et le parameétre reste inchangg.

Les fréquences naturelles mesurées sont beaucoup plus précises que les modes
propres. Généralement la sensitivité aux valeurs propres est plus importante que la sensitivité
aux vecteurs propres. Pour cela les facteurs de pondération affectés a la différence entre les
fréquences propres doivent étre plus grands que ceux affectés aux vecteurs propres. Les
fréquences propres utilisées seules ne suffisent pas pour recaler correctement le modele EF.

Quelquefois les informations données par les modes mesurés permettent de localiser

des défauts. Il est donc nécessaire de considérer ces mesures dans la fonction codt.

1.4.2.1.3 Méthodes de minimisation dans le domaine fréquentiel

La sensitivité des fonctions de réponse fréquentielles (Frequency Response Functions

FRF) aux parameétres choisis doit étre calculée. Cette matrice peut étre obtenue a partir de

et 29
ot [2]=[H@* = oM+ jofc]+ K]

Deux types de fonction codt utilisant les FRFs existent [67], [68], [69]. La premiére

est basée sur I’erreur résiduelle des parametres mesurés qu’on appelle aussi erreur a la sortie
{g}: {HA}_{HX }
sa fonction co(t est
J(p)=({H, KHL) (H HHAD

La seconde fonction est basée sur les résidus de I’équilibre des efforts qu’on appelle

aussi équation d’erreur.
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sa fonction co(t est

I(p)=(z,JHx - 11) (2 JH -1

En appliquant la sensitivité sur la fonction de transfert par rapport aux paramétres {p} on

obtient

[HAE[HAM%]@ (124)

En appliquant la sensitivité sur la matrice de raideur dynamique par rapport aux parametres
{p} on obtient

z)=[z,] + Ll (125)

En dérivant la fonction codt, deux solutions optimales se dégagent

ap{{zg 2 }Jl{?; CRSRY @26)

ot ap{{HX}T{@’Z]{HX}]1{HX}TFZ]<{|}—[zA].{HX» a2

a» »

-eme

L’indice i représente lai~" itération.

Ces deux solutions ont leurs avantages et leurs inconvénients. En utilisant le résidu de
la fonction de transfert dans la fonction colt on fait une comparaison directe entre les mesures
et les valeurs analytiques. Cependant en minimisant cette fonction on risque de converger vers
un minimum local puisque cette fonction n’est pas monotone. En plus, la solution risque
d’étre instable. Par conséquent et pour les mémes raisons la solution des équations de recalage
ne peut étre garantie.

L utilisation de la matrice de raideur dynamique dans la fonction colt a I’avantage
d’étre monotone pour la plupart des parametres de recalage. La solution de cette méthode est
de loin plus stable que la méthode précédente. Malheureusement, le calcul de

({1}-[z,]{H4}) donnera des valeurs relativement petites par rapport aux valeurs de la

matrice [Za] et du vecteur {Hx}. Celle-ci est trés sensible au bruit expérimental qui risque de
rendre le processus divergeant.
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Lammens et al [70] ont proposé une autre méthode utilisant un autre résidu appelé

résidu indirect de la fonction de transfert

{5}:[HA]([ZA]{HX}_{I }) (128)

La fonction codt correspondante est

I(p)=(HaJ(ZaKH - 1) (HA L (Z Ry - (1) (129)

En dérivant cette fonction, la solution optimale sera

ap

ap=([HA]i 2] {HX}]({HA}E—{HX}) (130

ou ()" représente la pseudo inverse. La fonction colt et sa solution donnent les mémes
avantages que la méthode utilisant les résidus de la matrice de raideur dynamique. En

remplagant ({I}-[Z,]{H,}) par ({H,}. —{H,}) le systéme sera plus stable numériquement.

L’équation précédente est sensiblement la méme que la solution utilisant le résidu de
la fonction de transfert. En introduisant (123) dans (126) et en comparant avec (130) on peut
voir la différence entre ces deux équations. Dans I’équation (130) les FRF expérimentales
{Hx} et la matrice analytique [Ha] sont toutes les deux utilisées pour le calcul de

oH /op plutdt que d’utiliser la matrice analytique seule. Comme dans (126), ceci améliore la

convergence du processus de recalage. Lammens et al [70] ont montré que I’application de
cette méthode montre une bonne corrélation avec les mesures expérimentales. Cependant,
I’unicité de la solution ne peut étre garantie.

L’un des principaux avantages de I’utilisation des fonctions de réponse fréquentielle
est que les parameétres d’amortissement peuvent étre déterminés et corrigés alors que les
valeurs et modes propres ne sont pas sensibles a I’amortissement. Dans le recalage de la
matrice d’amortissement on utilise toujours des mesures FRF [71], [72], [73].

L utilisation de FRF en sélectionnant un nombre suffisant de points de mesure dans la
bande fréquentielle considérée, peut atténuer le probleme de mesures incompletes en ddls et
nombre de modes. Ceci est di au fait que les FRFs contiennent I’influence de tous les modes
et les informations prises pour différentes valeurs de la fréquence ne sont géenéralement pas
linéairement dépendantes. Ceci est tout a fait justifié théoriqguement, par contre les résultats de
I’application des méthodes utilisant ce type de mesures montrent que le nombre de ddls et la
sélection des valeurs des fréquences de mesure ont une influence considérable sur la

performance de la méthode de recalage. Les valeurs proches de la résonance doivent étre
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évitées car les informations pour ces valeurs sont dominées par un ou deux modes, et
I’amortissement aura un effet dominant. Aussi, les valeurs a I’antirésonance sont a éviter car
le rapport signal sur bruit est trés petit ce qui est inévitable puisqu’une valeur peut étre bonne
pour une fonction FRF et représenter une antirésonance pour une autre fonction FRF d’un
autre ddl.

1.4.2.1.4 Remarques sur les méthodes a fonction co(t

Il'y a deux volets importants dans ce type de méthodes, le choix de la fonction codt et
le choix de la méthode d’optimisation.

La fonction co(t choisie donne une grande influence sur la performance et la
convergence de la méthode de recalage. La méthode d’optimisation la plus utilisée est la
méthode des moindres carrés. On ne peut faire un recalage de tous les paraméetres avec un seul
essai, il est donc important de choisir les paramétres a corriger. Les parametres a recaler
peuvent étre la raideur, la masse, I’amortissement ou tout autre parameétre physique ou
géométrique.

L’avantage de ces méthodes est qu’elles donnent toujours un sens physique au
recalage obtenu contrairement aux méthodes directes.

Toutes les fonctions codt sont non linéaires par rapport aux parametres, la solution ne
peut étre obtenue que par itérations posant donc un probléme de convergence. L’utilisation de
matrices de pondération améliore les méthodes mais ne garantie pas la convergence du

processus.

1.4.2.2 Meéthodes de la variation minimale

Dans toutes les circonstances les données expérimentales sont affectées d’une quantité
de bruit non négligeable, ainsi que d’une modélisation incertaine des caractéristiques des
structures industrielles. En répétant plusieurs fois la méme manipulation expérimentale sur un
échantillon de mémes structures, ou sur la méme structure on peut utiliser des artifices
statistiques sur les FRFs mesurées pour estimer I’erreur de départ sur les donnéees du modele
EF. Les méthodes de la variation minimale utilisent ces artifices pour améliorer la prédiction
du modele EF.

-eme

Soient {pi} les parametres de recalage a lai™" itération et E[pi.piT ]: [V, ] la matrice de

variation minimale de ces paramétres. L’objectif des méthodes a variation minimale est de

minimiser cette variation a chaque itération.
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e

Si la différence entre les prédictions {Zi} a la ™ itération et les mesures

correspondantes {Zx} est assez petite alors
{z i1z b=[sI{p}-{p}) (131)

[S] etant la matrice de sensitivité des {Z} par rapport aux parameétres de recalage. Les

parameétres de I’itération peuvent étre déterminés en utilisant I’équation

pat-1nt=Tlz-1z.}) (132)

La variation de {pi+1} & la (i+1)°™ itération est

Viil= E[pi+1-piT+1]

Vi =M1+ (O 1-MIsT BT +F DT -MIs )+ v, I T
ou [D;]= E[pi .gT] est une corrélation entre les parametres et le bruit de mesure {e} et [V,] est

I’erreur sur la variation des sorties avec

v,]=Ellz, -z )z, -z} ]

En minimisant la variation sur les paramétres a la (i+1)°™ itération la matrice [T] peut étre

obtenue par
[T]: ([Vu ][Si ]T - [Di ]lvzi ]_1 (133)
On peut alors déterminer {pi+1}

{pi+1}= {pi }+ ([Vu ][Si ]T - [Di ]lvzi ]_l({zx }_ {Zi }) (134)

Quand la corrélation entre I’erreur de mesure et les parametres est nulle alors

pat=tp )+ (IS T s s T +V. ) (2,)-2.) (135)

L’avantage principal des méthodes de variation minimale est [’utilisation des
informations expérimentales et leur qualité évaluée statistiguement, ainsi que la connaissance
des parametres imprécis.

Lindholm et al, ont utilisé une approche statistique bayesienne dans leur méthode de
recalage. La connaissance des parametres mal prédits et I’estimation de I’erreur expérimentale
aide a la stabilité de la solution et améliore la qualité des résultats [74], [75], [76]. Apres avoir
analysé quatre types de mesures expérimentales ils montrent que les FRFs et les réponses

sinusoidales sont les plus appropriées pour les méthodes de recalage statistiques.
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Friswell et al [77], ont proposé une méthode qui considére que les erreurs
d’approximation du modéle EF, et le bruit de mesure comme étant les limites de I’incertitude
des parameétres. Les résultats seront déterminés par la résolution du probléeme de mini —

maximisation suivant

min(max{(s +58)p—(z +z ), o8], <n. oz, <. (136)

1.4.2.3 Autres méthodes de recalage

En plus des méthodes précédentes, d’autres méthodes spécifiques existent. L’une des
méthodes les pus populaires actuellement est la méthode utilisant les algorithmes génétiques.
Ces algorithmes permettent de trouver des minima ou maxima globaux. IIs peuvent donc étre
utilisable pour la minimisation de fonctions co(t. Larson et Zimmerman [78] ont développé
un programme efficace utilisant les algorithmes génétiques. Ils I’on appliqué pour le recalage
d’un modele EF d’une barre a six éléments avec 25 ddls. Les résultats montrent une
amélioration considérable méme lorsque les modes sont perturbés par du bruit expérimental.

Carlin et Garcia [79] ont utilise I’algorithme pour la détection de défauts dans les
structures mécaniques. Apres comparaison avec d’autres méthodes de détection de défauts, ils
concluent que les algorithmes génétiques sont plus performants et évitent de signaler des
défauts la ou il n’existent pas, chose souvent rencontrée dans les autres méthodes.

Un autre type de méthode est basée sur I’utilisation des conditions aux limites
perturbées (Perturbed Boundary Condition PBC) dans le test expérimental. Méme si le
concept des PBC existait depuis les années 1980, il n’a été introduit dans le recalage que dans
le début des années 1990 [80], [81], [82], [83]. L utilité principale des PBC est de surmonter
le probléme principal des méthodes de recalage qui est I’insuffisance d’information, et
améliorer le conditionnement des systemes d’équations. Un des problémes de ce type de
méthodes est la difficulté a associer les mesures des différents tests en une seule procédure de
recalage, car si I’on augmente simplement le nombre d’équations la résolution du systeme
devient plus complexe. Un autre probléme réside dans le choix des configurations de PBC qui
permettent de donner une quantité d’informations suffisante pour améliorer la méthode de
recalage. Yang et Brown [73] ont proposé une méthode de sélection des configurations de
PBC.

Au lieu d’utiliser plusieurs ensembles de tests comme pour les PBC, Ibrahim et al
[84], [85], ont utilisé un modéle analytique a perturbations multiples. Méme si les

informations sur le comportement de la structure proviennent d’un seul test expérimental, la
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méthode augmente la quantité d’information obtenue, et aide par conséquent a améliorer le
conditionnement des équations de recalage.

Quelques chercheurs ont utilisé les fréquences d’antirésonance avec les fréquences
naturelles, modes propres, et les FRFs pour la conception de la méthode de recalage [82],
[86], [87], [88], [89]. Les modes propres et les fréquences naturelles de quelques modes
peuvent donner une bonne information des propriétés dynamiques de la structure considérée
dans la bande fréquentielle choisie. Théoriqguement, chaque FRF contient I’information sur
tous les modes de la structure, mais en pratique le bruit de mesure rend les résultats du
recalage dépendants du choix des valeurs des fréquences de mesure. La FRF a la fréquence
d’antirésonance est une propriété qui dépend de tous les modes, mais la sensitivité de celle-ci
est dominée par la valeur propre la plus proche et le vecteur propre qui lui correspond [87].
Ces FRFs aux antirésonances sont différentes des autres. Chaque FRF a I’antirésonance induit
une information indépendante dans le modele de recalage. Ceci aide a rendre le systeme

surdéterminé.

1.4.2.4 Remarques sur les méthodes de recalage

Méme s’il existe une multitude de méthodes de recalage de modele EF, le probléme
reste toujours posé puisque aucune d’elles ne peut se suffire et puisse corriger correctement le
modele EF de toutes les structures industrielles. Il y a des cas jugés satisfaisants mais leur
succes est limité a une structure choisie et la solution n’est toujours pas unique.

Les mesures expéerimentales incompletes en terme de bande fréquentielle et en nombre
de ddls montrent que le recalage ne peut souvent pas s’appliquer sur tous les paramétres du
systeme. Le choix des mesures et des paramétres a corriger ainsi que la méthode de réduction
ou d’expansion de modele est primordial pour le succes du recalage. En plus I’estimation de
la qualité des résultats nécessite aujourd’hui le flair et le jugement ainsi que I’expérience des
ingénieurs.

Plusieurs types de mesures peuvent étre utilisées (fréquences naturelles, modes
propres, FRF, ...). Elles ont des sensitivités différentes sur les paramétres a recaler. On peut
combiner ces différents types de mesures en une seule méthode de recalage pour associer
leurs avantages et éviter les inconvénients de chaque type quand il est utilisé seul.

Un bon choix de fonction codt (fonction objectif) influe sur la qualité de la méthode.
La fonction codt doit &tre monotone et continue par rapport aux parametres a étudier.

Quand la fonction colt aura €eté bien choisie, la méthode d’optimisation ou de

minimisation joue un role important. La méthode des moindres carrés est I’une des méthodes
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les plus utilisées, mais on peut en utiliser d’autres. Quelques méthodes comme celles basées
sur les algorithmes génétiques permettent d’améliorer le recalage du point de vue processus

d’optimisation.
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Il IDENTIFICATION DE STRUCTURES LINEAIRES

1.1 METHODE DE CHOIX DES POINTS DE MESURE POUR LE
RECALAGE DE MODELES

I1.1.1 Enoncé de la méthode

Considérons I’équation du mouvement d’un systeme dynamique a n degrés de liberté

dans la bande fréquentielle wie{w; ®; .., os}

y@)}=(M? + jo Bl [K]{f) (137)

Soit « r» le nombre de degrés de liberté de mesure a optimiser, et considérons que tous les

ddls sont mesurés, on obtient alors la matrice [Y] formée par les colonnes de la réponse y(w)

V]=[y(@)} (@)} .. .. {y(@)]] (138)

Calculons maintenant %; cette matrice représente I’influence d’un défaut de modélisation
P;

de masse (quand p;=m;) ou de raideur (quand pi=k;) du i°™ &lément sur les mesures [Y]. La
matrice de sensitivité doit étre capable de prendre en compte les effets sur le comportement
dynamique de la structure d’une variation unitaire du parameétre a corriger [90].

Pour notre cas considérons la matrice d’information [I(p;)] définie par [91]

[l(pi)]={M](MJH e R™ (139)

api \ opy

ol " représente le conjugué transposé.
La diagonale de la matrice d’information représente I’influence globale d’une variation de

-eme

masse ou de raideur du i- élément par rapport aux mesures:
{v}; = diag[1(p;)] (140)

L’élement du vecteur {v} ayant la valeur maximale donne le ddl le plus sensible a un défaut
sur I’élément « i ».

Calculons maintenant le vecteur témoin {7} tel que

2n

ef=> (141)
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@onnées - K,B,M >

v

Choisir r

A 4

Calculer le vecteur
témoin {t}

Initialiser [Y]=[]; [Md]=[ ]
c=rang [Y] ; num=0

A 4

Soit j indice de t(j)=Max(t)

A

A 4

A 4

[YI=LYT+Y(o))]
[c]=[<]-[5] d=rang [Y] [YI=[Y]- ()]
c=d num=num-1
Y num = num +1 'y
non
d>c
oui
non
num=r
oui

[Md] : degrés de liberté
a mesurer

A 4

FIN

Figure 2. Organigramme de la méthode proposée

Les éléments de {7} auront une grande valeur lorsque le ddl concerné est plus sensible a un
défaut existant dans la structure sur n’importe quel élément. Il est donc intéressant de mesurer
aux ddls ayant les éléments correspondants du vecteur {z}, les plus grands possibles. Cela

permet de sélectionner les ddls donnant la meilleure observabilité un a un séparément. On doit
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maintenant supprimer tous les ddls qui donnent des informations de mesures [Y] identiques ou
linéairement dépendantes, c'est-a-dire ceux qui n’augmentent pas le rang de la matrice [Y].
Finalement la méthode de sélection de points de mesure proposée est résumée en ces
trois étapes
a) Calculer le vecteur témoin {7} en utilisant I’équation (141);
b) La valeur maximale de {7} correspond au premier ddl a sélectionner; La matrice
réponse mesurée [Y] est construite par la ligne correspondant au ddl choisi.
c) Le ddl suivant a sélectionner est le ddl correspondant ayant la valeur de
I’élément de {7} immédiatement inférieure, qui augmente le rang de la matrice
[Y] quand la ligne qui lui correspond est ajoutée a celle ci.
Répéter I’étape c jusqu’a ce que le nombre de points de mesure soit egal au nombre
prédéfini « r ».

Cet algorithme est matérialisé par I’organigramme de la figure 2.

[1.1.2 Résultats expérimentaux

Pour tester la méthode nous avons choisi une technique de recalage efficace (voir

chapitre suivant) que nous avons appliqué sur une structure simulée.

L2 ... nodes
i @ @ . elements
3 3 @ 4 3 i - & |
11 (18}
02 m o _ @ J & @ “ &3 e @
a o) i@ (9 &3 y
y c . &) &
L ) 0 @ 2@ &2 &3
1 {7 & . 24 e 12 13

Figure 3. Structure d’essai en treillis doublement encastrée

Pour simuler les mesures, du bruit aléatoire a été ajouté en utilisant le modéle suivant
[100]

YO (i, ) = L+ p.9.6%)y® (i, ,) (142)
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ou p représente aléatoirement la valeur 1 ou -1,
g : valeur aléatoire entre 0 et 1,
&% : pourcentage de bruit introduit.

La simulation a été réalisée avec un bruit de mesure de I’ordre de 5%.

Pour améliorer I’efficacité de la méthode de choix des points de mesure en tenant
compte de la technique de recalage, considérons la structure en treillis doublement encastrée
de la figure 3 formée de 30 poutres soudées. La structure est discrétisée en 30 éléments finis
avec 39 degrés de liberté.

- Choix des fréquences de mesure et de la position de la force d’excitation

Comme indiqué précédemment, il est intéressant de maximiser le vecteur témoin {}.
Alors, dans cette application, la position de la force d’excitation doit étre choisie selon le
degré de liberté qui maximise ce vecteur. Pour ce faire, nous calculons le vecteur témoin pour
toutes les positions possible de la force et nous comparons le module des vecteurs obtenus ;
Les fréquences de mesure sont aussi des parametres qui peuvent induire une grande variation
de ce vecteur. L optimisation doit donc inclure ces paramétres.

Considérons que la structure précédente travaille dans la bande fréquentielle [0, 520]
Hz. Dans le but de choisir les fréquences de mesure, divisons cette bande fréquentielle en trois
parties. La premiere partie représente les fréquences faibles [0, 200], la seconde partie, les
fréquences moyennes [150, 350], et la troisieme représente les grandes fréquences [330, 520].

Considérons maintenant les cing ensembles de valeurs de fréquences présentées sur le
tableau 1:

1- valeurs proches des fréquences de résonance {®1}
2- valeurs couvrant les faibles fréquences {®2}

3- valeurs couvrant les frequences moyennes {®3}
4- valeurs couvrant les grandes fréquences {®4}

5- valeurs couvrant toute la bande fréquentielle {®5}

Nous devons choisir I’ensemble qui maximise le module du vecteur témoin {t}. En
d’autres termes, nous choisirons la position de la force d’excitation et les valeurs des
fréquences de mesures qui maximisent simultanément le module du vecteur témoin. La figure
4, représente le module de ce vecteur pour chaque ensemble de valeurs des fréquences de
mesures pour différentes positions de la force d’excitation (les degrés de liberté de rotation

ont éte volontairement éliminés)
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Tableau 1. Différents ensembles de fréquences de mesure

{wl} {w 2} {o 3} {4} {5}
12 14 160 339 14
37 22 108 348 39
84 29 186 361 62
111 39 195 370 94
124 49 208 385 120
141 54 224 391 139
170 62 232 396 160
205 70 240 407 186
220 78 245 415 208
248 94 257 426 232
266 100 268 434 257
325 109 276 442 284
340 120 284 450 318
361 139 302 456 339
384 144 310 466 370
405 152 318 474 391
426 160 324 482 426
457 168 332 490 450
466 186 339 498 474
511 195 350 510 498

10
x 10

bodule du vecteur témoin

Figure 4. Module du vecteur témoin pour différentes positions de la force d’excitation et

différentes fréquences de mesure
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Nous constatons que les fréquences proches de la résonance maximisent le module du
vecteur témoin, elles seront par conséquent plus utiles pour le recalage de modéle. Pour ces
valeurs des fréquences, la figure 4 montre que pour maximiser le vecteur témoin, la force
d’excitation doit étre choisie selon le degré de liberté 38 qui représente le déplacement
vertical du nceud 15.

- Application de la méthode d’optimisation pour le recalage de modele
Pour simuler la structure expérimentale, des defauts de +20%, +30%, et +20% de la

raideur sont introduits respectivement dans les éléments 2, 14 et 17 avec 5% de bruit aléatoire.

0.8 T T T T T T T

07 F b

06F M 1A

i [m HHH e [ P PR S =) H’r

1] ] 10 15 20 25 30 35 40
Degré de liberté

Figure 5. Histogramme du vecteur témoin en considérant tous les ddls mesurés

0o2r H

= H = O= |_||_||Hl_| 1= |—||_| mil l_||_|||_||_| |
0 & 10 15 20 25 30 35 40
Degré de liberté

Figure 6. Vecteur témoin en considérant que les ddls de rotation et ceux du noeud 15 non

mesurés
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La figure 5 qui représente le module du vecteur témoin, montre que les ddls de
rotation sont plus expressifs et utiles que les ddls de translation. En se basant sur cet
histogramme les quatre ddls a sélectionner seront {6, 35, 38, 39} qui représentent les
déplacement verticaux des noeuds 14, 15 et les ddls de rotation des noeuds 2, 15. Considérant
que seulement les ddls de translation seront mesurés et evitant de mesurer au noeud
d’excitation 15, I’histogramme sans ces ddls (Figure 6) montre que les ddls a sélectionner
sont {2, 5, 16, 35} qui représentent les déplacements verticaux des noeuds 3, 4, 14 et le
déplacement horizontal du noeud 6.

Pour valider la stratégie proposée un algorithme de recalage de modeéle [101] est
utilisé pour détecter les défauts en considérant que les mesures sont effectuées suivant les ddls
sélectionnés {2, 5, 16, 35}. Les résultats de recalage obtenus seront comparés aux résultats
que donnera le méme algorithme en considérant que tous les ddls de déplacement sont
mesurés pour les mémes fréquences de mesure choisies (Iégérement proches des fréquences

de résonance, I’ensemble {1} sur le tableau 1). Le tableau 2 illustre les résultats obtenus.

Tableau 2. Résultats du recalage pour les deux ensembles de fréquences de mesure

Elts Défauts Ens. | Ens. 11 Elts Défauts Ens. | Ens. 1l
1 0 -0,72 0,19 16 0 2,34 1,27
2 20 19,28 18,89 17 20 12,79 19,67
3 0 2,26 -0,59 18 0 3,28 1,38
4 0 0,01 0,50 19 0 -1,17 0,47
5 0 1,91 0,64 20 0 0,41 -1,10
6 0 1,03 0,08 21 0 -0,62 -0,98
7 0 -2,64 -1,27 22 0 -1,27 0,76
8 0 -0,50 1,23 23 0 0,55 -0,85
9 0 2,07 -0,68 24 0 -3,15 0,81
10 0 4,15 0,84 25 0 -0,66 -1,01
11 0 0,27 -0,48 26 0 -1,74 -0,28
12 0 0,74 -1,19 27 0 -0,71 0,12
13 0 -1,32 -0,04 28 0 -1,19 1,99
14 30 31,16 30,76 29 0 -0,04 0,64
15 0 -2,90 -0,89 30 0 0,29 -0,20

Les résultats obtenus avec un nombre limité de ddls sélectionnés {2, 5, 16, 35}
(ensemble | sur le tableau 2) sont tres proches des résultats obtenus quand tous les ddls de
déplacement sont mesurés (ensemble Il sur le tableau 2). Ceci confirme que la stratégie
proposée donne un nombre limité de mesures équivalentes a la mesure de tous les ddls de

translation. Les défauts de raideur introduits ont été localisés et quantifiés.
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11.1.3 Conclusion

Une méthode de choix des points de mesure utilisant la dérivée premiere de la réponse
fréquentielle du mouvement a été proposée. Testée dans le cas de la détection de défauts dans
une structure en treillis doublement encastrée dont les défauts et le comportement dynamique
ont été simulés numériquement. Les résultats des tests effectués avec I’ensemble de points de
mesure sélectionnés en utilisant le recalage de modéle montre I’efficacité de la méthode
proposée. Compte tenu de la matrice de sensitivite utilisée, cette méthode est adéquate pour
les applications de détection de défauts mécaniques dans les structures.

L’efficacité de cette méthode dépend directement des valeurs des fréquences choisies
{1 o .., o5} dans la bande fréquentielle. Le nombre de mesures « r » est aussi un parametre
a optimiser pour rendre la méthode facilement utilisable dans le cas de I’identification en

dynamique.
1.2 METHODES DE RECALAGE

[1.2.1 Méthode de recalage avec paramétrisation intrinseque

Le recalage de modele théorique consiste a corriger ou raffiner un modele obtenu a
partir de I’analyse dynamique de structures, en utilisant des mesures expérimentales sur la
structure a étudier. Cette technique est I’'une des techniques les plus utilisées en analyse
modale expérimentale [93]. Dans le cas des modeles éléments finis, plusieurs méthodes
existent. Les méthodes de recalage basées sur les mesures modales utilisent les fonctions de
réponse fréquentielle qu’ils exploitent en analyse modale pour obtenir les mesures, un
processus qui introduit des erreurs et imperfections supplémentaires. L’utilisation d’un
nombre limité de modes est une autre source d’erreurs. Par conséquent les méthodes de
recalage utilisant directement les fonctions de réponse fréquentielle FRFs [84], [94], [95],
[96], [97], [98], [99], [100] sont préférables.

Dans cette partie, une nouvelle méthode de recalage basée sur les mesures de fonctions
de réponse fréquentielle a été proposée [101], I’utilisation des FRFs nous évite les erreurs de
I’analyse modale. La fonction objective de la procédure de minimisation est formée par la
différence entre les réponses fréquentielles analytiques et celles mesurées. Les paramétres de
recalage sont des coefficients affectés aux matrices élémentaires de masse et de raideur. En
utilisant un nombre de mesures incomplétes pour quelques fréguences, nous construisons un

systeme d’équations non linéaire dont la linéarisation conduit a un systeme itératif. Pour
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améliorer la convergence et la stabilit¢ du systéme, une paramétrisation intrinseque en

fréquences est proposee.

[1.2.1.1 Position du probléme

Le comportement dynamique d’une structure mécanique linéaire est régi par

I’équation suivante :
My(t)+Cy(t)+Ky(t) = f(t) (143)

ou M, C et K sont des matrices réelles symétriques qu’on discrétise comme suit
Ne Ne Ne
M=>M?, C=>C et K=>K? (144)
i=1 i=1 i=1

Pour une excitation harmonique de pulsation o, la solution particuliére de I’équation (143) est
(-Me? + joC+K)y = f
a partir de laquelle nous pouvons déduire I’expression du vecteur déplacement:

y(a)):(— Mo’ + joC + K)_lf ,avec we{w; ®; .., ®s }

Dans I’'implémentation de la méthode nous avons utilisé une force d’excitation unique.
Dans ce qui va suivre la fonction de réponse fréquentielle FRF est utilisé au lieu et place du
vecteur déplacement. La méthode n’est bien slr pas limitée aux cas de mono excitations, mais
peut étre utilisée pour les excitations multiples.

L’amortissement est considéré proportionnel a la masse et la raideur
C = aM+ K

En introduisant la paramétrisation de la structure, les matrices globales de masse et de raideur

peuvent étre exprimées sous la forme [100]

Ne Ne
M®=>mM® et K& =>"kK®

i=1 i=1

e

Le cas ol m; = ki = 1 implique que le i*™ élément est bien modélisé et ne comporte pas
d’erreurs ou de défauts.
Soity © (®;) un ensemble de « s » mesures incomplétes de fonctions de réponse fréquentielle.

La différence entre les FRFs analytiques et celles mesurées s’écrit [94]

e(wn)=y(o)-y (o) (145)
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En pratique, les FRFs ne sont pas complétement mesurées. Ce probléme de données
incomplétes peut étre résolu par I’extension des données expérimentales ou la réduction du
modele analytique. Méme si I’expansion préserve la connexion compléte de tous les éléments
de la structure, I’expérience a montré que cette derniere n’est généralement pas satisfaisante
[90], I’effet du nombre de mesures sur la qualité des résultats a été développé par Balis Crema
et Coppotelli [90], ainsi que Pareira et al [102]. Dans la méthode ici présentée, les degrés de

liberté non mesurés sont approximés par leurs équivalents analytiques.

1.2.1.2 Méthode d’approximation

L’erreur résiduelle a minimiser dans le processus de recalage est le sujet d’une
recherche étendue ces derniéres années, le taux de réussite de ces méthodes est largement
dépendant du choix optimal de cette fonction. L’erreur résiduelle minimisée par Dascotte et
Strobbe [95] est obtenue a partir de la corrélation entre toutes les FRFs analytiques et
expérimentales exprimées en terme de corrélation en amplitude et en mode.

La fonction objective utilisée dans le cas de minimisation par la méthode des moindres

carrés est
5 =Trace(E"E) =Y e" () e(w,) (146)

La solution de cette minimisation est donnée par

ﬁ_o t%_o avec (i=1...,Ne) (247)

om,

Ceci conduit & un systeme de 2Ne équations a 2Ne inconnues.
En utilisant I’équation (146), les équations précédentes deviennent comme suit

9 _ Ze (@) (@)

6m m. ‘=

-6 (@) e()

om

05 < ae(co) Wy oe@))
%;[[e ( t) j"'(e (wt) om ) ]

=i(ae (@) e(wt)+e“(wt>.—ae("’t)j
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De la méme maniére, on obtient

En les développant, celles ci donnent

0. 2 et

ae(a)t)_i -1 _ S
" m 2% (0).f -y (a)]

de(@) _0Z7(a) (148)
om, om,

Sachant que

Z N w) _

a4 GZ(a))
o ~Z (@) —

Z(w,) (149)
i om.

La dérivée de Z * peut étre calculée comme suit

92(@) _ 0 (M@t + jwC +K)
om; om

oZ(@) oM , . oC oK
=+ o, —+—
om, om, om;  om,
oZ(w, oM ]
aLmit) - a_m,(_ ! + jaa)t) (150)

La dérivée de la matrice masse M peut étre obtenue par
M _
|V| (e)
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M _ye

avec i (151)
om,
En substituant I’équation (151) dans (150) on obtient
0Z(w,) . .
=Mool + jao) (152)
Puis, substituant cette derniéere équation dans (150), on obtient alors
-1
aza—nf“’t) =~ + jaw )Z (@) MP 2 (o) (153)
Introduisant I’équation (153) dans (148) nous obtenons
A (02 + a2 )M y(@) (154)
En pré multipliant par e™(,) celle-ci devient
oe(w . _ .
e" (@)-% = (- + jaw,)e(®)" Z (@) MO y(w,)
: 08 : . § . _ .
e 20 Slear + jao)le@) (2 H@)MO.y(@)+ 2 0IM O y@)) )]
i t=1

De la méme facon que la dérivation de I’équation (152), nous pouvons écrire le résultat
suivant

3Z(w,) _

% K1+ fao,) (155)

En dérivant I’équation (155), nous avons

az(_;k(wt) = _(1+ Jﬂa)t )'Z _l(a)t)-Ki(e)-Z _l(a)t)

De la méme facon que la dérivation de I’équation (154) pour le parametre m, nous obtenons

pour le parametre k

EO) 14 i )2 ) KOy (@) (156)
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Pré multipliant I’équation (156) par e™ () nous obtenons

e (@,). aﬁ‘;‘j’t) = —(L+ jfw,)e(w,)" Z_l(a)t)-Ki(E)-Y(wt)
Ce qui conduit a
23 o i e (2 @) K y@)+ 2 @) KO (o)) e))]

Finalement, le systéme d’eéquations suivant est obtenu

3|0t + jan) @) @ @) MO y(@)+ 2 @) MO (@) )]0

s (157)
3+ 100" (2 @) K y(@)+ (2 @) K y(@) e -0

La résolution par la méthode de « Newton — Raphson » conduit a un systeme itératif de la
forme

05 )"
om,
(v+1) (v)
) m, 95
m, m, amz
05
mNe mNe m Y1t om
= —{J . Ne 158
kl o | OO (159)
2 2 al;l
0
Kne Kne ’
OK e

ou o) représente I’étape d’itération v, p©@ est I’estimation initiale et J est la matrice
Jacobienne définie par
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0%s 0%6
om/ om,om,
0’ 0’0
om,om, om’
&
30 _ omom,, om,omg,
o) 0’
omok,  om,ok;
o°s 0’8
omok,  om,ok,
&5 _dis
omoKy, — OM,0K,,

08 ) 0°6 00
om,.om,  okom,  ok,om, oK \.O0m,
0%s 0%s 0%s 0%s
omg.om, okom,  ok,om, Ky.0m,
0%s 0%s 0%s 0%s

omi,  okom, ok,om,, K\, OMy,
0%s 0%s 0%s 0%s
om0k, ok? ok, 0k, K 0K,
%5 06 06 %5
om0k,  ok,ak, ok? K, K,
05 06 %5 %5
om,.0ky, OkKy,  OK,0Ky, ok,

Pour I’expression analytique des éléments, nous partitionnons celle-ci en quatre parties

<[5 3l

oU A, B, C et D sont des matrices d’ordre CNe*\e

Le calcul des éléments A, B, C et D de la matrice J donne

B 0% R H
A ~ om,om, _;(At+At )
B 0%0 RS H
ij 8k18k, _;(Bt—l_Bt )

%5 2
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avec

7 M®7 M ® 71 © 71\ © H
A:(_a)t2+jaa)t)2 |:( J :_| Y(G)t))‘l'( i i y(a)t)):| E(a)t)+

(2"'MPy(@) (2 MPy(a))

(2K 9Z KD y(@))+ (2 KDZ K Dy(o))] e(e) +

160
(2KOy(@)) (2K Dy (e,)) 1o

B, = L+ o)
_[(Z—lKJ(e)Z—lMi(e)y(a)t))+(z—lMi(e)Z—lKjge)y(a)t))]H E(a)t)+—
2 MOy(@)) (2K Py(@))

C = (—a)t2 + jaw,)(1+ jpw,)

_[(Z M l(e)z—lKi(e)y(a)t))_|_ (Z —1Ki(e)Z—1M Ee)y(wt))]H e(a)t) +_
2K y@)' (2" M Py(@)

D, = (& + jaw,)(1+ jfw,)

Finalement, la matrice Jacobiénne est totalement définie et son expression est substituée dans

le systéme itératif (158).

11.2.1.3 Choix des points de mesure

Il est nécessaire de noter que le nombre et la position des points de mesure ont un effet
important sur la vitesse de convergence et I’exactitude de la solution finale [100]. Un nombre
trés important de mesures améliore la convergence du systéme, mais ceci peut induire un
grand nombre d’itérations quand le point de mesure n’est pas au voisinage du défaut (loin de
I’élément mal modélisé). Les points de mesure jouent un réle important dans la procédure de
recalage. S’ils ne contiennent pas suffisamment d’information sur les parametres de recalage,
la procédure n’améliorera probablement pas la corrélation du modele [102].

Les fréquences de mesure doivent étre choisies loin des fréquences de résonance pour
éviter un mauvais conditionnement de la matrice Jacobienne ce qui affecte consequemment la
convergence du systeme.

Pour une meilleure fiabilité de recalage, il est nécessaire d’envisager plusieurs
ensembles de mesures et comparer les résultats obtenus, pour ne retenir enfin que les résultats
les plus apparents. Trendafilova et Heylen [103] ont considéré trois ensembles de points de
mesure, et concluent que la précision des résultats dépend du nombre de points de mesures

ainsi que de leurs distances par rapport au défaut (a I’élément mal modélisé dans notre cas).
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[1.2.1.4 Réduction aux parameétres de recalage de raideur

Dans le cas de détection de défauts dans les structures, seule la matrice de raideur peut
comporter des defauts, la matrice masse n’étant pas affectée. Les parameétres inconnus seront
réduits aux facteurs de raideur k;.

Le systeme d’équations (157) se réduit a
3 [0+ 10 (@) (2 H@) KO y@)+ (2 @) KO y(@) e(@)|=0, i=1... Ne (161)

La résolution par la méthode de Newton — Raphson conduit a un systeme itératif de la forme

25 )"
kl (v+1) kl (v) a@ké]‘-
k k | 9o
:2 = :2 _(J (V))l. o, i=1, ..., Ne (162)
kNe I(Ne 65
k(D T akNe

ou J est la matrice Jacobienne réduite a J=B et k® est I’estimation initiale des paramétres de

recalage de raideur.

[1.2.1.5 Paramétrisation intrinséque

Toutes les méthodes utilisent des résidus entre les FRFs expérimentales et mesurées
aux mémes valeurs des fréquences [94]. Pascual et al [16], utilisent le concept « shift
frequency » en introduisant le critere de corrélation déja présenté Frequency Domain

Assurance Criterion défini par

N (H. @)} H, (@)}, ]
FOAC(e 0. )= (i o o)} T @0 i @]

ou j correspond a la colonne mesurée de H ;

s correspond a la fréquence a laquelle {Ha}j a été calculée ;

N correspond a la fréquence a laquelle la réponse fréquentielle a été mesurée
expérimentalement.

Bases sur le critere FDAC Pascual et al [99] ont proposé de mesurer le rapprochement

entre la réponse fréquentielle mesurée et analytique en utilisant la fréquence i pour laquelle

FDAC atteint son maximum.
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Dans tous les cas nous ne minimisons pas la plus petite distance entre le point

expérimental mesuré et son approximation éléments finis. Nous obtenons la situation décrite

dans la figure 7, ou

A:

B
C:
D

Amplitude

point mesuré a la fréquence wa
équivalent analytique du point A a la méme valeur frégquentielle
fréquence EF calculée o qui maximise FDAC

fréquence EF calculée ap, intersection de la normale a la réponse analytique.

F| — Modéle expérimental
H - - Modéle éléments finis |

e
——
Lol

e,
o
/

/

g W e
o]

Figure 7. Différentes mesures de I'erreur

AD représentant I’erreur orthogonale est la plus petite distance entre les réponses

fréquentielles analytique et mesurée qui doit étre minimisée. Cette distance est approximée

par la projection sur la tangente D, (approximation linéaire de y(w) au voisinage de y(a)), on

obtient ainsi une autre valeur @2 (Figure 8), fréquence de la perpendiculaire a la tangente D,

passant par le point A.

Au lieu de consideérer la distance entre les courbes mesurée et analytique pour la méme valeur

de la fréquence (points A et B de la figure 8), nous utilisons la différence entre ces courbes

par rapport a la normale a la courbe analytique (points A et C de la figure 8); la précision des

résultats obtenus est meilleure.
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En effet, I’erreur donnée par I’équation (145) doit &tre mesuree le long de la normale a la
courbe fréquentielle ; cette normale est approximée par la droite D, passant par le point A et
perpendiculaire a la droite D; représentant la tangente a la réponse fréquentielle analytique

passant par le point B.

—— Modéle éléments finis
— Modéle expérimental

Amplitude
1 vl 1

Y

Figure 8. Interprétation géométrique de la paramétrisation intrinseque

. valeur de la fréquence de mesure au point A, ax
ap: valeur de la fréquence au point C, intersection de la normale avec la réponse
fréquentielle de la structure passant par A, @z

Ainsi, I’équation (145) devient
e()=y(02)-y () (163)

Pendant la paramétrisation, s’assurer a chaque itération que le point B ne coincide pas avec la

fréquence analytique de résonance.

11.2.1.6 Cas test numérique

Il est bien connu qu’en analyse modale expérimentale, la qualité des mesures des
fonctions de réponse fréquentielle est affectée par le bruit de mesure provenant de

I’environnement ainsi que des instrument électroniques de mesure [104].
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Le cas de mesures affectées par le bruit a été considére. Dans notre cas, pour simuler
les mesures, du bruit aléatoire est ajouté selon le modele de I’équation (142). La simulation a
été menée avec un taux de bruit £€%=5%.

Le taux de bruit dans les mesures conditionne la fiabilité et le succes de I’analyse. Il
est donc souhaitable de réduire ou de minimiser I’influence du bruit sur les mesures FRFs

avant de les utiliser pour d’autres applications [104].

1,2, ...: éléments

@@ : noeuds
€ 2 ) 9 16 {11) 23 .

7 5 14 12 cl 19 22 26
q 4 3 10 17 P4

™ & @ & 13 13 20, ()22 27 @ 29
I_‘ 1 4 @ 11 @ 12 @ 5 @
=

424 m

Figure 9. Structure en treillis doublement encastrée

Considérons la structure en treillis doublement encastrée formée de 29 poutres soudées
(Figure 9) soumise a une excitation harmonique de force F=1N au nceud 14 dans la direction
X. On considére que la structure est congue en acier de module de Young E=2x10"'Pa et de
densité volumique p=7850kg/m>. Les poutres ont une section droite circulaire de 25cm de
diametre. La structure est discrétisée en 29 éléments finis avec 36 degrés de liberté. Pour
simuler la structure réelle des défauts de +30%, +20%, +40%, et +20% sont affectés a la
raideur des €léments 2, 12, 17 et 25 respectivement en ajoutant 5% de bruit aléatoire. Les
capteurs de mesure sont disposés selon les degrés de liberté 5, 8, 17, 20, 26 et 29 de la
structure pour un nombre trés limité de fréquences {755, 1225, 1630, 1960, 2810, 2970,
3170}

La figure 10 et le tableau 3 illustrent les résultats obtenus. La performance de la
méthode est mise en valeur par les résultats obtenus. En effet, on peut voir que la réponse
fréguentielle obtenue (courbe en tirets) est presque confondue avec la réponse fréquentielle
mesurée (courbe en trait continu) aprés correction du modéle analytique (courbe en

pointillés).
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1|:|- E 1 1 1 1 1 1 1
i — Modele experimental
= —— Modeéle recalé
o - Modele éléments finis | 3
10® L .
= ' E
=
T
1D-11 s .
10 E
1|:|'13 - 1 1 1 1 1 1 1
0 a00 1000 1600 2000 2500 3000 3500 4000
i}
Figure 10. Comparaison des réponses fréquentielles du 20eme ddl
Tableau 3. Résultats numériques de recalage obtenus
coefficients de  coefficients de coefficients de  coefficients de
Eléments  perturbation perturbation  Eléments  perturbation perturbation
exacts identifiés exacts identifies
(%) (%) (%) (%)
1 0 0.43 16 0 -0.21
2 30 13.25 17 40 38.13
3 0 3.97 18 0 0.95
4 0 -5.63 19 0 4.10
5 0 3.97 20 0 -4.04
6 0 -1.80 21 0 3.97
7 0 0.74 22 0 2.91
8 0 -0.47 23 0 2.53
9 0 1.82 24 0 0.3
10 0 -1.70 25 20 15.44
11 0 -0.90 26 0 0.25
12 20 13.48 27 0 -2.45
13 0 1.53 28 0 0.29
14 0 3.09 29 0 7.83
15 0 2.75
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Le tableau 3 montre aussi que les défauts sont localisés et quantifiés sachant que 5%
de bruit a été ajouté et que le nombre de points de mesure est tres limité (6 ddls de

déplacement vertical ont été mesurés).

11.2.1.7 Conclusion

Une méthode de recalage de modele éléments finis basée sur les fonctions de réponse
fréquentielle a été proposée. La convergence du systéme dépend du choix et de la qualité des
mesures. Pour améliorer le conditionnement de la matrice Jacobienne, il est essentiel d’éviter
de se rapprocher des pics de résonance dans le cas de la structure réelle et du modeéle corrigé
de la structure a chaque itération ; Pour cela, il est important de déterminer a chaque itération,
les fréquences de résonance du systéme recalé pour éliminer les mesures proches de celles-ci.
La méthode pourrait étre améliorée en utilisant la méthode de choix des points de mesure.

Aideée par la paramétrisation intrinséque proposée qui choisit la plus petite distance a
minimiser la méthode développée montre de bonnes propriétés de convergence. Dans le cas
ou le nombre de points de mesures est incomplet, la paramétrisation intrinséque proposée peut
aider le processus de recalage a converger. Elle peut aussi réduire I’influence du bruit.

[1.2.2 Méthode de recalage par séparation des variables

Une prédiction fiable du comportement dynamique d’une structure passe par une
qualité du modele éléments finis. Un véritable intérét s’est manifesté pour I’amélioration de
ce type de prévisions en utilisant les fonctions de réponse fréquentielle. A la différence des
modeles de recalage basés sur les données modales, les méthodes basées sur les réponses
fréquentielles ont un succes limité di aux mesures incompletes provoquant des problemes de
mauvais conditionnement et le recours a la pseudo inverse.

L’algorithme proposé dans ce paragraphe est une extension du précédent destiné a
détecter des défauts de masse et de raideur simultanément. La paramétrisation intrinséque a
été aussi utilisée avec un développement explicite. La méthode proposée montre une bonne
stabilité.

Le recalage de modele éléments finis est un processus important dans la validation en
dynamique de structures. Plusieurs méthodes existent, les plus utilisées sont généralement les
méthodes itératives utilisant la sensibilité ou matrice de sensitivité, car elles offrent un grand
choix de parametres permettant une bonne interprétation des résultats, lwaniec et Uhl [105]
ont proposé une méthode de recalage non linéaire basée sur I’approximation par les moindres

carrés dans le domaine fréquentiel en utilisant I’algorithme de Gauss — Newton, Marwala et
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Heyns [106] ont proposé une méthode de recalage a critéres multiples qui minimise la norme
euclidienne du vecteur erreur obtenu en ajoutant les équations du probléeme aux valeurs
propres et I’équation du mouvement, celle-ci utilise les propriétés modales des réponses
fréquentielles, Zang et al. [107] utilisent une procédure de minimisation d’une fonction codt
basée sur deux fonctions de corrélation simultanément. Steenackers et Guillaume [108], ont
proposé une méthode de recalage basée sur les données modales qui sont une prolongation
des techniques conventionnelles d’éléments finis adaptées pour prendre en compte les
incertitudes sur I’estimation des parametres modaux. Jaishi et Ren [109], ont employé le
résidu modal de flexibilité dans la fonction colt qui est une combinaison des fréquences et des
modes normaux. Une méthode de recalage de modeles éléments finis a deux étapes pour la
détection de défauts est proposée par Wu et Li [110]; dans la premiére étape, I’approximation
des moindres carrés et I’estimation bayesienne sont adoptées pour I'identification de la rigidité
des joints de raccordement et du module de Young; la détection des défauts est effectuée
dans la deuxieme étape par I'intermédiaire du procédé de recalage.

La stratégie de recalage proposée dans ce paragraphe, utilise la notion de séparation
des paramétres de masse de ceux de la raideur en se basant sur le processus de minimisation
des moindres carrés. Le probleme d’optimisation est résolu par la méthode de Newton —
Raphson qui est un algorithme d’optimisation itératif. La méthode est repartie en trois étapes,
dans la premiere étape, une paramétrisation fréquentielle [101] est utilisée pour affecter une
fréquence analytique correspondant a la fréquence expérimentale en minimisant I’erreur
euclidienne entre la réponse fréquentielle mesurée et la réponse analytique ; La deuxiéme et
troisieme étapes concernent le processus de recalage des parameétres de raideur et le processus

de recalage des parametres de masse respectivement.

11.2.2.1 Méthode de recalage

La méthode de recalage présentée ici utilise deux types de fonctions codt qui doivent
étre minimisées simultanément. Les paramétres de masse et de raideur ont une influence
différente sur le comportement dynamique de la structure; Par conséquent, il serait utile de
séparer ces deux types de variables durant le processus de recalage. Pour ce faire, une
procédure itérative a deux étapes et deux fonctions objectives est proposéee. Cette séparation
rend possible le choix de mesures différentes, celles relatives au recalage des paramétres de
masse et celles relatives au recalage des parameétres de raideur. La paramétrisation intrinséque

est utilisée comme premiere éetape.
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11.2.2.2 Fonctions co(t

Le choix de la fonction codt est une question cruciale dans le recalage de modéle
éléments finis. Deux fonctions codt sont formulées; la premiere est sensible aux changements
de la réponse dynamique globale de la structure, alors que la seconde compare les amplitudes

correspondantes des fonctions de réponse fréquentielle.

L’erreur relative entre les vecteurs déplacements mesuré et prédit peut étre écrite sous

la forme

e (@)= (Ya(@)-y, (@) (ya(@)-yy (@)
) v @)y, (@) (164)

Une autre erreur relative entre les mémes vecteurs par analogie au facteur d’échelle des
réponses fréquentielles (Frequency Response Scale Factor FRSF [111], [112]), peut étre

écrite sous la forme

e,(w)= 1—M (165)

La méthode de recalage par le processus des moindres carrés proposée est basée sur la

minimisation simultanée des deux fonctions co(t & et 5, suivantes

5 = @) (166)

S, =2 & (@) (167)
i=1
Ce qui veut dire que le processus de minimisation par les moindres carrés minimisera

successivement les erreurs relatives (164) et (165) dans la bande fréquentielle considérée.

11.2.2.3 Paramétrisation fréquentielle

Avant de minimiser les fonctions colt (166) et (167), une paramétrisation est utilisee
pour assigner des fréquences analytiques aux fréquences de mesure choisies. Pascual et al.
[16] ont utilisés la paramétrisation dite « shift frequency » qui maximise FDAC. De la méme
maniére, nous utilisons la paramétrisation intrinseque [101], qui minimise le vecteur erreur
(163). Ceci nous conduit au processus de minimisation préliminaire au processus de recalage

par les moindres carreés.
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Ceci conduit a
e(wAi 10y i): (yA(wAi )_ Yx (a)x i ))H (yA(a’Ai )_ Yx (a)x i ))

a)AEk) _ a)Agku) 3 ae(a;/;i),a)Xi)e(wAi @y i) (168)
Ai

0
avec @, = o,

11.2.2.4 Méthode de recalage par les moindres carrés

En prenant en considération la paramétrisation fréquentielle précédente, les erreurs
relatives (164) et (165) deviennent:

_ (yA(a)Ai )_ Yx (a’x i ))H (yA(a)Ai )_ Yx (a’x i ))
el(a)Ai NONE )— v, (wx | )YX (wx i) (169)

_ Yy (a)Xi)yX (a)Xi)_ Ya (a)Ai )yA(a)Ai)
" (a)Ai ,in)_ yx (a)Xi)yX (a)Xi) (7o)

Finalement les fonctions codt (166) et (167) peuvent étre écrites sous la forme

o, = zelz (a)Ai 1 (O i) (171)

DI AN (172)

Le processus de minimisation par la méthode des moindres carrés utilisé avec le schéma

numérique de Newton — Raphson conduit au systeme itératif suivant :

k7 =) —al, 3] d} (173)
{mf* = {mj* —b[ 3]"{,d} (174)
avec
{k d }J - ZS: %%(QN ' a)Xi)J (175)
{md}j = ; %Wez(wm’wm)j (176)
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N azel(wAi ' a)Xi) ael(wAi , a)Xi)ael(wAi ' a’m)

et [k J ]jl = ;[ oK,k el(a)Ai ' a)Xi)+ X, ok (177)
N 82ez(“)Ai ’ a)Xi) e, (a)Ai , a)Xi)an (a)Ai , a)Xi)

[m J ]jl = ;( om,om. ) (a)Ai ’ a)Xi)+ om, om, (178)

Les variables a et b des équations (173) et (174) sont utilisées pour contréler la variation des
parametres durant les itérations pour éviter la compensation de la masse des erreurs de

raideur, ou inversement la compensation de la raideur des erreurs de masse.

Les valeurs de a et b peuvent étre choisies les plus grandes possibles comme dans

I’algorithme de Levenberg — Marquardt [105].

Pour I’implémentation de la méthode, nous avons utilisé

[1.2.2.5 Expressions des premiere et seconde dérivées des erreurs relatives

Pour calculer les expressions (175) a (178), les expressions explicites des premiére et

seconde dérivées partielles de la premiere erreur relative (164) sont

G R [YWA]kyAyx%(yAyxwéWA}

ok, yRy, Lk, ok,

H H
0%y, Na |
— A —y, )+ =2A | Ay
oo, 1 {aqaij e =v) (akj oK

Kok, Y5 Yy (ayAJ“ e,
ZAl ZAy
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L’expression de la deuxiéme erreur relative (165), est

amj y? Yx

0% 1 | o%y, ) o, ) oy, (ay.)" oy oy
2 A yA+ A A+( AJ A+yH A

e, 1 (ayAJ“y A

+
om, Ya om,

om,om; ) Yx Yx om,om; om; ) om; \dm, ) om, A om,om;
Sachant que % =71+ jﬂa))KJ@ Vi

J

Na __5 *1(—a)2 + jaa))l\/l “Ya

om,

2
IVn (14 jpoy[z KOz KE + 2K 92 KOy,
2K, 0k

62yA 2 . 2[5 _ _ _
A o+ iaw)1Z7MEZTM® 72T MO Z2ITM @
om,om; ( J )[ ! j j | ]yA

La méthode est finalement divisée en trois étapes, a chaque itération

(@) Déterminer la valeur de la fréquence analytique correspondant a la fréquence
expérimentale de mesure en utilisant la paramétrisation intrinseque (168)
(b) Recaler les paramétres de raideur en utilisant I’équation (173)
(c) En considérant les paramétres de raideur corrects, recaler les paramétres de masse en
utilisant I’équation (174)
Pour une meilleure performance du procédé de séparation des variables, les mesures utilisées
pour le recalage de la matrice de raideur doivent étre différentes que celles utilisées pour le
recalage de la matrice de masse. Hanson et al [113], suggerent les fréquences d'antirésonance
pour détecter des défauts de raideur, ainsi, les mesures de réponses fréquentielles au voisinage
des points d'antirésonance sont adéquats pour le recalage de la matrice de raideur. Pour éviter
la compensation des défauts de masse par la raideur, il est raisonnable d'employer pour le
recalage de la matrice de masse, des valeurs des fréquences de mesure moins importantes que
celles utilisées pour le recalage de la raideur, puisque, dans [I'équation du comportement

dynamique, les parametres de masse sont du second ordre de la fréquence.
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11.2.2.6 Application

Pour tester la robustesse de la stratégie proposée, considérons la structure 3D encastrée
a ces quatre premiers nceuds formeée de 36 poutres soudées (Figure 11). Les poutres ont 0,6m
de longueur et une section circulaire de diamétre D=0,028m. La structure est discrétisee en 36
éléments finis et 96 degrés de liberté. Le module de Young E, le module de torsion G et la
masse volumique p sont E=2,2e11 N/m?, G=0,88e11 N/m? p=7800 kg/m®, la section droite
A, les moments ly, |, et I; sont respectivement A=7,06e-8 m?, 1,=1,=3,98e-8 m* et 1,=7,95¢-8
m*. Pour simuler la structure « réelle », un défaut de 50% de la raideur est introduit dans
I’élément 23 (entre les nceuds 13 et 16 sur la figure 11), et -30% de la masse dans I’élément
18 (entre les nceuds 9 et 11 sur la figure 11). Les mesures sont prises dans les trois directions
X,y et z aux nceuds 10, 11, 14 et 15 correspondant aux ddls 37, 38, 39, 43, 44, 45, 61, 62, 63,
67, 68, et 69 de la structure.

Pour simuler les mesures expérimentales, nous affectons aux réponses fréquentielles

un écart aléatoire d’un taux de bruit allant jusqu’a 5% en utilisant le modéle (142).

19 18
z
¥
0 17
F

Figure 11. Structure expérimentale simulée
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Figure 12. Comparaison des réponses fréquentielles du ddl 63

Pour éviter I’incompatibilité de dimension du systeme mathématique qui peut étre
causée par le nombre incomplet de mesures, nous pouvons utiliser une des techniques de
réduction ou d’expansion. Dans notre cas, nous remplacons les degrés de liberté non mesurés
par leurs valeurs analytiques correspondantes. Cette technique nous évite I’utilisation des

techniques de pseudo inverse.

La figure 12 et le tableau 4 illustrent les résultats obtenus qui mettent en évidence la
qualité et les performances de la méthode. Les défauts introduits ont été détectés et quantifiés.
En effet, nous constatons que la réponse fréquentielle du modele recalé est presque confondue

avec la réponse fréquentielle du modéle expérimental simulé.

Le tableau 4 montre également que les défauts simulés sont localisés et globalement
quantifiés avec un nombre de points de mesures réduit (12 DOF des déplacements verticaux

et horizontaux sont mesurés).
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Tableau 4. Défauts simulés et résultats du recalage

Elément Défauts de Défauts de Défauts de Défauts de
raideur simulés raideur masse simulés  masse détectés
(%) détectés (%) (%) (%)
1 0 -0.05 0 1.73
2 0 -0.52 0 -0.13
3 0 6.36 0 -3.94
4 0 1.64 0 -1.75
5 0 -0.70 0 -13.66
6 0 0.36 0 -1.58
7 0 -3.03 0 0.25
8 0 -6.34 0 3.81
9 0 -5.41 0 3.48
10 0 -0.38 0 1.77
11 0 1.51 0 1.81
12 0 -0.11 0 0.08
13 0 -4.74 0 -1.15
14 0 4.91 0 -2.06
15 0 -1.64 0 2.10
16 0 -0.21 0 -4.45
17 0 1.60 0 1.86
18 0 10.85 -30 -24.89
19 0 -0.60 0 0.81
20 0 5.67 0 0.53
21 0 0.25 0 1.04
22 0 -4.85 0 0.91
23 50 44.86 0 0.98
24 0 -13.57 0 -3.82
25 0 8.87 0 -5.62
26 0 -7.89 0 -3.83
27 0 -6.24 0 -1.05
28 0 0.17 0 -3.38
29 0 -4.40 0 -3.20
30 0 1.92 0 1.05
31 0 -2.00 0 0.98
32 0 -0.41 0 -0.36
33 0 -0.12 0 -1.74
34 0 0.07 0 3.47
35 0 0.23 0 -1.22
36 0 3.86 0 1.30

Sur la figure 13 et la figure 14, nous constatons que d’autres défauts sont suspectés sur

quelques éléments; ceci est provoqué par le nombre et les positions des mesures.
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Figure 13. Histogramme des défauts de raideur détectés
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Figure 14. Histogramme des défauts de masse détectés

11.2.2.7 Conclusion

Une autre méthode de recalage de modele éléments finis utilisant I’approximation non
linéaire des moindres carrés dans le domaine fréquentiel a été proposée. Celle-ci utilise une
minimisation préliminaire qui considere la plus petite distance entre la FRF analytique et celle
mesurée dans le but d’affecter une valeur a la fréquence analytique correspondant a la
fréquence de mesure choisie. Souvent, les paramétres de masse qui sont de second ordre en
fréquence compensent les erreurs de raideur dans les méthodes de recalage, dans notre cas, la
séparation des variables rend possible le choix de mesures différentes pour chacune des étapes

du recalage, avantage tres utile pour éviter le phénomene de compensation.
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Comme pour la méthode précédente, la difficulté réside dans le choix des fréquences
de mesures évitant les divergences brusques du systeme itératif. 1l faudrait aussi éviter les pics
de résonance qui risquent de causer un mauvais conditionnement des matrices Jacobiennes, et
donc une instabilité numérique.

Aidée par la paramétrisation fréquentielle, la méthode montre une simplicité
d’implémentation et une bonne stabilité numérique. La robustesse, tant sur le plan de la
détection, de la localisation que de la quantification a éeté validée, tout en évitant les
problémes de mauvais conditionnement qui provoquent des divergences brusques des
systemes itératifs. La séparation des variables utilisée dans la méthode de recalage représente
un outil qui peut étre utilisé avantageusement dans le contexte du recalage de modéles

analytiques.

[1.2.3 Stratégie incrémentale de recalage

Habituellement, pour la détection de défauts de modélisation dans les structures, il est
nécessaire d'établir un modéle mathématique pour la structure saine. Les comportements
dynamiques du modele de la structure considérée sont comparés afin de détecter une présence
de défauts de masse ou de raideur dans le modele mathématique. Une mauvaise modélisation
a comme conséquence une différence entre le comportement mesuré et celui donné par le
modele analytique. L'ampleur des défauts est obtenue aprés quelques étapes de correction de
ce modele analytique. La méthode proposée peut reconstruire les matrices de raideur et de
masse considérant un amortissement proportionnel. Une fonction de corrélation fréquentielle
est employée pour évaluer la sensibilité de la réponse fréquentielle a un défaut présent
successivement dans chaque eélément de la structure discrétisée. Cette fonction, variable dans
I'intervalle [0, 1], nous informe sur l'influence d'un défaut sur la réponse fréquentielle de la
structure. Quand celle-ci est proche de l'unité, les défauts sont localisés. Cette fonction traduit
le rapprochement ou I’éloignement de la solution pour un défaut de masse ou de raideur
supposé dans un élément donné. Le probleme consiste alors a déterminer les corrections de
I'erreur d'un défaut de raideur ou de masse qui rapproche aussi bien que possible plus
étroitement la réponse fréquentielle du modele a celle de la structure expérimentale. La
méthode présentée consiste a déterminer les corrections de I'erreur en incrémentant ou en
décrémentant d'une étape e jusqu’a rapprocher le plus possible la réponse du modele
numérique de celle de la structure réelle. La méthode ainsi obtenue, appliquée aux mesures
simulées pour une structure en treillis doublement encastrée, montre I'efficacité et la précision

de cette stratégie de recalage.
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Beaucoup de structures mécaniques changent de comportement dynamigue en raison
de I'age, l'abus, et quelquefois de manque de réparation ou d’entretien. Afin de prévenir les
incidents qui risquent de se produire, on se doit d’évaluer ces changements et de les
quantifier. Les défauts de modélisation sont considérés comme une variation des
caractéristiques de la masse et/ou de raideur de la structure qui affecte négativement son
comportement normal. Ils peuvent également étre définis en tant que n'importe quelle
modification des propriétés géométriques de la structure ou matérielles initiales qui peuvent
causer des modifications dans le comportement dynamique prédit. L'inspection visuelle a été
depuis longtemps I’une des méthodes les plus connues utilisées pour détecter des dommages
dans les structures. La plus grande taille et la complexité des structures d'aujourd'hui peuvent
réduire I'efficacité des inspections visuelles. L'inspection visuelle conventionnelle peut étre
trés codteuse en temps et argent, particulierement quand le démontage est nécessaire pour
permettre d'accéder aux éléments & inspecter. Les méthodes d'identification dynamique ont un
role dominant dans la détection de défauts dans les structures mécaniques. La référence [106]
présente les avantages de ces méthodes en tant que contréle non destructif. Dans ce contexte
nous proposons une méthode de recalage dans les structures basée sur le principe de
I’inspection visuelle qui utilise d’une part la méthode des eléments finis pour laquelle les
dommages structuraux s’expriment par une variation de la raideur ou de la masse des
différents élements, d’autre part d’une fonction de corrélation qui permet de comparer le
comportement prédit et mesuré (ce qui remplace I’inspection visuelle).

Plusieurs méthodes existent et peuvent étre classées en trois catégories a savoir :

- les méthodes de détection — localisation [106], [114];

- les méthodes de calcul inverse ou de correction directe [106], [115], [116];

- les méthodes de détection- correction simultanées.

La méthode que nous proposons ici est du troisiéme type.

11.2.3.1 Problématique

Considérons le cas d’une structure dissipative en régime forcé dont le comportement

dynamique est régi par le systeme d’équations différentielles :

M, y(t) +C, y(t) + K, y(t) =f(t) (179)
ol  Ma :Matrice de masse e RVN
Ca  :Matrice amortissement ¢ RMN
Kan  : Matrice de raideur ¢ RN
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y(t)  : Vecteur des déplacements € CM
f(t) : Vecteur des forces extérieurs € CN

Pour une excitation harmonique de pulsation w, la solution particuliére de I’équation (179) est
[svzMA+sVCA+KAJyV:f,avecvzl,...,s (180)

La solution de cette équation dépend de la précision des matrices Ma, Ca et Ka.

La méthode de correction consiste alors a trouver les nouvelles matrices Ky, et Mx qui
définissent la structure réelle, sachant que C=aM+pK.

Pour cela on considére les hypotheses suivantes pour les erreurs possibles

K(e)Xi — (1 + ki) K(e)Ai,

MEyi= (1 + m;) M®y (181)
Ne
avec K, :ZK(e)xi
i=1
Ne
My => My (182)

11.2.3.2 Choix de la fonction de corrélation

Pour mettre en ceuvre la méthode proposée nous devons disposer d’une fonction de
corrélation entre les mesures prédites et les mesures réelles de la structure. Plusieurs fonctions
peuvent étre utilisées. Liu et al [117] utilisent la matrice de force résiduelle et la matrice de
sensibilité de la structure, Burton et al [118] ont choisit le vecteur endommagé de Ritz pour
localiser le défaut combiné avec un schéma itératif basé sur ces résidus pour estimer
I’ampleur du défaut par variation de la raideur dynamique, Dutta et al [119] ont observé les
variations des fréquences normales entre le modéle réel et mesuré, et la localisation du défaut
peur étre quantifiée en considérant les modes propres eux-mémes ; des fonctions statistiques
peuvent aussi étre utilisées [119]. Richardson [114] utilise la fonction de corrélation modale
MAC (Modal Assurance Criterion) pour quantifier le défaut, Marwala et Heyns [106] utilisent
en plus de ce critere une autre fonction de corrélation COMAC (Coordinate Modal Assurance
Criterion) qui est une corrélation entre les modes propres mesurés et analytiques pour le

méme degré de liberte.
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Pour la méthode proposée, nous utilisons la fonction de corrélation dans le domaine
fréquentiel FRAC (Frequency Response Assurance Criterion) définie par [19]

) {Hoge |

(Has " o [H g tHoge )

Avec Haj(w)la réponse frequentielle analytique du degré de liberté j selon une excitation au

2

FRAC(, j) = (183)

degré de liberté k; Hyj(w) la réponse fréquentielle expérimentale correspondante. Ce qui
donne FRAC=1 dans le cas parfait, et 0<XFRAC<1

La valeur de FRAC est d’autant plus proche de 1 que la réponse fréquentielle est
proche de celle de la structure réelle, ceci nous donne une influence de rapprochement ou
d’éloignement de la solution. Le probleme consiste alors a déterminer les valeurs de k; et m;

qui rapprochent le plus possible FRAC de 1.

11.2.3.3 Méthode proposée
La méthode présentée consiste a construire les valeurs de ki et m; par incrémentation
ou décrémentation d’une valeur ¢ selon le schéma suivant :
Soit k=[Ky,....kne] ", m=[my,...,Mne]”
Affecter une valeur a ¢
Répéter
i=1a Ne
ki=ki+&, Calculer FRACk; =FRAC
ki=ki-¢,  Calculer FRACKye+i =FRAC
mi=m;+¢, Calculer FRACm; =FRAC
mi=mj-g, Calculer FRACmye+i =FRAC
Déterminer Mfracl=Max(FRACK) et le ddI jx correspondant
Mfrac2=Max(FRACm) et le ddl j,, correspondant
Si Mfrac1>Mfrac2
Alors kj=kjx¢& (+ ou - selon ji)
Sinon mj=mjz¢ (+ ou - selon jm)
Delta= valeur de correction de FRAC
Jusqu'a ce que Delta<g
Fin
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Ce qui est traduit avec plus de détails par les organigrammes de la

figure 15
./ i=1,Ne >
a = ki ou a=m;
v ki = ki *signe* eps
ki=0, m;=0, (i=1,Ne) ou
m; = m; *signe* eps
\ 4
Eps=0.01 v
N Calculer ya et ym
'Y
Calculer ya et ym v
Erreur=Moyenne FRAC;
\ 4
Erreur_max = Moyenne FRAC; v

Erreur_min = erreur_max

ki = a ou m;=a

\ 4
Boucles incrémentation

A\ 4
Boucles décrémentation

A 4
kj = kj + signe*eps
ou
m; =m; + signe*eps

Erreur>
Erreur_max ,
oul

non
Erreur_max=Erreur
j=0 1=
signe=1ou-1

oui

Figure 15. a. Organigramme global de la méthode, b. Boucles d'incrémentation —

décrémentation en raideur ou en masse

Signe=1 pour la boucle d’incrémentation et Signe=-1 pour la boucle de décrémentation.
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11.2.3.4 Application

Considérons la structure plane en treillis doublement encastrée constituée de 30

poutres soudées (Figure 16). La structure est discrétisée en 30 éléments finis, et comporte

donc 39 degrés de liberté, avec E=2,1e11N/m? et p=7800kg/m°.

0,04 m

002 m

L.,
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noeuds
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Figure 16. Structure d’essai en treillis doublement encastrée

Amplitude

Structure réelle

- Modale initial
hModéle obtenu aprés recalage

|
100

|
200

|
300
i

|
400

|
500

BOO

Figure 17. Comparaison des réponses fréquentielles du ddl 20

Le modele simulant la structure est construit en introduisant des perturbations de

+20%, +30%, de la raideur respectivement dans les éléments 2, 14, et des perturbation de

-15% et -20% de la masse des éléments 18 et 26 en ajoutant 5% de bruit aléatoire. Les

mesures sont prises selon les degrés de liberté 8, 14, 20, 26 et 32 de la structure.
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Les résultats montrent que la méthode développée détecte et corrige les defauts. En
effet, nous constatons sur la figure 17 que la réponse fréquentielle obtenue (courbe en tirets)
est visiblement confondue avec la réponse de la structure exacte (courbe en trait continu) en

corrigeant le modele analytique (courbe en pointillés).

Tableau 5. Résultats du recalage par la stratégie incrémentale

Elts Défauts de  Corrections  Défautsde  Corrections
raideur de raideur masse de masse
1 0 0,90 0 0
2 20 15,00 0 0
3 0 2,00 0 0,60
4 0 -0,70 0 0
5 0 1,00 0 0
6 0 0 0 0
7 0 0,10 0 0
8 0 -0,10 0 0,60
9 0 0 0 0
10 0 0,20 0 0,20
11 0 1,10 0 3,60
12 0 0 0 -2,50
13 0 3,20 0 0
14 30 20,00 0 7,50
15 0 1,00 0 3,80
16 0 -0,20 0 1,90
17 0 0 0 -1,00
18 0 0,60 -15 -13,40
19 0 8,10 0 -7,20
20 0 1,00 0 0
21 0 -1,60 0 -5,00
22 0 1,10 0 0
23 0 0,40 0 0
24 0 -1,30 0 0
25 0 0,70 0 1,20
26 0 -2,70 -20 -10,00
27 0 0 0 0,20
28 0 0,90 0 0
29 0 0,80 0 1,10
30 0 1,20 0 0

Le tableau 5 montre aussi que les défauts simulés sont localisés et quantifiés pour un
taux de bruit allant jusqu'a 5% et un nombre de mesures trés réduit (6 ddl de deplacement
vertical sont mesurés). Un bon choix des points de mesure pourrait rendre la méthode encore

plus efficace.
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11.2.3.5 Conclusion

Une méthode de recalage de modele éléments a été proposée. Celle ci est une stratégie
de correction incrémentale qui procéde par incrément de correction sur I’élement détecté
grace a la fonction de corrélation dans le domaine fréquentiel FRAC (Frequency Response
Assurance Criterion) qui matérialise le rapprochement entre les mesures fréquentielles
prédites et mesurées. La méthode ainsi proposée montre qu’elle présente une simplicité de
mise en ceuvre et une bonne stabilité numérique.

Les essais effectués sur une structure en treillis doublement encastrée montre des
qualités de détection et de correction trés intéressantes en terme de quantification, localisation
et rapidité, en évitant le probleme de mauvais conditionnement qui pose souvent une

divergence brusque dans le cas des systémes itératifs des méthodes de calcul inverse.
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Chapitre 3 : Identification de structures non linéaires

[l IDENTIFICATION DE STRUCTURES NON LINEAIRES

Dans I’intérét d’étendre notre travail d’identification a un plus large nombre de
structures, il est indispensable de considérer les structures a comportement non linéaire. Ce
comportement non linéaire est présent dans la plus part des problémes mécaniques et peut étre
provoqué par différentes raisons. On le retrouve méme dans les structures dites plut6t simples
comme les plaques et les poutres en raison souvent de grandes déformations. L'équation du

mouvement d'une structure vibrante non linéaire est donnée par I'expression suivante
my(t) +cy(t) +ky() + fu (y(0), y(©) = () (184)

ou le vecteur fy_ représente la fonction non linéaire du déplacement et de la vitesse.

Si l'effet de la non linéarité n'est pas pris en considération, le modéle numérique donne

d’incorrectes prévisions de comportement de la structure. En outre, méme dans le cas des

structures linéaires simples et en dépit de la sophistication élevée des modeleurs
mathématiques, les applications pratiques indiquent souvent des anomalies considérables
entre les résultats analytiques et expérimentaux, principalement dus a trois sources d’erreurs :

- Modélisations du comportement de la structure : elles incluent les simplifications faites
par l'analyste pendant le processus de modélisation (par exemple, approximation des états
de frontiére ou I’hypothese de I’amortissement proportionnel) mais également les erreurs
de discrétisation qui sont liees au nombre d'éléments, leur type et leur distribution spatiale.

- Erreurs de paramétrisation : Elles se réferent a I'insuffisance des parametres ou des degrés
de liberté des modeles.

- Erreurs de mesure ou d’expérimentation: Le bruit de mesure ou l'influence de
I'équipement expérimental sur la structure affectent la qualité des mesures. En adoptant
des méthodes d'essai rigoureuses, on peut considérer que les données mesurées fournissent
une bonne représentation de la dynamique de la structure.

Il est ainsi primordial que les modeles mathématiques soient vérifiés, validés ou recalés par

rapport aux mesures des structures réelles avant de les employer.
lII.1 Techniques de recalage de modeles non linéaires

[11.1.1Introduction

Le but de l'identification de systeme est d'exploiter des mesures effectuées sur la

structure réelle a l'aide des dispositifs de mesure de vibration pour estimer les paramétres de
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I’équation du mouvement de la structure. Le procédé d'identification pour les systemes
linéaires a maintenant connu beaucoup de travaux et presque toutes les méthodes donnent des
résultats analytiques acceptables. Comme mentionné précédemment, le comportement non
linéaire est souvent produit dans des applications réelles, et il y a ainsi un intérét considérable
pour l'identification des caractéristiques dynamiques des structures non linéaires. Ceci est une
tache assez complexe pour les raisons suivantes :

- Les principes de base qui s'appliquent a un systeme linéaire et qui forment la base de
I'analyse modale ne sont plus valides. De nouveaux outils d'analyse ont été développés
mais nécessitent des applications mathématiques plus complexes.

- La dynamique d'un systeme non linéaire est beaucoup plus riche et beaucoup plus
complexe que la dynamique d'un systéeme linéaire. Il y a des phénomenes qui ne se
produisent pas dans le cas d'un systeme linéaire, par exemple, cycles harmoniques ou
chaos de limite.

- Il existe plusieurs sources de non linéarite, comme le comportement de matériaux non
linéaires, contact entre les composants ou le frottement de coulomb et les mécanismes de
perte d'énergie.

Le procéde d'identification implique une progression par trois étapes, a savoir
caractérisation, évaluation et choix de modele, et identification des parametres (Figure 18).
Le systeme non linéaire est identifie quand tous les paramétres de non linéarité sont
déterminés. Le but de la deuxiéme étape, c'est-a-dire le choix de modéle, est de décrire I'effet
non linéaire en utilisant un modele mathématique. Finalement, les paramétres de non linéarité
doivent étre déterminés. Ceci est habituellement effectué en utilisant le lissage par les
moindres carrés linéaires.

L'identification de systeme non linéaire a commencé en 1979 par l'introduction de la
méthode Restoring Force Surface (RFS) par Masri et Caughey [120]. Depuis, de nombreuses
méthodes ont été proposees puisqu’il est difficile de trouver une méthode simple répondant a
toute la grande variété de non linéarités. Parmi les techniques les plus connues qui ont été
considérées ces vingt derniéres années, nous pouvons citer :

- La premiere application de la transformée de Hilbert dans le domaine de I’identification
des systemes mécaniques qui a été utilisee dans le domaine fréquentiel [121] d’une part
puis, le domaine temporel d’autre part pour la résolution du probleme inverse [122],
[123].

- Les séries de Volterra fournissent sous certaines hypotheses un rapport explicite entre
I'excitation et la réponse du systeme. Le développement de la méethode est présenté dans la
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référence [124]. L'utilisation des séries de Volterra dans le domaine de la dynamique des
structures a commencé vers la fin des années 80 par le travail de Gifford et Tomlinson
[125]. Elle a été également appliquée par plusieurs chercheurs comprenant Worden et
Manson [126], [127], et Kahn et Vyas [128]. Cependant, la méthode est associée a des
inconvénients tout a fait sérieux. Par exemple, la convergence de la série n'est pas toujours
garantie, elle exige également que les fonctions non linéaires soient suffisamment
différentiables.

- Les modéles NARMAX (Non-linear Auto-Regressive Moving Average with eXogenous
Inputs) ont été présentés par Leontaritis et Billings [129], [130] et sont basés sur le modéle
ARMAX. Une amelioration de la méthode originale a été proposée dans la référence [131]
ou le nombre de parametres a identifier a été réduit en employant les coordonnées
modales. Le nombre de parametres reste tout de méme important ce qui rend le processus
complexe et colteux du point de vue numérique. On peut également noter que les
réponses fréquentielles d’ordre le plus élevé peuvent étre calculées par le modéle
NARMAX [132], [133].

1- Caractérisation
a- Déterminer le type de non linéarités
b- localiser les non linéarités

2- Sélection de modeéle non linéaire
Déterminer la forme de la fonction non linéaire
f ,Y
w(y.Y) )
- - N ™
3- Estimation des parametres
Déterminer les coefficients de non linéarité

Y,

Identification terminée
Les coefficients et la forme de f,, (y, y)sont

déterminés

Figure 18. Processus d’identification

Une présentation plus détaillée de ces méthodes est disponible dans la référence [134].

Cependant, ces méthodes sont souvent limitées aux systemes avec un nombre de degré de
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liberté relativement limité, en géneéral deux ou trois, qui représente une limitation importante

pour I’étude d’applications réelles.

L'élaboration de méthodes d’identification de systémes non linéaires plus complexes reste

toujours une préoccupation principale dans la dynamique de structures.

Une majeure partie des méthodes proposées ces dix dernieres années concernent les
systemes a un degré de liberté (SDOF). Un progreés significatif est réalisé dans l'identification
de systémes discrets a plusieurs degrés de liberté (MDOF). Des travaux d'extension sont aussi
faits pour le cas de structures continues simples a non linéarités localisées. Nous pouvons
citer les travaux suivants :

- I’approche de Wright emploie un modéle exprimé dans I’espace modal [135]. Le principe
de base de cette méthode vise a exécuter les étapes d’identification sur un seul mode ou un
groupe de modes plutét que de considérer tous les modes.

- parmi les méthodes basées sur les fonctions de réponse fréquentielle, la méthode
Conditioned Reverse Path (CRP) et I’identification non linéaire par rétroactivité de la
réponse (Feedback Output NIFO) se basent sur I’élimination des déformations dans les
réponses fréquentielles causées par la présence d'une non linéarité. Les deux méthodes
identifient le coefficient non linéaire par comparaison avec la réponse fréquentielle du
systeme linéaire fondamental.

- la contribution de Bellizzi et Defilippi [136], ou l'identification du systeme non linéaire
est basée sur I'approximation analytique de la densité de la puissance spectrale (PSD) avec
les mesures. L'approximation PSD est représentée comme une fonction de matrice de
réponse de PSD du systeme linéaire équivalent.

- la méthode de Gibert et Thouverez [137], ou le modele de réponse fréquentielle est basé
sur le concept de mode normal. Le modele modal non linéaire de la structure est obtenu
par le lissage des données mesurées avec la fonction de flexibilité non linéaire.

Le succes du recalage de modele linéaire se fonde principalement sur deux facteurs :

- les fréguences et les modes propres ont la capacité de réduire considérablement la quantité
d'information a analyser et fournissent une représentation suffisante du modéle linéaire;

- le modele éléments finis initial est assez précis pour considérer que I’approximation n’est
pas loin de I'optimum global de la fonction objective. Cette hypothése permet I’utilisation
des techniques d'optimisation locales comme la méthode du gradient conjugué qui donne
une optimisation globale raisonnable. D’autres optimisations globales sont aussi utilisées
[138].
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Dans le cas du recalage de modéle elément finis de structures non linéaires, d’autres

approches peuvent étre utilisées en plus de celles appliquées au cas linéaire. Nous pouvons

citer :

L'algorithme d’estimation de I’erreur minimale considéré dans la référence [139] donne
un modele assez précis pour les systemes non linéaires.

Le comportement par hystérésis de la force de frottement est fréquemment considéré dans
la pratique, en particulier pour les machines-outils [140], [141], [142]. Contrairement aux
méthodes d'identification linéaires, des variables internes sont nécessaires pour la
description du modele. C'est la raison pour laquelle, dans la référence [143],
I'identification de systémes non linéaires est réalisée par la minimisation d'une fonction
objective basée sur la différence entre les réponses mesurées et celles prédites.
L'optimisation est réalisée en utilisant I'algorithme d'évolution différentiel qui appartient a
la classe des algorithmes génétiques.

La formulation proposée par Meyer et Link [144], constitue une extension des méthodes
de recalage de modeéles linéaires. Elle utilise une linéarisation de I’équation d'équilibre
non linéaire de la structure en utilisant la méthode Harmonic Balance Method (HBM). Le
résultat de ce procédé est une linéarisation dans le domaine fréquentiel. Un modeéle
linéaire initial est alors utilisé en combinaison avec les techniques de recalage de modele
pour I’identification des paramétres non linéaires. La méthode se base sur I’erreur entre
les réponses en déplacement mesurées et celles calculées.

Une méthode de validation et recalage utilisant les outils statistiques est proposée dans les
références [145], [146]. L’outil statistique est utilisé pour contrecarrer les effets
expérimentaux et environnementaux. Cette stratégie vise a réduire le nombre de
parametres qui nécessitent des simulations colteuses sur ordinateur, tout en maintenant

une représentation convenable des caractéristiques du probléme.

Les méthodes de recalage dans le domaine linéaire risquent d’étre d’une utilité limitée pour

deux raisons principales présentées ci-dessous.

[11.1.2 Identification du modele mathématique

La validité de I'analyse modale est limitée aux structures & comportement linéaire. En

conséquence, les frequences et les modes propres ne peuvent plus étre exploités dans le cas de

systéemes non linéaires.

Une extension de ce concept aux systemes non linéaires conservatifs discrets a été

proposée par Rosenberg dans les références [147], [148]. Il définit le mode normal non
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linéaire (NNM) comme une oscillation périodique synchrone ou tous les points traversent la
position d'équilibre en méme temps. D'autres méthodes [149], [150] ont été développées pour
I’étude des systémes non conservatifs, gyroscopiques et continus. Leur calcul demeure
toujours difficile pour des applications pratiques. 1l est donc trop tot pour dire qu’ils peuvent
étre d’une aide suffisante dans le contexte de I’identification de modéle non lineaire.

Le progrés dans la définition des systemes non linéaires a été realisé récemment avec
I'introduction de la décomposition orthogonale dite Proper Orthogonal Decomposition (POD)
dans la dynamique des structures [151], [152], [153]. Les modes extraits a partir de la POD
qu’on désigne par Proper Orthogonal Modes (POMs) ont la propriété optimale pour la
reconstruction de la réponse dynamique du systeme. Ils permettent également une
représentation du comportement spatial du systeme. C'est la raison pour laquelle les POMs
ont été exploités comme alternative prometteuse aux modes propres dans le recalage de
modéle [154], [155], [156], [157]. Ainsi, ce modele de recalage se base sur le minimum de la
différence entre les POMs mesurés et ceux prédits. La transformée en ondelettes est utilisée
dans la fonction objective. Cependant, on ne doit pas perdre de vue que le recalage utilisant

les POMs est une technique linéaire.

[11.1.3 Minimisation de la fonction objective

A priori, la connaissance du probléme non linéaire est souvent limitée, et le modele
initial ne peut généralement pas étre supposé proche du modele réel. Dans ce cas,
I’optimisation locale a une grande probabilité de converger vers un optimum local ayant pour
résultat une solution insuffisante ou peu fiable. Des algorithmes d'optimisation globale ont été
présentés mais sont loin du développement effectué dans le cas linéaire. Le probleme demeure
dans la formulation ou le choix d’une fonction objective considérant toutes les possibilités de
non linéarité tout en produisant un recalage numeriquement stable et convergent. Pour cela la
fonction objective doit étre sensible aux parametres de recalage choisis.

Le but de cette partie est de trouver une formulation répondant au mieux a ces besoins,
tout en choisissant des parametres assez précis pour la reconstitution du comportement non

linéaire de la structure considérée.

lIl.2 Formulation non linéaire par la fonction descriptive

La discrétisation spatiale d'un systéme linéaire est un procédé bien connu : elle est a la
base des méthodes standard telles que éléments finis et analyse modale linéaire. Celle-ci peut

étre réalisée par un certain nombre de techniques (par exemple Ritz, Galerkin, formulations
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variationnelles), qui fournissent une approche systéematique pour une représentation sous
forme de systéemes d’équations différentielles ordinaires.

L'avantage principal du procédé mentionné ci-dessus est la représentation compacte
d'un grand systeme sous une forme matricielle. Les matrices du systeme représentent les
éléments locaux de la masse, amortissement ou de raideur, et sont toutes constantes pour un
systeme linéaire. La répartition de ces éléments est expliquée par leurs indices matriciels.

Quand on considere les systemes non linéaires, il est normal d'essayer une description
matricielle des non linéarités. Pour cela, le systéme est séparé en composants linéaires et non
linéaires, dans le but d’obtenir une représentation matricielle discréte des non linéarités. Cette
matrice non linéaire est composée des coefficients non linéaires locaux (relatifs typiquement a
la raideur et/ou I’amortissement) dépendant de I’amplitude.

La construction d'une matrice non linéaire (MNL) a été développée par quelques
auteurs, notamment Ozguven et Budak [158], [159], [160], Kuran et Ozguven [161] et
Tanrikulu et Imregun [162], qui ont utilisé la théorie de la représentation en fonctions
(Describing Function Method DFM) pour obtenir les coefficients équivalents des non-
linéarités de premier ordre telles que la raideur cubique et I'amortissement par friction. Ces
coefficients représentent un pas important dans I’analyse non linéaire permettant une
représentation matricielle unique avec les parametres linéaires.

Avant de présenter la formulation mathématique, il est utile de rappeler la formulation
des éléments non linéaires de premier ordre décrivant les fonctions pour la raideur cubique et
I’amortissement par friction. Ces représentations sont tres utilisées pour la construction d’une
matrice non linéaire (MNL) et son vecteur non linéaire associé (VNL), représentant la partie
non linéaire d'un systeme a plusieurs degrés de liberté (MDOF).

[11.2.1 Introduction

La théorie de base de la méthode DFM se fonde sur le fait que lorsqu’un systéme non
linéaire est soumis & une excitation harmonique, il donne souvent une réponse en oscillation
périodique qu’on peut assimiler a un signal sinusoidal pur. La réponse d'un véritable systéeme
non linéaire ne montre pas que des réponses harmoniques pour une fréquence donnée, mais il
est également vrai que les amplitudes sous/super harmoniques sont relativement petites en
comparaison avec le principe fondamental. La méthode DFM cherche alors a décrire la
relation entre la réponse et l'excitation, et calcule la force de reconstitution moyenne se
produisant en un cycle. Il est clair qu’en raison de la réduction au premier ordre, le

comportement multi harmonique ne peut étre ni détecté ni prédit bien que des extensions de la
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méthode soient proposées par Vaqueiro [163], Kuran et Ozguven [161] et d'autres.
L'obtention des coefficients de premier ordre pour la raideur et I’amortissement non linéaires
a été déja établie dans certaines méthodes basées sur I’équilibre harmonique (Harmonic
Balance Method HBM) [164], [165].

Considérons I’équation du mouvement d’un oscillateur simple soumis a une excitation

harmonique
my +g(y,y)= fsin(wt) (185)

ou g(y,y) représente toutes les forces résultantes, et considérée comme une fonction non
linéaire de la vitesse et du déplacement.

Si la réponse y est suffisamment proche d'un signal sinusoidal, et a condition que la perte
d'énergie aux fréquences autres que la fréquence fondamentale soit minime, alors, il sera
raisonnable de supposer que la fonction non linéaire g(y,y)soit également a caractere
périodique. 11 est possible de trouver un coefficient linéarisé v(y,y) qui fournit la meilleure

moyenne de la force réelle reconstituée. Ce coefficient agit sur la réponse harmonique

fondamentale non linéaire Y; pour un cycle de chargement, de telle maniére que
a(y,y)=Vv(y,y)y, avec y =Y, sin(wt + 8)=Y, sint (186)

Dans le but de trouver le coefficient non linéaire v(y,y), la force résultante g(y,y) est

développée en serie de Fourier au voisinage de y en négligeant les parametres d’ordre

supérieur a un,

g(y1 3/)z V(y’ y)-y = U1ay+01by+o'2cy2 + 0y y e (187)

termes négligés

ou les fonctions ¢ sont données par

oL :ir” g(Y, sinz,wY, cosz)sinz.dz
7Y, o
1 (on .
o =) 9(Y, sinz,wY, cosz)cosz.dr (188)
7Yy

Alors le coefficient non linéaire v(y, y) a une solution unique

V(y’ y) =0y, t Oy (189)
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111.2.2 Fonction descriptive de la raideur cubique

Le modéle mathématique de I’elément raideur cubique s’exprime par
a(y.y)=ky + Ay’ (190)

Ou k représente le coefficient linéaire du ressort et S représente I’effet non linéaire en terme

cubique y°. La figure 19 représente les comportements linéaire et non linéaire du ressort.

300
Linéaire

Mon linfare

Force (1)

=300 .
-3 0 S
Deplacement (m) « 16°

Figure 19. Comportement de I’élément raideur cubique

Notons que méme si la raideur globale du ressort change avec I'amplitude y, les
coefficients de raideur k et £ demeurent constants et ne dépendent pas de la fréquence.
Autrement, il serait bien plus difficile de résoudre I'équation (186).

En introduisant I’équation (190) dans I’équation (188) et en supprimant I’indice 1 indiquant le

premier ordre, nous obtenons
o :iIZ”(ky+ﬁy3)sinde
oy b

o, =2sinz.cosz =0 (191)

Introduisons ces termes dans I’équation (189), nous pouvons écrire (en utilisant I’indice k

pour désigner le coefficient de raideur)

vk(y,y):%j:”(kY sinz + Y2 sin® r)sinz.dr
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Apreés calcul, nous obtenons

Vk(y,y)=k+%ﬁY2 (192)

Ou la partie non lineaire est exprimée par le termeZﬂY z,

La signification du terme non linéaire v(y,y) est illustrée par la figure 20 qui montre qu’il y a

bien approximation linéaire telle que

a(y.y)= v (y.y)y
(kY sinz + gy sin%)z(k +%Y2]Y sinz (193)

Ayant pour résultat le fait que la fonction initiale est formée des deux termes sinz et sin’z
alors que la fonction linéarisée n’a qu’un terme en sinz.

Les deux fonctions sont représentées sur la figure 20 ou I’on peut constater que le
coefficient linéarisé donne une bonne approximation de la fonction linéaire.

Ce développement est appliqué a un ressort dont une extrémité est fixée. Dans le cas
de systemes non linéaires ou le ressort est compris entre deux ddls y; et y,, un changement de

variables est nécessaire pour retrouver la méme formulation.
z=y, -y, o0y, =Y, sin(wt+86,), y,=Y,sin(wt+6,) et z=Z sin(wt +0,)=Z sint
ol Z=z|=y, - y,| et 6, = £(y,,y,) (194)
et la force reconstituée non linéaire devient alors
9(2,2)=~v,(2,2)z (195)

En introduisant ce changement de variables le résultat final sera

vk(z',z):k+%ﬂz2 (196)

ou le coefficient non linéaire est donné parZ,HZ 2,
Finalement on revient a la forme

(kz sinr+ﬂzssin31)z[k +%zzjz sinz (197)
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g{».y)
a
g 0 =
[
v (3:3)-y
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Figure 20. Fonction descriptive de premier ordre de I’élément raideur cubique

[11.2.3 Fonction descriptive de I'amortissement par friction

Le modéle mathématique de I’amortissement par friction est donné par

a(y.y)= CS/H/ﬁ, pour y>Yinmit (198)

Ou le terme |y| est utilisé pour s’assurer que la force reconstituée soit opposée a la direction

du mouvement. Ce modeéle n’est valide que dans le cas de I’étape de glissement conditionné
par un déplacement limité a une certaine valeur Y init qui exprime la propriété de la surface de
contact. A peine au dessous de ce seuil, le phénomene connu sous le nom de « stick-slip »
apparait, caractérisé par un mouvement intermittent a comportement stationnaire. De cette
facon, la condition (198) est invalide.

Pour les trés petits déplacements, correspondant a I’étape « stick-slip » la composante non

linéaire }/l dans (198) est usuellement remplacée par une force élastique proportionnelle a

il
I’amplitude instantanée du mouvement. Les étapes « stick » et « stick-slip » ne seront pas
incluses ici, car le but est de se focaliser aux descripteurs non linéaires. La figure 21 illustre le

comportement typique d’un élément d’amortissement par friction.
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Force (M)

A H H
0035 ] 0025

Deplacement ()

Figure 21. Comportement de I’élément amortissement par friction

La relation entre la force reconstituée et sa fonction descriptive est :
gy, y)=v.(y,y)y (199)

ou l’indice «c» dans v, indique que le coefficient est relatif a I’amortissement. Le

développement de Fourier donne

Ua:O

1 27, y
o, = = .([(cy + ;/MJ coswdr (200)

L’intégrale doit se calculer par parties pour manipuler le terme|y|. Aprés développement,

nous avons
v(y,y)=-= T(a)YCOST dr+ - I @Y COST | o5z
A 0 |a) COSz'|

N T 7 “f[ cos’ ¢
v(y,y)= . !cos zdr+”Y £(|C°ST| coszdr

% 7
(y y =—jcos zdr+— jcos:dr— Icos:dr
0

T,

2
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et finalement, on arrive a la représentation de I’élément d’amortissement par friction
v (9,y)=iac+i2L (201)
7Y

ou le nombre imaginaire « i » est ajouté pour comptabiliser le déphasage introduit par le terme

en cosinus dans (200). La partie non linéaire est donnée par

vc(y,y)=ii—$ (202)

L’approximation est mieux comprise en introduisant (201) dans (200)

co¥ sing+y-2YSINT | (iamiﬂjv cosz (203)
|a)Y sin z'| 7Y

Comme constaté dans (203), la force initiale reconstituée contenant les deux termes

. sinz " . .
sint et ﬁ a étée approximée par I’utilisation de coefficients linéarisés contenant
sint

seulement le terme cosz. Ceci est illustré sur la figure 22 montrant bien que la fonction

descriptive représente une bonne approximation de la variation de la force reconstituée.

Force
[=]

R L
0 10 20 30 40 50 &0 70

Temps

Figure 22. Fonction descriptive de premier ordre de I’élément amortissement par friction
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[11.2.4 Amortissement par friction d’'un élément non lié (compris
entre deux eléments)

En suivant une approche similaire au développement de la raideur cubique, le changement de

variable introduit dans (194), la force non lineéaire reconstituée devient
9(2,2)=v,(2,2)z (204)

Apreés application de la formulation de la fonction descriptive, le coefficient linéarisé vc(z', z)

est obtenu sous la forme

v.(2,2)=iac+i2L (205)
74
L approximation produite est donc
caZsing +y- 2257 z[ia)c+iﬂ)2 cos 7 (206)
|wZ sinz| Z

[11.2.5 Vecteur non linéaire (VNL) et matrice non linéaire (MNL)

L’expansion du systéme oscillant introduit dans I’équation (185) a un systeme a
plusieurs degrés de liberté nous donne

My} +{G(3. )i ={F e (207)
ol [M]est la matrice masse
{y}, {y}, et {y} sont respectivement les vecteurs accélération, vitesse et déplacement,
{F} est le vecteur harmonique d’excitation applique a la fréquence .

Le vecteur {G(y,y)} désigné par I’abréviation VNL, contient toutes les forces

reconstituées du systeme global, qui est en général une fonction de tous les déplacements et
vitesses.

Pour des non linéarités cumulées, g(y,y)=g.(y)+g,(y) il est possible d’étendre le

VNL en forces individuelles reconstituées comme suit

ng(Ya y) O3 70+ 053t -+ 0y
ng(y,Y) 0,5t 0y 0,5t + 05y

{G(y,y)}z ng(y,Y) =9 Uz T 03 + 053+ + 03y (208)

gVN(y!y) N OnitOn2 tOns Tt O N
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ou N est la taille du systeme en ddl. Chaque fonction non linéaire gj représente une force
reconstituée activant entre les ddls i et j ou les termes d’indice ii représentent la force
reconstituée entre le ddl i et la terre. Donc la i*™ ligne de VNL contenant la fonction

gv,(y,y) représente Ieffet combiné de tous les éléments connectés au ddl i

(9i + Gz + 95 +-+-+ gy )- Sachant que 9 =-9;i-

A ce stade, il est avantageux de remplacer chaque force individuelle reconstituée gj;
par ces coefficients linéarisés développés précédemment. Si le systétme a une réponse

harmonique {y(t)}=Ye'* ou {¥}={¥|e*} est un vecteur non linéaire complexe nécessitant

I’adaptation d’une phase, alors il est nécessaire de redéfinir les coefficients.

Pour les éléments fixes (liés a la terre) la redéfinition est presque triviale

Vii(yi v Yi )Yi :[kii +%ﬂii|Yi|2)\(i (209)
vi (Vi i)Y, —(nwc +i 4|7 "JY (210)
7Y

ol la dépendance du terme Y en fonction du terme harmonique e'* est évidente. Pour les
éléments non fixés (compris entre deux éléments), le coefficient non linéaire peut étre redéfini
par emprunt & partir du modéle éléments finis par approche directe de la raideur ou I’élément
est formulé par une matrice de passage prenant en compte les coordonnées (ddls) de

I’élément. Pour un élément non linéaire discret a deux nceuds (i et j), on peut noter
9 = (ZJ’ZIJ)Zij :Vij(yi'yj'yi’ijyi_yj) (211)

qui conduit &

VIJ(ZIJ’ZIJ)ij{kij _kij}{JZ}Jr{%ﬂu‘zij‘z _%ﬂij‘zij‘z}{;{;} (212)

ou

ok . Yi 4y; 47., Yi
(Zu'zu )Zij _{'C‘)Cij 1 }{Y,}+{ ”‘Z”‘ 72"2 ‘}{ } (213)
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ou, comme on peut le constater, la formulation produit des coefficients symétriques, c'est-a-

dire v; =-v;. En introduisant les coefficients non linéaires nouvellement redéfinis dans

(208), une matrice des coefficients non linéaires est formée

[N
zvl j Vi Viz. 0 Vi
=
N Yl
Va szj Vg 0 Vo Y,
-1
Gy.y)l= N Y; (214)
Va Vi, ZV3 i 7 Van .
= -
A
V1 VN2 VN ZVNj
L =t

La somme dans la diagonale de la matrice des coefficients est expliquée par le fait que comme

chaque coefficient v; d’élément extra diagonal (non fixé) introduit des composantes additives
(d’égale amplitude et de signe opposé) dans les coefficients de la diagonale (éléments
fixés) v, .

A cause de I’hypothese de non linéarités ajoutees, chaque coefficient v; peut étre de type

raideur ou amortissement. Elle est appelée matrice carrée symétrique des coefficients non

linéaires MNL (Matrice Non Linéaire) désignée par le symbole v.

N
Zvl j Vo Vi3 o Vi
=
N
Va z Vaj Vs 0 Van
=
V= N (215)
Va Vi z Vaj 0 Vay
=
: %
V1 VN2 Vs ZVNJ
L =
Finalement, nous avons
Gh=[lv} (216)

Le VNL {G} et sa matrice MNL [v] sont définis de fagon & contenir toutes les forces

reconstituées linéaires et non linéaires.
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[11.2.6 Formulation explicite des réponses fréquentielles non

linéaires de systemes a plusieurs ddls

111.2.6.1 Introduction

L'outil de base de n'importe quelle méthode d'analyse modale est un ensemble de
mesures FRFs pour le systeme a étudier. Actuellement, la dérivation des modéles
mathématiques basés sur les FRFs linéaires est un procédé bien établi, et I'analyse modale
linéaire (AML) est reconnue comme outil d'identification robuste et efficace. Cependant, un
modéle non linéaire a formulation générale de FRFs disponibles d'un systéme non linéaire
reste inconnu, ce qui est un obstacle principal pour I'établissement d'une méthode générale
non linéaire.

L’essentiel des méthodes existantes traitent de cas particuliers détaillés. Le probleme
majeur pour l'identification expérimentale non linéaire est que relativement peu de FRFs
mesurées doivent étre comparées aux FRFs du systeme analytique. Cependant, en raison de la
nature couplée d'un probléeme non linéaire, une approche théorique, telle que la méthode
harmonique HBM, doit calculer toutes les réponses non mesurées. Pour de grands systémes,
ceci a comme conséquence un probléme d'optimisation non linéaire avec un grand nombre
d'inconnues.

Il semble plus raisonnable, du moins en traitant des données expérimentales de
pouvoir formuler des réponses théoriques seulement aux coordonnées mesurées. Cette
approche donne un nombre réduit d'équations non linéaires a résoudre, simplifiant le
processus d'identification non linéaire. La méthode de Kerschen [166], aborde ce concept en
dérivant la réponse non linéaire a des coordonnées choisies, par approche dite « Driving
Point ». La technique présentée, appelée « formulation explicite » fournit une représentation
discréte des FRFs non linéaires pour un ddl choisi.

Le terme «explicite » résulte du fait que le modele proposé est basé sur les
coefficients des matrices [M], [K] et [C]. Les non linéarités sont représentées par une matrice
non linéaire (MNL) et son vecteur non linéaire associé (VNL) permettant le regroupement des
composantes linéaires et non linéaires dans une formulation matricielle simple. Une inversion
de matrice, généralement liée a une analyse modale standard, est évitée en définissant la FRF
non linéaire comme un rapport de deux déterminants. Bien que pas particulierement efficace
en terme d’implémentation, la technique offre une bonne robustesse. Cette méthode peut étre

récapitulée selon I'organigramme de la figure 23.
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ENTREE Modele théorique
Dimension I
DONNEES

| Discrétisation : Eléments finis

Equations du mowvement

Données non linéaires Données Linéaires
L ¥
i Estimation E Linéarisation: Fonctions [M]-[E]-[D]-[K]
i {}, } _ {}, }m- :r""_i"* descriptives de premier ordre
i L I ' 4,
VNL {G}

Vecteur non linéaire

I

! MNL, §v}
! Matrice non linéaire
Boucle de | X — x
minimisation ' A
E Mairice composée
| Réduction du systéme au nombre de mesures n
E‘ ___________________________________ Minimisation par les moindres
CATTES NON inéaires
Vecteur des réponses des ddls non linéaires
SORTIE Résolution linéaire
RESULTATS 3

Vecteur des réponses des ddls linéaires

Figure 23. Organigramme de la méthode de formulation explicite

111.2.6.2 Formulation explicite des réponses frequentielles

Le mouvement d'un systéme non linéaire soumis a une excitation harmonique peut étre

décrit par I'équation ordinaire non linéaire suivante

M {y}+C{yj+iDly}+K{yj+{G(y, y)} = {F je'* (218)

107



Chapitre 3 : Identification de structures non linéaires

ou [M], [C], [D] et [K] sont respectivement les matrices de masse, amortissement visqueux,

amortissement par hystérésis et raideur du systéme fondamental ; {y}, {y}, et {y} sont les
vecteurs accélération, vitesse et déplacement, et {F} est un vecteur d'excitation harmonique de
pulsation ®. La composante non linéaire du systéme est représentée par le vecteur non linéaire

{G} qui est dans le cas général une fonction de tous les déplacements et vitesses.

Considérant une réponse harmonique {y(t)} = {¥ e ot {¥}={v|e'} est un vecteur complexe
non linéaire adapté a la phase, I'équation du mouvement est réduite a
(o’ [M]+iolc]+iD]+ KDY )+ BloY )} = {F) (219)
La receptance est définie par
[H]= (o’ M]+io[c]+iD]+[K]" (220)
et son inverse, [Z]=[H]":

[2]=-w*[M]+io[C]+i[D]+[K] (221)

Le vecteur non linéaire {G} peut étre exprimé en fonction de la matrice non linéaire [v]et du

vecteur réponse

Gh=[vliv} (222)

En introduisant (221) et (222) dans (219) nous aurons

(Z]+ ]y j={F} (223)

Ce qui donne la représentation compacte finale du systeme non linéaire
2y Jiv}={F}, avec [z, ]=[z]+]v] (224)
[Z,. ], est une matrice composée, contenant les coefficients lingaires et non linéaires, et

dépendant de I’état[y,y,w]. L'obtention des racines du déterminant de [Z, ] permet de

trouver les fréquences naturelles non linéaires dépendant de la fréquence et des constantes

d'amortissement.
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En utilisant (224), la réponse fréquentielle a n'importe quel ddl donné peut étre décrite

par le rapport de deux déterminants

i*mcolonne

(ZN.L)ll:" ”:(ZNI._)lN

det| ... IF

G |F) @

Y- dei(Z,,) (229)

ou N est la taille du systeme, et la matrice dans le numérateur est constituée en remplacant la
i colonne de la matrice composée [Z,, ] par le vecteur force {F}.

L’expression (225) est le noyau de la formulation explicite.

Dans le cas particulier de structures contenant des non linéarités localisées (joints,
discontinuités géométriques, amortisseurs, etc.), la matrice non linéaire [v] est en grande

partie creuse, avec juste quelques valeurs non nulles.

La notation suivante distingue les coefficients linéaires et non linéaires de la matrice [Z, ]

Z, = (~om, +iac, +id, +k; ) (226)

1

(Zy ) = (C’m, +imc, +id, +k, +v;) (227)

1

[11.2.7 Méthode d’identification

Apreés avoir explicité les formulations générales dans le domaine fréquentiel, nous
pouvons élaborer une méthode d’identification des défauts en présence de non linéarités.

Pour cela une méthode de minimisation est nécessaire.

111.2.7.1 Méthode de minimisation

La méthode de Newton — Raphson est parmi les plus utilisées pour la résolution de
systemes d’equations non linéaires, fournissant un mécanisme simple pour converger
itérativement a la solution a partir d’une estimée initiale suffisamment proche. Actuellement,
il n'y a aucune méthode qui peut garantir la convergence globale dans un probléme non

linéaire, ainsi, il tres important d’estimer une valeur initiale appropriée.
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Dans le contexte des problemes numériques, une limite résiduelle est souvent trouvée
au lieu d'une solution exacte (zéro). En comparant différentes erreurs résiduelles dans
plusieurs minimum locaux, la solution globale peut étre assigné a ce point contenant le
minimum de I’erreur résiduelle; l'avantage de cette technique est que la convergence est
réalisée, méme si lI'algorithme ne peut pas trouver une solution exacte (en raison des données
bruyantes ou parce que le systeme simplement n'a pas de solution exacte).

Le probleme de Newton—-Raphson peut étre mathématiquement présenté comme la

recherche de la meilleure solution {y}, résidu minimal de la fonction {f (y)}

{f(y)j=~ 10} (228)

Le schéma itératif est basé sur I’équation

Wy o f= O -3 (y) (229)

éme

ou le vecteur calculé {y**Y} correspondant au (k+1)*™ itération est obtenu connaissant le
vecteur actuel {y®} et la matrice Jacobiénne [J]. Le probléme est réduit & trouver la valeur de
£ qui minimise le résidu (228).

Pour un probleme a plusieurs inconnues, la matrice Jacobienne est définie par:

of, ofy oty
ayl ayZ 8yn
of, of of
ol f (y® o gy oy
[J]: ay(k) - a)ﬁ aYZ aYn (230)
of  of, of
_ayl ay2 ayn_

111.2.7.2 Méthode d’identification dans le domaine fréquentiel

Nous avons jugé utile de présenter la méthode de Kerschen [166] basée sur le domaine
fréquentiel. Cette méthode utilise la représentation matricielle explicite présentée dans les
paragraphes précédents, ainsi que la méthode de minimisation de Newton — Raphson.

L application de I’algorithme de Newton conduit aux étapes suivantes :

1- Etablir le vecteur {Y,} contenant les variables inconnues
2- Construire le systeme d’équations algébriques non linéaires basé sur les équations de

la forme (225) formant le vecteur analytique {Y,"""%“

=Y, Y, ))

}, la fonction objective est
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Choisir une estimée de départ la plus proche possible. La réponse linéaire est la plus

utilisée pour désigner {Y,""@*}

Separation des parties imaginaire et réelle, ce qui donne le systéme séparé suivant
W) [Refym yme) (o

(Fylh=] oo D L
(), iy yzomes) o,

Procédure itérative : Le systeme itératif s’arrétera quand la fonction objective aura
atteint une valeur minimale prédéfinie (de 1 a 2 %) par rapport a I’itération
précédente. Ce qui donne la réponse {Y,} pour la fréquence considérée. Pour une
autre valeur de la fréquence refaire la procédure de minimisation et considérer cette
réponse comme estimeée de départ a la place de la solution linéaire.

Résolution linéaire : Apres avoir déterminé les solutions aux fréquences voulues, le
systeme est entierement déterminé par ses n réponses fréquentielles et plus

particulierement transformé en un probleme linéaire.
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Chapitre 4 : Application des méthodes de recalage aux systémes non linéaires

IV APPLICATION DES METHODES DE RECALAGE AUX
SYSTEMES NON LINEAIRES

En utilisant la formulation explicite précédente, nous avons mis en ceuvre des
programmes de simulation des non linéarités dans le domaine fréquentiel. Examinons ce
que les méthodes proposées dans le domaine linéaire peuvent apporter pour la

linéarisation de systémes faiblement non linéaires.

IV.1 Application a la linéarisation de systemes faiblement non
linéaires

Il s’agit de trouver un systéme analytique linéaire capable de reprendre le
comportement dynamique du systéme faiblement non linéaire, il ne s’agit donc pas de
detecter des defauts ou des non linéarités. Par conséquent la méthode de recalage par
séparation des variables ne sera pas utilisée ici.

Dans le but de voir la qualité des méthodes proposées dans le domaine linéaire au
cas de linéarisation de systeme faiblement non linéaire, considérons la structure de la
figure 24 comportant une non linéarité de raideur cubique au niveau du nceud 3 et une non
linéarité d’amortissement quadratique au niveau du nceud 7. Quelques réponses

fréquentielles du systéme non linéaire obtenu sont visualisées sur la figure 25.

/ 1 1.2 ..: noends ¥
]
D,E:Em @@ élEme nts I—x
p ol s (= 4 a 10 15
e = R
ol @ D@ el e e
, ) & & 8 y
- 5 11 o
o 5 ® = =

Figure 24. Structure comportant de faibles non linéarités localisées aux ddls 4 et 17
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Pour comparer les résultats du processus de linéarisation, nous utilisons le critéere

d’assurance des réponses fréquentielles. L expression (19) est reprise sous la forme

(Z Y (@)y5 (@ )j
(Z Vu(@)yy (@ j[z Vs )y (@ )}

FRAC(j) =

j est le degré de liberté considéré pour la corrélation
s est le nombre de fréquences de mesures

Y (w,) est la réponse fréquentielle analytique au ddl j pour la fréquence a

yy;(;) est la réponse fréquentielle mesurée au ddl j pour la fréquence e

déplacement horizontal du noeud 3 déplacerment vertical du noeud 5

T T T T T T
—— Mad&le non lingaite réel —— Modéle non lindaire réel
—— modéle linéaire non corrigé —— modéle lingaire non corrige

Amplitude
Amplitude

L I L I L L " . L L
0 100 200 300 400 500 600 0 o0 200 300 400 a00 BO0
w W

déplacement vertical du noeud 7 déplacement vertical du noeud 8

T T T T T T
— Modéle non linéaire réel — Modéle non linéaire réel
—— modéle linéaire non corrigé —— modéle linéaire non corrigé

Amplitude
Amplitude

I L L L I I L L L I
o 100 200 300 400 s00 BO00 o 100 200 300 400 s00 BO00
W W

Figure 25. Réponses fréquentielles des ddls 4, 11, 17 et 20 avant recalage

Pour évaluer le taux de non linéarité, nous calculons les fonctions FRAC des deux
modeles linéaire et non linéaire avant recalage. Notons FRACL1 le résultat obtenu avant
recalage. Ceci est illustré sur la figure 26. Nous constatons que la moyenne des valeurs de
FRAC est de I’ordre de 93,84%, ce qui nous permet de le considérer comme un systéme

faiblement non linéaire.
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moyenne=0,9354

1 . ——— ———

0.8H Mo RN
0.8 m
0.7 H
0.6

0.5 H

FRACH

0.4H

0.3H

0.2

0T H

i} a o 15 20 25 30 3 40
Debré de liberté

Figure 26. Fonctions FRAC avant recalage (FRAC1)

Appliquons maintenant une a une les deux méthodes de recalage proposées dans le

domaine linéaire. Les résultats obtenus sont présentés sur le tableau 6.

moyenne=0 9538

1 T T = T T =

oot momlm N
oaf
07f
0G|

0.5 H

FRAC2

04h

0.3 H

0.2H

0.1H

]

u] g 10 15 20 25 30 35 40
Degré de liberté

Figure 27. FRAC apres recalage des raideurs par la méthode incrémentale (FRAC2)

0.1

008 -

0.08 -

0.04 -

(FRACZ-FRACT)

0.02 H

ipel]m HHHHH H Ao HHHHHHH [0

DIFF1

002 . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Degré de liberté

Figure 28. Comparaison avec FRAC1, DIFF1=(FRAC2-FRAC1)

La figure 27 et la figure 30 montrent que les méthodes de recalage permettent

d’améliorer le coefficient de corrélation FRAC dans les deux cas. La moyenne obtenue des
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FRACSs pour le recalage par la méthode incrémentale est de 95,38%, il est de 95,00% dans le
cas du recalage avec paramétrisation.
La différence entre ces facteurs de corrélation est illustrée sur la figure 28 et la figure
31 qui montrent que les coefficients FRAC ont été améliorés pour la plupart des degrés de
liberté de la structure.
Tableau 6. Résultats obtenus avec les deux méthodes de recalage

Eléments Stratégie incrémentale Recalage avec paramétrisation

1 0 0,23
2 -0,50 -1,02
3 -0,20 0,19
4 -1,50 -1,87
5 0 0,11
6 1,30 5,90
7 -0,90 -5,42
8 0 -2,26
9 0 1,95
10 -0, 50 0,06
11 0,10 0,50
12 0 -2,62
13 0 8,01
14 0, 20 -2,73
15 0,42 9,75
16 -10,70 -12,98
17 1,20 0,94
18 -2,60 -0,32
19 2,10 5,44
20 0 -6,06
21 -0,70 2,26
22 0 -6,84
23 0,10 6,51
24 0,40 0,03
25 -0,60 -3,64
26 -0,20 0,03
27 8,90 -,362
28 1,70 7,21
29 0 2,00
30 -1,10 0,13
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Figure 29. Réponses fréquentielles des ddls 4, 11, 17 et 20 apres recalage par la méthode

incrémentale

Nous constatons sur les réponses fréquentielles de la figure 29 que les réponses

fréquentielles des ddls 4 et 20 ont été améliorées, par contre celle des ddls 11 et 17 ont été

Iégerement perturbées.

raoyenne=0 9500

09r

08H
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Figure 30. FRAC apreés recalage des raideurs par la méthode avec paramétrisation
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Figure 31. Comparaison avec FRAC1, DIFF2=(FRAC3-FRAC1)
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Figure 32. Réponses fréquentielles des ddls 4, 11, 17 et 20 apreés recalage par la méthode

avec paramétrisation

Aussi, nous constatons sur les réponses fréquentielles de la figure 32 que les réponses
fréquentielles des ddls 4 et 11 ont été améliorées, par contre celle des ddls 17 et 20 ont été

Iégerement perturbées.
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Remarques :
Quand le systeme est faiblement non linéaire, les méthodes de recalage de systemes

linéaires peuvent étre utilisées pour la linéarisation du modeéle.
L application des méthodes de recalage avec paramétrisation fréquentielle et par

stratégie incrémentale montre une amélioration par rapport au systeme linéaire non recalé.

IV.2 Recalage en présence de non linéarités

Pour compléter notre étude, nous appliquons le processus de recalage sur une structure

faiblement non linéaire comportant des défauts de modélisation en masse et en raideur.

Consideérons la structure précédente comportant des défauts de raideur de 20% et 30%
respectivement aux éléments 9 et 13 ainsi qu’un défaut de masse de -20% sur I’élément 18.
Les réponses fréquentielles de la structure « expérimentale » et analytique sont représentées

sur la figure 33.

Déplacement vertical du nosud & . Déplacement vertical du noeud 5

Amplitude

Amplitude

Figure 33. Réponses fréquentielles des structures non lineaire et linéaire avant recalage
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Nous constatons que sur la base des seuls ddls représentés sur la figure 33 que les deux
systemes sont tres éloignés. Pour évaluer I’éloignement, calculons la fonction de corrélation
FRAC. Notons FRAC4 le résultat avant recalage. La moyenne est de I’ordre de 38,14%. Pour
cette application la méthode de recalage incrémentale est plus appropriée puisque elle
considere la fonction de corrélation FRAC qu’elle améliore a chaque itération. L’application
de cette méthode de recalage conduit aux résultats présentés sur le tableau 7, qui montre que
seul le defaut de I’élément 13 est détecté. Néanmoins, les deux systemes linéaires et non

linéaires ont une meilleure corrélation (figure 34 et figure 35), FRAC moyen devient 54,78%.

Tableau 7. Résultats obtenus apres la stratégie incrémentale de recalage

Eléments Défauts de Reésultats de Défauts de Reésultats de

raideur recalage masse recalage
1 0 17,00 0 2,80
2 0 -1,80 0 11,30
3 0 -3,20 0 -8,40
4 0 -19,60 0 -19,20
5 0 0 0 1,00
6 0 -2,30 0 0
7 0 -17,30 0 0
8 0 2,70 0 0
9 20 -0,90 0 0
10 0 3,00 0 1,00
11 0 -8,50 0 -0,60
12 0 1,00 0 10,70
13 30 18,00 0 0
14 0 0,10 0 0
15 0 -4,20 0 0
16 0 -1,10 0 0
17 0 1,10 0 10,60
18 0 8,30 -20 0
19 0 7,00 0 0
20 0 -8,40 0 0
21 0 0 0 1,00
22 0 0,70 0 0
23 0 12,70 0 0
24 0 1,80 0 -9,30
25 0 8,70 0 0
26 0 0 0 0
27 0 7,60 0 -0,40
28 0 -6,10 0 -29,90
29 0 -3,40 0 4,70
30 0 -3,10 0 0
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Figure 34. Fonction FRAC avant recalage FRAC4
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Figure 35. FRAC apres recalage par la méthode incrementale
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Figure 36. Comparaison des fonctions FRAC apreés recalage

Nous constatons que le recalage dans ce cas est plus complexe et que beaucoup de
réponses fréquentielles sont mal corrélées (Figure 36). La figure 37 représentant les réponses

fréquentielles des ddls 4, 11, 17 et 20 montre que méme si la corrélation globale s’est
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Chapitre 4 : Application des méthodes de recalage aux systémes non linéaires

améliorée, les réponses fréquentielles des ddls 4, 11 et 17 sont plus éloignées qu’avant le
recalage, seule la réponse du ddl 20 s’est améliorée.

Le résultat global de la technique de recalage est satisfaisant méme s’il ne détecte les
défauts de modélisation. Cette technique de recalage est un outil tres utile pour la linéarisation

de systemes non linéaires qui peuvent comporter des défauts de modélisation.

Déplacement horizontal du noeud 3 J Déplacement vertical du noeud 5
T T T

T T
— Modéle non linéaire réel

— Modéle linéaire non corrigé
—— Modéle lingarisé obtenu aprés recalage |g
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—— Modéle linéarisé obtenu aprés recalage |4 o

Armplitude
Armplitude

o 100 200 300 400 500 600 o 100 200 300 400 500 600
o] o]

Figure 37. Réponses fréquentielles des ddls 4, 11, 17 et 20 apres recalage par la stratégie

incrémentale

V.3 Conclusion

L’ application des méthodes de recalage linéaires a la linéarisation des systemes non
linéaires montre une efficacité appréciable lorsque le comportement du systéme reste dans
I’hypothése des petits déplacements et d’une non linéarité faible. Son application au cas de
systéemes non linéaires comportant des défauts de modélisation est appréciée en tant que
méthode de linéarisation mais pas en tant que méthode de recalage non linéaire, car la
procédure améliore la représentation dynamique du systéeme mais ne localise pas les défauts.

En fin, la méthode la plus appropriée pour la linéarisation de systémes faiblement non
linéaires reste la méthode de recalage incrémentale, qui se base sur I’amélioration de la

moyenne des FRAC entre le modeéle analytique et les mesures, et ce a chaque itération.
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Chapitre 5 : Formulation non linéaire proposée

V FORMULATION NON LINEAIRE PROPOSEE

La formulation non linéaire précédente représente une approximation du
comportement non linéaire dans le domaine fréquentiel ; La formulation ainsi obtenue permet
de regrouper la partie linéaire et une approximation de la partie non linéaire dans une
formulation matricielle MNL et vectorielle VNL. Ceci permet dans le cas de I’identification, a
corriger simultanément les non linéarités et les défauts mal estimés.

Examinons maintenant le cas de systémes non linéaires dans le domaine temporel.

V.1 Non linéarités de raideur

Les non linéarités de raideur peuvent provenir de deux causes différentes ; soit il existe
dans la structure étudiée des termes purement non linéaires dans la modélisation de la raideur,
soit celle-ci reste constante sur des plages données de déplacements. De facon générale, on

écrit que le systeme Vérifie :
my(t)+ cy(t)+ x(y(t)) = f (231)

ou k décrit la non linéarité de raideur.
Raideurs polynomiales : La non linéarité peut provenir du fait que les forces de rappel du
systeme sont des fonctions polynomiales du déplacement, de degré 2 au moins. L’exemple le

plus couramment étudié est I’oscillateur Duffing, pour lequel
r(y(t) = ky(t)+ k,y*(t) (232)

ou k3 peut étre positif ou négatif :

- si k>0, le systeme est dit rigidifiant « hardening », car pour des hauts niveaux
d’excitation, la force de rappel est plus grande que pour un systéme de raideur linéaire ;

- si k3<0, le systéme est dit adoucissant « softening », mais il faut noter que ce systéme n’a
pas de sens physique tel quel, car I’adoucissement fait que le signe de la force de rappel
change a partir d’un certain point ; en pratique, le terme cubique est toujours accompagné
de termes d’ordre supérieur avec des coefficients positifs.

On peut voir une représentation de la force de rappel en fonction du déplacement pour chacun

de ces cas dans la figure 38.
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Force de rappel

. — Lingaire
/ ; — - k3=0

Vi k3=0

-40 i
~10 0 10

Déplacement

Figure 38. Force de rappel de I’oscillateur duffing

L’exemple qui aurait pu paraitre a priori le plus simple est celui de la raideur quadratique,
qui est tel que

w(y(t) = ky(t)+ ky* (t) (233)
Mais comme ce systéme devient instable quand le niveau d’excitation est trop élevé, on

préfére remplacer la raideur quadratique par un terme de la formek,y(t)y(t), et alors I’étude

est similaire a celle de I’oscillateur duffing, quoique légérement plus complexe a mener.

Raideurs multilinéaires : La non linéarité peut étre provoquée par des forces de rappel qui
sont des fonctions linéaires du déplacement, de pentes différentes suivant la zone de
déplacements dans laquelle la structure évolue. Un premier exemple concerne le cas de la
raideur bilinéaire : la raideur du systeme est différente selon qu’il est sollicité en traction ou

en compression, comme ce qui est observé chez les absorbeurs de chocs

K<y<t>>={g<(3:§1§ (234)

Deux autres cas de figures sont ceux dits saturation et dégagement qui veérifient

ky(t)+(k,—k{)d siy>d
x(y(t)= kyy(t) sify| < d (235)
kiy(t)-(k, —ki)d siy < —d

123



Chapitre 5 : Formulation non linéaire proposée

avec k; =0 pour la saturation.

Force de rappel

s — Linéaire
: — - Bilineaire
P : ---- Dégagement
-50 :
-10 0 10
Deplacement

Figure 39. Force de rappel dans le cas de raideurs multilinéaires

Il s’agit en fait d’un systeme linéaire, sur lequel s’ajoute ou se soustrait une raideur
additionnelle, nulle sur un certain domaine de déplacements [-d, +d]; on rencontre ce
comportement dans les assemblages tels que ceux de I’industrie aéronautique : avec k;=0 et k,
« trés grand », on traduit une condition de type contact.

La figure 39 resume les exemples précédents.

V.2 Non linéarités d’amortissement

De méme que pour la raideur, les non linéarités d’amortissement relévent de deux

causes principales, et I’écriture générale de I’équation d’équilibre est
my(t)+ 2 (y(t)+ky(t)= (1) (236)

ou y décrit la non linéarité d’amortissement.

Amortissement polynomial : L’exemple le plus courant est celui du frottement fluide a grande

vitesse, qui vérifie
2(3(t) = by(t)+ b,y (t)y(t) (237)

terme qui traduit I’action d’un fluide en écoulement rapide autour d’un objet solide.
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Amortissement multilinéaire : Le cas de figure essentiel est le frottement de Coulomb, que

I’on peut modéliser par :

2(y(t))=besng(y(t)) (238)

Genéralement, il est accompagné du phénoméne de dégagement propre au contact. Il faut
d’ailleurs noter que, contrairement a la plupart des systémes non linéaires, les effets du
frottement de Coulomb ne sont vraiment sensibles que pour de faibles niveaux d’excitation.
Pour des forces importantes, I’effet du frottement devient négligeable, et le systéme a un

comportement pratiquement linéaire.

V.3 Forme générale des non linéarités dans le domaine temporel

La forme la plus générale des non linéarités est la combinaison des équations (231) et
(232) qui donnent

my(t)+ 2((t)+x(y(t) = f () (239)

En comparant cette derniére a I’équation (184) nous obtenons :
v(y(t) y(t) = by(t) + ky(t)+ i (y(t). y(t)) = 2(¥(0)+x(y(t)) (240)

Notons que v(y(t), y(t)) comporte les parties linéaires et non linéaires d’amortissement et de
raideur, forme intéressante dans le cas de [I’identification simultanée de défauts de
modélisation linéaire et non linéaire.

D’une maniére générale nous pouvons écrire

v(y(), y(t)) = (b +byy(t)+b, y2 (t))+ (ko + K, y(t)+ K, Y2 (1) + kY3 (1)) (241)

Dans le cas de systemes a plusieurs degres de liberté, cette équation doit s’appliquer a tous les
ddls. En considérant les non linéarités possibles et générales, nous obtenons en généralisant
I’équation (241)

ZZ[ZZ/JM }(t)+§§nm.,y. Jcs:l,n (242)
avec M {y}+{(y, v)i= {Fle“ (243)

Pour le systeme a 1 ddl : o=1, i=1l et j=1

VYOI =33 ey 0+ 33 75 ) (249)
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Cette formulation nous permet de focaliser les non linéarités aux paramétres p et n qui
identifient completement I’amortissement et la raideur du systéme avec leurs parties linéaire
et non linéaire. Cette stratégie est la base de la méthode d’identification proposée dans le

domaine non linéaire.

V.4 Meéthode d’identification proposée

La méthode proposée consiste a exploiter la représentation générale explicite présentée
dans le domaine temporel. Pour cela nous utilisons I’approximation au sens des moindres
carrés pour la détection de défauts et I’identification des paramétres non linéaires. Pour ce
faire, un ensemble de mesures est nécessaire. Le probleme consiste alors a minimiser I’erreur

entre les réponses temporelles mesurées et analytiques
)} =y -y (.m0 (245)

La réponse analytique {y“’(y,n,t)}, est déterminée & partir de I’équation du mouvement (231)
en utilisant I’algorithme de Runge-Kutta pour la résolution des systéemes d’équations non

linéaires. La mesure {y(m)(t)} étant effectuée a I’instant t. Le systeme est complétement

déterminé lorsque les paramétres {y} et {7} sont identifiés.

L’erreur a minimiser par la méthode des moindres carrés est

5= 3 () ) (246)

t=t,

V.4.1 Résolution de I’éguation du mouvement par schéma numérique

Dans cette partie nous étudions le probléme de I’intégration numérique de I’équation

différentielle du mouvement.

Une équation différentielle d’ordre n s’écrit sous la forme générale suivante

v,y v y)=0 (247)
: (n-1) s
y(% ) Y/ (%o )y (x, ) valeur initiales

Il existe une fonction ¢ tel que le probléme (247) puisse étre équivalent a

y(m) - gp(x, V.Y y(m—l)) (248)
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En effectuant un changement de variable, I’équation (247) et la forme (248) donnent un

systeme du premier ordre équivalent

dy _
(?X =Y
A =
gx Y,
9, _
dx Ys
dym—Z ‘_
d dX - ym—l
% = @(X, Vi Yoo, ym—l)

Ce qui peut étre écrit

dy
dx

— =F(x,Y), avecY(x,)=Y,, valeur initiale et Y =

Y1
Y,
Y3

ym—l

(249)

(250)

L’intervalle de variation de x est divisé en un nombre fini de valeurs n par pas h appelé pas

d’intégration numérique, avecx,,, = x,+h. On note y, une approximation de la solution

exacte y(x, ) et y® une approximation de la solution exacte de y"(x, )=

d'y(x,)

dx’

Parmi les méthodes de Runge-Kutta a quatre approximations qui sont en nombre infini, deux

d’entre elles sont utilisées en pratique

Premier schéma

You = Ya +1{K1+3K2 +3K3 + KA}
Kl = hF(Xn’ yn)

h K
K,=hF| x +—,y +—%
2 (n 3yn 3)

2h K
K, = hF(xn +?, Y, —?1+ sz

K, =hF(x, +hy, +K - K, +K,)
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Deuxieme schéma

L’erreur systématique au voisinage de X, est égale a EM =

l = hF(Xn’yn)

h K
K,=hF| x,+—,y, +—
2 (n 2 yn 2)

h K
K,=hF| x. +—,y, +—2%
3 (n 2yn 2)

K, =hF(x, +h,y, +K;)

nombre d’approximations, ici égal a 4.

Yoy =Y, + 6{K +2K, + 2K, + K, }

yn+1
2(12" -

(252)

, I entier naturel égal au

A partir de la quatrieme itération, on utilisera les méthodes a pas liés de la forme

p p
Yna = Zai Yoi + hzai Yoi
=0 i—0

(253)

Parmi ces méthodes, on distingue les méethodes explicites ou de type ouvert, les prédicteurs et

les méthodes implicites ou de type fermé, les correcteurs.

Méthode explicite d’ Adams (prédicteur)

p
yn+1 = yn + hzai yrl1—i

O yn+l
1

yn+l
2

yn+l
3

yn+l
4

yn+l
5

yn+l

i=0

Y, +hy;

Yo

Yo

h ! !
(3yn ~¥i)

h ! 1A
(23yn ~16y, , +5Y,_,)

h 1 [ !
Y, +£(55yn ~59y/ , +37y,,-9y. ;)

Yo

Yo

h
720

h

El

1440

1901y, — 2774y, , + 2616y, ,
+251y, ,

4277y! — 7923y’ , +9982y’ , —7298y’ , +J

+2877y, ,—475y, .

Sachant que §e( np M)

128

1274y, , +J

E(n+1)

258 s o)
720

95
h® (6)
aa" ()

£)

19087 17 )2
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Méthode explicite de Milne (prédicteur)

p P )
Yoi=Ynp t hizzo:ai Ynoi E(+D)
0 +h 1
yn+1 yn yn - hzy(Z)({:z)
1 = +2h(3y’ +0y’ 1
yn+1 yn—l ( yn yn—l) g h3 y(3)(§)
2 h 3
yn+1 yn 2 +— (9yn + Oyn—l + 3yn 2) ghAy(4)(§)
3 4h , , , 14
yn+1 yn 3 +— (2 yn yn—l + 2yn—2 + Oyn—3) E hSy(S)(f)
4 h , , , , , 95
yn+1 yn 4 +— 144 (425yn - 350yn—1 + 600 yn—Z - 50 yn—3 + 95yn—4) 288 hey(e)(é:)
YYo= Yoet oy, —14y,, + 26y, , 14y, o +11y, , +0Y.)  —h'yO(e)
10 140
Méthode implicite d’Adams (correcteur)
p P )
yn+1 = yn + h;“i yn—i E(n+1)
0 h,, , 1
yn+1 yn 2 (yn+l - yn ) - E hsy(3)(§)
1 h i ! ' 1
yn+1 = yn +E(5yn+l +8yn - yn—l) _zh4y(4)(§)
2 h C 9
Vo = Yot 57 (950 +19Y; =5Y11+ Vi) “=5 h°y®)(¢)
3 h , , , 3 16,6
Voa = Yo+ 2o (251y,., + 646y, 264y, , +105y, , ~19y, ) —oh"y®(¢)
720 130
4 475y" . +1427y' —798y’ 863
Yo = Yo b | Ve T T 7y (¢)
1440\ 482y, ,-173y; ,+27y, , 60480
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Méthode implicite de Milne (correcteur)

P Yoir = Yop + hgaa Yaoi £(+D)
° mm=w+g®@+%ﬂ —$W¢W@
1ym=mﬁ%@@+whw@) —%WﬂWﬂ
? ym=yw+%¥%ﬁ3%+wg+%4) —gﬁW@@)
> nﬂ:mﬁfgw@+ww+uw4ww@+wg) —é%WW%ﬂ
4

5h 275
—y  +—(19y' . +75y" +50y’ , +50y" , + 75y .+19y’ 200 [y
yn+1 yn—4 288( yn+1 yn yn—l yn—z yn—3 yn—4) 12096 y (é)

Pour les applications, nous avons choisi le deuxieme schéma de Runge-Kutta a quatre

approximations suivi du prédicteur — correcteur de Milne.
V.4.2 Application

V.4.2.1 Cas du systeme a un ddl

Considérons le systeme non linéaire a un degré de liberté de la figure 40. On désire
identifier le parameétre non linéaire de raideur Kp.

L’équation du mouvement est de la forme
my +cy +ky +Vv(y, y) = F, cos(Qt) (254)
avec v(y,9) = (b, + b,y +b )+ (key® + K,y 2 + Ky + ko) (255)

Pour cette application, nous nous limitons a I’identification de non linéarités sans existence de

défauts, ce qui nous limite au cas ou b, =k, =0, la partie non linéaire s’ecrit alors

V(y’ y): (bzyz +bo)+(k3y3+k2y2 +k0) (256)

Données : m=3kg, ¢=0,3mN/s, k=1kN/m, Fo=2,5, Q=1rad/s, ky=0,05kN/m? y,=0,04m,
Y, =0,55m/s
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m

vit)

Figure 40. Systéme a un degré de liberté a non linéarité de raideur
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Figure 41. Réponse temporelle des systémes linéaire et non linéaire

La réponse temporelle dans I’intervalle temps [0, 10] est représentée par la figure 41
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Pour la résolution du probleme, les constantes by et ko qui n’ont pas de sens physique
sont aussi supprimeées, aussi nous devons choisir entre une non linéarité de raideur cubique ou

carrée. En fin, la fonction non linéaire se limite a
V(y’ y) = b2y2 + kay3
Le probleme se résume donc a rechercher par minimisation de I’erreur (246), les coefficients
bz et kg.
Les résultats exploitant des mesures entre t=0s et t=5s, donnent
b,=5. 10°mN/s, et k3=0,0472kN/m°.

Nous constatons que la non linéarité de raideur cubique a été détectée avec une présence

d’une non linéarité quadratique d’amortissement tres faible.

V.4.2.2 Cas du systéme a plusieurs ddls

Considérons le systeme non linéaire a quatre degrés de liberté ci-dessous. On désire
identifier le parameétre non linéaire de raideur Kp.

L’équation du mouvement est de la forme

My +Cy+ Ky +v(y,y)=F (257)

avec Vo‘(y! y) = ii(iiﬂwnj yikylj + iinoklu y. 'jv c=14 (258)

i=1 j=1 \ k=0 1=0 k=0 1=0

Pour cette application, nous nous limitons a I’identification de non linéarités sans existence de
defauts, ce qui nous limite au cas 0U 4,4, = Ho0i = Moorij = Moroij = 0-

Données : mi=3kg, ¢i=0,3 mN/s, ki=ks=1kN/m, ko=ks=0,8kN/m et ky= 0,1kN/m?*

- HH HH ik

1 ‘ 2 | C

‘ ‘ 3

.vli.tr ¥, () Y, (t) ¥ (t)

18
=

Figure 42. Systeme a quatre degrés de liberté a non linéarité de raideur
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La réponse temporelle dans I’intervalle temps [0, 5] est représentée par la figure 43
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Figure 43. Réponse temporelle du systeme a 4 ddls
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Figure 44. Représentation du décalage dd & la non linéarité
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Pour ce qui est de ce systeme, on considere qu’il existe des non linéarités de raideur cubique
entre toutes les masses. La fonction non linéaire se réduit alors a

v, (YO, ¥0) = 3 kyi  0=14

i=1

Les résultats obtenus permettent d’identifier et de localiser le parametre non linéaire
kn11=0,00943KN/m?, kqi2=0,0078KN/m?, kyi3=0,0111kN/m®, ky4=0,0851kN/m?®.

ce qui est illustré sur la figure suivante

1 T T T T T T T T T

— déplacements mesurés
08t : — modéle analytique -
rt —— madéle analytique corrigé
06| |-"_ i

04

déplacement
[}
[} [u]
=,
.
] =
i
IR
.--""""'r-

06

T

-08F "J

0 0.5 1 1.5 2 245 3 35 4 4.5 5
temps

Figure 45. Comparaison de réponses temporelles apres correction pour le ddl 4

La figure 45 montre que les non linéarités de raideur ont été bien quantifiées.

V.4.2.3 Remarques

Une méthode d’identification de non linéarités de raideur et d’amortissement a été
proposée. Celle-ci est basée sur la formulation non linéaire proposee dans le domaine
temporel. Cette représentation globale permet de résoudre mathématiquement un probleme
non linéaire, mais elle risque de donner des résultats qui donnent une réponse temporelle tres
proche des mesures mais physiquement incorrects. Pour remédier a cela, on doit changer de
configuration initiale supposeée, c'est-a-dire réduire le nombre d’inconnues.

Quelquefois et quand le vecteur non linéaire est choisi sous sa forme générale le systeme
d’intégration diverge. Néanmoins, dans le cas de petits déplacements, les résultats

d’identification des non linéarités pour les systémes discrets sont satisfaisants.
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CONCLUSION

Basé sur la recherche entreprise dans le cadre de cette thése une liste de conclusions est
formulée et discutée, I’étude entreprise nous conduit en fin de parcours a des suggestion qui

peuvent s’avérer d’un intérét pour un travail ultérieur.

Les conclusions suivantes sont tirées des études effectuées dans cette thése.

1-  Les fonctions de corrélations permettent de donner un apergu de la précision d’un
modele. Elles font une comparaison entre les mesures expérimentales et les valeurs
prédites par le modele EF. Une variété de fonctions existe. Le critere d’assurance
modal (Modal Assurance Criterion MAC) reste le plus utilisé méme si beaucoup de
facteurs sont apparus ; mais quand le bruit de mesure est grand et pour plus de
précision on utilise les corrélations dans le domaine fréquentiel. L’utilisation des
fonctions de réponse fréquentielle FRF au lieu des modes propres est plus efficace
puisque les FRFs sont directement obtenues expérimentalement alors que les modes
nécessitent des calculs se basant sur celles-ci. Ce passage des FRFs aux modes fait
intervenir donc des erreurs de calcul supplémentaires. Par conséquent le FDAC et le
FRAC sont les plus appropriés. Néanmoins, le probléme du meilleur critére de
corrélation n’est pas déefinitivement réglé.

2-  Dans le cas des techniques de réduction et d’expansion, la méthode de condensation
statique de Guyan présentée en 1965 reste la plus utilisée. Néanmoins, compte tenu
de I’étude effectuée nous conseillons I’utilisation de la technique améliorée de
réduction de systéeme (Improved Reduced System IRS). Cette technique améliore la
précision de la condensation statique en compensant les effets de la masse. Pour
I’expansion la méthode IRS est tout aussi efficace.

3-  Laplanification des tests modaux pour I’identification paramétrique suppose un bon
choix de points de mesure et de points d’excitation. Dans ce domaine les méthodes
dites indépendance effective basées sur la matrice de Fischer sont particulierement
efficaces. Le choix des points d’excitation reste un travail a enrichir puisqu’il
n’existe que quelques méthodes basées sur I’excitation du maximum de modes
existant dans la bande fréquentielle de mesure. Notre contribution dans cette partie
de I’étude porte sur la proposition d’une méthode de choix des points de mesure
utilisant la dérivée premiére de la réponse fréquentielle du mouvement. Testée dans

le cas de la détection de défauts dans une structure en treillis doublement encastrée
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dont les défauts et le comportement dynamique ont été simulés numeériquement, la
méthode montre de bonnes possibilités. Les résultats des tests effectués montre
I’efficacité de la méthode proposée. Compte tenu de la matrice de sensitivité utilisée,
cette méthode est adéquate pour les applications de détection de défauts mécaniques
dans les structures. L’efficacité de cette méthode dépend directement des valeurs des
fréquences choisies {m1 ®; .., os} dans la bande fréquentielle. Le nombre de
mesures est aussi un parameétre a optimiser pour rendre la méthode facilement
utilisable dans le cas de I’identification en dynamique.

Une méthode de recalage de modele éléments finis basée sur les fonctions de
réponse fréquentielle a été proposée. La convergence du systeme dépend du choix et
de la qualité des mesures. Pour améliorer le conditionnement de la matrice
Jacobiénne, il est essentiel d’éviter de rapprocher les mesures trés pres des pics de
résonance dans le cas de la structure réelle et du modéle corrigé de la structure a
chaque itération ; Pour cela, il est important de déterminer a chaque itération, les
fréquences de résonance du systéme recalé pour éliminer les mesures proches de
celles-ci. Aidée par la paramétrisation intrinseque proposée qui choisie la plus petite
distance a minimiser la méthode développée montre de bonnes propriétés de
convergence. Dans le cas ou le nombre de points de mesures est incomplet, la
paramétrisation intrinseque proposée peut aider le processus de recalage a
converger. Elle peut aussi réduire I’influence du bruit.

Une autre méthode de recalage de modele éléments finis utilisant I’approximation
non linéaire des moindres carrés dans le domaine fréquentiel a été proposee. Celle-ci
utilise une minimisation préliminaire qui considere la plus petite distance entre la
FRF analytique et celle mesurée dans le but d’affecter une valeur a la fréquence
analytique correspondant a la fréquence de mesure choisie. Souvent les parametres
de masse qui sont de second ordre en fréquence compensent les erreurs de raideur
dans les méthodes de recalage, dans notre cas, la séparation des variables rend
possible le choix de mesures différentes pour chacune des étapes du recalage,
avantage trés utile pour éviter le phénomene de compensation. Comme pour la
methode précédente, la difficulté réside dans le choix des fréquences de mesures
évitant les divergences brusques du systeme itératif. Il faudrait aussi eviter les pics
de résonance qui risquent de causer un mauvais conditionnement des matrices
Jacobiénne et donc une instabilité numérique. La méthode ainsi présentée aidée par

la paramétrisation fréquentielle montre une simplicité d’implémentation et une
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bonne stabilité numérique. La méthode testée sur des structures en treillis montre de
bonnes qualités de détection, localisation et quantification de défauts, tout en évitant
les probléemes de mauvais conditionnement qui provoquent des divergences brusques
des systemes itératifs. La séparation des variables utilisée dans la méthode de
recalage améliorée représente un outil qui peut étre utilisé avantageusement dans le
contexte du recalage de modeles analytiques.

Une méthode de détection de défauts dans les structures mécaniques basée sur la
correction de modeéle éléments finis a été proposée. Celle ci est une stratégie de
correction incrémentale qui procede par incrément de correction sur I’élément
détecté grace a la fonction de corrélation dans le domaine fréquentiel FRAC
(Frequency Response Assurance Criterion) qui matérialise le rapprochement entre
les mesures fréquentielles prédites et mesurées. La méthode ainsi présentée montre
qu’elle présente une simplicité de mise en ceuvre et une bonne stabilité numérique.
Les essais effectués sur une structure en treillis doublement encastrée montre des
qualités de détection et de correction tres intéressantes en terme de quantification,
localisation et rapidité en évitant le probleme de mauvais conditionnement qui pose
souvent une divergence brusque dans le cas des systemes itératifs des méthodes de
calcul inverse.

L’ application des méthodes de recalage linéaire au cas de structures faiblement non
linéaire montre une efficacité dans le contexte de la linéarisation de systéme non
linéaire. Par contre, elles ne peuvent servir & I’identification de défauts de
modélisation. Une formulation de nouvelles techniques de recalage dédiées aux
systemes non linéaires est indispensable.

Une formulation mathématique est proposée dans le domaine non linéaire. Cette
formulation nous permet d’identifier complétement I’amortissement et la raideur des
systemes avec leurs parties linéaire et non linéaire. La fonction générale comporte
les parties linéaires et non linéaires d’amortissement et de raideur, forme intéressante
dans le cas de I’identification simultanée de défauts de modélisation linéaires et non
linéaires. Cette stratégie est la base de la méthode d’identification proposée dans le
domaine non linéaire.

Aprés avoir explicité les formulations générales dans le domaine temporaire, nous
avons élaboré une méthode d’identification de défauts en présence de non linéarités.
Basée sur la formulation générale proposée, celle-ci utilise la méthode de

minimisation de Newton, et le schéma d’intégration de systeme d’équation non
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linéaires de Runge-Kutta. En résumé cette méthode est semblable a celle proposée
dans le domaine linéaire par approximation au sens des moindres carrés. Le
probléme consiste alors a minimiser I’erreur entre les réponses temporelles mesurées
et analytiques. L’efficacité de la méthode est démontrée par les applications sur des

exemples a un et plusieurs degrés de liberté.

Utilité du travail accompli

L’identification par recalage de modele éléments finis est une technique d’un potentiel

théorique et expérimental significatif. Les accomplissements et les contributions suivants

montrent I’originalité et I’apport de notre recherche a I’état actuel dans ce domaine.

1-

Cette recherche propose trois méthodes de recalage de modéle éléments finis dans le
domaine linéaire. La premiére propose le concept de mesure selon la direction donnant
I’écart minimal a minimiser ; la seconde méthode propose le concept de séparation des
variables qui est une technique qui pourrait étre utilisée dans toutes les applications
physiques utilisant le processus de minimisation dont les variables risquent de se
compenser les unes les autres. La troisieme méthode est une stratégie algorithmique de
recalage est proposée, venant ainsi enrichir la diversité des méthodes d’identification
en dynamique de structure. En effet, cette méthode qui ne peut rentrer dans la
classification actuelle, ouvre un nouveau volet. L’efficacité de cette technique est tres
remarquable, mais risque de converger vers un minimum local.

L’amélioration du comportement numérique des méthodes existantes passe par un
choix des points de mesure et d’excitation. La technique du vecteur témoin proposée
apporte des solutions nouvelles.

Le domaine des systemes non linéaires, reste encore a explorer, les méthodes
d’identification existantes sont souvent limitées a des applications spécifiques. Pour
cela, notre contribution se veut plus générale en explicitant une formulation globale
dans le domaine temporel sans limitation. La méthode d’identification de défauts de
modélisation et de non linéarités proposée apporte une solution pour le cas discret et

ouvre une possibilité au cas de structures continues.
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Des indications pour d’autres études possibles sont récapitulés ci-
dessous

Durant notre travail des logiciels de simulation et d’optimisation ont été exploités.
Matlab toolbox ainsi que le logiciel ABAQUS exploités durant mon passage au Laboratoire
de Physique et Mécanique des Matériaux (LPPM) de I’Ecole Nationale d’Arts et Métiers de
Metz (France), proposent des solutions dans le domaine de I’identification. Nous proposons
I’implémentation sous ces logiciels des différents apports de cette these pour enrichir ces deux
outils numériques.

Le domaine non linéaire est provoqué assez souvent par les grands déplacements.
L’extension de ces méthodes a ce cas est envisageable.

Le développement actuel du matériel de calcul numérique permet de supprimer le
critere temps de calcul pour les méthodes de simulation, par conséquent, la stratégie de
détection de défauts peut s’appliquer au cas de grandes structures et suscite donc un intérét a
étre étendue.

Le recalage de modeles non linéaires reste a I’état analytique et numérique. Un

développement de nouvelles techniques est nécessaire.
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