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Notations
C1(s) : contrôleur diagonal pour la réduction de l'e�et des interactions

c1i(s) : contrôleur de la réduction de l'e�et du couplage de la boucle (ui, yi)

C2(s) : contrôleur diagonal pour le suivi de consigne

c2i(s) : contrôleur du suivi de consigne pour la boucle (ui, yi)

fi(s) : fonction de transfert désirée de la boucle (ui, yi)

g(s) : fonction de transfert d'un système monovariable

G(s) : matrice de fonction de transfert d'un système multivariable

Gm(s) : matrice fonction de transfert sans les interactions

G+
m(s) : matrice diagonale incluant les parties non inversibles des fonctions

de transfert de la con�guration de commande choisie

s : opérateur de Laplace

T (s) : matrice fonction de sensibilité complémentaire

ti(s) : fonction de sensibilité complémentaire dé�nie pour la boucle (ui, yi)

τci : constante de temps du modèle de référence de la boucle (ui, yi)

τti : constante de temps de la fonction de sensibilité complémentaire de

la boucle (ui, yi)

αi : ordre fractionnaire choisi pour la boucle (ui, yi)

Λ : matrice des gains relatifs

λij : gain relatif correspondant à la boucle (uj, yi)

Abréviations
1DDL : un seul degré de liberté

2DDL : deux degrés de liberté

COF : acronyme de la commande d'ordre fractionnaire

FOF : acronyme anglais du �ltre d'ordre fractionnaire

IMC : acronyme anglais de la structure de commande par modèle interne

MIMO : acronyme anglais des systèmes multivariables

NI : acronyme anglais de l'indice de Niederlinski

RGA : acronyme anglais de la matrice des gains relatifs

SISO : acronyme anglais des systèmes monovariables
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"'Engineering approach' implies lots of shortcuts and simpli�cations. Simpli�cation

often means telling the truth but not the whole truth. If it were the whole truth, it would

not be simple !". Bob Atkins



Introduction générale

Il existe trois di�érentes natures des systèmes industriels : les systèmes mécaniques

(sous actionnés, sur actionnés..), les systèmes monovariables et les systèmes multivariables,

ces derniers sont à plusieurs entrées et plusieurs sorties (Multiple Inputs - Multiple Out-

puts, système MIMO). La structure minimale qui est avec deux entrées et deux sorties

(Two Input-Two Output, système TITO) correspond, dans l'industrie, au cas le plus

simple à savoir la matière première et le coùt de fonctionnement comme entrées et la

quantité et la qualité du produit comme sorties [38, 145]. Lorsque le nombre d'entrées est

égal au nombre de sorties, le système est dit carré. Dans le cas contraire, le système est

non carré. Le présent travail de Thèse porte sur la commande des systèmes multivariables

carrés.

On peut dé�nir un système multivariable comme étant un ensemble de sous systèmes

monovariables, ou bien de couples entrée/sortie interconnectés dans la mesure où l'ap-

plication d'un signal sur une entrée peut entrainer une variation de plusieurs sorties. De

la même manière, si une sortie est a�ectée par une perturbation toutes les variables de

commande engendreront un nouveau signal de commande. Ainsi, les autres sorties seront

également a�ectées [2, 163].

Le niveau de cette variation peut être négligeable comme il peut être important. On dit

alors que les systèmes multivariables sont caractérisés par le phénomène des interactions

ou bien du couplage, la présence de ce dernier in�ue la qualité du produit, l'énergie

consommée et le côut de fonctionnement comme il pose un sérieux problème lors de la

conception d'un schéma de commande. A cet e�et, la présence des interactions engendre

deux contraintes sur la commande des systèmes MIMO [116] :
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� Le couplage peut déstabiliser le système.

� La synthèse d'un schéma de commande est di�cile car la fonction de transfert entre

ui et yi dépend de l'ouverture et de la fermeture des autres boucles.

Pour ces raisons, la première étape lors de la conception d'un schéma de commande est

l'analyse des interactions. Cette démarche permet de quanti�er ou bien évaluer le degré

des interactions dans un système multivariable, a�n d'exprimer les di�cultés créées par

les éléments du couplage.

Depuis les années soixante du siècle dernier, di�érentes méthodes d'analyse des in-

teractions ont été développées. En se focalisant sur les techniques qui utilisent le modèle

par la matrice fonction de transfert du système, nous avons classé ces méthodes en deux

catégories : la première englobe les méthodes qui utilisent les propriétés statiques du sys-

tème [18, 136, 149], celles-ci sont parmi les premiers travaux réalisés dans ce domaine.

Ces techniques présentent l'avantage d'être simples à comprendre et à utiliser. Toutefois,

elles ne sont valables que pour les systèmes qui travaillent proche de la fréquence nulle.

Les méthodes de la deuxième catégorie sont plus récentes et plus complexes à comprendre

et à utiliser. Cependant, elles présentent l'avantage de considérer toutes les dynamiques

du système sur une bande de fréquences [1, 44, 73, 119, 183] ou bien utiliser quelques

propriétés du système telle que la réponse indicielle en boucle ouverte de chaque élément

[47], la bande passante de chaque élément de la matrice fonction de transfert [185].

Les méthodes [19, 58, 63, 132] sont la généralisation de la méthode des gains relatifs

(Relative Gain Array, RGA) proposée par Bristol en 1966 [18]. Cette méthode permet

d'évaluer le changement du gain, en régime permanent, de la boucle considérée lorsque les

autres boucles passent de ouvertes à fermées. Vu la simplicité de calcul et son indépendance

des unités de mesure, cette technique est souvent utilisée dans l'industrie en association

avec l'indice de Niederlinski [136].

Une fois l'étape de l'analyse des interactions a révélé un certain degré des interactions

dans un système multivariable, on opte pour une structure de commande pour améliorer

les performances du système en boucle fermée.

� Commande multivariable : Dans le schéma de commande multivariable, la matrice



3

fonction de transfert du contrôleur n'est pas diagonale. Le recours aux contrôleurs

multivariables est d'un intérêt pour minimiser l'e�et des interactions sur les per-

formances du système contrôlé lorsque ce dernier présente un niveau du couplage

fort [12, 78, 138, 148]. Cependant, l'inconvénient de ces structures réside dans la

complexité de synthèse et d'implémentation.

� Commande par découplage : Lorsque l'étape de l'analyse des interactions indique un

niveau de couplage fort, au lieu d'utiliser un contrôleur multivariable, on peut avoir

recours aux structures de découplage [31, 51, 101] qui permettent d'a�aiblir ou bien

éliminer si possible l'e�et des interactions. Ceci, a�n de pouvoir utiliser un ensemble

de contrôleurs monovariables [52, 112, 192]. Dans ce cas aussi, l'inconvénient de ces

techniques réside dans la complexité et la cherté de leur instrumentation. La non

réalisabilité de certaines structures en particulier pour les systèmes à phase non

minimale. En plus de la sensibilité aux erreurs de modélisation.

� Commande multi-boucle : Lorsque les interactions dans un système multivariable

sont modérées, la commande multi-boucle peut être préférable pour obtenir de

bonnes performances. Dans le schéma de commande multi-boucle, une attention

considérable est accordée, en premier lieu, à l'analyse des interactions pour faire le

meilleur choix de la con�guration de commande [1, 76, 132, 183], ce choix est dicté

par un niveau du couplage faible. Le système multivariable est alors vu comme un

ensemble de sous systèmes qui évoluent en parallèle. Ensuite, en s'intéressant au

réglage individuel des boucles de régulation, plusieurs méthodes de synthèse des

contrôleurs ont été proposées telles que les méthodes de réajustement [109, 125], les

méthodes de conception indépendantes [44, 66, 100, 164, 197]. Les schémas de com-

mande multi-boucle présentent l'avantage de la simplicité de conception et d'implé-

mentation, en plus de la �exibilité par rapport aux changements de fonctionnement.

L'introduction du calcul fractionnaire dans la théorie de la commande des systèmes

a fait apparaitre deux nouveaux concepts à savoir : les systèmes d'ordre fractionnaire

(SOF) et la commande d'ordre fractionnaire (COF). En e�et, des travaux de recherche ont

montré que les modèles d'ordre fractionnaire décrivent les propriétés de certains procédés
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physiques mieux que les modèles d'ordre entier [23, 64, 124, 159]. De plus, les systèmes

entiers d'ordre élevé peuvent être approximés par des modèles d'ordre fractionnaire. Ceci,

a�n de simpli�er la synthèse des contrôleurs pour ces systèmes [3, 4, 115].

D'un autre côté et du point de vue commande, la majorité des travaux de recherche

réalisés, depuis des années, sont destinés à la commande des systèmes monovariables.

On rencontre le travail d'Oustaloup où il propose la commande CRONE (acronyme de

Commande Robuste d'Ordre Fractionnaire) [140], Podlubny a introduit la notion du PID-

fractionnaire avec des actions intégrale et dérivée d'ordre fractionnaire [142] et autres

[23, 9, 97, 124]. La fonction idéale de Bode o�re une alternative meilleure pour le choix

du modèle de référence dans plusieurs méthodes de synthèse des contrôleurs SISO frac-

tionnaires où le choix du modèle de référence est une étape primordiale, ce qui permet

d'obtenir des systèmes de commande robustes aux variations de gain. Ce principe a été

adopté par Bettayeb et Mansouri dans plusieurs de leurs papiers [3, 14, 15, 167]. Par

conséquent, le contrôleur IMC-PID-FOF a été proposé, résultat de l'équivalence entre la

structure de commande par modèle interne et la structure classique à retour unitaire.

Parmi les avantages de la commande d'ordre fractionnaire est qu'elle o�re des degrés

de liberté supplémentaires (les ordres fractionnaires dans les expressions analytiques des

contrôleurs) par rapport aux correcteurs entiers. Par conséquent une souplesse de réglage

des paramètres est remarquable et un cahier de charge plus exigeant peut être spéci�é

en boucle fermée. Cependant, de nouvelles méthodes de synthèse des contrôleurs sont

requises pour tenir compte de ces degrés de liberté supplémentaires.

Contrairement aux systèmes monovariables, la commande d'ordre fractionnaire des

systèmes multivariables est très peu abordée dans la littérature, en particulier dans le

domaine fréquentiel. En plus de la nouveauté de cette approche (COF) qui nécessite de

nouvelles méthodes de synthèse des contrôleurs, la commande des systèmes multivariables

est fréquemment entravée par le phénomène des interactions entre ses variables d'entrée et

de sortie. La plus part des travaux de recherche réalisés dans ce domaine, nous les classons

dans le contexte de la commande multivariable [130, 128, 162, 180]. A titre d'exemple, la

commande CRONE a été généralisée dans [57] au cas des systèmes multivariables carrés.
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Dans [126], un contrôleur PID-fractionnaire multivariable a été proposé en utilisant les

algorithmes génétiques.

Dans le cadre de la commande par découplage, on rencontre le travail réalisé dans

[43, 94] où les techniques de découplage idéal, simpli�é et inversé ont été généralisées au cas

des systèmes TITO d'ordre fractionnaire, sans proposer une structure de commande pour

les contrôler. Toutefois, le travail e�ectué dans [96] consiste à éliminer les interactions dans

le système TITO fractionnaire en utilisant la structure de découplage inversé. Ensuite, un

contrôleur décentralisé est synthétisé en se basant sur la commande par modèle interne.

Très récemment, d'autres travaux sont apparus dans ce contexte [10, 59].

Les contributions inscrites dans le cadre de la commande multi-boucle fractionnaire des

systèmes multivariables se résument principalement au travail réalisé dans [7, 86] où un

contrôleur PID adaptatif d'ordre fractionnaire a été dimensionné dans un environnement

multi-boucle et implémenté sur un procédé hydraulique à quatre réservoirs. Dans [147],

un correcteur PI prédictif d'ordre fractionnaire a été dimensionné pour le modèle linéarisé

du procédé à quatre réservoirs.

Dans l'ensemble, on peut alors dire que la recherche dans le domaine de la commande

d'ordre fractionnaire des systèmes multivariables, particulièrement la commande multi-

boucle d'ordre fractionnaire, est encore au stade initial. De plus, les méthodes de synthèse

sont souvent confrontées à un compromis qui s'établit de lui même entre la réduction de

l'e�et du phénomène de couplage, d'un côté. De l'autre côté, on cherche à développer une

méthode de synthèse simple, facile à comprendre et à implémenter. Pour ces raisons, et

compte tenu des travaux de recherche réalisés précédemment, le travail présenté dans ce

manuscrit de thèse s'inscrit dans le cadre de la commande multi-boucle fractionnaire des

systèmes multivariables. L'objectif visé dans ce travail de thèse est de proposer une mé-

thode de synthèse du contrôleur multi-boucle simple à comprendre et facile à implémenter,

tout en réduisant l'e�et des interactions sur les performances du système en boucle fermée.

Le principe de la méthode de synthèse proposée consiste à considérer les interactions

comme étant des perturbations sur les couples entrée/sortie obtenus lors de l'étape de

l'analyse des interactions. La structure à deux degrés de liberté (2DDL) est alors utilisée
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pour séparer le problème du suivi de trajectoire de celui de la réduction de l'e�et des

interactions. Une fonction de sensibilité complémentaire est dé�nie, pour chaque boucle,

dont la constante de temps est un paramètre de réglage τti (i = 1 · · ·n) , n est l'ordre du

système multivariable. En réglant ce paramètre, un compromis est établi entre la réduc-

tion de l'e�et des interactions et l'atténuation du bruit de mesure.

Contribution et organisation de la thèse
Le travail de cette thèse porte sur la synthèse d'une loi de commande multi-boucle

fractionnaire pour les systèmes multivariables, on s'intéresse dans une première étape

à la synthèse d'un schéma de commande multi-boucle fractionnaire pour les systèmes

multivariables entiers. Celui ci, est généralisé dans une seconde étape pour commander les

systèmes MIMO fractionnaires. Cette structure est également adaptée pour la commande

des systèmes entiers d'ordre élevé, a�n de simpli�er leur contrôle. En�n, ce schéma de

commande est implémenté sur un procédé réel qui est un système hydraulique à quatre

réservoirs disponible au laboratoire L2CSP. Ces travaux de recherche ont donné lieu aux

publications et communications suivantes :

1. Chekari, T., Mansouri, R., et Bettayeb, M., (2018). "Improved Internal Model

Control-Proportional-Integral-Derivative Fractional-Order Multiloop Controller De-

sign for Non Integer Order Multivariable Systems". Journal of Dynamic Systems,

Measurement, and Control, vol. 141, n◦ 1, DOI : 10.1115/1.4041353.

2. Chekari, T., Mansouri, R., et Bettayeb, M., (2018). "IMC-PID Fractional Order

Filter Multiloop Controller Design for Multivariable Systems Based on Two Degrees

Of Freedom Control Scheme". International Journal of Control, Automation and

Systems, vol. 16, n◦ 2, pp. 689-701.

3. Chekari, T., Mansouri, R., et Bettayeb, M., (2015). "IMC-PID-Fractional-order-

�lter controller design for Two Input-Two Output (TITO) systems". International

Conference on Automatic control, Telecommunication and Signals (ICATS15), 16-18

Novembre, Annaba.
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A�n de faciliter la lecture de ce manuscrit, nous avons choisi de structurer cette thèse

de la manière suivante :

� Dans le premier chapitre, après avoir éclairci le phénomène des interactions dans un

système multivariable, les méthodes d'analyse des interactions, les plus rencontrées

dans la littérature, sont présentées. La matrice des gains relatifs est abordée avec

plus des détails. Par la suite, les di�érentes structures de commande des systèmes

multivariables sont exposées.

� Dans le deuxième chapitre, les préliminaires nécessaires à la synthèse du schéma

de commande multi-boucle proposé, sont présentés à savoir la commande par mo-

dèle interne (la commande IMC), la méthode d'Oustaloup pour l'approximation de

l'ordre non entier, le principe de la commande à deux degrés de liberté (la com-

mande à 2DDL) et l'utilisation de la fonction de sensibilité complémentaire pour

améliorer le rejet de perturbations.

� Dans le troisième chapitre, la méthode de synthèse du contrôleur multi-boucle frac-

tionnaire, que avons nommé à 1DDL, est d'abord exposée. Ensuite, la méthode de

synthèse du contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL est présentée. Des ré-

sultats de simulation ont été e�ectués pour comparer les performances des deux

schémas de commande proposés avec celles obtenues en utilisant d'autres méthodes

proposées dans la littérature.

� Dans le quatrième chapitre, la méthode de synthèse du contrôleur multi-boucle frac-

tionnaire à 2DDL, est généralisée au cas des systèmes multivariables d'ordre non

entier. Le choix de la fonction de sensibilité complémentaire est abordé. Des résultats

de simulation ont été e�ectués pour illustrer la méthode de synthèse dans le cas des

systèmes entiers d'ordre élevé d'une part. D'autre part, comparer les performances

de la méthode proposée à celles des autres méthodes.
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� Le cinquième chapitre consiste à valider les résultats de simulation obtenus dans les

chapitres précédents, par l'implémentation des schémas de commande proposés sur

un système hydraulique à quatre réservoirs, qui est un procédé à deux entrées et

deux sorties.

� La conclusion générale et quelques perspectives ouvertes par le présent travail seront

présentées à la �n de ce manuscrit de thèse.



Chapitre 1

Généralités sur les systèmes

multivariables : Analyse et Commande

1.1 Introduction

Les systèmes multivariables sont essentiellement distingués des systèmes monovariables

par le phénomène des interactions existent entre les variables d'entrée et de sortie [2,

82, 145, 163]. Cette caractéristique a fait que l'analyse et la commande des systèmes

multivariables ne se font pas de la même manière que pour les systèmes monovariables. En

e�et, des outils d'analyse sont d'abord développés pour évaluer et quanti�er le niveau des

interactions dans un système MIMO [18, 119]. Ensuite, di�érents schémas de commande

sont proposés soit par la généralisation des méthodes des systèmes monovariables [44, 109]

ou bien élaborer des structures de commande spéci�ques aux systèmes multivariables telles

que la commande multivariable et la commande par découplage [51, 78].

Un schéma de commande destiné à la commande des systèmes multivariables, en plus

des objectifs de commande en commun avec les systèmes monovariables, vise à réduire

l'e�et des interactions sur les performances du système en boucle fermée.

Dans la section (1.2) de ce chapitre, nous commençons par dé�nir et éclaircir le phéno-

mène des interactions dans un système multivariable. Par la suite, les méthodes d'analyse

des interactions les plus rencontrées dans la littérature sont présentées dans la section
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(1.3). Dans la section (1.4), les di�érentes approches de commande des systèmes multi-

variables dans le domaine fréquentiel sont également abordées. Autres propriétés impor-

tantes des systèmes multivariables, lorsqu'ils sont contrôlés par la structure de commande

multi-boucle, sont exposées dans la section (1.5). Le chapitre se termine par un aperçu

sur la commande d'ordre fractionnaire des systèmes MIMO et une conclusion.

1.2 Dé�nition et représentation des systèmes multiva-

riables

Les systèmes multivariables sont des systèmes à plusieurs entrées (u1, u2,...up) et plu-

sieurs sorties (y1, y2,...yq) [38, 145, 163] comme le montre la �gure (1.1).

u1

u2

up

.

.

.

y1

y2

yq

.

.

.

Fig. 1.1: Système multivariable

Très souvent, les systèmes multivariables ne se réduisent pas à la mise en parallèle

d'un ensemble de sous systèmes monovariables mais ils se caractérisent par le phénomène

des interactions. En e�et, l'application d'un signal sur une entrée entraine en général une

variation de plusieurs ou de toutes les sorties du système, et vice versa si une perturbation

a�ecte une sortie, son e�et atteint les autres sorties (lorsque le système est bouclé par un

contrôleur).

Un système est dit non interactif si une entrée n'a�ecte que sa sortie correspondante.

Par exemple : u1 a�ecte la sortie y1, u2 a�ecte la sortie y2 et ainsi de suite [53, 163].

Les systèmes multivariables carrés sont des systèmes dont le nombre d'entrées est égal

au nombre de sorties (p=q=n). Dans le cadre de cette thèse, on ne s'intéresse qu'aux
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systèmes multivariables carrés.

1.2.1 Représentation par matrice fonction de transfert

La matrice fonction de transfert est utilisée pour représenter les caractéristiques entrée-

sortie d'un procédé multivariable. Le système étant linéaire stationnaire, la représentation

par la matrice fonction de transfert s'e�ectue en utilisant le théorème de superposition

[38]. L'e�et de la jeme entrée sur la ieme sortie s'obtient en posant uk = 0 pour k 6= j, il

vient alors yi(s) = gij(s)uj(s) avec uk = 0 pour k 6= j

En superposant l'e�et des autres entrées, on obtient alors :

yi(s) =
n∑

j=1

gij(s)uj(s), i = 1, · · ·n (1.1)

On note G(s) la matrice des éléments gij(s). Y(s) et U(s) les vecteurs respectivement de

sortie et de commande tels que :

U(s) =
[

u1, u2, · · · , un

]T

et Y (s) =
[

y1, y2, · · · , yn

]T

.

L'équation (1.1) peut alors être réécrite sous la forme matricielle :

Y (s) = G(s)U(s) (1.2)

Avec :

G(s) =




g11(s) g12(s) · · · g1n(s)

g21(s) g22(s) · · · g2n(s)

... . . . ...

gn1(s) gn2(s) · · · gnn(s)




(1.3)

G(s) est dite matrice fonction de transfert du système.

La représentation par matrice fonction de transfert suppose que les conditions initiales

sont nulles. Dans le cas des systèmes multivariables dont le comportement peut être décrit

par un modèle d'ordre fractionnaire, la représentation (1.3) devient une matrice fonction

de transfert d'ordre fractionnaire où chaque élément gij (i = 1 · · ·n, j = 1 · · ·n) est une

fonction de transfert d'ordre fractionnaire. Ces systèmes seront étudiés dans le quatrième

chapitre de cette thèse.
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1.2.2 Phénomène des interactions dans un système multivariable

Le phénomène des interactions est une propriété propre aux systèmes multivariables,

son e�et se propage dans tout le système. Ceci, peut engendrer la variation de toutes les

variables du système tout en causant la dégradation des performances [116, 163]. Dans la

littérature plusieurs dé�nitions du phénomène de couplage sont proposées, parmi elles, on

peut citer les plus rencontrées :

Dé�nition 1

Les boucles de commande dans un système multivariable sont dites interactives, si une

action sur la commande uj, résultat d'une perturbation dj ou d'un changement de consigne

rj, provoque une action sur la commande ui (i 6= j) dans une ou plusieurs boucles, ceci,

a�n de maintenir les variable de sorties yi (i 6= j) à leurs consignes ri (i 6= j) [80].

Dé�nition 2

Les interactions dans un système multivariable, en boucle fermée, sont déterminées par

les transmittances qui in�uent sur la manière dont une consigne rj ou une perturbation dj

a�ecte l'ensemble des sorties yi (i 6= j). Ou encore, les interactions sont déterminées par

les transmittances qui in�uent sur la manière dont une sortie yi est a�ectée par l'ensemble

des consignes rj (j 6= i) ou des perturbations dj (j 6= i) [76].

Dé�nition 3

La transmission des interactions existe lorsqu'un changement dans la variable d'entrée

d'un contrôleur a�ecte la sortie commandée par ce dernier à travers une boucle qui inclut

une autre sortie et un autre contrôleur [116].

En conclusion de toutes ces dé�nitions, le mot INTERACTION dans un système

multivariable signi�e en général que la variation d'une consigne a�ecte plusieurs sorties et

l'e�et d'une perturbation agissant sur une sortie peut en se propageant dans le système

perturber d'autres sorties.

Pour éclaircir le phénomène des interactions, considérons un système à deux entrés et
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deux sorties (système TITO) représenté par la �gure (1.2).

g11(s)

-

g12(s)

g21(s)

g22(s)

c1(s)

c2(s)

gd1(s)

d1

gd2(s)

d2

y1

y2

r1

r2

-

u1

u2

Boucle 1

Boucle 2

Fig. 1.2: In�uence des interactions dans un système TITO

Lorsque la perturbation d1 a�ecte la sortie y1, cette dernière s'écarte de sa valeur de

consigne r1, le régulateur c1(s) génère alors une commande u1 a�n d'annuler cet écart

(ligne continue). Cependant, le signal de commande u1 généré a�ecte aussi la sortie y2 à

travers la transmittance g21(s) (ligne discontinue), donc la sortie y2 s'écarte aussi de sa va-

leur de consigne r2. De ce fait, le régulateur c2(s) génère, à son tour, le signal de commande

u2 pour maintenir la sortie y2 à la consigne r2. Cette action correctrice du contrôleur c2(s)

a�ecte ainsi la sortie y1 à travers la transmittance g12(s) (ligne discontinue).

L'action correctrice u1 a�ecte alors sa sortie correspondante y1 de deux manières di�é-

rentes : la première est directe à travers la transmittance g11(s), la deuxième est indirecte

à travers une troisième boucle dite cachée (hidden loop) qui inclut g12(s) et g21(s) en plus

du contrôleur c2(s). On dit alors qu'il y'a une transmission des interactions entre les deux

boucles (1) et (2) (dé�nition 3), ce qui n'est pas le cas si g12(s) et/ou g21(s) est nul.

Le maintien des sorties y1, y2 à leurs consignes désirées, en présence de la perturbation

d1 qui doit être annulée par le régulateur c1(s), est une tâche di�cile.

Les transmittances g12(s) et g21(s), en se référant à la dé�nition 2 sont alors les trans-

mittances qui in�uent sur les performances du système commandé, dont leur e�et est

important sur la stabilité du système commandé comme cela sera illustré à travers un
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exemple dans le paragraphe (1.3.3). Par conséquent, le phénomène des interactions est

une contrainte qui pose un problème pour la commande des systèmes multivariables,

c'est pourquoi l'analyse des interactions joue un rôle principal lors de la conception d'un

système de commande.

1.3 Analyse des interactions dans un système multiva-

riable

On entend par l'analyse des interactions dans un système multivariable, l'évaluation

du degré de couplage, entre ses di�érentes boucles de commande. Ceci, a�n d'exprimer

les di�cultés liées aux interactions lors de l'étape de la conception d'un système de com-

mande. Pour ce faire, plusieurs méthodes ont été proposées, on s'intéresse particulièrement

aux méthodes qui se basent sur le modèle par matrice fonction de transfert du système

[155]. Dans ce contexte, on cite les méthodes qui utilisent les informations statiques du

système et celles qui considèrent toutes les dynamiques du système.

Les premiers travaux sur l'analyse des interactions remontent aux travaux de Rijnsdorp en

1965 [149] et de Bristol en 1966 [18]. Rijnsdorp propose la méthode du quotient d'interac-

tion (IQ : Interaction Quotient) qui donne une information sur le niveau des interactions

entre les boucles d'une con�guration candidate en calculant le IQ pour chaque con�gura-

tion possible a�n de dégager la meilleure.

Notons que cette méthode utilise les gains statiques de la matrice fonction de transfert

du système, sa généralisation aux hautes et moyennes fréquences a été proposée dans [76].

La matrice directe de Nyquist (DNA : Direct Nyquist Array) est une méthode gra-

phique qui permet l'analyse des interactions entre les boucles de la con�guration dé�nie

par les éléments de la diagonale de la matrice fonction de transfert [119, 151]. Le principe

de cette méthode repose sur la construction du lieu de Nyquist de chaque élément de la

diagonale sur une bande de fréquences variant de 0 à +∞. Ces tracés sont superposés avec

les cercles de Gershgorin obtenus sur la même bande de fréquences. Une conclusion est

ensuite déduite sur le niveau des interactions d'après la position des cercles et des tracés



1.3 Analyse des interactions dans un système multivariable 15

par rapport l'origine du plan complexe.

L'analyse des interactions par la structure de commande par modèle interne (IMC) a

été introduite par Economou et Morari en 1986 [44], les auteurs dé�nissent deux quantités

Li(w) et Ci(w),i = 1 · · ·n sur une bande de fréquences variant de 0 à +∞ pour chaque

couple entrée/sortie d'une con�guration possible. Ensuite, ils concluent sur le niveau des

interactions en fonction des valeurs de Li(w) et Ci(w) obtenues.

D'autres méthodes plus récentes sont proposées dans la littérature telles que la matrice

des potentiels d'interaction [71], la matrice des amplitudes relatives dynamiques (DRMA)

[83, 84], qui permet d'analyser les interactions présentes dans le système en boucle fermée

(commande multi-boucle).

1.3.1 Matrice des gains relatifs (RGA : Relative Gain Array)

La façon la plus simple d'analyser et d'étudier les interactions dans un système multi-

variable est de s'intéresser au changement de gain statique d'une boucle lorsque les autres

boucles passent de ouvertes à fermées. Ce principe a été proposé par Bristol en 1966 [18]

où il développe la méthode de la matrice des gains relatifs (RGA) qui est devenue très

utilisée dans l'industrie, en raison de la simplicité de son principe et de la méthode de

calcul. De plus, cette technique [116] :

� Informe sur le niveau des interactions dans un système multivariable.

� Donne une recommandation sur les couples entrée/sortie dont le niveau des inter-

actions est faible.

Les gains relatifs mesurent alors l'in�uence d'une entrée de commande sélectionnée sur une

grandeur de sortie, aussi sélectionnée, relativement aux autres grandeurs de commande

agissant sur le système [145].

D'une manière générale, le gain relatif de la boucle (uj, yi) est donnée par [18] :

λij =

[
∂yi

∂uj

]
les autres boucles ouvertes[

∂yi

∂uj

]
les autres boucles fermes

=

[
∂yi

∂uj

]
uk=cste,k 6=j[

∂yi

∂uj

]
yk=cste,k 6=j

(1.4)

Le numérateur représente le gain statique entre uj et yi en boucle ouverte, alors que le

dénominateur représente le gain statique entre uj et yi lorsque les autres boucles sont
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fermées.

Par souci de simplicité, cette notion du gain relatif peut être mieux illustrée en se

servant de la �gure (1.3) qui représente un système à deux entrées et deux sorties [145].

g11(s)

g12(s)

g21(s)

g22(s)c2(s)

y1

y2r2

-

u1

u2

I

Fig. 1.3: Illustration de la méthode des gains relatifs sur un système TITO

La première boucle (u1,y1) est ouverte, la deuxième boucle (u2,y2) passe de ouverte à

fermée en utilisant l'interrupteur I.

Le gain statique de la première boucle (u1,y1), lorsque la deuxième boucle est ouverte,

est :
y1

u1

= k11 (1.5)

Bristol suppose que le correcteur c2(s) est parfait, ainsi y2 = 0 lorsque r2 = 0, on aura

alors en régime permanent :




y1 = k11u1 + k12u2

0 = k21u1 + k22u2

(1.6)

k12, k21 et k22 sont les gains statiques des fonctions de transfert respectivement g12, g21 et

g22.

Après quelques manipulations sur l'équation (1.6), on aura :

y1

u1

=
k11k22 − k12k21

k22

(1.7)
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L'équation (1.7) montre que la fermeture de la deuxième boucle (u2,y2) in�ue sur la valeur

du gain statique de la première boucle. En e�et, si les termes des interactions sont nuls

(k12 et/ou k21 est nul), le rapport y1

u1
devient simplement égal à k11 (gain statique en

boucle ouverte).

Le gain relatif est le rapport entre le gain de la première boucle lorsque la deuxième boucle

est ouverte (équation (1.5)) et lorsqu'elle est fermée (équation (1.7)), on aura alors :

λ11 =
k11k22

k11k22 − k12k21

(1.8)

L'équation (1.8) montre que le gain relatif d'une boucle inclut tous les éléments statiques

de la matrice fonction de transfert. Cela, est dû à la présence des interactions entre les deux

boucles. En e�et, si k12 et/ou k21 est nul, le gain relatif est égal à un (λ11 = 1). Dans ce

cas, la fermeture de la deuxième boucle n'a aucun e�et sur le gain de la première boucle et

le système est non interactif ou bien découplé. Néanmoins, en présence de ces interactions,

qui est le cas le plus fréquent, la valeur de λ11 détermine le niveau des interactions dans

le système multivariable.

Par dé�nition (équation (1.4)), les gains du système en boucle ouverte et en boucle fermée

sont nécessaires pour déterminer le gain relatif d'une boucle de commande. Cependant,

le gain relatif peut être calculé en utilisant seulement les gains de la boucle ouverte.

L'équation (1.4) peut alors être réécrite comme suit [116] :

λij =

[
∂yi

∂uj

]

uk=cste,k 6=j

[
∂uj

∂yi

]

yk=cste,k 6=j

(1.9)

Ainsi, pour calculer la matrice des gains relatifs, on procède d'abord à évaluer la matrice

des gains statiques du système, déterminer son inverse transposée, ensuite le produit

élément par élément est e�ectué entre les deux matrices, ceci a�n de calculer tous les

gains relatifs de toutes les boucles de commande possibles du système. La matrice des

gains relatifs est alors calculée comme suit [18] :

Λ = G(0)⊗ (G(0)−1)T (1.10)

où ⊗ désigne le produit élément par élément, T désigne la transposée de la matrice et

G(0) = lim
s→0

G(s).

Les principales propriétés de la matrice RGA sont résumées comme suit [82, 163] :
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� La somme des éléments d'une ligne ou bien d'une colonne dans la matrice des gains

relatifs est égale à 1.

� Les gains relatifs sont indépendants des échelles et des unités de mesure.

� Une permutation des lignes ou des colonnes dans la matrice fonction de transfert

du système, engendre la même permutation dans la matrice RGA.

� Lorsque la matrice fonction de transfert est diagonale ou bien triangulaire, la matrice

des gains relatifs devient une matrice identité.

D'autres propriétés sont présentées dans [82].

1.3.2 Interprétation des éléments de la matrice des gains relatifs

Le choix de la con�guration de commande adéquate pour un système donné se fait

suivant la valeur du gain relatif λij correspondant à la boucle (uj, yi).

L'interprétation des éléments de la matrice RGA se fait comme suit [38, 82, 116] :

� si λij < 0, cela signi�e que la réponse de la boucle correspondante peut changer de

sens de variation si les autres boucles sont fermées, les boucles dont les gains relatifs

sont négatifs sont alors à éviter.

� si λij = 0, alors le gain en boucle ouverte entre la variable de commande uj et la

sortie yi est nul. Cela veut dire que uj n'a aucun e�et sur yi.

� si 0 < λij < 1, dans ce cas, le gain en boucle ouverte entre uj et yi est plus petit

que le gain lorsque les autres boucles sont fermées, les boucles interagissent et si

possible on évite les couples (uj, yi) dont λij = 0.5.

� si λij = 1, la réponse du couple (uj, yi), quand toutes les autres boucles sont ouvertes

ou bien fermées, sera la même. Cela veut dire que les autres boucles n'ont pas

d'in�uence sur la boucle (uj, yi), la sortie yi doit être contrôlée par uj.

� si λij > 1, le gain en boucle ouverte entre uj et yi est plus grand que le gain lorsque

les autres boucles sont fermées. Les boucles interagissent. Si possible on évite le

couple (uj, yi) dont λij est très grand

� si λij −→∞, le gain du couple (uj, yi) est nul quand toutes les autres boucles sont

fermées. La sortie yi ne peut pas être contrôlée par la commande uj.
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On conclut que le choix de la con�guration de commande appropriée porte sur les

couples entrée/sortie ayant un gain relatif λij positif et proche de 1.

Notons que cette méthode de la RGA n'est valable que pour les systèmes qui travaillent

autour de la fréquence nulle.

1.3.3 Matrice des gains relatifs pour un système TITO

Pour un système TITO représenté par la �gure (1.3), le modèle du système en régime

permanent est donné par :

 y1

y2


 =


 k11 k12

k21 k22





 u1

u2


 (1.11)

La matrice RGA est donnée par [116, 163, 165] :

Λ =


 λ 1− λ

1− λ λ


 (1.12)

Avec λ = k11k22

k11k22−k12k21
.

Pour choisir les couples entrée/sortie adéquats pour la commande d'un système TITO, on

opte pour les boucles de commande dont λij est proche de 1 tout en évitant les boucles

de commande dont λij est très grand ou bien négatif.

Pour illustrer ce choix, considérons quelques exemples numériques pour un système TITO

où :

G(0) =


 k11 k12

k21 k22


 ; kij 6= 0 pour i, j = 1, 2.

� Lorsque G(0) =


 2 1.5

1.5 2


 ; alors Λ =


 2.28 −1.28

−1.28 2.28




La con�guration de commande adéquate est (u1, y1) et (u2, y2) car le gain relatif qui

correspond à chacune des deux boucles de cette con�guration est positif (2.28) ce

qui n'est pas le cas du gain relatif des boucles de l'autre con�guration (-1.28). on dit

que le degré du couplage est fort car la valeur du λ11 et λ22 est grande par rapport

à 1.



20 Généralités sur les systèmes multivariables : Analyse et Commande

� Lorsque G(0) =


 −2 1.5

1.5 2


 ; alors Λ =


 0.64 0.36

0.36 0.64




La con�guration de commande adéquate est (u1, y1) et (u2, y2) car le gain relatif qui

correspond à chacune des deux boucles de cette con�guration est plus proche de 1

(0.64) que le gain relatif des boucles de l'autre con�guration (0.36). on dit que le

degré du couplage est faible car la valeur du λ11 et λ22 est proche de 1.

� Pour G(0) =


 1 0.9

0.9 1


 ; alors Λ =


 5.26 −4.26

−4.26 5.26




Dans ce cas aussi, la con�guration de commande adéquate est (u1, y1) et (u2, y2) car

le gain relatif qui correspond à chacune des deux boucles de cette con�guration est

positif (5.26) ce qui n'est pas le cas du gain relatif des boucles de l'autre con�guration

(-4.26). Cependant, le système présente un degré du couplage fort puisque le degré

relatif de la con�guration choisie est très grand devant 1.

� Pour G(0) =


 0.5 0.5

0.5 0.5


 ou bien G(0) =


 1 1

1 1


 ; les éléments de la matrice

Λ sont in�nis car la matrice G(0) est singulière (son déterminant est nul). Dans

ce cas, le système est très fortement couplé et la commande multi-boucle n'est pas

envisageable.

� Pour G(0) =


 1 1

−1 1


 ; alors Λ =


 0.5 0.5

0.5 0.5




Dans ce cas, l'e�et de la fermeture d'une boucle sur le gain de la boucle considé-

rée est le même pour toutes les con�gurations possibles. Ainsi, toutes les boucles

interagissent (degré du couplage est très fort) et l'analyse par la matrice RGA ne

recommande aucune con�guration de commande.

In�uence des interactions sur la stabilité d'un système multivariable
Le phénomène des interactions existent entre les variables d'entrée et de sortie d'un sys-

tème multivariable, rend leur commande et analyse di�ciles par rapport aux systèmes

monovariables, voire engendrer l'instabilité de l'ensemble du système, en boucle fermée,

même si les sous systèmes monovariables le constituant sont individuellement stables.

A�n d'illustrer cette di�culté liée à la stabilité du système en boucle fermée, on consi-

dère un système à deux entrées (r1, r2) et deux sorties (y1, y2) dont les dynamiques sont
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1

s+1

y1

y2r2

-

u1

u2

k1(1 + 1

s
)

r1

γ

s+1

1

s+1

ζ

s+1

k2(1 + 1

s
)

-

Boucle 1

Boucle 2

Fig. 1.4: Commande multi-boucle d'un système TITO

données par [122] :
y1 = 1

s+1
u1 + γ

s+1
u2

y2 = ζ
s+1

u1 + 1
s+1

u2

(1.13)

Ce système est montré sur la �gure (1.4) avec la con�guration de commande choisie est

celle qui correspond aux éléments diagonaux, les interactions sont reliées aux paramètres γ

et ζ. Les variables r1 et r2 représentent les signaux de référence des sorties respectivement

y1 et y2. Deux contrôleurs Proportionnel Intégral (PI) sont implémentés sur le système.

Si u1 contrôle y1 en utilisant un PI comme suit :

u1 = k1(1 +
1

s
)(r1 − y1) (1.14)

et u2 = 0, la fonction de transfert, en boucle fermée, entre r1 à y1 est :
y1

r1

=
k1

s + k1

(1.15)

Le système (1.15) est stable pour k1 > 0.

De la même manière, si le système est commandé en utilisant seulement la deuxième

boucle de façon que u2 contrôle y2 en utilisant un PI comme suit :

u2 = k2(1 +
1

s
)(r2 − y2) (1.16)

et u1 = 0, la fonction de transfert, en boucle fermée, qui lie r2 et y2 est :
y2

r2

=
k2

s + k2

(1.17)
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Le système (1.17) est stable pour k2 > 0.

On considère maintenant le cas où les deux boucles sont fermées.

Par souci de simpli�cation, soit k1 = k2 = 1, la fonction de transfert en boucle fermée

entre r1 et y1 et celle entre r2 et y2 deviennent :

y1

r1

=
y2

r2

=
s + 1− γ ζ

s2 + 2s + 1− γ ζ
(1.18)

Dans ce cas, le système (1.13), commandé en utilisant la structure de commande multi-

boucle (�gure 1.4), est instable pour γ ζ > 1.

Cet exemple montre que la présence des interactions peut déstabiliser un système multi-

variable dont les boucles individuelles sont stables.

L'analyse de l'e�et des gains des interactions γ et ζ sur la stabilité du système (1.13),

peut être e�ectuée en utilisant la matrice RGA comme suit :

La matrice des gains statiques du système (1.13) est :

G(0) =


 1 γ

ζ 1


 (1.19)

La matrice inverse est :

G(0)−1 =
1

1− γ ζ


 1 −γ

−ζ 1


 (1.20)

En utilisant l'équation (1.10), la matrice des gains relatifs du système (1.13) est donnée

par :

Λ =




1
1−γ ζ

−γ ζ
1−γ ζ

−γ ζ
1−γ ζ

1
1−γ ζ


 (1.21)

L'équation (1.21) montre que les éléments de la RGA dépendent des gains des interactions

γ et ζ.

D'après les éléments de la RGA obtenus, on distingue les cas suivants :

� Pour γ ζ = 1, les gains relatifs 1
1−γ ζ

et −γ ζ
1−γ ζ

sont in�nis, ainsi, la commande multi-

boucle n'est pas envisageable.
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� Pour γ ζ > 1, 1
1−γ ζ

< 0 et −γ ζ
1−γ ζ

> 0, le système est instable si la con�guration

de commande diagonale est choisie. Cependant, la con�guration de commande o�-

diagonale pourrait être appropriée.

� Pour γζ = 0, le modèle du système (1.13) devient triangulaire ou bien diagonal, le

système est alors découplé et stable en boucle fermée.

� Pour γ ζ < 1 avec γ ζ 6= 0, on a 1
1−γ ζ

> 0 et −γ ζ
1−γ ζ

> 0, deux cas peuvent se produire :

Si γ ζ tend vers zéro, 1
1−γ ζ

tend vers l'unité, −γ ζ
1−γ ζ

tend vers zéro, ainsi le système

est stable en choisissant la con�guration de commande diagonale. Cependant, Si γ ζ

tend vers −∞, 1
1−γζ

tend vers zero et −γ ζ
1−γ ζ

tend vers 1, la con�guration o�-diagonale

est préférable.

Cet exemple montre que les gains des interactions jouent un rôle essentiel dans la stabilité

du système en boucle fermée dont les boucles individuelles sont stables. D'où l'importance

de l'étape de l'analyse des interactions et le choix des couples entrée/sortie adéquats pour

la commande lors de la synthèse d'un schéma de commande multi-boucle.

Toute l'analyse qui vient d'être présentée dans les paragraphes (1.3.1) à (1.3.3), en

utilisant la matrice RGA, que se soit pour l'évaluation du niveau des interactions dans

un système multivariable ou bien pour voir l'e�et de ces interactions sur la stabilité du

système en boucle fermée, se base sur les gains du système en régime permanent, tout en

négligeant les dynamiques du système. Cependant, des généralisations de cette méthode

ont été e�ectuées durant ces dernières décennies, a�n d'inclure les dynamiques du système

[170, 183] ou bien utiliser d'autres données comme la réponse indicielle en boucle ouverte

[47].

1.3.4 Variantes de la matrice des gains relatifs

Le choix de la con�guration de commande en utilisant la technique RGA ne prend

pas en considération les dynamiques du système, ce qui est considéré comme étant une

limitation de la méthode. A titre d'exemple, il a été montré dans [120, 170, 183] que si la

matrice fonction de transfert possède des éléments dont le retard ou la constante de temps

sont très importants par rapport aux autres éléments, la matrice RGA pourrait engendrer
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une con�guration de commande inappropriée. Dans ce cas, il est nécessaire d'utiliser la

matrice des gains relatifs dynamiques [19, 120, 170, 183].

En remplaçant le gain statique gij(0) par la fonction de transfert correspondante gij(s) sur

une bande de fréquences de travail du système, la matrice des gains relatifs dynamiques

(DRGA) [76, 183] devient :

Λ(s) = G(s)⊗ (G(s)−1)T (1.22)

L'examen des lieux de Nyquist des éléments λij(s), i, j = 1, · · ·n permet d'analyser les

interactions existantes entre les variables du système et de déterminer la con�guration de

commande adéquate.

Les interactions dans le système sont faibles si le module de chaque élément λii(s) est

proche de 1 et les modules des autres éléments sont proches de zéro dans la bande de

fréquences de travail du système. On note que la limitation des deux méthodes RGA et

DRGA réside dans la supposition que le régulateur de la deuxième boucle est parfait. En

d'autres termes, on suppose que la sortie y2 demeure constante en tout temps même si

la commande u1 est modi�ée [145], la matrice des gains relatifs dynamiques généralisés

(GDRG)[71] permet d'éviter cette approximation.

Dans la matrice dynamique relative (RDA), les réponses en boucle ouverte à un échelon

des éléments de la matrice de transfert viennent remplacer les gains statiques correspon-

dants [47].

La matrice des gains relatifs e�ectifs (ERGA) proposée en 2005 [185] utilise le gain

statique et la bande passante de chaque élément de la matrice fonction de transfert en

boucle ouverte du système.

La matrice des réponses relatives (RRA) a été proposée dans [74] pour analyser les

interactions dynamiques dans un système TITO, cette méthode se base sur l'intégrale

de la réponse indicielle du système en boucle ouverte et en boucle fermée. A�n d'avoir

les bonnes performances, le contrôleur est déterminé en utilisant la structure IMC. Cette

approche est généralisée dans [73] au cas des systèmes multivariables dont le nombre

d'entrées et de sorties est supérieur à deux.

D'autres méthodes peuvent être consultées dans la littérature, par exemple, la matrice
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des gains relatifs normalisés (NRGA) [63], la matrice des gains relatifs partiels (PRG)[58].

Un aperçu général sur toutes ces méthodes et autres, est présenté dans [82, 155].

1.4 Commande des systèmes multivariables

La commande des systèmes multivariables est généralement entravée par le phénomène

des interactions existant entre ses variables d'entrée et de sortie [145, 165]. Ces interactions

ont un e�et plus ou moins détériorant sur les performances et la stabilité du système

en boucle fermée [116]. Dans la littérature plusieurs schémas de commande sont alors

développés pour améliorer les performances des systèmes MIMO (satisfaire le cahier des

charges spéci�é), tout en réduisant ou bien éliminant l'e�et des interactions. Dans cette

optique, trois grandes classes des méthodes de commande des systèmes multivariables

sont à citer [32, 37, 38, 145, 163] :

1.4.1 Méthodes de commande multivariable

Lorsque l'étape d'analyse des interactions indique un niveau du couplage fort dans

un système multivariable, on opte pour la commande multivariable (centralisée) dans le

but d'avoir de bonnes performances du système en boucle fermée en présence de l'e�et

indésirable (détériorant) de ces interactions [2, 42].

La structure de commande multivariable consiste à utiliser un régulateur non diagonal

à plusieurs entrées et plusieurs sorties. Dans ce contexte, di�érentes méthodes de synthèse

ont été développées [12, 16, 78, 148, 157, 191], parmi elles les méthodes qui se basent sur

la structure de commande par modèle interne [13, 42, 106].

L'avantage principal de la commande multivariable est que le contrôleur multivariable

est moins sensible au choix des couples entrée/sortie. Cependant, l'inconvénient de ces

méthodes réside dans la complexité des méthodes de synthèse. De plus, ces techniques

de commande présentent des di�cultés sur le plan pratique (implémentation) qui sont

proportionnelles aux dimensions et au degré des interactions [145].
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1.4.2 Commande par découplage

Une autre approche pour la commande des systèmes multivariables, dans le cas où

ils présentent un niveau de couplage signi�ant, est la technique de découplage [101, 178].

Cette stratégie permet d'éliminer, ou bien a�aiblir, les interactions entre les variables d'en-

trée et de sortie du système. Cela est réalisable en ajoutant des éléments supplémentaires

dits découpleurs (compensateurs) en amont du procédé [101, 160]. Une fois le système

augmenté (système et le découpleur) est à dominance diagonale, les méthodes de synthèse

des régulateurs monovariables peuvent être adaptés pour la commande des sous systèmes

obtenus indépendamment l'un de l'autre.

Di�érentes structures de découplage ont été mentionnées dans la littérature [99, 111,

112]. La structure de découplage statique [6, 91, 133, 156] garantit la compensation des

interactions autour de la fréquence nulle. Néanmoins, les structures de découplage dy-

namique éliminent ou bien réduisent les interactions sur une bande de fréquences mais

la méthode de conception est plus di�cile et les éléments du découpleur obtenus sont

complexes à implémenter [31, 51].

D'un autre côté et du point de vue structure, on distingue la technique de découplage

idéal, simpli�é et inversé [48, 52]. Le découplage idéal facilite le réglage du contrôleur dé-

centralisé car le système augmenté est complètement découplé. Cependant, il est rarement

utilisé en pratique en raison de la complexité de ses éléments.

Dans la stratégie de découplage simpli�é, la structure de découpleur est simple. Ce-

pendant, la structure du système augmenté est complexe. De ce fait, des approximations

sont nécessaires avant la conception du contrôleur décentralisé [110].

La structure du découplage inversé présente à la fois les performances idéales de la

technique du découplage idéal et la simplicité de la structure du découplage simpli�é

[174, 177]. Pour plus de détails, une étude comparative a été e�ectuée entre les trois

méthodes du point de vue stabilité, robustesse et implémentations dans [48, 52].

Lorsque le contrôle d'une variable est plus important que le contrôle des autres comme

l'exemple cité dans [165], il n'est pas alors nécessaire de découpler toutes les interactions,

on parle alors du découplage partiel ou bien le découplage dans un seul sens.
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La commande par découplage présente principalement les avantages suivants :

� L'évolution des sorties indépendamment les unes des autres.

� La non propagation de la perturbation agissant sur une sortie dans le procédé.

Les inconvénients des méthodes de découplage peuvent être résumées comme suit :

� Les découpleurs nécessitent une connaissance complète du modèle de procédé réel,

puisque cette exigence n'est pas véri�ée en pratique, les découpleurs n'o�rent qu'un

découplage partiel avec une interaction faible qui persiste encore.

� Les structures de découplage sont sensibles aux variations des paramètres du sys-

tèmes [91]

� Les processus chimiques sont généralement de nature non linéaire et non station-

naire, par conséquent, même si le découplage est initialement parfait, à mesure que

le point de fonctionnement change, le découplage se détériore.

� Pour les systèmes multivariables d'ordre élevé, la conception des découpleurs devient

compliquée.

1.4.3 Commande multi-boucle

Une approche simple pour la commande des systèmes multivariables est d'utiliser un

contrôleur diagonal généralement appelé contrôleur multi-boucle [163].

La commande multi-boucle, ou la commande directe boucle par boucle, consiste à

négliger les interactions et considérer le système proche d'un ensemble de sous systèmes

monovariables indépendants les uns des autres [38].

En utilisant la commande multi-boucle, les contrôleurs monovariables sont synthétisés

indépendamment les uns des autres. En e�et, chaque contrôleur utilise une entrée du

système pour contrôler la sortie qui lui est associée, le retour de sortie permet de remédier

aux e�ets indésirables des interactions [136]. Le choix des couples entrée/sortie adéquats

pour la commande est alors d'une grande importance dans la conception d'un schéma de

command multi-boucle [192].

Les méthodes de commande multi-boucle peuvent être classées comme suit :
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1. Méthodes de réajustement

Ces méthodes consistent à synthétiser des correcteurs monovariables pour les boucles

de commande sans considérer les interactions. Ensuite, les paramètres de ces régula-

teurs sont réajustés en dé�nissant un facteur de réajustement [11]. Dans ce contexte,

on cite la méthode du plus grand module du Luyben (BLT) [109, 125] qui consiste

dans une première étape à calculer les paramètres des contrôleurs PI en utilisant

la méthode de Ziegler Nichols. Par la suite, un facteur de réajustement est dé�ni

pour recalculer les paramètres des contrôleurs. L'inclusion de ce facteur établit un

compromis entre la stabilité et les performances du système en boucle fermée. Dans

[33], les auteurs proposent de dimensionner les correcteurs PID en se basant sur

les éléments correspondants à la con�guration de commande adéquate. Ensuite, les

paramètres de ces correcteurs sont réajustés selon les valeurs des degrés relatifs.

Malgré la simplicité des méthodes de cette approche, le principe considère les in-

teractions comme des éléments qui entravent la stabilité du système et tente de les

éliminer plutôt les contrôler pour améliorer la dynamique des boucles de commande.

Les caractéristiques du système sont alors exploitées avec prudence a�n d'améliorer

ses performances[181].

2. Méthodes de synthèse séquentielle

L'idée de la fermeture séquentielle des boucles de commande lors de la synthèse

du schéma de commande multi-boucle a été introduite par Mayne en 1973 [118].

Par la suite, d'autres méthodes ont été développées [35, 67, 161]. En utilisant ces

méthodes, les contrôleurs SISO sont conçus séquentiellement en commençant du

contrôleur de la boucle la plus rapide, l'interaction dûe à cette boucle est considérée

dans la fermeture de la prochaine boucle et ainsi de suite. Toutefois, les interactions

sont bien prises en charge si les dynamiques des boucles sont considérablement

di�érentes comme cela a été mentionné dans [181]. Quelques inconvénients relatives

aux méthodes de cette approche ont été présentés dans [70, 81, 181] tels que : les

performances du système en boucle fermée dépendent de l'ordre de la fermeture

des boucles et même de la méthode de synthèse du premier contrôleur monovariable
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[41, 81]. De plus, le contrôle de la boucle considérée peut avoir un e�et détériorant sur

la réponse des boucles déjà fermées d'où l'idée d'introduire les méthodes itératives.

3. Méthodes de conception itérative

Comme pour les méthodes de synthèse séquentielle, les méthodes itératives consistent

à synthétiser les correcteurs monovariables des boucles l'un après l'autre. Cepen-

dant, dans cette approche une fois toutes les boucles sont fermées les paramètres

des régulateurs déjà déterminés sont réajustés l'un après l'autre jusqu'à convergence

[75, 158]. D'autres méthodes consistent à déterminer les paramètres du correcteur

PID séquentiellement en amenant le système à la limite de stabilité [87]. Ces mé-

thodes sont généralement associées à des relais [21, 60, 105, 168, 172]. Ces méthodes

sont utilisées lorsque le modèle du système n'est pas connu. Cependant, l'incon-

vénient principal des méthodes de cette approche réside dans la nécessité de faire

plusieurs essais pour atteindre les performances désirées, en plus de la faiblesse du

lien entre la méthode de réglage et les performances de la boucle [70, 175].

4. Méthodes utilisant les algorithmes d'optimisation

Dans cette approche, les algorithmes d'optimisation sont utilisés pour déterminer

les paramètres du contrôleur multi-boucle [41, 49, 95, 154]. Dans [173] les algo-

rithmes génétiques sont utilisés pour déterminer les paramètres optimaux du contrô-

leur multi-boucle. La synthèse du correcteur multi-boucle est mis sous forme d'un

problème d'optimisation [8] qu'il faut résoudre avec des contraintes sous formes des

inégalités matricielles. L'inconvénient de cette méthode est que les résultats obtenus

dépendent des conditions dé�nies dans la fonction objective, ainsi, les correcteurs

obtenus peuvent engendrer l'instabilité du système en boucle fermée en particulier

lors de la défaillance d'une boucle [70].

5. Méthodes de conception indépendante

Dans cette approche, les interactions entre les boucles de commande, la robus-

tesse en performance et la stabilité sont d'abord considérées. Ensuite, les contrô-

leurs SISO sont conçus indépendamment l'un de l'autre en utilisant les fonctions

de transfert correspondantes aux boucles de commande de la con�guration choi-
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sie [44, 54, 66, 100, 164, 193, 197]. A titre d'exemple, une méthode du réglage du

contrôleur multi-boucle a été proposée dans [30], cette technique garantit la stabi-

lité du système en boucle fermée en utilisant les conditions de stabilité de Nyquist.

Ensuite des correcteurs PI sont dimensionnés pour toutes les boucles de commande

indépendamment les uns des autres. Dans [65] les auteurs proposent une méthode

analytique pour le réglage du contrôleur multi-boucle PID en se basant sur les condi-

tions de stabilité de Nyquist et les spéci�cations des marges du gain et de phase

pour chaque boucle.

Quelques exemples de synthèse de ces méthodes utilisent les spéci�cations de la

fonction de transfert en boucle fermée de chaque boucle telles que la méthode de

synthèse du contrôleur PID en se basant sur la structure IMC [25]. Comme les pro-

priétés dynamiques des contrôleurs dans les autres boucles ne sont pas utilisées dans

la boucle considérée, les performances du système en boucle fermée peuvent alors

ne pas être satisfaisantes [41, 70]. Toutefois, de bonnes performances sont obtenues

lorsque le système est à dominance diagonale.

6. Méthodes des fonctions de transfert équivalentes

Une autre manière de remédier au problème des interactions entre les boucles de

commande et par conséquent, entre l'e�et de l'action des contrôleurs l'un sur l'autre

d'un côté. De l'autre côté, utiliser les méthodes de synthèse des contrôleurs mono-

variables, consiste à décomposer le système en un ensemble de boucles équivalentes

où chaque boucle inclut souvent la dynamique des correcteurs des autres boucles,

qui devrait être connue [107, 135, 184]. Une méthode de synthèse du contrôleur

multi-boucle a été proposée dans [134] pour atteindre les spéci�cations désirées en

marges de phase et de gain pour chaque boucle du système TITO. Les interactions

sont considérées comme des incertitudes sur les boucles de commande, l'incertitude

maximale est estimée pour déterminer le contrôleur initial de la première boucle,

qui est utilisé pour la synthèse du contrôleur de la deuxième boucle. Par la suite, le

premier contrôleur est redé�ni en connaissant celui de la deuxième boucle.

Cependant, dans [70] la di�culté liée aux interactions est résolue par la formulation
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des dynamiques de la transmission en boucle ouverte de ui à yi par la boucle ouverte

e�ective du système (E�ective Open loop Process). Cette boucle équivalente est

déterminée sans la connaissance préalable de la dynamique des contrôleurs dans les

autres boucles de commande.

Le principe de la fonction de transfert e�ective en boucle ouverte (E�ective Open

loop Transfert Function) est introduit dans [175] a�n de décomposer le système

multivariable en un ensemble de boucles indépendantes et équivalentes. En utilisant

les techniques de réduction de modèle, cette fonction de transfert est réduite à une

forme plus simple. Ensuite, des contrôleurs PID à la base de la structure IMC sont

conçus en utilisant ces modèles simples.

D'autres méthodes de commande multi-boucle ont été proposées dans la littérature [40,

81, 88, 179, 195]. Le problème d'optimisation est simpli�é dans [176] pour chercher un seul

paramètre qui est la constante de temps du �ltre de la structure IMC et qui correspond

à la constante de temps désirée pour chaque boucle. Dans [92] les termes proportionnel

et dérivé sont déterminés en négligeant les interactions. Cependant, le terme intégral est

calculé en considérant ces interactions en basses fréquences.

La commande multi-boucle o�re un certain nombre d'avantages qui font qu'elle est

préférable à la commande des systèmes multivariable, si l'on compare à la commande

multivariable ou bien à la commande par découplage [66, 145] :

� La commande multi-boucle est plus simple à comprendre et son implémentation sur

un équipement industriel est plus rapide et aisée.

� Il est plus facile de spéci�er des performances di�érentes pour chaque sortie et

d'utiliser des périodes d'échantillonnage di�érentes pour chaque boucle individuelle.

� Si un choix adéquat des couples entrée/sortie est e�ectué, une des boucles de com-

mande peut être ouverte sans engendrer l'instabilité du système. Cette �exibilité

permet de mieux supporter des changements d'opération tels que le démarrage et

arrêt du procédé, l'entretien de certaines parties ou la mise en mode manuel d'une

partie de la stratégie de commande.

� La commande multi-boucle permet l'application des méthodes de réglage des cor-
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recteurs monovariables dont l'e�cacité et la disponibilité n'est plus à démontrer.

� Les régulateurs multi-boucles peuvent être implémentés sur des micro-processeurs

di�érents diminuant ainsi les conséquences d'une panne de capteur, d'un actionneur,

ou même d'un processeur.

� La non propagation de la perturbation agissant sur une sortie dans le système.

1.5 Stabilité et synthèse de la commande multi-boucle

Vu les avantages que présente la commande multi-boucle, certaines propriétés sont

requises (nécessaires) pour le système à commander, cela a�n de garantir la stabilité et

les bonnes performances en boucle fermée. Comme il sera présenté, l'analyse peut se référer

souvent à l'interprétation de la matrice des gains relatifs [18].

1.5.1 Stabilité de la structure de commande multi-boucle

En utilisant les méthodes multi-boucles de conception indépendante, les contrôleurs

monovariables sont déterminés en utilisant seulement les éléments diagonaux correspon-

dants à la con�guration de commande, tout en négligeant les interactions entre ces boucles.

Par conséquent, des conditions de stabilité ont été développées a�n de préserver la stabilité

du système en boucle fermée en présence de ces interactions [2, 55, 90, 163].

Dans ce qui suit, on présente les conditions établies dans [55] en terme du choix du

comportement désiré en boucle fermée et du niveau des interactions dans un système

multivariable.

Soit le système multivariable à commander donné par la matrice fonction de transfert

de l'équation (1.3), le contrôleur multi-boucle est donné par :

C(s) = diag
[

c1(s), c2(s), . . . cn(s)
]

(1.23)

Ce contrôleur est déterminé pour le système diagonal (sans interactions) modélisé par :

Gm(s) = diag
[

g11(s), g22(s), . . . gnn(s)
]

(1.24)
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Le système diagonal, en boucle fermée, est :

Gbfm(s) = (I + Gm(s)C(s))−1Gm(s)C(s) (1.25)

Le système complet (avec les interactions), en boucle fermée, est :

Gbf (s) = (I + G(s)C(s))−1G(s)C(s) (1.26)

Des contraintes sur le choix de Gbfm(s) sont alors imposées pour garantir la stabilité de

Gbf (s) [2, 55, 163].

Soit la matrice E dé�nie par :

E(s) = (G(s)−Gm(s))G−1
m (s) (1.27)

qui représente l'erreur relative dûe à l'approximation du modèle complet G(s) par le

modèle diagonal Gm(s). En d'autres termes, l'erreur dûe à l'élimination des termes dia-

gonaux, donc des interactions.

La stabilité du modèle en boucle fermée Gbf (s) de l'équation (1.26), est liée au terme

(I + GC)−1. Par conséquent, pour analyser la stabilité de Gbf (s) en utilisant le terme

E(s) de l'équation (1.27), on peut mettre (I + GC) sous la forme [2, 55, 163] :

(I + G(s)C(s))︸ ︷︷ ︸
Comportement multi−boucle

= (I + E(s)Gbfm(s))︸ ︷︷ ︸
Analyse des interactions

(I + Gm(s)C(s))︸ ︷︷ ︸
Boucles individuelles

(1.28)

Cette relation montre que la stabilité de la commande multi-boucle est tributaire de la

stabilité des boucles individuelles, mais également de l'analyse des interactions à travers

le terme (I + E(s)Gbfm(s)).

Une condition su�sante a été proposée dans [44, 55] pour la stabilité du système

complet en terme des lignes de G(s) comme suit :

|Gbfmi(jw)| < |gii(jw)|∑n
j=1,j 6=i |gij(jw)| pour i = · · ·n, et 0 ≤ w < ∞ (1.29)

De la même manière, en terme des colonnes de G(s), on a :

|Gbfmi(jw)| < |gii(jw)|∑n
j=1,j 6=i |gji(jw)| pour i = · · ·n, et 0 ≤ w < ∞ (1.30)
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Gbfmi(s) est l'élément correspondant à la ime ligne et la ime colonne de l'équation (1.25).

En d'autres termes c'est la fonction de transfert en boucle fermée de la boucle (ui, yi).

Les équations (1.29) et (1.30) montrent que pour des petites valeurs de |gij(jw)| (j 6= i)

et/ou des grandes valeurs de |gii(jw)|, ces conditions sont largement véri�ées. Ceci est

véri�é lorsque le système est à dominance diagonale. Cette notion sera présentée dans le

paragraphe (1.5.2).

D'autres conditions su�santes plus rigoureuses sont développées a�n de garantir la

stabilité de la structure de commande multi-boucle [90, 163].

Pour une analyse plus rigoureuse de la stabilité des systèmes multivariables commandés

par la structure multi-boucle, une autre propriété doit être considérée, c'est la propriété

de l'intégrité qui sera abordée dans le paragraphe (1.5.3).

1.5.2 Dominance diagonale

La notion de la dominance diagonale a été introduite par Rosenbrock en 1969 [152],

elle joue un rôle important dans l'analyse et la commande des systèmes multivariables

particulièrement lorsque ces derniers sont contrôlés par le schéma de commande multi-

boucle.

La dominance diagonale dans un système multivariable se dé�nit de di�érentes ma-

nières :

1. Un système est dit à dominance diagonale ou bien diagonalement dominant si le

module de chaque élément de la diagonale de la matrice fonction de transfert du

système est supérieur ou égal à la somme des autres termes de la même ligne ou de

la même colonne [131]. On parle alors de la dominance diagonale par rapport aux

lignes :

|gii(jw)| ≥
n∑

j=1,j 6=i

|gij(jw)| pour i = · · ·n, et 0 ≤ w < ∞ (1.31)

et de la dominance diagonale par rapport aux colonnes :

|gii(jw)| ≥
n∑

j=1,j 6=i

|gji(jw)| pour i = · · ·n, et 0 ≤ w < ∞ (1.32)
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2. Si l'e�et d'une commande ou bien d'un ensemble de commandes est supérieur à l'e�et

des autres commandes sur une sortie ou bien un ensemble de sorties, le système est

dit à dominance diagonale [82].

3. Si les éléments de la diagonale de la matrice des gains relatifs (RGA) sont proches

de l'unité et les éléments non diagonaux sont proches de zéro, le système est dit à

dominance diagonale [163].

L'avantage d'avoir un système diagonalement dominant est qu'il peut être vu comme un

ensemble de sous systèmes monovariables indépendants l'un de l'autre. Des correcteurs

SISO simples peuvent alors être conçus pour atteindre de bonnes performances du système

multivariable en boucle fermée [2, 152, 187, 188]. Pour plus du détails, le lecteur peut se

référer à ces références et celles y incluses.

1.5.3 Intégrité

Dans un système multivariable, une situation où certaines boucles de commande sont

ouvertes et les autres sont fermées, peut se produire pour des raisons de changement

de fonctionnement, de maintenance ou bien de défaillance d'un capteur et/ou d'un ac-

tionneur. Une telle séparation de boucles peut engendrer un état d'instabilité même si le

système en boucle ouverte et le système complet (toutes les boucles) en boucle fermée sont

stables car il peut se créer des interactions indésirables entre les boucles de commande qui

sont fermées [2, 46, 181]. Pour analyser une telle situation, on utilise la notion d'intégrité.

On dit qu'un système multivariable, commandé par le schéma de commande multi-

boucle, possède la propriété d'intégrité si le système en boucle fermée reste toujours stable

même lorsque une ou plusieurs boucles sont ouvertes. Dans ce cas, les boucles en service

sont toujours stables et essayent d'atteindre les références qui leurs ont été imposées

[22, 38, 82].

Durant des années, ce concept d'intégrité a été l'axe de plusieurs travaux de recherche,

cela a�n d'établir les conditions nécessaires et/ou su�santes pour qu'un système contrôlé

par un schéma de commande multi-boucle possède la propriété d'intégrité [22, 61, 198].

Souvent, des conditions sur les gains statiques du système avec des régulateurs qui
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incluent l'action intégrale permettent de véri�er l'intégrité du système. Cela se traduit par

la propriété de contrôlabilité intégrale avec intégrité (integral controlability with integrity,

ICI) [2, 82]. Une condition nécessaire pour qu'un système possède cette propriété est que

les éléments de la RGA correspondants aux couples choisis pour la commande soient

positifs [22, 163].

Les conditions de la propriété de contrôlabilité intégrale décentralisée (decentralized

integral controllability, DIC) sont introduites dans [22]. Cette propriété permet à l'ope-

rateur d'ajuster les gains des contrôleurs des boucles indépendamment les uns des autres

sans engendrer l'instabilité du système. Cette propriété se traduit également par les élé-

ments de la RGA correspondants à la con�guration diagonale choisie qu'ils soient positifs

comme il a été démontré dans [163].

Dans la littérature, il existe d'autres conditions pour véri�er l'intégrité [46, 36]. Pour

plus des détails, le lecteur peut se référer à ces références et celles y incluses.

Une autre méthode plus simple de véri�er l'intégrité du système multivariable contrôlé

par une structure de commande multi-boucle est d'utiliser l'indice de Niederlinski.

1.5.4 Indice de Niederlinski

L'indice de Niederlinski, ou bien l'indice de stabilité en boucle fermée, permet d'élimi-

ner les couples entrée/sortie qui engendreront l'instabilité du système commandé en cas

d'ouverture d'une boucle [2, 38, 62, 82, 163].

Un système multivariable commandé par une structure de commande multi-boucle

diagonale qui inclut des régulateurs avec action intégrale, est instable si l'indice de Nie-

derlinski donné par l'équation (1.33) est négatif [34, 136] :

NI =
det[G(0)]∏n

i=1 gii(0)
(1.33)

Néanmoins, si cet indice est positif, le système pourrait être stable et un autre outil

complémentaire est nécessaire pour conclure sur l'intégrité du système.

La sélection de la con�guration de commande appropriée en utilisant la matrice RGA

[18] et l'utilisation de l'indice de stabilité de Niederlinki [136] sont souvent adoptés pour
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véri�er l'intégrité du système multivariable [56, 62, 181, 190]. Cependant, l'association

de ces deux outils constitue une condition nécessaire et su�sante pour l'intégrité des

systèmes à deux entrées et deux sorties (TITO). Cette condition devient juste nécessaire

pour les systèmes dont le nombre d'entrées et de sorties est supérieur à deux [56, 68, 181].

1.5.5 Synthèse d'un système de commande multi-boucle

En conclusion de toutes les dé�nitions et propriétés présentées dans les paragraphes

(1.5.1) à (1.5.4) sur la commande multi-boucle, il vient de lui même que les deux étapes

principales de cette approche sont le choix des couples entrée/sortie adéquats pour le

contrôle tout en préservant la stabilité et l'intégrité du système en boucle fermée. Ensuite,

la synthèse des contrôleurs monovariables indépendamment les uns des autres.

1. Détermination de la con�guration de commande adéquate : L'analyse des interac-

tions par la matrice RGA présente l'avantage d'être simple puisqu'elle utilise les

gains statiques du système en boucle ouverte. De plus, elle est indépendante des

unités de mesure puisque le gain relatif est dé�ni comme étant le rapport des deux

gains en boucle ouverte et lorsque les autres boucles sont fermées [18]. La matrice

des gains relatifs (RGA) est utilisée avec l'indice de Niederlinski [136] a�n de ga-

rantir la stabilité et l'intégrité du système en boucle fermée de telle sorte que la

RGA est utilisée pour évaluer les interactions et sélectionner les con�gurations de

commande, l'indice de Niederlinski est utilisé pour éliminer les couples entrée/sortie

instables.

2. Synthèse des contrôleurs monovariables pour les boucles de commande, tout en

considérant les interactions entre elles.

Tout au long de cette thèse, lors de l'analyse des interactions dans un système multi-

variable, on opte pour la con�guration de commande qui correspond aux éléments de la

RGA qui sont positifs et proches de 1 et dont l'indice de Niederlinski est positif.

Cette démarche de synthèse du contrôleur multi-boucle sera adoptée dans le troisième

chapitre pour proposer un schéma de commande multi-boucle simple à concevoir et à
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implémenter, tout en améliorant les performances du système contrôlé en boucle fermée

et en réduisant les interactions entre les boucles de commande.

1.6 Méthodes de la commande d'ordre fractionnaire

Vu l'abondance des travaux de recherche qui traitent de la commande d'ordre fraction-

naire des systèmes monovariables, les tentatives de généralisation de ces méthodes pour

la commande des systèmes multivariables d'une part et la synthèse de nouvelles méthodes

d'une autre part, sont proposées dans la littérature [93, 137, 186].

Dans le contexte de la commande multivariable [128, 130, 162, 180], Oustaloup et ses

collaborateurs ont proposé la généralisation de la commande CRONE au cas des systèmes

multivariables carrés avec retard [57]. Une méthode de synthèse du régulateur FO-PID

multivariable a été proposée dans [126], cela en utilisant les algorithmes génétiques. Un

algorithme de réglage du contrôleur IMC multivariable d'ordre fractionnaire a été pro-

posé dans [129] pour contrôler les systèmes MIMO, le correcteur multivariable d'ordre

fractionnaire obtenu est implémenté sur un système hydraulique à quatre réservoirs.

Les méthodes de découplage idéal, simpli�é et inversé ont été généralisées au cas des

systèmes TITO fractionnaires [43, 94], tout en imposant une condition sur les ordres non

entier des fonctions de transfert de la boucle ouverte. Ceci, a�n d'assurer la réalisabilité et

la causalité des découpleurs fractionnaires obtenus. De plus, la matrice des gains relatifs

dynamiques a été également déterminée pour ces systèmes, sans proposer aucune struc-

ture de commande pour améliorer leurs performances. Cependant, dans [96] la structure

de découplage inversé est utilisée pour éliminer les interactions dans le système TITO

fractionnaire, par la suite, un contrôleur décentralisé fractionnaire est synthétisé en se

basant sur le schéma de commande par modèle interne. La méthode proposée donne de

bons résultats pour le suivi de trajectoire et le rejet de perturbations.

Une méthode d'identi�cation est proposée dans [10] pour obtenir le modèle matrice

fonction de transfert d'ordre fractionnaire du procédé hydraulique à quatre réservoirs.

Les interactions sont réduites en utilisant une méthode de découplage. Par la suite, des
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correcteurs SISO fractionnaires sont conçus pour les deux boucles de commande. Des

correcteurs PID fractionnaires ont été dimensionnés en utilisant l'algorithme de la colonie

d'abeilles dynamique [59]. Cela, en utilisant le modèle matrice fonction de transfert d'une

colonne de distillation avec et sans découplage.

Dans le cadre de la commande multi-boucle [86], très peu de travaux sont publiés, on

cite la méthode proposée dans [7] pour dimensionner un contrôleur multi-boucle adapta-

tif d'ordre fractionnaire, ce dernier est implémenté sur le système hydraulique à quatre

réservoirs. La méthode de réglage est basée sur l'algorithme de la colonie d'abeilles (Bee

Algorithm Tuning, BAT). Dans [147], un correcteur PI prédictif d'ordre fractionnaire

a été dimensionné pour le modèle linéarisé du système hydraulique à quatre réservoirs,

une étude comparative a été e�ectuée pour le modèle à phase minimale et à phase non

minimale.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques dé�nitions relatives aux interactions

dans un système multivariable et quelques méthodes d'analyse les plus répandues dans

la littérature. La matrice des gains relatifs (RGA) a été exposée avec plus des détails car

elle sera utilisée tout au long de cette thèse.

Nous avons passé également en revue quelques approches de commande des systèmes

multivariables. Le choix de la méthode adéquate s'e�ectue généralement en fonction du

niveau de couplage entre les variables d'entrée et de sortie. Si le niveau des interactions

est faible, la commande du système multivariable revient à l'approche multi-boucle où

on crée autant de boucles de retour de sorties que de couples entrée/sortie, choisis de

manière à assurer la stabilité et véri�er l'intégrité du système en boucle fermée. Par la

suite, commander chaque boucle de régulation séparément. Cependant, si le niveau des

interactions est important ou bien non désiré, on opte pour la commande multivariable

ou bien e�ectuer la synthèse d'un ensemble des contrôleurs monovariables, après avoir

éliminé ou bien a�aibli les interactions en utilisant les techniques de découplage.
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Notre approche consiste à considérer les interactions dans un système multivariable

comme étant des perturbations par rapport aux boucles de commande utilisées pour le

contrôle. De ce fait, la structure de commande à deux degrés de liberté sera utilisée

pour résoudre les deux problèmes du suivi de trajectoire et de la réduction de l'e�et

des interactions séparément l'un de l'autre. L'introduction de la fonction idéale de Bode

comme fonction désirée en boucle fermée pour chaque boucle de commande, fera inscrire

le travail dans le cadre de la commande fractionnaire des systèmes multivariables.

Dans le prochain chapitre, les notions relatives au schéma de commande proposé dans

le cadre de la commande d'ordre fractionnaire des systèmes multivariables, seront abor-

dées.



Chapitre 2

Contrôleurs d'ordre fractionnaire à base

de la commande par modèle interne et

la commande à deux degrés de liberté

2.1 Introduction

Lorsque le PID classique ne permet pas d'obtenir les performances désirées et qu'on ne

dispose pas d'une puissance de calcul importante et d'un modèle assez précis du système,

pour qu'on puisse implémenter une régulation avancée, la structure de commande par

modèle interne s'avère une approche intéressante [127]. En e�et, cette structure de com-

mande est simple à mettre en oeuvre puisqu'elle requiert un seul paramètre de réglage,

en plus de sa robustesse vis-à-vis des erreurs de modélisation.

En général, les objectifs de commande sont [45] :

� Le suivi de trajectoire : le régulateur agit de sorte à ce que la réponse du système

en boucle fermée puisse suivre au mieux le signal de référence.

� Le rejet des perturbations et l'atténuation de bruit : synthétiser un correcteur qui

permet d'avoir la réponse du système en boucle fermée moins sensible aux pertur-

bations externes et aux bruits de mesure.

� Robustesse vis-à-vis des incertitudes sur les paramètres du modèle : le correcteur



42 COF à base de la commande IMC et la commande à 2DDL

fait de sorte à avoir la réponse du système en boucle fermée avec un niveau de

performances spéci�é en présence des erreurs de modélisation.

Atteindre tous ces objectifs de commande avec la structure à un seul degré de liberté

(1DDL) n'est pas une tâche facile, d'où l'introduction du schéma de commande à plusieurs

degrés de liberté qui consiste à résoudre ces problèmes indépendamment l'un de l'autre.

La structure à deux degrés de liberté (2DDL) [20, 102, 194] consiste à découpler les deux

problèmes du suivi de trajectoire et du rejet des perturbations, ceci a�n de résoudre au

mieux ce dernier.

Dans ce chapitre, on présente le principe de la commande par modèle interne ainsi

que la méthode de synthèse du contrôleur. Les principales propriétés de la fonction idéale

de Bode sont données. Quelques notions relatives à la simulation et l'approximation de

l'opérateur sα sont également exposées. Une étude comparative simple du point de vue

analyse fréquentielle est faite pour montrer l'apport du PID fractionnaire par rapport

au PID classique. Le chapitre se termine par quelques rappels relatifs aux fonctions de

sensibilité et sensibilité complémentaire dans le cas de la structure de commande à 1DDL

et celle à 2DDL. Par la suite, un exemple d'illustration de la méthode de synthèse proposée

(à 2DDL) sera présenté.

2.2 Principe de la commande par modèle interne

La commande par modèle interne [50, 127] ne cesse d'acquérir un intérêt croissant en

raison de sa robustesse vis-à-vis des erreurs de modélisation et sa simplicité de synthèse.

Le schéma de commande par modèle interne est donné par la �gure (2.1) où le système à

commander est représenté par g(s) et son modèle est donné par la fonction de transfert

gm(s). Le signal de référence r est comparé avec l'écart entre la sortie réelle y et la sortie

mesurée ym, la di�érence est introduite à l'entrée du contrôleur cimc(s) dont la sortie est

l'entrée du système g(s) et de son modèle gm(s), la grandeur de perturbation d est ajoutée

à la sortie du procédé.
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r y

−

cimc(s) g(s)

d

u

−

ymgm(s)

Fig. 2.1: Structure IMC

Les fonctions de transfert, reliant les deux entrées r et d à la sortie y, sont données

par :

y =
cimc(s)g(s)

1 + cimc(s)(g(s)− gm(s))
r +

1− cimc(s)gm(s)

1 + cimc(s)(g(s)− gm(s))
d (2.1)

La fonction de sensibilité s(s) est dé�nie comme étant [127] :

s(s) =
y

d
=

1− cimc(s)gm(s)

1 + cimc(s)(g(s)− gm(s))
(2.2)

La fonction de sensibilité complémentaire est :

t(s) =
y

r
=

cimc(s)g(s)

1 + cimc(s)(g(s)− gm(s))
(2.3)

Dans le cas où le modèle représente parfaitement le système, i.e : gm(s) = g(s), les

équations (2.2) et (2.3) deviennent :

s(s) = 1− cimc(s)gm(s) (2.4)

t(s) = cimc(s)g(s) (2.5)

La structure de commande classique à retour unitaire donnée par la �gure (2.2).

r y

−

c(s) g(s)

d

Fig. 2.2: Commande classique à retour unitaire
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Lorsqu'on utilise la structure de la �gure (2.2), les deux fonctions s(s) et t(s) données

comme suit.

s(s) =
1

1 + c(s)g(s)
; t(s) =

c(s)g(s)

1 + c(s)g(s)
(2.6)

On sait que la fonction de sensibilité s(s) est liée aux performances du système en boucle

fermée et la fonction de sensibilité complémentaire t(s) est liée à sa robustesse (vis-à-vis

des perturbations et des erreurs de modélisation) [127].

D'après les équations (2.4) et (2.5), le contrôleur cimc(s) est lié aux fonctions s(s) et t(s)

à travers des relations linéaires simples, ce qui n'est pas le cas dans la structure classique

à retour unitaire donnée par la �gure (2.2) dont les relations liant le contrôleur c(s)

aux fonctions s(s) et t(s) données par l'équation (2.6) sont plus complexes. Cela justi�e

l'utilisation de la commande par modèle interne.

Avec l'hypothèse que le modèle est parfait, l'expression de la fonction de transfert en

boucle fermée de la structure IMC (l'équation (2.1)) se réduit à :

y = cimc(s)gm(s)r + (1− cimc(s)gm(s))d (2.7)

L'équation (2.7) montre que le système commandé peut être vu comme fonctionnant en

boucle ouverte. Par conséquent, la stabilité du système en boucle fermée dépend de la

stabilité du système à commander g(s) et du contrôleur cimc(s) [127].

La synthèse du contrôleur IMC se réalise en deux étapes [127, 150] :

Etape 1 : A�n de considérer les systèmes à phase non minimale, il a été proposé dans

[127] que le modèle soit factorisé en deux parties inversible et non inversible selon :

gm(s) = g+
m(s) g−m(s) (2.8)

La partie non inversible g+
m(s) inclut les zéros instables et l'élément retard. Le gain

statique de ce transfert doit être égal à 1 (g+
m(0) = 1) a�n de garantir le suivi de

trajectoire.

La partie inversible g−m(s) inclut le reste de la fonction de transfert gm(s). C'est cette

partie qui est utilisée pour calculer le contrôleur cimc(s).

Etape 2 : Le contrôleur cimc(s) est donné par :

cimc(s) =
1

g−m(s)
× f(s) (2.9)
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Le �ltre f(s) représente la fonction de transfert désirée du système en boucle fermée,

il est généralement choisi égal à : [150, 127]

f(s) =
1

(1 + τcs)r
(2.10)

Ce �ltre f(s) est ajouté pour robusti�er le système en boucle fermée vis-à-vis des

erreurs de modélisation.

Le paramètre r est choisi pour que le contrôleur cimc(s) soit propre. τc est un para-

mètre de réglage qui permet d'imposer la durée du régime transitoire, en poursuite,

de la réponse du système en boucle fermée.

Plus de détails sont donnés dans [127, 150].

A�n d'imposer un comportement fractionnaire au système en boucle fermée, la fonction

de transfert en boucle fermée de la fonction idéale de Bode s'avère intéressante, vu les

propriétés importantes qu'elle o�re. Ceci a été proposé par Bettayeb et Mansouri dans

leurs travaux récents [3, 14, 15, 167].

2.3 Fonction idéale de Bode

Dans ses travaux sur les ampli�cateurs à retour, Bode a proposé une fonction de

transfert d'ordre fractionnaire pour maintenir un fonctionnement stable des ampli�cateurs

pour des variations importantes du gain [17]. En appliquant l'idée de Bode au contrôle

de position d'un objet massif, Tustin a proposé une boucle ouverte d'ordre fractionnaire

a�n de garder une marge de phase appropriée autour de la fréquence au gain unité, il a

proposé que le contrôleur soit conçu de sorte que la fonction de transfert de la boucle de

commande soit équivalente à la "fonction idéale de Bode" dont la forme est donnée par

[171] :

L(s) =
(ωc

s

)α+1

=
1

τcsα+1
, 0 < α < 1 (2.11)

Où ωc = 1

τ
−(α+1)
c

est la fréquence de coupure à 0 dB et le paramètre (α + 1) représente la

pente du tracé du module dans l'échelle logarithmique .

Les caractéristiques fréquentielles de la fonction idéale de Bode sont obtenues en posant
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s = jω.

Le module et l'argument sont respectivement donnés par :



|L(jω)|dB : 20log

∣∣∣ 1
τc(jω)(α+1)

∣∣∣ = −20 (α + 1) log (τc ω)

φ(rad) : arg
(

1
(jω)(α+1)

)
= −(α + 1)π

2

(2.12)

La �gure (2.3) représente le diagramme de Bode de L(s) pour τc = 1 et trois valeurs de

α (α = 0, 0.5, 1).
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Fig. 2.3: Diagramme de Bode de L(s) pour τc = 1 et α = (0, 0.5, 1)

La �gure (2.3) montre que la valeur de la phase dépend de l'ordre non entier α. En

e�et, pour α = 0, la fonction idéale de Bode se comporte comme un intégrateur, sa phase

est φ = −90◦ donc une marge de phase de 90◦, ce qui donne un comportement équivalent

à celui d'un système du premier ordre. Pour α = 1, la fonction idéale de Bode se comporte

comme un double intégrateur avec une marge de phase de 0◦, le système est à la limite de

stabilité. De la même manière, pour α = 0.5, la phase vaut φ = −135◦, ce qui correspond

à une marge de phase de 45◦, on dit alors pour des valeurs non entières du paramètre α tel

que 0 < α < 1, la fonction idéale de Bode a un comportement fractionnaire et plusieurs
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valeurs de la marge de phase peuvent être obtenues.

En choisissant la fonction de transfert en boucle ouverte du système égale à la fonction

idéale de Bode (l'équation (2.11)), on peut avoir n'importe quelle valeur de la marge de

phase φ en fonction de la valeur de α choisie. Ainsi, l'ordre non entier α o�re une �exibilité

dans le choix de la marge de phase du système ce qui n'est pas le cas lorsque α est entier.

La fonction de transfert du système en boucle fermée est alors :

Lbf (s) =
1

1 + τcsα+1
(2.13)
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Fig. 2.4: Diagramme de Bode de L(s) pour α = 0.5 et di�érentes valeurs de τc

La �gure (2.4) montre que la phase du système en boucle ouverte, et par conséquent

la marge de phase, est indépendante des variations du paramètre τc et donc du gain.

Cette propriété importante se voit également dans la réponse indicielle du système boucle

fermée, donnée par la �gure (2.5).
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Fig. 2.5: Réponse indicielle de Lbf (s) pour α = 0.5 et di�érentes valeurs de τc

La �gure (2.5) montre que la réponse du système en boucle fermée, présente le même

dépassement pour di�érentes valeurs de la constante de temps τc.

L'étude du comportement dynamique du système en boucle ouverte au voisinage de la

fréquence au gain unité ωc détermine son comportement en boucle fermée. La motivation

d'utiliser la fonction idéale de Bode dans la synthèse des correcteurs fractionnaires rentre

dans ce contexte. L'idée est donc d'avoir une phase plate autour de la fréquence ωc qui

permet d'avoir un système en boucle fermée robuste aux variations du gain comme le

montrent les �gures (2.4) et (2.5). Cela se traduit par un dépassement de la réponse

indicielle en boucle fermée constant pour n'importe quelle valeur du gain. Cette propriété

est dite "propriété d'iso-amortissement".

Les caractéristiques fréquentielles et temporelles de la fonction de transfert en boucle

fermée de la fonction idéale de Bode sont étudiées d'une manière détaillée dans [9]. La

fonction idéale de Bode sera utilisée tout au long de cette thèse pour synthétiser les

contrôleurs fractionnaires.
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2.4 Simulation et implémentation des régulateurs frac-

tionnaires

La propriété majeure des régulateurs fractionnaires est qu'ils sont de dimension in�nie,

ceci est dû au caractère global de l'opérateur de dérivation ou d'intégration d'ordre non

entier, qui nécessite la connaissance de tout le passé de la fonction [23, 64, 124, 159].

A�n d'approximer l'opérateur d'ordre non entier sur une bande de fréquences donnée

en utilisant une fonction continue rationnelle, les méthodes les plus connues sont bien

résumées dans [114, 144], on cite les méthodes qui utilisent la technique d'interpolation

telles que la méthode de Carlson [24] qui se base sur un processus itératif de Newton et la

méthode de Matsuda [117] qui utilise le principe de développement en fractions continues.

Oustaloup [140, 141] et Charef [26] déterminent les zéros et les pôles du transfert entier

en se basant sur le critère de récursivité de ses fréquences transitionnelles, celles-ci sont

obtenues au moyen d'un calcul géométrique simple. Ce sont ces deux méthodes qui sont

souvent utilisées. Dans ce qui suit on présente les détails de calcul de l'approximation

d'Oustaloup, celle-ci sera utilisée tout au long de cette Thèse pour simuler les régulateurs

ainsi que les systèmes fractionnaires.

2.4.1 Approximation d'Oustaloup

L'approximation d'Oustaloup d'un dérivateur généralisé dont l'action s'étend sur toute

la bande de fréquences consiste dans une première étape à limiter le comportement de ce

dérivateur sur une bande de fréquences donnée. Ensuite, remplacer le transfert irrationnel

obtenu par un transfert entier dont les pôles et les zéros sont particulièrement distribués

[140, 141]. Le dérivateur généralisé est donné par :

Dgen(s) =

(
s

ωc

)α

(2.14)

ωc est la pulsation au gain unité et α est l'ordre de dérivation non entier .

Du fait que la plus part des systèmes physiques ont un comportement dynamique borné

en fréquences, Oustaloup propose de limiter le comportement de ce dérivateur généralisé
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sur une bande [wb, wh] choisie selon des besoins pratiques, de manière à avoir wc au milieu

de cet intervalle, le dérivateur ainsi obtenu est dit "borné en fréquences", il est donné par :

Dborné(s) = D0

(
1 + s

ωb

1 + s
ωh

)α

(2.15)

Pour que Dgen(s) et Dborné(s) aient le même gain (0 dB) à la fréquence ωc, les fréquences

ωb et ωh véri�ent les relations suivantes :

(
ωb ωh

)1/2
= ωc (2.16)

Puisque ωb et ωh sont symétriques par rapport à ω = ωc, il faut choisir D0 égal à :

D0 =
(ωb

ωc

)α

=
(ωc

ωh

)α

(2.17)

Dans cette bande de fréquentes [wb, wh], Dgen(s) et Dborné ont le même comportement

dynamique.

La �gure (2.6) montre le diagramme de Bode du dérivateur généralisé de l'équation (2.14)

avec α = 0.75 et ωc = 10 rad/sec et son équivalent borné en fréquences de l'équation

(2.15) dans la bande [0.1, 1000].

On voit que les deux diagrammes de Bode sont très proches dans la bande d'approxi-

mation centrée sur ωc = 10 rad/sec. Cependant, l'écart entre les diagrammes respectifs

d'amplitude et de phase s'accentue en dehors de l'intervalle d'approximation.

A�n d'obtenir une fonction de transfert d'ordre entier équivalente au dérivateur généra-

lisé, Oustaloup propose de mettre une in�nité de �ltres passe bandes en série, dont les

singularités (pôle/zéro) sont correctement choisies et particulièrement distribuées (d'une

manière récursive) dans la bande d'approximation. En fait, l'approximation est e�ectuée

pour plus de précision sur un intervalle plus large [wmin, wmax] tel que :

ωmin ¿ ωb et ωmax À ωh (2.18)

Ce principe est illustré sur la �gure (2.7). Les relations de l'équation (2.17) sont toujours

valables.

La fonction de transfert d'ordre entier équivalente au dérivateur borné en fréquences s'écrit
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Fig. 2.6: Diagramme de Bode du dérivateur généralisé et du dérivateur borné en fré-

quences

alors :

Dborné = D0

∞∏
i=0

(
1 + s

zi

1 + s
pi

)
(2.19)

zi est un zéro de rang i et pi est un pôle de rang i.

Comme ce transfert d'ordre entier ne peut pas être réalisé à cause de sa dimension in�nie,

on l'approxime par un transfert de dimension �nie en utilisant un nombre limité de cellules

passe bandes, on obtient alors [140, 141] :

Dgen(s) ≈ Dborné(s) ≈ Dα(s) = D0

N∏
i=−N

(
1 + s

zi

1 + s
pi

)
(2.20)

N est le nombre de cellules nécessaires pour obtenir une bonne précision. Cette dernière

est d'autant meilleure que N est grand.

Il est à noter que l'approximation d'Oustaloup a la particularité que le gain D0 ne dépend

pas du nombre de cellules N. Par contre, il dépend des paramètres de la bande d'approxi-

mation et de l'ordre non entier α. Les singularités (pi/zi) au nombre total de (2N + 1)
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�

Fig. 2.7: Principe de l'approximation d'Oustaloup

sont distribuées comme suit :




pi

zi
= µ > 0

zi+1

pi
= λ > 0

zi+1

zi
= pi+1

pi
= λµ > 1, i = −N, ..., N − 1

(2.21)

Les rapports λ et µ qui impliquent un rapport constant λµ entre deux zéros ou deux pôles

consécutifs sont appelés facteurs récursifs et sont donnés par :

λ =

(
ωmax

ωmin

)α/2N+1

et µ =

(
ωmax

ωmin

)(1−α)/2N+1

(2.22)

Ainsi, les pôles et les zéros du transfert entier sont donnés par :




z1 = ωmin
√

µ

pi = z1λ i = −N, ..., N

zi+1 = µpi i = −N, ..., N − 1

ωmax = pN
√

µ

(2.23)

N = partie entière de
[

log(wmax
wmin

)

log(λµ)

]

Deux possibilités sont o�ertes pour déterminer la relation qui lie l'ordre α aux coê�cients

récursifs de l'équation (2.22), soit on utilise la droite du lissage de gain ou bien de phase.
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Dα(s) est juste propre et présente un gain constant en dehors de la bande d'approximation.

Plus des détails sur cette méthode d'approximation peuvent être consultés dans [140, 141].

A�n de faciliter la notation, on note l'approximation d'Oustaloup par O par exemple

l'approximation d'Oustaloup du dérivateur fractionnaire sα est notée O(sα).

2.4.2 Intégrateur borné en fréquences

A�n d'approximer l'intégrateur d'ordre fractionnaire par une fonction de transfert

d'ordre entier, comme pour le dérivateur généralisé présenté dans le paragraphe (2.4.1), le

comportement dynamique de l'intégrateur généralisé est limité dans une première étape

sur une bande de fréquences donnée [ωb, ωh]. Le transfert irrationnel ainsi obtenu est dit

"intégrateur borné en fréquences". Trigeassou a proposé de réécrire cet intégrateur borné

en fréquences sous forme d'un intégrateur entier en série avec une fonction de transfert

d'ordre non entier [169].

Soit l'intégrateur fractionnaire donné par :

Iα =
ωc

sα
(2.24)

ωc est la pulsation au gain unité, α est l'ordre non entier.

Son équivalent borné en fréquences est :

Iα = I0

(
1 + s

ωb

1 + s
ωh

)−α

(2.25)

ωb et ωh sont les limites inférieure et supérieure de la bande d'approximation, le gain I0

est calculé a�n de garantir un gain unitaire à ωc

(
I0 =

(
ωc

ωb

)α)
.

Trigeassou propose de réécrire l'équation (2.25) comme suit :

Iα =
Gα

s

(
1 + s

ωb

1 + s
ωh

)1−α

(2.26)

où Gα =
(

ωc

ωb

)1−α

La �gure (2.8) montre le diagramme de Bode correspondant à l'intégrateur de l'équation

(2.24) avec α = 0.6 et ωc = 1 rad/sec et celui qui correspond à l'intégrateur borné en

fréquences de l'équation (2.25) dans la bande de fréquences [10−2, 10+2]. Le diagramme
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de Bode correspondant à l'intégrateur borné en fréquences en utilisant la méthode de

Trigeassou (équation (2.26)) est également donné.

La �gure (2.8) montre que le diagramme de Bode est composé de deux parties : dans la
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Fig. 2.8: Diagramme de Bode de l'intégrateur généralisé (�), borné en fréquences (�),
borné en fréquences en utilisant l'approximation par la méthode de Trigeassou (�)

bande de l'approximation les trois tracés se superposent, ce qui signi�e que le comporte-

ment du dérivateur généralisé est le même en utilisant les deux méthodes d'approximation

d'Oustaloup et de Trigeassou. En dehors des bornes de l'approximation, pour la méthode

de Trigeassou, le comportement est celui de l'intégrateur d'ordre 1. C'est cette solution

que nous utilisons lorsqu'il s'agit d'implémenter des régulateurs fractionnaires car l'aspect

intégrateur entier en dehors des bornes d'approximation, en basses fréquences en particu-

lier, garantit une erreur statique nulle.
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2.5 Régulateur PID vs régulateur PIλDµ

Avec le progrès qu'a connu le calcul fractionnaire, dé�ni comme étant la généralisation

des méthodes classiques d'intégration et de dérivation de l'ordre entier au cas de l'ordre

appartenant à l'ensemble des nombres réels et même complexes [23, 64, 124, 159], Po-

dlubny a proposé la généralisation de la structure de commande PID à une autre structure

plus globale, comportant une action intégrale d'ordre fractionnaire et une action dérivée

d'ordre fractionnaire [142]. Cette nouvelle structure nommée "PID fractionnaire" et no-

tée PIαDµ avec α et µ sont respectivement les ordres non entiers des termes intégral et

dérivé, ces ordres sont compris entre 0 et 1.

L'expression analytique du PID fractionnaire est :

c(s) = kp

(
1 +

1

τisα
+ τds

µ

)
(2.27)

kp est le gain proportionnel, τi est la constante d'intégration et τd est la constante de

dérivation.

De l'équation (2.27), on note que pour α = µ = 1, le correcteur PID fractionnaire devient

le correcteur PID classique. Ainsi, les correcteurs P, PI et PD sont tous des cas particuliers

du correcteur PID fractionnaire. Contrairement au PID classique le PID fractionnaire

possède deux paramètres de réglage supplémentaires à savoir α et µ. Cette �exibilité o�re

une opportunité pour mieux ajuster ou bien spéci�er des performances dynamiques du

système en boucle fermée (généralement, les marges de stabilité) ce qui n'est pas lorsque

le PID classique est utilisé.

Lorsque le PID classique est implémenté, l'action dérivée est souvent mise en cascade

avec un �ltre passe bas dont la constante du temps est τd

N
, N est généralement compris

entre 8 et 16 [5, 108]. Ceci, a�n de limiter l'ampli�cation du bruit en hautes fréquences.

Ce problème est directement résolu lors de l'approximation de l'opérateur de dérivation

fractionnaire dans le cas du PID fractionnaire. En e�et, pour implémenter ce dernier,

on utilise la méthode d'Oustaloup pour approximer le terme dérivé τds
µ par un transfert

entier qui est juste propre et correspond à une constante en hautes fréquences. Néanmoins,

si le terme intégral est approximé directement par l'approximation d'Oustaloup, on perd
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la précision de l'intégrateur en basses fréquences. A�n de remédier à ceci, on utilise la

méthode de Trigeassou qui est utilisée dans de nombreux papiers de Bettayeb et Mansouri

et leurs collaborateurs [3, 14, 15, 28, 167]. On obtient alors : 1
τisα = Iα(s) = 1

s
O(s1−α)

dont le comportement en dehors de l'intervalle d'approximation est celui d'un intégrateur

d'ordre entier.

Le PID classique est connu pour sa structure simple et par conséquent, son omniprésence

dans l'industrie (plus de 90% des systèmes de commande sont à la base du régulateur PID

[113]). De plus, il existe di�érentes techniques du réglage des paramètres du régulateur

PID classique [38, 45, 145]. Toutefois, l'implémentation du PID fractionnaire requiert

l'approximation des opérateurs fractionnaires et par conséquent l'utilisation de plusieurs

cellules RC. En outre, le développement de nouvelles méthodes de synthèse est nécessaires

pour le calcul de ses paramètres.

La �gure (2.9) montre le tracé d'amplitude du diagramme de Bode du contrôleur PID

classique et de celui du contrôleur PIαDµ. La �gure (A) montre le tracé d'amplitude
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Fig. 2.9: Diagramme d'amplitude du contrôleur PID classique (�gure (A)) et du contrô-

leur PIαDµ (�gure (B))
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du PID classique où Kp = 10, τi = 20 et τd = 1.5 lorsque l'action dérivée est �ltrée

(N = 8) (courbe verte) et lorsqu'elle n'est pas �ltrée (courbe bleue) . La �gure (B)

représente le diagramme d'amplitude du PID fractionnaire où α = 0.6 et µ = 0.5 lorsque

les opérateurs d'intégration et de dérivation fractionnaires sont respectivement approximés

par les méthodes Trigeassou et d'Oustaloup.

La �gure (2.9) montre que le PID classique se comporte comme un intégrateur en basse

fréquences, donc, en général, le système sera précis en régime statique. En mettant un �ltre

passe bas en série avec le terme dérivé, l'e�et de l'action dérivée est grandement diminuée

en hautes fréquences ; ceci permet de réduire la sensibilité du système commandé par

rapport aux bruits. De l'autre côté, on voit sur la �gure (B) du PID fractionnaire que

l'approximation du terme intégral, en basses fréquences, permet d'améliorer la précision

du système en régime permanent. En plus, l'approximation du terme dérivé, en utilisant

la méthode d'Oustaloup permet de limiter systématiquement l'e�et de l'action dérivée en

hautes fréquences et ainsi réduire l'e�et du bruit sur le système commandé. C'est cette

manière d'approximer les termes dérivé et intégral qui sera utilisée dans cette thèse lors

de l'implémentation des correcteurs PID fractionnaires.

2.6 Synthèse du contrôleur IMC-PID-FOF

La méthode de conception du contrôleur IMC-PID-FOF, qui est l'abréviation du cor-

recteur PID en série avec un �ltre d'ordre fractionnaire déterminé à la base de la com-

mande par modèle interne, a été proposée par Bettayeb et Mansouri [14]. Elle est basée

sur l'équivalence entre la structure de commande à modèle interne (�gure (2.1)) et celle

de la commande classique à retour unitaire (�gure (2.2)). Ceci, a�n d'associer la simplicité

d'implémentation des correcteurs PID à la robustesse des contrôleurs fractionnaires en se

basant sur la facilité de synthèse qu'o�re la structure IMC. Le comportement fractionnaire

du correcteur est imposé par la fonction idéale de Bode en boucle fermée, cette dernière

est choisie comme modèle de référence lors du calcul du correcteur cimc(s).

La méthode de synthèse proposée se résume en trois étapes principales [14] :
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Etape 1 :

Comme cela a été présenté dans le principe de la commande à modèle interne, dans la

section (2.2), la première étape consiste à factoriser le modèle gm(s) en deux parties in-

versible et non inversible, suivant l'équation (2.8) avec g+
m(0) = 1 a�n d'assurer une erreur

statique nulle.

Etape 2 :

Le contrôleur cimc(s) est donné par :

cimc(s) =
1

g−m(s)
f(s) (2.28)

le modèle de référence f(s) est donné par la fonction de transfert en boucle fermée de la

fonction idéale de Bode :

f(s) =
1

1 + τcsα+1
, 0 < α < 1 (2.29)

Les deux paramètres α et τc sont choisis a�n de spéci�er respectivement une marge de

phase Φ (qui est liée au dépassement) et la fréquence au gain unité ωc (qui est liée au

temps de réponse) du f(s), respectivement [4, 14] :

α =
π − Φ

π
2

, τc =
1

ωα+1
c

(2.30)

Etape 3 :

L'équivalence entre les deux structures IMC et classique respectivement des �gures (2.1)

et (2.2), aboutit aux relations suivantes :

c(s) =
cimc(s)

1− gm(s)cimc(s)
(2.31)

cimc(s) =
c(s)

1 + gm(s)c(s)
(2.32)

A�n de simpli�er l'implémentation ; on choisit de calculer c(s) sachant cimc(s) en utilisant

l'équation (2.31).

On note que l'expression analytique du contrôleur c(s) peut être mise sous forme d'un
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�ltre d'ordre fractionnaire (FOF) en cascade avec un correcteur PID d'ordre entier, comme

cela a été montré pour plusieurs modèles de procédés existants dans la littérature [14],

d'òu la nomination du contrôleur IMC-PID-FOF.

c(s) = m(s)︸ ︷︷ ︸
FOF

kp(1 +
1

τis
+ τds)

︸ ︷︷ ︸
conventional PID

(2.33)

Du fait que la réponse du système, contrôlé par un correcteur synthétisé en utilisant la

structure IMC, par rapport aux perturbations est très lente [20, 104], on opte généralement

à découpler les deux problèmes du suivi de trajectoire et du rejet de perturbations ; ceci,

en utilisant la structure à deux degrés de liberté (2DDL) qui sera traitée dans la section

(2.7).

2.7 Commande à deux degrés de liberté

Les deux structures de commande présentées dans la section (2.6) (�gures (2.1) et

(2.2)) sont dites à un seul degré de liberté (1DDL) car elles utilisent un seul régulateur

pour résoudre les problèmes du suivi de trajectoire et du rejet de perturbations simultané-

ment. Néanmoins, souvent on obtient de bonnes performances pour la poursuite, mais la

régulation se produit très lentement [20, 104]. A�n de remédier à ce problème, on utilise

la structure à deux degrés de liberté (2DDL) utilisant deux contrôleurs a�n de résoudre

les problèmes du suivi de trajectoire et du rejet de perturbations indépendamment l'un

de l'autre.

A�n de mettre en évidence l'intérêt de la commande à 2DDL, on procède à l'analyse fré-

quentielle de deux fonctions qui jouent un rôle important lors de la synthèse d'un schéma

de commande et servent généralement de mesures de robustesse à savoir les fonctions de

sensibilité et de sensibilité complémentaire.

2.7.1 Fonctions de sensibilité et sensibilité complémentaire

Lors de la synthèse d'un schéma de commande, on veille à dimensionner le correcteur

de manière à ce que la boucle fermée ne soit pas trop sensible à une variation paramé-
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trique, au vieillissement du procédé, à l'in�uence des facteurs externes qui se manifestent

généralement par des perturbations qui s'ajoutent à l'entrée ou bien à la sortie du système

et aussi à l'in�uence du bruit de mesure...etc. Ce degré de sensibilité est dit robustesse.

Pour plus de clarté, on considère le schéma de commande de la �gure (2.2) avec un bruit

de mesure introduit à la sortie du procédé. On obtient alors le schéma de commande de

la �gure (2.10).

r y

−

c(s) g(s)

d

n

Fig. 2.10: Commande classique à retour unitaire avec un bruit sur la mesure

Le signal de sortie y s'exprime en fonctions des signaux d'entrée r, d, n comme suit :

y =
g(s)c(s)

1 + g(s)c(s)
r +

1

1 + g(s)c(s)
d− g(s)c(s)

1 + g(s)c(s)
n (2.34)

puis peut être réécrit sous la forme :

y = t(s)r + s(s)d− t(s)n (2.35)

s(s) et t(s) sont respectivement les fonctions de sensibilité et de sensibilité complémen-

taire.

A partir de cette équation, on voit que la quantité g(s)c(s) intervient dans les trois trans-

ferts (t(s), s(s) et −t(s)), en plus, la quantité (1 + g(s)c(s)) est le dénominateur commun

de ces trois fonctions de transfert. Par conséquent, on �xe l'amplitude de g(s)c(s) notée

|g(s)c(s)| en fonction de l'objectif qu'on souhaite atteindre, à savoir le suivi de trajectoire,

le rejet de perturbation ou bien l'atténuation du bruit comme suit [166] :

� Pour régler le suivi de trajectoire, on considère seulement à la fonction de transfert

entre la référence r et la sortie y c'est à dire la fonction de sensibilité complémentaire

t(s).
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De l'équation (2.34) on constate que lorsque |g(s)c(s)| augmente, le module de

t(s) (|t(s)|) s'approche de l'unité. En d'autres termes, si |g(s)c(s)| est très grande

dans la bande de fréquences où le signal de référence agit, généralement, en basses

fréquences |t(s)| doit donc être proche de l'unité dans cette gamme de fréquences.

Ainsi le système aura de bonnes performances en poursuite.

� Pour régler le problème du rejet de perturbations, on s'intéresse à la fonction de

transfert entre y et d, qui est la fonction de sensibilité s(s). on constate que lorsque

|g(s)c(s)| augmente, |s(s)| diminue. Cela veut dire que lorsque |g(s)c(s)| est très

grande dans la bande de fréquences où les perturbations sont susceptibles d'exis-

ter, habituellement en basses fréquences, |s(s)| sera très petite. Ainsi, l'e�et des

perturbations sera complètement éliminé.

� Pour l'atténuation du bruit, la fonction de transfert entre la sortie y et le bruit de

mesure n est donnée par la fonction de sensibilité complémentaire négative (−t(s)).

On constate que lorsque |g(s)c(s)| augmente, |t(s)| diminue. Par conséquent, pour

atténuer l'e�et du bruit, |g(s)c(s)| devrait être très petite dans la gamme des hautes

fréquences, ce qui donne |t(s)| très petite.

On conclut que pour un système donné, tant qu'il y'a une séparation adéquate entre

la gamme des fréquences où les entrées agissent et la plage où les bruits de mesure se

produisent, il y'a aucun problème pour atteindre les objectifs de commande à savoir la

poursuite, le rejet de perturbations et l'atténuation de bruit en utilisant la structure à

1DDL. On veille seulement à véri�er la relation s(s) + t(s) = 1 sur toute la bande de

fréquences [0,∞[. Cependant, a�n d'améliorer ou bien imposer un cahier des charges à la

réponse du système en poursuite ou bien en régulation, par exemple la durée du régime

transitoire, l'utilisation de la structure à 2DDL s'avère intéressante car les deux problèmes

sont résolus indépendamment l'un de l'autre.

Dans ce qui suit, on présente la possibilité et la manière d'atteindre les mêmes objectifs

de commande, à savoir le suivi de trajectoire, le rejet de perturbation et l'atténuation de

bruit dans le cas où le paradigme à 2DDL est utilisé.
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La �gure (2.11) montre la structure de commande à 2DDL avec un pré-�ltre et un bruit n

sur la mesure la sortie. Le système à commander est représenté par g(s), la perturbation

d est ajoutée à sa sortie à travers la fonction de transfert gd(s). Le contrôleur c1(s) est

d'abord synthétisé pour résoudre le problème du rejet de perturbations. Par la suite, le

contrôleur c2(s) est déterminé a�n de résoudre le problème du suivi de trajectoire.

d

y

gd(s)

n

c1(s) g(s)c2(s)
−

r r′

Fig. 2.11: Schéma de commande à deux degrés de liberté avec bruit de mesure

Dans ce cas, le signal de sortie y s'exprime en fonctions des signaux d'entrée r, d, n

comme suit :

y =
g(s)c1(s)c2(s)

1 + g(s)c1(s)
r +

gd(s)

1 + g(s)c1(s)
d− g(s)c1(s)

1 + g(s)c1(s)
n (2.36)

L'équation (2.36) peut être réécrite ainsi :

y = t̃(s)r + gd(s)s(s)d− t(s)n (2.37)

avec t̃(s) = c2(s)t(s)

Comme pour la structure à un degré de liberté (�gure 2.10), le rejet de perturbations est

bien garanti pour |g(s)c1(s)| très grand ce qui donne |s(s)| très petite en basses fréquences.

Dans ce cas, la perturbation s'ajoute à la sortie du système à travers la fonction de transfert

gd(s) qui tend habituellement vers l'unité en basses fréquences (gd(0) = 1). Ainsi le rejet

de perturbations est bien assuré même en présence de gd(s).

L'atténuation du bruit se fait en hautes fréquences pour |g(s)c1(s)| très petite, ce qui

donne t(s) qui tend vers zéro dans cette gamme de fréquences. Ceci est le cas avec la

structure à un seul degré de liberté.
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Pour avoir un bon suivi de trajectoire, l'amplitude de la fonction t̃(s) (|t̃(s)|) devrait

tendre vers l'unité en basses fréquences. Comme t̃(s) = c2(s)t(s), des conditions sont

faites sur |t(s)| et |c2(s)|, on distingue alors trois cas :

� |c2(s)| −→ |t(s)|−1 en basses fréquences : cela veut dire que le module de c2(s)

s'approche de l'inverse du module de t(s) en basses fréquences.

� Ou bien |t(s)| −→ |c2(s)|−1 en basses fréquences : cela veut dire que le module de

t(s) s'approche de l'inverse du module de c2(s) en basses fréquences.

� Ou bien |t(s)| −→ 1 et |c2(s)| −→ 1 en basses fréquences : cela veut dire que le

module de t(s) s'approche de 1 et le module de c2(s) s'approche de 1 en basses

fréquences.

On constate que pour résoudre le problème du suivi de trajectoire il y'a une di�érence

entre la structure à un degré de liberté et celle à deux degrés de liberté. En e�et, dans la

structure à 1DDL (�gure (2.10)), le correcteur c(s) intervient simultanément pour résoudre

le problème du suivi de trajectoire et du rejet de perturbations. Toutefois, dans le schéma

de commande (�gure (2.11)), le contrôleur c1(s) intervient dans les trois transferts du

suivi de trajectoire, le rejet de perturbation et l'atténuation de bruit. le contrôleur c2(s)

intervient juste pour résoudre le problème du suivi de trajectoire. On rappelle que, lors de

la conception du schéma de commande de la �gure (2.11), le régulateur c1(s) est synthétisé

pour avoir un bon rejet de perturbations. Ensuite, on synthétise le correcteur c2(s) pour

avoir le suivi de trajectoire avec le cahier de charge exigé.

2.7.2 Contrôleur IMC-PID-FOF à 2DDL

Dans cette section, on utilise le schéma de commande à 2DDL proposé dans [102, 103,

194]. Cette structure est utilisée pour résoudre les deux problèmes de suivi de trajectoire

et de rejet de perturbations indépendamment l'un de l'autre.

Une nouvelle méthode de synthèse du contrôleur est proposée dans [28, 29] pour amélio-

rer le rejet de perturbations dans le cas des systèmes monovariables et réduire l'e�et des

interactions dans le cas des systèmes multivariables. La méthode de synthèse est d'abord

présentée pour la commande des systèmes monovariables, sa généralisation aux systèmes



64 COF à base de la commande IMC et la commande à 2DDL

MIMO sera présentée dans le troisième chapitre.

La structure de commande est donnée par la �gure (2.12) où g(s) représente le procédé

à commander, g+(s) est la partie non inversible de g(s), f(s) est le modèle de référence

et gd(s) est la fonction de transfert à travers la quelle la perturbation d s'ajoute à la sor-

tie. Les deux contrôleurs cs(s) et cf (s) sont synthétisés a�n de garantir respectivement le

suivi de trajectoire et le rejet de perturbation. Notons que la partie non inversible g+(s)

est omise dans la structure proposée dans [102, 103, 194]. Cependant, on la fait appa-

raitre explicitement, dans le schéma de commande de la �gure (2.12), a�n de distinguer

entre la fonction idéale de Bode de l'équation (2.29) et la fonction de transfert désirée

en boucle fermée. Ce modèle de référence est le produit de la fonction idéale de Bode et

g+(s) (f(s)× g+(s)), sachant que g+(s) est une dynamique intrinsèque au système qu'on

ne peut pas changer.

r
cs(s)

−

f(s)

d

gd(s)

y
g(s)

−

cf (s)

n

g+(s)
yd

Fig. 2.12: Structure IMC à deux degrés de liberté

La méthode de synthèse proposée se réalise en trois étapes :

� Etape 1 : Synthèse du contrôleur cs(s) pour le suivi de trajectoire :

En absence de perturbations (d = 0) et de bruit de mesure (n = 0), on aura y = yd,

on obtient :

g(s)cs(s) = f(s)g+(s) (2.38)
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En utilisant l'équation (2.8), l'équation (2.38) est réécrite comme suit :

g+(s)g−(s)cs(s) = f(s)g+(s) (2.39)

Le correcteur permettant le suivi de trajectoire est donc calculé par :

cs(s) =
1

g−(s)
f(s) (2.40)

f(s) est donnée par l'équation (2.29). Ainsi, le correcteur cs(s) est déterminé de la

même manière que le contrôleur cimc(s) dans la structure à 1DDL.

� Etape 2 : Synthèse du contrôleur cf (s) pour le rejet des perturbations :

L'e�et de la perturbation d(s) sur la sortie y(s) est donné par :

y

d
=

1

1 + cf (s)g(s)
(2.41)

La fonction de sensibilité complémentaire entre l'entrée et la sortie du système est :

t(s) =
g(s)cf (s)

1 + g(s)cf (s)
(2.42)

De cette équation, on fait sortir le correcteur cf (s), il est donné par :

cf (s) =
1

g(s)

t(s)

1− t(s)
(2.43)

Substituons l'équation (2.43) dans l'équation (2.41), on obtient :

y = gd(s)(1− t(s))d (2.44)

A�n de garantir e�cacement le rejet des perturbations, la fonction de sensibilité

complémentaire t(s) devrait être choisie de sorte à atteindre les deux objectifs sui-

vants :

� Réduire la durée du régime transitoire de l'e�et de la perturbation sur la sortie.

� Annuler l'e�et de la perturbation sur la sortie en régime permanent.

Pour atteindre ces deux objectifs, nous avons proposé dans [28, 29] de choisir t(s)

comme suit :

t(s) = g+(s)h(s) (2.45)
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avec

h(s) =
1

1 + τts
(2.46)

h(s) est un �ltre passe bas, sa constante de temps τt est choisie inférieure à la

constante de temps désirée de f(s) a�n de rejeter la perturbation d le plus rapide-

ment possible dans le cas monovariable et réduire l'e�et des interactions dans le cas

multivariable.

L'expression analytique (équation 2.43) du contrôleur cf (s) devient :

cf (s) =
h(s)

g−(s)(1− (g+(s)h(s)))
(2.47)

� Etape 3 : Élaborer un schéma de commande facile à implémenter est une exigence

pratique qu'on devrait prendre en considération dans chaque étude théorique. Pour

ceci, on propose d'établir une équivalence entre le schéma de commande de la �gure

(2.12) et la structure à 2DDL avec pré-�ltre donnée par la �gure (2.11). Cette

équivalence aboutit aux expressions analytiques suivantes [28] :

c1(s) = cf (s), c2(s) =
cs(s)

cf (s)
+ g+(s)f(s) (2.48)

En remplaçant les équations (2.40) et (2.47) dans l'équation (2.48), on obtient :

c1(s) =
h(s)

g−(s)(1− (g+(s)h(s)))
, c2(s) =

f(s)

h(s)
(2.49)

On remplace les équations (2.46) et (2.29) dans l'équation (2.49), on obtient :

c1(s) =
1

g−(s)(1 + τts− g+(s))
, c2(s) =

1 + τts

1 + τcsα+1
(2.50)

Remarque 1 Dans l'équation (2.50), le contrôleur c1(s) risque d'être instable à

cause du terme g+(s). Dans le cas des systèmes à retard, ce problème peut être

résolu de la manière suivante :

� Lorsque le retard est petit par rapport à la constante de temps du système, on

l'approxime en utilisant la méthode de Taylor.

� Lorsque le retard est grand par rapport à la constante de temps du système, on

utilise le prédicteur de Smith comme cela expliqué dans le paragraphe (2.7.3).
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Les expressions analytiques de c1(s) et c2(s) pour quelques modèles existants dans

la littérature sont données dans [28].

Analyse fréquentielle de la fonction de sensibilité complémentaire
Pour un système du 1er ordre donné par :

g(s) =
k

1 + τs
(2.51)

puisque g+(s) = 1, la fonction de sensibilité complémentaire t(s) de l'équation (2.45)

devient :

t(s) =
1

1 + τts
(2.52)

Le contrôleur c1(s) de l'équation (2.50) est, dans ce cas, égal à :

c1(s) =
1 + τs

kτts
=

τ

kτt

(1 +
1

τs
) (2.53)

La fonction de sensibilité s(s) est :

s(s) =
1

1 + c1(s)g(s)
(2.54)

En utilisant les équations (2.51) et (2.53), s(s) devient :

s(s) =
τts

1 + τts
(2.55)

Le tracé de Bode de l'amplitude des fonctions t(s) et s(s) est montré par la �gure (2.13)

pour di�érentes valeurs du paramètre τt (τt = 0.01, 0.1, 1, 10, 100).
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Fig. 2.13: Diagramme de l'amplitude de s(s) et t(s) pour di�érentes valeurs de τt

En faisant le lien avec l'expression de la sortie y en fonction des signaux d'entrée, r, d

et n de l'équation (2.37), on constate que, lorsque la constante de temps τt augmente, la

réponse du système par rapport aux perturbations devient plus lente, ainsi le problème

du rejet de perturbations dans le cas SISO et la compensation des interactions dans le cas

MIMO n'est pas bien résolu. Toutefois, la bande passante de t(s) devient plus petite et

une gamme importante du bruit est �ltrée. Par conséquent, le problème de l'atténuation

du bruit est bien résolu. De l'autre côté, pour des valeurs petites de τt, la réponse par

rapport aux perturbations devient plus rapide et le rejet de perturbations est amélioré.

Cependant, la bande passante du t(s) devient plus large et le problème du �ltrage du

bruit n'est pas bien résolu. En d'autres termes, on conclut que la variation du paramètre

τt, a�ecte la rapidité de la réponse du système par rapport aux perturbations et l'aptitude

du système à atténuer les bruits de mesure simultanément. Donc, un compromis est établi

entre ces deux objectifs de commande, on choisit alors la valeur du paramètre τt inférieure

à la valeur du τc, tout en considérant ce compromis.

On note que le problème du suivi de trajectoire est résolu par le correcteur c2(s) donné

par l'équation (2.50), il n'est donc pas direct a�ecté par le choix de τt.



2.7 Commande à deux degrés de liberté 69

Le tracé de Bode du contrôleur c2(s) est donné par la �gure (2.14) avec τc = 5, α = 0.2

et di�érentes valeurs de τt (τt = 0.1, 0.4, 1, 2).
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Fig. 2.14: Diagramme de Bode du correcteur c2(s) pour di�érentes valeurs de τt

La �gure (2.14) montre que le module du correcteur c2(s) tend vers l'unité en basses

fréquences, et ceci pour toutes les valeurs de τt.

Comme on vient de le présenter, la méthode proposée consiste à rejeter les perturbations

le plus rapidement possible, donc il n'y'a pas une nécessité d'imposer un comportement

fractionnaire à la réponse du système par rapport aux perturbations. Par conséquent, le

correcteur dimensionné pour résoudre le problème du rejet de perturbations est d'ordre

entier. Cependant, le régulateur dimensionné pour garantir le suivi de trajectoire est

d'ordre fractionnaire puisque le comportement de la fonction idéale de Bode en boucle

fermée est imposé comme dynamique désirée du système commandé.

La méthode de synthèse proposée s'applique pour les systèmes sans retard et avec retard.

En e�et, pour les systèmes possédant un petit retard (le retard est très petit par rapport

à la constante de temps du système), cet élément irrationnel peut être approximé en

utilisant l'approximation de Padé ou bien de Taylor. Dans le cas où le système présente

un retard important, on propose d'utiliser la structure de Smith pour l'implémentation

du correcteur.
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2.7.3 Exemple d'illustration

Pour illustrer la méthode de synthèse à 2DDL qui vient d'être proposée, on considére

un système du 1er ordre avec retard donné par :

g(s) =
ke−θs

1 + τs
=

2e−4s

1 + 5s
(2.56)

la fonction de sensibilité complémentaire t(s) de l'équation (2.45) devient :

t(s) =
e−θs

1 + τts
=

e−4s

1 + 0.2s
(2.57)

A�n de rejeter rapidement les perturbations, on choisit la constante de temps τt = 0.2.

Le modèle de référence f(s) est donné par l'équation (2.29) avec α = 0.4, τc = 2.

En utilisant l'équation (2.50), les contrôleurs c1(s) et c2(s) sont donnés par :

c1(s) =
1 + τs

k(1 + τts− e−θs)
=

1 + 5s

2(1 + 0.2s− e−4s)
(2.58)

c2(s) =
1 + τts

1 + τcsα+1
=

1 + 0.2s

1 + 2s1.4
(2.59)

Implémentation du contrôleur du rejet des perturbations c1(s)

D'après l'équation (2.58), le correcteur c1(s) est composé d'un régulateur PI en série avec

un �ltre avec prédicteur de smith :

c1(s) =
τ

kτt

(1 +
1

τs
)

︸ ︷︷ ︸
PI

1

1 + 1−e−θs

τts︸ ︷︷ ︸
Prédicteur de Smith

(2.60)

Le schéma de l'implémentation du correcteur c1(s) est donné par la �gure (2.15) avec

kp = τ
kτt

r′ − y

−

kp

1

τs
1

τts

u

1− e−θs

Fig. 2.15: Structure du contrôleur c1(s) de l'équation (2.60)
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Implémentation de contrôleur de suivi de trajectoire c2(s)

Le contrôleur c2(s) de l'équation (2.59) peut être réécrit sous la forme :

c2(s) =
1

1 + τcsα+1︸ ︷︷ ︸
FOF

(1 + τts)︸ ︷︷ ︸
PD

(2.61)

Le contrôleur c2(s) est réécrit ainsi :

c2(s) =
1

τcsα+1

1 + 1
τcsα+1

τts(1 +
1

τts
) (2.62)

ce qui donne :

c2(s) =
1

τcsα

1 + 1
τcsα

1
s

τt(1 +
1

τts
) (2.63)

Le schéma de l'implémentation du correcteur c2(s) est donné par la �gure (2.16) :

r

−

τt

1

τts

1

s

1

τcsα

r
′

Fig. 2.16: Structure du contrôleur c2(s) de l'équation (2.63)

Implémentation de contrôleur c(s) (contrôleur IMC-PID-FOF)
A�n de comparer les performances du schéma de commande à 2DDL (�gure (2.11)) avec

celles de la structure classique (�gure (2.2)), on détermine le contrôleur IMC-PID-FOF

présenté dans la section (2.6) pour le système (2.56). Ceci, en utilisant les équations (2.8)

et (2.28) à (2.31).

Pour l'implémentation directe, on obtient alors :

c(s) =
1

1 + 1−e−θs

τcsα+1

1

τcsα

τ

k
(1 +

1

τs
) (2.64)

Le schéma de l'implémentation du correcteur c(s) est donné par la �gure (2.17). La

structure de commande de la �gure (2.10) est utilisée pour implémenter ce correcteur.

Le contrôleur proposé à 2DDL est implémenté en utilisant le schéma de commande de la

�gure (2.11).
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e

−

1

τcsα+1

τ

k

1

τs

u

1− e
−θs

1

τcsα

Fig. 2.17: Structure du contrôleur c(s) de l'équation (2.64)

Les termes dérivé et intégral dans les équations (2.63) et (2.64) sont implémentés en

utilisant les approximations d'Oustaloup et de Trigeassou présentées dans la section (2.4).

L'intervalle de l'approximation est donné par [10−4, 10+4] avec 15 cellules (N = 15).

la réponse indicielle du système de l'équation (2.56) contrôlé par le correcteur à 2DDL des

équations (2.60) et (2.63) et celle obtenue lorsque le correcteur à 1DDL de l'équation (2.64)

est implémenté, sont montrées sur la �gure (2.18). Ces deux réponses sont comparées au

modèle de référence f(s).
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Fig. 2.18: Évolution de la réponse indicielle du système de l'équation (2.56)

On voit sur la �gure (2.18) que le comportement désiré en boucle fermée est atteint

en utilisant le schéma de commande à 1DDL et celui à 2DDL puisque les trois courbes
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sont confondues. La �gure (2.19) montre que l'e�ort de commande fourni par les deux

correcteurs est identique. A�n de montrer le rejet des perturbations e�ectué par les deux
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Fig. 2.19: Évolution du signal de commande

correcteurs, une perturbation d d'amplitude 0.2 est ajouté à la sortie du système à l'ins-

tant t = 40, ceci à travers la fonction de transfert 1
1+2s

.

La �gure (2.20) illustre le réponse indicielle du système obtenue lorsque les deux correc-

teurs à 1DDL et à 2DDL sont implémentés séparément. La �gure (2.20) montre que la

réponse du système par rapport aux perturbations, obtenue lorsque le correcteur à 2DDL

est utilisé, est plus rapide que celle obtenue lorsque le correcteur à 1DDL est utilisé. La

rapidité de la réponse par rapport aux perturbations, dans le cas de la structure à 2DDL,

est in�uencée par la fonction de sensibilité complémentaire t(s) dont la constante de temps

τt est un paramètre de réglage.

Pour illustrer l'e�et de la constante de temps τt de la fonction de sensibilité complémen-

taire t(s) sur la réponse par rapport aux perturbations, la �gure (2.21) montre les résultats

obtenus pour di�érentes valeurs de τt (τt = 2.5, 1, 0.5, 0.08).

La �gure (2.21) montre que lorsque τt devient plus petit, la réponse du système par

rapport aux perturbations devient un plus rapide.
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Fig. 2.20: Évolution de la réponse indicielle du système avec perturbations

La �gure (2.22) montre la réponse indicielle du système pour di�érentes valeurs de τt,

(τt = 2.5, 1, 0.5, 0.08) avec un bruit ajouté à sa sortie, les paramètres de ce bruit sont : la

valeur moyenne est nulle, la variance est unitaire avec un gain de 0.2 et une fréquence de

100 Hz. Les résultats obtenus montrent que le bruit est bien �ltré tant que la valeur de

τt est plus grande.

De ces résultats de simulation, obtenus pour un système du 1er ordre avec retard, on

conclut qu'avec la structure à 2DDL, on peut atteindre le cahier de charge spéci�é en

boucle fermée, en plus, rejeter les perturbations externes le plus rapidement possible,

ceci, en dé�nissant la fonction de sensibilité complémentaire t(s) dont la constante de

temps τt, est choisie la plus petite possible par rapport à la constante de temps désirée du

système. Cependant, pour éviter l'ampli�cation du bruit en hautes fréquences, la valeur

de τt ne doit pas être choisie trop petite. Par conséquent, un compromis est établi entre

le rejet des perturbations et l'atténuation de bruit. Par conséquent, nous avons choisi la

valeur τt = 0.2 pour tenir compte de ce compromis.
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Fig. 2.21: Évolution de la réponse indicielle du système avec perturbations pour di�é-

rentes valeurs de τt
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2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, après avoir présenté quelques rappels sur la commande par modèle

interne, l'approximation d'Oustaloup, PID fractionnaire, la fonction idéale de Bode et la

méthode de synthèse du contrôleur IMC-PID-FOF, une analyse fréquentielle des fonctions

de sensibilités et de sensibilités complémentaires a été présentée.

une structure de commande à 2DDL a été proposée pour commander les systèmes

monovariables avec retard, les deux problèmes de suivi de trajectoire et de rejet des per-

turbations sont alors résolus indépendamment l'un de l'autre. En e�et, la fonction idéale

de Bode a été imposée comme modèle de référence et le correcteur obtenu pour le suivi

de trajectoire est ainsi d'ordre fractionnaire. Pour rejeter rapidement les perturbations,

un �ltre passe bas dont la constante de temps τt est un paramètre de réglage, est dé-

�ni comme étant la fonction de sensibilité complémentaire entre l'entrée et la sortie du

système ; le correcteur ainsi obtenu pour le rejet des perturbations est d'ordre entier.

Néanmoins, la valeur de τt est choisie en tenant compte du compromis établi entre le rejet

des perturbations et l'atténuation de bruit.

Dans le troisième chapitre, cette structure de commande sera généralisée à la com-

mande des systèmes MIMO a�n d'améliorer les performances du système en boucle fer-

mée. L'e�et de toutes les boucles est considéré comme une perturbation sur la boucle

de commande considérée, d'où l'idée d'utiliser la structure de commande à 2DDL, pour

séparer le problème de suivi de trajectoire de celui de la compensation des interactions.



Chapitre 3

Synthèse des contrôleurs multi-boucles

fractionnaires pour les systèmes

multivariables

3.1 Introduction

Lors de la synthèse d'une loi de commande pour les systèmes monovariables, la struc-

ture de commande classique à retour de sortie pourrait ne pas su�re pour avoir de bonnes

performances en poursuite et en régulation simultanément [20, 104]. Pour cette raison, on

procède, dans certains cas, à résoudre ces deux problèmes séparément dans le cadre de la

commande à 2DDL.

Dans notre étude, on propose d'utiliser ce principe pour réduire l'e�et des interactions

dans un système multivariable, tout en considérant l'e�et de toutes les boucles de com-

mande comme une perturbation externe par rapport à la boucle de commande étudiée.

On dimensionne alors deux contrôleurs pour chaque boucle de commande : le premier est

synthétisé pour réduire l'e�et des interactions, le deuxième est dimensionné pour assurer

le suivi de trajectoire. Pour le système multivariable, on obtient alors un contrôleur dia-

gonal pour garantir la minimisation de l'e�et des interactions et un autre pour assurer

le suivi de trajectoire [28, 29]. Vu les propriétés intéressantes que présente la fonction
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idéale de Bode du point de vue robustesse [9, 17], son comportement en boucle fermée est

imposé comme modèle de référence pour chaque boucle. Ce fait donne lieu à un schéma

de commande multi-boucle d'ordre fractionnaire.

Dans ce chapitre, on propose de synthétiser un contrôleur multi-boucle fractionnaire

en utilisant le schéma de commande par modèle interne. Après avoir choisi la con�guration

de commande dont le niveau de couplage est faible, la synthèse du contrôleur est e�ectuée

pour chaque boucle sans tenir compte des interactions avec les autres boucles. On nomme

ce schéma de commande structure multi-boucle à 1DDL [44]. Ensuite, on présente le

schéma de commande multi-boucle à 2DDL, où on tient compte des interactions, en

dé�nissant la fonction de sensibilité complémentaire pour chaque boucle a�n de réduire

l'e�et de ces interactions [27, 28, 29]. Deux exemples seront présentés pour :

1. Illustrer le compromis entre le rejet des perturbations et l'atténuation du bruit

2. Comparer les performances du correcteur multi-boucle fractionnaire à 2DDL avec

celles du contrôleur à 1DDL et même avec d'autres correcteurs multi-boucles d'ordre

entier du point de vue minimisation des interactions et la satisfaction du cahier de

charge spéci�é en boucle fermée.

3.2 Synthèse du contrôleur multi-boucle fractionnaire

à 1DDL

Un contrôleur IMC dans un environnement multi-boucle a été développé dans [44] en

considérant les interactions comme des erreurs de modélisation, on dimensionne alors le

contrôleur multi-boucle en utilisant seulement les éléments correspondants aux couples

entrée/sortie de la con�guration de commande choisie (sans tenir compte des éléments

correspondants aux interactions).

Un modèle de référence est imposé pour chaque boucle pour synthétiser le correcteur

IMC. Par la suite, le correcteur équivalent dans la structure de commande multi-boucle

standard, est déterminé.

La contribution de cette étude est d'imposer un comportement fractionnaire pour les
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boucles de commande du système en boucle fermée. Ceci, en choisissant le modèle de

référence, pour chaque boucle, comme étant la fonction idéale de Bode en boucle fermée.

La méthode de synthèse proposée peut alors être vue comme étant la généralisation de

la méthode de synthèse du contrôleur IMC-PID-FOF [14], présentée dans la section (2.6)

pour la commande des systèmes monovariables, au cas des systèmes multivariables [29].

Le schéma de commande multi-boucle par modèle interne est donné par la �gure (3.1), le

procédé à contrôler est représenté par G(s), son modèle est Gm(s).

Le contrôleur IMC est diagonal et donné par Gc(s).

-

-

-

-
G(s)

G
m
(s)

G
c
(s) ...

y1
1

u1

y1m

...
...

...
...

-

-

y2m

ynm

...

y2

yn

u2

un

r1

r2

rn

Fig. 3.1: Commande multi-boucle par modèle interne

Le procédé à contrôler est donné par la matrice fonction de transfert :

G(s) =




g11(s) g12(s) · · · g1n(s)

g21(s) g22(s) · · · g2n(s)

... . . . ...

gn1(s) gn2(s) · · · gnn(s)




(3.1)

La méthode de synthèse du contrôleur multi-boucle fractionnaire à 1DDL se réalise en

trois étapes :

� Etape 1 : Analyse des interactions et choix de la con�guration de commande :

La matrice des gains relatifs (RGA) [18] permet d'évaluer le niveau des interactions

entre les variables du système multivariable et de choisir les couples entrée/sortie



80 Synthèse des contrôleurs multi-boucles fractionnaires pour les systèmes MIMO

dont le niveau de couplage faible, elle se calcule en utilisant l'équation (1.10). L'indice

de Niederlinski est un outil complémentaire à la RGA, il est donné par l'équation

(1.33).

La con�guration de commande adéquate correspond aux éléments de la RGA qui

sont positifs et proches de l'unité, et celle avec l'indice de Niederlinski est positif.

On considère la con�guration de commande diagonale qui a�ecte à chaque sortie yi

l'entrée ui (i = 1, 2, · · · , n) n est le nombre de boucle de commande.

Par conséquent, le modèle du système devient :

Gm(s) = diag
[

g11(s), g22(s) . . . gnn(s)
]

(3.2)

� Etape 2 : Calcul du contrôleur multi-boucle :

Le contrôleur multi-boucle est donné par :

Gc(s) = diag
[

gc1(s), gc2(s) . . . gcn(s)
]

(3.3)

A�n de calculer les correcteurs monovariables gci(s), i = 1, 2, · · · , n, on procède

d'abord à factoriser chaque élément gii(s) en deux parties : inversible et non inver-

sible [28, 29, 44].

gii(s) = g−ii (s)g
+
ii (s) (3.4)

avec g+
ii (0) = 1

Chaque contrôleur de la matrice (3.3) est alors calculé comme suit :

gci(s) =
1

g−ii (s)
fi(s), i = 1, 2, · · · , n (3.5)

fi(s) est le modèle de référence imposé à la boucle (ui,yi).

Généralement, le modèle de référence fi(s) est donné par une fonction de transfert

d'ordre entier (l'équation (2.10)) [44, 50, 92], ce choix vise à robusti�er le système

en boucle fermée vis-à-vis des erreurs de modélisation tout en veillant à véri�er la

causalité du contrôleur IMC obtenu, et choisir la durée du régime transitoire de la

réponse en boucle fermée.

Cependant, dans notre cas, on propose d'imposer un comportement fractionnaire
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pour chaque boucle en choisissant la fonction idéale de Bode en boucle fermée comme

modèle de référence [28, 29].

fi(s) =
1

1 + τcisαi+1
, 0 < αi < 1, i = 1, 2, · · · , n (3.6)

Le choix de fi(s) a été e�ectué pour tirer pro�t des caractéristiques importantes

que présente la fonction idéale de Bode à savoir la propriété d'iso-amortissement

qui se traduit par la robustesse vis-à-vis des variations du gain de la boucle ouverte,

comme cela a été expliqué dans la section (2.3) du deuxième chapitre.

Les deux paramètres αi et τci sont choisis alors en spéci�ant la marge de phase

et la fréquence de coupure désirées pour chaque boucle en boucle fermée, ceci en

utilisant les relations de l'équation (2.30) dans la section (2.6) du deuxième chapitre.

Toutefois, ce choix peut s'e�ectuer dans le domaine temporel en spéci�ant le temps

de réponse ou bien le temps de montée désirés pour chaque boucle, les relations sont

plus complexes et sont données dans [4].

� Etape 3 : Simpli�cation de l'implémentation

La structure de commande multi-boucle standard est donnée par la �gure (3.2) où

G(s) est le système multivariable à contrôler, il est donné par l'équation (3.1), C(s)

est le contrôleur multi-boucle à déterminer, il est donné par l'équation (3.7) :

-

-

-
C(s) G(s)

y1

...
...

...
...

y2

yn

u1

u2

un

r1

r2

rn

Fig. 3.2: Commande multi-boucle standard

C(s) = diag
[

c1(s), c2(s) . . . cn(s)
]

(3.7)

L'équivalence entre les deux structures de commande IMC multi-boucle et classique
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respectivement des �gures (3.1) et (3.2), aboutit à la relation [66] :

ci(s) =
gci(s)

1− gci(s)gii(s)
, i = 1, 2, · · · , n (3.8)

Noter que dans la structure de commande multi-boucle par modèle interne (la �gure

(3.1)), la conséquence de passage de G(s) à Gm(s) en éliminant les éléments non diago-

naux se traduit par l'introduction des erreurs de modélisation. De ce fait, le �ltre fi(s),

i = 1, 2, · · · , n est choisi de manière à préserver la stabilité du système contrôlé en pré-

sence de telles erreurs de modélisation [44, 66]. Toutefois, dans la structure de commande

multi-boucle que nous avons proposée, les interactions sont considérées comme étant des

perturbations par rapport aux boucles de commande choisies pour le contrôle du système.

La structure de commande à 2DDL est alors utilisée pour séparer les deux problèmes du

suivi de trajectoire et de la réduction de l'e�et des interactions. Cela, a�n de réduire l'e�et

des interactions sur les performances du système en boucle fermée [28, 29].

3.3 Synthèse du contrôleur multi-boucle d'ordre frac-

tionnaire à 2DDL

A�n de tenir compte des interactions lors de la synthèse d'un schéma de commande

multi-boucle, la méthode de synthèse du contrôleur IMC-PID-FOF à 2DDL, proposée

dans le paragraphe (2.7.2) du deuxième chapitre pour la commande des systèmes mono-

variables, est généralisée dans cette section au cas des systèmes multivariables. Comme

ces systèmes sont caractérisés par le phénomène des interactions, la matrice des gains

relatifs (RGA) est utilisée pour quanti�er ces interactions et choisir la con�guration de

commande dont le niveau des interactions est faible.

L'idée de base de ce travail est de considérer l'e�et de toutes les boucles de commande

comme une perturbation externe par rapport à la boucle de commande étudiée et repré-

sentée par une perturbation d qui est ajoutée à sa sortie à travers une fonction de transfert

qui englobe toutes les fonctions de transferts parcourues par l'interaction provenant d'une

boucle donnée. De ce fait, le schéma de commande de la �gure (2.12) peut être aisément
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adapté pour chaque boucle de commande (ui,yi) indépendamment des autres.

On dimensionne alors le correcteur csi(s) (i = 1, 2, · · · , n) pour garantir le suivi de tra-

jectoire de la sortie correspondante. Comme pour le schéma de commande à 1DDL, la

fonction idéale de Bode, en boucle fermée, est choisie comme modèle de référence. Pour

dimensionner le correcteur cfi(s) (i = 1, 2, · · · , n) pour le rejet des perturbations plus

précisément pour réduire l'e�et des interactions, on dé�nit une fonction de sensibilité

complémentaire ti(s) entre l'entrée et la sortie de l'élément correspondant à la boucle de

commande étudiée, ti(s) est un �ltre passe bas dont la constante de temps τti(s) est la

plus petite possible par rapport à la constante de temps du modèle de référence. On aura

alors pour le système multivariable un contrôleur diagonal CS(s) pour garantir le suivi de

trajectoire et un autre CF (s) pour réduire l'e�et des interactions à travers les boucles de

commande.

Le schéma de commande proposé est représenté par la �gure (3.3) où G(s) est le système

multivariable représenté par l'équation (3.1), CS(s) et CF (s) sont les deux correcteurs

synthétisés respectivement pour le suivi de trajectoire et la réduction de l'e�et des in-

teractions. G+(s) est le bloc diagonal qui comprend toutes les parties non inversibles des

fonctions de transfert correspondantes à la con�guration de commande choisie. La matrice

diagonale F (s) comprend les modèles de référence choisis pour toutes les boucles de com-

mande. La synthèse du contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL se réalise suivant

les étapes suivantes :

� Etape 1 : Choix de la con�guration de commande appropriée

Comme pour la méthode de synthèse du contrôleur multi-boucle à 1DDL, présentée

dans la section (3.2), la première étape consiste à choisir les couples entrée/sortie

dont le niveau des interactions est faible. La matrice RGA de l'équation (1.10) est

utilisée, le modèle du système ainsi obtenu, sans tenir compte des interactions, est

donné par l'équation (3.2).

� Etape 2 : Le correcteur de suivi de consigne CS(s) est donné par :

CS(s) = diag
[

cs1(s), cs2(s) . . . csn(s)
]

(3.9)

Ce correcteur est déterminé de la même manière que le correcteur Gc(s) dans le
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Fig. 3.3: Schéma de commande multi-boucle à 2DDL

schéma de commande multi-boucle à 1DDL, il est calculé suivant les équations (3.4)

à (3.6).

� Etape 3 : Pour réduire l'e�et des éléments non diagonaux sur les performances de

la réponse du système multivariable, on détermine le correcteur CF (s) tel que :

CF (s) = diag
[

cf1(s), cf2(s) . . . cfn(s)
]

(3.10)

Pour ceci, on dé�nit la matrice fonction de sensibilité complémentaire entre l'entrée

et la sortie du système ainsi [98, 28, 29] :

T (s) = diag
[

t1(s), t2(s) . . . tn(s)
]

(3.11)

On propose de choisir la fonction de sensibilité complémentaire entre l'entrée et la

sortie de chaque boucle de commande (ui, yi) comme suit [28] :

ti(s) =
g+

ii (s)

1 + τtis
, i = 1, 2, · · · , n (3.12)

g+
ii (s) est la partie non inversible de la fonction de transfert correspondante à la

boucle (ui, yi).

On choisit la constante de temps τti(i = 1, 2, · · ·n) la plus petite possible par rapport

à la constante de temps du modèle de référence de la boucle considérée, ceci a�n de

rejeter rapidement l'e�et des autres boucles de commande.
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Comme a été présenté dans la section (2.7) du deuxième chapitre, Pour des petites

valeurs de τti(i = 1, 2, · · · , n), le bruit de mesure n'est pas bien �ltré, un compromis

est alors établi entre la réduction de l'e�et des interactions ou bien le rejet des

perturbations et l'atténuation du bruit.

Chaque élément cfi(s) de l'équation (3.10) est donné par [28] :

cfi(s) =
1

gii(s)

ti(s)

1− ti(s)
, i = 1, 2, · · · , n (3.13)

� Etape 4 : A�n de faciliter l'implémentation de ce contrôleur multi-boucle, on propose

d'établir une équivalence entre le schéma de commande de la �gure (3.3) et la

structure de commande à 2DDL montrée sur la �gure (3.4).

Cette équivalence aboutit aux relations suivantes [28] :

C1(s) = CF (s), C2(s) = CF (s)−1CS(s) + G+(s)F (s) (3.14)

L'équation (3.14) montre que C1(s) assure la réduction de l'e�et des interactions et

le rejet des perturbations externes.

C2(s) garantit la poursuite des sorties du système multivariable.

où :

F (s) = diag
[

f1(s), f2(s) . . . fn(s)
]

(3.15)

G+(s) = diag
[

g+
11(s), g+

22(s) . . . g+
nn(s)

]
(3.16)

Comme F (s), G+(s), CS(s) et CF (s) sont des matrices diagonales, C1(s) et C2(s)

sont aussi diagonales. Chaque correcteur monovariable de C1(s) et de C2(s), est

calculé comme suit :

c1i(s) = cfi(s), c2i(s) = csi(s)
cfi(s)

+ g+
ii (s)fi(s)

i = 1, 2, · · · , n
(3.17)

fi(s) est donnée par l'équation (3.6).
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Fig. 3.4: Schéma de commande multi-boucle classique à 2DDL

La di�érence entre les deux structures de commande multi-boucle à 1DDL et à 2DDL, est

que dans le schéma de commande multi-boucle à 2DDL, on s'intéresse aux interactions

tout en essayant de réduire leur e�et sur les performances du système en boucle fermée.

Pour ceci, en plus de la synthèse du correcteur du suivi de trajectoire dans les deux schémas

de commande, on synthétise le correcteur de la réduction de l'e�et des interactions dans le

schéma de commande à 2DDL, en dé�nissant une fonction de sensibilité complémentaire

pour chaque boucle.

3.4 Exemples d'illustration

A�n d'illustrer la méthode de synthèse des deux schémas de commande multi-boucle

à 1DDL et à 2DDL d'un côté et comparer les performances de la réponse obtenue avec

ces deux schémas et celle obtenue avec d'autres méthodes d'ordre entier d'un autre côté,

deux exemples très rencontrés dans la littérature sont considérés.

3.4.1 Exemple 1

A�n d'illustrer la méthode de synthèse des contrôleurs multi-boucle fractionnaires et

illustrer le compromis entre le réduction de l'e�et des interactions et l'atténuation de bruit,

on considère le modèle de la colonne de distillation de Wood and Berry [182], très souvent

étudiée dans la littérature [92, 109], qui est un système multivariable à deux entrées et
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deux sorties.

Le procédé est modélisé par :

G(s) =




12.8e−s

1+16.7s
−18.9e−3s

1+21s

6.6e−7s

1+10.9s
−19.4e−3s

1+14.4s


 (3.18)

En utilisant l'équation (1.10), la matrice des gains relatifs est donnée par :

RGA(G(0)) =


 2.0094 −1.0094

−1.0094 2.0094


 (3.19)

En utilisant l'équation (1.33), l'indice de Niederlinski est : NI = 0.4977.

D'après l'analyse des éléments de la RGA et comme NI est positif, la con�guration de

commande appropriée est : la sortie y1 est contrôlée par le signal de commande u1 et la

sortie y2 est contrôlée par le signal de commande u2.

Par conséquent, le modèle du système sans interactions est :

Gm(s) =




12.8e−s

1+16.7s
0

0 −19.4e−3s

1+14.4s


 (3.20)
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Fig. 3.5: Tracé d'amplitude du diagramme de Bode des éléments de la matrice fonction

de transfert, en boucle ouverte, du système (3.18)
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D'après le tracé d'amplitude obtenu pour chaque élément de la matrice fonction de

transfert du système (3.18), l'élément correspondant à la deuxième boucle domine les

éléments des interactions (g12(s), g21(s)). Toutefois, l'élément correspondant à la première

boucle domine seulement l'élément g21(s). Par conséquent, le système (3.18) présente un

niveau de couplage faible.

Comme le gain relatif correspondant aux boucles de commande (u1,y1) et (u2,y2) est su-

périeur à 1, le gain de chaque boucle diminue, en régime permanent, lorsque l'autre boucle

est fermée, le rôle des contrôleurs multi-boucle fractionnaires proposés est de maintenir

les deux sorties y1 et y2 à leur références désirées, en présence de ces variations.

La synthèse du contrôleur multi-boucle fractionnaire à 1DDL se fait en considérant seule-

ment les éléments diagonaux de la matrice fonction de transfert du système (équation

(3.18)). Cependant, lors du dimensionnement du contrôleur multi-boucle fractionnaire à

2DDL, on dé�nit la matrice fonction de sensibilité complémentaire pour réduire l'e�et des

éléments non diagonaux sur les performances du système en boucle fermée.

A�n de montrer l'intérêt d'introduire la fonction de sensibilité complémentaire dans la

synthèse de la commande multi-boucle fractionnaire, les performances du correcteur multi-

boucle à 2DDL ainsi obtenu, sont comparées à celles du correcteur multi-boucle à 1DDL.

Les performances de ces deux structures de commande sont également comparées à celles

du correcteur d'ordre entier proposé dans [92].

Les paramètres de la fonction idéale de Bode (équation 3.6), sont choisis de sorte à avoir

le même comportement dynamique pour les sorties du système en boucle fermée, que celui

spéci�é lors du dimensionnement du correcteur entier [92]. On a alors : α1 = α2 = 0.06 et

τc1 = τc2 = 6.

L'expression numérique du contrôleur multi-boucle fractionnaire à 1DDL, obtenu en uti-

lisant les équations (3.3) à (3.8), est :

C(s) =




1

1+ 1−e−s

6s1.06

0.22
s0.06 (1 + 1

16.7s
) 0

0 1

1+ 1−e−3s

6s1.06

−0.124
s0.06 (1 + 1

14.4s
)


 (3.21)

Dans le schéma de commande multi-boucle fractionnaire à 2DDL, les contrôleurs C1(s)

et C2(s) sont déterminés respectivement pour la réduction de l'e�et des interactions et le
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suivi de trajectoire en utilisant les équations (3.9) à (3.17).

A�n de montrer l'e�et du choix des paramètres τt1 et τt2 sur les performances de la

réponse du système (3.18), en boucle fermée, et ainsi illustrer le compromis entre le rejet

de perturbation (ou bien la réduction de l'e�et des interactions) et l'atténuation du bruit,

on considère des perturbations externes qui s'ajoutent aux sorties du système (3.18) à

travers le vecteur des fonctions de transfert :

Gd(s) =
[

3.8
1+14.9s

, 4.9
1+13.2s

]
(3.22)

Ces perturbations sont introduites à la première et à la deuxième sorties respectivement

aux instants t=50 et t=150, avec un échelon d'amplitude 0.2

La �gure (3.6) montre la réponse indicielle perturbée du système (3.18) avec les valeurs

des modèles de référence données précédemment et di�érentes valeurs des paramètres τt1

et τt2 (τt1 = τt2 = 3, 1, 0.6, 0.2).
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Fig. 3.6: Évolution de la réponse perturbée du système (3.18) pour di�érentes valeurs du

τt1 et τt2 (� modéle de référence, � τti = 3 ; � τti = 1 ; � τti = 0.6 ; � τti = 0.2 ; i=1,2)

La �gure (3.6) montre que la réponse obtenue, pour chaque boucle, est plus proche
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du modèle de référence pour des valeurs de τti (i=1,2) qui sont plus petites (1 ; 0.6 ; 0.2).

En plus, l'e�et des interactions, à travers les deux boucles de commande, est réduit tant

que τti (i=1,2) est plus petit. A titre d'exemple, à t=100, on ramène la deuxième sortie

à l'unité, l'e�et de ce changement de consigne sur la première sortie est moins important

tant τti (i=1,2) est plus petit. De même, pour le rejet des perturbations externes, par

exemple, à t=50, la perturbation ajoutée à la première sortie est rejetée rapidement pour

des petites valeurs de τti (i=1,2).

Pour tester la robustesse du schéma de commande à 2DDL, un bruit de mesure dont les

caractéristiques sont les mêmes que celles du bruit utilisé dans le paragraphe (2.7.3) du

deuxième chapitre, est ajouté aux sorties du système, les résultats de simulation obte-

nus sont donnés par la �gure (3.7) pour di�érentes valeurs de τti (i=1,2) (τt1 = τt2 =

0.2, 0.6, 1, 3)
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Fig. 3.7: Evolution de la réponse bruitée du système (3.18) pour di�érentes valeurs du

τt1 et τt2 (� modéle de réference ; � τti = 0.2 ; � τti = 0.6 ; � τti = 1 ; � τti = 3 ; i=1,2)

Les résultats de simulation de la �gure (3.7) montrent que le bruit de mesure est �ltré

d'une manière appropriée pour des valeurs de τti (i=1,2) qui ne sont pas très petites par

rapport à la constante de temps désirée τci (i=1,2). Cependant, l'e�et des interactions est
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plus visible sur la réponse du système pour ces valeurs, comme est illustré par la courbe

verte pour τt1 = τt2 = 3.

On conclut que la réponse indicielle du système (3.18) est plus proche du modèle de

référence, spéci�é pour chaque boucle, tant que le paramètre τti (i=1,2) est plus petit par

rapport à τci (i=1,2). De plus, l'e�et des interactions et des perturbations externes est

réduit pour ces petites valeurs de τti (i=1,2). Toutefois, l'atténuation de bruit de mesure se

fait d'une manière appropriée pour des valeurs de τti (i=1,2) qui ne sont pas très petites.

Un compromis est alors établi entre la réduction de l'e�et des interactions, la possibilité

d'aboutir au comportement spéci�é en boucle fermée et l'atténuation de bruit de mesure.

De ce fait, en prenant en considération ce compromis, on choisit τt1 = τt2 = 0.6.

Le correcteur C1(s) pour la réduction de l'e�et des interactions ainsi obtenu est :

C1(s) =




2.17

1+ 1−e−s

0.6s

(1 + 1
16.7s

) 0

0 −1.24

1+ 1−e−3s

0.6s

(1 + 1
14.4s

)


 (3.23)

Le correcteur C2(s) pour le suivi de trajectoire est :

C2(s) =




1+0.6s
1+6s1.06

0

0 1+0.6s
1+6s1.06


 (3.24)

Les termes dérivé et intégral dans l'expression des correcteurs fractionnaires (équations

(3.21) et (3.24)) sont implémentés sous MATLAB en utilisant l'approximation d'Ousta-

loup dans l'intervalle [10−3, 10+3] en utilisant 15 cellules.

La réponse indicielle du système (3.18), obtenue en utilisant le correcteur multi-boucle

à 2DDL (équations (3.23) et (3.24)), est comparée à celle obtenue en utilisant le cor-

recteur multi-boucle à 1DDL (équation (3.18)) et celle obtenue en utilisant le correcteur

multi-boucle d'ordre entier proposé dans [92].
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Fig. 3.8: Evolution de la réponse indicielle du système (3.18) (� modéle de réference ; �
correcteur entier ; � correcteur multi-boucle à 1DDL ; � correcteur multi-boucle à 2DDL)

La �gure (3.8) montre que la réponse indicielle du système obtenue en utilisant le

correcteur à 2DDL est plus proche (en régime transitoire) du modèle de référence spéci�é

pour chaque boucle que celles obtenues en utilisant les autres correcteurs. De plus, l'e�et

des interactions est visiblement réduit en utilisant ce correcteur (courbe bleue). Ceci, est

du à la fonction de sensibilité complémentaire dé�nie ti (i=1,2), pour chaque boucle, dont

la constante de temps est 0.6.

La �gure (3.8) montre également que le système présente une réponse indicielle lente

en utilisant le correcteur multi-boucle fractionnaire à 1DDL (courbe magenta), ceci se

voit visiblement sur la �gure (3.9) où le signal de commande fourni par ce correcteur est

moins important par rapport aux autres signaux de commande. Le contrôleur multi-boucle

à 2DDL et le correcteur entier présentent un e�ort de commande acceptable.
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Fig. 3.9: Evolution des signaux de commande (� correcteur entier ; � correcteur multi-

boucle à 1DDL ; � correcteur multi-boucle à 2DDL)

L'indice de l'intégrale de l'erreur absolue (IAE, IAE =
∫ 2ts

0
|e(t)|dt, ts est le temps

de réponse pour chaque boucle) est calculée pour la réponse du système (3.18) en boucle

fermée.

La valeur de IAE obtenue lorsque le contrôleur multi-boucle entier est utilisé est : 26.2, et

celles obtenues lorsque le contrôleur multi-boucle à 1DDL et le contrôleur fractionnaire à

2DDL sont utilisés sont respectivement 43.56 et 25.2.

Ces valeurs montrent que les deux contrôleurs multi-boucle entier et fractionnaire à 2DDL

présentent un niveau de robustesse supérieur par rapport au contrôleur multi-boucle à

1DDL, avec une légère supériorité du contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL.

Les résultats de simulation de la �gure (3.10) présentent la réponse indicielle perturbée du

système (3.18), obtenue en utilisant le même vecteur des perturbations externes (équation

(3.22)) qui est ajouté aux sorties du système aux mêmes instants t=50,150 et la même

amplitude d'échelon (0.2). Les trois contrôleurs multi-boucles à 1DDL, à 2DDL et entier

sont utilisés séparément et les réponses obtenues sont comparées au modèle de référence

spéci�é pour chaque boucle, les résultats obtenus sont montrés sur la �gure (3.10).
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Fig. 3.10: Evolution de réponse indicielle du système (3.18) avec des perturbations (�
correcteur entier [92] ; � correcteur multi-boucle à 1DDL ; � correcteur multi-boucle à

2DDL)

Les résultats de simulation de la �gure (3.10) montrent que le schéma de commande

multi-boucle à 2DDL rejette mieux les perturbations externes si l'on compare autres

correcteurs. A titre d'exemple, à l'instant t=150, une perturbation externe est ajoutée à

la deuxième sortie, son e�et sur y1 et y2 est moins important en utilisant le contrôleur

multi-boucle à 2DDL (courbe bleue) si l'on compare aux autres contrôleurs. Ainsi, l'e�et

des perturbations externes sur les performances de la réponse indicielle du système en

boucle fermée est bien réduit.

3.4.2 Exemple 2

A�n d'illustrer la méthode de synthèse du contrôleur multi-boucle fractionnaire à

1DDL et à 2DDL pour un système multivariable dont le nombre d'entrées et de sorties est

supérieur à deux d'un côté, et comparer les performances de ces deux schémas avec une

autre structure d'ordre entier d'un autre côté, on considère la colonne de distillation de
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Orgunaike and Ray (OR) [138], qui est un système multivariable à trois entrées et trois

sorties.

la matrice fonction de transfert en boucle ouverte est :

G(s) =




0.66e−2.6s

1+6.7s
−0.61e−3.5s

1+8.64s
−0.0049e−5s

1+9.06s

1.11e−6.5s

1+3.25s
−2.36e−3s

1+5s
−0.01e−1.2s

1+7.09s

−34.68e−9.2s

1+8.15s
46.2e−9.4s

1+10.9s
0.87(1+11.61s)e−s

(1+3.89s)(1+18.8s)


 (3.25)

En utilisant l'équation (1.10), la matrice des gains relatifs est :

RGA(G(0)) =




2.0084 −0.7220 −0.2864

−0.6460 1.8246 −0.1786

−0.3624 −0.1026 1.4650


 (3.26)

En utilisant l'équation (1.33), l'indice de Niederlinski est : NI = 0.3859.

D'aprés l'analyse des éléments de la RGA et comme NI est positif, la con�guration de

commande adéquate pour ce système est : (u1, y1), (u2, y2) et (u3, y3).

Le modèle du système sans interactions ainsi obtenu correspond à :

Gm(s) =




0.66e−2.6s

1+6.7s
0 0

0 −2.36e−3s

1+5s
0

0 0 0.87(1+11.61s)e−s

(1+3.89s)(1+18.8s)


 (3.27)

La �gure (3.11) montre le tracé d'amplitude du diagramme de Bode des éléments diago-

naux et de la somme des éléments non diagonaux dans chaque ligne et chaque colonne.
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Fig. 3.11: Tracé d'amplitude du diagramme de Bode des éléments diagonaux et la somme

des éléments non diagonaux dans chaque ligne et colonne

Les résultats de simulation de la �gure (3.11) montrent que les éléments diagonaux

correspondants aux boucles (u1, y1) et (u2, y2) dominent la somme des éléments de la

même ligne et l'élément correspondant à la boucle (u3, y3) domine la somme des éléments

de la même colonne.

Dans cet exemple aussi, les éléments de la RGA correspondants à la con�guration choisie,

sont supérieurs à 1. Ainsi, le gain de chaque boucle de commande (ui, yi) (i = 1, 2, 3)

diminue en régime permanent lorsque les autres boucles sont fermées.

Les deux schémas de commande multi-boucle à 1DDL et à 2DDL sont alors conçus de

manière à maintenir les sorties y1, y2 et y3 à leurs références désirées, tout en assurant

de bonnes performances en rejet de perturbations et garantir la robustesse vis-à-vis des

variations des paramètres du système.

Les performances de la réponse indicielle du système obtenue en utilisant ces deux schémas

de commande fractionnaires sont comparées à celles de la réponse obtenue en utilisant le
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contrôleur multi-boucle d'ordre entier proposé dans [175]. Par conséquent, les paramètres

τci et αi du modèle de référence fi(s) (i=1,2,3) imposé pour chaque boucle (équation

(3.6)), sont choisis de manière à avoir le même comportement dynamique que celui désiré

dans [175].

Les valeurs de ces paramètres ainsi que du paramètre τti (i=1,2,3) sont présentées dans

le tableau (3.1).

Tab. 3.1: Paramètres du modèle de référence fi(s) et de la fonction de sensibilité com-

plémentaire ti(s) (i = 1, 2, 3)

Boucle
fi(s) ti(s)

τci αi τti

1 9 0.06 4

2 6 0.08 2

3 0.4 0.06 0.1

Le contrôleur multi-boucle fractionnaire à 1DDL est synthétisé en utilisant les équa-

tions (3.3) à (3.8), il est représenté dans le tableau (3.2).

Tab. 3.2: Expression du contrôleur multi-boucle fractionnaire à 1DDL
Boucle Le contrôleur

1 1

1+ 1−e−2.6s

9s1.06

1
s0.06 1.3(1 + 1

6.7s
)

2 1

1+ 1−e−3s

6s1.08

1
s0.08 (−0.35)(1 + 1

1+5s
)

3 1

1+ 1−e−s

0.4s1.06

1
s0.06(1+11.6s)

65.2(1 + 1
22.69s

+ 3.22s)
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Tab. 3.3: Expressions des contrôleurs C1(s) et C2(s)

Boucle C1(s) pour réduire les interactions C2(s) pour le suivi de trajectoire

1 2.54(1 + 1
6.7s

) 1

1+ 1−e−2.6s

4s

1
1+9s1.06 (1 + 4s)

2 −1.06(1 + 1
5s

) 1

1+ 1−e−3s

2s

1
1+6s1.08 (1 + 2s)

3 260.8(1 + 1
22.69s

+ 3.2s) 1
1+11.61s

1

1+ 1−e−s

0.1s

1
1+0.4s1.06 (1 + 0.1s)

Dans le schéma de commande multi-boucle fractionnaire à 2DDL, les contrôleurs C1(s)

et C2(s) sont déterminés respectivement pour la réduction de l'e�et des interactions et le

suivi de trajectoire en suivant les équations de (3.9) à (3.17).

En utilisant les valeurs des paramètres τci, αi, et τti (i=1,2,3) listées dans le tableau (3.1),

les expressions numériques de ces contrôleurs sont présentées dans le tableau (3.3). La

valeur du paramètre τti (i=1,2,3) de la fonction de sensibilité complémentaire, dé�nie

pour chaque boucle, est choisie petite par rapport à la constante du temps désirée τci

(i=1,2,3) tout en considérant le compromis entre le rejet de perturbations ou bien la

réduction de l'e�et des interactions et l'atténuation du bruit comme cela a été rappelé

dans le premier exemple.

Dans ce cas aussi, les termes dérivé et intégral des correcteurs fractionnaires (tableaux

(3.2) et (3.3)) sont implémentés sous MATLAB en utilisant l'approximation d'Oustaloup

dans l'intervalle [10−3, 10+3] en utilisant 15 cellules.

A�n de montrer l'e�et des interactions sur les performances de la réponse indicielle du

système (3.25), les signaux de référence des boucles de commande (u1, y1), (u2, y2) et

(u3, y3) sont introduits respectivement aux instants : t=0, 200, 400.

La réponse indicielle du système (3.25), obtenue en utilisant le correcteur entier [175] et

celle obtenue en utilisant le correcteur multi-boucle à 1DDL et sa réponse lorsqu'il est

contrôlé par le contrôleur multi-boucle à 2DDL, sont présentées dans la �gure (3.12).

D'après les résultats de simulation montrés sur la �gure (3.12), l'e�et des interactions

est visible sur les allures des sorties y1, y2 et y3. Ceci est prévisible d'après les valeurs

des gains relatifs correspondants aux couples choisis pour la commande, λ11 = 2.084,
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λ22 = 1.82 et λ33 = 1.465 et le tracé d'amplitude du diagramme de Bode (�gure (3.11)),

qui indiquent un niveau de couplage fort. La présence de ces interactions a fait que les

spéci�cations exigées par les modèles de référence fi(s) (i=1,2,3) ne sont pas véri�ées.

Ceci est con�rmé par les valeurs du temps de réponse à 5% et du dépassement (D %)

que nous avons trouvées pour chaque boucle. Ces données sont listées dans le tableau

(3.4). Cependant, l'e�et des interactions sur l'allure des sorties est réduit en utilisant le

correcteur multi-boucle à 2DDL.

Les valeurs du temps de réponse (à 5 %) et du dépassement données sur le tableau (3.4),
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Fig. 3.12: Evolution de la réponse indicielle du système (3.25) (� modèle de référence ;

� correcteur entier [175] ; � correcteur multi-boucle fractionnaire à 1DDL ; � correcteur

multi-boucle fractionnaire à 2DDL)

montrent que la réponse du système commandé par le correcteur multi-boucle à 2DDL est

plus proche du modèle de référence choisi pour chaque boucle, si l'on compare aux réponses

obtenues en utilisant le correcteur fractionnaire à 1DDL ou bien le correcteur entier. Par

exemple, pour la troisième boucle, le temps de réponse désiré est ts(5%) = 2, celui obtenu

en utilisant le correcteur multi-boucle à 2DDL est ts(5%) = 14.8. Néanmoins, la valeur

du temps de réponse de la sortie y3 devient 35.3 et 62.3 en utilisant respectivement le
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contrôleur multi-boucle à 1DDL et le contrôleur entier.

La �gure (3.13) montre l'évolution des signaux de commande lorsque les trois contrôleurs

Tab. 3.4: Caractéristiques temporelles du modèle de référence spéci�é pour chaque boucle

et de la réponse indicielle du système (3.25)
ts(5%) Mp(%)

y1 y2 y3 y1 y2 y3

fi(s) 22.6 15.5 2 1.18 1.9 1.38

Contrôleur entier 34.6 29.6 62.3 6 1.2 47.2

Contrôleur à 1DDL 65.8 47.8 35.3 0.001 0.02 19.4

Contrôleur à 2DDL 49.7 35.2 14.8 0.1 0.05 1.35

multi-boucles sont implémentés séparément. Les résultats de la �gure (3.13) montrent que

les trois contrôleurs fournissent un e�ort de commande acceptable.

L'indice de l'intégrale de l'erreur absolue (IAE) est calculé pour la réponse du système,

en boucle fermée, les valeurs trouvées sont résumées dans le tableau (3.5) :

Tab. 3.5: Intégrale de l'erreur absolue (IAE) de la réponse indicielle du système (3.25)
correcteur entier correcteur à 1DDL correcteur à 2DDL

IAE 275.83 156.85 127.35

D'après les valeurs de l'intégrale de l'erreur absolue (IAE) obtenues dans le tableau

(3.5), le schéma de commande à 2DDL présente un niveau de robustesse élevé puisque

la valeur de l'indice IAE de la réponse obtenue en utilisant ce contrôleur est petite par

rapport à celle obtenue lorsque les deux autres correcteurs sont utilisés.

Pour montrer les performances des trois contrôleurs multi-boucle entier, fractionnaire à

1DDL et fractionnaire à 2DDL, du point de vue réduction de l'e�et des interactions, on

e�ectue le test suivant : à partir du régime permanent où les trois sorties sont à un, un

changement de consigne est e�ectué pour les trois boucles de commande aux instants :

t=150, 300 et 450 séquentiellement. Les données résumées dans le tableau (3.6) présentent
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Fig. 3.13: Evolution du signal de commande pour le système (3.25) (� correcteur entier

[175], � correcteur multi-boucle fractionnaire à 1DDL, � correcteur multi-boucle fraction-

naire à 2DDL)

l'e�et de la variation de la consigne d'une boucle de commande sur les sorties des autres

boucles, cet e�et est donné en pourcentage (%).

Tab. 3.6: E�et de la variation de la référence ri sur la sortie yj(i, j = 1, 2, 3; i 6= j) (en

pourcentage (%))
r1 r2 r3

y2 y3 y1 y3 y1 y2

Contrôleur entier 149.1 -899.4 111.5 -189.63 0 0

Contrôleur à 1DDL 102.9 -617.6 112.9 -201.4 0 0

Contrôleur à 2DDL 95.1 -402.5 111.5 -161.95 0 0

D'après les données montrées sur le tableau (3.6), l'e�et direct de la variation de la

référence r3, qui engendre la variation de la commande u3 sur les sorties y1 et y2, est
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négligeable. Ceci est prévisible du fait que les gains des fonctions de transfert g13(s) et

g23(s) qui lient respectivement les deux sorties y1 et y2 avec le signal de commande u3,

sont très petits (k13 = −0.0049 et k23 = −0.01).

De plus, ces données montrent aussi que le correcteur multi-boucle à 2DDL réduit l'ef-

fet de la variation de la référence r1 sur les deux sorties y2 et y3. A titre d'exemple, les

interactions engendrent une variation de 149.1% de la valeur en régime permanent de la

sortie y2 lorsque le contrôleur multi-boucle entier est utilisé. Une variation de 102.9% de

sa valeur est également constatée pour y2 lorsque le contrôleur multi-boucle à 1DDL est

introduit. Toutefois, si le contrôleur multi-boucle à 2DDL est utilisé, on constate seule-

ment une variation de 95.1%.

De la même manière, la structure de commande multi-boucle proposée, réduit l'e�et de la

variation de la référence r2 sur les deux sorties y1 et y3. A titre d'exemple, la sortie y3 subit

les variations de −189.53% et −201.4% suite à la variation de r2 lorsque les contrôleurs

multi-boucles entier, et à 1DDL sont utilisés respectivement. Cependant, la sortie y3 varie

de −161.95% lorsque le contrôleur multi-boucle à 2DDL est utilisé.

Pour évaluer le degré de robustesse du contrôleur multi-boucle à 2DDL vis-à-vis des va-

riations paramétriques, la réponse indicielle du système (3.25) obtenue avec une variation

de +20% sur tous les gains de la matrice fonction de transfert en boucle ouverte, une

variation de +40% sur toutes les constantes de temps et une variation de +10% sur tous

les éléments retard, est présentée respectivement sur les �gures (3.14), (3.15) et (3.16).

La �gure (3.14) montre que la réponse du système, en boucle fermée, avec une variation

de +20% sur tous les gains de la boucle ouverte, est stable avec l'apparition de certaines

oscillations aux instants de changement de consignes. De ce fait, le système commandé en

utilisant le contrôleur fractionnaire à 2DDL est robuste vis-à-vis des variations des gains.
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Fig. 3.14: Évolution de la réponse indicielle du système (3.25), � valeurs nominales des

gains ; � variation de +20% sur tous les gains de la boucle ouverte
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Fig. 3.15: Évolution de la réponse indicielle du système (3.25), � valeurs des constantes

du temps nominales ; � variation de +40% sur toutes les constantes du temps de la boucle

ouverte
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La �gure (3.15) présente la réponse indicielle du système avec une variation de +40%

sur toutes les constantes de temps de la boucle ouverte. On voit que l'allure des sorties

est très proche de la réponse nominale. Par conséquent, le système est également robuste

vis-à-vis des variations des constantes de temps de la boucle ouverte.
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Fig. 3.16: Evolution de la réponse indicielle du système (3.25) ; � valeurs nominales des

retards ; � variation de +10% sur tous les éléments retard de la boucle ouverte

La réponse indicielle du système obtenue avec une variation de +10% sur tous les

éléments retard de la boucle ouverte, est présentée sur la �gure (3.16) où on voit que le

système, en boucle fermée, est aussi robuste vis-à-vis des variations des éléments retard.

Les résultats de simulation des �gures (3.14) à (3.16) montrent que le système contrôlé

par le contrôleur multi-boule fractionnaire à 2DDL est robuste vis-à-vis des variations

paramétriques du procédé.

3.5 Conclusion

Deux schémas de commande multi-boucle fractionnaires ont été proposés dans ce cha-

pitre, le premier est nommé à 1DDL, la synthèse du contrôleur se fait sans tenir compte
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des interactions. L'autre est dit à 2DDL où on tient compte des interactions.

Le schéma de commande multi-boucle à 1DDL étant la généralisation de la méthode

de synthèse du contrôleur IMC-PID-FOF développée pour la commande des systèmes

monovariables au cas de la commande des systèmes multivariables, la généralisation s'est

e�ectuée dans un environnement multi-boucle.

Le schéma de commande multi-boucle à 2DDL a été proposé pour tenir compte du phé-

nomène des interactions existant entre les di�érentes variables du système multivariable.

Pour ce faire, le principe de la commande à 2DDL est utilisé pour séparer le problème

du suivi de trajectoire de celui des interactions. Deux contrôleurs sont alors calculés, le

premier est d'ordre entier pour réduire l'e�et des interactions, le deuxième est d'ordre

fractionnaire pour assurer la suivi de trajectoire.

Le paramètre de réglage étant la constante du temps de la fonction de sensibilité

complémentaire dé�nie pour chaque boucle, sa valeur est choisie petite tout en considérant

le compromis établi entre la réduction de l'e�et des interactions et l'atténuation de bruit

de mesure.

Les résultats de simulation obtenus pour les exemples 1 et 2 montrent que ce contrôleur

réduit visiblement les interactions par rapport au contrôleur d'ordre entier et par rapport

au schéma de commande à 1DDL. Ce schéma de commande à 2DDL assure le rejet des

perturbations externes. De plus, il est robuste vis-à-vis des variations paramétriques du

système MIMO.

Dans le prochain chapitre, ce schéma de commande sera généralisé au cas des systèmes

multivariables d'ordre fractionnaires.



Chapitre 4

Synthèse du contrôleur multi-boucle

fractionnaire pour les systèmes

multivariable fractionnaires

4.1 Introduction

De nos jours, les modèles d'ordre entier ne représentent pas �dèlement le comportement

dynamique de certains phénomènes physiques, d'où la nécessité de recourir au calcul

fractionnaire pour mieux les décrire [23, 64, 159]. De nouvelles méthodes de synthèse

des contrôleurs sont alors développées pour la commande des systèmes fractionnaires

plus précisément dans le cas des systèmes monovariables [15, 97, 141]. Cependant, peu de

travaux traitent de la commande des systèmes multivariables fractionnaires, en particulier

dans l'approche fréquentielle [94, 96]. C'est dans ce cadre que s'inscrit l'étude réalisée dans

ce chapitre.

La méthode de synthèse du contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL, proposée

dans le troisième chapitre pour la commande des systèmes multivariables entiers [28, 29],

est généralisée dans ce chapitre au cas des systèmes multivariables fractionnaires. Les

mêmes outils d'analyse des systèmes dynamiques d'ordre entier sont toujours utiles pour

l'analyse des systèmes d'ordre fractionnaire comme la transformée de Laplace [124]. De
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plus, dans le cas des systèmes multivariables, la méthode d'analyse des interactions par

la matrice des gains relatifs (RGA), proposée par Bristol pour les systèmes entiers [18],

est aisément généralisée au cas des systèmes MIMO fractionnaires.

Commander les systèmes MIMO d'ordre élevé est une tâche ardûe, même si on arrive

à le faire, le contrôleur obtenu sera d'ordre élevé et de forme si complexe ce qui rend

son implémentation n'est pas facile. Pour remédier à ce problème, on propose alors de

simpli�er à la fois la méthode de synthèse et la forme du contrôleur ainsi obtenu. A cet

e�et, on propose d'abord de choisir les couples entrée/sortie adéquats pour la commande

en utilisant la matrice RGA et l'indice de Niederlinski [18, 136]. Ensuite, on approxime les

éléments d'ordre élevé correspondants aux couples choisis par des fonctions de transfert

fractionnaires simples. Ces modèles fractionnaires obtenus qu'on utilise pour la synthèse

du contrôleur multi-boucle à 2DDL comme dans le cas des systèmes purement fraction-

naires [27].

Dans ce chapitre, on présente d'abord quelques notions relatives aux systèmes frac-

tionnaires (modèles fractionnaires). La méthode de synthèse du correcteur multi-boucle

fractionnaire à 2DDL est présentée pour la commande des systèmes fractionnaires. Le

choix de la fonction de sensibilité complémentaire, est abordée pour ces systèmes. Deux

exemples de simulation sont présentés, le premier est un système TITO fractionnaire et

le deuxième est un système entier d'ordre élevé.

4.2 Matrice fonction de transfert d'ordre fractionnaire

Un système monovariable d'ordre fractionnaire continu linéaire à temps invariant (FO-

LTI) est dé�ni par l'équation di�érentielle [139, 143] :

y(t) +
n∑

i=1

aiD
αi(y(t)) =

m∑
i=1

biD
βi(u(t)) (4.1)

ai et bi sont des nombres réels, αi et βi sont des nombres réels non négatifs.

Puisque y(t)=u(t)=0 pour t ≤ 0, on obtient alors : la transformée de Laplace de Dαi(y(t))

est sαiY (s) et celle de Dβi(u(t)) est sβiU(s), Y (s) et U(s) sont respectivement les trans-

formées de Laplace de u(t) et y(t).
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Appliquons la transformée de Laplace à l'équation (4.1), on aura [124] :

Y (s) +
n∑

i=1

ais
αiY (s) =

m∑
i=1

bis
βiU(s) (4.2)

La fonction de transfert d'ordre fractionnaire est donnée par :

gFO(s) =

∑m
i=1 bis

βi

1 +
∑n

i=1 aisαi
(4.3)

Cette fonction de transfert peut être généralisée au cas des systèmes multivariables. Dans

notre cas, on s'intéresse aux systèmes multivariables carrés, on aura alors la matrice

fonction de transfert d'ordre fractionnaire donnée par l'équation (4.4) :

GFO(s) =




gFO−11(s) gFO−12(s) · · · gFO−1n(s)

gFO−21(s) gFO−22(s) · · · gFO−2n(s)

... . . . ...

gFO−n1(s) gFO−n2(s) · · · gFO−nn(s)




(4.4)

n est le nombre d'entrées et de sorties

gFO−ij(s) est la fonction de transfert d'ordre factionnaire entre le signal de commande uj

et la sortie yi.

Les termes fractionnaires sβi et sαi dans l'équation (4.3) sont de dimension in�nie, la

méthode d'Oustaloup, présentée dans le paragraphe (2.4.1) du deuxième chapitre, est

alors utilisée pour approximer ces termes.

4.3 Synthèse du contrôleur multi-boucle fractionnaire

à 2DDL

La méthode de synthèse du contrôleur multi-boucle fractionnaire, présentée dans la

section (3.3), du troisième chapitre pour la commande des systèmes multivariables d'ordre

entier, est généralisée dans cette section au cas des systèmes multivariables d'ordre frac-

tionnaire. Deux cas sont considérés : soit le système physique est directement modélisé

par un modèle d'ordre fractionnaire (système physique dont le comportement est fraction-

naire) ou bien on considère un modèle de système entier d'ordre élevé qu'on approxime
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par un modèle fractionnaire.

Le schéma de commande proposé est donné par la �gure (3.4) où le système à comman-

der devient fractionnaire et donné par l'équation (4.4). Le contrôleur C2(s) est synthétisé

pour assurer le suivi de trajectoire. Pour réduire l'e�et des interactions, on détermine

le correcteur C1(s) tout en dé�nissant une fonction de sensibilité complémentaire entre

l'entrée et la sortie de chaque boucle de commande pour rejeter rapidement l'e�et des

autres boucles.

En considérant les deux schémas de commande multi-boucle par modèle interne à 2DDL

et classique à 2DDL donnés respectivement par les �gures (3.3) et (3.4), la synthèse du

contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL se réalise suivant les étapes suivantes :

Etape 1 : Choix de la con�guration de commande appropriée

Comme la méthode des gains relatifs utilise seulement les gains statiques du système, cette

technique est alors généralisée au cas des systèmes multivariables fractionnaires a�n de

choisir les couples entrée/sortie dont le niveau des interactions est faible. La matrice RGA

de l'équation (1.10) et l'indice de Niederlinski de l'équation (1.33) sont alors utilisés, le

modèle du système obtenu sans considérer les interactions, est donné par l'équation (4.5)

GFO−m(s) = diag
[

gFO−11(s), gFO−22(s) . . . gFO−nn(s)
]

(4.5)

Etape 2 :

Le correcteur de suivi de consigne CFO−S(s) est donné par :

CFO−S(s) = diag
[

cFO−s1(s), cFO−s2(s) . . . cFO−sn(s)
]

(4.6)

Ce correcteur est calculé de la même manière que le correcteur CS(s) de l'équation (3.9).

Il est calculé suivant les équations (3.4) à (3.6).

Etape 3 :

Pour réduire l'e�et des éléments non diagonaux sur les performances de la réponse du

système multivariable, le correcteur CFO−F (s) est déterminé comme suit :

CFO−F (s) = diag
[

cFO−f1(s), cFO−f2(s) . . . cFO−fn(s)
]

(4.7)
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Chaque élément cFO−fi(s) de l'équation (4.7) est donné par :

cFO−fi(s) =
1

gFO−ii(s)

ti(s)

1− ti(s)
, i = 1, 2, · · · , n (4.8)

Le choix de la fonction de sensibilité complémentaire ti(s) (i = 1, 2, · · · , n) est abordée

dans la section (4.4).

Etape 4 : A�n de faciliter l'implémentation du contrôleur multi-boucle, l'équivalence entre

les deux schéma de commande des �gures (3.3) et (3.4) aboutit aux relations de l'équation

(4.9) :

C1(s) = CFO−F (s), C2(s) = CFO−F (s)−1CFO−S(s) + G+
FO(s)F (s) (4.9)

F (s) est donné par l'équation (3.15). G+
FO(s) est le bloc diagonal qui comprend toutes les

parties non inversibles des éléments du modèle de l'équation (4.5).

Chaque élément dans C1(s) et C2(s) est donné comme suit :

c1i(s) = cFO−fi(s), c2i(s) = cFO−si(s)

cFO−fi(s)
+ g+

FO−ii(s)fi(s)

i = 1, 2, · · · , n
(4.10)

fi(s) est donnée par l'équation (3.6).

4.4 Choix de la fonction de sensibilité complémentaire

La fonction de sensibilité complémentaire, dé�nie pour chaque boucle de commande

dans le cas d'un système multivariable d'ordre entier, est donnée par l'équation (3.12). La

constante de temps τti (i = 1, 2, · · · , n) est un paramètre de réglage, sa valeur est choisie

petite par rapport à la constante de temps τci du modèle de référence choisi pour chaque

boucle. Ceci, a�n de rejeter rapidement les interactions, et ainsi réduire leur e�et sur les

performances du système en boucle fermée.

Comme dans ce chapitre, on s'intéresse aux systèmes multivariables fractionnaires, il est

approprié de tester la convenance du choix de la fonction de sensibilité fractionnaire

tFO−i(s), dé�nie par :

tFO−i(s) =
g+

FO−ii(s)

1 + τtisµi
, 0 < µi < 2 ; i = 1, 2, · · · , n (4.11)
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g+
FO−ii(s) est la partie non inversible de la fonction de transfert gFO−ii(s) correspondante

à la boucle (ui, yi).

Les deux contrôleurs de l'équation (4.10) deviennent alors :

c1i(s) = 1
gFO−ii(s)

tFO−i(s)

1−tFO−i(s)
, c2i(s) = 1+τtis

µi

1+τcisαi+1

i = 1, 2, · · · , n
(4.12)

Pour un système du premier ordre fractionnaire donné par :

gFO(s) =
k

1 + τsβ
, 0 < β < 2 (4.13)

On a g+(s) = 1, la fonction de sensibilité complémentaire tFO(s) est alors :

tFO(s) =
1

1 + τtsµ
, 0 < µ < 2, (4.14)

Le contrôleur c1i(s) de l'équation (4.12) devient :

c1(s) =
1 + τcs

β

kτtsµ
. (4.15)

La fonction de sensibilité est :

sFO(s) =
1

1 + c1(s)gFO(s)
(4.16)

En remplaçant les expressions (4.13) et (4.15) dans (4.16), sFO(s) devient :

sFO(s) =
τts

µ

1 + τtsµ
(4.17)

La �gure (4.1) montre le tracé d'amplitude du diagramme de Bode des fonctions de

sensibilité et de sensibilité complémentaire sFO(s) et tFO(s) pour τt = 1 et di�érentes

valeurs de l'ordre non entier µ (µ = 0.4, 0.7, 1, 1.3, 1.7).

Comme cela a été présenté dans le paragraphe (2.7.1) du deuxième chapitre, le rejet de

perturbations est bien garanti lorsque le module de la fonction de sensibilité est petit en

basses fréquences. L'atténuation du bruit est véri�ée lorsque le module de la fonction de

sensibilité complémentaire est petit en hautes fréquences.

La �gure (4.1) montre que la variation du paramètre µ n'in�uence pas la bande passante

de tFO(s). Puisque le gain de sFO(s) diminue lorsque µ augmente, la réponse du système
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Fig. 4.1: Diagramme de Bode de sFO(s) et tFO(s) pour di�érentes valeurs de µ

par rapport aux perturbations devient plus rapide avec l'apparition des oscillations comme

il sera visible dans la réponse indicielle du système (4.13).

Pour l'implémentation directe sur le software MATLAB, les deux contrôleurs c1(s) et c2(s)

correspondants au modèle de l'équation (4.13) sont respectivement donnés par :

c1(s) =
τ

kτt

sβ−µ(1 +
1

τsβ
) (4.18)

c2(s) =
1

1 + 1
τcsα+1

sµ−α−1 τt

τc

(1 +
1

τtsµ
) (4.19)

On note que le terme dérivé est sensible aux bruits de mesure, il est préférable alors que le

terme sµ−α−1 dans l'expression du contrôleur c2(s) (équation (4.19)) se comporte comme

un intégrateur. Ceci est véri�é pour toutes les valeurs de α tel que 0 < α < 1. Le terme

sβ−µ dans l'expression du contrôleur c1(s) (équation (4.18)) se comporte comme un inté-

grateur pour µ > β.

La �gure (4.2(a)) montre la réponse indicielle du système de l'équation (4.13) (k=5, τ = 2,

β = 0.5) pour τt = 0.15 et di�érentes valeurs de l'ordre non entier µ.

Les paramètres du modèle de référence sont : τc = 1.5 et α = 0.3, un échelon de per-

turbation d'amplitude 0.4 est ajouté à la sortie du système à l'instant t = 20 à travers
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la fonction de transfert : 1
1+s

. Dans la �gure (4.2(b)) un bruit avec une moyenne nulle,

une variance unitaire, un gain de 0.2 et une fréquence de 100 Hz est ajouté à la sortie du

système.

Les résultats de simulation de la �gure (4.2) montrent que la réponse du système (4.13)

par rapport aux perturbations est plus rapide pour µ = 1. De plus, elle est moins sensible

aux bruits de mesure lorsque µ = 1. Par conséquent, la réponse du système est meilleure

pour µ = 1.

On considère maintenant 1 < β < 2, la valeur de µ serait alors : 1 < µ < 2, la réponse

indicielle du système (4.13) avec β = 1.5 est donnée par la �gure (4.3) pour di�érentes

valeurs de l'ordre non entier µ. Les valeurs des paramètres de f(s), tFO(s), la perturbation

et le bruit sont les mêmes que celles utilisées dans les simulations précédentes.

La �gure (4.3(a)), représentant la réponse indicielle du système obtenue pour di�érentes

valeurs du paramètre µ, montre que le rejet de perturbations est mieux garanti pour

µ = 1. Les résultats de la �gure (4.3(b)) montrent également que la meilleure atténuation

du bruit est véri�ée pour µ proche de 1.

D'après les résultats de simulation obtenus dans les �gures (4.1), (4.2) et (4.3), on conclut

qu'il n'est pas approprié de choisir une fonction de sensibilité complémentaire d'ordre

fractionnaire pour généraliser la méthode de synthèse proposée dans le troisième chapitre

au cas des systèmes fractionnaires. La raison principale est que le paramètre µ n'in�ue

pas sur la bande passante de tFO(s) (�gure (4.1)). De plus, la meilleure réponse indicielle

du système est obtenue lorsque la fonction de sensibilité complémentaire est d'ordre entier

(µ = 1), ceci du point de vue rejet des perturbations et atténuation du bruit.

Le tracé d'amplitude du diagramme de Bode des fonctions de sensibilité et de sensibilité

complémentaire d'ordre entier t(s) est donné par la �gure (2.13) de la section (2.7.2) du

deuxième chapitre, pour di�érentes valeurs du paramètre τt.

On rappelle que lorsque la valeur de la constante de temps τt augmente, la bande passante

de t(s) diminue. Ainsi, l'atténuation du bruit est améliorée. Cependant, le rejet de per-

turbation est a�ecté en basses fréquences. Pour cela, la valeur de τt est choisie de manière

à considérer ce compromis entre le rejet de perturbations ( ou bien la réduction de l'e�et
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Fig. 4.2: Réponse indicielle du système de l'équation (4.13) pour di�érentes valeurs du

paramètre µ : 0 < µ < 1
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des interactions dans le cas des systèmes MIMO) et l'atténuation du bruit.

4.5 Exemples d'illustration

Deux exemples sont présentés a�n d'illustrer la méthode de synthèse du schéma de

commande multi-boucle proposé pour la commande des systèmes fractionnaires et les

systèmes entiers d'ordre élevé. Les performances des contrôleurs obtenus sont comparées

à celles des autres contrôleurs existants dans la littérature.

4.5.1 Exemple 1

On considère un système à deux entrées et deux sorties, son comportement dynamique

est décrit par la matrice fonction de transfert d'ordre fractionnaire donnée par l'équation

(4.20) [43, 94].

G(s) =




1.2
1+2s0.5

0.6
1+3s0.7

0.5
1+s0.8

1.5
1+3s0.6


 (4.20)

Dans [43, 94], les auteurs ont proposé de généraliser les techniques de découplage idéal,

simpli�é et inversé existantes pour les systèmes entiers au cas des systèmes TITO d'ordre

fractionnaire.

Une condition a été imposée, pour les ordres non entiers de la matrice fonction de transfert

en boucle ouverte, a�n de garantir la réalisabilité des découpleurs obtenus. Cette condition

est dé�nie comme suit :

αii < αij ; i = 1, 2 (i 6= j) (4.21)

Comme il a été présenté dans le paragraphe (1.4.2) du premier chapitre, la structure du

découplage inversé présente une structure simple. De plus, il assure les performances du

découpleur idéal de sorte que le système augmenté (système plus le découpleur) est com-

plètement découplé (non interactif).

La �gure (4.4) montre le tracé d'amplitude du diagramme de Bode des éléments de la

matrice fonction de transfert (4.20).
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Fig. 4.4: Tracé d'amplitude du diagramme de Bode des éléments de la matrice fonction

de transfert de l'équation (4.20)

D'après le tracé d'amplitude obtenu pour chaque élément de la matrice fonction de

transfert du système (4.20), le système est à dominance diagonale, le schéma de commande

multi-boucle à 2DDL est synthétisé pour ce système a�n d'améliorer ses performances en

boucle fermée et réduire l'e�et des interactions.

Les performances du contrôleur multi-boucle à 2DDL, obtenu pour le système (4.20), sont

comparées à celles du contrôleur multi-boucle IMC-PID-FOF synthétisé après avoir dé-

couplé le système en utilisant la technique du découplage inversé. Pour cela, on procède

dans une première étape à synthétiser le contrôleur multi-boucle à 2DDL, en suivant les

étapes décrites dans la section (4.3). La deuxième étape consiste à appliquer la technique

du découplage inversé pour le système (4.20) a�n d'éliminer les interactions. Ensuite, un

contrôleur IMC-PID-FOF est déterminé pour chaque boucle suivant les équations de (3.4)

à (3.6) et (3.8) de la section (3.2) du troisième chapitre.

1. Synthèse du contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL

A�n de synthétiser le contrôleur multi-boucle à 2DDL, le choix des couples en-

trée/sortie est d'abord e�ectué, ensuite les deux contrôleurs C1(s) et C2(s) sont
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synthétisés respectivement pour réduire les interactions et assurer le suivi de trajec-

toire.

En utilisant l'équation (1.10), la matrice RGA obtenue pour le système (4.20) est :

RGA(G(0)) =


 1.2 −0.2

−0.2 1.2


 (4.22)

En utilisant l'équation (1.33), l'indice de Niederlinski est : NI = 0.8333.

Les gains relatifs qui correspondent aux éléments de la diagonale dans la matrice

RGA (équation(4.22)) sont positifs et proches de 1 et comme NI est positif, la

con�guration de commande adéquate est : u1 contrôle y1 et u2 contrôle y2.

Cela con�rme le résultat du diagramme de Bode de la �gure (4.4) que le système

est à dominance diagonale.

Par conséquent, le modèle du système est :

Gm(s) =




1.2
1+2s0.5 0

0 1.5
1+3s0.6


 (4.23)

Les valeurs des paramètres du modèle de référence fi(s) (i=1,2) et de la fonction de

sensibilité complémentaire ti(s) (i=1,2), dé�nie pour chaque boucle de commande,

sont listées dans le tableau (4.1). Les valeurs de αi et τci (i=1,2) sont choisies de

manière à avoir les spéci�cations temporelles désirées à savoir le temps de réponse

à 5% et le dépassement de la réponse de chaque sortie.

La valeur du paramètre τti est choisie petite par rapport à la constante de temps

désirée τci (i=1,2) a�n de réduire l'e�et des interactions entre les deux boucles

de commande, tout en considérant le compromis entre la réduction de l'e�et des

interactions et l'atténuation du bruit de mesure.
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Tab. 4.1: Paramètres du modèle de référence fi(s) et de la fonction de sensibilité com-

plémentaire ti(s) (i = 1, 2) pour l'exemple 1

loop
fi(s) ti(s)

τci αi τti

1 2.5 0.3 0.25

2 3.5 0.4 0.35

Le contrôleur du suivi de trajectoire obtenu pour le système (4.20) est :

C2(s) =




1
1+2.5s1.3 (1 + 0.25s) 0

0 1
1+3.5s1.4 (1 + 0.35s)


 (4.24)

Le contrôleur de la réduction de l'e�et des interactions obtenu pour le système (4.20)

est :

C1(s) =




1
s0.5 6.67(1 + 1

2s0.5 ) 0

0 1
s0.4 5.71(1 + 1

3s0.6 )


 (4.25)

2. Synthèse du contrôleur décentralisé fractionnaire après découplage

Pour la con�guration de commande (u1,y1) et (u2,y2), on utilise la technique du

découplage inversé pour éliminer l'e�et des éléments non diagonaux dans le système

(4.20).

Etape 1 : Synthèse du découpleur inversé pour le système (4.20)

La structure de découplage inversé est [43, 94] :

D(s) =


 1 D12

D21 1


 (4.26)

avec D12 = −g12(s)
g11(s)

et D21 = −g21(s)
g22(s)

.

Pour le système (4.20), la structure du découpleur (4.26) devient alors :

D(s) =


 1 − 2s0.5+1

2(1+3s0.7)

− 3s0.6+1
3(1+s0.8)

1


 (4.27)

On obtient alors le système découplé, contenant seulement les éléments diagonaux
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Fig. 4.5: Structure de commande avec découplage

de la matrice fonction de transfert en boucle ouverte :

Gd(s) =




1.2
1+2s0.5 0

0 1.5
1+3s0.6


 (4.28)

Etape 2 : Synthèse des contrôleurs monovariables

On détermine deux correcteurs monovariables pour les deux boucles de commande

séparément, les valeurs des paramètres des modèles de référence sont les mêmes que

celles utilisées lors de la synthèse du contrôleur multi-boucle à 2DDL.

Le contrôleur ainsi obtenu est :

C(s) =




1
s0.8 0.67(1 + 1

2s0.5 ) 0

0 1
s0.8 0.57(1 + 1

3s0.6 )


 (4.29)

Le schéma de commande multi-boucle de la �gure (3.4)), présentée dans la section (3.3)

du troisième chapitre, est utilisé pour implémenter les contrôleurs des équations (4.24) et

(4.25). Cependant, la structure de commande présentée dans la �gure (4.5) est utilisée

pour implémenter le découpleur (4.27) et le correcteur décentralisé (4.29).

Les termes intégral et dérivé d'ordre fractionnaire sont implémentés dans le software MAT-

LAB en utilisant l'approximation d'Oustaloup dans la bande de fréquences [10−4, 10+3]

rad/s en utilisant 15 cellules.

Un échelon unitaire est introduit aux instants t=0 et t=30 pour les références des boucles

respectivement (u1,y1) et (u2,y2).

La �gure (4.6) montre la réponse indicielle du système (4.20), commandé par le contrôleur

multi-boucle fractionnaire proposé et le contrôleur fractionnaire introduit après décou-

plage séparément.
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Fig. 4.6: Réponse indicielle du système (4.20) pour des variations séquentielles des réfé-

rences

Les résultats de simulation de la �gure (4.6) montrent que l'allure des sorties y1 et y2

est très proche du modèle de référence spéci�é pour chacune d'elle. Cependant, un e�et

léger des interactions se voit sur la réponse du système (4.20) en utilisant le contrôleur

multi-boucle à 2DDL. Ceci, est con�rmé par les valeurs du temps de réponse (ts à (5%))

et du dépassement Mp, obtenues en utilisant les deux contrôleurs séparément, ces valeurs

sont présentées dans le tableau (4.2).

D'après les données du tableau (4.2), les valeurs du temps de réponse et du dépassement

obtenues sont très proches de celles spéci�ées par le modèle de référence de chaque boucle.

A titre d'exemple, la valeur du ts(5%) imposée pour la sortie y1 est 11.03 et celles ob-

tenues en utilisant le contrôleur multi-boucle à 2DDL et le contrôleur décentralisé après

découplage sont respectivement 11.36 et 11.03. De même pour le dépassement, la valeur

imposée pour la deuxième sortie y2 est 20.69 % et celles obtenues en utilisant le contrôleur

multi-boucle à 2DDL et le contrôleur décentralisé après découplage sont respectivement

20.60 % et 20.74 %.

L'évolution du signal de commande, fourni par le contrôleur multi-boucle à 2DDL et le
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Tab. 4.2: Caractéristiques temporelles du modèle de référence et de la réponse indicielle

du système (4.20)

ts(5%) Mp(%)

y1 y2 y1 y2

fi(s) (i = 1, 2 ) 11.03 13.05 13.22 20.69

contrôleur multi-boucle à 2DDL 11.36 13.37 13.18 20.60

contrôleur aprés découplage 11.03 13.05 13.26 20.74

contrôleur fractionnaire avec découplage, est montrée sur la �gure (4.7).
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Fig. 4.7: Évolution des signaux de commande du système (4.20)

La �gure (4.7) montre que l'e�ort fourni par le contrôleur multi-boucle à 2DDL est

légèrement moins important par rapport à celui fourni par le correcteur fractionnaire après

découplage.

On note que l'e�et des interactions peut être réduit davantage en utilisant le contrôleur

multi-boucle. Ceci, en diminuant la valeur du paramètre τti (i=1,2) comme le montre la

�gure (4.8).
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Fig. 4.8: Réponse indicielle du système (4.20) pour τt1 = τt1 = 0.1

Les résultats de simulation de la �gure (4.8) montrent que la réponse indicielle du système

(4.20) obtenue en utilisant le contrôleur multi-boucle à 2DDL, déterminé pour les mêmes

valeurs de αi et τci (i=1,2) que celles listées dans le tableau (4.1) et pour τt1 = τt2 = 0.1.

Ces résultats montrent que l'e�et des interactions est réduit davantage. Toutefois, on perd

du point de vue atténuation de bruit de mesure comme cela a été expliqué dans la section

(4.4).

Gd(s) =
[

1
1+s

, 1
1+2s

]
(4.30)

Les résultats de simulation de la �gure (4.9) montrent la réponse indicielle perturbée du

système (4.20) lorsque le vecteur de perturbations de l'équation (4.30) est ajouté à ses

deux sorties y1 et y2 aux instants respectivement t=20 et t=50 avec un échelon d'ampli-

tude 0.5.

D'après les résultats de la �gure (4.9), le contrôleur multi-boucle à 2DDL réduit l'e�et

des perturbations sur la réponse du système (4.20) rapidement par rapport au contrôleur

décentralisé avec découplage. Ceci, est dû au fait que, dans la méthode de synthèse multi-

boucle proposée, les deux problèmes de rejet des perturbations et de suivi de trajectoire

sont résolus indépendamment l'un de l'autre ; ce qui permet d'améliorer le rejet des per-
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Fig. 4.9: Réponse indicielle perturbée du système (4.20)

turbations.

Pour évaluer la robustesse du schéma de commande multi-boucle par rapport aux va-

riations des paramètres du système (4.20), des variations sur les gains diagonaux et non

diagonaux ont été e�ectuées, les résultats de simulation obtenus sont montrés sur les �-

gures respectivement (4.10) et (4.11).

Les résultats de simulation de la �gure (4.10) montrent que la réponse indicielle du sys-

tème (4.20), obtenue avec des variations sur les gains diagonaux de la matrice fonction de

transfert, est très proche de la réponse nominale (sans variations), ceci lorsque le contrô-

leur multi-boucle à 2DDL est utilisé. Toutefois, l'écart entre les deux réponses est visible

pour une variation de -40 %.

Pour les mêmes variations des gains, cet écart devient important lorsque le contrôleur

décentralisé avec découplage est utilisé, en particulier pour une variation de -40 %.

De la même manière, les résultats de simulation de la �gure (4.11) montrent que la ré-

ponse indicielle du système (4.20), obtenue avec des variations sur les gains non diagonaux

de la matrice fonction de transfert, est très proche de la réponse nominale, ceci lorsque le

contrôleur multi-boucle à 2DDL est utilisé. Ce qui n'est pas le cas lorsque le contrôleur
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(a) Contrôleur multi-boucle à 2DDL
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(b) Contrôleur multi-boucle après découplage

Fig. 4.10: Réponse indicielle du système (4.20) avec des variations sur les gains diagonaux
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(a) : Contrôleur multi-boucle à 2DDL

0 10 20 30 40 50 60
0

0.5

1

so
rt

ie
1

 

 

0 10 20 30 40 50 60

0

0.5

1

temps

so
rt

ie
2

 

 

gains nominaux 
+30% des gains off−diagonaux
−30% des gains off−diagonaux
+50% des gains off−diagonaux
−50% des gains off−diagonaux

(b) : Contrôleur multi-boucle après découplage

Fig. 4.11: Réponse indicielle du système (4.20) avec des variations sur les gains non

diagonaux



4.5 Exemples d'illustration 127

0 10 20 30 40 50 60

0

0.5

1

so
rt

ie
1

 

 

0 10 20 30 40 50 60

0

0.5

1

temps

so
rt

ie
2

 

 

modèle de référence
correcteur multi−boucle à 2DDL
correcteur multi−boucle après découplage

Fig. 4.12: Réponse indicielle du système (4.20) avec un bruit de mesure

décentralisé avec découplage est utilisé où on voit que l'écart entre les deux réponse est

visible.

D'après les résultats de simulation des �gures (4.10) et (4.11), le contrôleur multi-boucle

à 2DDL synthétisé pour le système (4.20) est robuste vis-à-vis des variations des gains de

la matrice fonction de transfert.

Un bruit de mesure ayant les mêmes caractéristiques que celui utilisé dans la section (4.4),

est ajouté aux sorties y1 et y2 du système, les résultats obtenus sont présentés sur la �gure

(4.12).

La �gure (4.12) montre que le bruit de mesure est bien �ltré en utilisant le contrôleur

décentralisé avec découplage si l'on compare à la réponse obtenue en utilisant le contrôleur

multi-boucle à 2DDL.

En introduisant le contrôleur multi-boucle à 2DDL, l'atténuation de bruit de mesure peut

être améliorée en augmentant la valeur du paramètre τti (i=1,2). Toutefois, ça sera au

détriment de la réduction de l'e�et des interactions entre les deux boucles de commande.

Les simulations e�ectuées sur le système (4.20), montrent que de bonnes performances

peuvent être obtenues en utilisant le contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL dans
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le cas où le système est à dominance diagonale.

L'étude comparative e�ectuée avec la structure de découplage inversé montre que le

schéma de commande proposé permet d'atteindre la réduction de l'e�et des interactions

et les spéci�cations temporelles désirées sans utiliser aucune technique de découplage et

sans poser aucune condition sur les ordres non entier des éléments de la matrice fonction

de transfert en boucle ouverte.

A�n de comparer les performances du schéma de commande multi-boucle à 2DDL

avec celles du découplage inversé dans le cas où le système à commander présente un

niveau du couplage fort, nous proposons de rendre le système (4.20) plus interactif. Ceci

en e�ectuant des modi�cations sur les gains des éléments non diagonaux de la matrice

fonction de transfert en boucle ouverte, le système (4.20) devient alors :

G(s) =




1.2
1+2s0.5

1.3
1+3s0.7

0.7
1+s0.8

1.5
1+3s0.6


 (4.31)

La matrice RGA correspondante au système (4.31) est :

RGA(G(0)) =


 2.0225 −1.0225

−1.0225 2.0225


 (4.32)

L'indice de Niederlinski devient : NI = 0.49.

D'après les éléments de la RGA, le système (4.31) est fortement interactif.

Pour les mêmes valeurs des paramètres τci, αi et τti (i=1,2) que celles listées dans le ta-

bleau (4.1), l'e�et des interactions est complètement éliminé en utilisant la structure de

découplage inversé. Cependant, leur e�et est visible sur la réponse indicielle du système

lorsque la structure de commande multi-boucle est utilisée.

Les valeurs des spéci�cations temporelles obtenues s'écartent des valeurs désirées. A titre

d'exemple, les valeurs du temps de réponse à 5 % des sorties y1 et y2 sont respectivement

22.77 et 23.79 et les valeurs du dépassement sont respectivement 14.11 % et 21.42 %.

Pour améliorer les performances de la réponse indicielle, on réduit davantage les valeurs

des paramètres τt1 et τt2, les valeurs proposées sont τt1 = τt2 = 0.1. Dans ce cas, les valeurs

du temps de réponse obtenues sont 16.7 et 17.11 et les valeurs du dépassement deviennent

14.5 % et 20.70 % pour les sorties respectivement y1 et y2. Ainsi, on s'approche des valeurs
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désirées tant que les valeurs de τt1 et τt2 sont petites.

Pour τt1 = τt2 = 0.1, les tests de robustesse e�ectués révèlent que la structure de com-

mande multi-boucle rejette mieux les perturbations externe (vecteur de perturbations

(4.30) d'amplitude 0.5) par rapport au schéma de commande avec découplage où la ré-

ponse par rapport aux perturbations est très lente. Néanmoins, la structure décentralisée

assure mieux le �ltrage de bruit.

Pour les mêmes variations des gains diagonaux et non diagonaux que celles e�ectuées pour

obtenir les �gures (4.10) et (4.11), le schéma de commande multi-boucle à 2DDL est plus

robuste par rapport à la structure de découplage, ceci pour des variations des gains de la

matrice fonction de transfert (4.31).

4.5.2 Exemple 2

A�n d'évaluer les performances du schéma de commande multi-boucle fractionnaire à

2DDL pour les systèmes entiers d'ordre élevé, on considère la colonne de distillation de

Tyreus et Stabilizer dont la matrice fonction de transfert en boucle ouverte est [109, 181] :

G(s) =




−0.1153(1+10s)e−0.1s

(1+4s)3
0.2429e−2s

(1+33s)2

−0.0887e−12.6s

(1+43s)(1+22s)
0.2429e−0.17s

(1+44s)(1+20s)


 (4.33)

En utilisant l'équation (1.10), la matrice RGA obtenue pour le système (4.33) est :

RGA(G(0)) =


 4.33 −3.33

−3.33 4.33


 (4.34)

D'après les valeurs des gains relatifs obtenus dans la matrice RGA, le système (4.33) est

très fortement couplé. Ceci est con�rmé par le tracé d'amplitude du diagramme de Bode

des éléments de la matrice fonction de transfert en boucle ouverte, montré sur la �gure

(4.13).



130 Contrôleur multi-boucle fractionnaire des systèmes MIMO fractionnaires

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

−160

−140

−120

−100

−80

−60

−40

−20

0
Am

pl
itu

de
 (d

B)

 

 

Fréquences  (rad/sec)

g
11

g
12

g
21

g
22

Fig. 4.13: Tracé d'amplitude du diagramme de Bode des éléments de la matice fonction

de transfert en boucle ouverte du système (4.33)

La �gure (4.13) montre que le système (4.33) n'est pas à dominance diagonale en

basses fréquences. Cependant, le système devient à dominance diagonale à partir de la

fréquence 0.03 rad/sec.

En utilisant l'équation (1.33), l'indice de Niederlinski est NI=0.2307.

Comme les gains relatifs correspondants à la con�guration diagonale sont positifs et l'in-

dice de Niederlinski est également positif, les couples entrée/sortie qui assurent la stabilité

du système en boucle fermée sont : u1 contrôle y1 et u2 contrôle y2.

Le modèle du système sans interactions est :

Gm(s) =




−0.1153(1+10s)e−0.1s

(1+4s)3
0

0 0.2429e−0.17s

(1+44s)(1+20s)


 (4.35)

La fonction de transfert g11(s) correspondante à la boucle de commande (u1, y1) étant

d'ordre 3. A�n de simpli�er la synthèse du contrôleur pour cette boucle, on propose

d'approximer g11(s) par une fonction de transfert d'ordre fractionnaire comme suit [4,

115] :

g11(s) ≈ g̃11(s) =
−0.1153e−0.2s

(1 + 6.65s1.31)
(4.36)
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Fig. 4.14: Réponse indicielle en boucle ouverte de g11(s) et de g̃11(s)

La �gure (4.14) montre la réponse indicielle, en boucle ouverte, de la fonction de transfert

g11(s) et de son approximation g̃11(s).

Cette �gure (4.14) montre que les deux réponses indicielles de g11(s) et g̃11(s) sont très

proches.

On synthétise alors le contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL en utilisant le modèle

du système (sans interactions), obtenu en remplaçant l'élément g11(s) par son approxi-

mation g̃11(s). Pour cela, le contrôleur de la réduction de l'e�et des interactions pour le

système (4.33) sera hybride avec deux parties : la première correspond au contrôleur de

la boucle (u1, y1), qui sera d'ordre fractionnaire, la deuxième correspond à celui de la

boucle (u2, y2) qui sera d'ordre entier. Le contrôleur du suivi de trajectoire sera d'ordre

fractionnaire, vu que le modèle de référence imposé pour chaque boucle de commande est

d'ordre fractionnaire.

Les performances du schéma de commande multi-boucle à 2DDL synthétisé pour le sys-

tème (4.33) sont comparées à celles du contrôleur multi-boucle d'ordre entier, noté CdRI(s),
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développé dans [181].

CdRI(s) =


 −149(1 + 1

3.46s
+ 2.3s) 0

0 769.5(1 + 1
64s

+ 13.75s)


 (4.37)

En suivant les étapes décrites dans la section (4.3), la synthèse de la structure de com-

mande multi-boucle fractionnaire à 2DDL pour le système (4.33), donne lieu aux contrô-

leurs suivants :

Contrôleur du suivi de trajectoire :

C2(s) =




1
1+3s1.44 (1 + 0.3s) 0

0 1
1+27s1.25 (1 + 2.7s)


 (4.38)

Contrôleur de la réduction de l'e�et des interactions :

C1(s) = diag

[
−1

1+ 1−e0.2s

0.3s

s0.31192.25(1 + 1
6.65s1.33 ),

1

1+ 1−e0.17s

2.7s

97.58(1 + 1
6.65s

+ 13.75s)

]

(4.39)

Les paramètres du modèle de référence de l'équation (3.6) sont choisis de manière à avoir

la même réponse indicielle en boucle fermée, que celle obtenue dans [181] en utilisant le

correcteur entier CdRI(s) de l'équation (4.37).

Les valeurs des paramètres τt1 et τt2 sont choisies petites par rapport aux constantes de

temps désirées respectivement τc1 et τc2 tout en tenant compte du compromis entre la

réduction de l'e�et des interactions et l'atténuation du bruit de mesure. Les valeurs de

ces paramètres sont présentées dans le tableau (4.3).

Tab. 4.3: Paramètres du modèle de référence fi(s) et de la fonction de sensibilité com-

plèmentaire ti(s) (i = 1, 2) pour l'exemple 2

loop
fi(s) ti(s)

τci αi τti

1 3 0.44 0.3

2 27 0.25 2.7

Dans ce cas aussi, Les termes intégral et dérivé d'ordre fractionnaire sont implémentés

dans le software MATLAB en utilisant l'approximation d'Oustaloup dans la bande de
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fréquences [10−5, 10+3] rad/s en utilisant 10 cellules.

Un échelon unitaire est introduit aux références des boucles (u1, y1) et (u2, y2) respective-

ment aux instants t=0 et t=100.

La réponse indicielle du système (4.18), obtenue en utilisant le contrôleur multi-boucle à

2DDL et le contrôleur multi-boucle entier CdRI(s) séparément, est présentée sur la �gure

(4.15).
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Fig. 4.15: Réponse indicielle du système (4.18) pour des variations séquentielles des réfé-

rences

Les résultats de simulation de la �gure (4.15) montrent que le modèle de référence

imposé pour chaque boucle, est obtenu en utilisant les deux contrôleurs multi-boucle

séparément. L'e�et des interactions est réduit en utilisant le contrôleur multi-boucle pro-

posé. Ceci, est dû à la fonction de sensibilité complémentaire dé�nie pour chaque boucle.

Un échelon de perturbations d'amplitude 0.5 est ajouté aux sorties y1 et y2 aux instants

respectivement t=50 et t=300 à travers les fonctions de transfert données par le vecteur

des perturbations de l'équation (4.40)

Gd(s) =
[

1
1+2s

, 1
1+5s

]
(4.40)
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Fig. 4.16: Réponse indicielle perturbée du système (4.33), obtenue avec le correcteur

multi-boucle fractionanire à 2DDL

La réponse indicielle avec perturbations du système (équation (4.33)), obtenue en utili-

sant le contrôleur multi-boucle à 2DDL et le contrôleur multi-boucle entier CdRI(s), est

montrée sur les �gures respectivement (4.16) et (4.17).

Les �gures (4.16) et (4.17) montrent que les deux schémas de commande multi-boucle

assurent le rejet des perturbations avec la supériorité du contrôleur dRI.

Pour tester la robustesse du système par rapport au bruit de mesure, le même bruit de

mesure que celui utilisé dans l'exemple 1 est ajouté aux sorties y1 et y2 du système (4.33).

Les résultats de simulation des �gures (4.18) et (4.19), montrent que l'atténuation de

bruit de mesure se fait approximativement de la même manière en utilisant les deux sché-

mas de commande multi-boucle.

Pour évaluer la robustesse des deux contrôleurs multi-boucle vis-à-vis des variations pa-

ramétriques, des variations sont e�ectuées sur tous les gains, ensuite sur tous les éléments

retard de la matrice fonction de transfert en boucle ouverte (4.33), les résultats obtenus

sont montrés sur les �gures (4.20) à (4.23).

Les résultats de simulation des �gures (4.20) à (4.23) montrent que la réponse indicielle
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Fig. 4.17: Réponse indicielle perturbée du système (4.33), obtenue avec le correcteur dRI

(entier)
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Fig. 4.18: Réponse indicielle du système (4.33) avec bruit de mesure, Contrôleur multi-

boucle à 2DDL
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Fig. 4.19: Réponse indicielle du système (4.33) avec bruit de mesure, Contrôleur dRI
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Fig. 4.20: Réponse indicielle du système (4.33) avec des variations sur tous les gains de

la matrice fonction de transfert en boucle ouverte, Contrôleur multi-boucle à 2DDL
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Fig. 4.21: Réponse indicielle du système (4.33) avec des variations sur tous les gains de

la matrice fonction de transfert en boucle ouverte, Contrôleur dRI
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Fig. 4.22: Réponse indicielle du système (4.33) avec des variations sur tous les éléments

retard de la matrice fonction de transfert en boucle ouverte, Contrôleur multi-boucle à

2DDL
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Fig. 4.23: Réponse indicielle du système (4.33) avec des variations sur tous les éléments

retard de la matrice fonction de transfert en boucle ouverte, Contrôleur dRI

du système obtenue pour di�érentes variations des gains, ensuite des éléments retard de

la matrice fonction de transfert en boucle ouverte (4.33), est très proche de la réponse no-

minale (sans variations), ceci en utilisant les deux contrôleurs multi-boucle fractionnaire

et entier séparément. Les deux schémas de commande multi-boucle sont par conséquent

robustes vis-à-vis des variations du gain et de l'élément retard.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, un schéma de commande multi-boucle à 2DDL a été proposé pour la

commande des systèmes multivariables fractionnaires. Dans l'approche fréquentielle, ces

systèmes sont modélisés par une matrice fonction de transfert d'ordre fractionnaire.

Comme dans le cas des systèmes multivariables d'ordre entier, les interactions sont

considérées comme étant des perturbations. De ce fait, les deux problèmes de la réduction

de l'e�et des interactions et de suivi de trajectoire sont résolus séparément. La fonction de

sensibilité complémentaire dont la constante de temps( τti, i = 1, · · ·n) est un paramètre
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de réglage est également dé�nie pour chaque boucle. En réglant la valeur de ce paramètre

un compromis a été établi entre la réduction de l'e�et des interactions et l'atténuation de

bruit de mesure.

Les résultats de simulation obtenus pour l'exemple 1 montrent qu'on peut atteindre les

performances de la structure du découplage inversé (élimination des interactions) avec le

schéma de commande multi-boucle proposé du point de vue compensation des interactions

et obtention des spéci�cations temporelles désirées. Ceci, pour les systèmes MIMO à

dominance diagonale. De plus, la structure multi-boucle rejette mieux les perturbations

et ne considère pas des conditions sur les ordres non entiers du modèle fractionnaire du

système.

La commande multi-boucle des systèmes multivariables d'ordre élevé peut être simpli-

�ée en utilisant ce schéma de commande à 2DDL, le correcteur multi-boucle obtenu pourra

être hybride avec des éléments entiers ou fractionnaires. Les résultats obtenus montrent

également que ce schéma multi-boucle est robuste vis-à-vis des variations des paramètres

du système. Toutefois, il est sensible au bruit de mesure, cette sensibilité peut être gérée

en réglant le paramètre τti (i = 1, · · ·n) selon l'application.

Dans le chapitre suivant, cette structure multi-boucle fractionnaire sera implémentée

sur un procédé réel, qui est un système hydraulique à quatre réservoirs.



Chapitre 5

Application de la commande

multi-boucle fractionnaire au procédé

hydraulique à quatre réservoirs

5.1 Introduction

Le procédé hydraulique à quatre réservoirs, sur lequel sera appliqué le schéma de

commande fractionnaire proposé, est un banc d'essai du laboratoire L2CSP. Ce procédé

a été introduit par Johansson en 2000 [79], c'est un système multivariable qui présente

un comportement non linéaire. De ce fait, il est adapté pour valider plusieurs schémas de

commande [72, 123, 146]. Vu que ce procédé est doté de plusieurs vannes, il est con�gurable

selon le modèle qu'on souhaite obtenir. En e�et, le modèle de connaissance de ce procédé

est naturellement non linéaire, dû à l'équation de Bernoulli qui régit le débit d'eau sortant

des réservoirs [189]. Ce même modèle peut être éventuellement linéarisé autour d'un point

de fonctionnement, ce qui permet de valider les techniques de contrôle basées sur le modèle

linéaire des systèmes.

Récemment, les méthodes de synthèse des contrôleurs fractionnaires sont appliquées

avec succès pour la commande du système hydraulique à quatre réservoirs [39, 69, 85]. A

titre d'exemple, deux correcteurs PI d'ordre fractionnaire sont proposés dans [153] pour
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maintenir le niveau d'eau dans un réservoir constant et celui d'autre variable en fonction

de la référence désirée.

Dans ce chapitre, on s'intéresse à la validation des méthodes de synthèse des correcteurs

IMC-PID-FOF à 1DDL, et à 2DDL présentées dans le deuxième chapitre, pour la com-

mande des systèmes monovariables. Par la suite, les schémas de commande multi-boucle

fractionnaires à 1DDL et à 2DDL proposés dans le troisième chapitre sont également

implémentés sur le système hydraulique. La description du procédé et la présentation

des di�érents éléments le constituant font l'objet de la section (5.2). L'implémentation

des contrôleurs monovariables fera l'objet de la section (5.3). Le modèle linéarisé de l'en-

semble du procédé est obtenu et les schémas de commande multi-boucles proposés sont

validés dans la section (5.4). Le contrôleur multi-boucle fractionnaires obtenu en utilisant

le modèle fractionnaire approximé du procédé, sera validé dans la section (5.5). Après

l'interprétation des résultats expérimentaux obtenus, on termine par une conclusion.

5.2 Description et fonctionnement du procédé

Le système hydraulique montré sur la �gure (5.1) est un système multivariable com-

posé de quatre réservoirs translucides reliés par de petits tuyaux et des ori�ces, chaque

réservoir est muni d'un débit entrant et un débit sortant, avec un capteur de niveau d'eau.

Le système comprend aussi deux pompes submergées dans un grand réservoir situé en bas.

Elles servent à soutirer de l'eau dans les réservoirs selon le signal de commande fourni.

Le �ux d'eau à travers le procédé peut être contrôlé par les vannes notées : MVA, MVB,

MVC, MVD, MVE, MVF et MVG. Cependant, l'eau coule librement dans les réservoirs

du bas à travers les ori�ces choisis, les perturbations en échelon peuvent être générées par

quatre vannes : MV1, MV2, MV3 et MV4.

La partie électrique du procédé comprend l'unité d'alimentation et d'ampli�cation (PSUPA),

l'interface d'acquisition a�n d'assurer la cohérence entre le procédé réel et le logiciel de

commande MATLAB.

Les valeurs des paramètres du procédé sont données comme suit :
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Fig. 5.1: Vue générale du procédé hydraulique à quatre réservoirs relié à un PC

� La constante reliant la tension d'alimentation de la pompe au débit d'entrée est

donnée par µ = 2.2× 10−3 m/v.s

� La section des tuyaux reliant les réservoirs entre eux est donnée par a = 50.265 ×
10−6 m2

� La section de chacun des réservoirs est A = 0.01389 m2

A�n de pouvoir valider les structures de commande présentées dans le deuxième chapitre

pour la commande des systèmes monovariables, ou bien celles proposées dans le troisième

chapitre pour la commande des systèmes multivariables, les modèles de connaissance d'un

réservoir ainsi que de l'ensemble du procédé sont d'abord obtenus. Après linéarisation

autour d'un point de fonctionnement, les correcteurs sont synthétisés et implémentés.
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Fig. 5.2: Réservoir du procédé hydraulique

5.3 Application de la commande fractionnaire à un seul

réservoir

Les deux schémas de commande à 1DDL et à 2DDL présentés respectivement dans

les sections (2.7.1) et (2.7.2) du deuxième chapitre pour la commande des systèmes mo-

novariables, sont implémentés ici pour le contrôle du niveau d'eau dans un réservoir. Par

conséquent, le modèle du réservoir est d'abord obtenu.

5.3.1 Modélisation d'un seul réservoir

On considère un seul réservoir dans le système hydraulique, il est représenté par la

�gure (5.2). En utilisant la loi de Bernoulli, la vitesse du débit de sortie de l'ori�ce est

donnée par [189] :

v(t) =
√

2gh(t) (5.1)

g = 9.81 m/s2 est l'accélération de la pesanteur.

h(t) est le niveau d'eau dans le réservoir.

Le débit de sortie, noté Qs(t), est donc donné par :

Qs(t) = av(t) = a
√

2gh(t) (5.2)
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a étant la section du tuyau du débit de sortie du réservoir comme le montre la �gure (5.2).

L'équation du bilan des débits s'exprime alors par [189] :

A
dh

dt
= Qe(t)−Qs(t) (5.3)

dh
dt

représente la variation du niveau d'eau dans le réservoir.

Comme le débit entrant Qe(t) est proportionnel à la tension d'alimentation, Qe(t) = µu(t).

µ étant le gain proportionnel reliant la tension d'alimentation de la pompe au débit [199].

On obtient alors :

A
dh

dt
= µu(t)− a

√
2gh(t) (5.4)

On note que la variation du niveau d'eau (équation (5.4)) est régie par une équation

di�érentielle non linéaire, cette non linéarité se voit sur la dynamique du réservoir.

5.3.2 Linéarisation du modèle

Comme le modèle (5.4) du réservoir obtenu est non linéaire, et a�n d'implémenter

les deux structures de commande à 1DDL et à 2DDL respectivement des �gures (2.2)

et (2.11), pour la commande du niveau d'eau dans le réservoir, on procède d'abord à la

linéarisation de ce modèle autour d'un point de fonctionnement.

La linéarisation de l'équation (5.4) autour du point de fonctionnement (u0, h0) donne :

d

dt
(h− h0) =

µ

A
(u− u0)− ag

A
√

2gh0

(h− h0) (5.5)

ce qui donne :
d

dt
(∆h(t)) =

µ

A
∆u(t)− ag

A
√

2gh0

∆h(t) (5.6)

En appliquant la transformée de Laplace à l'équation (5.6), on obtient alors :

∆h(s)

∆u(s)
=

µ

s + ag
A
√

2gh0

(5.7)

Cette équation montre que la variation du niveau d'eau dans le réservoir par rapport à

la variation du signal de commande u, est régi par une fonction de transfert du premier

ordre.

Pour le point de fonctionnement choisi comme suit : u0 = 2.77 et h0 = 7.55, en utilisant les
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valeurs des paramètres du procédé données dans la section (5.2), l'expression du modèle

(5.7) devient :
∆h(s)

∆u(s)
=

10.44

47.44s + 1
(5.8)

5.3.3 Application des contrôleurs IMC-PID-FOF à 1DDL et à

2DDL

En utilisant les équations (2.8) et (2.28)-(2.32), la méthode de synthèse du contrôleur

IMC-PID-FOF, présentée dans la Section (2.6) du deuxième chapitre, est appliquée ici

pour contrôler le niveau d'eau dans le réservoir.

Les valeurs choisies des paramètres du modèle de référence de l'équation (2.29) sont :

τc = 10 et α = 0.1.

L'expression du contrôleur IMC-PID-FOF est alors :

c(s) =
1

s1.1
0.4544

(
1 +

1

47.44s

)
(5.9)

Le niveau d'eau dans le réservoir est donné en centimètres (cm) et la tension de l'alimen-

tation de la pompe est donnée en volts (V).

Les mêmes paramètres du modèle de référence sont utilisés ici pour synthétiser le cor-

recteur IMC-PID-FOF à 2DDL pour le contrôle du niveau d'eau dans le réservoir. La

valeur du paramètre τt est choisie petite par rapport à τc (la constante de temps désirée)

a�n de satisfaire le compromis entre le rejet de perturbations et l'atténuation du bruit,

comme cela a été expliqué dans le paragraphe (2.7.2) du deuxième chapitre. On choisit

alors τt = 8 et en utilisant les équations (2.40), (2.43), (2.45), (2.46) et (2.48), on obtient :

Le correcteur du rejet de perturbations :

c1(s) = 0.5682

(
1 +

1

47.44s

)
(5.10)

Le correcteur du suivi de trajectoire :

c2(s) =
1 + 8s

1 + 10s1.1
(5.11)

Les termes dérivé et intégral du correcteur du suivi de trajectoire c2(s), dans le schéma

de commande à 2DDL, et du correcteur c(s) dans le schéma de commande à 1DDL sont
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implémentés dans le software MATLAB en utilisant l'approximation d'Oustaloup dans

l'intervalle [10−6, 100] en utilisant 10 cellules. La période d'échantillonnage utilisée est 0.1

s.

Les contrôleurs IMC-PID-FOF à 1DDL et à 2DDL sont synthétisés en utilisant le modèle

linéaire du système (5.8). De ce fait, avant d'entamer le contrôle du niveau d'eau, On

ramène d'abord le niveau d'eau dans le réservoir au point de fonctionnement h0 = 7.55

cm dans le quel les correcteurs (5.9), (5.10), et (5.11) sont déterminés.

En utilisant les deux schémas de commande (2.2) et (2.11) séparément, on veut atteindre

les objectifs de commande suivants :

� A partir du point de fonctionnement h0 = 7.55 cm, le niveau d'eau h suit les

variations de référence suivantes : il atteint 10 cm à l'instant t=100 s pendant 150

s, ensuite augmente de 2 cm pendant 150 s. En�n, h diminue de 3 cm à l'instant

t=400 s.

� le niveau d'eau h suit un signal de référence variable qui est un signal sinusoïdal

d'amplitude 3 cm et de période T=100 s, autour du point de fonctionnement h0 =

7.55 cm.

Les résultats expérimentaux des �gures (5.3) et (5.4) montrent l'évolution du niveau d'eau

dans le réservoir lorsqu'il est commandé respectivement par le contrôleur IMC-PID-FOF

de l'équation (5.9) et la structure de commande à 2DDL des équations (5.10) et (5.11).

La �gure (5.3) montre que le niveau d'eau suit correctement les références imposées. A

titre d'exemple, dans la �gure (5.3(a)), à partir du point de fonctionnement h0 = 7.55 cm

le niveau d'eau augmente à l'instant t= 100 s pour atteindre le niveau 10 cm. Ensuite, il

augmente aussi à l'instant t= 250 s pour atteindre 12 cm. Le contrôleur IMC-PID-FOF

assure également la poursuite du signal sinusoïdal comme le montre la �gure (5.3(b)) où

on voit la présence d'un écart entre le signal désiré et l'allure de l'évolution d'eau.

La �gure (5.4) montre que la structure de commande à 2DDL proposée assure également

le suivi de trajectoire pour l'évolution d'eau dans le réservoir. Ceci, pour les mêmes va-

riations de références.

De la même manière, la �gure (5.4(a)) montre qu'à partir de h0 = 7.55 cm, le contrôleur
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Fig. 5.3: Evolution du niveau d'eau dans le réservoir et du signal de commande en utilisant

le schéma de commande à 1DDL

IMC-PID-FOF à 2DDL ramène le niveau d'eau à la valeur 10 cm. Ensuite, il le ramène à

12 cm à partir de l'instant t= 250 s. En�n, le niveau d'eau diminue de 3 cm à partir de

l'instant t= 400 s.
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Fig. 5.4: Évolution du niveau d'eau dans le réservoir et du signal de commande en utilisant

le schéma de commande à 2DDL
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Dans la �gure (5.4(b)), le signal sinusoïdal d'amplitude 3 et de période T=100 s est éga-

lement utilisé comme référence désirée pour l'évolution du niveau d'eau. Le contrôleur

IMC-PID-FOF à 2DDL assure la poursuite en présence d'un écart entre le signal désiré

et l'allure de l'évolution d'eau.

La �gure (5.5) montre l'évolution du niveau d'eau dans le réservoir pour les mêmes varia-

tions de références citées ci-haut à partir d'un autre point de fonctionnement h0 = 10 cm,

ce dernier est di�érent de celui où les correcteurs IMC-PID-FOF à 1DDL (5.9) ou bien

à 2DDL ((5.10) et (5.11)) sont déterminés. Les résultats expérimentaux montrés sur la

�gure (5.5) montrent que les deux correcteurs fractionnaires à 1DDL et à 2DDL assurent

bien le suivi de trajectoire des références spéci�ées, même si ces deux contrôleurs agissent

autour d'un point de fonctionnement qui est di�érent de celui dans le quel ils sont déter-

minés.

Pour évaluer la robustesse des deux schémas de commande vis-à-vis des perturbations, on

e�ectue le test suivant :

On ramène d'abord le niveau d'eau à son point de fonctionnement h0 = 7.55 cm. A l'ins-

tant t=100 s, il augmente pour atteindre 11 cm. A l'instant t = 150 s, une perturbation

externe vient perturber l'évolution du niveau d'eau. Cette perturbation est une quantité

d'eau externe (50 cl) qu'on ajoute manuellement au réservoir. A l'instant t = 240 s, une

perturbation permanente est e�ectuée dans le réservoir en ouvrant à demi la vanne MV1,

qui est une vanne de sortie de réservoir. Ensuite, cette vanne est complètement ouverte à

l'instant t = 300 s.

L'évolution du niveau d'eau h commandé par le contrôleur à 1DDL ou bien le contrôleur

à 2DDL est donnée par la �gure (5.6).

Comme cela a été montré par simulation dans le paragraphe (2.7.2) du deuxième cha-

pitre, le correcteur IMC-PID-FOF à 2DDL rejette plus rapidement les perturbations par

rapport au correcteur IMC-PID-FOF à 1DDL. Ceci, est con�rmé par les résultats expéri-

mentaux de la �gure (5.6) où le contrôleur IMC-PID-FOF à 2DDL rejette plus rapidement

la perturbation externe par rapport au contrôleur à 1DDL. Ceci est visible à l'instant t =

150 s. La �gure (5.6) montre également qu'au moment du rejet des perturbations, l'e�ort
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(a) En utilisant le schéma de commande à 1DDL

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

5

10

15

temps (sec)

ha
ut

eu
r (

cm
)

te
ns

io
n 

(v
ol

t)

 

 
u
référence
h

(b) En utilisant le schéma de commande à 2DDL

Fig. 5.5: Évolution du niveau d'eau et du signal de commande à partir du h0 = 10
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Fig. 5.6: Evolution du niveau d'eau h et du signal de commande u en utilisant le correcteur

fractionnaire à 1DDL (�) et correcteur fractionnaire à 2DDL (�), référence (�)
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Fig. 5.7: Evolution des niveau d'eau h et du signal de commande u en utilisant le correc-

teur fractionnaire à 2DDL pour di�érentes valeurs de τt : référence (�), τt = 8 (�), τt = 6

(�), τt = 4 (�)

du contrôle fourni par le correcteur à 2DDL est moins important par rapport à celui fourni

par le correcteur à 1DDL. De plus, la réponse du système par rapport aux perturbations
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peut être améliorée davantage en diminuant la valeur du paramètre τt. Ainsi, l'évolution

du niveau d'eau dans le réservoir contrôlé par le contrôleur IMC-PID-FOF à 2DDL, est

donnée pour di�érentes valeurs de τt (τt = 8, 6, 4). Les résultats obtenus sont montrés sur

la �gure (5.7).

Les résultats expérimentaux montrés sur la �gure (5.7) montrent que la réponse du ni-

veau d'eau par rapport aux perturbations devient plus rapide pour de petites valeurs de

τt. Toutefois, nous avons choisi τt = 8 su�sante pour tenir compte du compromis entre le

rejet de perturbations et atténuation de bruit.

Le contrôle du niveau d'eau dans les deux réservoirs du bas (T2 et T4), fera l'objet de la

section (5.4).

5.4 Application de la commande fractionnaire à l'en-

semble du système

A�n d'implémenter les deux schémas de commande multi-boucle fractionnaires à

1DDL et à 2DDL, proposés dans le troisième chapitre pour la commande des systèmes

multivariables, l'ensemble du procédé hydraulique est considéré, et un modèle de système

multivariable à deux entrées et deux sorties est obtenu.

5.4.1 Modélisation de l'ensemble du système

Le modèle de connaissance du système hydraulique peut être obtenu de di�érentes

manières, selon la con�guration de commande choisie ou bien l'objectif visé [199] :

� Dans quel réservoir, contrôler le niveau d'eau hi (i=1,2,3,4) et en utilisant quelle

pompe uj (j=1,2) ?

� L'interaction entre le niveau d'eau dans les réservoirs est-elle prise en considération

lors de la modélisation ou bien chaque niveau d'eau hi (i=1,2,3,4) est commandé

d'une manière indépendante ?

La �gure (5.8) montre la con�guration adoptée pour le procédé hydraulique, où on choisit

de contrôler le niveau d'eau dans les deux réservoirs du bas T2 et T4 (h2 et h4) en utilisant
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les deux pompes p1 et p2, on a le signal de commande u1 délivré par p1 et u2 délivré par

p2. En e�et, le débit d'entrée est d'abord délivré dans les deux réservoirs du haut T1 et

T3 en ouvrant respectivement les vannes MVE et MVB. Puisque la sortie du réservoir T1

est l'entrée du réservoir T2 et celle du réservoir T3 est l'entrée du réservoir T4 comme le

montre la �gure (5.8), l'eau circule librement dans les réservoirs du bas. L'interaction entre

les deux réservoirs T1 et T3, réalisée en ouvrant la vanne MVG est prise en considération

lors de la modélisation du procédé [123, 199]. Le procédé est alors con�guré comme étant

un système multivariable à deux sorties : H = [h2, h4] et deux entrées : U = [u1, u2].

On cherche alors à obtenir le modèle de connaissance liant le vecteur d'entrée U au vecteur

de sortie H.

En utilisant l'équation du bilan des débits et la loi de Bernoulli [189], le modèle non

 

 

Fig. 5.8: Schéma de la con�guration choisie pour le procédé hydraulique
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linéaire du système est donné par :
dh1

dt
= − a

A

√
2gh1(t) + µu1(t)− a

A

√
2g(h1(t)− h3(t))

dh2

dt
= a

A

√
2gh1(t)− a

A

√
2gh2(t)

dh3

dt
= − a

A

√
2gh3(t) + µu2(t) + a

A

√
2g(h1(t)− h3(t))

dh4

dt
= a

A

√
2gh3(t)− a

A

√
2gh4(t)

(5.12)

Dans ce modèle, on considère que l'eau passe du réservoir T1 au réservoir T3

5.4.2 Linéarisation du modèle

Pour qu'on puisse implémenter sur le procédé réel, les structures de commande multi-

boucle fractionnaires à 1DDL et à 2DDL, présentées respectivement dans les sections (3.2)

et (3.3) du troisième chapitre, les contrôleurs sont déterminés en utilisant le modèle ma-

trice fonction de transfert du système. Pour ce faire, on procède d'abord à la linéarisation

du modèle (5.12) autour du point de fonctionnement (h01, h02, h03, h04) dans un premier

lieu. Ensuite, on applique la transformée de Laplace au modèle linéarisé obtenu dans un

second lieu.

On obtient alors :

∆h1(s) = µ
s+k1+k13

∆u1(s) + k13

s+k1+k13
∆h3(s)

∆h2(s) = k1

s+k2
∆h1(s)

∆h3(s) = µ
s+k3+k13

∆u2(s) + k13

s+k3+k13
∆h1(s)

∆h4(s) = k3

s+k4
∆h3(s)

(5.13)

avec : k1 = ag
A
√

2gh01
, k2 = ag

A
√

2gh02
, k3 = ag

A
√

2gh03
, k4 = ag

A
√

2gh04
et k13 = ag

A
√

2g(h01−h03)
.

A, a, µ sont des paramètres du procédé, ils sont dé�nis dans la section (5.2).

Après quelques manipulations sur l'équation (5.13), on obtient :

∆h2(s) = k1

s+k2

µ(s+k3+k13)
det

∆u1(s) + k1

s+k2

µk13

det
∆u2(s)

∆h4(s) = k3

s+k4

µk13

det
∆u1(s) + k3

s+k4

µ(s+k1+k13)
det

∆u2(s)
(5.14)

Avec : det = (s + k1 + k13)(s + k3 + k13)− (k13)
2

On réécrit l'équation (5.14) sous forme matricielle comme suit :

 ∆h2(s)

∆h4(s)


 =




k1

s+k2

µ(s+k3+k13)
det

k1

s+k2

µk13

det

k3

s+k4

µk13

det
k3

s+k4

µ(s+k1+k13)
det





 ∆u1(s)

∆u2(s)


 (5.15)
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Les entrées sont ∆u1(s) et ∆u2(s) et les sorties sont : ∆h2(s) et ∆h4(s).

Avant d'entamer les manipulations, on choisit de travailler autour du point de fonction-

nement dont les valeurs sont : h01 = 7.55, h02 = 11.11, h03 = 6.61, h04 = 10 et u01 = 2.77,

u02 = 2.61. Le niveau d'eau dans chaque réservoir est donné en centimètres (cm) et la

tension de l'alimentation des pompes est donnée en volts (V).

En remplaçant ces valeurs et les valeurs des paramètres du procédé dans le modèle du

système de l'équation (5.15), on obtient le modèle numérique du procédé en ce point de

fonctionnement :

 ∆h2(s)

∆h4(s)


 =




0.006417s+0.0007305
s3+0.2497s2+0.01132s+0.0001418

0.0005305
s3+0.2497s2+0.01132s+0.0001418

0.0005669
s3+0.251s2+0.01161s+0.0001492

0.006858s+0.000767
s3+0.251s2+0.01161s+0.0001492





 ∆u1(s)

∆u2(s)




(5.16)

Deux boucles de commande sont alors obtenues : la première (h2, u1) consiste à contrôler

h2 en utilisant u1 et la deuxième boucle (h4, u2) consiste à contrôler h4 en utilisant u2.

Ceci, est con�rmé par la matrice RGA calculée pour le modèle (5.16).

RGA =


 2.1587 −1.1587

−1.1587 2.1587


 (5.17)

D'après les valeurs des gains relatifs obtenues pour les deux boucles de commande (λ11 =

λ11 = 2.1587), le système est fortement interactif.

L'indice de Niederlinski correspondant à la con�guration choisie est : NI = 0.4632. De ce

fait, cette con�guration stabilisera le système en boucle fermée.

Après le choix de la con�guration de commande adéquate pour le système, les deux sché-

mas de commande multi-boucle fractionnaires à 1DDL et à 2DDL, sont implémentés pour

contrôler le niveau d'eau dans les deux réservoirs T2 et T4.

5.4.3 Application du contrôleur multi-boucle fractionnaire à 1DDL

Dans le schéma de commande multi-boucle à 1DDL, présentée dans la section (3.2)

du troisième chapitre pour commander les systèmes multivariables, les interactions sont

considérées comme étant des erreurs de modélisation, le contrôleur multi-boucle est alors
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synthétisé en utilisant seulement les éléments diagonaux (g11(s) et g22(s)) dans le mo-

dèle (5.16), ces deux éléments correspondent respectivement aux deux boucles (u1,h2) et

(u2,h4). On dé�nit, pour chaque boucle de commande, un modèle de référence qu'on pro-

pose dans notre contribution qu'il soit fractionnaire. Les valeurs des paramètres des mo-

dèles de référence choisies pour les deux boucles sont données comme suit : τc1 = τc2 = 70

s, α1 = α2 = 0.1.

En utilisant les équations (3.2) à (3.8) de la méthode de synthèse du schéma de com-

mande à 1DDL, on obtient alors le contrôleur multi-boucle d'ordre fractionnaire à 1DDL,

déterminé en utilisant le modèle linéarisé du procédé (5.16), son expression est donnée

par l'équation (5.18) :

C(s) =


 c1(s) 0

0 c2(s)


 (5.18)

avec c1 = s+0.024
0.22s+0.025

1
s0.1 0.1105 (1 + 1

38.27s
+ 4.43s).

et c2 = s+0.0253
0.22s+0.0246

1
s0.1 0.1034 (1 + 1

38.27s
+ 4.43s).

Dans ce cas aussi, les termes dérivé et intégral des correcteurs fractionnaires de l'équation

(5.18) sont implémentés sur le software MATLAB en utilisant l'approximation d'Ousta-

loup dans l'intervalle [10−6, 100] en utilisant 10 cellules.

Après avoir ramené le procédé au point de fonctionnement désiré : h02 = 11.11 cm et

h04 = 10 cm, on lui impose de suivre des variations des signaux de référence a�n de tester

les performances du contrôleur multi-boucle pour des petites variations par rapport au

point de fonctionnement dans le quel est déterminé, d'un côté. D'un autre côté, le chan-

gement des signaux de consigne s'e�ectue à des instants di�érents pour montrer l'e�et des

interactions entre les deux boucles de commande (h2, u1) et (h4, u2). Le test se déroule

comme suit :

� On ramène d'abord le niveau d'eau h2 au point de fonctionnement h02 = 11.11 cm.

Ensuite, le niveau d'eau h2 augmente pour atteindre 12,5 cm à partir de l'instant

t=300 s. En�n, il diminue de 2,5 cm à partir de l'instant t=650 s.

� Le niveau d'eau h4 est d'abord ramené au point de fonctionnement h04 = 10 cm. En-

suite, h4 augmente pour atteindre 12 cm à partir de l'instant t=450 s, puis diminue
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de 2,5 cm à partir de l'instant t=800 s.

Les résultats expérimentaux de la �gure (5.9) montrent l'évolution du niveau d'eau dans

les réservoirs T2 et T4 en utilisant le contrôleur multi-boucle à 1DDL de l'équation (5.18).

La �gure (5.9) montre que ce contrôleur multi-boucle à 1DDL assure le suivi de consigne
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Fig. 5.9: Evolution des niveaux d'eau h2 et h4 et des signaux de commande u1 et u2 en

utilisant le contrôleur multi-boucle fractionnaire à 1DDL

pour les deux niveaux h2 et h4 tout en les ramenant aux valeurs désirées. Par exemple,

à partir du point de fonctionnement h04 = 10 cm, le contrôleur ramène h4 à la valeur
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12 cm à partir de l'instant 450 s. Ce changement de consigne perturbe l'évolution de h2

comme il est visible sur la �gure. Par conséquent, le contrôleur de la boucle (u1,h2) réagit

et corrige cet écart. Ensuite, il ramène h2 à la valeur 10 cm à partir de t=650 s. De même,

cette variation perturbe l'évolution de h4 et le contrôleur de la boucle (u2,h4) génère un

signal pour corriger cet écart.

L'e�et des interactions entre les deux boucles de commande (u1,h2) et (u2,h4) est alors

visible sur l'allure de l'évolution des niveaux h2 et h4 et même sur les signaux de commande

u1 et u2. Ces signaux sont générés par le contrôleur multi-boucle a�n de corriger l'e�et

des interactions d'un côté et ramener h2 et h4 aux références désirées d'un autre côté.

Pour évaluer les performances du contrôleur multi-boucle fractionnaire à 1DDL par

rapport aux perturbations, on e�ectue le test suivant :

On ramène d'abord les deux niveaux h2 et h4 au point de fonctionnement : h02 = 11.11

cm et h04 = 10 cm. Ensuite, à l'instant t=300 s, h2 augmente pour atteindre 12.5 cm,

une quantité d'eau externe (50 cl) est ajoutée manuellement au réservoir T2 à l'instant t

= 450 s. Le niveau d'eau h4 augmente pour atteindre 12 cm à l'instant t=600 s, la vanne

MV4 qui est une vanne de débit de sortie du réservoir T4 est ouverte à demi à l'instant

t= 800 s pendant 20 s. Ceci, a�n de créer une petite fuite dans le réservoir.

Les résultats expérimentaux obtenus sont montrés sur la �gure (5.10).

D'après l'allure de l'évolution des niveaux d'eau h2 et h4 donnée par la �gure (5.10),

le contrôleur multi-boucle à 1DDL assure le rejet des perturbations. Ceci, on le voit

à l'instant t=450 s de l'allure de l'évolution de h2 où une quantité d'eau externe est

ajoutée au réservoir T2 à cet instant. Le contrôleur compense cette quantité d'eau en

annulant la commande u1. Ceci, a�n de remettre et maintenir h2 à sa valeur (12 cm). Cette

perturbation externe a�ecte également l'évolution de h4, cet e�et est une conséquence de

l'e�et des interactions entre les deux boucles. Le contrôleur multi-boucle corrige alors cet

écart et celui provoqué par la fuite créée dans le réservoir T4 à l'instant t=800 s comme

le montre l'allure de l'évolution de h4. Cette fuite a aussi un e�et sur h2. Cet e�et est

également compensé par le contrôleur multi-boucle.
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Fig. 5.10: Evolution des niveaux d'eau h2 et h4 et des signaux de commande u1 et u2

avec perturbations en utilisant le contrôleur multi-boucle fractionnaire à 1DDL

5.4.4 Application du contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL

Dans ce qui suit, on considère le schéma de commande multi-boucle à 2DDL, présenté

dans la section (3.3) du troisième chapitre, les interactions sont considérées comme étant

des perturbations sur les boucles de commande (u1,h2) et (u2,h4). Par conséquent, on

dé�nit la fonction de sensibilité complémentaire ti(s) = 1
1+τtis

(i=1,2), τti est un paramètre

de réglage, choisi petit par rapport à la constante de temps du modèle de référence choisi
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a�n de réduire l'e�et des interactions entre les deux boucles de commande.

En utilisant les mêmes valeurs des paramètres du modèle de référence utilisées dans

le schéma de commande à 1DDL, et en choisissant τt1 = τt2 = 35, les deux correcteurs

C1−T2(s) et C2−T2(s) sont dimensionnés pour contrôler le niveau d'eau dans le réservoir

T2 en utilisant la fonction de transfert g11 du modèle (5.16) qui correspond à la première

boucle (h2, u1). De même, les deux correcteurs C1−T4(s) et C2−T4(s) sont dimensionnés

pour contrôler le niveau d'eau dans le réservoir T4 en se basant sur la fonction de transfert

g22 du modèle (5.16) qui correspond à la deuxième boucle (h4, u2).

Les expressions numériques de ces contrôleurs sont obtenus en utilisant les équations

(3.9) à (3.13) et (3.17) de la section (3.3) du troisième chapitre, et sont présentées dans

le tableau (5.1).

Tab. 5.1: Expressions des contrôleurs C1(s) et C2(s)

C1(s) pour réduire les interactions C2(s) pour le suivi de trajectoire

C1−T2(s) = 0.2211(1 + 1
38.2663s

+ 4.4312s) s+0.024
0.22s+0.025

C2−T2(s) = 1+35s
1+70s1.1

C1−T4(s) = 0.2068(1 + 1
38.2663s

+ 4.4312s) s+0.0253
0.225s+0.0246

C2−T4(s) = 1+35s
1+70s1.1

Pour tester les performances du schéma de commande à 2DDL, nous avons adopté

les mêmes variations des références que celles utilisées pour le schéma de commande à

1DDL (voir le paragraphe (5.4.3)). Les résultats expérimentaux obtenus sont montrés sur

la �gure (5.11).

La �gure (5.11) montre qu'à partir du point de fonctionnement h02 = 11.11 cm et h04 = 10

cm, les niveaux d'eau h2 et h4 atteignent les nouvelles références qui leurs sont spéci�ées

à chaque instant. A titre d'exemple, à partir du point de fonctionnement h02 = 11.11 cm,

le contrôleur ramène le niveau d'eau h2 à la valeur 12.5 cm. Ensuite, h2 diminue pour

atteindre 10 cm à partir de l'instant 650 s. Ce changement de consigne a un e�et sur

l'évolution de h4, le contrôleur multi-boucle à 2DDL réagit alors pour éliminer cet e�et et

maintenir h4 à sa valeur (12 cm). De même, à l'instant t=450 s, la variation de la référence

de h4 de 10 cm à 12 cm in�ue l'évolution de h2. Toutefois, le contrôleur compense cet
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Fig. 5.11: Evolution des niveaux d'eau h2 et h4 et des signaux de commande u1 et u2 en

utilisant le contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL

e�et. L'e�et de changement des consignes pour les deux boucles (h2, u1) et (h4, u2) a un

e�et visible sur l'évolution de h2 et h4. Ceci, est dû à la présence des interactions entre les

deux boucles. Le contrôleur multi-boucle à 2DDL réagit alors dans le sens de compenser

cet e�et et maintenir les deux niveaux h2 et h4 aux valeurs spéci�ées. Ceci, en générant

les deux signaux de commande u1 et u2 (courbe rouge).

De plus, si on compare les résultats expérimentaux obtenus en utilisant le contrôleur

multi-boucle à 1DDL (�gure (5.9)) avec ceux de la �gure (5.11), l'e�et des interactions dû

au changement des consignes est réduit dans le cas où le contrôleur multi-boucle à 2DDL

est utilisé. Par exemple l'e�et de passage de h4 de 10 cm à 12 cm (à l'instant t = 450 s)
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sur l'évolution de h2 est légèrement réduit lorsque le contrôleur multi-boucle à 2DDL est

utilisé. Cependant, les signaux de commande u1 et u2 sont plus �uctuants dans ce cas.

Comme cela a été présenté dans les exemples de simulation du troisième chapitre, l'ef-

fet de ces interactions peut être réduit davantage en diminuant la valeur des paramètres

τt1 et τt2. Néanmoins, le signal de commande devient plus �uctuant comme le montre la

�gure (5.12) dont les résultats expérimentaux sont obtenus pour les mêmes valeurs des

paramètres des modèles de référence et pour τt1 = τt2 = 20.

A�n d'évaluer les performances du schéma de commande multi-boucle à 2DDL par rap-

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
0

2

4

6

8

10

12

14

ha
ut

eu
r (

cm
)

te
ns

io
n 

(v
ol

t)

 

 

h
2

référence
u

1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
0

2

4

6

8

10

12

temps (sec)

ha
ut

eu
r (

cm
)

te
ns

io
n 

(v
ol

t)

 

 

h
4

référence
u

2

Fig. 5.12: Evolution des niveaux d'eau h2 et h4 et des signaux de commande u1 et u2 en

utilisant le contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL pour τt1 = τt2 = 20

port aux perturbations, on refait le même test des perturbations comme dans le cas où le
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contrôleur multi-boucle fractionnaire à 1DDL est implémenté.

Les résultats expérimentaux obtenus en utilisant le contrôleur multi-boucle fractionnaire

à 2DDL, obtenu pour τt1 = τt2 = 35 et pour τt1 = τt2 = 20, sont montrés sur la �gure

(5.13).

Les résultats expérimentaux de la �gure (5.13) montrent que le contrôleur multi-boucle
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Fig. 5.13: Evolution des niveaux d'eau h2 et h4 et des signaux de commande u1 et u2

avec perturbations en utilisant le contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL

à 2DDL assure le rejet des perturbations. Ceci, se voit à l'instant t=450 s de l'évolution
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du niveau h2 où le contrôleur annule signal de commande u1 pour compenser la quantité

d'eau ajoutée à cet instant. L'e�et de cette perturbation se voit également sur l'allure de

l'évolution de h4 au même instant. Pour conpenser cette perturbation, le contrôleur réagit

pour maintenir h4 à sa valeur (10 cm).

La �gure (5.13) montre également que pour τt1 = τt2 = 20, le contrôleur réagit plus rapi-

dement et l'e�et de cette perturbation sur l'évolution de h4 est réduit.

A l'instant t=800 s, l'ouverture de la vanne du débit de sortie MV4 du réservoir T4 per-

turbe l'évolution de h4 et par e�et des interactions perturbe aussi l'évolution de h2. Le

contrôleur multi-boucle à 2DDL réagit alors pour corriger cet e�et et maintenir les deux

niveaux h2 et h4 à leurs valeurs désirées. De même, l'e�et de l'ouverture de cette vanne

sur l'évolution de h2 est réduit pour τt1 = τt2 = 20.

5.5 Application du contrôleur multi-boucle fractionnaire

obtenu en utilisant le modèle fractionnaire approximé

du procédé

Dans ce qui suit, on propose de valider la méthode de synthèse du schéma de commande

multi-boucle fractionnaire développée dans le quatrième chapitre pour les systèmes entiers

d'ordre élevé. Cette méthode se base sur l'approximation des éléments d'ordre élevé qui

correspondent aux boucles de commande par des modèles fractionnaires simples. Ensuite,

la même démarche de synthèse du contrôleur multi-boucle proposée dans le même chapitre

pour les systèmes multivariables fractionnaires est suivie. On rappelle que cette étape

d'approximation est e�ectuée a�n de simpli�er la méthode de synthèse du contrôleur

multi-boucle pour les systèmes multivariables d'ordre élevé.

Les fonctions de transfert du modèle linéarisé (équation (5.16)) du procédé hydrau-

lique sont ordre 3 avec un zéro stable. De ce fait, l'expression numérique du correcteur

multi-boucle à 2DDL n'est pas simple à implémenter (équation (5.1)). On propose alors

d'approximer les fonctions de transfert g11 et g22 qui correspondent respectivement aux
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deux boucles de commande (u1, h2), (u2, h4) par des modèles fractionnaires du premier

ordre.

Les modèles fractionnaires obtenus pour g11 et g22 sont respectivement g̃11 et g̃22 tels que :

g̃11 =
5.15

1 + 92.6s1.06
(5.19)

g̃22 =
5.13

1 + 89.5s1.06
(5.20)

La réponse indicielle des fonctions de transfert originales g11 et g22 et de celles approximées

respectivement g̃11 et g̃22 est montrée sur la �gure (5.14).
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Fig. 5.14: Réponse indicielle g11, g22, g̃11 et g̃22

La �gure (5.14) montre que les deux réponses indicielles se superposent en régime per-

manent. Toutefois, l'écart entre les deux courbes se voit au début du régime transitoire.

Ceci, est con�rmé par la valeur du temps de réponse (ts à 5 %) obtenue pour chaque

fonction de transfert. Les valeurs de ts à 5 % pour g11 et g̃11 sont respectivement 174 s et

178 s. Celles de g22 et g̃22 sont respectivement 168 s et 173 s.

En utilisant les équations (4.5) à (4.10) de la section (4.3) du quatrième chapitre et en

choisissant les mêmes valeurs des paramètres du modèle de référence que celles choisies

dans la synthèse du schéma de commande à 2DDL, pour le modèle entier du procédé, (sec-

tion (5.4.4)) et pour τt1 = τt2 = 35, un contrôleur C1−T2−F (s) pour le rejet de perturbation
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et un autre C2−T2−F (s) pour le suivi de trajectoire sont synthétisés pour la boucle (u1, h2)

en utilisant le modèle fractionnaire g̃11. De la même manière, un contrôleur C1−T4−F (s)

pour le rejet de perturbation et un autre C2−T4−F (s) pour le suivi de trajectoire sont

synthétisés pour la boucle (u2, h4) en utilisant le modèle fractionnaire g̃22.

Les expressions numériques de ces contrôleurs sont listées dans le tableau (5.2) :

Tab. 5.2: Expressions des contrôleurs C1(s) et C2(s) obtenus en utilisant le modèle frac-

tionnaire approximé du procédé
C1(s) pour réduire les interactions C2(s) pour le suivi de trajectoire

C1−T2−F (s) = 0.514s0.06(1 + 1
92.6s1.06 ) C2−T2−F (s) = 1+35s

1+70s1.1

C1−T4−F (s) = 0.499s0.06(1 + 1
89.5s1.06 ) C2−T4−F (s) = 1+35s

1+70s1.1

Dans ce cas aussi, les termes dérivé et intégral des contrôleurs fractionnaires du tableau

(5.2) sont implémentés sur le software MATLAB en utilisant l'approximation d'Oustaloup

dans l'intervalle [10−6, 101] en utilisant 10 cellules.

La �gure (5.15) montre l'évolution des niveaux d'eau h2 et h4 pour di�érentes varia-

tions des références, lorsque le contrôleur multi-boucle fractionnaire (tableau (5.2)) est

implémenté.

La �gure (5.15) montre que le contrôleur multi-boucle fractionnaire déterminé à la base

des modèles fractionnaires approximés g̃11 et g̃22 assure bien le suivi de trajectoire tout

en ramenant les deux niveaux d'eau h2 et h4 à leurs valeurs spéci�ées à chaque instant.

Toutefois, l'e�et de ce changement de consigne est visible sur l'allure de l'évolution de h2

et h4. Ceci est une conséquence de la présence des interactions entre les deux boucles de

commande (u1, h2) et (u2, h4). De plus, si on compare les résultats expérimentaux de la

�gure (5.15) avec ceux des �gures (5.9) et (5.11), on constate que l'évolution des niveaux

d'eau h2 et h4 se produit lentement. Cependant, les signaux de commande u1 et u2 sont

moins �uctuants.



5.6 Conclusion 167

0 200 400 600 800 1000 1200
0

5

10

15

temps (sec)

ha
ut

eu
r (

cm
)

te
ns

io
n 

(v
ol

t)

 

 
h

2

référence
u

1

0 200 400 600 800 1000 1200
0

2

4

6

8

10

12

14

temps (sec)

ha
ut

eu
r (

cm
)

te
ns

io
n 

(v
ol

t)

 

 

h
4

référence
u

2

Fig. 5.15: Evolution des niveaux d'eau h2 et h4 et des signaux de commande u1 et u2

en utilisant le contrôleur multi-boucle fractionnaire à 2DDL calculés à la base du modèle

fractionnaire approximés

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, La validation des structures de commande IMC-PID-FOF à 1DDL

et à 2DDL proposées pour les systèmes monovariables et le schéma de commande multi-

boucle fractionnaire à 1DDL et celui à 2DDL, proposé pour tenir compte des interactions,

est e�ectuée sur un procédé hydraulique à quatre réservoirs.

Après la présentation des di�érents éléments constituant le procédé, les deux contrôleurs

IMC-PID-FOF à 1DDL et à 2DDL sont synthétisés pour contrôler le niveau d'eau dans
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un seul réservoir. Le test du suivi de trajectoire e�ectué sur le procédé réel montre que

les deux schémas de commande assurent bien la poursuite des variations de référence

spéci�ées. Toutefois, le test de perturbation e�ectué montre que la structure à 2DDL

rejette plus rapidement les perturbations lorsque la valeur de la constante de temps τt est

plus petite.

En con�gurant le procédé hydraulique comme étant un système TITO, les deux contrô-

leurs multi-boucle fractionnaires à 1DDL et à 2DDL sont synthétisés pour contrôler le

niveau d'eau dans les deux réservoirs T2 et T4. Les résultats expérimentaux obtenus

montrent que les deux schémas de commande assurent le suivi de trajectoire du niveau

d'eau dans les deux réservoirs pour di�érentes variations des références. Malgré la sim-

plicité de la méthode de synthèse et de la structure d'implémentation du schéma de

commande multi-boucle à 1DDL, l'e�et des interactions sur l'allure de l'évolution des

niveaux d'eau h2 et h4, est réduit lorsque le contrôleur multi-boucle à 2DDL est utilisé.

De même, pour le rejet de perturbations où la structure à 2DDL rejette plus rapidement

les perturbations en diminuant la valeur de la constante de temps de la fonction de sensi-

bilité complémentaire dé�nie pour chaque boucle de commande. Cependant, le signal de

commande généré dans ce cas devient plus �uctuant.

Comme le modèle linéarisé du système hydraulique est d'ordre 3 avec un zéro stable, la

méthode de synthèse du contrôleur multi-boucle peut être simpli�ée davantage en approxi-

mant les fonctions de transfert correspondantes aux boucles de commande du procédé par

des modèles fractionnaires simples. Les résultats expérimentaux obtenus montrent que le

correcteur multi-boucle ainsi synthétisés en utilisant ces modèles fractionnaires assure la

régulation du niveau d'eau dans les réservoirs.
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Les travaux de recherche que nous avons menés dans le cadre de cette thèse ont eu pour

but de développer une méthode de synthèse des contrôleurs multi-boucles fractionnaires

pour la commande des systèmes multivariables carrés.

La contribution du travail est de considérer les interactions entre les variables d'entrée

et de sortie, comme étant des perturbations sur les boucles de commande, obtenues lors

de l'étape de l'analyse des interactions. De ce fait, la structure à 2DDL a été adoptée

pour résoudre les deux problèmes du suivi de trajectoire et de la réduction de l'e�et

des interactions indépendamment l'un de l'autre. En ajustant la valeur du paramètre

de réglage τti(i = 1 · · ·n) (n est l'ordre du système multivariable), qui correspond à

la constante de temps de la fonction de sensibilité complémentaire dé�nie pour chaque

boucle, un compromis peut être établi entre la réduction de l'e�et des interactions et

l'atténuation du bruit de mesure.

Cette méthode de synthèse a ensuite été généralisée pour la commande des systèmes

multivariables fractionnaires et les systèmes multivariables entiers d'ordre élevé. La struc-

ture de commande proposée est simple à comprendre et facile à implémenter.

L'implémentation des lois de commande proposées pour les systèmes multivariables

ainsi que pour les systèmes monovariables, a été e�ectuée sur un procédé hydraulique

à quatre réservoirs. Les résultats expérimentaux obtenus lorsque le niveau d'eau dans

un seul réservoir est contrôlé, ou bien lorsque les structures de commande multi-boucle

fractionnaires proposées, sont implémentées pour contrôler le niveau d'eau dans les deux

réservoirs du bas du procédé, montrent que le suivi de trajectoire et le rejet des pertur-

bations sont assurés. La supériorité des schémas de commande à 2DDL se voit du point
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de vue rapidité du rejet des perturbations et de la réduction de l'e�et des interactions.

Le premier chapitre a été consacré au rappel des di�érentes méthodes d'analyse des

interactions. La matrice des gains relatif (RGA) a été présentée avec plus des détails, cette

technique a été choisie en association avec l'indice de Niederlinski, tout au long de cette

thèse pour évaluer le degré du couplage des systèmes y étudiés. Ensuite, les di�érentes

méthodes de commande des systèmes multivariables, dans l'approche fréquentielle, ont

été présentées.

Dans le deuxième chapitre, les pré-requis nécessaires à la synthèse du contrôleur multi-

boucle fractionnaire, ont été présentés à savoir la commande par modèle interne, la mé-

thode d'Oustaloup pour l'approximation de l'ordre non entier. Le principe du paradigme

de la commande à deux degrés de liberté (la commande à 2DDL) a été également abordé.

A�n d'illustrer l'idée du travail e�ectué, le principe de la méthode de synthèse proposée

a été présenté d'abord pour la commande des systèmes monovariables.

Dans le troisième chapitre, la méthode de synthèse du contrôleur multi-boucle frac-

tionnaire par modèle interne que nous avons nommé contrôleur multi-boucle à 1DDL,

a été présentée. Cette méthode étant la généralisation de la structure de commande par

modèle interne dans un environnement multi-boucle au cas où le �ltre choisi étant la fonc-

tion idéale de Bode en boucle fermée. Par la suite, la méthode de synthèse du contrôleur

multi-boucle fractionnaire à 2DDL, a été présentée. L'idée directrice du travail était de

considérer les interactions comme étant des perturbations sur les boucles de commande

choisies lors de l'étape de l'analyse des interactions. Ensuite, la structure à 2DDL est uti-

lisée pour réduire l'e�et de ces interactions sur les performances du système commandé.

Des résultats de simulation ont été e�ectués pour comparer les performances du schéma

de commande proposé avec celles des autres méthodes.

Dans le quatrième chapitre, la méthode de synthèse du contrôleur multi-boucle frac-

tionnaire à 2DDL, a été généralisée au cas des systèmes multivariables d'ordre non entier
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en dé�nissant la même forme de la fonction de sensibilité complémentaire que pour les

systèmes entiers. En approximant les fonctions de transfert correspondantes aux boucles

de commande choisies, la synthèse d'un schéma de commande multi-boucle peut être sim-

pli�ée pour les systèmes entiers d'ordre élevé en utilisant la structure multi-boucle. Ceci,

a été illustré par un exemple de simulation. Des résultats de simulation ont été e�ectués

pour comparer les performances de la méthode proposée à celles des autres méthodes

rencontrées dans la littérature.

Le cinquième chapitre a été consacré à la validation des résultats de simulation obtenus

par l'implémentation des schémas de commande proposés sur un système hydraulique à

quatre réservoirs. Nous nous sommes intéressés, dans une première étape, au contrôle du

niveau d'eau dans un seul réservoir. L'implémentation des deux contrôleurs IMC-PID-

FOF et IMC-PID-FOF à 2DDL séparément, a montré que le suivi de trajectoire et le

rejet des perturbations sont bien assurés. Cependant, le rejet des perturbations s'e�ectue

plus rapidement lorsque la structure de commande à 2DDL est implémentée. Ceci, en

diminuant davantage la valeur du paramètre τt.

La deuxième étape du travail e�ectué dans le cinquième chapitre consiste à contrôler

le niveau d'eau dans les deux réservoirs du bas de procédé. L'implémentation des trois lois

de commande multi-boucle fractionnaire montre que le suivi de trajectoire des variations

de référence e�ectuées autour du point de fonctionnement, ainsi que le rejet des perturba-

tions sont véri�ées. Cependant, le rejet de perturbations s'e�ectue plus rapidement lorsque

la structure de commande à 2DDL est implémentée tout en réduisant la valeur des para-

mètres τti, i = 1 · · ·n. L'inconvénient est que le signal de commande devient plus �uctuant.

Perspectives
A�n d'améliorer notre travail de thèse à l'avenir, des perspectives peuvent être envisagées,

et se résument dans les points suivants :

� Calcul analytique de la valeur du paramètre τt ou bien mettre le choix de ce para-

mètre sous forme d'un problème d'optimisation qu'il faut résoudre.



172 Conclusion générale

� Adapter la méthode de synthèse du contrôleur multi-boucle proposée à la commande

des systèmes multivariables non carrés.

� Utiliser le principe de la structure à 2DDL pour la commande des systèmes multi-

variables instables.

� Implémenter le schéma de commande proposé sur d'autres systèmes réels.



Annexe A

Principe de la commande du procédé

hydraulique et calibrage des capteurs

Cette annexe est consacrée à la présentation des di�érents éléments nécessaires au bon

fonctionnement du procédé hydraulique ainsi que le principe de sa commande [199, 200].

La méthode de calibrage des capteurs, qui doit se faire à chaque début d'essai ou bien

périodiquement, sera également abordée dans cette annexe.

A.1 Éléments nécessaires pour le fonctionnement

Pour faire fonctionner le procédé hydraulique, des parties matériel et logiciel sont

nécessaires [199, 200] :

1. Une station de micro-ordinateur doté du système d'exploitation Windows XP, Win-

dows Vista ou bien Windows 7.

2. Logiciel MATLAB V7.6 (R2008a) à 32 bits ou bien une autre version récente avec

simulink (système d'exploitation avec 32 bits), ou bien MATLAB V8.0 (R2012b) à

64 bits ou bien une autre version récente avec simulink (système d'exploitation avec

64 bits)

3. Boites à outils de MATLAB :

� Real Time Workshop with Real Time Windows Target (kernel)
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� Boite à outils d'identi�cation : pour accomplir les manipulations d'identi�cation

sur le procédé.

� Boite à outils de commande pour implémenter les contrôleurs

Real Time Windows Target peut être activé en saisissant la commande :

� rtwintgt -setup (notons l'espace avant -) dans la fenêtre du travail de MATLAB

4. Une carte Advantech PCI1711

5. CD ROM et une clé USB :

La clé USB sert à con�gurer la carte d'acquisition et installer les pilotes.

Le CD ROM sert à installer la partie logiciel du système à utiliser avec MATLAB,

qu'il faut mener à la �n avec l'insertion de la clé USB.

6. Câble 25 voies LPT, et un un câble SCSI. En plus de la boite de connection.

7. Guide d'installation et le manuel d'aide pour le contrôle.

La liaison entre la station du micro ordinateur et le procédé physique, comme le montre

la �gure (A.1), se réalise en utilisant les équipements suivants [200] :

� L'unité centrale du PC dotée de la carte PCI-1711

� Boite de connexion avec câble.

� Unité d'alimentation et d'ampli�cation (PSUPA).

Pour établir la liaison on commence d'abord par relier le connecteur SCSI PCI1711 au

connecteur du câble de retour de la boîte de connexion. Ensuite, on utilise le connecteur

SUB-D 25 voies pour connecter la boîte de connexion avec le port SUB-D approprié de

l'unité d'alimentation et d'ampli�cation (PSUPA) sur la plate-forme du système hydrau-

lique. En�n, on branche le câble d'alimentation dans l'unité d'alimentation et d'ampli�-

cation (PSUPA) et on le branche sur le secteur de tension.

A.2 Système de commande

Le procédé physique avec le système de commande sont montrés sur la �gure (A.2)

[200].
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Fig. A.1: Établissement de la liaison entre le PC et le procédé physique
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Fig. A.2: Système de commande du procédé hydraulique
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 Fig. A.3: Schéma bloc du réservoir

Le système de commande comprend essentiellement un micro-ordinateur doté d'une

carte Advantech et du logiciel MATLAB (environnement Simulink). Les signaux de com-

mande, délivrés par l'algorithme de commande, sont compris entre 0 et 5 volts, ils sont

transférés dans l'unité d'ampli�cation (PSUPA) où ils sont transformés en signaux conti-

nus 24 volts, permettant de démarrer les pompes.

Le niveau d'eau dans les réservoirs est détecté par des capteurs de pression, cette infor-

mation est également transférée vers l'ordinateur à travers l'unité PSUPA.

Dans l'environnement Simulink, chaque réservoir avec la pompe qui lui est associée forment

un ensemble (coupled tank) comme le montre la �gure (A.3). u(t) est le signal de com-

mande délivré par la pompe, h(t) représente le niveau d'eau dans le réservoir.

A.3 Installation des logiciels (partie software)

Une fois le procédé hydraulique relié au PC, on procède à l'installation de la partie

software du système. Ce dernier est muni d'un CD ROM et une clé USB qui servent à

con�gurer la carte d'acquisition et installer les pilotes nécessaires. L'installation s'e�ectue

en introduisant le CD ROM dans le micro et suivre les étapes décrites dans [200]. Par

la suite, installer le logiciel de commande du procédé (33-041 Coupled Tanks Simulink

Models) à utiliser avec MATLAB qu'il faut mener à la �n avec l'insertion de la clé USB

(au moment de la demande du logiciel), en suivant toujours les étapes décrites dans [200].

Pour que l'installation de ces logiciels soit e�ective et fonctionne correctement il faut que

le système d'exploitation Windows se dispose du package ".Net Framework 3.5". Dans le

cas contraire, il faut le télécharger sur Internet et l'installer manuellement.

Si les erreurs suivantes empêchent le système de bien fonctionner : "Error occured while

executing externel mode Mex-�le 'rtwinext' " ou bien "Error initializing data acquisition
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hardware" Cela signi�e que MATLAB ne reconnait pas la carte d'acquisition. IL faut

donc l'ajouter à sa liste, à titre d'exemple : Lancer le modèle simulink CT-T1-PID fourni

dans menu "Coupled Tanks Real-Time Models"

� Chercher le bloc Feedback DAC

� Cliquer avec le bouton droit de la souris sur ce bloc et selectionner l'instruction

"look under mask"

� Une nouvelle fenêtre s'a�che alors contenant le bloc "Analog Output"

� Double cliquer sur ce bloc, une fenêtre s'a�che alors pour sélectionner la carte à

ajouter

� si la carte PCI-1711 se trouve sur la liste. Cliquer sur cancel.

Après avoir installé les logiciels nécessaires pour e�ectuer les manipulations expérimen-

tales, "The Real-Time Windows Target" est activé en exécutant la commande :

� rtwintgt -setup (notons l'espace avant -) dans la fenêtre du travail de MATLAB.

A.4 Calibrage des capteurs

Après l'installation complète de la partie software du système hydraulique, deux ré-

pertoires sont créés, l'un comprend les modèles de simulation du procédé "Coupled Tanks

Simulation Models", l'autre comprend les modèles en temps réel "Coupled Tanks Real-

Time Models" comme le montre la �gure (A.4). Ouvrir le menu "Coupled Tanks Real

Time Models".

Dans ce qui suit, on présente la méthode de calibrage des capteurs correspondants au

quatre réservoirs du procédé. Idéalement, les capteurs doivent être calibrés avant d'en-

tamer les manipulations. Toutefois, il est su�sant de refaire le calibrage périodiquement

a�n d'assurer la cohérence entre les données réelles et le signal mesuré (le signal récupéré

sur le logiciel MATLAB) et réduire l'in�uence de certains facteurs comme la densité de

l'eau qui peut varier avec le temps ce qui peut in�uencer sur la lecture du niveau d'eau

dans le réservoir.

Pour calibrer tous les capteurs, on refait les étapes suivantes pour chaque réservoir :
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Fig. A.4: Menu des modèles simulink

� Fermer toutes les ouvertures du débit de sortie du réservoir à calibrer.

� Ouvrir la vanne d'entrée de la pompe correspondante au réservoir à calibrer : Ouvrir

MVB pour calibrer le capteur du réservoir T1, MVA pour calibrer le capteur du

réservoir T2, MVE pour calibrer le capteur du réservoir T3, MVD pour calibrer le

capteur du réservoir T4. En gardant toujours les autres vannes fermées, l'eau coule

seulement dans le réservoir à calibrer.

� Faire un double click sur le block "CT-calibration" dans le menu "Coupled Tanks

Real-Time Models" comme cela est montré sur la �gure (A.5).

� Dans la fenêtre de l'espace de travail du MATLAB, sélectionner le réservoir à calibrer

[1, 2, 3 et 4].

� Tourner le potentiomètre du gain (potentiomètre du bas) dans le sens inverse des

aiguilles d'une montre jusqu'à atteindre la limite ou bien jusqu'à ce que le poten-

tiomètre fait des clicks. De cette façon, le gain atteint sa valeur minimale.

Con�rmer que le gain est proche de zéro en tapant "y". On ne tape pas "n", sinon

on arrête la procédure de calibrage.

� Régler le potentiomètre compensateur correspondant, potentiomètre du haut, jus-
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Fig. A.5: Menu du "Coupld Tanks Real-Time Models"
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qu'à ce que l'a�cheur du voltage dans "CT-calibration" a�che 1[v]+/-0.1[v].

Con�rmer que la valeur désirée du voltage est atteinte en tapant "y". La pompe

correspondante au réservoir à calibrer démarre pour le remplir.

� Toucher n'importe qu'elle touche du clavier dés que le niveau de l'eau dans le réser-

voir a atteint 25 cm environ.

� Ajuster le potentiomètre du gain pour que l'a�cheur du voltage a�che 3.5[v]+/-

0.1[v].

Con�rmer que la valeur désirée du voltage est atteinte en tapant "y".

� Vider le réservoir calibré.

Con�rmer que le réservoir est vide en tapant "y". On ne tape pas "n", sinon on

annule la procédure du calibrage.

A la �n de ces étapes, des �chiers texte qui comprennent des relations linéaires à coe�-

cients constants entre la tension mesurée par le potentiomètre et la hauteur correspondante

au réservoir, sont sauvegardés automatiquement dans le répertoire "Real Time Models"

et sont chargés automatiquement à chaque début de manipulation.

A.5 Commande du procédé à partir du simulink

La commande du système hydraulique se réalise en se servant des logiciels MATLAB

et Advantech. Pour implémenter un contrôleur, on a pas besoin de réaliser une application

réelle. Les correcteurs sont créés dans l'environnement Simulink de MATLAB. Ensuite,

ils sont exécutés en mode "external process" à travers "Real Time Kernel".

Pour e�ectuer les manipulations du contrôle sur le procédé, on ouvre le menu "Coupled

tank Real-Time models", la �gure (A.5) s'a�che :

� On ouvre le modèle "CT-Settings" pour choisir le point de fonctionnement du pro-

cédé pour les tâches de la commande linéaire

� Les modèles simulink "CT-ident-T1" et "CT-ident-T2" pour accomplir les tâches

d'identi�cation

� Les autres modèles simulink sont destinés pour implémenter les contrôleurs selon
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Fig. A.6: Compilation de l'application de commande

l'objectif visé.

A titre d'exemple, si on souhaite contrôler le niveau d'eau dans le premier réservoir, on

ouvre le modèle simulink "CT-T1-PID". Aprés avoir porté les modi�cations nécessaires

sur la partie contrôleur, éventuellement sur le signal de commande d'initialisation, ré-

férence..etc, on compile le modèle en exécutant la commande "build model" comme le

montre la �gure (A.6). On véri�e sur l'espace de travail de MATLAB, si la commande est

bien exécutée ( aucun message d'erreur). Pour établir la liaison entre cette application

et la carte PCI1711, on clique sur le bouton "Connect to target" comme le montre la

�gure (A.7). On clique, par la suite, sur le bouton "Start real time code" pour exécuter

l'application et démarrer la pompe.
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Fig. A.7: Exécution de l'application de commande
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Résumé Cette thèse traite de la commande multi-boucle fractionnaire des systèmes
multivariables. Ces systèmes sont caractérisés par le phénomène des interactions entre les
variables d'entrée et de sortie. On s'intéresse particulièrement à développer un schéma
de commande multi-boucle simple à comprendre et à implémenter tout en améliorant les
performances du système en boucle fermée. Le paradigme de la commande à deux degrés
de liberté est utilisé pour séparer le problème du suivi de trajectoire de celui des inter-
actions. Ces dernières sont considérées comme étant des perturbations sur les boucles de
commande obtenues lors de l'étape de l'analyse des interactions. On dimensionne alors
un contrôleur d'ordre fractionnaire pour le suivi de trajectoire, le contrôleur pour la ré-
duction de l'e�et des interactions est ensuite synthétisé en dé�nissant une fonction de
sensibilité complémentaire appropriée. On a montré dans cette thèse qu'il y'a aucune dif-
�culté d'adapter ce schéma de commande à des systèmes multivariables fractionnaires.
La commande des systèmes entiers d'ordre élevé pourrait être simpli�ée en utilisant ce
schéma de commande. Ce dernier est implémenté sur un procédé réel qui est un système
à deux entrées et deux sorties.
Mots-clé : Systèmes multivariables, Commande multi-boucle fractionnaire, Commande par

modèle interne, Commande à deux degrés de liberté, Fonction de sensibilité complémentaire.

Abstract This thesis deals with the fractional order multi-loop control design for multiva-

riable systems. These systems are characterized by the phenomenon of the interactions between

the inputs and outputs variables. We are particularly interested to propose a control scheme

which is simple to understand, implement and improving the performance of the closed-loop sys-

tem. To do this, a Two Degrees of Freedom (2DOF) paradigm is used to separate the set-tracking

problem from the interactions one. Indeed, the interactions are considered as disturbances on

the control loops obtained during the interaction analysis step. We design a fractional order set-

tracking controller and the interactions reduction e�ect controller is then designed by de�ning

an appropriate complementary sensitivity function. It has been shown in this thesis that there is

no di�culty to extend this control scheme to fractional multivariable systems. Controlling high

order integer systems could be simpli�ed with this control scheme. This latter is implemented

on real process which is a coupled tank with two inputs and two outputs.

key-words : Fractional order multi-loop control, Multivariable systems, Internal Model Control,

Two degrees of freedom, Complementary sensitivity function.


