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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠♦♥ ♣r♦♠♦t❡✉r ▼♦♥s✐❡✉r ❑♦✉r❛t ❍♦✉❝✐♥❡ ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ ❡t s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡
❞✉r❛♥t ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉ré q✉✐ ♠✬♦♥t ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ♠♦♥
tr❛✈❛✐❧ ❡t ♣♦✉r ❧❡✉r r❡♠❛rq✉❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛✐❞é ♣♦✉r ❧❛ ✜♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝÷✉r ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❡t ♠❛ ♣❡t✐t❡ s÷✉r✱
s❛♥s q✉✐ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❛❜♦✉t✐✱ ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥t ❛ été ❞❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐❡✉①✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲❡s q✉❡st✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❥♦✉❡♥t ✉♥
rô❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s très ✈❛r✐és✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❉✐✛ér❡♥t ❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s
✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ str✐❝t❡ ❡t ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ▲✉①❡♠❜✉r❣✮✳
▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞éq✉❛t❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Lp✳■❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❖r❧✐❝③✳
ϕ ✿R+ −→ R+ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❖r❧✐❝③ s✐ ✿

✶✳ ϕ✭✵✮❂✵

✷✳ ϕ ❡st ❝♦♥✈❡①❡

✸✳ lim
x→+∞

ϕ(x)

x
❂✰∞

▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ t②♣❡ ❖r❧✐❝③✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té
❞❡ ❍✳❇♦❤r ✭♣r♦♣r✐été ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦♣r✐été ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ♦❜t❡♥✉s
s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✿ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❙t❡♣❛♥♦✛✲❖r❧✐❝③✱ ❲❡②❧✲❖r❧✐❝③ ❡t ❇❡s✐❝♦✈✐t❝❤✲❖r❧✐❝③ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ◆♦tr❡ ét✉❞❡ ♣♦rt❡ s✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❡t ❧❛ str✐❝t❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
B̃ϕp.p. ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❖r❧✐❝③ ϕ

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ❡t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r❡sq✉❡ ♣é✲
r✐♦❞✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❬✷❪✱ ❬✸❪✱ ❬✺❪ ❡t ❬✶✵❪✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③ ✭✈♦✐r ❬✶✸❪ ❬✶✷❪✮❡t ❧❡s
❡s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✿ Sϕ

ℓ (R)♣✳♣✳✱ W
ϕ(R)♣✳♣✳✱

Bϕ(R)♣✳♣✳✭✈♦✐r ❬✶✶❪✮

❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s Bφp.p ❡t B̃φp.p✱
❝❡❧❛ ❡♥ ❝✐t❛♥t q✉❡❧q✉❡ ❧❡♠♠❡s ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ µ ❡t ❧❛ ♣s❡✉❞♦♠♦❞✉❧❛✐r❡
❞❡ ▲✉①❡♠❜✉r❣ ρBϕ(.)✳
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❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦♠♦❞✉❧❛✐r❡
ρBϕ(.) ❡t ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦♥♦r♠❡ ‖.‖Bϕ✭✈♦✐r ❬✶✹❪ ❡t ❬✶✶❪✮✱ ✉t✐❧❡s à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ✜♥❛✉①✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r❡sq✉❡

♣ér✐♦❞✐q✉❡s

✶✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : R −→ C ❡t ❚ ✉♥ ré❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ t❡❧ q✉❡ ✿

f(x+ T ) = f(x) ∀x ∈ R

❢ ❡st ❞✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♦✉ ❚✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ❚ ❡st ❞✐t❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❢✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❙✐ ❚ ❡st ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❢ ❡t ♥ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛❧♦rs ♥❚ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡
❞❡ ❢✳

❊①❡♠♣❧❡s ✿

✶✲ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s✭❝♦s✱ s✐♥✱ t❛♥✳✳✳✮ s♦♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

✷✲ f(x) = sin(ax) + cos(bx) ❛✈❡❝ a, b ∈ R∗ ❡t a/b ∈ Q

✸✲ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ez❂ez+2πik ❛✈❡❝ z ∈ C✱k ∈ Z

✹✲ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ f(x) = α ♦ù α ∈ R ❡t ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s

✺✲ f(x) =

{
0 s✐ x ∈ Q

1 s✐ x /∈ Q
❉♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛t✐♦♥✲

♥❡❧s Q

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ([✻]) ❙♦✐t ❢ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❛ss❡rt✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✯ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦s✐t✐❢ ❚ t❡❧ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {nT , n ∈ Z∗} ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s
❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❢✳❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❚ ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❢✳

✼
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✯ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❢ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ✭❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡
❝❛s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✹ ❡t ✺✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳ ([✻]) ❙♦✐❡♥t ❢ ❡t ❣ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❚ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦♠✲
♠✉♥❡ à ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❛❧♦rs ❚ ❡st ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ♣♦✉r ❢✰❣✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❼ ❙✐ ❚ ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❢ ❡t ❞❡ ❣ ❝❡❝✐ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❢♦r❝❡♠❡♥t
q✉✬❡❧❧❡ ❧✬❡st ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❢✰❣ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❙♦✐❡♥t f(x) = sin(x) + cos(
x

2
) ❡t g(x) = sin(x) − cos(

x

2
) ♦♥ ❛ ❢ ❡t ❣ s♦♥t

❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✹π ♣❛r ❝♦♥tr❡ (f + g)(x) = 2sin(x) ❡st ❞❡ ♣ér✐♦❞❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✷π✳

❼ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❝♦♠♠❡
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

f(t) = cos(t) + cos(t
√
2)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳ ([✻]) s♦✐❡♥t ❢ ❡t ❣ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ T1 ❡t T2

❧❡✉r ♣ér✐♦❞❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱ ❛❧♦rs ❢✰❣ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
T1
T2

❡st r❛t✐♦♥♥❡❧✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿

❈❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❛ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳ ([✻]) ❙✐ ❢ ❡st ❚✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❋ ❞❡ ❢ ❡st

❛✉ss✐ ❚✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
∫ T

0
f(t)dt❂✵✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✺✳ ([✻]) ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t
s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ✿

✶✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ❙♦✐t ❊ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✱ ✐❧ ❡st ❞✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡♥s❡
s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ ℓ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ t❡❧ q✉❡ t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ℓ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ ❊✳
❧ ❡st ❞✐t ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❊✳
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❊①❡♠♣❧❡s ✿

✐✲ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s Z ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡♥s❡ ❞❛♥s R✱ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Z✳

✐✐✲ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s N ♥✬❡st ♣❛s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡♥s❡ ❞❛♥s R✱
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ∀ℓ > 0 ✱∃α = −2ℓ t❡❧ q✉❡ ✿ [α, α + ℓ[ ∩ N = ∅

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t ❢ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s C✱τ ✉♥ ré❡❧ ❡t ε ✉♥ ré❡❧
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ τ ❡st ✉♥❡ ε✲♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❢ s✐ ✿

sup
x∈R

| f(x+ τ)− f(x) |6 ε

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ε✲♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❢ s❡r❛ ♥♦té ❚✭❢✱ε✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ( [✷] [✸])

✶✳ ❙✐ τ ❡st ✉♥❡ ε✲♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❛❧♦rs ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ε′✲♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❛✈❡❝
ε ≤ ε′✳ ❊t ♦♥ ❛ ❚✭❢✱ε✮⊂ ❚✭❢✱ε′✮

✷✳ ❙✐ τ1 ❡st ✉♥❡ ε1✲♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❡t τ2 ✉♥❡ ε2✲♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❛❧♦rs τ1 ± τ2 ❡st
✉♥❡ ✭ε1✰ε2✮✲♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ✭♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❇♦❤r✮
❙♦✐t ❢ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❞❡ R à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s C ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❡sq✉❡
♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧s ε str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ε✲♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞❡s✱
❚✭❢✱ε✮✱ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡♥s❡✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s❡r❛ ♥♦té {u.p.p}✳
❊①❡♠♣❧❡s ✿

✐✲ ❚♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ❢ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♥♦♠❜r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❚ t❡❧ q✉❡ ✿

f(x+ T )− f(x) = 0

❞✬♦ù
‖f(x+ T )− f(x)‖X = 0

P❛r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❢ ♦♥ ❛ ∀ε > 0✱∃δ > 0 ✱ | (x+ T )− x |= |T |< δ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ✿

‖f(x+ T )− f(x)‖X 6 ε

❉♦♥❝ ∀ε > 0 ✱ ∃δ > 0 tel que ∀T ∈ ]−δ, δ[ ✿
sup
x∈R

‖f(x+ T )− f(x)‖X 6 ε

]−δ, δ[ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷δ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚✭❢✱ε✮
r❡♥❝♦♥tr❡ t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✷δ
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✐✐✲ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞♦♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❡✉rs
❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s ♥✬❡st ♣❛s r❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❡①❡♠♣❧❡s ✿

❼ f(x) = cos(t) + cos(
√
2t)

❼ g(x) = sin(t) + sin(
√
2t)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳ ❙♦✐t ❢ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ R à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s C ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡
♥♦r♠❛❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡s ❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧ {hn}n∈N ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ {hni

}
t❡❧ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s f(x+ hni

) s♦✐t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞❛♥s R
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❇♦❝❤♥❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ([✷], [✸]) ❙✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ R à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s C ❡st
♥♦r♠❛❧❡ s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
P : R −→ C

t 7−→ P (t) =
j=n∑
j=0

ai e
iλjt

❛✈❡❝ aj ∈ C ∀j ∈ N ❡t λj ∈ R ∀j ∈ N

P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sés s❡r❛ ♥♦té P ✐✳❡✳ ✿

P = {P (t) =
j=n∑

j=0

aie
iλjt, aj ∈ C∀j ∈ N, λj ∈ R∀j ∈ N}

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✻✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ✿R −→ C ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s {Pn}n∈N
t❡❧ q✉❡ lim

n→+∞
‖f − Pn‖∞ = 0✳

❈✬❡st à ❞✐r❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧✐♠✐t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ([✷], [✸]) ❙✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ R à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s C ♣♦ssè❞❡
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦✲
❞✐q✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ([✷], [✸]) ❙♦✐t ❢ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R ❞❛♥s C ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❡sq✉❡
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ✿ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ([✷], [✸]) ❙♦✐❡♥t ❢✱f1✱f2 ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ R ❞❛♥s C ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❛❧♦rs ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❡sq✉❡ ♣é✲
r✐♦❞✐q✉❡s ✿

✖ ❝❢✭①✮ ❛✈❡❝ ❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ ❢ f(x)✱ {f(x)}2 ❡t ♦♥ ❛
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚✭❢✱ε✮ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✿
❚✭❝❢✱| c | ε✮✱❚✭f̄ ✱ε✮✱❚✭{f}2✱2Mε✮✳
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✖ f1✰f2✱ f1 × f2✱
f1
f2

❛✈❡❝ f2(x) 6= 0✱

✖
1

f(x)
s✐ | f(x) |> 0

✖ ❋ ◦ ❢ ❛✈❡❝ ❋ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ([✷], [✸])

✶✳ ❙✐ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❝♦♥t✐♥✉❡ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

✷✳ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ❜♦r♥é ❛❧♦rs s❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡
❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳ ([✷], [✸]) ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ❙♦✐t f ∈ {u.p.p}

✶✳ M{f(x)}❂ lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T
f(x)dx ❡st ❞✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❢✭①✮

✷✳ M{f(x)}❂ lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T
f(x)dx ❡st ❞✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❢✭①✮

▲♦rsq✉❡M{f(x)}❂M{f(x)} ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♠✉♥❡✱ ♥♦té❡M{f(x)}✱ ❡st ❞✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ ❢✭①✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ✐♥tè❣r❡✱ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ Mx{f(x, y)} ♦✉ My{f(x, y)}
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❊s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③

✷✳✶ ❊s♣❛❝❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❙♦✐t ❳ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ré❡❧ ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✳❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ρ ✿❳−→
R ❡st ❞✐t❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ①✱② ❞❛♥s ❳ ♦♥ ❛ ✿

✶✳ ρ✭①✮❂✵ ⇐⇒ ①❂✵

✷✳ ✖ ρ✭✲①✮❂ρ✭①✮ s✐ ❳ ❡st ré❡❧
✖ ρ✭①eiθ✮❂ρ✭①✮ ❛✈❡❝ θ ∈ R s✐ ❳ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡

✸✳ ρ✭α①✰β②✮6 ρ✭①✮✰ρ✭②✮ ❛✈❡❝ α✱β >✵ ❡t α✰β❂✶

❘❡♠❛rq✉❡s

✶✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉♥❡ ♥✬❡st ✈ér✐✜é q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ①❂✵ =⇒ ρ✭①✮❂✵ ❡❧❧❡ s❡r❛ ❞✐t❡
♣s❡✉❞♦♠♦❞✉❧❛✐r❡✳

✷✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ρ✭α①✰β②✮6 α ρ✭①✮✰β ρ✭②✮ ❛✈❡❝ α✱β >✵ ❡t α✰β❂✶ ❡❧❧❡ s❡r❛ ❞✐t❡
✭♣s❡✉❞♦✮♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❝♦♥✈❡①❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ❙♦✐❡♥t ❳ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ré❡❧ ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ρ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡
✭r❡s♣✳♣s❡✉❞♦♠♦❞✉❧❛✐r❡✮✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭❳✱ρ✮ s❡r❛ ❞✐t ❡s♣❛❝❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✭r❡s♣✳ ❡s♣❛❝❡ ♣s❡✉✲
❞♦♠♦❞✉❧❛✐r❡✮✳
❆ ❧❛ ✭♣s❡✉❞♦✮♠♦❞✉❧❛✐r❡ ρ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s s✉✐✈❛♥ts ✿

Xρ❂{ ①∈❳✱ lim
α→0

ρ✭α①✮❂✵ }

X∗
ρ❂{ ①∈❳✱ ρ✭α①✮❁∞ ♣♦✉r ✉♥ α❃✵ }

❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ✿

✶✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ♥♦r♠és ✭❳✱‖✳‖✮s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❛✈❡❝ ρ✭✳✮❂‖✳‖✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s
s♦♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❝♦♥✈❡①❡s✳

✶✸
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✷✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ Lp✱ ♣>✶ s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❛✈❡❝
ρ✭❢✮❂

∫
Ω
| f |p ❞µ ✱ ∀❢∈ Lp✭Ω✮✳

✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❨♦✉♥❣

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ✿R −→ R+ ❡st ❞✐t❡ ϕ✕❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ✿

✶✳ ϕ ❡st s②♠étr✐q✉❡

✷✳ ϕ✭✵✮❂✵ ❡t ϕ✭①✮❃✵ ♣♦✉r ①❃✵

✸✳ ϕ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R+

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❡❧❧❡ s❡r❛ ❞✐t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❨♦✉♥❣

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ✭[✾]✮ ❚♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❛❞♠❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ϕ✭①✮❂
∫ |x|
0
p(x) dt ♦ù ♣ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ϕ✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r

t>✵ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞r♦✐t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡❧❧❡ s❡r❛ ❞✐t❡ ❞✬❖r❧✐❝③ ♦✉ ◆✲❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ✿

✶✳ lim
x→0

ϕ(x)

x
❂✵

✷✳ lim
x→+∞

ϕ(x)

x
❂✰∞

❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ✿

✶✳ lim
x→0

♣✭①✮❂✵

✷✳ lim
x→+∞

♣✭①✮❂✰∞
❛✈❡❝ ♣ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ϕ

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ψ : R −→ R+✱❞✐t❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ ϕ✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ψ(y) = sup
x>0

{x | y | −ϕ(x)}

❊❧❧❡ ❛❞♠❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ψ(y) =

∫ |y|

0

q(s) ds avec q(s) = sup
p(t)6s

t = inf
p(t)>s

t

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q ❡st ❞✐t❡ ✐♥✈❡rs❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ♣✳

❘❡♠❛rq✉❡s ✿
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✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ♣✉✐sq✉❡ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r
ψ✭①✮❂✵ ♣♦✉r ①❃✵✳

✷✳ ▲♦rsq✉❡ ϕ ❡st ✉♥❡ ◆✲❢♦♥❝t✐♦♥✱ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ψ ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ ❉❡ ♣❧✉s ϕ ❡st
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ ψ✳

❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✿

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ϕ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ψ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ✿

✶✳ ϕ✭①✮❂
| x |α
α

✭α❃✶✮✱ ψ✭①✮❂
| y |β
β

❛✈❡❝
1

α
✰
1

β
❂ ✶

✷✳ ϕ✭①✮❂❡①♣✭| x |✮✲| x |✲✶ ✱ ψ✭②✮❂✭✶✰| y |✮❧♥✭✶✰| y |✮✲| y |
✸✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s

❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✲ ϕ(x) = x2 − 1 ♦ù p(t) = 2tet
2

❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ q✭s✮

✷✲ ϕ(x) = exp(| x |α −1✱α > 1✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ψ r❡✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ | y | −αxα−1exp(xα) = 0

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2 s✐
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ❦❃✷ ❡t u0 > 0 t❡❧ q✉❡ ϕ(2u) 6 kϕ(u) ∀u ∈ R t❡❧ q✉❡ | u |> u0

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♦♥ é❝r✐r❛ ϕ ∈ ∆2

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∇2 s✐ ❡❧❧❡ ❡st
s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2✳

✷✳✸ ❊s♣❛❝❡ ❞✬❖r❧✐❝③

❙♦✐❡♥t µ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ s✉rR✱ ❡t ▼✭R✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s µ✲♠❡s✉r❛❜❧❡s
❞é✜♥✐❡s ❞❡ R à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R✱ϕ ✉♥❡ ◆✲❢♦♥❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❙♦✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

ρϕ : M(R) −→ R

f 7−→ ρϕ(f) =
∫
R
ϕ(| f(x) |) dµ

ρϕ ❡st ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❝♦♥✈❡①❡ s✉r ▼✭R✮ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞✬❖r❧✐❝③✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❆ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞✬❖r❧✐❝③ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞✐t ❞✬❖r❧✐❝③
♥♦té Lϕ✭R✮ s✉✐✈❛♥t ✿

Lϕ(R) = {f ∈M(R) , lim
λ→0

ρϕ(λf) = 0
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❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③ Lϕ ✿

❙♦✐t ϕ1 ❡t ϕ2 ❞❡✉① ◆✲❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✿
Lϕ1(R) ⊂ Lϕ2(R) si seulement si ∃u0 > 0 et α > 0 tel que ϕ1(u) 6 ϕ2(αu) ∀ u ≥
u0

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❖♥ ❞é✜♥✐❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✲ L0

ϕ (R) = {f ∈M(R),
∫
R
ϕ(| f(x) |) dµ <∞} ❞✐t ❝❧❛ss❡ ❞✬❖r❧✐❝③✳

✲ Eϕ (R) = {f ∈M(R),
∫
R
ϕ(λf(x)) dµ <∞, ∀λ > 0} ❞✐t ♣❡t✐t ❡s♣❛❝❡ ❞✬❖r❧✐❝③✳

✲ Lϕ
∗ (R) = {f ∈M(R),

∫
R
ϕ(λf(x)) dµ <∞, pour un λ > 0}

❖♥ ❛ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Lϕ(R) ⊂ Lϕ
∗ (R)etL

0
ϕ(R) ⊂ Lϕ

∗ (R)

❊t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ϕ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2 ♦♥ ❛ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

L0
ϕ(R) = Lϕ

∗ (R) et Eϕ(R) = Lϕ(R)

◆♦r♠❡s s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③ ❙♦✐❡♥t ❢∈ Lϕ(R)✱ ϕ ✉♥❡ ◆✲❢♦♥❝t✐♦♥✱ Ψ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥❥✉❣✉é✳❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③ ❧❡s tr♦✐s ♥♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ◆♦r♠❡ ❞❡ ▲✉①❡♠❜✉r❣

‖f‖ϕ = inf{λ > 0 , ρϕ(
f

λ
) 6 1}

✷✳ ◆♦r♠❡ ❞✬❖r❧✐❝③

| ‖f‖ |ϕ = sup{
∫

R

| f(t)g(t) | dµ , avec g ∈ LΨ(R) et ρΨ(g) 6 1

✸✳ ◆♦r♠❡ ❞✬❆♠❡♠✐②❛

‖f‖Aϕ❂inf
λ>0

1
λ
[1 + ρϕ(λf)]

❘❡♠❛rq✉❡s

✯ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞✬❖r❧✐❝③ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ▲✉①❡♠❜✉r❣ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ✿
‖f‖ϕ 6| ‖f‖ |ϕ6 2‖f‖ϕ

✯ ❇✐❡♥ q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❝❡s ❞❡✉① ♥♦r♠❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡s ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③

✯ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ▲✉①❡♠❜✉r❣ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ‖f‖ϕ 6 1 s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐∫
R
ϕ(f) dµ 6 1

✯ ❙♦✐❡♥t ❢∈ Lϕ(R) ❡t ❣∈ LΨ(R) ❛❧♦rs ✿
∫
R
| f(t)g(t) | dt 6 2‖f‖ϕ‖g‖Ψ
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❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③

✯ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ Lp ✭1 6 p 6 +∞✮ s♦♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Lϕp ❛✈❡❝ ✿

ϕp(x) =| x |p

✯ ▲✬❡s♣❛❝❡ L∞ ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ Lϕ∞ ❛✈❡❝ ✿

ϕ∞ =

{
0 s✐ x ∈ [−1, 1]

+∞ s✐♥♦♥

✯ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s Lp ∩ L∞ ✭✶6 ♣ ❁ ✰∞✮ s♦♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Lϕp,∞ ❛✈❡❝ ✿

ϕp,∞ =

{
| x |p s✐ x ∈ [−1, 1]
+∞ s✐♥♦♥

Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③ ✿✭[✶✸], [✶✷]✮

❼ ❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ✿
▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③ s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ♥♦r♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❼ ❘é✢❡①✐✈✐té ✿
▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③ s♦♥t ré✢❡①✐❢s s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ϕ ❡t Ψ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2

❼ ❙é♣❛r❛❜✐❧✐té ✿

✯ Eϕ✭R✮ ❡st sé♣❛r❛❜❧❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ϕ

✯ Lϕ✭R✮ ❡st sé♣❛r❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ϕ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2

✷✳✹ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ t②♣❡ ❖r❧✐❝③

❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❙t❡♣❛♥♦✛✲❖r❧✐❝③ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳ ❙♦✐t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ρSϕ
l
❛✈❡❝ ❧❃✵ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ρSϕ
l

: M(R) −→ R+

f 7−→ ρSϕ
l
(f) = sup

x∈I
1
l

∫ x+l

x
ϕ(| f(t) |)dµ

❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❙t❡♣❛♥♦✛✲❖r❧✐❝③✳
❖♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✲ Sϕ
l (R) = {f ∈M(R) , lim

λ→0
ρSϕ

l
(λf) = 0} ❞✐t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙t❡♣❛♥♦✛✲❖r❧✐❝③✳

✲ Sϕ∗
l (R) = {f ∈M(R) , ρSϕ

l
(λf) < +∞ pour un λ > 0}

✲ Sϕ
l (R) = {f ∈M(R) , ρSϕ

l
(λf) < +∞}



✶✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❊❙P❆❈❊❙ ❉✬❖❘▲■❈❩

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳ ✭[✼]✮

✯ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♦♥ ❛ Sϕ
l (R) ⊂ Sϕ∗

l (R) ⊂ Sϕ
l (R)

✯ Sϕ
l (R) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Sϕ∗

l (R)✱ ❡t ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té Sϕ
l (R)❂S

ϕ∗
l (R)

s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❃✵ t❡❧ q✉❡ ✿lim
a→0

sup
|x|>a

ϕ(αx)
ϕ(x)

= 0

✯ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2 ♦♥ ❛
❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ❡s♣❛❝❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ▲♦rsq✉❡ ϕ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♦♥ ♠✉♥✐t Sϕ
l ✭■✮ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

‖f‖Sϕ
l
= inf{k > 0 , ρSϕ

l
(
1

k
f) 6 1}

= inf{k > 0, sup
x∈I

1

f

∫ x+l

x

ϕ(
1

k
| f(t) |)dµ 6 1}

❘❡♠❛rq✉❡ ✿✭[✼]✮ ▲✬❡s♣❛❝❡ Sϕ
l (R) ❡st ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡

❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❲❡②❧✲❖r❧✐❝③ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✳ ❙♦✐t ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲♠♦❞✉❧❛✐r❡ ρWϕ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ρWϕ : M(R) −→ R+

f 7−→ ρWϕ(f) = lim
l−→+∞

ρSϕ
l
(f)

❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❲❡②❧✲❖r❧✐❝③✳
❖♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✲ Wϕ(R) = {f ∈M(R) , lim
λ→0

ρWϕ(λf) = 0} ❞✐t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❲❡②❧✲❖r❧✐❝③✳

✲ Wϕ(R) ∗ = {f ∈M(R) , ρWϕ(λf) < +∞ pour un λ > 0}
✲ Wϕ(R) = {f ∈M(R) , ρWϕ(λf) < +∞}

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ✭[✼]✮
❖♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❝❡s tr♦✐s ❡s♣❛❝❡s s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

✯ ϕ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2 ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❃✵ t❡❧ q✉❡ ✿

lim
a→0

sup
|x|>a

ϕ(αx)

ϕ(x)
= 0

✯ ϕ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❡st ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2



✷✳✹✳ ❊❙P❆❈❊❙ ❉❊ ❚❨P❊ ❖❘▲■❈❩ ✶✾

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✹✳ ▲♦rsq✉❡ ϕ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♦♥ ♠✉♥✐t Wϕ(R) ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿

‖f‖Wϕ = inf{k > 0 , ρWϕ(
1

k
f) 6 1}

= lim
l→+∞

‖f‖Sϕ
l

❘❡♠❛rq✉❡ ✿✭[✼]✮ ▲✬❡s♣❛❝❡ Wϕ(R) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧❡t✳

❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❡s✐❝♦✈✐t❝❤✲❖r❧✐❝③ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✺✳ ❙♦✐t ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲♠♦❞✉❧❛✐r❡ ρBϕ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ρBϕ : M(R) −→ R+

f 7−→ ρBϕ(f) = lim
T→+∞

1
2T

∫ +T

−T
ϕ(| f(t) |)dµ

❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❇❡s✐❝♦✈✐t❝❤✲❖r❧✐❝③✳
❖♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✲ Bϕ(R) = {f ∈M(R) , lim
λ→0

ρBϕ(λf) = 0} ❞✐t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❡s✐❝♦✈✐t❝❤✲❖r❧✐❝③✳

✲ Bϕ(R) ∗ = {f ∈M(R) , ρBϕ(λf) < +∞ pour un λ > 0}
✲ Bϕ(R) = {f ∈M(R) , ρBϕ(λf) < +∞}

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✳ ✭[✼]✮

✶✳ Bϕ(R) ⊂ Bϕ(R) ∗

✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ϕ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ é❣❛❧✐té

✸✳ ❖♥ ❛ Bϕ(R) ∗❂Bϕ(R) s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ϕ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✻✳ ▲♦rsq✉❡ ϕ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♦♥ ♠✉♥✐t Bϕ(R) ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿

‖f‖Bϕ = inf{k > 0 , lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(| f(t) | /k)dµ 6 1}

= lim
T→+∞

inf{k > 0 ,
1

2T

∫ +T

−T

ϕ(| f(t) | /k)dµ 6 1}

❘❡♠❛rq✉❡ ✿✭[✼]✮
▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❡s✐❝♦✈✐t❝❤✲❖r❧✐❝③ ❡st ❝♦♠♣❧❡t

▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Sϕ
l (R),W

ϕ(R), Bϕ(R) ✿✭[✼]✮
▲❡s ✭♣s❡✉❞♦✮♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❡t ❧❡s ✭♣s❡✉❞♦✮♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❡r ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿
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ρBϕ(.) 6 ρWϕ(.) 6 ρSϕ
l
(.)

‖.‖Bϕ 6 ‖.‖Wϕ 6 ‖.‖Sϕ
l

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Sϕ
1 (R) = Sϕ

l (R) ⊂ Wϕ(R) ⊂ Bϕ(R) ⊂ B1(R)

✷✳✺ ❊s♣❛❝❡s ❞✬❖r❧✐❝③ ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r❡sq✉❡

♣ér✐♦❞✐q✉❡s

❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r Gϕ(R) ❧✬✉♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s s✉✐✈❛♥ts Sϕ
ℓ (R)✱ W

ϕ(R)✱ Bϕ(R) ✱ ‖.‖Gϕ ❧❛
✭♣s❡✉❞♦✮♥♦r♠❡ ❞❡ ▲✉①❡♠❜✉r❣ ❛ss♦❝✐é❡ ❡t ρGϕ ❧❛ ✭♣s❡✉❞♦✮♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ ▲✉①❡♠❜✉r❣

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s ❣é♥é✲
r❛❧✐sés P r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ✭♣s❡✉❞♦✮♥♦r♠❡ ❞❡ ▲✉①❡♠❜✉r❣ ‖.‖Gϕ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
s✉✐✈❛♥ts ✭Sϕ

ℓ (R)♣✳♣✳✱ W
ϕ(R)♣✳♣✳✱ Bϕ(R)♣✳♣✳✮ ✿

Gϕp.p. = P‖.‖Gϕ

= {f ∈ Gϕ(R), ∃{fn}n∈N ⊂ P , lim
n→+∞

‖fn − f‖Gϕ = 0}
= {f ∈ Gϕ(R), ∃{fn}n∈N ⊂ P , ∀k > 0, lim

n→+∞
ρGϕ(k(fn − f)) = 0}

❊t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s ❣é✲
♥ér❛❧✐sés P r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ✭♣s❡✉❞♦✮♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ ▲✉①❡♠❜✉r❣ ρGϕ(.) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s
❡s♣❛❝❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

G̃ϕp.p. = {f ∈ Gϕ(R) , ∃{fn}n∈N ⊂ P , ∃k0 > 0, lim
n→+∞

ρGϕ(k0(fn − f)) = 0}

❖♥ ❛ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿✭[✼]✮

Gϕp.p. ⊆ G̃ϕp.p. ⊆ Gϕ(R)

❊t ❧✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ϕ ∈ ∆2

❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿✭[✼]✮

P ⊂ {✉✳♣✳♣} ⊂ Sϕ
ℓ (R)p.p. ⊂ Wϕ(R)p.p. ⊂ Bϕ(R)p.p. ⊂ B1(R)p.p.

✷✳✻ Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Bϕp.p.

❡t B̃ϕp.p. ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✳ ❙♦✐t P(R) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ R✳ ❖♥ ♥♦t❡ Σ✱ ❧❛ Σ✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡s
s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡s✳
P♦✉r ❆∈ Σ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✿



✷✳✻✳ P❘❖❇▲➮▼❊❙ ❉❊ ❈❖◆❱❊❘●❊◆❈❊ ❉❆◆❙ ▲❊❙ ❊❙P❆❈❊❙BϕP.P. ❊❚ B̃ϕP.P. ✿✷✶

µ(A) ❂ lim
T→+∞

1
2T

∫ T

−T
χA(t)dµ❂ lim

T→+∞
1
2T
µ(A ∩ [−T, T ])

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ µ ❡st ♥✉❧❧❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ✳
µ ♥✬❡st ♣❛s σ − additive ❞♦♥❝ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡✳
P❛r ❝♦♥tr❡ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲♠❡s✉r❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈❡
♣♦✉r ❧❡s ré✉♥✐♦♥s ✜♥✐❡s ✿

µ(∪N
n=1An) 6

∑N

n=1 µ(An)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s µ−mesurables fk ❡st ❞✐t❡ µ− convergente
✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ (µ−mesurable) ❧♦rsq✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ε > 0✱♦♥ ❛ ✿

lim
k→+∞

µ{x ∈ R, ‖fk(x)− f(x)‖ > ε} = 0

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱♣♦✉r t♦✉t ε > 0 ❡t δ > 0✱✐❧ ❡①✐st❡ kδ ∈ N t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k > kδ✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ Tk ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ ✿

µ{x ∈ [−T, T ], ‖fk(x)− f(x)‖ > ε} 6 δ2T ✱ ♣♦✉r t♦✉t ❚> Tk

▲❡♠♠❡ ✷✳✻✳✶✳ ❬✶✶❪ ❙✐ {fn} ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ❞❛♥s Bϕ(R,E)✱♠♦❞✉❧❛✐r❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ❞❡ Bϕ(R,E)✱ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ❛✉ss✐ µ − convergente
✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t {fn} ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s Bϕ(R,E) ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡
✈❡rs ❢∈ Bϕ(R,E)✱ ❡t s♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

An(ε) = {t ∈ R, ‖fk(x)− f(x)‖ > ε}

µ(An(ε)) = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T

χAn(ε)(t) dµ

= lim
T→+∞

1

2T

∫

[−T,T ]∩An(ε)

1 dµ

6
1

ε
lim

T→+∞

1

2T

∫ T

−T

‖fn(x)− f(x)‖ dµ ✭✷✳✶✮

P❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❏❡♥s❡♥ ✶ ✿

ϕ✭ 1
2T

∫ T

−T
‖fn(t)− f(t)‖dµ) 6 1

2T

∫ T

−T
ϕ(‖fn(t)− f(t)‖)dµ

✶✳ P♦✉r f ∈ Lϕ(R) ♦♥ ❛ ϕ(

∫
A
fdµ∫

A
dµ

) 6

∫
A
ϕ(f)dµ∫
A
dµ
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P✉✐sq✉❡ ϕ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❝r♦✐ss❛♥t✱ s❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ϕ−1 ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❝r♦✐ss❛♥t❡
♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

1

2T

∫ T

−T

‖fn(t)− f(t)‖dµ 6 ϕ−1(
1

2T

∫ T

−T

ϕ(‖fn(t)− f(t)‖)dµ) ✭✷✳✷✮

P✉✐sq✉❡ fn ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♠♦❞✉❧❡ ✈❡rs ❢✱ ❛❧♦rs ✿
∀δ′ ❃ ✵✱ ∃ n0 ∈ N✱ ∀n > n0 ♦♥ ❛ ✿ lim

T→+∞
1
2T

∫ T

−T
ϕ(‖fn(t)− f(t)‖)dµ❁δ′

❖♥ ❝❤♦✐s✐t δ′❂ϕ(δε) ♦ù δ❃✵ ✱ ε❃✵ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

lim
T→+∞

1
2T

∫ T

−T
ϕ(‖fn(t)− f(t)‖)dµ❁ϕ(δε)

❈✬❡st à ❞✐r❡ ✿

ϕ−1( lim
T→+∞

1
2T

∫ T

−T
ϕ(‖fn(t)− f(t)‖)dµ)❁δε

P❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✮ ♦♥ ❛ ✿

lim
T→+∞

1
2T

∫ T

−T
‖fn(t)− f(t)‖dµ❁δε

❈✬❡st à ❞✐r❡ ✿

1

ε
lim

T→+∞
1
2T

∫ T

−T
‖fn(t)− f(t)‖dµ❁δ

P❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✮ ♦♥ ❛ ✿

∀ δ❃✵ ✱ ∀ ε❃✵ ✱ µ(An(ε))❁ δ

❈✬❡st à ❞✐r❡ fn ❡st µ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✈❡rs ❢

▲❡♠♠❡ ✷✳✻✳✷✳ ❬✶✶❪ ❙♦✐t h ∈ B̃ϕ♣✳♣✳ t❡❧ q✉❡ ρBϕ✭❤✮❂❛✱ ❛❃✵✳ ❆❧♦rs ✿
♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ θ ∈❪✵✱✶❬✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡ β❃✵ ❡t T0❃✵ t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r T > T0✱♦♥
❛✐t ✿

µ{G ∩ [−T, T ]} > θ2T ✱ ♦ù G = {t ∈ R, ‖h(t)‖} 6 β

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

Soient θ ∈]0, 1[ et β > 0 tel que ϕ(β)(1− θ) > 2a et
1

2T
µ{G ∩ [−T, T ]} < θ
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1

2T

∫ T

−T

ϕ(‖h(t)‖)dµ =
1

2T
(

∫

G∩[−T,T ]

ϕ(‖h(t)‖) dµ+

∫

G
c∩[−T,T ]

ϕ(‖h(t)‖) dµ)

>
1

2T

∫

G
c∩[−T,T ]

ϕ(‖h(t)‖) dµ

>
1

2T
ϕ(β)

∫

G
c∩[−T,T ]

1 dµ

>
1

2T
ϕ(β)µ{Gc ∩ [−T, T ]}

>
1

2T
ϕ(β)(µ{[−T, T ]})− θ2T )

> ϕ(β)(1− θ)

❈✬❡st à ❞✐r❡ ✿
1

2T

∫ T

−T
ϕ(‖h(t)‖)dµ❃ ✷❛

P❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✿

lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
ϕ(‖h(t)‖)dµ❃ ✷❛

❈✬❡st à ❞✐r❡ ✿

ρBϕ(h)❂ ❛❃✷❛

❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❛ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢

▲❡♠♠❡ ✷✳✻✳✸✳ ❬✶✶❪ ❙♦✐t ❣ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s Bϕ♣✳♣✳ ♦♥ ❛ ✿
P♦✉r t♦✉t ε❃✵✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ❃✵ t❡❧ q✉❡ ρBϕ(gχQ) 6 ε✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ◗ t❡❧ q✉❡
µ(Q ∩ [−T, T ]) 6 δ2T ✱ T > T0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t ❢ ∈ ✉✳♣✳♣ ❡t ε❃✵ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ δ❃✵ t❡❧ q✉❡ ρBϕ(fχQ)❁ε ♣♦✉r t♦✉t
❡♥s❡♠❜❧❡ ◗ ✈ér✐✜❛♥t µ✭◗✮❁δ✳

❖♥ ♣♦s❡ δ❂
ε

M
♦ù ▼❂sup✭ϕ(‖f(t)‖)✮ ❡t s♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ◗ t❡❧ q✉❡ µ✭◗✮❁δ ❛❧♦rs ✿

lim
T→+∞

1
2T

∫ T

−T
χQ(t)dµ❁δ

❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

lim
T→+∞

1
2T
µ{Q ∩ [−T, T ]}❁ ε

M

❖♥ ❛ ✿

1

2T

∫ T

−T

ϕ(‖f(t)χQ‖)dµ =
1

2T

∫

[T,−T ]∩Q
ϕ(‖f(t)‖)dµ

6
M

2T
µ{[−T, T ] ∩Q}

6 ε ✭✷✳✸✮



✷✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❊❙P❆❈❊❙ ❉✬❖❘▲■❈❩

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t f ∈ Bϕp.p. ❈✬❡st à ❞✐r❡ ∃fn ⊂ P t❡❧ q✉❡ lim
n→+∞

ρBϕ(2(fn − f))❂✵

❖♥ ❛ ✿

ρBϕ(fχQ) = ρBϕ(2(f − fn)χQ + 2fnχQ)

6
1

2
ρBϕ(2(fn − f)χQ) +

1

2
ρBϕ(2fnχQ)

6
1

2
ρBϕ(2(fn − f)) +

1

2
ρBϕ(2fn)

❈♦♠♠❡ fn ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♠♦❞✉❧❡ ✈❡rs ❢ ♦♥ ❛ ✿

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N tel que ρBϕ(2(fn − f)) 6 ε ✭⋆✮

✷fn ∈ {u.p.p} ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✬❛♣rès ✭✸✮ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ δ t❡❧ q✉❡ ρBϕ(2(fnχQ)✮❁ε
♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ◗ ✈ér✐✜❛♥tµ✭◗✮❁δ ✭⋆⋆✮
❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭⋆✮ ✭⋆⋆✮ ♦♥ ❛ ✿

ρBϕ(fχQ) <
ε

2
+
ε

2
= ε

▲❡♠♠❡ ✷✳✻✳✹✳ ❬✶✶❪ ❙♦✐t {fk}✱✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Bϕ(R,E)✱ µ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✈❡rs
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ❞❡ Bϕ(R,E)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣ ❞❡ Bϕ♣✳♣✳
t❡❧❧❡ q✉❡ ♠❛① (‖fk(x)‖, ‖f(x)‖) 6 g(x)✱❛❧♦rs ✿

lim
k→+∞

ρBϕ(fk) = ρBϕ(f)

▲❡♠♠❡ ✷✳✻✳✺✳ ❬✶✶❪ ❙♦✐t fk✱✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Bϕ(R,E)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✿

✭✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ ❢ ∈ Bϕ(R,E) t❡❧ q✉❡ lim
k→+∞

ρBϕ(f − fk) = 0

✭✐✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ ❣ ∈ Bϕ♣✳♣✳ t❡❧ q✉❡ ♠❛① (‖fk(x)‖, ‖f(x)‖) 6 ❣✭①✮ ❀ ∀ ① ∈ R

❆❧♦rs ✿

lim
k→+∞

ρBϕ(fk) = ρBϕ(f)

▲❡♠♠❡ ✷✳✻✳✻✳ ❬✶✶❪ ❙♦✐t fk ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Bϕ(R,E)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
❢ ∈ Bϕ♣✳♣✳ t❡❧ q✉❡ lim

k→+∞
ρBϕ(f − fk) = 0✱ ❛❧♦rs ✿

lim
k→+∞

ρBϕ(fk) > ρBϕ(f)

▲❡♠♠❡ ✷✳✻✳✼✳ ❬✶✶❪ ❙♦✐t fk ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Bϕ(R,E)✳ ❊t s♦✐t ❢ ∈ Bϕp.p.
❛❧♦rs ✿

lim
k→+∞

‖fk − f‖Bϕ ⇐⇒ ∀λ > 0 lim
k→+∞

ρBϕ(λ(f − fk)) = 0



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s

Bϕ♣✳♣✳ ❡t B̃ϕ♣✳♣✳ ✿

✸✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ✿

❙♦✐❡♥t ❳ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ S(X) s❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té ✐❡ ✿S(X) = {x ∈ X , ‖x‖ = 1}✱
B(X) s❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❢❡r♠é ✐❡ ✿B(X) = {x ∈ X , ‖x‖ 6 1}✳

✸✳✶✳✶ ❙tr✐❝t❡ ❝♦♥✈❡①✐té ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ : R −→ R ❡st ❞✐t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ✿

∀u, v ∈ R avec u 6= v on a ϕ

(
u+ v

2

)
<
ϕ(u) + ϕ(v)

2

❖✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

∀u , v ∈ R avec u 6= v ϕ(αu+ βv) < αϕ(u) + βϕ(v) ∀α, β > 0 et α + β = 1

❘❡♠❛rq✉❡ ✿✭[[✶✹]]✮ ❙✐ ϕ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❛❧♦rs ∀k > 0 et ∀ε > 0 ∃δ >
0 tel que :

ϕ

(
u+ v

2

)
6 (1− δ)

ϕ(u) + ϕ(v)

2

∀u, v ∈ R ✈ér✐✜❛♥t |u| 6 k, |v| 6 k et |u− v| > ε

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❙♦✐t ❈ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❳ ✐❧ ❡st ❞✐t ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ✿ ∀x, y ∈ C
∀t ∈ [0, 1] ♦♥ ❛ tx+ (1− t)y ∈ C

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ ❙♦✐❡♥t ❈ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❳ ❡t ① ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❈✱ ① ❡st
❞✐t ♣♦✐♥t ❡①trê♠❡ ❞❡ ❈ s✐ ✿

∀y, z ∈ C t❡❧ q✉❡ x = 1
2
(y + z) ♦♥ ❛ x = y = z

✷✺
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♦✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

∀y, z ∈ C ∀ λ ∈ [0, 1] t❡❧ q✉❡ x = λy + (1− λ)z ♦♥ ❛ x = y = z

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡①trê♠❡s ❞❡ ❈ s❡r❛ ♥♦té ✿ Extr(C)

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ●é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱✉♥ ♣♦✐♥t ❡①trê♠❡ ❞❡ ❈ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t q✉✐ ♥✬❡st ❧❡
♠✐❧✐❡✉ ❞✬❛✉❝✉♥ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❈✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳ ❳ s❡r❛ ❞✐t str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ (SC) s✐ ✿

∀x, y ∈ S(X) t❡❧ q✉❡ ‖x+ y‖ = 2 ♦♥ ❛ x = y

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❙✐ ❳ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❛❧♦rs ∀x, y ∈ X ❛✈❡❝ x 6= y ♦♥ ❛ ✿

✯ ‖x‖ = ‖y‖ = 1 =⇒ ‖x+ y

2
‖ < 1

✯ ∀p ∈ ]1,+∞[ ❀ ‖x+ y

2
‖p < ‖x‖p + ‖y‖p

2

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

δX (ε) = inf{1− ‖x+ y

2
‖ : x, y ∈ B(X) , ‖x− y‖ > ε}

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❳ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ δX(2) = 1

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ ✭[✶✹]✮ ▲❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✯ ❳ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡

✯ ❙✐ x, y ∈ X t❡❧ q✉❡ 2‖x‖2 + 2‖y‖2 − ‖x+ y‖2 = 0 ❛❧♦rs x = y

✯ ❙✐ x, y ∈ X\ {0} t❡❧ q✉❡ ‖x+y‖ = ‖x‖+‖y‖ ♦♥ ❛ x = λy ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ λ > 0

✯ Extr(B(X)) = S(X)

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❧✐é à s❛ ♥♦r♠❡✱ ❛✐♥s✐ ❞✐r❡
q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ s❛ ♥♦r♠❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
❝♦♥✈❡①❡✳

❊①❡♠♣❧❡s

✯ ❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt (H, ‖.‖) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ♦♥ ❛ δH(ε) =
2−

√
4−ε2

2

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ‖x‖ = ‖y‖ = 1✱x 6= y ❡t ‖x− y‖ = α ♦ù ✿ 0 < α 6 2✳
❆❧♦rs ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧♦❣r❛♠♠❡ ♦♥ ❛ ✿

‖x+ y‖2 = −‖x+ y‖2 + 2(‖x‖2 + ‖y‖2)
= 4− α2 < 4

❡t ❞♦♥❝ ‖x+ y‖ < 2 ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮
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✯ ▲✬❡s♣❛❝❡ C[a, b] ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧ s✉r [a, b] ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
‖x‖ = max{||x(t)| : t ∈ [a, b]} ♥✬❡st ♣❛s str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡

✯ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❖r❧✐❝③ Lϕ(R) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣s❡✉❞♦♥♦r♠❡ ❞❡ ▲✉①❡♠✲
❜✉r❣ ‖.‖ϕ ❡t ϕ ∈ ∆2✭✈♦✐r❬✹❪✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✻✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✭❳✱ρ✮ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ✿

∀ ε > 0 ∀x, y ∈ X ♣♦✉r ρ(x) 6 ε ✱ ρ(y) 6 ε ❡t ρ(x− y) > 0 ♦♥ ❛ ρ(
x+ y

2
) < ε

✸✳✶✳✷ ❯♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ : R −→ R ❡st ❞✐t❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ∀ a ∈
]0, 1[ ∃δ(a) ∈]0, 1[ t❡❧ q✉❡ ✿

ϕ

(
u+ au

2

)
6 1− δ(a)

ϕ(u) + ϕ(au)

2

∀u ∈ R t❡❧ q✉❡ |u| > d ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ d > 0
❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ✿ ∀ε > 0 ∃p(ε) ∈]0, 1[ t❡❧ q✉❡ ∀u, v ∈ ξ ♦♥
❛ ✿

ϕ

(
u+ v

2

)
6 1− p(a)

ϕ(u) + ϕ(v)

2

❛✈❡❝ ξ = {(u, v) ∈ R2 , |u− v| > εmax(|u|, |v|) > εd} ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ d

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❳ s❡r❛ ❞✐t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ (UC) s✐ ✿

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 t❡❧ q✉❡ s✐ ‖x‖ = ‖y‖ = 1 ❡t ‖x− y‖ > ε ♦♥ ❛ ‖x+ y

2
‖ 6 1− δ

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❙♦✐t ❢ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t
❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [0, 2]✳
❳ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛✈❡❝ f(1) = 1 ∀t ∈ [0, 1]

a(t) = inf {f(‖x+ ty‖) + f(‖x− ty‖)− 2} avec ‖x‖ = ‖y‖ = 1

❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❙✐ ❳ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ > 2 ❡t ∀ ε ∈]0, 2] s♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té
❡st ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ✿
❳ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ♣♦✉r {xn}✱{yn} ∈ S(X)✱ ‖xn + yn‖ −→ 2 =⇒ ‖yn −
xn‖ −→ 0
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❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❙✐ ‖xn + yn‖ −→ 2 =⇒ ‖yn − xn‖ −→faiblement 0 ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡
✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té (WUC)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳ ❙♦✐t ❳ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❈ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é
❜♦r♥é ❡t ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❳ ❛❧♦rs ❈ ❛ ✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐q✉❡ x0 t❡❧ q✉❡ ✿

‖x0‖ = inf{‖x‖ : x ∈ C}

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳ ✭[✽]✮ ❚♦✉t❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡st ré✢❡①✐❢✳

❊①❡♠♣❧❡s ✿

✯ ❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳ ❊t ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦✲
♣r✐étés ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❳ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐✳

✯ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❖r❧✐❝③ Lϕ(R) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣s❡✉❞♦♥♦r♠❡ ❞❡
▲✉①❡♠❜✉r❣ ‖.‖ϕ ❡t ϕ ∈ ∆2 ✭✈♦✐r ❬✶❪ ✮

◗✉❡❧q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ✿

▲♦❝❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❳ ❡st ❞✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ (LUC) s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ε > 0 ❡t ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ S(X)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ(x, ε) > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

∀y ∈ S(X)✱‖x− y‖ > ε on a ‖x+ y

2
‖ 6 1− δ(ε, x)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❙♦✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✐t❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❧♦❝❛❧ ✿

δX : ]0, 2]× S(X) −→ [0, 1]
(ε, x) 7−→ δX(ε, x)

δX(ε, x) = inf
{
1− ‖x+y

2
‖ : y ∈ S(X), ‖x− y‖ > ε

}

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❳ ❡st LUC s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀ε ∈]0, 2]✱∀x ∈ S(X) s♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❝♦♥✈❡①✐té ❧♦❝❛❧ δ(ε, x) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ✭❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✿✮
▲❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

❼ ❳ ❡st LUC

❼ ❙✐ x ∈ S(X) ❡t yn ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❛♥s S(X) ✭♦✉ B(X)✮ t❡❧ q✉❡ ‖1
2
(x+ yn)‖ −→ 1✱ ❛❧♦rs ✿

‖x− yn‖ −→ 0

❼ ❙✐ x ∈ S(X) ❡t yn ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❛♥s ❳ t❡❧ q✉❡ ‖1
2
(x + yn)‖ −→ 1 ❡t ‖yn‖ −→ 1✱ ❛❧♦rs ✿

‖x− yn‖ −→ 0

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ ❚♦✉t ❡s♣❛❝❡ (UC) ❡st (LUC) ❧✬✐♥✈❡rs❡ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ✈r❛✐
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❯♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❛♥s t♦✉t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ ❙♦✐t z ∈ X ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ③ér♦✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❳ ❞❛♥s ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ z ❡st ❞♦♥♥é ✿

δX(→ z, .) : [0, 2] −→ [0, 1]
ε 7−→ δX(→ z, ε)

δX(→ z, ε) = inf{1− ‖x+y

2
‖ : x, y ∈ S(X), ‖x− y‖ > ε, ∃λ ∈ R tel que x− y = λz}

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✻✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ (X, ‖.‖) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
(UCED) s✐ δX(→ z, ε) > 0 ∀ z ∈ X\{0} ❡t ε ∈ [0, 2]

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✼✳ ✭❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ (UCED) ✿
▲❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✶✲ ❳ ❡st (UCED)

✷✲ ∀ xn ✱ z ∈ X✱ ‖xn‖ −→ 1 ✱ ‖xn + z‖ −→ 1 ❡t ‖2xn + z‖ −→ 2 ✐♠♣❧✐q✉❡ z = 0

✸✲ ∀z 6= 0 dans X ❡t xn ❡t yn ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞❡ ❳ t❡❧ q✉❡ ✿ (lim ‖xn‖ = lim ‖yn‖ = 1 ❀
lim ‖xn + yn‖ = 2 ❡t xn − yn = anz) ❛❧♦rs lim (an) = 0

✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦♠♦❞✉❧❛✐r❡ ρBϕ ❡t ❞❡ ❧❛

♣s❡✉❞♦♥♦r♠❡ ‖.‖Bϕ

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶✳ ✭[✶✶]✮ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ Bϕ ♣✳♣✳✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡

lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T

ϕ(‖f(t)‖)dµ

❡①✐st❡ ❡t ❡st ✜♥✐❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷✳ ✭[✶✶]✮ ❙♦✐t f ∈ Bφ♣✳♣✳ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2 ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❑❃✷ ❡t α❃✵✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡

λ −→ ρBϕ(
f

λ
)

❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r R∗
+

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸✳ ✭[✶✶]✮ ❙♦✐t f ∈ Bϕ♣✳♣✳ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2 ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❑❃✷ ❡t u0 >✵✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

✶ ‖f‖Bϕ 6 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ρBϕ(f) 6 1

✷ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ‖f‖Bϕ = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ρBϕ(f) = 1
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✸ ∀ε ∈]0, 1[ ∃δ(ε) ∈]0, 1[ t❡❧s q✉❡

ρBϕ(f) 6 1− ε⇒ ‖f‖Bϕ 6 1− δ(ε)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✶ ❼ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ‖f‖Bϕ 6 1

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ ρBϕ

(
f

‖f‖Bϕ+ε

)
6 1✱ ∀ε > 0✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷

lim
ε→0

ρBϕ

(
f

‖f‖Bϕ + ε

)
= ρBϕ

(
f

‖f‖Bϕ

)
6 1

❆❧♦rs ✿

ρBϕ(f) 6

(
f

‖f‖Bϕ

)
6 1

❼ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ρBϕ(f) 6 1✳ ❆❧♦rs ✿

1 ∈
{
k > 0, ρBϕ

(
f

k

)
6 1

}

❈❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡

‖f‖Bϕ = inf

{
k > 0, ρBϕ

(
f

k

)
6 1

}
6 1

✷ ❼ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ‖f‖Bϕ = 1✳ ❖♥ ❛ ❞✬❛♣rès ✐✮✱ ρBϕ(f) 6 1✳ ❊t ♦♥ ❛ ✿

∀λ ∈]0, 1[, (1− λ) /∈
{
k > 0, ρBϕ

(
f

k

)
6 1

}

❉♦♥❝

ρBϕ

(
f

1− λ

)
> 1

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷

lim
ε→0

ρBϕ

(
f

1− λ

)
= ρBϕ(f) > 1

❊t ❞♦♥❝ ρBϕ(f) = 1
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❼ ❙✉♣♣♦s♦♥s ρBϕ(f) = 1✳ ❖♥ ❛ ❞✬❛♣rès ✐✮✱ ‖f‖Bϕ 6 1✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ‖f‖Bϕ = a < 1 ♦♥ ❛ ✿

ρBϕ(f) = ρBϕ

(
a
f

a

)
6 aρBϕ

(
f

a

)

❈♦♠♠❡

∥∥∥∥
f

a

∥∥∥∥
Bϕ

= 1✱ ♣❛r ✐✮ ρBϕ

(
f

a

)
6 1

P❛r s✉✐t❡✱ ρBϕ(f) 6 a < 1✳ ❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ρBϕ(f) = 1✱ ❞✬♦ù
‖f‖Bϕ = 1

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✹✳ ✭[✶✶]✮ ❙♦✐t f ∈ Bϕ✭R✱❊✮ ❛❧♦rs

lim
n→+∞

µ{t ∈ R , ‖f(t)‖ > n} = 0

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t f ∈ Bϕ✭R✱❊✮ ❞♦♥❝ ∃α > 0 t❡❧ q✉❡ ρBϕ(αf) < +∞✳
P♦✉r t♦✉t N ∈ N s♦✐t ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡ ❢ ✿

fN(t) =

{
f(t) si ‖f(t)‖ 6 N
N si ‖f(t)‖ > N

◆♦t♦♥s EN = {t ∈ R , ‖f(t)‖ > N}✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ϕ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r t♦✉t
N ∈ N ✿

ρBϕ(αf) > ρBϕ(αfN)

> ρBϕ(αfNχEN
)

> ρBϕ(αNχEN
)

> φ(αN)µ(EN)

P❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿ lim
N→+∞

µ(EN) = 0

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✺✳ ✭[✶✶]✮ ∀ε❃✵ ∃δ❃✵ t❡❧s q✉❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀A ∈ Σ , ρBϕ(χA) < δ =⇒ µ(A) < ε

❡st ✈ér✐✜é❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ϕ(χA)❂ϕ(1)χA ✿

ϕ(χA) =

{
ϕ(1) si t ∈ A
ϕ(0) = 0 si t /∈ A

ϕ(1)χA =

{
ϕ(1) si t ∈ A
0 = ϕ(0) si t /∈ A

❛❧♦rs ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡✳
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❙♦✐❡♥t ε ❃✵ ❡t µ✭❆✮> ε ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

ρBϕ(χA(t)) = lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(χA(t))dµ

= lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(1)χA(t)dµ

= ϕ(1) lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

χA(t)dµ

= ϕ(1)µ(A)

> ϕ(1)ε = δ

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✻✳ ✭[✶✶]✮ ❙♦✐t f ∈ Bϕ♣✳♣✳ ❛❧♦rs ∀ε❃✵ ∃δ❃✵ t❡❧s q✉❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀A ∈ Σ, µ(A) 6 δ =⇒ ρBϕ(fχA) 6 ε

❡st ✈ér✐✜é❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t f ∈ Bϕ♣✳♣✳ ❛❧♦rs ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Bϕ♣✳♣✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡
{Pn}{n>1} ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ n0 ∈ N t❡❧ q✉❡ ✿

ρBϕ(2(Pn − f)) 6
1

2
ε (∗)

❙♦✐t Pn ∈ P ❛❧♦rs 2Pn ∈ {u.p.p} ❞♦♥❝ 2Pn ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❡t ❞❡ ♣❛r ❧❛
❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ϕ ♦♥ ❛ ϕ(2Pn)❁ϕ(M) ❛✈❡❝ ▼❃✵✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

ρBϕ(χA) = lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(PnχA)dµ

= lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(2Pn)χAdµ

6 ϕ(M)µ(A)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∃δ = ε

2ϕ(M)
∀A ∈ Σ, µ(A) 6 δ → ρBϕ(2PnχA) 6

1

2
ε (∗∗)

P❛r (∗) ❡t (∗∗) ♦♥ ❛ ✿

ρBϕ(fχA) 6 ρBϕ(2(Pn − f)χA + 2PnχA)

6 ρBϕ(2(Pn − f)χA) + ρBϕ(2PnχA)

6 ρBϕ(2(Pn − f)) + ρBϕ(2PnχA)

6
ε

2
+
ε

2
= ε
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▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✼✳ ✭[✶✶]✮ ❙♦✐t fn ⊂ Bϕ(R) s✐ lim
n→+∞

‖fn − f‖Bϕ = 0 ❛✈❡❝ f ∈ Bϕp.p. ❛❧♦rs

lim
n→+∞

ρBϕ(fn) = ρBϕ(f)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

En
η = {t ∈ R \ |fn(t)− f(t)| > η}

❈♦♠♠❡ 2f ∈ Bϕp.p. ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✻ ♦♥ ❛ ✿

∀ ε > 0 ∃δ > 0 tel que ∀Q ∈ Σ , µ(Q) 6 δ =⇒ ρBϕ(2fχQ) 6
ε

4

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✻✳✼ ♦♥ ❛ ✿ lim
n→+∞

ρBϕ(2(fn − f)) = 0

❆❧♦rs ∀ε > 0 , ∃n1 ∈ N , ∀n > n1 ρBϕ(2(fn − f)) 6 ε
4

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ∀n > n1 ✿

ρBϕ(fχQ) 6 ρBϕ(2(fn − f)χQ + 2fnχQ)

6 ρBϕ(2(fn − f)χQ) + ρBϕ(2fnχQ)

6 ρBϕ(2(fn − f)) + ρBϕ(2fnχQ)

6
ε

4
+
ε

4
=
ε

2

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✻✳✼ ♦♥ ❛ fn ❡st µ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✈❡rs ❢ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ En
η ❡st µ✲

♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿ ∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0 µ(En
η ) 6

ε

2
❆❧♦rs ∀ n > n∗ ❛✈❡❝ n∗ = max(n0, n1) ♦♥ ❛ ✿

|ρBϕ(fn)− ρBϕ(f)| 6 ρBϕ(|fn − f |)
6 ρBϕ(|fn − f |χEn

η
) + ρBϕ(|fn − f |χ(En

η )
c)

6 ρBϕ(fnχEn
η
) + ρBϕ(fχEn

η
) + ηµ((En

η )
c)

6
ε

2
+
ε

2
+ η

P❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦♥ ❛ ✿

lim
n→+∞

|ρBϕ(fn)− ρBϕ(f)| 6 η

❈♦♠♠❡ η ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡ ♦♥ ❛ ✿

lim
n→+∞

|ρBϕ(fn)− ρBϕ(f)| = 0
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▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✽✳ ✭[✶✶]✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s ϕ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡
❡t s♦✐❡♥t {fn} ❡t {gn} ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞❡ Bϕ♣✳♣ t❡❧❧❡s q✉❡ s✐ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r ≥ 0 ♦♥ ❛
ρBϕ(fn) 6 r ✱ρBϕ(gn) 6 r✱ lim

n→+∞
ρBϕ(1

2
(fn + gn)) = r

❆❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ {fn − gn} ❡st µ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✈❡rs ③ér♦✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✿

µ(En) > ε0 où En = {t ∈ R \ ‖fn − gn‖ > kε}

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✺ ♦♥ ❛ ✿

∃kε0 tel que ρBϕ(χEn
(t)) > kε0

P♦s♦♥s ε0 = ε ❡t kε0 =
r
kε

❛✈❡❝ kε > 1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
❙♦✐❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

µ(En) > ε⇒ ρBϕ(χEn
(t)) >

r

kε

An = {t ∈ R \ ‖fn‖ > kε}
Bn = {t ∈ R \ ‖gn‖ > kε

❆❧♦rs ✿

r > ρBϕ(fn)

> ρBϕ(fnχAn
+ fnχAc

n
)

> ρBϕ(fnχAn
) + ρBϕ(fnχAc

n
)

> ρBϕ(fnχAn
)

> lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(‖fnχAn
‖)dµ

> lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(kεχAn
)dµ

> kερBϕ(χAn
)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

ρBϕ(χAn
) 6

r

kε
et par le lemme 3.2.5 µ(An) 6

ε

4

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

µ(Bn) 6
ε

4
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❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Q = {(u, v) ∈ E2 \ ‖u‖ 6 k , ‖v‖ 6 k , ‖u− v‖ 6 σ}

❆✈❡❝ ✭❊✱‖.‖✮ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳

❊t s♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

F : Q −→ R

(u, v) 7−→ F (u, v) = min

(
‖u+v‖

‖u‖+‖v‖ , 2
ϕ(

‖u+v‖
2

)

ϕ(‖u‖)+ϕ(‖v‖)

)

❖ù ❋ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ◗✳

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❋✭✉✱✈✮ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ◗ ✿

✶✲ ❙✐ ‖u‖ = ‖v‖
❼ ❙✐ ✉ ❡t ✈ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦❧✐♥é❛✐r❡s ✿
P❛r ❧❛ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❊ ♦♥ ❛ ‖u+ v‖ < ‖u‖+ ‖v‖ ❡t ❞♦♥❝ ❋✭✉✱✈✮❁✶

❼ ❙✐ ✉ ❡t ✈ s♦♥t ❝♦❧✐♥é❛✐r❡s ✿
❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ u = eiθv ❛✈❡❝ θ 6= 0mod[2π] ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
‖u+ v‖ = ‖eiθv + v‖ = |1 + eiθ|‖v‖ < 2‖v‖ < ‖u‖+ ‖v‖ ❊t ❞♦♥❝ ❋✭✉✱✈✮❁✶

✷✲ ❙✐ ‖u‖ 6= ‖v‖
ϕ(‖u+v‖

2
)❁ ϕ(‖u‖)+ϕ(‖v‖)

2
⇒ 2

ϕ(
‖u+v‖

2
)

ϕ(‖u‖)+ϕ(‖v‖) ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❋✭✉✱✈✮❁✶

❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ◗ ♦♥ ❛ ✿

sup
Q

F (u, v) = 1− δ pour un certain δ ∈]0, 1[

❼ ❙✐ ❋✭✉✱✈✮❂ ‖u+v‖
‖u‖+‖v‖ ♣❛r ❧❛ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ϕ ❡t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡ ❧❛ définition 3.1.1

♦♥ ❛ ✿

F (u, v) =
‖u+ v‖
‖u‖+ ‖v‖ 6(1− δ)

=⇒ ‖u+ v‖
2

6(1− δ)
‖u‖+ ‖v‖

2

=⇒ ϕ(
‖u+ v‖

2
) 6ϕ((1− δ)

‖u‖+ ‖v‖
2

)

6(1− δ)ϕ(
‖u‖+ ‖v‖

2
)

6(1− δ)
ϕ(‖u‖) + ϕ(‖v‖

2
)
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❼ ❙✐ ❋✭✉✱✈✮❂2
ϕ(

‖u+v‖
2

)

ϕ(‖u‖)+ϕ(‖v‖) ♦♥ ❛ ✿

F (u, v) = 2
ϕ(‖u+v‖

2
)

ϕ(‖u‖) + ϕ(‖v‖) 6 (1− δ)

=⇒ ϕ(
‖u+ v‖

2
) 6 (1− δ)

ϕ(‖u‖) + ϕ(‖v‖
2

)

❆❧♦rs ∀(u, v) ∈ Q

ϕ(
‖u+ v‖

2
) 6 (1− δ)

ϕ(‖u‖) + ϕ(‖v‖
2

)

❖ù δ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ϕ✱❦ ❡t σ

❙♦✐t t ∈ En\An ∪Bn ❛❧♦rs (fn, gn) ∈ Q ❞✬♦ù ✿

ϕ(
‖fn + gn‖

2
) 6 (1− δ)

ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖
2

)

❈✬❡st à ❞✐r❡ ✿

δ
ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖

2
) 6

ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖
2

)− ϕ(
‖fn + gn‖

2
)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣❛r str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ϕ

ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖
2

)− ϕ(
‖fn + gn‖

2
) > δϕ(

‖fn‖+ ‖gn‖
2

)

> δϕ(
‖fn − gn‖

2
)

P❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣✉✐s ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✿

lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖
2

)−ϕ(‖fn + gn‖
2

)dµ > δ lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(
‖fn − gn‖

2
)dµ

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
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ρBϕ(fn) + ρBϕ(gn)

2
− ρBϕ

(fn + gn)

2
> δρBϕ(

fn − gn
2

)

> δρBϕ

(
fn − gn

2
χEn\An∪Bn

+
fn − gn

2
χc
(En\An∪Bn)

)

> δρBϕ

(fn − gn
2

χEn\An∪Bn

)

> δ lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(
‖fn − gn‖

2
χEn\An∪Bn

)dµ

> δ lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(
k

2
(χEn

− χAn
− χBn

))dµ

> δϕ(
k

2
)

(
µ(En)− µ(An)− µ(Bn)

)

> δϕ(
k

2
)
ε

2

❖♥ ❛ ♣♦s❡r ❛✉ ❞é❜✉t ρBϕ(fn) 6 r ❡t ρBϕ(gn) 6 r ❛❧♦rs ✿

δϕ(
k

2
)
ε

2
6
ρBϕ(fn) + ρBϕ(gn)

2
− ρBϕ

(fn + gn)

2
6r − ρBϕ(

fn + gn
2

)

=⇒ ρBϕ(
fn + gn

2
) 6r − δϕ(

k

2
)
ε

2

=⇒ lim
n→+∞

ρBϕ(
fn + gn

2
) =r − δϕ(

k

2
)
ε

2

❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✿

lim
n→+∞

ρBϕ(
fn + gn

2
) = r

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✾✳ ✭[✶✶]✮

✶✳ ❙♦✐t f ∈ Bϕ♣✳♣✳ t❡❧❧❡ q✉❡ ❢ ❃ ✵✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s 0 < α < β
❡t θ ∈]0, 1[ t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ●❂{t ∈ R, α 6 ‖f(t)‖ 6 β} ♦♥ ❛ µ✭●✮> θ✳

✷✳ ❙✐ fn ∈ Bϕ♣✳♣✳ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❢ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s 0 < α′ < β′✱ θ′ ∈]0, 1[ ❡t n0 > 1 t❡❧s q✉❡
µ✭En✮> θ′ ∀n > n0✱ ❖ù En❂{t ∈ R, α′ 6 ‖f(t)‖ 6 β′} ❡t α′ = α

2
β′ = α

2
+ β

θ′ = θ
2
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✶✲
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

∀n > 1 on a µ(Gn) <
1

nϕ(n)
où Gn = {t ∈ R,

1

n
> ‖f(t)‖ 6 n}

s♦✐❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

An = {t ∈ R, ‖f(t)‖ 6
1

n
}

Bn = {t ∈ R, ‖f(t)‖ > n}
❖♥ ❛ ✿

ρBϕ(fχAn
) = lim

T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(‖f‖χA)dµ

6 lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(
1

n
χA)dµ

6 ϕ(
1

n
)µ(An)

6 ϕ(
1

n
)

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ✿

ρBϕ(fχGn
) 6 ϕ(n)µ(Gn) 6

1

n

❖♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ ♥ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ♦♥ ❛ ✿

lim
n→+∞

ρBϕ(fχAn
) = lim

n→+∞
ϕ(

1

n
) = 0

lim
n→+∞

ρBϕ(fχGn
) = lim

n→+∞

1

n
= 0

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✹ ❡t ✸✳✷✳✻ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

lim
n→+∞

ρBϕ(fχBn
) = 0

❆❧♦rs ∀n > 1

ρBϕ(f) = ρBϕ(fχAn
+ fχBn

+ fχCn
)

6 ρBϕ(fχAn
) + ρBϕ(fχAn

) + ρBϕ(fχAn
)
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❈✬❡st à ❞✐r❡
ρBϕ(f) −→

n→+∞
0

❆❧♦rs q✉❡ ♦♥ ❛ ✿
f > 0 ⇒ ρ(f) > 0

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥

✷✲
❖♥ ❛

fn
ρ−→ f alors fn

µ−→ f

❙♦✐t ∀α❃✵✱ ∀θ❃✵✱ ∀n > n1 ♦♥ ❛ ✿

µ(Fn) <
θ

2
où Fn = {t ∈ R \ ‖fn(t)− f(t)‖ > α

2
}

❊t s♦✐t G\Fn❂{t ∈ R \ α < ‖f(t)‖ < β et ‖fn(t)− f(t)‖ >
α

2
}

❆❧♦rs ∀t ∈ G\Fn ♦♥ ❛ ✿

‖fn(t)‖ = ‖fn(t)− f(t) + f(t)‖ 6 ‖fn(t)− f(t)‖+ ‖f(t)‖ 6 β +
α

2
= β′

‖fn(t)‖ = ‖f(t) + fn(t)− f(t)‖ > ‖f(t)‖ − ‖fn(t)− f(t)‖ > α +
α

2
= α′

❖♥ ❛❧♦rs ✿
α′

6 ‖fn(t)‖ 6 β′ c′est à dire G\Fn ⊂ En

❉♦♥❝

µ(En) > µ(G\Fn)

> µ(G)− µ(Fn)

> θ − θ

2
> θ′

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✶✵✳ ✭[✶✶]✮ ❙♦✐t f ∈ Lϕ([0, 1]) ❛❧♦rs ✿

✶✳ ❙✐ f̃ ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ τ✮ ❞❡ ❢ à ❧❛ ❞r♦✐t❡ R✱ ♦♥ ❛

f̃ ∈ B̃φ♣✳♣✳

✷✳ ▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ı ✿Lϕ([0, 1]) →֒ B̃φ♣✳♣✳✱ ı(f) = f̃ ❡st ✉♥❡ ✐s♦♠étr✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
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✶

❙♦✐❡♥t f ∈ Lϕ([0, 1]) ❡t EN = {t ∈ [0, 1] \ |f(t)| > N}✳ ❖♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❬✶❪
f ∈ L1([0, 1]) ❞♦♥❝ lim

N→+∞
µ(EN) = 0 ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

lim
N→+∞

∫

EN

ϕ(λ|f(t)|)dµ = 0 pour un certain λ > 0

❙♦✐t fN = fχEc
N

♦ù Ec
N ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ EN ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ε > 0✱

✐❧ ❡①✐st❡ Nε ∈ N t❡❧ q✉❡ ✿

∫ 1

0

ϕ(λ|f(t)− fNε
(t)|)dt 6

∫

ENε

ϕ(λ|f(t)− fNε
(t)|)dt+

∫

Ec
Nε

ϕ(λ|f(t)− fNε
(t)|)dt

6

∫

ENε

ϕ(λ|f(t)− fNε
(t)|)dt

6

∫

ENε

ϕ(λ|f(t)− fNε
(t)|)dt

6 ε

❖♥ ❛ fNε
❜♦r♥é❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✐♠♣❧❡ (SNε

)n ✉♥✐❢♦r♠é✲
♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✈❡rs fNε

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ (SNε
) t❡❧❧❡ q✉❡

sup
t∈[0,1]

|λ(fNε
(t)− SNε

(t))| 6 ϕ−1(ε)

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

∫ 1

0

ϕ(
λ

2
|f(t)− SNε

(t)|)dt 6

∫ 1

0

ϕ(
λ|f(t)− fNε

(t)|+ λ|fNε
− SNε

(t)|
2

)dt

6
1

2

∫ 1

0

ϕ(λ|f(t)− fNε
(t)|)dt+ 1

2

∫ 1

0

ϕ(λ|fNε
(t)− SNε

(t)|)dt

6
1

2

∫ 1

0

ϕ(λ|f(t)− fNε
(t)|)dt+ 1

2

∫ 1

0

ϕ(ϕ−1(ε))dt

6
ε

2
+
ε

2
= ε

❖♥ ♥♦t❡ f̃ ✱ S̃Nε ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❢ ❡t SNε r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭❛✈❡❝ ✉♥❡
♣ér✐♦❞❡ τ = 1✮✳

❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ f̃ ❡t S̃Nε ♦♥ ❛ ✿
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ρBϕ(
λ

2
(f̃ − S̃Nε)) = lim

T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(
λ

2
|f̃ − S̃Nε|)dµ

=

∫ 1

0

ϕ(
λ

2
|f − SNε|)dt 6 ε

❉✬❛♣rès ❬✷❪ ✐❧ ❡①✐st❡ Pε ∈ C0p.p.✱ ❛✈❡❝ C0p.p. ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r❡sq✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
❞❡ ❇♦❤r✱ t❡❧ q✉❡ ✿

ρBϕ(
λ

2
(S̃Nε − Pε)) 6 ε

❙♦✐t α❂♠✐♥✭λ
2
✱1
4
✮ ♦♥ ❛ ✿

ρBϕ(
α

2
(f̃ − Pε)) =

1

2
ρBϕ(α(f̃ − S̃Nε) + (S̃Nε − Pε))

6
1

2
ρBϕ(

λ

2
(f̃ − S̃Nε) +

1

4
(S̃Nε − Pε))

6
1

2
{ρBϕ(

λ

2
(f̃ − S̃Nε)) + ρBϕ(

1

4
(S̃Nε − Pε))}

6 ε

❈✬❡st à ❞✐r❡ ∃Pε ∈ P ❡t ∃k = α
2
> 0 t❡❧ q✉❡ ρBϕ(k(f̃ − Pε)) 6 ε ❡t ❞♦♥❝

f̃ ∈ B̃ϕ♣✳♣✳

✷

❙♦✐t f ∈ B̃ϕp.p. ♣❛r ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ f̃ ♦♥ ❛ ✿

ρBϕ(f̃) = lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(‖f̃(t)‖)dµ = ρϕ(f)

ρBϕ(
f̃

λ
) = lim

T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(‖ f̃(t)
λ

‖)dµ = ρϕ(
f

λ
)

‖f̃‖Bϕ = inf{λ > 0, ρBϕ(
f̃

λ
) 6 1} = inf{λ > 0, ρBϕ(

f

λ
) 6 1} = ‖f‖ϕ

❆❧♦rs ı(f) = f̃ ❡st ✉♥❡ ✐s♦♠étr✐❡✳
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✸✳✸ ❙tr✐❝t❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ B̃ϕ♣✳♣✳ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✳ B̃ϕp.p. ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ϕ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
❝♦♥✈❡①❡ ❡st ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❼ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ✿
❙♦✐❡♥t f, g ∈ B̃ϕp.p. t❡❧s q✉❡ ✿ ‖f‖Bϕ = 1✱ ‖g‖Bϕ = 1✱ ‖f − g‖Bϕ > 0✱ ϕ
str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2✳ ❆❧♦rs ✐❧s ❡①✐st❡♥t fn, gn ∈ P t❡❧❧❡s
q✉❡ ✿

lim
n→+∞

ρBϕ(fn − f) = 0 et lim
n→+∞

ρBϕ(gn − g) = 0

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✻✳✺ ✿

lim
n→+∞

ρBϕ(fn) = ρBϕ(f) et ρBϕ(gn) = ρBϕ(g)

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ρBϕ(f − g) > 0✱✭fn − gn✮ ρ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✈❡rs (f − g)
❛❧♦rs ✭fn − gn✮❃✵

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✽ ✿

∃θ, α, β > 0 et n1 ∈ N tels que µ{t ∈ R, α 6 ‖fn(t)−gn(t)‖ 6 β} > θ ∀n > n1

P♦s♦♥s ●❂{t ∈ R, α 6 ‖fn(t)− gn(t)‖ 6 β}

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✺ ✿

∃kθ > 2 tel que ∀A ∈ Σ ρBϕ(χAn
) <

2

kθ
=⇒ µ(A) <

θ

4

❙♦✐❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

An = {t ∈ R \ ‖fn‖ > kθ}

Bn = {t ∈ R \ ‖gn‖ > kθ}

❖♥ ❛ ρBϕ(fn) −→
n→+∞

ρBϕ(f)

∃n2 ∈ N tel que ∀n > n2 1 +
1

n
> ρBϕ(fn) > ρBϕ(fnχAn

) > kερBϕ(χAn
)

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✼ ✿

ρBϕ(χAn
) 6

1 + 1
n

kθ
on a µ(An) 6

ε

4
∀n > n2
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❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

µ(Bn) 6
ε

4
∀n > n2

❙♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

Q = {(u, v) ∈ E2 \ ‖u‖ 6 k , ‖v‖ 6 k , ‖u− v‖ 6 σ}

❆✈❡❝ ✭❊✱‖.‖✮ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳

❊t s♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

F : Q −→ R

(u, v) 7−→ F (u, v) = min

(
‖u+v‖

‖u‖+‖v‖ , 2
ϕ(

‖u+v‖
2

)

ϕ(‖u‖)+ϕ(‖v‖)

)

❖ù ❋ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ◗✳

❙♦✐t t ∈ Gn\An ∪Bn ❛❧♦rs (fn, gn) ∈ Q ❞✬♦ù ✿

ϕ(
‖fn + gn‖

2
) 6 (1− δ)

ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖
2

)

❈✬❡st à ❞✐r❡ ∀n > n∗ ❛✈❡❝ n∗ = max(n1, n2, n3) ♦♥ ❛ ✿

δ
ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖

2
) 6

ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖
2

)− ϕ(
‖fn + gn‖

2
)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣❛r str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ϕ

ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖
2

)− ϕ(
‖fn + gn‖

2
) > δϕ(

‖fn‖+ ‖gn‖
2

)

> δϕ(
‖fn − gn‖

2
)
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P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ∀n > n∗

ρBϕ(
fn + gn

2
) = lim

T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(
‖fn + gn‖

2
)dµ

= lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(
‖fn + gn‖

2
)χGn\(An∪Bn

)dµ+

lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(
‖fn + gn‖

2
)χ[Gn\(An∪Bn)]cdµ

6 (1− δ) lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖
2

)χGn\(An∪Bn
)dµ+

lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖
2

)[χGn\(An∪Bn
)]cdµ

6 −δ lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖
2

)χGn\(An∪Bn
)dµ+

lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖
2

)dµ

6 −δ lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(
‖fn − gn‖

2
)χGn\(An∪Bn

)dµ+

lim
T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

ϕ(‖fn‖) + ϕ(‖gn‖
2

)dµ

6
1

2
ρBϕ(fn) +

1

2
ρBϕ(gn)− δϕ(

β

2
lim

T→+∞

1

2T

∫ +T

−T

χGn
− χAn

− χBn
dµ

6
1

2
ρBϕ(fn) +

1

2
ρBϕ(gn)− δϕ(

β

2
[µ(Gn)− µ(An)− µ(Bn)]

6 1− δϕ(
β

2
)(
θ

2
)

P♦s♦♥s δ1 = δϕ(β
2
)( θ

2
) ♦♥ ❛ ✿

ρBϕ(
f + g

2
) = lim

n→+∞
ρBϕ(

fn + gn
2

) 6 1− δ1

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸ ♦♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t ✿

∀ δ > 0 ∃ ε(δ1) :
∥∥∥∥
f + g

2

∥∥∥∥
Bϕ

6 1− ε(δ1) c′est à dire
∥∥f + g

∥∥
Bϕ < 2

❼ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿
❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ı ✿Lϕ([0, 1]) →֒ B̃φ♣✳♣✳ ı(f) = f̃ ❡st ✉♥❡ ✐s♦♠étr✐❡ ❛❧♦rs ❧❛
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str✐❝t❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ B̃ϕp.p. ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ str✐❝t❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❖r❧✐❝③
Lϕ([0, 1]) ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ϕ(u) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
∆2

✸✳✹ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ B̃ϕ♣✳♣✳ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✶✳ B̃ϕp.p. ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ϕ ❡st ✉♥✐❢♦r✲
♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡st ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❼ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ✿

❙♦✐❡♥t f, g ∈ B̃ϕp.p. ❡t ε > 0 t❡❧s q✉❡ ✿ ‖f‖Bϕ = 1✱ ‖g‖Bϕ = 1 ❡t

∥∥∥∥
f − g

2

∥∥∥∥
Bϕ

> ε

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸ ♦♥ ❛ ✿

ρBϕ(fn) = 1 , ρBϕ(gn) = 1 , ρBϕ(
f − g

2
) > δ

P♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ δ = δ(ǫ) > 0

❙♦✐t hδ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ρBϕ(hδ) =
δ
4
✱ ♣♦s♦♥s ✿

T = {t ∈ R , |hδ| 6 max(|f |, |g|) 6 4

δ
|f − g|}

P♦✉r t ∈ T ❡t ♣❛r ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ϕ ∃p(δ) ∈]0, 1[ t❡❧ q✉❡

ϕ(
f + g

2
) 6

1− p(δ)

2
(ϕ(|f |) + ϕ(|g|))

❆❧♦rs

ρBϕ(
f + g

2
χT ) 6

1− p(δ)

2
(ρBϕ(fχT ) + ρBϕ(gχT ))

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

1− ρBϕ(
f + g

2
) =

1

2

(
ρBϕ(f) + ρBϕ(g)

)
− ρBϕ(

f + g

2
)

>
1

2

(
ρBϕ(fχT ) + ρBϕ(gχT )

)
− ρBϕ(

f + g

2
χT )

>
1

2

(
ρBϕ(fχT ) + ρBϕ(gχT )

)
− 1− p(δ)

2

(
ρBϕ(fχT ) + ρBϕ(gχT )

)

>
p(δ)

2

(
ρBϕ(fχT ) + ρBϕ(gχT )

)
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■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿

ρBϕ(
f + g

2
) 6 1−

(
p(δ)

2
(ρBϕ(fχT )+ρBϕ(gχT )

)
6 1−p(δ)ρBϕ

(
f − g

2
χT

)
(∗)

P♦s♦♥s T ′ = T1 ∪ T2 ❛✈❡❝ ✿

T1 = {t ∈ R , |hδ| > max(|f |, |g|)}

T2 = {t ∈ R ,
δ

4
max(|f |, |g|) > |f − g|}

δ < ρBϕ(
f − g

2
)

6 ρBϕ

(
f − g

2
χT

)
+ ρBϕ

(
f − g

2
χT ′

)

6 ρBϕ

(
f − g

2
χT

)
+ ρBϕ

(
f − g

2
χT1

)
+ ρBϕ

(
f − g

2
χT2

)

6 ρBϕ

(
f − g

2
χT

)
+

1

2

(
ρBϕ(fχT1

) + ρBϕ(gχT1
)

)
+
δ

8

(
ρBϕ(fχT2

) + ρBϕ(gχT2
)

)

6 ρBϕ

(
f − g

2
χT

)
+
δ

4
+
δ

4

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

ρBϕ

(
f − g

2
χT

)
>
δ

2

❊t ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té (∗) ♦♥ ❛ ✿

ρBϕ(
f + g

2
) 6 1− δp(δ)

2

❈♦♠♠❡ ϕ ∈ ∆2 ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✸✱ ∃q(ε) > 0 t❡❧ q✉❡ ✿
∥∥∥∥
f + g

2

∥∥∥∥
Bϕ

6 1− q(ε)

❉✬♦ù ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ B̃ϕ♣✳♣✳

❼ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿
❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ı ✿Lϕ([0, 1]) →֒ B̃φ♣✳♣✳ ı(f) = f̃ ❡st ✉♥❡ ✐s♦♠étr✐❡ ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐✲

❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ B̃ϕp.p. ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❖r❧✐❝③
Lϕ([0, 1]) ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ϕ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❖♥ ❛ ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①✐té
✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ str✐❝t❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❛❧♦rs ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ϕ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲∆2
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