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Introduction générale

Les questions relatives a la structure géométrique des espaces de Banach jouent un
role essentiel dans des domaines mathématiques trés variés, notamment en théorie de
I’approximation et en optimisation. Différent auteurs se sont intéressés a ces questions
(notamment la stricte et 'uniforme convexité relativement a la norme de Luxemburg).
Les espaces d’Orlicz généralisent de maniére adéquate les espaces L,.Ils sont définis a
partir d’une fonction d’Orlicz.

@ :RT — RT est une fonction d’Orlicz si :

1. ¢(0)=0
2. @ est convexe
5. tim 29

r——+00 T

L’essentiel du travail que nous présentons concerne différentes classes d’espaces fonc-
tionnels de type Orlicz, obtenue par extension des propriétés de la presque périodicité
de H.Bohr (propriété de translation et propriété d’approximation). Les espaces obtenus
sont appelés : Espace de Stepanoff-Orlicz, Weyl-Orlicz et Besicovitch-Orlicz de fonc-
tions presque périodiques. Notre étude porte sur des questions de nature géométrique,
notamment la caractérisation de I'uniforme convexité et la stricte convexité de I'espace
B?p.p. par des conditions de régularité sur la fonction d’Orlicz ¢

Le premier chapitre est introductif et concerne la théorie des fonctions presque pé-
riodiques (voir [2], [3], [5] et [10]).

Dans le deuxiéme chapitre nous introduisons les espaces d’Orlicz (voir [13] [12])et les
espaces d’Orlicz généralisés de fonctions presque périodiques : Sy (R)p.p., W#(R)p.p.,
B?(R)p.p.(voir [11])
et nous présentons des résultats de convergence dans les deux espaces B?p.p et §¢p.p,
cela en citant quelque lemmes en relation avec la semi-norme 1 et la pseudomodulaire
de Luxemburg ppe(.).
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Dans le dernier chapitre, nous donnons quelques propriétés de la pseudomodulaire
pp-(.) et de la pseudonorme ||.||pe(voir [14] et [11]), utiles & la démonstration des
résultats finaux.



Chapitre 1

(Généralités sur les fonctions presque
périodiques

1.1 Fonctions périodiques

Définition 1.1.1. Soit une fonction f: R — C et T un réel non nul tel que :
flz+T)= f(x) VreR

f est dite périodique ou T-périodique et T est dite période de f.

Remarque : Si T est une période de f et n un entier alors n'T est aussi une période
de f.

Exemples :

)I_\

Les fonctions trigonométriques(cos, sin, tan...) sont I’exemple typique de fonc-
tions périodiques.
f(z) = sin(ax) + cos(bx) avec a,b € R* et a/b € Q

La fonction exponentielle puisque e*=e*T2%* ayec 2z € C.k € Z

e

3
4

La fonction constante f(x) = a ot a € R et dont 'ensemble des périodes est
I’ensemble des réels strictement positifs

|0 size@ , L. , .
5 f(z) = { | sizdQ Dont I'ensemble des périodes est I'ensemble des ration-

nels Q

Proposition 1.1.1. ([6]) Soit f une fonction périodique on a alors l'une des assertions
sutvantes :

* 11 existe un nombre positif T tel que Uensemble {nT , n € Z*} contient toutes
les périodes de f.Dans ce cas T est la période fondamentale de f.

7
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* L’ensemble des périodes de f n’admet pas un plus petit élément (comme c’est le
cas des exemples 4 et 5)

Proposition 1.1.2. ([6]) Soient f et g deux fonctions périodiques T une période com-
mune a ces deuz fonctions, alors T est une période pour f+yg.

Remarque :

e Si T est la période fondamentale de f et de g ceci n’implique pas forcement
qu’elle 'est aussi pour f+g comme dans I'exemple suivant :

Soient f(z) = sin(z) + cos(g) et g(zr) = sin(z) — cos(g) on a f et g sont

de période fondamentale 47 par contre (f + g)(z) = 2sin(z) est de période
fondamentale 27.

e La somme de deux fonctions périodiques n’est pas forcément périodique comme
c’est le cas dans I'exemple suivant :

f(t) = cos(t) + cos(tV/2)

Proposition 1.1.3. ([6]) soient f et g deuz fonctions continues et périodiques, Ty et Ty

y . L . .1 .
leur périodes respectives, alors f+g est périodique si et seulement si R est rationnel.
2

Remarque :

Ce résultat n’est généralement pas vraie dans le cas ol on a pas la continuité de la
fonction.

Proposition 1.1.4. ([6]) Si f est T-périodique et continue, une primitive F de f est
aussi T-périodique si et seulement si : fOT f(t)dt=0.

Proposition 1.1.5. ([6]) La dérivée d’une fonction périodique est aussi périodique et
sont de méme période fondamentale

On va maintenant introduire la notion de presque périodicité qui est une générali-
sation de la notion de périodicité :

1.2 Fonctions presque périodiques

Définition 1.2.1. Soit E un ensemble de nombres réels, il est dit relativement dense
st il existe un réel € strictement positif tel que tout intervalle de longueur ¢ contient un
élément de E.

[ est dit longueur d’inclusion de [’ensemble F.
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Exemples :

i- L’ensemble des entiers relatifs Z est relativement dense dans R, effectivement
tout intervalle de R de longueur 2 contient un élément de Z.

ii- L’ensemble des entiers naturels N n’est pas relativement dense dans R,
effectivement V¢ > 0 ,3a = —2¢ tel que : [o,a +{[NN =)

Définition 1.2.2. Soient f une fonction de R a valeurs dans C,7 un réel et € un réel
strictement positif. T est une e-presque période de f si :

swp | fle+7) — flo)Ise

L’ensemble des e-presque périodes de f sera noté T(f,e).

Proposition 1.2.1. ( [2] [])

1. Si 7 est une e-presque période alors c¢’est aussi une €' -presque période avec
e <é.FEtonaTlfe)C T(fe)

2. Si T est une e1-presque période et T une eq-presque période alors T + T est
une (£1+¢€)-presque période.

Définition 1.2.3. (presque périodicité au sens de Bohr)

Soit f une fonction continue, de R a valeurs dans C elle est dite uniformément presque
périodique st pour tout réels € strictement positif ’ensemble des e-presque périodes,
T(f.c), est relativement dense.

Par la suite [’ensemble des fonctions uniformément presque périodiques sera noté {u.p.p}.

Exemples :
i- Toute fonction périodique continue est presque périodique,

Démonstration. Soit f une fonction périodique continue alors il existe un
nombre strictement positif T tel que :

fle+T) = f(x) =0
d’ou
If(z+T) = f(z)[x =0
Par la continuité de fon aVe > 0,30 >0, | (x +T) —x |= |T |< ¢ implique
que :

[f(z+T) = flz)llx <e
Donc Ve > 0, 30 > 0 tel que VT € |9, 9] :

Slelgllf(w +T) = flo)llx <e

]9, 8] est un intervalle de longueur 24, c’est a dire que 'ensemble T(f,¢)
rencontre tout intervalle de longueur 29 O]
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ii- La somme de deux fonctions périodiques et continues dont le rapport de leurs
deux périodes n’est pas rationnel est presque périodique, exemples :

o f(x) = cos(t) + cos(\/2t)
o g(z) = sin(t) + sin(v/2t)

Définition 1.2.4. Soit f une fonction continue de R a valeurs dans C elle est dite
normale si pour toute suites de de nombres réel {hy,}, .y il existe une sous-suite {hy,}
tel que la suite de fonctions f(x + hy,,) soit uniformément convergente dans R
Une fonction normal est une fonction presque périodique au sens de Bochner.

Proposition 1.2.2. ([2],[3]) Si une fonction f continue de R & valeurs dans C est
normale si seulement si elle est uniformément presque périodique

Définition 1.2.5. On définit les polyndomes trigonométriques généralisés comme étant

les applications de la forme :
P : R — C

t — P(t)zjila.ewt aveca; cCVjeNet ;e RVjeN
=0

Par la suite [’ensemble des polynémes trigonométriques généralisés sera noté P i.e. :

j=n
P={P(t)=) ae™' a; €CVj€N,) €RVj € N}

J=0

Définition 1.2.6. On dit qu’une fonction f :R — C posséde la propriété d’approxi-
mation polynomiale lorsqu’il existe une suite de polynomes trigonométriques { P, }nen
tel que lim ||f — P, =0.

n—+oo

C’est a dire lorsqu’elle est limite uniforme d’une suite de polynémes trigonométriques.

Proposition 1.2.3. ([2],[5]) St une fonction f continue de R & valeurs dans C posséde
la propriété d’approximation polynomiale alors elle est uniformément presque pério-
dique.

Proposition 1.2.1. ([2],[3]) Soit f une fonction de R dans C uniformément presque
périodique alors elle est : uniformément continue et uniformément bornée.

Proposition 1.2.2. ([2],[3]) Soient f,f1,fs des fonctions de R dans C uniformément
presque périodiques alors les fonctions suivantes sont aussi uniformément presque pé-
riodiques :
— ¢f(z) avec ¢ une constante,la fonction conjuguée de f f(zx), {f(x)}* et on a
Uensemble T(f,c) contenu dans chacun des ensembles :

T(cf| c|e), T(f,e), T({f}?2M.).
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— fitfa, fi X fo, % avec fo(x) # 0,

1
e si| f(x)]>0

— F o favec F une fonction uniformément continue

Proposition 1.2.3. ([2],[9])

1. Sila dérivée d’une fonction uniformément presque périodique est uniformément
continue alors elle est aussi uniformément presque périodique.

2. Si une fonction [ uniformément presque périodique est borné alors sa primitive
est uniformément presque périodique.

Proposition 1.2.4. ([2],[5]) L’espace des fonctions uniformément presque périodique
muni de la norme de convergence uniforme est un espace de Banach.

Définition 1.2.1. Soit f € {u.p.p}
1. M{f(z)}= lim

. T jg f(z)dz est dite valeur moyenne supérieur de f(x)
—+00

1
2. M{f(z)}= lim ﬁijT f(z)dz est dite valeur moyenne inférieure de f(z)
T—+o00

Lorsque M{f(x)} =M{f(x)} la valeur commune, notée M{f(x)}, est dite valeur moyenne
de f(z).

Remarque Pour une fonction de plusieurs variables on indique la variable par
rapport a laquelle on intégre, exemple : M, {f(z,y)} ou M, {f(z,y)}



12CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES



Chapitre 2

Espaces d’Orlicz

2.1 Espaces modulaires

Définition 2.1.1. Soit X un espace vectoriel réel ou complezxe. Une fonctionnelle p : X—
R est dite modulaire lorsque pour tout x,y dans X on a :

1. p(x)=0 <= z=0
2. — p(-z)=p(z) si X est réel

— p(2e)=p(z) avec 0 € R si X est compleze
3. plaz+Py)< p(r)+p(y) avec a5 >0 et a+P=1

Remarques

1. Si la condition une n’est vérifié que dans le sens x=0 = p(x)=0 elle sera dite
pseudomodulaire.

2. Si on a plax+pPy)< a p(x)+8 p(y) avec a,f =0 et a+p=1 elle sera dite
(pseudo)modulaire convexe

Définition 2.1.2. Sotent X un espace vectoriel réel ou complexe et p une modulaire
(resp.pseudomodulaire), le couple (X,p) sera dit espace modulaire (resp. espace pseu-
domodulaire).

A la (pseudo)modulaire p on associe les espaces vectoriels suivants :

X,={ zeX, lim p(az)=0}
a—0

X, ={ 2€X, p(az)<oo pour un a>0 }

Exemples d’espaces modulaires :

1. Les espaces normés (X,]|.||)sont des espaces modulaires avec p(.)=||.||, les normes
sont des modulaires convexes.

13
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2. Les espaces de Lebesgue LP, p>1 sont des espaces modulaires avec
p(O)=fy | £ 17 dpe, Ee Lr(Q).

2.2 Fonctions de Young

Définition 2.2.1. Une fonction ¢ R — R* est dite o—fonction lorsqu’elle vérifie :
1. @ est symétrique
2. ¢(0)=0 et p(z)>0 pour x>0
3. ¢ est croissante sur R

Si de plus elle est convexe elle sera dite fonction de Young

Proposition 2.2.1. ([9]) Toute fonction de Young admet la représentation intégrale

sutvante : @ (x)= f0|$|p(a:) dt ow p est la dérivée 4 droite de o, elle est croissante pour
t>=0 et continue a droite.

Définition 2.2.2. Soit ¢ une fonction de Young elle sera dite d’Orlicz ou N-fonction
lorsqu’elle vérifie :
1. lim @
z—0 T

=0

T
2. lim 2
r——+00 T

Ces conditions sont équivalentes a :
1. lim p(z)=0

z—0
.l =
avec p la dérivée a droite de ¢
Définition 2.2.3. Soit ¢ une fonction de Young on lui associe une autre fonction
Y : R — RT,dite conjuguée de o, définie par :
¥(y) = sup{z [y [ —p(z)}

Elle admet la représentation intégrale suivante :

|yl
»(y) :/ q(s)ds avec q(s)= supt= inf ¢t
0

p(t)<s p(t)>s
La fonction q est dite inverse généralisé de p.

Remarques :
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1. La fonction ¢ n’est pas forcément une fonction de Young, puisque on peut avoir
1 (x)=0 pour x>0.

2. Lorsque ¢ est une N-fonction, sa fonction conjuguée 1) 'est aussi. De plus ¢ est
la fonction conjuguée de .

Exemples de fonctions de Young :
Dans ce qui suit ¢ est la fonction de Young et ¢ sa fonction conjuguée :

1ol oy, w(x)% avec é% —1

2. p(x)=exp(|z [)-|z [-1,  ¥y)=(1+y Nn(l+]y -y |
3. Dans certain cas le calcul de la fonction conjuguée est impossible comme dans
les cas suivants :

1- @(x) = 22 — 1 ou p(t) = 2te’” ce qui rend difficile le calcul de q(s)

2- p(z) = exp(] « |* —1,a > 1, le calcul de 9 revient & résoudre ’équation
suivante : | y | —az® texp(x®) =0

Définition 2.2.4. On dit qu’une fonction de Young vérifie la condition-Ay si
il existe deux constantes k>2 et ug > 0 tel que p(2u) < ke(u) Yu € R tel que | u [=> ug

Remarque : Pour simplifier I'écriture on écrira ¢ € A,

Définition 2.2.5. On dit qu’une fonction de Young vérifie la condition-Vy si elle est
sa fonction conjuguée vérifient la condition-A,.

2.3 Espace d’Orlicz

Soient p la mesure de Lebesgue sur R, et M(R) 'ensemble des fonctions p-mesurables
définies de R & valeurs dans R, une N-fonction.

Définition 2.3.1. Soit lapplication :

po 1 MR) — R
fo—= po(f) = [zl f(x)])du

pe est une modulaire conveze sur M(R) elle est dite modulaire d’Orlicz.

Définition 2.3.2. A la modulaire d’Orlicz on associe ’espace modulaire dit d’Orlicz
noté L¥(R) suivant :

Lo(R) = {f € M(R) , lim p,(A\) =0
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Comparaison des espaces d’Orlicz L¥ :
Soit 1 et s deux N-fonctions on a :
L (R) € L¥*(R) si seulement si Jug >0 et a > 0 tel que ¢1(u) < polau) V u >
Uo

Définition 2.3.3. On définie les ensembles suivants :

- L) (R) ={f e MR), [yel f(x)])du < oo} dit classe d’Orlicz.

- E¥ (R) ={f e M(R), [o\f(x))du < co,VA> 0} dit petit espace d’Orlicz.
-Lf (R) ={f € M(R), [yo(\f(x))du < oo, pour un A >0}

On a les inclusion suivantes :
L*(R) C Lf(R)etLSD(R) C LZ(R)
Et dans le cas ot ¢ vérifie la condition-Ag on a les égalités suivantes :

L)(R) = LY(R) et E*(R) = L*(R)

Normes sur les espaces d’Orlicz Soient fe L¢(R), ¢ une N-fonction, ¥ sa fonction
conjugué.On peut définir sur les espaces d’Orlicz les trois normes suivantes :

1. Norme de Luxemburg

7, = infA >0, pu(hy < 1)

2. Norme d’Orlicz

A o = supf / | F(Dg(t) | dyt, avee g € L*(R) et pu(g) < 1

3. Norme d’Amemiya

7120t 1+ p, (A1)

Remarques

* La norme d’Orlicz et la norme de Luxemburg sont équivalentes du fait que :
Iflle <FIAN o< 2071l

* Bien que équivalentes ces deux normes donnent différentes propriétés géomeé-
triques aux espaces d’Orlicz

* La norme de Luxemburg posséde la proprité suivante : || f||, < 1 si seulement si

Jep()dp<1
* Soient fe L?(R) et ge LY(R) alors : [o | f(t)g(t) | dt < 2|/ fl,llgllw
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Exemples d’espaces d’Orlicz

* Les espaces de Lebesgue LP (1 < p < 400) sont les espaces L avec :
op(z) =[ = [P

* Lespace L™ est 'espace L¥> avec :

B 0 size[-1,1]
Yoo = 400 sinon

* Les espaces LP N L*>® (1< p < +00) sont les espaces L¥7> avec :

fJx P sixe[-1,1]
Yoo =\ 400 sinon

Propriétés des espaces d’Orlicz :([13], [12])

e Complétude :
Les espaces d’Orlicz sont des espaces de Banach pour les trois normes ci-dessus.

e Réflexivité :
Les espaces d’Orlicz sont réflexifs si seulement si ¢ et W vérifient la condition-A,

e Séparabilité :

* E¥(R) est séparable quelque soit ¢

* L?(R) est séparable si et seulement si ¢ vérifie la condition-A,

2.4 Espaces de type Orlicz

Espace de Stepanoff-Orlicz :
Définition 2.4.1. Soit la modulaire psy avec [>0 définit comme suit :

pgr - MR) — R*
foo— pse(f) :slé?;fj” (| f(t) dp

elle est dite modulaire de Stepanoff-Orlicz.
On lui associe les espaces suivants :

-SYR) ={fe MR), }\12% pse(Af) = 0} dit espace de Stepanoff-Orlicz.
- STR) = {f € M(R) , pgr(Af) < 400 pour un A > 0}
- S/(R) = {f € M(R) , psr(Af) < o0}
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Proposition 2.4.1. ([7])

* Si la fonction ¢ est conveze on a SP(R) C S7*(R) C S7(R)

* SP(R) est un sous-espace linéaire de S (R), et on a égalité S (R)=S/"(R)

sous la condition qu’il existe une constante a>0 tel que :lim sup eloz) _
a—0 |1"> @(x)

* Si de plus de la condition ci-dessus la fonction @ vérifie la condition-Ao on a
[’égalité entre les trois espaces.

Définition 2.4.2. Lorsque ¢ est conveze on munit Sf (I) de la norme suivante :

IFllsp = mf{k >0, psp (1) < 1}

= inf{k >0 Sup f/ - \ f(t) |)dp < 1}

Remarque :([7]) L'espace S (R) est complet pour cette norme

Espace de Weyl-Orlicz :

Définition 2.4.3. Soit la pseudo-modulaire pye définit comme suit :

pwe  M(R) — R+
foo— ()= lim pge(f)

elle est dite modulaire de Weyl-Orlicz.
On lui associe les ensembles suivants :

- We(R) ={f e M[R), }\gl% pwe(Af) =0} dit espace de Weyl-Orlicz.
- WPR) * ={f e MR), pwe(Af) < 400 pour un A > 0}
W) = {f € M(R) , pwo(Af) < +oc}
Proposition 2.4.2. ([7])
On a ’égalité entre ces trois espaces si l'une des deux conditions suivante est vérifiée :

* o vérifie la condition-Aq et il existe une constante a>>0 tel que :

lim sup plaz)

=0
a—0 lz|>a (,0(1’)

* © est convere est vérifie la condition-Aq
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Définition 2.4.4. Lorsque ¢ est convere on munit W¥(R) de la pseudo-norme sui-

vante :

. 1
I Flws = inf (k>0 pws(1-f) <1}
= Jim_|1/]s;

Remarque :([7]) L'espace W¥(RR) n’est pas complet.

Espace de Besicovitch-Orlicz :

Définition 2.4.5. Soit la pseudo-modulaire ppe définit comme suit :

PBe M(R) — Rt
fooe pee(N) = T g [70 (] £(2) [y

elle est dite modulaire de Besicovitch-Orlicz.
On lui associe les ensembles suivants :

- B?(R)={f e MR) , /l\irr(l) ppe(Af) = 0} dit espace de Besicovitch-Orlicz.
—>
- B?(R) *={f € M(R) , ppe(\f) < +00 pour un X > 0}

CBER) = {f € M(R) , pe(\f) < +00)
Proposition 2.4.3. ([7])

1. B*(R) C B*(R) *

2. Dans le cas ot ¢ est convezxe [inclusion précédente devient une égalité

3. On a B?(R) *=B%(R) si seulement si ¢ satisfait la condition-Ay

Définition 2.4.6. Lorsque ¢ est convere on munit B?(R) de la pseudo-norme sui-

vante :
+T

Il =int (>0, T oo [ ol 50| W< 1)

-T

o 1 +T
= T inf{h >0, o / )| R < 1)

Remarque :([7])
L’espace de Besicovitch-Orlicz est complet

Lien entre les espaces S/ (R), W?(R), B¥(R) :([7])

Les (pseudo)modulaires et les (pseudo)norme associées peuvent étre ordonner comme

suit :



20 CHAPITRE 2. ESPACES D’ORLICZ

ppe(-) < pwe(.) < pse()
e < l-llwe < l-llsy

On en déduit les inclusions suivantes :

S?(R) = SF(R) € W#(R) C B*(R) C B\(R)

2.5 Espaces d’Orlicz généralisés de fonctions presque
périodiques
On note par G¥(R) l'un des espaces suivants S;(R), W¢(R), B?(R) , |.|g- la

(pseudo)norme de Luxemburg associée et pge la (pseudo)modulaire de Luxemburg

En considérant la fermeture de I’ensemble des polynémes trigonométriques géné-
ralisés P relativement a la (pseudo)norme de Luxemburg ||.||g+ on obtient les espaces
suivants (S7(R)p.p., W?(R)p.p., B?(R)p.p.) :

Gépp. = f”-HG‘P
{f € G/(R).3(fu}oer C P, I |, — Fllgw = 0)
= {f € GCP(R)a El{fn}nEN C ,P7Vk > Ovnl_igiloopG“’(k(fn - f)) = 0}

Et en considérant la fermeture de 'ensemble des polynoémes trigonométriques gé-
néralisés P relativement a la (pseudo)modulaire de Luxemburg pg¢(.) on obtient les
espaces suivants :

é@p'p' = {f S G¢<R) ) a{fn}néN CP, Jky > Oanginoop(}%"(ko(fn - f)) = 0}
On a les inclusions suivantes :([7])
G¥p.p. C G?p.p. C G*(R)

Et I'égalité dans le cas p € A,
On a aussi les inclusions suivantes :([7])

P C {u.p.p} C S{(R)p.p. C W?(R)p.p. C B*(R)p.p. C B'(R)p.p.

2.6 Problémes de convergence dans les espaces B¥p.p.
et Bp.p. :

Définition 2.6.1. Soit P(R) l’ensemble des parties de R. On note ¥, la 3-algébre des
sous ensembles Lebesque mesurables.
Pour Ae X, on définit la fonction d’ensembles :
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A(A) = B or [ xa®dp= Jim (AN [=T,T])

1l est clair que 11 est nulle sur les ensembles de mesure finie par rapport a .

n n'est pas o — additive donc n’est pas une mesure.

Par contre ¢’est une sous-mesure puisque c’est une fonction d’ensembles sous-additive
pour les réunions finies :

H(Ufm\leAn) < 271:7:1 H(An>

Définition 2.6.2. Une suite de fonctions p — mesurables fy est dite ;@ — convergente
vers une fonction f (u — mesurable) lorsque, pour tout nombre € > 0,0on a :

Jim ji{z € R, | fyle) - f(@)] > =} =0

En d’autres termes,pour tout € > 0 et 6 > 0,il existe ks € N tel que pour tout k > ks,
il existe un nombre Ty, pour lequel on a :

p{x € [=T,T), || fe(x) — f(x)|| > e} < 02T, pour tout T> Ty

Lemme 2.6.1. [11] Si {f,} est une suite de fonction f dans B¥(R,E),modulaire
convergente vers une fonction f de B¥(R,E), celte suite est aussi @ — convergente
vers la fonction f.

Démonstration. Soit {f,} une suite de fonction dans B¥(R,E) modulaire convergente
vers fe B?(R,E), et soit 'ensemble suivant :

An(e) = {t e R, Ifu(z) = f(@)] > &}

_ .
) = T o [ (o) da
— 1
= lim —/ 1du
T—+002T" Ji_p1inA,(e)
< 1 im 1/Tnf() f(@) d (2.1)

Par I'inégalité de Jensen! :
olor [p1fa®) = FONldu) < 55 [T ol falt) = £ dp

Lafdu, [y e(f)dp
Jadp Jadu

1. Pour f € L¥(R) on a ¢( ) <
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Puisque ¢ est continue et croissant, sa réciproque ¢! est aussi continue et croissante
on a alors :

1

57 [ 150 =50l <7 G [ el = Kol (2.2

Puisque f,, converge en module vers f, alors :

' T T '
Vo' > 0,d3ng €N, Vn=>ngona: TETm% ool falt) = F(E)])dp<d

On choisit ¢'=p(de) o 60, £>0 ce qui nous donne :

T [ 7 o(1alt) = F(0) )i o(62)

T—+o00

C’est a dire :

e CIm o [ (L falt) = F(O)I)dp) < e

T—+o0

Par I'inégalité (2) on a :

Tm % [ 1 fa(t) — F(2)||dp=oe

T—4o00

C’est a dire :

L L (T ) = £ s

£T—+00
Par l'inégalité (1) on a :
V=0,V e>0, u(A,(e)< o
C’est a dire f, est i-convergente vers f O]
Lemme 2.6.2. [11]| Soit h € B?p.p. tel que pBe(h)=a, a>0. Alors :

pour tout nombre 0 €]0,1/, il existe deux nombre §>0 et Ty >0 tels que pour T = Ty,on
ast :

{GN[=T,T]} > 02T , o0 G = {t e R, ||n(t)]|} <
Démonstration.

| —
Soient 6 €]0,1] et B > 0 tel que (B)(1 —0) > 2a et ﬁu{G N[-7,7]} <6
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o [ e = ([ el@h i+ [ amol)

2T GN[-T.T) S

1

2 57 gy PO
1

> ﬁSO(ﬂ) /Gcm[ TT}ldlu
1 —c

> SpeO{@ N [=T. 7]}
1
57 P (B ({[=T.T1}) — 02T)
e(B)(1—0)

C’est & dire :

1
57 [ eh®) du 2a

Par passage a la limite :

T [T o(h(@)])du> 2

T—+00 2T
C’est a dire :
ppe(h)= a>2a
Contradiction avec a strictement positif m

Lemme 2.6.3. [11]| Soit g une fonction dans B?p.p. on a :
Pour tout € >0, il existe § >0 tel que ppe(gxg) < €, pour tout ensemble Q) tel que
WQN[-T,T]) < 82T, T > Ty,

Démonstration. Soient f € u.p.p et £>0 on cherche 6>0 tel que pp.(fxg)<e pour tout
ensemble Q vérifiant 1(Q)<J.

On pose 5:% ou M=sup(p(||f(t)|])) et soit 'ensemble Q tel que 1(Q)<d alors :

lim %fTT xo(t)du<é

T—+o00
c’est a dire :
Jim QN [T T
On a
I 1
a7 | Oxedn = gz [ sl

Sll-T, 71N Q)
3 (2.3)

V/AS/A
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Soit maintenant f € B?p.p. C’est & dire 3 f,, C P tel que hrf ppe(2(fn — f))=0
n—-+00
On a:

pre(fxQ) = ppe(2(f = fu)xa + 2/nxe)
< 5ome (2= xa) + 508+ (2faxe)
< 5pme@fa= D)+ 3p5e(21)

Comme f,, converge en module vers f on a :
Ve >0 dng € N tel que ppe(2(fn — f)) <& (%)

2f, € {u.p.p} on déduit d’aprés (3) qu'il existe un certain J tel que ppe(2(fuxg))<e
pour tout ensemble Q) vérifiantz(Q)<d (%*)
Donc d’aprés (x) (xx) on a :

19 e
pee(fxq) < gtg=¢

[]

Lemme 2.6.4. [11]| Soit {fy},une suite de fonctions de B¥(R, E), fi-convergente vers
une fonction f de B¥(R, E). On suppose qu’il existe une fonction g de B¥p.p.
telle que maz (| fi(@)], 1£(@)]) < g(z),alors -

lim ppe(fi) = ppe(f)

k——+o0

Lemme 2.6.5. [11] Soit fi,une suite de fonctions de B¥(R, E). On suppose :
(i) 1l existe f € B?(R, E) tel que khrf pe(f— fu) =0
—400

(11) 1l existe g € B?p.p. tel que maz (|| fr(2)|, | f(2)|]) < g(z); ¥V z €R
Alors :

lim ppe(fr) = ppe(f)

k—+o00

Lemme 2.6.6. [11] Soit fy une suite de fonctions de B¥(R, E). On suppose qu’il existe
f € B?p.p. tel que klim ppe(f — fr) =0, alors :
—+00

lim ppe(fi) = ppe(f)
k—+o0

Lemme 2.6.7. [11] Soit fx une suite de fonctions de B¥(R,E). Et soit f € B®p.p.
alors :

lim ka — fHB*@ <~ VA >0 lim pBap()\(f — fk:)) =0
k—+o00 k—+oo



Chapitre 3

Notions de convexité dans les espaces
B¥p.p. et B¥p.p. :

3.1 Notions de convexité dans les espaces de Banach :
Soient X un espace de Banach, S(X) sa sphére unité ie :S(X) = {zx € X , ||z| = 1},
B(X) sa boule unité fermé ie :B(X) ={z € X , ||z| < 1}.

3.1.1 Stricte convexité :

Définition 3.1.1. Une fonction p : R — R est dite strictement convexe si :

SOPONS

Vu,v € R avecu#v ona go( 5 5

Ou d’une maniere équivalente :
Vu,v e R avecu#v @lau+ fv) < ap(u) + Bp(v) Ya,B>0 et a+p=1

Remarque :([[14]]) Si ¢ est strictement conveze alors Vk > 0 et Ve >0 36 >

0 telque:
FEO PR

2
Vu,v € R vérifiant |u| < k,|v| < ket |lu—v|>e¢

Définition 3.1.2. Soit C un sous-ensemble de X il est dit convexe si : Vx,y € C
Ve 0,1l onatzr+(1—t)yeC

Définition 3.1.3. Soient C un sous-ensemble convexe de X et x un point de C, x est
dit point extréme de C si :

Vy,zECtelque:c:%(y—l—z) onar=y==z

25
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ou d’une maniere équivalente :
Vy,ze CV Ael0,1] tel quex = y+(1—Nzonax=y==z2
L’ensemble des points extrémes de C sera noté : Extr(C)

Remarque : Géométriquement,un point extréme de C est un point qui n’est le
milieu d’aucun segment contenu dans C.

Définition 3.1.4. X sera dit strictement conveze (SC') si :
Vo,y € S(X) tel que |[z+yl|=2o0maz=y

Proposition 3.1.1. Si X est strictement convexe alors Vr,y € X avec x #y on a :
T+y

“all =yl =1 = 1552 <1
vy, el + e
*¥p € 1, +ool; [T <

Définition 3.1.5. On appelle module de converité de X le nombre
) Tty
0x (e) =inf{l — [~ 2,y € BX), |z —yl > ¢}
Proposition 3.1.2. X est strictement conveze si seulement si 0x(2) =1

Proposition 3.1.3. ([14]) Les assertions suivantes sont équivalentes :
* X est strictement convexe
* Six,y € X tel que 2||z||* + 2l|y||I> — llz +y||*> =0 alors z =y
* Sixz,y e X\ {0} tel que ||x+y|| = ||z||+ ||y]| on a x = Xy pour un certain A > 0
* Extr(B(X)) = S(X)
Remarque : La convexité d’un espace est une notion lié a4 sa norme, ainsi dire

qu’un espace est strictement convexe est équivalent a dire que sa norme est strictement
convexe.

Exemples
* Tout espace de Hilbert (H, ||.||) est strictement convexe et on a dx(g) = 2= 24’52
Démonstration. On prend ||z]| = |ly|| = L,z #yet ||z —y||=aon:0<a <2
Alors par l'identité du parallélogramme on a :
lz+yl? = —llz+yl?+2(z]* + l[yl*)
=4—-a’<4

et donc ||z + y|| < 2 (proposition 1) O
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* Lespace Cla, b] des fonctions continues & valeurs réel sur [a, b] muni de la norme
||z|| = max{||x(t)| : t € [a,b]} n’est pas strictement convexe

* L’espace d’Orlicz L?(R) est strictement convexe pour la pseudonorme de Luxem-
burg ||.||, et ¢ € Ay(voir[4])

Définition 3.1.6. Un espace modulaire (X,p) est strictement conveze si :

Tr+y

<
;) <e

Ve>0Vr,y € X pour p(x) < e, ply) <eetplx—y)>0onap

3.1.2 Uniforme convexité :

Définition 3.1.1. Une fonction ¢ : R — R est dite uniformément conveze si V a €
10,1[ 36(a) €0, 1] tel que :

(p(u—i—au) <1—§(a)M

2

Vu € R tel que |u| > d pour un certain d > 0
D’une maniére équivalente :
Une fonction ¢ est uniformément convezxe si : Ve > 0 dp(e) €]0, 1] tel que Yu,v € £ on

a: (’O(U;U><1_p(a)gp(u);—g@(0)

avec & = {(u,v) € R?, |u —v| > emax(|ul, [v]) > ed} pour un certain d

Définition 3.1.2. X sera dit uniformément conveze (UC) si :

r+y

Ve >030=0(g) >0 tel que si ||z|| =||y|| =1 et ||x—y|| =€ ona] |<1-9¢
Proposition 3.1.1. Soit f une fonction strictement convexe, strictement croissante et
continue sur [0, 2].

X est uniformément conveze si et seulement si pour toute fonction f vérifiant les condi-
tions précédentes avec f(1) =1Vt € [0, 1]

a(t) = inf {f([lz+tyl)) + f(llz — ty|) — 2} avec |lz| = [lyl| =1
est strictement positif

Proposition 3.1.2. Si X est de dimension > 2 etV ¢ €)0,2] son module de convezité
est positif alors il est uniformément conveze.

Proposition 3.1.3. Caractérisation séquentielle de 'uniforme convexité :
X est uniformément conveze si pour {x,},{yn} € S(X), |0+ Unl| — 2 = ||lyn —
Tpl| — 0
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Remarque : Si ||z, + Y| — 2 = [lyn — zal| —7**1*" 0 on parle de la faible
uniforme convexité (WUC)

Proposition 3.1.4. Soit X un espace uniformément conveze et C' un ensemble fermé
borné et convere de X alors C' a un élément unique xq tel que :

[zoll = inf{[jz]| : = € C}
Proposition 3.1.5. ([8]) Toute espace de Banach uniformément convezxe est réflerif.

Exemples :

* Tout espace uniformément convexe est strictement convexe. Et ces deux pro-
priétés coincident lorsque X est de dimension fini.

* Lespace d’Orlicz L?(R) est uniformément convexe pour la pseudonorme de
Luxemburg ||.||, et ¢ € Ay (voir [1] )

Quelque généralisations de 'uniforme convexité :

Locale uniforme convexité :

Définition 3.1.1. X est dit localement uniformément convexe (LUC) si seulement si
pour un certain € > 0 et pour un élément x € S(X), il existe §(x,e) > 0 tel que :

vy € SO0l -yl > e ona |2 <1 b(e,2)

Définition 3.1.2. Soit l'application suivante dite module de convezité local :

ox : ]0,2] x S(X) —  [0,1]
(g,2) — Ox(e,x)

Ox (e, ) = inf {1 — [53%]| 1y € S(X), [l —y]| > ¢}

Proposition 3.1.1. X est LUC si seulement si Ve €]0,2],Vo € S(X) son module de
convezxité local (e, x) est strictement positif.

Proposition 3.1.2. (Caractérisation séquentielle :)
Les assertions suivantes sont équivalentes :

e Xest LUC

e Siz e S(X) ety, une suite dans S(X) (ou B(X)) tel que ||3(z+ yn)|| — 1, alors :
[ = yall — 0

o Sixz e S(X) ety, une suite dans X tel que ||3(z + y,)|| — 1 et [|yn|| — 1, alors :
[ = ynl| — 0

Proposition 3.1.3. Tout espace (UC) est (LUC) linverse n’est généralement pas vrai
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Uniforme convexité dans toute direction :

Définition 3.1.3. Soit z € X différent de zéro. Le module de convexité de X dans la
direction z est donné :

ox(—=z,.) @ [0,2] — 0, 1]
e > Ox(— z,¢)

ox(— z,e) = inf{l — [|22] s 2,y € S(X), |z —y|| > &,IN € R tel que v —y = Az}

Proposition 3.1.6. L’espace (X, ||.||) est uniformément convexe dans toute direction
(UCED) st 0x(— z,e) >0V z € X\{0} ete € [0,2]

Proposition 3.1.7. (Caractérisation séquentielle de (UCED) :
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1- X est (UCED)
2-Na,,z€X, ||xa]| — 1, |lzn+ 2| — 1 et |22, + 2|| — 2 implique z =0

3- Vz # 0 dans X et z, et y, deur suites de X tel que : (lim ||z, || = lim ||y,|| = 1;
lim ||z, + yn|| = 2 et z, — yn, = ay2) alors lim (a,) =0

3.2 Propriétés de la pseudomodulaire ppr et de la
pseudonorme ||.|| ¢

Lemme 3.2.1. ([11]) Pour toute fonction f € B¥ p.p., la limite

lim — / (1 F(0))dp

T—+o00 2T _T
existe et est finie.

Lemme 3.2.2. ([11]) Soit f € B%p.p. on suppose que la fonction ¢ satisfait o la
condition-Ay avec des constantes K>2 et a>0. Alors la fonctionnelle

A— va(g)

est continue sur RY

Lemme 3.2.3. ([11]) Soit f € B¥p.p. on suppose que la fonction ¢ satisfail o la
condition-Ay avec des constantes K>2 et ug >0. Alors on a :
1 |flle <1 siet seulement si ppe(f) <1

2 En particulier ||f||ge = 1 si et seulement si ppe(f) =1
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3 Ve €]0,1] 3o(e) €]0,1[ tels que
ppe(f) <1 —e=|fllpr <1-10(e)

Démonstration.

1 e Supposons que ||f]|pr <1

Ifll e —+e

| FooN f
?i%p”(nfum +e) ‘pB“”<|rf||Bw) s

pBw(f><( f ><1
<

Par définition on a thp( L ) < 1, Ve > 0. Par le lemme 3.2.2

Alors :

e Supposons maintenant que pge(f)

1e {k>0,p3¢<£> <1}

Ce qui entraine que

1fllBe = inf{k >0, ppe (%) < 1} <1

2 e Supposons que || f|ze = 1. On a d’aprés i), pp.(f) < 1. Et on a :

VA €]0,1],(1—\) ¢ {k; > 0,p3¢<£> < 1}

Donc

Par le lemme 3.2.2

Et donc ppe(f) =1
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e Supposons ppe(f) = 1. On a d’apres i), || f||pe < 1.
On suppose || f||pr =a <1ona:

pee(f) = ppe (aé) < appe (g)

/ =1, par i) ppe (i> <1
allge a

Par suite, ppe(f) < a < 1. Contradiction avec 'hypothése pge(f) = 1, d’on
1fllse =1

Comme

]

Lemme 3.2.4. ([11]) Soit f € B¥(R,E) alors
dim (€ R ()] >0} =0

Démonstration. Soit f € B?(R,E) donc Ja > 0 tel que ppe(af) < +o0.
Pour tout N € N soit la troncature de f :

B RICES
fN(t)‘{ N si fO] >N

Notons Ey = {t € R, |[f(t)|| = N}, la convexité de ¢ nous donne pour tout
N eN:

pre(afn)

pre(QfNXEyN)
ppe (N XEy)
P(aN)u(En)

ppe(af)

VoV VWV

Par passage a la limite on obtient : lim u(Ey) =0 O
N—+oc0

Lemme 3.2.5. ([11]) Ve >0 30 >0 tels que l'implication suivante :
VAeX |, ppe(xa) <d = f(A) <¢
est vérifiée.
Démonstration. Montrons d’abord que ¢(xa)=¢(1)xa :
(1) si teA (1) si teA
p(xa) =

p0)=0 si tg A PIXA= 1 02 b0) sitéa
alors ’égalité est vérifiée.
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Soient € >0 et i(A)> € on a alors :

ppe(xat)) = _lim — : p(xal(t))du

T—)+OO2T _T
1 [T
¥ T—>r—+l-1002T /T XA(t)d'u
= p()u(A)
> ¢(l)e=

[
Lemme 3.2.6. ([11]) Soit f € B?p.p. alors Ve >0 36 >0 tels que l"implication suivante :

VAe X, (A) <6 = ppe(fxa) <e
est vérifice.
Démonstration. Soient f € B¥p.p. alors par la définition de B?p.p. il existe une suite
{P,}n>1y de polynomes trigonométriques pour lesquels il existe ny € N tel que :

1

pe(2(Pa — f)) < 3¢ (%)

Soit P, € P alors 2P, € {u.p.p} donc 2P, est uniformément bornée et de par la
continuité de ¢ on a p(2F,)<@(M) avec M>0, on a alors :

1 [T
ppe(xa) = lim - /_ . p(Enxa)dp
1 [T
= lm o /_ . P(2F,)xadp
< e(M)n(A)
On a donc 'implication suivante :
36 = m\m €3, 7(A) <6 — ppe(2Pixa) < %5 (%)

Par (*) et (x%) on a :

pBe(2(Py — f)xa +2P.x4)
ppe(2(P, — f)xa) + ppe(2Puxa)

PB%D(2(Pn — f)) + pB*O(QPnXA)
e, e
2 2

ppe(fXxa)

INCINCIN N



3.2. PROPRIETES DE LA PSEUDOMODULAIRE pg. ET DE LA PSEUDONORME ||| 5+33

]
Lemme 3.2.7. ([11]) Soit f, C B?(R) si hrf | fn — fllBe =0 avec f € B¥p.p. alors
n——+0oo

lim ppe(fn) = ppe(f)

n——+0o

Démonstration. Soit I'ensemble suivant :

By = {t € R\ |fult) — F()] > )

Comme 2f € B¥p.p. par le lemme 3.2.6 on a :

Ve>030>0tel que VQ €Y, Q) <6 = ppe(2fx0) gi
Par le lemme 2.6.7 on a : lirj]Ln ppe(2(fu—f)) =0
n—-+0o0
Alors Ve >0, 3ny e N, Vn > ny ppe(2(fn — f)) < §

On a alors Vn > n; :

pBe(2(fn — )Xo + 2faxq)
pBe(2(fn — f)xQ) + pBe(2faXq)
pBe(2(fu — 1)) + pBe(2fuxe)
19 g g

PBy (fXQ)

4+4_2

INCINCIN N

Par le lemme 2.6.7 on a f, est p-convergente vers f alors 'ensemble E7' est 7i-

négligeable c’est a dire : Ve >0, 3ng €N, Vn = ng #(E]) < g
Alors V n > n* avec n* = max(ng,ny) on a :

lpBe(fn) — pBe(F)] < pBe(lfu = f])
< ppel|fo = flxep) + pee(lfu — flx(En))
< ppe(faxey) + pee(fXEy) + nE((E))°)
< g + g +7

Par passage a la limite on a :
li n) g
Jm [ppe(fa) = ppe(f)l <
Comme 7 est arbitraire on a :

nl_igloo|PBv(fn) —ppe(f)| =0
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Lemme 3.2.8. ([11]) Supposons ¢ strictement conveze
et soient {f,} et {g,} deuz suites de B¥p.p telles que si pour un certain r > 0 on a

pe(fn) <7 ,pBe(gn) <, nEIEOOPB‘P(%<fn +gn)) =7
Alors la suite {f, — gn} est Ti-convergente vers zéro.

Démonstration.
Supposons le contraire :

B(Ey) > €0 ol E, ={t e R\ [[fn — gull > K.}
Par le lemme 3.2.5 on a :

Elkso tel que  pPpe (XEn (t)) > kEo

r

Posons €9 = ¢ et k., = ;- avec k. > 1 on obtient :
Soient les ensembles suivants :

.
a(Ey) = € = ppe(xE, (1) = o

Ap={t e R\ ||full > K.}
B, ={t € R\ |lgnll > k.
Alors :

VoV VWV
s
os!
€

WV
g
|

+T
/_ ol fxa lNdu

+7T

WV

— koxa,)d
T p(kexa, )dp

> k.ppe(Xa,)

On a donc :

pBe(Xa,) < kL et par le lemme 3.2.5 Ti(A,) <

£

NG

De la méme fagon on obtient :

fi(Bn) <

|
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Considérons 'ensemble suivant :
Q={(u,v) € E*\ |lull <k, |v]| <k, [Ju—v| <o}
Avec (E,||.||) strictement convexe.

Et soit la fonction suivante :

F: Q@ — R
luto]
(u,v) +— F(u,v):mm< lutol o (3 ) )

l[ull [0l = e(lful)+e (vl

Ou F est continue sur le compact Q.

Montrons que F(u,v) est continue sur le compact Q :
1- St flul| = lv|

e Si u et v ne sont pas colinéaires :
Par la strict convexité de E on a ||u + v|| < ||ul| + ||v| et donc F(u,v)<1

e Si u et v sont colinéaires :
On peut écrire u = e?v avec 6 # Omod[27] on a alors :

|lu+ o] = ||ev +v| = |1+ e?|||v]| < 2||v]| < |lu| + [[v|| Et donc F(u,v)<1
2 81 ull # o] .
luto| e(lulD+elvl) ()
o( 5 )< 5 = 2«p(HuH)+ng(||v||) On a donc F(u,v)<1

Compte tenu de la compacité de Q on a :

supF(u,v) =1—=438 pour un certain § €]0,1]

Q
e SiF(u,v)= HHT\\JEH par la strict convexité de ¢ et la remarque de la dé finition 3.1.1
on a:
Ju+ v
F = —— (1-96
0= o <U 0
Ju 4 vl [[ull + Jlv]
— — <(1=9)———
2 ( ) 2
Ju+ v [[ull + [v]]
= () e - o
ul| + ||v
<(1_5)¢(” I . I II)

<(1 — o2l ;r edlvll
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(Hu-"ﬂ\l)

e Si F(u,V)ZQWm

on a :

p(l)

Flu, ) =22 ool

< (1=9)

[[u + ]| pllull) + (vl
() < (1 - )

Alors Y(u,v) € Q

<(1- 5)¢(|IUII);¢(HU|\>

Ou 0 dépend de .k et o

Soit t € E,\A, U B, alors (f,,g,) € @ d’ou :

slft ol o g elfl) + ollonl,

2 2
C’est a dire :
s ULl +elgally el fall) + #(lgall [/ + gnll
A < Ty - (T el
On a donc par strict convexité de ¢
el f2l) + ¢(llgn fn + gn Jall + llgn
(I II)2 (I II)_¢(|| ! II) S 5¢(|l ||2|| II)
[ fn — gnll
>
> gm0

Par intégration puis par passage a la limite :

— 1 T o(lfal) + ¢lgal £ + gl 12— gl
m — - dp > 6 Tim —
im /_T 5 )—( Jdp = 6_lim / P )du

T—+o00 2T 2 T—+o00 2T

On a alors :
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pe(fn) + pBe(gn) _pBw(f 9n) S 5pB¢(f In
2 2 2
fn — 9n fn —0n .
> 5PB¢( 9 XEn\A,UB, T 9 X(En\AnUBy,)
fn — gn
> 0ppe ( 9 XEn\AnuBn)

WV

e 1 T an_gnH

WV

— 1 [k
6 lim —/ o(=(XE. — X4, — XB,))d1

T—+002T J_p 72
> 5¢(§) (ﬂ(En) — 1(An) — ﬁ(Bn))
> 59@(%)%

On a poser au début ppe(f,) <7 et ppe(g,) < 7 alors :

k. e PBy (fn) + PBy (gn> (fn gn) n+ gn
—)=< — ® <r — ®
o%(5)5 < 2 2 pe (75
fn+ 9n k. e
— . <r — (=)=
PRELE D P
— fn+ 9n k. e

Contradiction avec :

n—+400 2

Lemme 3.2.9. ([11])

1. Soit f € B?p.p. telle que f > 0. Alors, il existe deur nombres réels 0 < a < (3
et 0 €]0,1] tels que pour 'ensemble G={t € R,a < || f(¢)|| < S} on a u(G)= 6.

2. Si f, € Bfp.p. une suite de fonctions modulaire convergente vers une fonction
[ alors il existe des nombres réels 0 < o < ', 0 €]0,1] et ng > 1 tels que
A(Ea)> 0 ¥n > no, Oil By—{t € R,a’ < |[f(t)] < F} eta' =& ' = &+
g =2

2
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Démonstration.

1-
On suppose le contraire c’est a dire :

1
Vn>1 ona a(G) < ol an{tERaﬁ>‘|f(t)”<n}

ne(n)

soient les ensembles suivants :

An ={t e R |If®)] <

S|

}

By = {t e R, [[f ()| > n}

— 1 [
poe(fxa,) = i o [l flxa)dn

1 +T 1
< Tm — Z
= TLHEOO2T /T sD<TLXA)UZM
1
< — )i An
(L4,
1
< -
S @(n)

De la méme facon :

S|

pe(fxc,) < e(n)i(Gr) <

On faisant tendre n vers 'infini on a :

. 1 1
nl—lgloopBP(fXA") o nl—lgloogp(ﬁ) =0

e xen) = L =0

Par le lemme 3.2.4 et 3.2.6 on obtient :

lim ppe (fXBn) =0

n—-+o0o

Alors Vn > 1

pee(f) = pe(fXxa, + X, + fxc,)
< pee(fxa,) + pee(fxa,) +pee(fxa,)
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C’est a dire
ppe(f) — 0

n—+400

Alors que on a :
f>0=p(f)>0

On a donc une contradiction

On a B
fo 25 f alors fo 25 f

Soit Va0, V0>0, Vn > n; on a :
_ 7 . o
AR) <5 o Fu={teR\|fut) - f0)l > 5)

Et soit G\F,={t e R\ a < ||f(V)|| < B et || fult) — f(t)]| =
Alors Vte€ G\F, ona:

| e

}

40 = 1506~ £+ SO < 158~ 1O+ 1F DI < 5+ 2 = 5
|MﬂW=Hﬂﬁ+ﬁ@—f@H>WﬁW-W&@—f@H>a+%:d
On alors :
o K| fu(®)|| < B destadire G\F, C E,
Donc
A(E) > F(G\F)
> W(G) — (F)
g Y
2

VoWV

Lemme 3.2.10. ([11]) Soit f € L¥([0,1]) alors :

1. Si f est lextension périodique (avec une période 7) de f & la droite R, on a
f € B®p.p.
2. Linjection v :L?([0,1]) < Bp.p., 1(f) = [ est une isométric.

Démonstration.
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Soient f € L?([0,1]) et Exy = {t € [0,1] \ |f(t)] = N}. On a d’aprés [1]
f € LY(]0,1]) donc Nlirjr& w(Ex) =0 on a alors :
—+00

lim e(Alf())dp =0 pour un certain A > 0
N—+o0 Exn

Soit fn = fxeg ou EY le complémentaire de E, alors pour un certain € > 0,
il existe N, € N tel que :

| i = avoha < [ oo = fobde+ [ 016 = o

< /E SOF(0) — f. (0)])dt
< (A d
< /ENE“” () — F (O]t
< ¢

On a fy. bornée alors il existe une suite de fonctions simple (Sy. ), uniformé-
ment convergente vers fy.

En particulier, il existe une fonction simple (Sy.) telle que

sup [A(fn. (t) — Sn. ()] < ¢7'(e)

te(0,1]

On a alors :

[ o= IO = S0

/O<P(%|f(t)—51vs(t)|)dt <

1

< 3 | eOO = b+ 5 [ e = S0
< 3| U = e+ 3 [ et enar
< §+§:€

On note ]?, §N€ I'extension périodique de f et Sy. respectivement (avec une
période 7 = 1).
D’aprés les propriétés de périodicité de f et Sy. on a :
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A ~ ~ o +T A~ ~
pue(5(F=5v) = [T oo [ o(51F = Sl

T—+o00 2T -T

Lo
= [ eGls = Swbie <
0

D’aprés [2] il existe P. € C%.p., avec C%p.p. les fonctions presque périodiques
de Bohr, tel que :

N~
PB‘P(§(SN€ —P))<e

Soit a:min(%,}l) on a
ppe(G(F~P)) = 5pe(0(F — Bve) + (B — )
A ~ o~ ~
< %pB‘P(§<f — Sne) + E(SNe - F))
< %{quo(%(f_ §Na)) + pB‘f’(i(‘gNE - P€>>}
< €

Clest a dire 3P. € P et 3k = 2 > 0 tel que ppe(k(f — P.)) < e et donc
f € Bp.p.

Soit f € E‘pp.p. par la périodicité de fon a:

- o +T -
ppe(F) = T — / S FONdu = polf)

T—4o00 2T -T

>~

) .
oo (D) = i o [ o152 = o)

T—+o00 2T -T

17l = inf (3 > 0, pse(1) < 1) = inf (A > 0, p5e(1) < 1) = |11,

Alors o(f) = f est une isométrie.
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3.3 Stricte convexité de I’espace §90p.p. :

Théoréme 3.3.1. E‘Pp.p. est strictement convexe si el seulement si p est strictement
convexe est vérifie la condition-Aq

Démonstration. e Conditions suffisantes :

Soient f,g € Bopp. tels que : [flse = 1, lgllse = 1, If — gllse > 0,
strictement convexe et vérifie la condition-A,. Alors ils existent f,, g, € P telles
que :

lim ppe(fn—f)=0 et lim ppe(gn—g) =0

n—-+oo n—-+o0o

Par le lemme 2.6.5 :

lim ppe(fn) = pee(f) et ppe(gn) = ppe(9)

n—-4o0o

D’autre part, étant donné pge(f — g) > 0,(fn — gn) p-convergente vers (f — g)
alors (f,, — gn)>0

Par le lemme 3.2.8 :
30.a,6>0 et n €N tels que {teR,a<|fu(t)—g.)| <B}>0 Yn>=mn

Posons G={t € R, a < || fu(t) — gn(t)]| < 5}

Par le lemme 3.2.5 :

IS

2
Jkg > 2 telque VA EY ppe(xa,) < o= (A) <
9

Soient les deux ensembles suivants :
Ap ={t e R\ [|full > ko}
B, ={t € R\ [|gull > Ko}

On a ppe(fn) e pre(f)

1
dn, €N telque Vn = ny 1+ - > ppe(fn) = pe(faxa,) = keppe(Xa,)

Par le lemme 3.2.7 :

pBe(Xa,) <
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De la méme maniére on obtient :

Soit ensemble :
Q={(u,v) € B*\ |lull <k, |v| <k, [lu—v| <o}

Avec (E,||.||) strictement convexe.

Et soit la fonction suivante :

F: Q@ — R
lu-tol
(u,v) +— F(u,v):min( lutol o (3 ) )

l[ull+[[oll” = elull)+e (vl

Ou F est continue sur le compact Q.

Soit t € G,\A,, U B, alors (f,g,) € Q d’ou :

¢<||fn;gn||) < _5)90(||fn||)2+90(||gn||)

C’est a dire Vn > n* avec n* = max(ny,ng, n3) on a :

590(||fn|!);r90(llgnll> < sO(anH);L@(IIgnH) _(p(an—Zanll)

On a donc par strict convexité de ¢

so(||fn|\);rs0(!|gn\|)_(p(llfn;rgnH) S 5¢(an||42rllgn||)
} 5¢(an_gn||)

2

43
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*

Par conséquent Vn > n

fo 4 Gn — 1 /+T | fr 4 Gnll
. —  Tm — Lo T Inllyg
pre () = o ) P e
— 1 [T fu+ gl
= Tgrfooﬁ /_T @(T)ch\(AnuBn)dﬂ+
— 1 [T fu+ gall
B a7 [, A e s
— 1 [T o(lfal) + (gl
< (1=90) lim —
< (1 5)TETOOQT/_T 5 )XG\(AnUB, )dp +
— 1 [ o(lfal) + e(lgnl c
— 1 T o(lfal) + ellgall
< —6 im —
< 0 ar [, T T e
P 1 +T n n
. _/ oIl fll) + (g II)du
T—>+002T _T 2
T 1 T ||fn_gn||
< _ - —_—
R R e
T _/ ([l fll) + (g H)du
T—)+OO2T - 2
< Lon(r) + Spmto) 00 T L [ d
X A n a n) PR St - o
2PB«> 2PB¢ g ® 21150 2T | . XGn — XAn — XB, O
1 1 6. _ _
< §pB¢(fn) + 5P (gn) — 5¢(§[M(Gn) — 1i(An) — 1(By)]
G0
< 1= 0p(2) (=
90(2)(2)

Posons 6; = 5gp(§)(g) on a :

Par le lemme 3.2.3 on en conclut :

VE>0 Fe(d): H% <1—e(6) cest a dire Hf+gHBg, <2

By

e Conditions nécessaire : B _
Comme l'injection ¢ :L?([0,1]) < B®p.p. 2(f) = f est une isométrie alors la
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stricte convexité de Ewp.p. implique la stricte convexité de I'espace d’Orlicz
L#([0,1]) par conséquent, p(u) est strictement convexe et vérifie la condition-
Ay

O

3.4 uniforme convexité de I’espace E‘Pp.p. :

Théoréme 3.4.1. B¥p.p. est uniformément conveze si et seulement si ¢ est unifor-
mément conveze est vérifie la condition-As

Démonstration. e Conditions suffisantes :

Soient f,g € B¢p.p. et £ > 0 tels que : || f|lge = 1, ||gllze = 1 et > e

B¥

J—g
2

D’aprés le lemme 3.2.3 on a :

ppe(fa) =1, ppe(gn) =1, /)Bw(f—g) >0

Pour un certain 6 = d(e) > 0
Soit hs une fonction mesurable telle que ppe(hs) = g, posons :

4
T'={teR, |hs| <max(|fl,|g]) < 5If —gl}
Pour ¢ € T et par 'uniforme convexité de ¢ Ip(d) €]0, 1] tel que

< 1 —p(6)
9

w(f+g)

5 (@11 + (D)

Alors
f+g 1 —p(9)

2

pBe( (pBe(fxT) + pBe(9XT))

On a donc :

f+g)

[ty
5 )

2

1 p pie (1) + p1-(9) ) = g

+y9

WV

pee(fXxT) + pBe (QXT)) - PBW(f Xr)

2
1 —p(9)
2

WV

ppe(fxr) + pBe (gXT)) - (pBw(fxT) + ppe (ng))

S 7 N7 N7 N

~—

N ON = N~ N

—~

Y,
o

(pBw (fx1) + pBe (ng)>
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Il vient que :

+ 5 -
pB«p(f 5 9y < 1—(¥(p3v(fxT)+va(ng)) < 1-p(0)ppe (f 5 gm) (*)
Posons T" = T U T5 avec :

Ty = {t € R, |hs| > max(|f], |g])}
1)
T2 = {t € R: Zmax(|f|7 |g|) > |f _g|}
0 < PBw(f;g)
< pB<P<f;gXT> +p3w(f;g><w>
< pB<P<f _ng> + ppe (uxﬁ> + ppe (f _gm)
2 2 2
f—g 1 1)
< ppe| Tooxr | g pee(fXTy) + pBe(9XTy) | + 3 pBe(fX1,) + pBe(9XT)
f—y o, 0
< v 4=
X PB ( 5 Xt | + 1 + 1
On a donc :
f—y S0
PBe 9 XT B
Et par l'inégalité () on a :
f+y 6p(0)
¢ <1l———=
PB ( 9 ) 9

Comme ¢ € A, par le lemme 3.2.3, Jg(g) > 0 tel que :

2 ||,

D’ott 'uniforme convexité de E‘Pp.p.

e Conditions nécessaire :
Comme l'injection 2 :L#([0,1]) < B?p.p. o(f) = f est une isométrie alors I'uni-
forme convexité de E“”p.p. implique I'uniforme convexité de I'espace d’Orlicz
L#(]0, 1]) par conséquent ¢ est uniformément convexe On a l'uniforme convexité

implique la stricte convexité alors par le théoréme 1 ¢ vérifie la condition-Ay
m
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