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Introduction générale

Au cours des deux derniéres décennies, la théorie de fonctions presque périodiques a été dé-
veloppée dans plusieurs directions, notamment, en théorie qualitative des systémes dynamiques
et leur applications a la théorie du controle. Les ouvrages classiques de C. Corduneanu, Fink [3],
Amerio et Prouse [2], Levitan et Zhikov [14], etc... donnent une belle présentation des méthodes
et des résultats sur ce sujet.

La notion de fonctions Stepanov presque périodiques a été aussi trés tot introduite, mais ré-
cemment entreprise au niveau de I'étude qualitative des systémes dynamiques. Depuis, un grand
intérét a été donné pour ’extension de certains résultats classiques au cas des équations différen-
tielles dans des espaces de Banach, aussi bien dans le cas déterministe que stochastique. On cite &
titre d’exemples:

1. Dans le cas déterministe

(a) Presque automorphie introduite par Bochner (1955) et entreprise par Veech (1965),
(b) Pseudo presque périodicité introduite par Zhang (1994),

(¢) Pseudo presque périodicité & poids inventé par Diagana (2006),

(d) Pseudo presque automorphie introduite par Liang-Zhang et Xiao (2008),

(

e) Pseudo presque automorphe a poids introduite par J. Blot, G.M. Mophou, G.M. N'Gué-
rékata, D. Pennequin (2009),

(f) Stepanov pseudo presque périodicité introduite par Diagana en 2009.

2. Dans le cas stochastique:

(a) Presque périodicité des trajectoires d’un processus stationnaire (E. Slutsky (1938))

(b) Presque périodicité corrélée (E. G. Gladyshev (1963))

(c) Presque périodicité en probabilité (O. Onicescu et V. Istratescu (1975) A. M. Precupanu.
(1982)).

(d) Presque périodicité en loi (APOD) (T. Morozan and C. Tudor (1989)).

(e) Presque périodicité en loi fini dim. (APFD) (A. Surgailis D. Hurd, H. Russek (1992)).

(f) Presque périodicité en distribution (APD) C. Tudor (1995)

Dans le cadre de ce mémoire, on s’intéressera a la notion de la (pseudo) presque périodicité
au sens de Stepanov. Notre objectif consiste a faire une synthése sur les propriétés essentielles
de cette notion. Le probléme d’existence de solutions (pseudo) presque périodiques d’une classe
d’équations différentielles abstraites sera aussi discuté. Plus précisément, on se donne un espace
de Banach (X, ||.||) et une fonction f : R x X — X vérifiant une condition de type Lipschitz. On se
donne aussi ’équation d’évolution semi-linéaire

u'(t) = Au(t) + f(tu(t)) (1)

ot A: D(A) € X — X est un opérateur linéaire (non borné) qui génére un C°—semi-groupe
exponentiellement stable et f est une fonction paramétrique Stepanov (pseudo) presque périodique.
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On montre alors, grace au théoréme du point fixe et un résultat de superposition, l'existence et
I'unicité d’une solution mild pseudo presque périodique pour 1'équation (1). Les résultats de ce
mémoire sont issus des deux travaux de Ding, Dong et N'Guérékata [11], et Diagana [7].

Pour ce faire, nous adoptons le plan suivant. Le mémoire est composé de trois chapitres organisés
comme suit:

Le chapitre 1 est introductif et vise a présenter des différentes notions nécessaires pour la com-
préhension du mémoire: équations d’évolutions, presque périodicité de Bohr et la pseudo presque
périodicité.

Le chapitre 2 est dédié aux résultats de Particle [11]. Dans un premier temps, on rappellera
la définition de la presque périodicité au sens de Stepanov. On présentera ensuite un résultat de
superposition des fonctions Stepanov presque périodique. On achévera le chapitre par I'étude du
probléme d’existence de solution mild presque périodique de I’équation (1) lorsque f est Stepanov
presque périodique.

Le dernier chapitre aborde le probléme d’existence et d’unicité d’une solution mild pseudo
presque périodique étudié par Diagana [7] lorsque le terme source f de I’équation (1) est Stepanov
pseudo presque périodique.



Chapitre 1

Rappels et définitions préliminaires

Nous présenterons dans ce chapitre les différentes notions nécessaires pour la compréhension
des chapitres suivants. Dans un premier temps, nous exposons briévement les semi-groupes d’opé-
rateurs linéaires et leur applications a la resolution des équations d’évolutions dans un espace
de Banach. Nous dédions la derniére section du chapitre a une breve présentation de la notion
de (pseudo) presque périodicité. Notre présentation est essentiellement inspirée des références
[1, 2, 10, 14, 15, 16, 5.

1.1 Opérateurs linéaires sur un espace de Banach

Soient (X,||.]|x) et (Y,]|.||y) deux espaces de Banach. Un opérateur T de X vers Y est dit linéaire
si on a:

T(ax +by) = aT(x) + b1 (y), Vo,y € X et Va,b € K (K =R ou C).
T est dit borné s’il existe un réel positif M tel que

IT(x)lly < Mllz]x, VzeX. (1.1)

Un opérateur linéaire T : X — Y vérifie les propriétés équivalentes suivantes:
1. T est borné;
2. T est continu sur X
3. T est continu en 0;
4. T est uniformément continu sur X.

Tout au long de ce manuscrit, (X]|.||) désigne un espace de Banach et L(X) := L(X,X) I'ensemble
des opérateurs linéaires (bornés) dans X.

Exemple 1.2 1. En dimension finie, toutes les applications linéaires sont continues et donc
bornées.

2. L’opérateur différentiel

df (x)
Df)(z) = = f'(x

(D) =1 = )
défini sur Uespace de toutes les fonctions dérivables sur un intervalle [a,b] € X, qui est un
sous-espace de L*([a,b]), est un opérateur linéaire non borné.

En effet, considérons la suite de fonctions

fo(z) =sin(nx), n>1, xz€[-mmn|
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On a

W fnllzz = \//7r (sin(nz))2dxr = /T,

et

1D fulle = \//_W (n cos(nz))2dz = ny/7.

1l vient que
1D follz2 = nll fall L2,

d’ot I
o) > 10l o

1l 2

1.3 Semi-groupes

Définition 1.4 Une famille (T})i>0 d’opérateurs linéaires de X a valeurs dans X est dite semi-
groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si:

- T(0) =1, (I étant lopérateur identité sur X),

- T(t+s)=T()T(s), Vt,s > 0 (dite propriété du semi-groupe).
Un semi-groupe d’opérateurs linéaires (T})i>o est dit uniformément continu si

Jim 17(6) — Tl =0
et il est dit fortement continu ot Cy-semi-groupe si
Jim, |1 T(t)x —z||x =0 VreX
L opérateur linéaire A défini par
D(A) ={z e X/ tleg Mexistcﬁ},
et

g — Jig L)z —2
t—s0 t

, pour z € D(A)
est le générateur infinitésimal du semi-groupe T'(t), D(A) est le domaine de A.

Nous allons maintenant donner quelques propriétés d'un Cy-semi-groupe.
Propriété 1.5 Soit {T'(t)}i>0 un Cy-semi-groupe. Alors
1. 3h >0 et M > 1 tels que ¥t € [0,h], on a

1T()] < M.
2. 30 e RT et M > 1 tels que Vt >0, on a
IT ()] < Me™.

3. 81 (A,D(A)) est le générateur infinitésimal de {T'(t)}1>0 alors D(A) est dense dans X, et A
est fermé.



4. {T(t) }i>0 est uniformément continu si et seulement si son générateur infinitésimal (A,D(A))
est un opérateur linéaire borné.
Dans ce cas, le semi-groupe associé a A est donné par

T(t) = e = Z (t;:;l)”

1.6 Rappels sur les équations d’évolutions linéaires et semi-
linéaires
Les équations d’évolutions semilinéaire

Dans cette partie, nous étudierons le probléme semilinéaire a valeur initiale, dit aussi probléme
de Cauchy abstrait:

{ d?fi(tt) = Au(t) + f(tu(t)) pourt > tg (1.2)

U(to) = Uyg,

ou A : D(A) C X — X est le générateur infinitésimal d'un Cp-semi-groupe (7°(s))s>0, €t

f: [to, 7] x X — X une fonction continue en t et satisfait la condition de Lipschitz en u, ¢’est-a-
dire il existe une constante L > 0 tel que Vt € [to,T], u,v € R

1f(tu) = f(t0)] < Lilu —v].

Commencons par les définitions suivantes du concept de solution pour le probléme de Cauchy
abstrait (1.2).

Définition 1.7 (Solution classique) Une fonction u : [ty,t] — X est dite solution classique de
Péquation (1.2), si u est continue sur [to,T], u(t) € D(A) pour ty <t < T, u est continuement
differentiable sur to <t <T et satisfait (1.2).

Définition 1.8 (Solution mild) On appelle solution mild du probleme (1.2), toute solution conti-
nue u de [’équation intégrale

u(t) =Tt —to)u(to) + / T(t—7)f(T,u(r))dr. (1.3)

to
Remarque 1.9 1. Toute solution classique est une solution mild 'inverse n’est pas forcement
vrai [15].
2. Toutefois, en dimension, la solution (1.3), obtenue par la méthode de la variation de la
constante, est bien une solution classique, de plus,

T(t —s) = At
et lopérateur A (la matrice A) est partout défini i.e. D(A) = X.

Le long de ce manuscrit, il est question d’étudier le probléme d’existence de solution mild de (1.2).
Le théoréme suivant nous fournit une réponse a ce probléme:

Théoréme 1 Soit f : [t),T] x X — X est continue en t sur [to,t] et uniformément Lipschitzienne
continue (avec la constante L) sur X. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
(T'(s))s>0, sur X. Alors pour tout uy € X, le probleme (1.2) a une unique solution mild v €



Remarque 1.10 Le théoreme 1 reste valable lorsque opérateur A dépend de t, moyennant cer-
taines conditions qui assurent Uexistence d’un systéeme d’evolution U(t,s), 0 < s <t < T pour la

Jamille (A(t))sej0,17-
Rappelons la définition suivante d’un systéme d’évolution:

Définition 1.11 Une famille & deux paramétres d’opérateurs linéaires bornés U(t,s), 0 < s <t <
T sur X, est dite "un systéme d’évolution” si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

~ (t,5) — U(t,s) est continu ,
- U(s,s) =1, U(t,r)U(r,s) = Ul(t,s) pour 0 < s <r <t <T.
Dans ce cas, la solution mild du probléeme (1.2), lorsqu’elle existe, est donnée par

t

u(t) = Ul(t,to)u(to) +/ U(t,r)f(ru(r))dr. (1.4)
to

Un systéme d’evolution associé a la famille d’opérateurs A(t) posséde les propriétés suivantes:

Propriété 1.12 Pour tout 0 < s <t <T

1 Ut < exp (S 1A dr),
2. pour tout © € X la fonction (t,s) — U(t,s)x est continue,
3. % = A(t)U(t,s) pour 0 <s <t <T,

4. 2 = _U(ts)A(s) 0< s <t <T

Remarque 1.13 Lorsque A(t) = A, i.e. A(t) ne dépend pas de t, alors U(t,s) = T(t —s) et la

(
famille & deux parametres (U(t,s))rs est réduite & une famille (T(t)): & un seul parameétre qui n’est
autre que le semi-groupe généré par A.

Définissons maintenant le cas hyperbolique.

Définition 1.14 La famille d’évolution U(t,s) est dite hyperbolique (ou a une dechotomie expo-
nentielle) s’il existe une projection (P(t))icr, uniformément bornée et fortement continue en t, et
il existe aussi M,0 > 0 tels que

— Ul(t,s)P(s) = P(t)U(t,s) pour tout t > s,
— La restriction Ug(t,s) : Q(s)X — Q(t)X est inversible pour tout t > s
et
Ug(s,t) = Uél(t,s)

~ U (t,8)P(s)|| < Me= =9 et [Uo(s,6)Q(2)|| < Me 29 pour tout t > s.
H ’ Q\2 p
[ciQ=1-P.

Une dichotomie exponentielle est un concept classique dans l’étude a long terme du comporte-
ment d’équations d’évolution, pour plus de détails voir [13, 18]. Si U(t,s) est hyperbolique, alors

T(ts) = U(t,s)P(s), t>s,ts€eR,
T —U(t9)Q(s), t<s, tseR,

est dite la fonction de Green correspondante a U(t,s) et P(.), et

Met=3) +>g tsecR
< A ’
el <{ Meson 1Z0iER



Exemple: forme abstraite de I’équation de la chaleur

Considérons I’équation de la chaleur

y € L*(0,T; Hy(0,L)) N C([0,T]; L?[0,L]);

Yt =Yoo = 0 dans (0,L) x (0,T)
y(0,t) = y(L,t)=0 dans (0,L)x (0,7) (1.5)
y(x,0) = yo(x) dans (0,L)

ouT >0, L >0ety, € L*0,L). Nous pouvons réécrire I’équation sous la forme

d
y € LT HY(O0.L) NC(OTEL20.L) et =F e LA0T:HT(0.L),
d
d—‘:{:Ay dans L*0,T; H™(0,L)),
y(0) =yo dans L*(0,L), (1.6)

ot A€ L(H{(0,L),H(0,L)) est défini par
< Ay,z >= —/ VyVzdzx.
0

On peut aussi définir A comme opérateur non borné dans L?(0,L), en posant
D(A) = H*(0,L) N Hy(0,L), Ay = Y.
L’équation (1.6) est bien de la forme
¥ =Ax+ f, z(0)= .
Nous souhaiterions donc écrire la solution de I’équation (1.6) sous la forme
y(t) = "y

Mais A étant un opérateur non borné dans L?(0,L). Remarquons que la famille (¢y,);>; définie par

2 . kmx
%:\ESAH(T)’

est une base hilbertienne de L?(0,L), formée de fonctions propres de 'opérateur (A,D(A)). Re-
cherchons la solution de I'équation (1.5) sous la forme

y(wt) = 3 gelt)on(a).

Si 'équation (1.5) est vérifiée au sens des distributions dans (0,L) x (0,7), alors g vérifie

, 2.2
g, + 72 k= 0 dans(0,T),

91(0) = yor = (Y0,9x)-
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k2n2t

On a donc g(t) = yoe 22 . On pose

Z yok@_kér “on(). (1.7)

On peut facilement vérifier que y € L*(0,T; H}(0,L)) N C([0,T]; L*(0,L)) et que y est solution de
I'équation (1.5).
Remarquons que la série de (1.7) n’est pas définie pour ¢ < 0.

Posons
s —k27r2t
= (Wobr)e 2 ¢i(x).
k=1

Pour tout t > 0, T'(t) appartient a L?(0,L), T'(0) = I, et nous avons

T(t+s)yo=T()T(s)yo Vt>0Vs > 0.

Les conditions
0A _
— ()7

et
e(F9)4 = etes4 pour tout s € R et pour tout t € R,

sont donc vérifiées par la famille d’opérateurs (7'(¢));>o. La condition
lim ||t —I|| =0
t—0

est remplacée par
th_I,no 1T(t)yo — yo|’L2(07L) =0.

Ce sont ces propriétés qui permettent d’étendre la notion d’exponentielle d’opérateurs au cas des
opérateurs non bornés.

1.15 Rappels sur les fonctions périodiques

Dans ce qui suit, C'(R,X) désigne I'ensemble des fonctions continues de R & valeurs dans un
espace de Banach X.

Définition 1.16 On appelle période d’une fonction f € C(R,X) le plus petit nombre réel positif
non nul T' tel que
flz+T)=f(z) VxeR.
On peut décliner quelques propriétés des fonctions périodiques.
Propriété 1.17 1. Toute fonction périodique continue par morceaux est bornée.
2. Toute fonction périodique continue est uniformément continue.

Remarque 1.18 La somme de deux fonctions de méme période est périodique. Toute fois, l’en-
semble de toutes les fonctions continues périodiques ne joint pas de certaines propriétés structurelles
importantes de type topologiques et algébrique, telles que la stabilité pour les opérations usuelles et
la stabilité par passage a la limite. En effet, nous disposons des contres-exemples suivants
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Exemple 1.19 L’ensemble des fonctions périodiques continues sur C ne forme pas un sous-espace
de C(C).

En effet, soit f(z) = € + V2 Elle s’écrit comme somme de deuz fonctions périodiques, 'une
de période 27, Uautre de période /2.

Supposons qu’il existe T # 0 tel que pour tout réel x on ait f(x + 1) = f(x). On doit avoir
e (elm — 1) + V2 (V2T _ 1) = 0. On dérivant puis en prenant x = 0, on voit que l'on doit aussi
avoir €7 — 1 + \/5(6“57 — 1) = 0. Ceci donne, avec l’équation de départ évaluée en x = 0 que
e = V2 = 1.

Il eziste donc (ki,ks) € Z2 tel que T = 2k 7 et /21 = 2kym. Comme T # 0, on obtient que /2 = %
ce qui est absurde.

Exemple 1.20 Considérons la suite de fonctions périodiques

"1 .9, T N
fn(w):kz:;?sm (71'?) Vn € N*.

On a pour tout n € N*, f,, est 2"-périodique. En effet,

. 1, 42
folzx+2") = ;?sm (7 o )
"1 x
— i et 2717]{
;2’“ sin (7r2k + 2" ")
— 1 1 x
= Z o s1n2(7r? + 72" Ry 4 o sm2(7r2—n +7)
k=1 e2nz
n—1
1 5, 1 T\
= 2 o Sin (77'?) + 2—n(— Sln(7r2—n))
= fn(x)

La série fn(x) =3 10, 2% sin2(7r2%) est normalement convergente, d’ow f, est uniformément conver-
gente sur R.

— Montrons que la limite n’est pas périodique. Notons par f cette limite, supposons qu’il existe
T # 0 tel que
flx+7)=f(z) VxeR

En particulier, pour x =0, f(0+7) = f(0) i.e
f(r)=0 Vk>1

donc pour tout entier k > 1 on a Sin2(7r7'2%) =0 d’ou 3¢ € TZ soit encore T € 287, pour tout
k > 1. Ceci est impossible car T # 0.

Définition 1.21 On dit qu’un ensemble E C R est relativement dense s’il existe un réel [ > 0 tel
que

la,a+1NE #0VYaeR

11



Autrement dit; s’il existe un réel | tel que tout intervalle de longueur | rencontre E.

Dans ce qui suit, nous nous chargerons d’étudier les fonctions presque périodiques introduites
pour la premiére fois par H.Bohr (1923). On présentera certaines propriétés des fonctions presque
périodiques.

1.22 Définition fondamentales sur les fonctions presque pé-
riodiques

Dans cette section on va rappeler quelques définitions et résultats sur les fonctions presque
périodiques, pour plus de details nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de références [2, 4, 5, 10,
14, 17].

Définition 1.23 On dit qu’une fonction continue f : R — X est presque périodique au sens de
Bohr st pour tout € > 0, [’ensemble

{r eR, sup||f(x+7)—flz)] <€}

z€R

est relativement dense dans R.

Autrement dit, f est presque périodique au sens de Bohr si pour tout € > 0, il existe I(¢) > 0
telle que tout intervalle de longueur [(€) contient au moins une e—presque période, c’est-a-dire un
nombre T pour lequel

Sléﬂlg||f(fv+7)—f(x)l| <€

On note par AP(R,X) l'ensemble des fonctions presque périodiques.
Nous introduisons la notion de fonction normale.

Définition 1.24 Une fonction continue f : R — X est dite normale si pour toute suite (hy)per C
R on peut extraire une sous-suite (hl),en C R telle que la suite (fn)nen donnée par fn(x) =
f(x + hl) soit uniformément convergente sur R.
On dit aussi que f vérifie le critére de Bochner.

Définition 1.25 Un polynéme trigonométrique est une application T': R — X de la forme

n

T(x) = Zakei)"“m,

k=1
avecn € N*, \p € R et a; € X.

Voici une notion fondamentale dans la compréhension des fonctions presque périodiques.
Définition 1.26 Une fonction f : R — X possede la propriété de 'approximation polyndmaiale
st pour tout € > 0 il existe un polyndome trigonométrique P, tel que

sup [|f(z) = Pe()[| < e

z€R

Le lien entre les définitions précédentes est consigné dans la proposition suivante:
Proposition 1.27 Les propriétés suivantes sont équivalentes
— [ est presque périodique au sens de Bohr.(définition 1.23)
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— [ est presque périodique au sens de Bochner (vérifie le critére de Bochner définition 1.24).

— f satisfait le critere double suites de Bochner, c¢’est-a-dire, pour tout suites (o), (8!) dans
n n

R, on peut extraire des sous-suites (o) C (o) et (B,) C (5],) avec méme indices tels que
pour tout x € R, les limites

lim lim f(z+a,+ 6n) e lim f(x+ o, + Gn)

n—o0 Mm——00

eristes et sont égales.

— f posséde la propriété d’approzimation polynomiale.(définition 1.25)
Certaines propriétés essentielles sont résumées dans la propriété suivante.

Propriété 1.28 1. Soit f € AP(RX) et F une primitive de f. La fonction F est presque

L > NS

10.

périodique si et seulement si elle est bornée.

Une fonction presque périodique au sens de Bohr est bornée.

Toute fonction presque périodique est bornée et uniformément continue.

Une fonction presque périodique est uniformément continue sur R.

Si f est presque périodique alors pour tout a € R toute applications x — af(x), x — f(ax)
el © — f(a+ x) sont presque périodiques.

Si f est presque périodique alors || f|| Uest aussi.

Une limite uniforme des fonctions presque périodiques est presque périodique.

St f et g sont deux fonctions presque périodiques alors f+ g et f.g sont presque périodiques.
La valeur moyenne d’une fonction f € AP(X) eziste et elle est définie par

1 T
M= Jim 7 [ plede

De plus, elle vérifie:
MA[fI} =0=f=0. (1.8)

Soit f € AP(RX). Si g € L'(R), alors f xg € AP(RX)™.

Proposition 1.29
Le sous-espace AP(R.X) est fermé dans C(R,X).

Exemple 1.30 La fonction f définie sur R par

: I
f(z) =sinx — 7 sin(v/2z).

On a vu précédemment que f n’est pas périodique toutefois, elle est presque périodique comme
polynome trigonométrique.

1. Pour rappel, la convolution de deux fonctions f: R — X et g : R — R, notée f * g, si elle existe, est définie

par

(f*g)(t) = /_OO f(s)g(t — s)ds.

13



Les fonctions paramétriques presque périodiques

Revenons maintenant aux fonctions paramétriques.

1. On dit qu’une fonction paramétrique f : R x X — X est Bohr presque périodique si, pour
tout x € X la fonction f(.,z) est Bohr presque périodique.
L’ensemble de ces fonctions est noté par AP(R x X X).

2. On dit qu’une fonction paramétrique f : R x X — X est Bohr presque périodique uniformé-
ment sur les partie compact K € X si, la fonction f(.,x) est Bohr presque périodique pour
tout = € K.

On note par APk (R x X,X) ensemble des fonctions paramétriques presque périodiques sur
les parties compacts.

3. On dit qu’une fonction paramétrique f : R x X — X est Bohr presque périodique uniformé-
ment sur les parties bornées B € X si, la fonction f(.,x) est Bohr presque périodique pour
tout x € B.

L’ensemble de ces fonctions est noté par APg(R x X,X).

Remarque 1.31 Les inclusions suivantes sont vérifiées:

APg(R x X.X) C AP3(R x X,X) C AP(R x X,X).

1.32 Fonctions pseudo presque périodiques

Cette section est consacrée a la notion de pseudo presque périodicité. Ce concept qui est une
généralisation naturelle de la presque périodicité a été introduit par C.Zhang [19] en 1994. Depuis
son introduction dans la littérature, cette notion a généré plusieurs extensions et développements,
voir, [7, 8, 9]. En particulier, elle a été utilisé pour étudier le comportement qualitatif des systémes
dynamiques ayant des coefficients pseudo presque périodique. Notre objectif principal dans cette
section consiste a étudier certaines propriétés basiques des fonctions pseudo presque périodiques.
Définition 1.33 ([19]) Une fonction continue f : R — X est dite pseudo presque périodique si
f se decompose comme

f=h+¢,
avec h € AP(RX) et ¢ € E(R,X) ou Uespace E(R,X) est défini par

E(RX) = {geBC(R,X): Tim 2_174/ Hg(t)HdtzO}.

La fonction h (resp. ¢) est dite la composante presque périodique (resp. la composante ergodique)
de f.
L’ensemble des fonctions pseudo presque périodique est noté PAP(R,X).

Une propriété importante vérifiée par I'espace des fonctions ergodiques E(R,X) est qu’il est
invariant par translation 2.
Exemple 1.34 Considérons la fonctionf définie par

f(t) =sint +sin V2t + (1 4+ )71 pour tout t € R.

2. Un sous ensemble S de BC'(R,X) est dit invariant par translation, si pour tout ¢ € S, alors ¢(t + s) € S pour
tout s € R.

14



Alors f est pseudo presque périodique. En effet, la fonction t — sint + sin /2t appartient
AP(RX) et on a aussi t — (1 +t*)71 est dans E(R,X), car elle est continue et bornée, de plus

1 /M 1
lim — dt = 0.
TEPOOQT’/_Tl—i—tQ

Proposition 1.35 Soit f € PAP(RX). Si g € L'(R), alors f x g, la convolution de [ et g sur
R, appartient @ PAP(R X).

Preuve. Soit f =h+ ¢ ou h € AP(RX) et ¢ € E(R,X). Alors fxg = h*g+ ¢*g. Daprés la
propriété 10, on obtient h x g € AP(R,X).

Il reste donc & montrer que ¢ * g € £(R,X). Remarquons d’abord que, si ¢ € E(RX) et g € L?
alors ¢ * g € BC(R,X). D’autre part, on a par hypothése

1 T
lim — t)|| dt = 0.
Jim 5o [ oty =0

Posons alors

Jin oo [ [t = 9ot dsde,

il vient que,

1 T o
lim —/ |(p*g)(t)||dt = lim —/ |lo(t — s)g(s)|| dsdt

th—sHM(Nﬁﬁ
L

w H¢@—swdﬂ

A
=
|

IN
5
\

C im |g<s>|<i / o) dr)ds

r——00 —0o0 QT —r—s
= im_ [ Jg(s)| an(s)ds

ol ¢.(s) = &= [7° |l¢(r)| dr. Evidement ¢,(s) — 0 quand r — oco. On utilise le fait que, ¢,

est bornée, g € L', et grace au théoréme de convergence dominée de Lebesgue (voir [6]), il découle
que

lim L(r)=0
ce qui montre que
p*g e E(RX).
|
Exemple 1.36 Soit f(t) = P,(t)+t |sin 7rt| pour n € R et P, est un polynéme trigonométrique.

On a f € PAP(RX), et ainsi pour toute g € L', la fonction définie par

dn(t) = /OO {Pn(t — ) 4 (t—s) |sinm(t — s)\“*s)””} g(s)ds

—00

pour tout t € R, est une suite de fonctions pseudo presque périodique.
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Proposition 1.37 La décomposition f = h + ¢ de la définition 1.33 est unique, c’est-a-dire
PAPRX)=AP(RX)® &(RX).

Preuve. Procédons par I'absurde. Soit f € AP(R,X)NE(R,X). Dans un premier temps, on définit
une fonction ¢ définie par g(t) = || f(¢)|| > 0 pour tout ¢t € R, appartient & AP(R,X) N &(R,X).
Puisque M {g} = 0, il vient alors par (1.8) que g(t) = 0 pour tout ¢ € R, ce qui implique que
f=0.

Si f = ]’LO +§Z50 et f = hl + ¢1 ou ho,hl € AP(R,X) et ¢0,¢1 € 5(R,X)7 alors h() — hl = ¢0 — §Z51 = 07
ce qui montre que hg = hy et ¢g = ¢1. La preuve est ainsi achevée. m

Dans la proposition suivante, on montre que 'espace de ces fonctions a une structure vectorielle.
Proposition 1.38 Si {f,}nen € PAP(RX) telle que || f, — f|l.,, — 0 quand n — oo, alors
f € PAP(RX).

Pour montrer la proposition 1.38, nous aurons également besoin du lemme suivant que nous énon-
cons sans démonstration.

Lemme 1.39 ([19], Lemma 1.3) Si f € PAP(R,X) et si g une composante presque périodique
alors on a

hR) C f(R),

donc
) < - _
inf [f(t)] < mf [A(8)] < [lglloc < [1F]lo-

Preuve. (de la proposition 1.38) Soit (f,)n € N C PAP(RX) telle que |f, — fl., — 0,
lorsque n — oo. Montrons que f € PAP(R,X). Pour ce faire, soit (h,,$,) la decomposition de
fn, c’est-a-dire

Jn=ln+ on

avec h, € AP(R)X) et ¢, € E(R,X). En vertu de Lemme 1.39, nous avons ||, |lec < || fullco, €t par
consequent

1 = hnll g < [ frr = finll o » Y2, 0.

Comme | f, — fll, — 0, quand n — oo, il vient que la suite (f,)n € N est de Cauchy et
donc (hy)nen est aussi dans AP(R,X). Ce dernier, étant un espace de Banach, d’ou I'existence de
h € AP(R,X) tel que ||k, — h||,, — 0 quand n — oco. Montrons que ¢ € £(R,X)

1 [T 1 [T
a7 | NoWldt = 55 [ 19(t) = 6n(t) + on(t)dt
1 (7 1 (7
< o7 | 16a(®) = 6@t + 5 [ llsn(@)lat
1 T
< 100®) = 0Ol + 57 | lén(t)lldt =0

quand n — oo (car ¢, € E(R,X) et ||¢pn(t) — ¢(t)]|oc — 0).
Do le résultat. m

Conséquence 2 L’espace (PAP(RX),||.||,) est un espace de Banach, puisqu’on vient de voir
qu’il est fermé dans 'ensemble des fonctions continues bornées.
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Envisageons maintenant le cas des fonctions paramétriques pseudo presque périodiques.

Définition 1.40 Une fonction continue F € C(R x X,X) est dite pseudo presque périodique si, F
s’exprime comme

F=H+d,

ou H € AP(RxX.X), ® € E(RxXX) et E(RxX,X) est ['ensemble des fonctions bornées continues
G : R x X — X vérifiant

r—00

1 T
lim — t dt =
m o [ Gl =0

uniformément en v € B, ot B C X est un ensemble borné arbitraire.
[’ensemble de telles fonctions est noté par PAP(R x X X).
Exemple 1.41 Une fonction h : R x R — R définie par

h(t,x) = cosz (sint + sin7t + (14 ¢°)7")

est pseudo presque périodique en t € R uniformément en v € B, ot B C R est un ensemble borné
arbitraire.
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Chapitre 2

Fonctions Stepanov presque périodiques et
équations différentielles

Ce chapitre est dédié a la presque périodicité au sens de Stepanov. Nous y présentons les
définitions et propriétés essentielles de cette notion. Nous établirons entre autre, le lien entre la
presque périodicité au sens de Bohr et celle de Stepanov. Une attention particuliére sera accordée
au probléme d’existence de solutions bornées Stepanov presque périodiques d’une classe d’équation
d’évolution dans un espace de Banach a coefficients Stepanov presque périodiques. Ce résultat éta-
blit par H.S Ding, W.Long et Gaston, M.N Guérékata [11] repose sur un résultat de superposition
(de composition) de fonctions Stepanov presque périodiques.

2.1 La presque périodicité au sens de Stepanov

Si p > 1, on désigne par LT (R, X) l'espace des fonctions f telles que f € LP(K,X), pour tout

loc
compact K de R. On introduit les notions de norme et distance de Stepanov comme suit:

La norme de Stepanov d’une fonction f € L7 (R,X) est définie par

loc

1 x+L %
Il =suwd 7 [ Israrf” 21
x€ER T
et la distance induite par la norme | f[|s» est
1 xz+L %
Dyy(£9) =17 = gllsy =swp{ 7 [ 150~ g) P de|".
L L z€R L x

Une propriété importante vérifiee par les normes de Stepanov ||.| s, L > 0 est qu’elles sont
équivalentes. En effet, on a:

a||f||sfl < ||f“sg’2 < 5||f||sfl-

Pour le prouver, soient [1,ly deux nombres positifs tels que ls > [;. On a alors

1 -+ %
I, = sw (3 [ ropa)
1 z€R 1 xT

1 z+lo %
~ up (l— / ||f(t)||pdt)
z€R 1 Jz
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Concernant la deuxiéme inégalité, soit [; < [y < 2[; nous avons les estimations suivantes

1 z+lo %
I, = s (i [ o)
2 x€ER 2 Jzx
1 -+l % 1 z+lo %
[ i) s (2 s
l2 T l T+l
ll x+1 1 1 z+lo %
/ I#olPdt) "+ sup / \F(6)Pdt
l Xl2 z l2 x4+l
[ 1 [eth % 1 [*te %
(—) (— / IIf(t)det) +sup( / ||f(t)||pdt)
l2 ll T zeR l2 T+l
% 1 [frtl %
Il +sup (— / ||f(t)|!pdt)
o zeR h Jag,

IN

IN

ce qui implique

IN
w
=
o

IN
)
o
) e}

IN
w
o
T

a partir duquelle, on déduit que

I\
Il < ((r) +1) I

On conclut que toutes les normes de Stepanov sont équivalentes avec o = <%) et = <<l—1) + 1) :

Remarque 2.2 Dans tous ce qui suit, et en raison de ’équivalence des normes ||||S€, L >0, on
peut supposer que L = 1.

Définition 2.3 Une fonction f € LY (RX) est dite presque périodique au sens de Stepanov, et
on écrit f € APSP(R,X), si pour tout € > 0, il existe l(¢) > 0 tel que tout intervalle de longueur
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l(€) contient au moins un nombre T vérifiant

sup {/:H Ft ) — F() P dt}; <e.

z€R

Le nombre 7 est dit e-Stepanov presque périodique ot e-translation de Stepanov associé a f.

La presque périodicité au sens de Stepanov peut étre vue comme la presque périodicité au sens de
Bohr d’une certaine fonctions a valeurs dans un espace de Lebesgue, plus précisément

Définition 2.4 (Transformation de Bochner) 1. La transformation de Bochner fb(t,s),t €
R, s € [0,1] d’une fonction f de R & valeurs dans X, est défini par

fo(t,s) = f(t+s).

2. La transformation de Bochner fb(t,s,u), t € R, s € [0,1], u € X pour la fonction f(tu) de
R x X a valeurs dans X, est définie par

frtsu) = f(t+su),

pour tout u € X.

Définition 2.5 Soit p € [1, + oo[, Uespace BSP(R,X) de toute les fonctions Stepanov bornées,
d’ordre p, consiste toute les fonctions mesurables de R a valeurs dans X tel que

fP e L=(R,LP((0,1),X)).

t+1 1
I£lsr = 1£lmim =sup ([ N Par)”
teR t

Théoréme 3 (Théoréme de Bochner) f € APSP(RX) si et seulement si f* € AP(R,LP(]0,1]; X)),
de plus

Hf”SP = HfbHoo = Stlelﬂlg ||fb(t7')HLp([o,1];x) :

Grace a la caractérisation de Bochner de la Stepanov presque périodicité, toutes les propriétés
de la Bohr presque périodicité se transférent a la presque périodicité de Stepanov, en particulier,
toute fonction f € APSP(R,X) est

1. SP-bornée.

2. S? uniformément continue c’est a dire Ve > 0, 3§ = 0(¢) tel que si | h |< ¢ alors

Dgr {f(x+ h),f(z)} <e.

Nous disposons aussi d’un critére de normalité pour les fonctions f € APSP(R,X):
Définition 2.6 (SP-normalité)
La fonction f € LY (RX) est dite SP-normale si la famille de fonctions {f(z + h)} (h est un
nombre arbitraire) est SP precompact c¢’est & dire si pour toute sous-suite f(z+ hy), f(x + ha), ...
on peut choisir une sous-suite SP-convergente.
Encore une fois, grace a la transformé de Bochner et le fait qu’une suite f, converge vers f si et
seulement si f° converge vers f° (voir par exemple [2, 14]), on obtient la deuxiéme caractérisation
de la Stepanov périodicité:
Théoréme 4 Les definitions 2.3 et 2.6 sont équivalentes.
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Remarque 2.7 Pour tous p, g > 1 avec q < p, les inclusions suivantes sont vérifiées
APRX) C APSP(RX) C APSYR,X) C APS(R,X)

de plus,
[loe = ll-lse = lI-Mlga = Il 1 -

2.7.1 Le lien entre les fonctions Bohr presque périodiques et Stepanov
presque périodiques
Nous avons vu que toute fonction Bohr presque périodique est Stepanov presque périodique.

Le résultat suivant précise mieux le lien entre les deux concepts. Si C,(R,X) désigne I’ensemble
des fonctions uniformément continues de R & valeurs dans X alors

Proposition 2.8 (]2, 14])
APSP(R,X) N Cu(RX) = AP(RX). (2.2)

Pour montrer la proposition, on aura besoin du lemme suivant qui donne une propriété de la dérivé
des fonctions presque périodique. Pour simplifier la présentation, on suppose ici que X = R.

Lemme 2.9 Soit f une fonction presque périodique derivable & valeur dans un espace de Banach.
Si f' existe et uniformément continue alors f' est presque périodique.

Preuve. On sait que pour tout x € R, on a

f(z) = lim

n—-aoo

Posons alors, pour tout n € N*

o) =n{ e+ 1) - )}

La suite f,, est presque périodique comme somme de deux fonctions presque périodiques. Pour
montrer que f' € AP(R), il suffit de montrer que f, converge uniformément vers f’. On a par
définition Vn € N*

@ h@l = 1@ - [ s

AN IA

3 3

| a\é
wn +
= \
’U :\
- =
s |
N— K’}

g
= ~
= &
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Ce qui implique que

[f'(2) = fu@)] < sup |f'(z) = f(t)] VzeR
te[ac,x-i-%]
On veut montrer que lim,,_ o sup,cg | f'(z) — fu(z)| = 0 c’est-a-dire: Ve > 0, Ing € N, tels que
Vn > ng et Vo € R, on a |f'(z) — fu(x)] < e. Comme f’ est uniformément continue sur R, alors
pour tout € > 0, il existe § := d(e) > 0 tel que si ju —v| < J, on a

/() = f(v)] <e

Finalement, pour tout € > 0, il existe ny € N (provenant de l'inégalité |x + % — x| = % < 6, avec
d > 0 e est celui provenant de 'uniforme continuité de f'), tel que Vn > ng, on a

sup | f'(x) = fi(t)] < e

te[w,z—l—%]

Donc
|f'(@) = falx)| £ sup  [f'(x) = f/(H)] <,
te[z,a+1]
ce qui implique que f, — f’ uniformément, et comme f,, est presque périodique alors [’ est aussi
presque périodique. m
Nous pouvons a présent commencer la démonstration de la derniére proposition.
Preuve. (de la proposition 2.8) Pour chaque n € N, on pose

h@%—nénf@+nwn

Comme f est uniformément continue, il vient par le lemme 2.9 que f, — f, lorsque n — oo,
uniformément sur R. Pour montrer le résultat désiré, il suffit alors de montrer que f, est presque
périodique pour chaque n. Pour ce faire, nous exploitons la Stepanov presque périodicité avec
1
L= | |
Soit € > 0, on peut trouver un ensemble relativement dense de nombre 7 vérifiant
1

supn [t 4 n) = flelran < e
zeR 0

En utilisant I'inégalité de Holder, il vient que pour tout t € R

[

[fnt+7) = @l = H/On If(E+7+n) = f{E+n)lldn

1

n(éiﬂ>é<énf@+7+n)ﬂt+mpm0;
" (%) (/01 If(t+7+n)— f(t+77)”d77);

P

nn (/0 [f(t+T7+mn) - f(t+77)den> <e

IN

IN

IN

ol i + % = 1. Ce qui achéve la démonstration de la proposition. m
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2.9.1 Les fonctions paramétriques Stepanov presque périodiques
Dans tous ce qui suit, on considére f € L] (R x X,X).

1. On dit qu'une fonction paramétrique f : R x X — X est Stepanov presque périodique si,
pour tout z € X, la fonction f(.,x) est Stepanov presque périodique.
L’ensemble de ces fonctions est noté par APSP(R x X,X).

2. On dit qu’une fonction paramétrique f : R x X — X est Stepanov presque périodique
uniformément sur les partie compact K € X si, la fonction f(.,z) est Stepanov presque
périodique pour tout =z € K.

On note par APST (R x X,X) l'ensemble des fonctions paramétriques presque périodiques
sur les parties compacts.

3. On dit qu’une fonction paramétrique f : R x X — X est Stepanov presque périodique
uniformément sur les parties bornées B € X si, la fonction f(.,x) est Stepanov presque
périodique pour tout x € B.

L’ensemble de ces fonctions est noté par APS%(R x X, X).

2.10 Solutions mild Stepanov (Bohr) presque périodiques d’une
classe d’équations différentielles

Dans cette section, on abordera le probléme d’existence et d’unicité d’une solution mild presque
périodique de I’équation
/(1) = Au(t) + F(tu(t)) (2.3)
ot f est une fonction Stepanov presque périodique uniformément sur les parties compactes de X
et A est un opérateur linéaire (non borné) qui génére un Cy-semi-groupe (7'(t)):>o. On suppose
que f et T'(t) vérifient les hypothéses suivantes:
— (H1) Le Cy-semi-groupe (T'(t)):>0 est expenontiellement stable, i.e., il existe deux constantes
M >1et d > 0 telles que
IT(#)] < Me™.
— (H2) La fonction f € APSP(R x X,X) est L-lipschitzienne c¢’est-a-dire il existe une fonction
positive L(.) € BSP(R,X) telle que Vt € R, u,v € X

1 (#u) = fE0)] < L) lu — o]

Comme nous ’avons mentionné dans 'introduction de ce chapitre, ce résultat d’existence repose
sur un résultat de composition des fonctions Stepanov presque périodiques, que nous présentons
ci-apres.
Théoréme 5 On suppose que p > 2 et les conditions suivantes sont vérifiées.

1. f e APSY (R x X,X), et il existe une fonction L € BSP(R,X) telle que

1f(tu) = f(Eo)]| < L) |lu — o] (2.4)

pour tout t € R, (u,v) € X x X.
2. x € APSP(RX), et il existe un ensemble E C R avec mesE = 0 tel que

K = {x(t)j ER\ E}

est compact dans X.
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Alors f(.,x(.)) € APS%(RX).
Preuve.
~ Premiérement on montre que f(.,z(.)) € BS%(R,X). En effet, par (2.4) on a

([ f<T,z<T>>u€dT)’% < ([ 1stratrn - 5000 + s7001 ch)i
([ 1stato) - sroitar+ [ o))’

) ([ Wty - seonter+ [ 1 otar})?

(2 1>2{22_ ([ irteaton = seontar) o ([ isoniar) )}
(

<

IN IA
M\'U

IN

IN

[ o)+ ([ o)

+1

</ 1 I”d7> 1 </tt+1 Hx(T)deT)%); * </tt 12>%(/tt+1 ||f(7,0)||pd¢>;

t+1 1
1 (r0)lPdr)”.

< (/tt+1 HL<T>\|pdT);([H ||x(7')‘|pd7'); + (/t

Et comme f € APSY.(R x X,X), L € BS?(RX), x € APSP(R,X), on a

ma{ ([ 15[ 1z ([ o)} <o

ce qui implique

([ iseatmtar)’ < ([ e ([ i)’

+ ([an(m)n%) < .

t+1

Donc f(.,z(.)) € BS*(R,X).

— Il reste & montrer le caractére Stepanov presque période de f(.,z(.)).
Comme f € APST(Rx X X) et v € APSP(R,X), on a pour tout € > 0, il existe un ensemble
commun relativement dense P(¢) C R tel que

|ft+7+ . u)— ft+. )| < o (2.5)
et
et +7+.) —a(t+ )]s < m (2.6)

pour tout 7 € P(e), t € R et u € K. Pour montrer que f(.,z(.)) € APS%(R,X), il suffit de
montrer que pour tout 7 € P(¢), on a

2

t+1 ,
sup (/ lft+s+raxt+s+71))— f(t+s,z(t+ s))||§d7—>" <

teR
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Comme K est compact, et pour tout € > 0, il existe x1,29,...,xr € K tel que
g €
Kcl|J B(xi,—>, (2.7)
i=1 S%

En utilisant inégalité triangulaire et grace a I'inégalité (2.4), on obtient les estimations:

[ft+s+Ta(t+s+7)) = f(t+sz+5))gs
=|ft+s+T1zx(t+s+71))— f(t+s+72(t+53))
+ ft+s+rxt+s)— f(t+ sx(t—i—s))Hg
<|ft+s+rzx(t+s+71))— f(t+ s+ T2t +S))||Sg
+ I ft+s+T1a(t+s) — f(t+ szt +s))
< L(t+s+7)
+ || ft+s+ T2
=1+ I.

( [
| pllw(t+s+7) =2t +5)| g
(t

+5)) — f(t+s,z(t+s))

[

— Nous commencons a estimer [;. Par (2.6), on a

L o= [[Lit+s+7)lgglle(t+s+7) -2 +s)| 2

- (/01 Li(t+s+7) et +5+7) —“"(HS)"%)

3N

< || Lllsellx(t +s+7) —x(t + 9)||sr
€
< ||L||gp =———
= W,
< €
<

— Il reste a montrer que I, < 5.
En effet, on fixe un ¢ € R. On définit £, = {z € [0,1];¢t + s ¢ E}. 1l suit que
mes([0,1]/E;) = 0 et x(t + s) € K pour tout s € E;. Alors par (2.7), pour chaque
s € By, il existe i(s) € {1,2,...,k} tel que

zis) — 2t +8)|| <

. (2.8)
6| L] s»

D’autre part par (2.5), on a

1F(+ 7+ ) = flt+a)ls < o (2.9)

pour chaque 7 € P(e) et i = 1,....k et d’aprés (2.4), (2.8) et (2.9), et grace a I'inégalité
de Holder, on obtient

LSAIN

L = (/01 Hf(t+s+7,x(t+s))—f(t+s,a:(t+s))”§ds>

= ([ 10+ st rati+ ) = St sate + )l s
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+ |U@+s+r@@+sn—fu+sxu+snwdﬁz
Ey

[ )

(] 1+ s att+9) = s+ sate+ o) ids)”

( . |f(t+s+Tx(t+s))— f(t+s+T,2:(5))
flt+s+71,m2i(8)) — f(t+ s,x:(s))
J(t+ s5,i(5) = f(t+ st +5))|Eds )"

+ -

N

p

IA

|Uﬁ+s+rw@+@)—f@+s+ﬂ%@mﬁ$)

2

I f(t+s+T2i(s) — f(t+ S,%(S))Hgd‘s) '

2

(
(
o ([ st saton st s+ 1)
(
(
(

< /ELg(tJ“SJ“T)”x(tJFS)—wi(5)1|§ds>’2’

+ E”f@+8+ﬁ%@»—f@+&%®»ﬁd§;
+ L;Lﬂt+smx@+3y_%@”ﬁ¢ﬁi

< ellsrgps * 1elsr g

[\V)

M=

(EHf@+S+ﬂm®D—f@+&@@mﬁm>p

€ €

G

—

IA

Mlmcnlmﬁ-
+
ol

Il vient alors que I; + I5 < €. Ce qui montre que
lft+s+Tat+s+71)) — f(t+s,x(t+s))||5% < €.

Ce qui achéve la démonstration.
|
Nous pouvons a présent aborder le probléme d’existence et d’unicité de la solution mild presque
périodique de I'équation d’évolution

U (t) = Au(t) + f(t). (2.10)

Théoréme 6 On suppose que f € APSP(RX) avec p > 1 et (H1) est vérifiée. Alors I’équation
(2.10) admet une unique solution mild bornée presque périodique donnée par
t

u@¢3ﬁ T(t — ) f(s)ds.

o0
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Preuve.
— On montre dans un premier temps que u(t) est une solution mild de (2.10). On suppose que

u(t) = /_ T(t—s)f(s)ds.

Alors OO
)= [ 1= )56
= [ we- s+ [ 19506
= [ 1—ara-ssexs+ [ 16956
- _; T(t—a)T(a — s)f(s)ds+/:T(t —s)f(s)ds
~D(t—a) /_Oo T(a—s)f(s)ds + /atm —$)f(s)ds Va <t
Donc

u(t) =Tt — a)u(a) + / T(t —s)f(s)ds.

— Montrons que u(t) est 'unique solution mild de (2.10). On suppose que u : R — X est
bornée et satisfaite I’équation homogéne

u'(t) = A(t)u(t), t € R. (2.11)
Alors u(t) = T(t — s)u(s), pour tout t > s. Donc
lu(t)] < KMe),

ou |lu(t)]] < K. On prend une suite de nombres réelles (S,) telle que S,, — oo quand
n — oo. Pour tout t € R fixé, on peut extraire une sous-suite (S,,) C (S,) telle que S, <t
pour tout kK = 1,2,..., quand k¥ — oo, on obtient u(t) = 0.
Si uy, us deux solutions bornées de I’équation (2.10) alors v = u; —ug est une solution bornée
de P’équation (2.11), ce qui implique que v = 0, c’est-a-dire u; = us.

— Nous aurons également besoin de montrer que u(t) est une solution mild bornée.
Comme f € APSP(R,X), alors il existe un ensemble relativement dense P(e) C R tel que

1
sup/ If(s+7)— f(s)||ds < £ vre P(e), (2.12)
seR Jo cM

avec . .

c= <eq5 — 1) ! )
7/ qo 1—ed
En utilisant I'inégalité de Holder (% + % = 1), on obtient
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ol = 1 [ 7= ss)as]

< [ - sniseias

< / e () ds

< / 509 7 (s) s

< fi(/' ) ([ )’
< Y (e - o) s

< T2 (e (=) Wl

< T =) el

Sachant que
n 1 — 6—6(n+1) 1
Ze :nhlnw 1—¢e9¢ :1_6—5’

alors

M i 1
lull < (e = 1) =S Gl

€
< cM— <e
cM

Donc u est borné.

— Il reste donc a montrer la presque périodicité de la solution mild. Pour cela, il suffit de
montrer que pour tout 7 € P(e) (donné dans (2.12)), on a

Ju(t +7) = u(t)] < e.

En faisant le changement de variable s — 7 = r, on obtient

|M@+ﬂ—u®H::H/ T(t+7— 5)f(s (t—s)f

= H/ Tt—s)f(s+7

= [ TG+ - S)is]

pis = [ Tt =9)1(s)as)
wk—/ T

)/ (
t—s)f(s)ds]]
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< [ Ire= s+ 0 - s s

< S [ i st £ - solas
n=0 Jt—n—1

. 0 atn Me*‘s(t*s)Hf(S-l-T) — f(s)||ds
n—o Jt—n—1

D’aprés I'inégalité de Holder, on a

1

lu(t +7) — ()] < Mi(/ttn e—qm_s)ds);(/tn 156 +7) — Fe)lpas)’

n=0 —n—1 t—n—1

€
< Mc—
- cM
< €.

Ce qui implique que u est presque périodique. Ce qui achéve la démonstration.
|
Revenons au cas de I’équation (2.3), ot 'on montre grace au théoréme du point fixe de Banach
I'existence et 1'unicité d’une solution mild Bohr presque périodique de 1’équation (2.3) (sous cer-
taines conditions) lorsque f est une fonction paramétrique Stepanov presque périodique.
Théoréme 7 On suppose que f € APSP(R x X,X) avec p > 2 et (H1) et (H2) sont vérifiées.
Alors Uéquation (2.3) admet une unique solution mild presque périodique a condition que

1—e® dq 3
1Els» < =37 (1—6—&1)’

s 11
ou -+ - =1.
p q
Preuve. On construit un opérateur point fixe de AP(R,X) dans AP(R,X). Soit v € AP(R,X) ce
qui implique que u € APSP(R,X) et on a K = {u(t),t € R} est un compact. Soit pour t € R

Flu)(t) = / T(t — 5) f(s.u(s))ds.

—00

D’aprés les deux théorémes 5 et 6 on a F(u) € AP(R,X).
Soit u,v € AP(R,X), et en utilisant I'inégalité de Holder on a

IF@)(t) - FE)(©)] = H [ 1= {fsut) - Sty ds
< [ 1T N ats)) — Fsw(s)) ds]
< [ 1T L) futs) - o) ds

—00

IN

Ju -l / IT(t — )] L(s)ds
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IN

t
Hu—vH/ Me=9 L(s)ds
t

llu — | {Z M65<t8>L(s)} ds

a t—n % t—n %
= |u—vl MZ (/ M6_5Q(t_s)ds> (/ Lp(s)ds)
n=0 t—n—1 t—n—1

1
- 1 —dgn —dq(n a
_ ||u—v||MZ<@{e o _ ¢ “>}) IZls
n=0

1

A A
= Jlu—vl My e (T) IZlls»
n=0

1
M 1 —e%\q
= =l () e

IA

comime

1
1—e™® dq a
Izl < 5 (12s)

nous utilisons le théoréme du point fixe, on aura F admet un unique point fixe v € AP(R,X)
satisfait pour t € R

u(t) = /_ T(t — 5) f(s.u(s))ds.

o0

Similaire & la preuve du théoréme précédent, on peut montrer que u(t) est I'unique solution mild
presque périodique. m
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Chapitre 3

Fonctions Stepanov-pseudo presque
périodique et application

Dans ce chapitre, nous examinons un autre concept de presque périodicité, dit pseudo presque
périodicité au sens de Stepanov, introduit par Diagana [7] comme généralisation naturelle de la
pseudo presque périodicité. Certains résultats concernant ce concept seront présentés et développés.
Ce chapitre sera achevé par une application: étude d’une classe d’équation différentielle a coefficient
Stepanov pseudo presque périodique. Les résultats de ce chapitre sont essentiellement issus des
références [5, 7|.

3.1 Définitions et propriétés fondamentales

Commencons par introduire les fonctions pseudo presque périodiques au sens de Stepanov.
Définition 3.2 Une fonction f € BSP(R,X) est dite Stepanov (ou S?) pseudo presque périodique,
st f s’exprime comme

f=h+¢o
avec h’ € AP(R,LP((0,1); X)) et ¢* € E(R,LP((0,1); X)).
On note par PAPSP(R,X) I'ensemble des fonctions pseudo presque périodiques au sens de Stepa-
nov.

En d’autres termes, une fonction f € BSP(R,X) et dite SP-pseudo presque périodique si sa

transformation de Bochner
SR — LP((0,1).X)

est pseudo presque périodique dans le sens d’existence de deux fonctions h,¢ : R — X telles que
f=h+¢avec he APSP(RX) et

1 (T t+1 5
o bV
Jim oz [ ([ 1eoras) a—o.

Remarque 3.3 - Sil<p<qg<ooetfeliRX) est Si-pseudo presque périodique alors f
est SP-pseudo presque périodique, i.e.

PAPSY(RX) C PAPSP(R,X).
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Le lien entre les fonctions PAP(R,X) et les fonctions dans PAPSP(R,X) est donné dans la propo-
sition suivante:

Proposition 3.4 Si f € PAP(R,X), alors f est PAPSP(R,X) pour tout 1 < p < 0.
Preuve. Soit f = h+ ¢ o h € AP(RX) et ¢ € E(R,X). On note que f € BSP(R,X). Il suffit
alors de montrer que ¢* € £(R,LP((0,1);X)). Alors pour tout 7' > 0 et % + % =1,0na

/ </01 Jole + )1Pas) dr < (/Zdt)é(/i (/01 (¢ + 9)Pds)t)”
([ (/ ote-+ s)lds)ar)”

(/Z (/01 lot + s)lllo(t + s)H”‘lds)dt);
([ ([ ot ol as)ar)’
el ([ ([ ote-+oas)ar)’
eyl ([ ([ ote+ sytas)ar)’
ol ([ 5[ ote s+ tar)as)’,

IN

Q|-

IN

(2T)

IN

IN

IN

IN

d’ou
T

o+ s)udt) ds) 3

o |, ([ 1o owas) a<ion? ([ g ( f

Comme E(R,X) est invariant par translation alors En utilisant le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue, on obtient

(/01 %(/z ”(ﬁ(t"‘S)Hdt)ds); — 0 quand T — 0.

Ce qui achéve la démonstration. m
Nous introduisons la notion de SP—pseudo presque périodique pour les fonctions paramétriques.

Définition 3.5 Une fonction

F:RxX — X
(tu) — f(tu)

avec F(.u) € LP(R,X), pour tout u € X est dite SP-pseudo presque périodique en t € R uniformé-
ment en u € X si t — f(t,u) est SP-pseudo presque périodique pour tout u € X.

Autrement; il existe deux fonctions H,® : R x X — X telles que F' s’écrit comme

F=H+?o
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ot H® € AP(R x LP((0,1); X)) et ®° € £(R x L*((0,1); X)) avec

A t+1 .
lim (/ H@@MMP@> dt = 0
t

T—so00 2T _T

uniformément en u € X.
L’espace de fonctions F': R x X — X SP-pseudo presque périodique est notée PAPSP(R x X X)
Nous avons le théoréme de composition des fonctions SP-pseudo presque périodiques.

Théoréme 8 Soit F': R x X — X une fonction Stepanov pseudo presque périodique. On suppose
que F(t,u) est Lipschitzienne en u € X et uniformément en t € R:

(H2)’ 1l existe L > 0 tel que
I F(tu) = Ft) [[S Ll u—v]
pour tout t € R, (u,v) € X x X.
Si ¢ € PAPSY(RX) alors A : R — X définie par A(.) = F(.,6(.)) appartient a PAPSY (R X).
Pour montrer le théoréme, on aura besoin du résultat suivant établi par [12]:
Lemme 3.6 5i ¢ € E(R x X X) et h € AP(R,X), alors

o(,h(.)) € ERX).

Preuve. (de théoréme 8) On écrit

F*=H"+
o H® € AP(R x LP((0,1),X)) et ®* € £(R x LP((0,1),X)). On écrit
" = + ¢

ot ¢4 € AP(LY((0,1),X)) et ¢4 € E(LF((0,1),X)), c’est-a-dire

1 [T t+1 +
t@mﬁ/_T (/ ngﬁg(a)HPda) g = 0. (3.1)

Comme F°(.,¢(.)) : R — L¥((0,1),X). Maintenant, on decompose F” comme suit

F*(.¢"()) = H'(¢{()) + F'(.,¢°(.)) — H'(L.é0()
= H'(,¢{()) + F*(,¢"(.)) = F*(.61()) + (.1 ().

En utilisant le théoréme de composition des fonction presque périodique, on obtient H°(.,¢5(.)) €
AP(R,L*((0,1); X)). Soit alors

G'() = F*(,¢"() = FP (91 ().
On a G°(.) € £(R,LP(0,1);X)). En effet, pour T > 0,

([H4HG%JHVda);dt

( / |F*(0.6"(0)) — Fb<a,¢g<a>>||pda> "

3= K-

[,
[,
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1

IN

IN

en utilisant (3.1), on obtient

1

1T L p P
th—1>nooﬁ/_T </t |G*(0)]] da) dt = 0.

Et grace au lemme 3.6, on a £(LP(0,1),X)) (Voir [12]) on obtient,

1 [T t+1 . » 5
tﬁnooﬁ/T (/t |2°(c,0% ()| da) dt = 0.

Ce qui achéve la démonstration. m

Remarque 3.7 L’hypothése (H2) imposée par Diagana [7] dans le Théoréme 8 est plus restrictive
que (H2) imposée par Ding et al. [11] dans le Théoréme 5.

3.8 Application aux équations différentielles

Nous pouvons a présent introduire le probléme d’existence et d’unicité d’une solution mild
pseudo presque périodique des fonctions SP-pseudo presque périodiques de I'équation différentielle

W () = Au(t) + f(1). (3.2)

Théoréme 9 Si A (non borné) vérifie la condition (H1). Alors l’équation (3.2) admet une unique
solution mild u € PAP(R,X). donnée par

u(t) = / T(t—s)f(s)ds (3.3)

—00

Preuve. Par hypothése, nous avons I'existence d’'un M > 0 et § > 0 tel que
-5
1T ()50 < Me™.

— L’existence et 'unicité de la solution mild bornée a été démontrée (voir la preuve du théoréme
6).
— Il reste donc & montrer que u donnée par (3.3) est pseudo presque périodique. Pour ce faire,
soit f = h+ ¢ avec h® € AP(R,LP((0,1);X)) et h® € AP(R,LP((0,1); X)).
On a alors . .
u(t) = / T(t — s)h(s)ds +/ T(t — s)p(s)ds,

on a vu au théoréme 6 que
t|—>/ T(t—s)h(s)ds € AP(R,X),
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pour ce faire, on pose

X = [ Tl - e

Montrons d’abord que t — X, (t) est continue. La continuité de X,,, pour chaque n, provient
du fait que ¢ est L7 (R,X), voir Amerio et Prouse [2].
Montrons a présent la bornitude de X,,. En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

t—n+1 % t—n+1 )
X0l < M( / e-éq“*)ds) ([ letrasy

—-n —-n

o (€T —1 .
<y (C2) ol

1
a_1\4q _ . .
£ 1) T3> e est convergente, il vient par le test de Weierstrass que

qo

Comme la série M (

la suite de fonctions 25:1 X, (t) est uniformément convergente sur R. Posons alors

= an(t), teR.
n=1

Remarquons que

N(t) = / " T — e t € R,

— 0o
N est clairement continue comme limite uniforme d’une suite de fonctions continues. Cepen-
dant, pour tout t € R, on a

NI < Z [Xn (@)l < Co(M,0) |9l 5o

ou C,(M,0) est une constante ne dépendant que de ¢, M et 6.
Montrons alors que chaque X, € £(R,X).

t—n+1 % t—n+1 )
X0l < M( | -W-S)ds) ([ et asy

< ( )Hd)!lsp-
>||¢|rsp.

Donc X,, € £(R,X), quand ¢*(R,LP((0,1); X). Passant a la limite uniforme on au € PAP(R,X),
par la proposition 1.38.

[ ]
Nous pouvons a présent introduire le probléme d’existence et d’unicité d’une solution mild
pseudo presque périodique de ’équation différentielle

u'(t) = Au(t) + f(tul(t)). (3.4)
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Théoréme 10 Supposons que les conditions (H1) et (H2)’ sont vérifiées et que le terme source
f est une fonction appartient & PAPSP(R x X, X). Alors si % < 1, l’équation (3.4) admet une
unique solution mild u € PAP(R,X) donnée par:

u(t) = / T(t — s)f(s,u(s))ds.

Preuve. On construit un opérateur point fixe P de PAP(R,X) dans PAP(R,X) définit par

(Pu)(t) = / T(t—s)f(s,u(s))ds

—00

pour tout t € R.
Comme u € PAP(RX) C PAPSP(R,X), et grace aux théorémes 8 et 9, on a Pu € PAP(R,X).
Et pour completer la preuve, il suffit de montrer que Pu admet un unique point fixe. Alors

| Pu—Pull = II/ T(t = s){F(su(s)) — F(s,v(s))) }ds ||

IN

t
LHu—vH/ | T(t— 5) || ds

IN

t
Liu—vuv| / Me=2t=9) (s

IN

1 t
LM || u—wv|| 5 [e‘é(t_s)}

LM
— lu—=o].

J

IN

Ce qui implique que P admet un unique point fixe 7 € PAP(RX) si 24 < 1. Ce qui achéve la

5
démonstration. m
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