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Introduction générale

Au cours des deux dernières décennies, la théorie de fonctions presque périodiques a été dé-
veloppée dans plusieurs directions, notamment, en théorie qualitative des systèmes dynamiques
et leur applications à la théorie du contrôle. Les ouvrages classiques de C. Corduneanu, Fink [3],
Amerio et Prouse [2], Levitan et Zhikov [14], etc... donnent une belle présentation des méthodes
et des résultats sur ce sujet.

La notion de fonctions Stepanov presque périodiques a été aussi très tôt introduite, mais ré-
cemment entreprise au niveau de l'étude qualitative des systèmes dynamiques. Depuis, un grand
intérêt a été donné pour l'extension de certains résultats classiques au cas des équations di�éren-
tielles dans des espaces de Banach, aussi bien dans le cas déterministe que stochastique. On cite à
titre d'exemples:

1. Dans le cas déterministe
(a) Presque automorphie introduite par Bochner (1955) et entreprise par Veech (1965),
(b) Pseudo presque périodicité introduite par Zhang (1994),
(c) Pseudo presque périodicité à poids inventé par Diagana (2006),
(d) Pseudo presque automorphie introduite par Liang-Zhang et Xiao (2008),
(e) Pseudo presque automorphe à poids introduite par J. Blot, G.M. Mophou, G.M. N'Gué-

rékata, D. Pennequin (2009),
(f) Stepanov pseudo presque périodicité introduite par Diagana en 2009.

2. Dans le cas stochastique:
(a) Presque périodicité des trajectoires d'un processus stationnaire (E. Slutsky (1938))
(b) Presque périodicité corrélée (E. G. Gladyshev (1963))
(c) Presque périodicité en probabilité (O. Onicescu et V. Istratescu (1975) A. M. Precupanu.

(1982)).
(d) Presque périodicité en loi (APOD) (T. Morozan and C. Tudor (1989)).
(e) Presque périodicité en loi �ni dim. (APFD) (A. Surgailis D. Hurd, H. Russek (1992)).
(f) Presque périodicité en distribution (APD) C. Tudor (1995)

Dans le cadre de ce mémoire, on s'intéressera à la notion de la (pseudo) presque périodicité
au sens de Stepanov. Notre objectif consiste à faire une synthèse sur les propriétés essentielles
de cette notion. Le problème d'existence de solutions (pseudo) presque périodiques d'une classe
d'équations di�érentielles abstraites sera aussi discuté. Plus précisément, on se donne un espace
de Banach (X, ‖.‖) et une fonction f : R×X → X véri�ant une condition de type Lipschitz. On se
donne aussi l'équation d'évolution semi-linéaire

u′(t) = Au(t) + f(t,u(t)) (1)
où A : D(A) ⊂ X → X est un opérateur linéaire (non borné) qui génére un C0−semi-groupe
exponentiellement stable et f est une fonction paramétrique Stepanov (pseudo) presque périodique.
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On montre alors, grâce au théorème du point �xe et un résultat de superposition, l'existence et
l'unicité d'une solution mild pseudo presque périodique pour l'équation (1). Les résultats de ce
mémoire sont issus des deux travaux de Ding, Dong et N'Guérékata [11], et Diagana [7].

Pour ce faire, nous adoptons le plan suivant. Le mémoire est composé de trois chapitres organisés
comme suit:

Le chapitre 1 est introductif et vise à présenter des di�érentes notions nécessaires pour la com-
préhension du mémoire: équations d'évolutions, presque périodicité de Bohr et la pseudo presque
périodicité.

Le chapitre 2 est dédié aux résultats de l'article [11]. Dans un premier temps, on rappellera
la dé�nition de la presque périodicité au sens de Stepanov. On présentera ensuite un résultat de
superposition des fonctions Stepanov presque périodique. On achèvera le chapitre par l'étude du
problème d'existence de solution mild presque périodique de l'équation (1) lorsque f est Stepanov
presque périodique.

Le dernier chapitre aborde le problème d'existence et d'unicité d'une solution mild pseudo
presque périodique étudié par Diagana [7] lorsque le terme source f de l'équation (1) est Stepanov
pseudo presque périodique.
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Chapitre 1

Rappels et dé�nitions préliminaires

Nous présenterons dans ce chapitre les di�érentes notions nécessaires pour la compréhension
des chapitres suivants. Dans un premier temps, nous exposons brièvement les semi-groupes d'opé-
rateurs linéaires et leur applications à la resolution des équations d'évolutions dans un espace
de Banach. Nous dédions la dernière section du chapitre à une breve présentation de la notion
de (pseudo) presque périodicité. Notre présentation est essentiellement inspirée des références
[1, 2, 10, 14, 15, 16, 5].

1.1 Opérateurs linéaires sur un espace de Banach
Soient (X,‖.‖X) et (Y,‖.‖Y) deux espaces de Banach. Un opérateur T de X vers Y est dit linéaire

si on a:
T (ax + by) = aT (x) + bT (y), ∀x,y ∈ X et ∀a,b ∈ K (K = R où C).

T est dit borné s'il existe un réel positif M tel que
‖T (x)‖Y ≤ M‖x‖X, ∀x ∈ X. (1.1)

Un opérateur linéaire T : X −→ Y véri�e les propriétés équivalentes suivantes:
1. T est borné;
2. T est continu sur X;
3. T est continu en 0;
4. T est uniformément continu sur X.

Tout au long de ce manuscrit, (X,‖.‖) désigne un espace de Banach et L(X) := L(X,X) l'ensemble
des opérateurs linéaires (bornés) dans X.
Exemple 1.2 1. En dimension �nie, toutes les applications linéaires sont continues et donc

bornées.

2. L'opérateur di�érentiel

(Df)(x) =
df(x)

dx
= f ′(x),

dé�ni sur l'espace de toutes les fonctions dérivables sur un intervalle [a,b] ∈ X, qui est un
sous-espace de L2([a,b]), est un opérateur linéaire non borné.
En e�et, considérons la suite de fonctions

fn(x) = sin(nx), n ≥ 1, x ∈ [−π,π].
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On a

‖fn‖L2 =

√∫ π

−π

(sin(nx))2dx =
√

π,

et

‖Dfn‖L2 =

√∫ π

−π

(n cos(nx))2dx = n
√

π.

Il vient que
‖Dfn‖L2 = n‖fn‖L2 ,

d'où

‖D‖ ≥ ‖Dfn‖L2

‖fn‖L2

−→∞.

1.3 Semi-groupes
Dé�nition 1.4 Une famille (Tt)t≥0 d'opérateurs linéaires de X à valeurs dans X est dite semi-
groupe d'opérateurs linéaires bornés sur X si:

� T (0) = I, (I étant l'opérateur identité sur X),

� T (t + s) = T (t)T (s), ∀t,s ≥ 0 (dite propriété du semi-groupe).

Un semi-groupe d'opérateurs linéaires (Tt)t≥0 est dit uniformément continu si

lim
t−→0

‖T (t)− I‖L(X) = 0

et il est dit fortement continu où C0-semi-groupe si

lim
t−→0

‖T (t)x− x‖X = 0 ∀x ∈ X

L'opérateur linéaire A dé�ni par

D(A) = {x ∈ X/ lim
t−→0

T (t)x− x

t
existe},

et

Ax = lim
t−→0

T (t)x− x

t
, pour x ∈ D(A)

est le générateur in�nitésimal du semi-groupe T (t), D(A) est le domaine de A.

Nous allons maintenant donner quelques propriétés d'un C0-semi-groupe.
Propriété 1.5 Soit {T (t)}t≥0 un C0-semi-groupe. Alors

1. ∃h > 0 et M ≥ 1 tels que ∀t ∈ [0,h], on a

‖T (t)‖ ≤ M.

2. ∃δ ∈ R+ et M ≥ 1 tels que ∀t ≥ 0, on a

‖T (t)‖ ≤ Meδt.

3. Si (A,D(A)) est le générateur in�nitésimal de {T (t)}t≥0 alors D(A) est dense dans X, et A
est fermé.
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4. {T (t)}t≥0 est uniformément continu si et seulement si son générateur in�nitésimal (A,D(A))
est un opérateur linéaire borné.
Dans ce cas, le semi-groupe associé à A est donné par

T (t) = etA =
∞∑

n=0

(tA)n

n!
.

1.6 Rappels sur les équations d'évolutions linéaires et semi-
linéaires

Les équations d'évolutions semilinéaire
Dans cette partie, nous étudierons le problème semilinéaire à valeur initiale, dit aussi problème

de Cauchy abstrait: {
du(t)

dt
= Au(t) + f(t,u(t)) pour t > t0

u(t0) = u0,
(1.2)

où A : D(A) ⊂ X −→ X est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe (T (s))s≥0, et
f : [t0,T ]× X −→ X une fonction continue en t et satisfait la condition de Lipschitz en u, c'est-à-
dire il existe une constante L > 0 tel que ∀t ∈ [t0,T ], u,v ∈ R

‖f(t,u)− f(t,v)‖ ≤ L‖u− v‖.

Commençons par les dé�nitions suivantes du concept de solution pour le problème de Cauchy
abstrait (1.2).
Dé�nition 1.7 (Solution classique) Une fonction u : [t0,t] −→ X est dite solution classique de
l'équation (1.2), si u est continue sur [t0,T ], u(t) ∈ D(A) pour t0 < t ≤ T , u est continuement
di�erentiable sur t0 < t ≤ T et satisfait (1.2).
Dé�nition 1.8 (Solution mild) On appelle solution mild du problème (1.2), toute solution conti-
nue u de l'équation intégrale

u(t) = T (t− t0)u(t0) +

∫ t

t0

T (t− τ)f(τ,u(τ))dτ. (1.3)

Remarque 1.9 1. Toute solution classique est une solution mild l'inverse n'est pas forcement
vrai [15].

2. Toutefois, en dimension, la solution (1.3), obtenue par la méthode de la variation de la
constante, est bien une solution classique, de plus,

T (t− s) = eA(t−s),

et l'opérateur A (la matrice A) est partout dé�ni i.e. D(A) = X.

Le long de ce manuscrit, il est question d'étudier le problème d'existence de solution mild de (1.2).
Le théorème suivant nous fournit une réponse à ce problème:
Théorème 1 Soit f : [t0,T ]×X −→ X est continue en t sur [t0,t] et uniformément Lipschitzienne
continue (avec la constante L) sur X. Si A est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe
(T (s))s≥0, sur X. Alors pour tout u0 ∈ X, le problème (1.2) a une unique solution mild u ∈
C(t0,T ; X).
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Remarque 1.10 Le théorème 1 reste valable lorsque l'opérateur A dépend de t, moyennant cer-
taines conditions qui assurent l'existence d'un système d'evolution U(t,s), 0 ≤ s ≤ t ≤ T pour la
famille (A(t))t∈[0,T ].

Rappelons la dé�nition suivante d'un système d'évolution:
Dé�nition 1.11 Une famille à deux paramètres d'opérateurs linéaires bornés U(t,s), 0 ≤ s ≤ t ≤
T sur X, est dite "un système d'évolution" si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

� (t,s) 7−→ U(t,s) est continu ,

� U(s,s) = I, U(t,r)U(r,s) = U(t,s) pour 0 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ T .

Dans ce cas, la solution mild du problème (1.2), lorsqu'elle existe, est donnée par

u(t) = U(t,t0)u(t0) +

∫ t

t0

U(t,τ)f(τ,u(τ))dτ. (1.4)

Un système d'evolution associé à la famille d'opérateurs A(t) possède les propriétés suivantes:
Propriété 1.12 Pour tout 0 ≤ s ≤ t ≤ T

1. ‖U(t,s)‖ ≤ exp
( ∫ t

s
‖A(τ)‖dτ

)
,

2. pour tout x ∈ X la fonction (t,s) −→ U(t,s)x est continue,

3. ∂U(t,s)
∂t

= A(t)U(t,s) pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

4. ∂U(t,s)
∂s

= −U(t,s)A(s) 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Remarque 1.13 Lorsque A(t) = A, i.e. A(t) ne dépend pas de t, alors U(t,s) = T (t − s) et la
famille à deux paramètres (U(t,s))t,s est réduite à une famille (T (t))t à un seul paramètre qui n'est
autre que le semi-groupe généré par A.

Dé�nissons maintenant le cas hyperbolique.
Dé�nition 1.14 La famille d'évolution U(t,s) est dite hyperbolique (ou a une dechotomie expo-
nentielle) s'il existe une projection (P (t))t∈R, uniformément bornée et fortement continue en t, et
il existe aussi M,δ > 0 tels que

� U(t,s)P (s) = P (t)U(t,s) pour tout t ≥ s,

� La restriction UQ(t,s) : Q(s)X −→ Q(t)X est inversible pour tout t ≥ s
et

UQ(s,t) = U−1
Q (t,s)

� ‖U(t,s)P (s)‖ ≤ Me−δ(t−s) et ‖UQ(s,t)Q(t)‖ ≤ Me−δ(t−s) pour tout t ≥ s.

Ici Q = I − P .

Une dichotomie exponentielle est un concept classique dans l'étude à long terme du comporte-
ment d'équations d'évolution, pour plus de détails voir [13, 18]. Si U(t,s) est hyperbolique, alors

Γ(t,s) =

{
U(t,s)P (s), t ≥ s, t,s ∈ R,
−UQ(t,s)Q(s), t < s, t,s ∈ R,

est dite la fonction de Green correspondante à U(t,s) et P (.), et

‖Γ(t,s)‖ ≤
{

Me−ω(t−s), t ≥ s, t,s ∈ R,
Me−ω(s−t), t < s, t,s ∈ R,
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Exemple: forme abstraite de l'équation de la chaleur
Considérons l'équation de la chaleur

y ∈ L2(0,T ; H1
0 (0,L)) ∩ C([0,T ]; L2[0,L]);


yt − yxx = 0 dans (0,L)× (0,T )
y(0,t) = y(L,t) = 0 dans (0,L)× (0,T )
y(x,0) = y0(x) dans (0,L)

(1.5)

où T > 0, L > 0 et y0 ∈ L2(0,L). Nous pouvons réécrire l'équation sous la forme

y ∈ L2(0,T ; H1
0 (0,L)) ∩ C([0,T ]; L2[0,L]) et

dy

dt
∈ L2(0,T ; H−1(0,L)),

dy

dt
= Ay dans L2(0,T ; H−1(0,L)),

y(0) = y0 dans L2(0,L), (1.6)
où A ∈ L(H1

0 (0,L),H−1(0,L)) est dé�ni par

< Ay,z >= −
∫

Ω

∇y∇zdx.

On peut aussi dé�nir A comme opérateur non borné dans L2(0,L), en posant
D(A) = H2(0,L) ∩H1

0 (0,L), Ay = yxx.

L'équation (1.6) est bien de la forme
x′ = Ax + f, x(0) = x0.

Nous souhaiterions donc écrire la solution de l'équation (1.6) sous la forme
y(t) = etAy0.

Mais A étant un opérateur non borné dans L2(0,L). Remarquons que la famille (φk)k≥1 dé�nie par

φk =

√
2

L
sin(

kπx

L
),

est une base hilbertienne de L2(0,L), formée de fonctions propres de l'opérateur (A,D(A)). Re-
cherchons la solution de l'équation (1.5) sous la forme

y(x,t) =
∞∑

k=1

gk(t)φk(x).

Si l'équation (1.5) est véri�ée au sens des distributions dans (0,L)× (0,T ), alors gk véri�e

g′k +
k2π2

L2
gk = 0 dans(0,T ),

gk(0) = y0k = (y0,φk).
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On a donc gk(t) = y0e
−k2π2t

L2 . On pose

y(x,t) =
∞∑

k=1

y0ke
−k2π2t

L2 φk(x). (1.7)

On peut facilement véri�er que y ∈ L2(0,T ; H1
0 (0,L)) ∩ C([0,T ]; L2(0,L)) et que y est solution de

l'équation (1.5).
Remarquons que la série de (1.7) n'est pas dé�nie pour t < 0.
Posons

T (t)y0 =
∞∑

k=1

(y0,φk)e
−k2π2t

L2 φk(x).

Pour tout t ≥ 0, T (t) appartient à L2(0,L), T (0) = I, et nous avons
T (t + s)y0 = T (t)T (s)y0 ∀t ≥ 0,∀s ≥ 0.

Les conditions
e0A = 0,

et
e(t+s)A = etAesA, pour tout s ∈ R et pour tout t ∈ R,

sont donc véri�ées par la famille d'opérateurs (T (t))t≥0. La condition
lim
t−→0

‖etA − I‖ = 0

est remplacée par
lim
t−→0

‖T (t)y0 − y0‖L2(0,L) = 0.

Ce sont ces propriétés qui permettent d'étendre la notion d'exponentielle d'opérateurs au cas des
opérateurs non bornés.

1.15 Rappels sur les fonctions périodiques
Dans ce qui suit, C(R,X) désigne l'ensemble des fonctions continues de R à valeurs dans un

espace de Banach X.
Dé�nition 1.16 On appelle période d'une fonction f ∈ C(R,X) le plus petit nombre réel positif
non nul T tel que

f(x + T ) = f(x) ∀x ∈ R.

On peut décliner quelques propriétés des fonctions périodiques.
Propriété 1.17 1. Toute fonction périodique continue par morceaux est bornée.

2. Toute fonction périodique continue est uniformément continue.

Remarque 1.18 La somme de deux fonctions de même période est périodique. Toute fois, l'en-
semble de toutes les fonctions continues périodiques ne joint pas de certaines propriétés structurelles
importantes de type topologiques et algébrique, telles que la stabilité pour les opérations usuelles et
la stabilité par passage à la limite. En e�et, nous disposons des contres-exemples suivants
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Exemple 1.19 L'ensemble des fonctions périodiques continues sur C ne forme pas un sous-espace
de C(C).

En e�et, soit f(x) = eix + ei
√

2x. Elle s'écrit comme somme de deux fonctions périodiques, l'une
de période 2π, l'autre de période

√
2π.

Supposons qu'il existe τ 6= 0 tel que pour tout réel x on ait f(x + τ) = f(x). On doit avoir

eix(eiτ − 1) + ei
√

2x(ei
√

2τ − 1) = 0. On dérivant puis en prenant x = 0, on voit que l'on doit aussi

avoir eiτ − 1 +
√

2(ei
√

2τ − 1) = 0. Ceci donne, avec l'équation de départ évaluée en x = 0 que

eiτ = ei
√

2τ = 1.
Il existe donc (k1,k2) ∈ Z2 tel que τ = 2k1π et

√
2τ = 2k2π. Comme τ 6= 0, on obtient que

√
2 = k2

k1

ce qui est absurde.

Exemple 1.20 Considérons la suite de fonctions périodiques

fn(x) =
n∑

k=1

1

2k
sin2(π

x

2k
) ∀n ∈ N∗.

On a pour tout n ∈ N∗, fn est 2n-périodique. En e�et,

fn(x + 2n) =
n∑

k=1

1

2k
sin2(π

x + 2n

2k
)

=
n∑

k=1

1

2k
sin2(π

x

2k
+ π2n−k)

=
n−1∑
k=1

1

2k
sin2(π

x

2k
+ π2n−k︸ ︷︷ ︸

∈2πZ

) +
1

2n
sin2(π

x

2n
+ π)

=
n−1∑
k=1

1

2k
sin2(π

x

2k
) +

1

2n
(− sin(π

x

2n
))2

= fn(x)

La série fn(x) =
∑∞

k=1
1
2k sin2(π x

2k ) est normalement convergente, d'où fn est uniformément conver-
gente sur R.

� Montrons que la limite n'est pas périodique. Notons par f cette limite, supposons qu'il existe
τ 6= 0 tel que

f(x + τ) = f(x) ∀x ∈ R

En particulier, pour x = 0, f(0 + τ) = f(0) i.e

f(τ) = 0 ∀k ≥ 1

donc pour tout entier k ≥ 1 on a sin2(πτ x
2k ) = 0 d'où πτ

2k ∈ πZ soit encore τ ∈ 2kZ pour tout
k ≥ 1. Ceci est impossible car τ 6= 0.

Dé�nition 1.21 On dit qu'un ensemble E ⊂ R est relativement dense s'il existe un réel l > 0 tel
que

[a,a + l] ∩ E 6= ∅ ∀a ∈ R

11



Autrement dit; s'il existe un réel l tel que tout intervalle de longueur l rencontre E.

Dans ce qui suit, nous nous chargerons d'étudier les fonctions presque périodiques introduites
pour la première fois par H.Bohr (1923). On présentera certaines propriétés des fonctions presque
périodiques.

1.22 Dé�nition fondamentales sur les fonctions presque pé-
riodiques

Dans cette section on va rappeler quelques dé�nitions et résultats sur les fonctions presque
périodiques, pour plus de details nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de références [2, 4, 5, 10,
14, 17].
Dé�nition 1.23 On dit qu'une fonction continue f : R −→ X est presque périodique au sens de
Bohr si pour tout ε > 0, l'ensemble

{τ ∈ R, sup
x∈R

‖f(x + τ)− f(x)‖ ≤ ε}

est relativement dense dans R.
Autrement dit, f est presque périodique au sens de Bohr si pour tout ε > 0, il existe l(ε) > 0
telle que tout intervalle de longueur l(ε) contient au moins une ε−presque période, c'est-à-dire un
nombre τ pour lequel

sup
x∈R

‖f(x + τ)− f(x)‖ ≤ ε

On note par AP (R,X) l'ensemble des fonctions presque périodiques.

Nous introduisons la notion de fonction normale.
Dé�nition 1.24 Une fonction continue f : R −→ X est dite normale si pour toute suite (hn)n∈R ⊂
R on peut extraire une sous-suite (h′n)n∈N ⊂ R telle que la suite (fn)n∈N donnée par fn(x) =
f(x + h′n) soit uniformément convergente sur R.
On dit aussi que f véri�e le critère de Bochner.

Dé�nition 1.25 Un polynôme trigonométrique est une application T : R −→ X de la forme

T (x) =
n∑

k=1

ake
iλkx,

avec n ∈ N∗, λk ∈ R et ak ∈ X.

Voici une notion fondamentale dans la compréhension des fonctions presque périodiques.
Dé�nition 1.26 Une fonction f : R −→ X possède la propriété de l'approximation polynômiale
si pour tout ε > 0 il existe un polynôme trigonométrique Pε tel que

sup
x∈R

‖f(x)− Pε(x)‖ ≤ ε.

Le lien entre les dé�nitions précédentes est consigné dans la proposition suivante:
Proposition 1.27 Les propriétés suivantes sont équivalentes

� f est presque périodique au sens de Bohr.(dé�nition 1.23)
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� f est presque périodique au sens de Bochner (véri�e le critère de Bochner dé�nition 1.24).

� f satisfait le critère double suites de Bochner, c'est-à-dire, pour tout suites (α′n), (β′n) dans
R, on peut extraire des sous-suites (αn) ⊂ (α′n) et (βn) ⊂ (β′n) avec même indices tels que
pour tout x ∈ R, les limites

lim
n−→∞

lim
m−→∞

f(x + αn + βm) et lim
n−→∞

f(x + αn + βn)

existes et sont égales.

� f possède la propriété d'approximation polynômiale.(dé�nition 1.25)

Certaines propriétés essentielles sont résumées dans la propriété suivante.
Propriété 1.28 1. Soit f ∈ AP (R,X) et F une primitive de f . La fonction F est presque

périodique si et seulement si elle est bornée.

2. Une fonction presque périodique au sens de Bohr est bornée.

3. Toute fonction presque périodique est bornée et uniformément continue.

4. Une fonction presque périodique est uniformément continue sur R.

5. Si f est presque périodique alors pour tout a ∈ R toute applications x 7−→ af(x), x 7−→ f(ax)
et x 7−→ f(a + x) sont presque périodiques.

6. Si f est presque périodique alors ‖f‖ l'est aussi.

7. Une limite uniforme des fonctions presque périodiques est presque périodique.

8. Si f et g sont deux fonctions presque périodiques alors f + g et f.g sont presque périodiques.

9. La valeur moyenne d'une fonction f ∈ AP (X) existe et elle est dé�nie par

M {f} := lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

f(x)dx.

De plus, elle véri�e:
M {‖f‖} = 0 =⇒ f ≡ 0. (1.8)

10. Soit f ∈ AP (R,X). Si g ∈ L1(R), alors f ∗ g ∈ AP (R,X) 1.

Proposition 1.29

Le sous-espace AP (R,X) est fermé dans C(R,X).

Exemple 1.30 La fonction f dé�nie sur R par

f(x) = sin x− 1√
2

sin(
√

2x).

On a vu précédemment que f n'est pas périodique toutefois, elle est presque périodique comme
polynôme trigonométrique.

1. Pour rappel, la convolution de deux fonctions f : R −→ X et g : R −→ R, notée f ∗ g, si elle existe, est dé�nie
par

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞
−∞

f(s)g(t− s)ds.

13



Les fonctions paramétriques presque périodiques

Revenons maintenant aux fonctions paramétriques.
1. On dit qu'une fonction paramétrique f : R× X −→ X est Bohr presque périodique si, pour

tout x ∈ X, la fonction f(.,x) est Bohr presque périodique.
L'ensemble de ces fonctions est noté par AP (R× X,X).

2. On dit qu'une fonction paramétrique f : R×X −→ X est Bohr presque périodique uniformé-
ment sur les partie compact K ∈ X si, la fonction f(.,x) est Bohr presque périodique pour
tout x ∈ K.
On note par APK(R×X,X) l'ensemble des fonctions paramétriques presque périodiques sur
les parties compacts.

3. On dit qu'une fonction paramétrique f : R×X −→ X est Bohr presque périodique uniformé-
ment sur les parties bornées B ∈ X si, la fonction f(.,x) est Bohr presque périodique pour
tout x ∈ B.
L'ensemble de ces fonctions est noté par APB(R× X,X).

Remarque 1.31 Les inclusions suivantes sont véri�ées:

APK(R× X,X) ⊂ APB(R× X,X) ⊂ AP (R× X,X).

1.32 Fonctions pseudo presque périodiques
Cette section est consacrée à la notion de pseudo presque périodicité. Ce concept qui est une

généralisation naturelle de la presque périodicité a été introduit par C.Zhang [19] en 1994. Depuis
son introduction dans la littérature, cette notion a généré plusieurs extensions et développements,
voir, [7, 8, 9]. En particulier, elle a été utilisé pour étudier le comportement qualitatif des systèmes
dynamiques ayant des coe�cients pseudo presque périodique. Notre objectif principal dans cette
section consiste a étudier certaines propriétés basiques des fonctions pseudo presque périodiques.
Dé�nition 1.33 ([19]) Une fonction continue f : R −→ X est dite pseudo presque périodique si
f se decompose comme

f = h + φ,

avec h ∈ AP (R,X) et φ ∈ E(R,X) où l'espace E(R,X) est dé�ni par

E(R,X) =

{
g ∈ BC(R,X) : lim

r−→∞

1

2r

∫ r

−r

‖g(t)‖ dt = 0

}
.

La fonction h (resp. φ) est dite la composante presque périodique (resp. la composante ergodique)
de f .

L'ensemble des fonctions pseudo presque périodique est noté PAP (R,X).
Une propriété importante véri�ée par l'espace des fonctions ergodiques E(R,X) est qu'il est

invariant par translation 2.
Exemple 1.34 Considérons la fonctionf dé�nie par

f(t) = sin t + sin
√

2t + (1 + t2)−1 pour tout t ∈ R.

2. Un sous ensemble S de BC(R,X) est dit invariant par translation, si pour tout φ ∈ S, alors φ(t + s) ∈ S pour
tout s ∈ R.
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Alors f est pseudo presque périodique. En e�et, la fonction t 7−→ sin t + sin
√

2t appartient à
AP (R,X) et on a aussi t 7−→ (1 + t2)−1 est dans E(R,X), car elle est continue et bornée, de plus

lim
r−→∞

1

2r

∫ r

−r

1

1 + t2
dt = 0.

Proposition 1.35 Soit f ∈ PAP (R,X). Si g ∈ L1(R), alors f ∗ g, la convolution de f et g sur
R, appartient à PAP (R,X).

Preuve. Soit f = h + φ où h ∈ AP (R,X) et φ ∈ E(R,X). Alors f ∗ g = h ∗ g + φ ∗ g. D'après la
propriété 10, on obtient h ∗ g ∈ AP (R,X).
Il reste donc à montrer que φ ∗ g ∈ E(R,X). Remarquons d'abord que, si φ ∈ E(R,X) et g ∈ L1

alors φ ∗ g ∈ BC(R,X). D'autre part, on a par hypothèse

lim
r−→∞

1

2r

∫ r

−r

‖φ(t)‖ dt = 0.

Posons alors
lim

r−→∞

1

2r

∫ r

−r

∫ ∞

−∞
‖φ(t− s)‖ |g(s)| dsdt,

il vient que,

lim
r−→∞

1

2r

∫ r

−r

‖(φ ∗ g)(t)‖ dt = lim
r−→∞

1

2r

∫ r

−r

∫ ∞

−∞
‖φ(t− s)g(s)‖ dsdt

≤ lim
r−→∞

1

2r

∫ r

−r

∫ ∞

−∞
‖φ(t− s)‖ |g(s)| dsdt

≤ lim
r−→∞

∫ ∞

−∞
|g(s)| ( 1

2r

∫ r

−r

‖φ(t− s)‖ dt)ds

= lim
r−→∞

∫ ∞

−∞
|g(s)| ( 1

2r

∫ r−s

−r−s

‖φ(r)‖ dr)ds

= lim
r−→∞

∫ ∞

−∞
|g(s)|φr(s)ds

où φr(s) = 1
2r

∫ r−s

−r−s
‖φ(r)‖ dr. Évidement φr(s) −→ 0 quand r −→ ∞. On utilise le fait que, φr

est bornée, g ∈ L1, et grâce au théorème de convergence dominée de Lebesgue (voir [6]), il découle
que

lim
n−→∞

L(r) = 0

ce qui montre que
φ ∗ g ∈ E(R,X).

Exemple 1.36 Soit f(t) = Pn(t)+t |sin πt|t
n+7

pour n ∈ R et Pn est un polynôme trigonométrique.
On a f ∈ PAP (R,X), et ainsi pour toute g ∈ L1, la fonction dé�nie par

φn(t) =

∫ ∞

−∞

{
Pn(t− s) + (t− s) |sin π(t− s)|(t−s)n+7

}
g(s)ds

pour tout t ∈ R, est une suite de fonctions pseudo presque périodique.
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Proposition 1.37 La décomposition f = h + φ de la dé�nition 1.33 est unique, c'est-à-dire

PAP (R,X) = AP (R,X)⊕ E(R,X).

Preuve. Procédons par l'absurde. Soit f ∈ AP (R,X)∩E(R,X). Dans un premier temps, on dé�nit
une fonction g dé�nie par g(t) = ‖f(t)‖ ≥ 0 pour tout t ∈ R, appartient à AP (R,X) ∩ E(R,X).
Puisque M {g} = 0, il vient alors par (1.8) que g(t) = 0 pour tout t ∈ R, ce qui implique que
f = 0.
Si f̃ = h0 +φ0 et f̃ = h1 +φ1 où h0,h1 ∈ AP (R,X) et φ0,φ1 ∈ E(R,X), alors h0−h1 = φ0−φ1 = 0,
ce qui montre que h0 = h1 et φ0 = φ1. La preuve est ainsi achevée.
Dans la proposition suivante, on montre que l'espace de ces fonctions a une structure vectorielle.
Proposition 1.38 Si {fn}n∈N ⊂ PAP (R,X) telle que ‖fn − f‖∞ −→ 0 quand n −→ ∞, alors
f ∈ PAP (R,X).

Pour montrer la proposition 1.38, nous aurons également besoin du lemme suivant que nous énon-
çons sans démonstration.
Lemme 1.39 ([19], Lemma 1.3) Si f ∈ PAP (R,X) et si g une composante presque périodique
alors on a

h(R) ⊂ f(R),

donc
inf
t∈R

|f(t)| ≤ inf
t∈R

|h(t)| ≤ ‖g‖∞ ≤ ‖f‖∞.

Preuve. (de la proposition 1.38) Soit (fn)n ∈ N ⊂ PAP (R,X) telle que ‖fn − f‖∞ −→ 0,
lorsque n −→ ∞. Montrons que f ∈ PAP (R,X). Pour ce faire, soit (hn,φn) la decomposition de
fn, c'est-à-dire

fn = hn + φn

avec hn ∈ AP (R,X) et φn ∈ E(R,X). En vertu de Lemme 1.39, nous avons ‖hn‖∞ ≤ ‖fn‖∞, et par
consequent

‖hn − hm‖∞ ≤ ‖fn − fm‖∞ , ∀n, m.

Comme ‖fn − f‖∞ −→ 0, quand n −→ ∞, il vient que la suite (fn)n ∈ N est de Cauchy et
donc (hn)n∈N l'est aussi dans AP (R,X). Ce dernier, étant un espace de Banach, d'où l'existence de
h ∈ AP (R,X) tel que ‖hn − h‖∞ −→ 0 quand n −→∞. Montrons que φ ∈ E(R,X)

1

2T

∫ T

−T

‖φ(t)‖dt =
1

2T

∫ T

−T

‖φ(t)− φn(t) + φn(t)‖dt

≤ 1

2T

∫ T

−T

‖φn(t)− φ(t)‖dt +
1

2T

∫ T

−T

‖φn(t)‖dt

≤ ‖φn(t)− φ(t)‖∞ +
1

2T

∫ T

−T

‖φn(t)‖dt = 0.

quand n −→∞ (car φn ∈ E(R,X) et ‖φn(t)− φ(t)‖∞ −→ 0).
D'où le résultat.
Conséquence 2 L'espace (PAP (R,X), ‖.‖∞) est un espace de Banach, puisqu'on vient de voir
qu'il est fermé dans l'ensemble des fonctions continues bornées.
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Envisageons maintenant le cas des fonctions paramétriques pseudo presque périodiques.

Dé�nition 1.40 Une fonction continue F ∈ C(R×X,X) est dite pseudo presque périodique si, F
s'exprime comme

F = H + Φ,

où H ∈ AP (R×X,X), Φ ∈ E(R×X,X) et E(R×X,X) est l'ensemble des fonctions bornées continues
G : R× X −→ X véri�ant

lim
r−→∞

1

2r

∫ r

−r

‖G(t,x)‖ dt = 0

uniformément en x ∈ B, où B ⊂ X est un ensemble borné arbitraire.

L'ensemble de telles fonctions est noté par PAP (R× X,X).
Exemple 1.41 Une fonction h : R× R −→ R dé�nie par

h(t,x) = cos x
(
sin t + sin πt + (1 + t2)−1

)
est pseudo presque périodique en t ∈ R uniformément en x ∈ B, où B ⊂ R est un ensemble borné
arbitraire.
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Chapitre 2

Fonctions Stepanov presque périodiques et

équations di�érentielles

Ce chapitre est dédié à la presque périodicité au sens de Stepanov. Nous y présentons les
dé�nitions et propriétés essentielles de cette notion. Nous établirons entre autre, le lien entre la
presque périodicité au sens de Bohr et celle de Stepanov. Une attention particulière sera accordée
au problème d'existence de solutions bornées Stepanov presque périodiques d'une classe d'équation
d'évolution dans un espace de Banach à coe�cients Stepanov presque périodiques. Ce résultat éta-
blit par H.S Ding, W.Long et Gaston, M.N Guérékata [11] repose sur un résultat de superposition
(de composition) de fonctions Stepanov presque périodiques.

2.1 La presque périodicité au sens de Stepanov
Si p ≥ 1, on désigne par Lp

loc(R,X) l'espace des fonctions f telles que f ∈ Lp(K,X), pour tout
compact K de R. On introduit les notions de norme et distance de Stepanov comme suit:
La norme de Stepanov d'une fonction f ∈ Lp

loc(R,X) est dé�nie par

‖f‖Sp
L

= sup
x∈R

{
1

L

∫ x+L

x

‖f(t)‖pdt

} 1
p

, (2.1)

et la distance induite par la norme ‖f‖Sp
L
est

DSp
L
(f,g) = ‖f − g‖Sp

L
= sup

x∈R

{
1

L

∫ x+L

x

| f(t)− g(t) |p dt

} 1
p

.

Une propriété importante véri�ée par les normes de Stepanov ‖.‖Sp
L
, L > 0 est qu'elles sont

équivalentes. En e�et, on a:
α‖f‖Sp

l1
≤ ‖f‖Sp

l2
≤ β‖f‖Sp

l1
.

Pour le prouver, soient l1, l2 deux nombres positifs tels que l2 > l1. On a alors

‖f‖Sp
l1

= sup
x∈R

(
1

l1

∫ x+l1

x

‖f(t)‖pdt

) 1
p

= sup
x∈R

(
1

l1

∫ x+l2

x

‖f(t)‖pdt

) 1
p
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≤ sup
x∈R

(
l2

l1 × l2

∫ x+l2

x

‖f(t)‖pdt

) 1
p

≤ sup
x∈R

(
l2
l1

) 1
p

×
(

1

l2

∫ x+l2

x

‖f(t)‖pdt

) 1
p

≤
(

l2
l1

) 1
p

‖f‖Sp
l2
,

ce qui implique (
l1
l2

) 1
p

‖f‖Sp
l1
≤ ‖f‖Sp

l2
.

Concernant la deuxième inégalité, soit l1 < l2 < 2l1 nous avons les estimations suivantes

‖f‖Sp
l2

= sup
x∈R

(
1

l2

∫ x+l2

x

‖f(t)‖pdt

) 1
p

≤ sup
x∈R

(
1

l2

∫ x+l1

x

‖f(t)‖pdt

) 1
p

+ sup
x∈R

(
1

l2

∫ x+l2

x+l1

‖f(t)‖pdt

) 1
p

≤ sup
x∈R

(
l1

l1 × l2

∫ x+l1

x

‖f(t)‖pdt

) 1
p

+ sup
x∈R

(
1

l2

∫ x+l2

x+l1

‖f(t)‖pdt

) 1
p

≤ sup
x∈R

{(
l1
l2

)(
1

l1

∫ x+l1

x

‖f(t)‖pdt

) 1
p

+ sup
x∈R

(
1

l2

∫ x+l2

x+l1

‖f(t)‖pdt

) 1
p

}

≤
(

l1
l2

) 1
p

‖f‖Sp
l1

+ sup
x∈R

{(
1

l1

∫ x+l2

x+l1

‖f(t)‖pdt

) 1
p

}

≤
(

l1
l2

) 1
p

‖f‖Sp
l1

+ ‖f‖Sp
l1

=

((
l1
l2

) 1
p

+ 1

)
‖f‖Sp

l1

à partir duquelle, on déduit que

‖f‖Sp
l2
≤

((
l1
l2

) 1
p

+ 1

)
‖f‖Sp

l1

,

On conclut que toutes les normes de Stepanov sont équivalentes avec α =
(

l1
l2

) 1
p et β =

((
l1
l2

) 1
p

+ 1

)
.

Remarque 2.2 Dans tous ce qui suit, et en raison de l'équivalence des normes ‖.‖Sp
L
, L > 0, on

peut supposer que L = 1.

Dé�nition 2.3 Une fonction f ∈ Lp
Loc(R,X) est dite presque périodique au sens de Stepanov, et

on écrit f ∈ APSp(R,X), si pour tout ε > 0, il existe l(ε) > 0 tel que tout intervalle de longueur
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l(ε) contient au moins un nombre τ véri�ant

sup
x∈R

{∫ x+1

x

| f(t + τ)− f(t) |p dt

} 1
p

< ε.

Le nombre τ est dit ε-Stepanov presque périodique où ε-translation de Stepanov associé à f .

La presque périodicité au sens de Stepanov peut être vue comme la presque périodicité au sens de
Bohr d'une certaine fonctions à valeurs dans un espace de Lebesgue, plus précisément
Dé�nition 2.4 (Transformation de Bochner) 1. La transformation de Bochner f b(t,s), t ∈

R, s ∈ [0,1] d'une fonction f de R à valeurs dans X, est dé�ni par

f b(t,s) = f(t + s).

2. La transformation de Bochner f b(t,s,u), t ∈ R, s ∈ [0,1], u ∈ X pour la fonction f(t,u) de
R× X à valeurs dans X, est dé�nie par

f b(t,s,u) = f(t + s,u),

pour tout u ∈ X.

Dé�nition 2.5 Soit p ∈ [1, + ∞[, l'espace BSp(R,X) de toute les fonctions Stepanov bornées,
d'ordre p, consiste toute les fonctions mesurables de R à valeurs dans X tel que

f b ∈ L∞(R,Lp((0,1),X)).

‖f‖Sp = ‖f b‖L∞(R,Lp) = sup
t∈R

(∫ t+1

t

‖f(τ)‖pdτ
) 1

p
.

Théorème 3 (Théorème de Bochner) f ∈ APSp(R,X) si et seulement si f b ∈ AP (R,Lp([0,1]; X)),
de plus

‖f‖Sp =
∥∥f b
∥∥
∞ = sup

t∈R

∥∥f b(t,.)
∥∥

Lp([0,1];X)
.

Grâce à la caractérisation de Bochner de la Stepanov presque périodicité, toutes les propriétés
de la Bohr presque périodicité se transférent à la presque périodicité de Stepanov, en particulier,
toute fonction f ∈ APSp(R,X) est

1. SP -bornée.
2. Sp uniformément continue c'est à dire ∀ε > 0, ∃δ = δ(t) tel que si | h |< δ alors

DSp {f(x + h),f(x)} < ε.

Nous disposons aussi d'un critère de normalité pour les fonctions f ∈ APSp(R,X):
Dé�nition 2.6 (Sp-normalité)
La fonction f ∈ Lp

Loc(R,X) est dite Sp-normale si la famille de fonctions {f(x + h)} (h est un
nombre arbitraire) est Sp precompact c'est à dire si pour toute sous-suite f(x + h1), f(x + h2), ...
on peut choisir une sous-suite Sp-convergente.

Encore une fois, grâce à la transformé de Bochner et le fait qu'une suite fn converge vers f si et
seulement si f b

n converge vers f b (voir par exemple [2, 14]), on obtient la deuxième caractérisation
de la Stepanov périodicité:
Théorème 4 Les de�nitions 2.3 et 2.6 sont équivalentes.
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Remarque 2.7 Pour tous p, q ≥ 1 avec q < p, les inclusions suivantes sont véri�ées

AP (R,X) ⊂ APSp(R,X) ⊂ APSq(R,X) ⊂ APS(R,X)

de plus,
‖.‖∞ ≥ ‖.‖Sp ≥ ‖.‖Sq ≥ ‖.‖S1 .

2.7.1 Le lien entre les fonctions Bohr presque périodiques et Stepanov
presque périodiques

Nous avons vu que toute fonction Bohr presque périodique est Stepanov presque périodique.
Le résultat suivant précise mieux le lien entre les deux concepts. Si Cu(R,X) désigne l'ensemble
des fonctions uniformément continues de R à valeurs dans X alors
Proposition 2.8 ([2, 14])

APSp(R,X) ∩ Cu(R,X) = AP (R,X). (2.2)
Pour montrer la proposition, on aura besoin du lemme suivant qui donne une propriété de la dérivé
des fonctions presque périodique. Pour simpli�er la présentation, on suppose ici que X = R.
Lemme 2.9 Soit f une fonction presque périodique derivable à valeur dans un espace de Banach.
Si f ′ existe et uniformément continue alors f ′ est presque périodique.

Preuve. On sait que pour tout x ∈ R, on a

f ′(x) = lim
n−→∞

f(x + 1
n
)− f(x)
1
n

.

Posons alors, pour tout n ∈ N∗

fn(x) = n

{
f(x +

1

n
)− f(x)

}
.

La suite fn est presque périodique comme somme de deux fonctions presque périodiques. Pour
montrer que f ′ ∈ AP (R), il su�t de montrer que fn converge uniformément vers f ′. On a par
dé�nition ∀n ∈ N∗

|f ′(x)− fn(x)| = |f ′(x)− n

∫ x+ 1
n

x

f ′(t)dt|

= |n
∫ x+ 1

n

x

f ′(x)dt− n

∫ x+ 1
n

x

f ′(t)dt|

= n|
∫ x+ 1

n

x

(f ′(x)− f ′(t)) dt|

≤ n

∫ x+ 1
n

x

|f ′(x)− f ′(t)|dt

≤ n
1

n
sup

t∈[x,x+ 1
n

]

|f ′(x)− f ′(t)|.
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Ce qui implique que
|f ′(x)− fn(x)| ≤ sup

t∈[x,x+ 1
n

]

|f ′(x)− f ′(t)| ∀x ∈ R

On veut montrer que limn−→∞ supx∈R |f ′(x) − fn(x)| = 0 c'est-à-dire: ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, tels que
∀n ≥ n0 et ∀x ∈ R, on a |f ′(x) − fn(x)| < ε. Comme f ′ est uniformément continue sur R, alors
pour tout ε > 0, il existe δ := δ(ε) > 0 tel que si |u− v| < δ, on a

|f ′(u)− f ′(v)| < ε.

Finalement, pour tout ε > 0, il existe n0 ∈ N (provenant de l'inégalité |x + 1
n
− x| = 1

n
< δ, avec

δ > 0 e est celui provenant de l'uniforme continuité de f ′), tel que ∀n ≥ n0, on a
sup

t∈[x,x+ 1
n

]

|f ′(x)− f ′(t)| < ε.

Donc
|f ′(x)− fn(x)| ≤ sup

t∈[x,x+ 1
n

]

|f ′(x)− f ′(t)| < ε,

ce qui implique que fn −→ f ′ uniformément, et comme fn est presque périodique alors f ′ est aussi
presque périodique.

Nous pouvons à présent commencer la démonstration de la dernière proposition.
Preuve. (de la proposition 2.8) Pour chaque n ∈ N, on pose

fn(t) = n

∫ 1
n

0

f(t + η)dη.

Comme f est uniformément continue, il vient par le lemme 2.9 que fn −→ f , lorsque n −→ ∞,
uniformément sur R. Pour montrer le résultat désiré, il su�t alors de montrer que fn est presque
périodique pour chaque n. Pour ce faire, nous exploitons la Stepanov presque périodicité avec
L = 1

n
.

Soit ε > 0, on peut trouver un ensemble relativement dense de nombre τ véri�ant

sup
x∈R

n

∫ 1
n

0

‖f(t + τ + η)− f(t + η)‖pdη ≤ εp.

En utilisant l'inégalité de Hölder, il vient que pour tout t ∈ R

‖fn(t + τ)− fn(t)‖ = n

∫ 1
n

0

‖f(t + τ + η)− f(t + η)‖dη

≤ n

(∫ 1
n

0

1q

) 1
q
(∫ 1

n

0

‖f(t + τ + η)− f(t + η)‖pdη

) 1
p

≤ n

(
1

n

) 1
q

(∫ 1
n

0

‖f(t + τ + η)− f(t + η)‖pdη

) 1
p

≤ nn−
1
q

(∫ 1
n

0

‖f(t + τ + η)− f(t + η)‖pdη

) 1
p

≤ ε

où 1
p

+ 1
q

= 1. Ce qui achève la démonstration de la proposition.
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2.9.1 Les fonctions paramétriques Stepanov presque périodiques
Dans tous ce qui suit, on considère f ∈ Lp

loc(R× X,X).

1. On dit qu'une fonction paramétrique f : R × X −→ X est Stepanov presque périodique si,
pour tout x ∈ X, la fonction f(.,x) est Stepanov presque périodique.
L'ensemble de ces fonctions est noté par APSp(R× X,X).

2. On dit qu'une fonction paramétrique f : R × X −→ X est Stepanov presque périodique
uniformément sur les partie compact K ∈ X si, la fonction f(.,x) est Stepanov presque
périodique pour tout x ∈ K.
On note par APSp

K(R × X,X) l'ensemble des fonctions paramétriques presque périodiques
sur les parties compacts.

3. On dit qu'une fonction paramétrique f : R × X −→ X est Stepanov presque périodique
uniformément sur les parties bornées B ∈ X si, la fonction f(.,x) est Stepanov presque
périodique pour tout x ∈ B.
L'ensemble de ces fonctions est noté par APSp

B(R× X,X).

2.10 Solutions mild Stepanov (Bohr) presque périodiques d'une
classe d'équations di�érentielles

Dans cette section, on abordera le problème d'existence et d'unicité d'une solution mild presque
périodique de l'équation

u′(t) = Au(t) + f(t,u(t)) (2.3)
où f est une fonction Stepanov presque périodique uniformément sur les parties compactes de X
et A est un opérateur linéaire (non borné) qui génére un C0-semi-groupe (T (t))t≥0. On suppose
que f et T (t) véri�ent les hypothèses suivantes:

� (H1) Le C0-semi-groupe (T (t))t≥0 est expenontiellement stable, i.e., il existe deux constantes
M ≥ 1 et δ > 0 telles que

‖T (t)‖ ≤ Me−δt.

� (H2) La fonction f ∈ APSp(R×X,X) est L-lipschitzienne c'est-à-dire il existe une fonction
positive L(.) ∈ BSp(R,X) telle que ∀t ∈ R, u,v ∈ X

‖f(t,u)− f(t,v)‖ ≤ L(t)‖u− v‖.

Comme nous l'avons mentionné dans l'introduction de ce chapitre, ce résultat d'existence repose
sur un résultat de composition des fonctions Stepanov presque périodiques, que nous présentons
ci-après.
Théorème 5 On suppose que p > 2 et les conditions suivantes sont véri�ées.

1. f ∈ APSp
K(R× X,X), et il existe une fonction L ∈ BSp(R,X) telle que

‖f(t,u)− f(t,v)‖ ≤ L(t)‖u− v‖ (2.4)
pour tout t ∈ R, (u,v) ∈ X× X.

2. x ∈ APSp(R,X), et il existe un ensemble E ⊂ R avec mesE = 0 tel que

K =
{

x(t),t ∈ R \ E
}

est compact dans X.
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Alors f(.,x(.)) ∈ APS
p
2 (R,X).

Preuve.

� Premièrement on montre que f(.,x(.)) ∈ BS
p
2 (R,X). En e�et, par (2.4) on a

(∫ t+1

t

‖f(τ,x(τ))‖
p
2 dτ

) 2
p

≤
(∫ t+1

t

‖f(τ,x(τ))− f(τ,0) + f(τ,0)‖
p
2 dτ

) 2
p

≤
(
2

p
2
−1
{∫ t+1

t

‖f(τ,x(τ))− f(τ,0)‖
p
2 dτ +

∫ t+1

t

‖f(τ,0)‖
p
2 dτ
}) 2

p

≤
(
2

p
2
−1
) 2

p
({∫ t+1

t

‖f(τ,x(τ))− f(τ,0)‖
p
2 dτ +

∫ t+1

t

‖f(τ,0)‖
p
2 dτ
}) 2

p

≤
(
2

p
2
−1
) 2

p
{

2
p
2
−1
((∫ t+1

t

‖f(τ,x(τ))− f(τ,0)‖
p
2 dτ
) 2

p
+
(∫ t+1

t

‖f(τ,0)‖
p
2 dτ
) 2

p
)}

≤
(∫ t+1

t

‖L(τ)‖
p
2‖x(τ)‖

p
2 dτ
) 2

p
+
(∫ t+1

t

‖f(τ,0)‖
p
2 dτ
) 2

p

≤
((∫ t+1

t

‖L(τ)‖pdτ
) 1

2
(∫ t+1

t

‖x(τ)‖pdτ)
1
2

) 2
P

+
(∫ t+1

t

12
) 1

2
(∫ t+1

t

‖f(τ,0)‖pdτ
) 1

p

≤
(∫ t+1

t

‖L(τ)‖pdτ
) 1

p
(∫ t+1

t

‖x(τ)‖pdτ
) 1

p
+
(∫ t+1

t

‖f(τ,0)‖pdτ
) 1

p
.

Et comme f ∈ APSp
K(R× X,X), L ∈ BSp(R,X), x ∈ APSp(R,X), on a

max
t∈R

{(∫ t+1

t

‖f(.,x)‖p
) 1

p
,
(∫ t+1

t

‖L(t)‖p
) 1

p
,
(∫ t+1

t

‖x(t)‖p
) 1

p

}
< ∞,

ce qui implique(∫ t+1

t

‖f(τ,x(τ))‖
p
2 dτ
) 2

p ≤
(∫ t+1

t

‖L(τ)‖pdτ
) 1

p
(∫ t+1

t

‖x(τ)‖pdτ
) 1

p

+
(∫ t+1

t

‖f(τ,0)‖pdτ
) 1

p
< ∞.

Donc f(.,x(.)) ∈ BS
p
2 (R,X).

� Il reste à montrer le caractère Stepanov presque période de f(.,x(.)).
Comme f ∈ APSp

K(R×X,X) et x ∈ APSp(R,X), on a pour tout ε > 0, il existe un ensemble
commun relativement dense P (ε) ⊂ R tel que

‖f(t + τ + .,u)− f(t + .,u)‖Sp <
ε

6k
, (2.5)

et
‖x(t + τ + .)− x(t + .)‖Sp <

ε

2‖L‖Sp

, (2.6)
pour tout τ ∈ P (ε), t ∈ R et u ∈ K. Pour montrer que f(.,x(.)) ∈ APS

p
2 (R,X), il su�t de

montrer que pour tout τ ∈ P (ε), on a

sup
t∈R

(∫ t+1

t

‖f(t + s + τ,x(t + s + τ))− f(t + s,x(t + s))‖
p
2 dτ
) 2

p
< ε.
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Comme K est compact, et pour tout ε > 0, il existe x1,x2,...,xk ∈ K tel que

K ⊂
k⋃

i=1

B
(
xi,

ε

6‖L‖
S

p
2

)
, (2.7)

En utilisant l'inégalité triangulaire et grâce à l'inégalité (2.4), on obtient les estimations:

‖f(t + s + τ,x(t + s + τ))− f(t + s,x(t + s))‖
S

p
2

= ‖f(t + s + τ,x(t + s + τ))− f(t + s + τ,x(t + s))

+ f(t + s + τ,x(t + s))− f(t + s,x(t + s))‖
S

p
2

≤ ‖f(t + s + τ,x(t + s + τ))− f(t + s + τ,x(t + s))‖
S

p
2

+ ‖f(t + s + τ,x(t + s))− f(t + s,x(t + s))‖
S

p
2

≤ ‖L(t + s + τ)‖
S

P
2
‖x(t + s + τ)− x(t + s)‖

S
p
2

+ ‖f(t + s + τ,x(t + s))− f(t + s,x(t + s))‖
S

p
2

= I1 + I2.

� Nous commençons à estimer I1. Par (2.6), on a
I1 = ‖L(t + s + τ)‖

S
p
2
‖x(t + s + τ)− x(t + s)‖

S
P
2

=
(∫ 1

0

L
p
2 (t + s + τ)‖x(t + s + τ)− x(t + s)‖

p
2

) 2
p

≤ ‖L‖Sp‖x(t + s + τ)− x(t + s)‖Sp

≤ ‖L‖Sp

ε

2‖L‖Sp

<
ε

2
.

� Il reste à montrer que I2 < ε
2
.

En e�et, on �xe un t ∈ R. On dé�nit Et = {x ∈ [0,1]; t + s /∈ E}. Il suit que
mes([0,1]/Et) = 0 et x(t + s) ∈ K pour tout s ∈ Et. Alors par (2.7), pour chaque
s ∈ Et, il existe i(s) ∈ {1,2,...,k} tel que

‖xi(s) − x(t + s)‖ ≤ ε

6‖L‖Sp

. (2.8)

D'autre part par (2.5), on a
‖f(t + τ + .,xi)− f(t + .,xi)‖Sp ≤ ε

6k
(2.9)

pour chaque τ ∈ P (ε) et i = 1,...,k et d'après (2.4), (2.8) et (2.9), et grâce à l'inégalité
de Hölder, on obtient

I2 =
(∫ 1

0

‖f(t + s + τ,x(t + s))− f(t + s,x(t + s))‖
p
2 ds
) 2

p

=
(∫

Et

‖f(t + s + τ,x(t + s))− f(t + s,x(t + s))‖
p
2 ds
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+

∫
Ec

t

‖f(t + s + τ,x(t + s))− f(t + s,x(t + s))‖
p
2 ds
) 2

p

=
(∫

Et

‖f(t + s + τ,x(t + s))− f(t + s,x(t + s))‖
p
2 ds
) 2

p

=
(∫

Et

‖f(t + s + τ,x(t + s))− f(t + s + τ,xi(s))

+ f(t + s + τ,xi(s))− f(t + s,xi(s))

+ f(t + s,xi(s))− f(t + s,x(t + s))‖
p
2 ds
) 2

p

≤
(∫

Et

‖f(t + s + τ,x(t + s))− f(t + s + τ,xi(s))‖
p
2 ds
) 2

p

+
(∫

Et

‖f(t + s + τ,xi(s))− f(t + s,xi(s))‖
p
2 ds
) 2

p

+
(∫

Et

f(t + s,xi(s))− f(t + s,x(t + s))‖
p
2 ds
) 2

p

≤
(∫

Et

L
p
2 (t + s + τ)‖x(t + s)− xi(s)‖

p
2 ds
) 2

p

+
(∫

Et

‖f(t + s + τ,xi(s))− f(t + s,xi(s))‖
p
2 ds
) 2

p

+
(∫

Et

L
p
2 (t + s)‖x(t + s)− xi(s)‖

p
2 ds
) 2

p

≤ ‖L‖Sp

ε

6‖L‖Sp

+ ‖L‖Sp

ε

6‖L‖Sp

+
k∑

i=1

(∫
Et

‖f(t + s + τ,xi(s))− f(t + s,xi(s))‖
p
2 ds
) 2

p

≤ ε

6
+ k

ε

6k
+

ε

6

=
ε

2
.

Il vient alors que I1 + I2 < ε. Ce qui montre que
‖f(t + s + τ,x(t + s + τ))− f(t + s,x(t + s))‖

S
p
2

< ε.

Ce qui achève la démonstration.

Nous pouvons à présent aborder le problème d'existence et d'unicité de la solution mild presque
périodique de l'équation d'évolution

u′(t) = Au(t) + f(t). (2.10)
Théorème 6 On suppose que f ∈ APSp(R,X) avec p > 1 et (H1) est véri�ée. Alors l'équation
(2.10) admet une unique solution mild bornée presque périodique donnée par

u(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s)ds.
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Preuve.

� On montre dans un premier temps que u(t) est une solution mild de (2.10). On suppose que

u(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s)ds.

Alors

u(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s)ds

=

∫ a

−∞
T (t− s)f(s)ds +

∫ t

a

T (t− s)f(s)ds

=

∫ a

−∞
T (t− a + a− s)f(s)ds +

∫ t

a

T (t− s)f(s)ds

=

∫ a

−∞
T (t− a)T (a− s)f(s)ds +

∫ t

a

T (t− s)f(s)ds

= T (t− a)

∫ a

−∞
T (a− s)f(s)ds +

∫ t

a

T (t− s)f(s)ds ∀a < t.

Donc
u(t) = T (t− a)u(a) +

∫ t

a

T (t− s)f(s)ds.

� Montrons que u(t) est l'unique solution mild de (2.10). On suppose que u : R −→ X est
bornée et satisfaite l'équation homogène

u′(t) = A(t)u(t), t ∈ R. (2.11)
Alors u(t) = T (t− s)u(s), pour tout t ≥ s. Donc

‖u(t)‖ ≤ KMe−δ(t−s),

où ‖u(t)‖ ≤ K. On prend une suite de nombres réelles (Sn) telle que Sn −→ ∞ quand
n −→∞. Pour tout t ∈ R �xé, on peut extraire une sous-suite (Snk

) ⊂ (Sn) telle que Snk
< t

pour tout k = 1,2,..., quand k −→∞, on obtient u(t) = 0.
Si u1, u2 deux solutions bornées de l'équation (2.10) alors v = u1−u2 est une solution bornée
de l'équation (2.11), ce qui implique que v = 0, c'est-à-dire u1 = u2.

� Nous aurons également besoin de montrer que u(t) est une solution mild bornée.
Comme f ∈ APSp(R,X), alors il existe un ensemble relativement dense P (ε) ⊂ R tel que

sup
s∈R

∫ 1

0

‖f(s + τ)− f(s)‖ds <
ε

cM
∀τ ∈ P (ε), (2.12)

avec
c =

1
q
√

qδ

(
eqδ − 1

) 1
q 1

1− e−δ
.

En utilisant l'inégalité de Hölder (1
p

+ 1
q

= 1), on obtient
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‖u(t)‖ = ‖
∫ t

−∞
T (t− s)f(s)ds‖

≤
∫ t

−∞
‖T (t− s)‖‖f(s)‖ds

≤ M

∫ t

−∞
e−δ(t−s)‖f(s)‖ds

≤ M

∞∑
n=0

∫ t−n

t−n−1

e−δ(t−s)‖f(s)‖ds

≤ M
∞∑

n=0

(∫ t−n

t−n−1

e−qδ(t−s)ds
) 1

q
(∫ t−n

t−n−1

‖f(s)‖pds
) 1

p

≤ M

∞∑
n=0

( 1

qδ

{
e−qδ(t−s) − e−qδn

}) 1
q ‖f(s)‖Sp

≤ M
q
√

qδ

∞∑
n=0

(
e−qδn

(
eqδ − 1

)) 1
q ‖f(s)‖Sp

≤ M
q
√

qδ

(
eqδ − 1

) 1
q

∞∑
n=0

e−δn‖f(s)‖Sp .

Sachant que
∞∑

n=0

e−δn = lim
n−→∞

1− e−δ(n+1)

1− e−δ
=

1

1− e−δ
,

alors

‖u(t)‖ ≤ M
q
√

qδ

(
eqδ − 1

) 1
q 1

1− e−δ
‖f(s)‖Sp

< cM
ε

cM
< ε.

Donc u est borné.
� Il reste donc à montrer la presque périodicité de la solution mild. Pour cela, il su�t de
montrer que pour tout τ ∈ P (ε) (donné dans (2.12)), on a

‖u(t + τ)− u(t)‖ ≤ ε.

En faisant le changement de variable s− τ = r, on obtient

‖u(t + τ)− u(t)‖ = ‖
∫ t+τ

−∞
T (t + τ − s)f(s)ds−

∫ t

−∞
T (t− s)f(s)ds‖

= ‖
∫ t

−∞
T (t− s)f(s + τ)ds−

∫ t

−∞
T (t− s)f(s)ds‖

= ‖
∫ t

−∞
T (t− s){f(s + τ)− f(s)}ds‖
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≤
∫ t

−∞
‖T (t− s)‖‖f(s + τ)− f(s)‖ds

≤
∞∑

n=0

∫ t−n

t−n−1

‖T (t− s)‖‖f(s + τ)− f(s)‖ds

≤
∞∑

n=0

∫ t−n

t−n−1

Me−δ(t−s)‖f(s + τ)− f(s)‖ds

D'après l'inégalité de Hölder, on a

‖u(t + τ)− u(t)‖ ≤ M

∞∑
n=0

(∫ t−n

t−n−1

e−qδ(t−s)ds
) 1

q
(∫ t−n

t−n−1

‖f(s + τ)− f(s)‖pds
) 1

p

≤ Mc
ε

cM
< ε.

Ce qui implique que u est presque périodique. Ce qui achève la démonstration.

Revenons au cas de l'équation (2.3), où l'on montre grâce au théorème du point �xe de Banach
l'existence et l'unicité d'une solution mild Bohr presque périodique de l'équation (2.3) (sous cer-
taines conditions) lorsque f est une fonction paramétrique Stepanov presque périodique.
Théorème 7 On suppose que f ∈ APSp(R × X,X) avec p > 2 et (H1) et (H2) sont véri�ées.
Alors l'équation (2.3) admet une unique solution mild presque périodique à condition que

‖L‖Sp <
1− e−δ

M

( δq

1− e−δq

) 1
q
,

où 1
p

+ 1
q

= 1.

Preuve. On construit un opérateur point �xe de AP (R,X) dans AP (R,X). Soit u ∈ AP (R,X) ce
qui implique que u ∈ APSp(R,X) et on a K = {u(t),t ∈ R} est un compact. Soit pour t ∈ R

F (u)(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s,u(s))ds.

D'après les deux théorèmes 5 et 6 on a F (u) ∈ AP (R,X).
Soit u,v ∈ AP (R,X), et en utilisant l'inégalité de Hölder on a

‖F (u)(t)− F (v)(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s) {f(s,u(s))− f(s,v(s))} ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

−∞
‖T (t− s)‖ ‖{f(s,u(s))− f(s,v(s))} ds‖

≤
∫ t

−∞
‖T (t− s)‖L(s) ‖u(s)− v(s)‖ ds

≤ ‖u− v‖
∫ t

−∞
‖T (t− s)‖L(s)ds
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≤ ‖u− v‖
∫ t

−∞
Me−δ(t−s)L(s)ds

≤ ‖u− v‖

{
∞∑

n=0

∫ t−n

t−n−1

Me−δ(t−s)L(s)

}
ds

= ‖u− v‖M

∞∑
n=0

(∫ t−n

t−n−1

Me−δq(t−s)ds

) 1
q
(∫ t−n

t−n−1

Lp(s)ds

) 1
p

= ‖u− v‖M

∞∑
n=0

(
1

δq

{
e−δqn − e−δq(n+1)

}) 1
q

‖L‖Sp

= ‖u− v‖M

∞∑
n=0

e−δn

(
1− e−δq

δq

) 1
q

‖L‖Sp

= ‖u− v‖ M

1− e−δ

(
1− e−δq

δq

) 1
q

‖L‖Sp ,

comme
‖L‖Sp <

1− e−δ

M

(
δq

1− e−δq

) 1
q

,

nous utilisons le théorème du point �xe, on aura F admet un unique point �xe u ∈ AP (R,X)
satisfait pour t ∈ R

u(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s,u(s))ds.

Similaire à la preuve du théorème précédent, on peut montrer que u(t) est l'unique solution mild
presque périodique.
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Chapitre 3

Fonctions Stepanov-pseudo presque

périodique et application

Dans ce chapitre, nous examinons un autre concept de presque périodicité, dit pseudo presque
périodicité au sens de Stepanov, introduit par Diagana [7] comme généralisation naturelle de la
pseudo presque périodicité. Certains résultats concernant ce concept seront présentés et développés.
Ce chapitre sera achevé par une application: étude d'une classe d'équation di�érentielle à coe�cient
Stepanov pseudo presque périodique. Les résultats de ce chapitre sont essentiellement issus des
références [5, 7].

3.1 Dé�nitions et propriétés fondamentales
Commençons par introduire les fonctions pseudo presque périodiques au sens de Stepanov.

Dé�nition 3.2 Une fonction f ∈ BSp(R,X) est dite Stepanov (ou Sp) pseudo presque périodique,
si f s'exprime comme

f = h + φ

avec hb ∈ AP (R,Lp((0,1); X)) et φb ∈ E(R,Lp((0,1); X)).

On note par PAPSp(R,X) l'ensemble des fonctions pseudo presque périodiques au sens de Stepa-
nov.

En d'autres termes, une fonction f ∈ BSp(R,X) et dite Sp-pseudo presque périodique si sa
transformation de Bochner

f b : R −→ Lp((0,1),X)

est pseudo presque périodique dans le sens d'existence de deux fonctions h,φ : R −→ X telles que
f = h + φ avec h ∈ APSp(R,X) et

lim
T−→∞

1

2T

∫ T

−T

(∫ t+1

t

‖φ(σ)‖p dσ

) 1
p

dt = 0.

Remarque 3.3 � Si 1 ≤ p < q < ∞ et f ∈ Lq(R,X) est Sq-pseudo presque périodique alors f
est Sp-pseudo presque périodique, i.e.

PAPSq(R,X) ⊂ PAPSp(R,X).
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Le lien entre les fonctions PAP (R,X) et les fonctions dans PAPSp(R,X) est donné dans la propo-
sition suivante:
Proposition 3.4 Si f ∈ PAP (R,X), alors f est PAPSp(R,X) pour tout 1 ≤ p < ∞.

Preuve. Soit f = h + φ où h ∈ AP (R,X) et φ ∈ E(R,X). On note que f ∈ BSp(R,X). Il su�t
alors de montrer que φb ∈ E(R,Lp((0,1); X)). Alors pour tout T > 0 et 1

p
+ 1

q
= 1, on a∫ T

−T

(∫ 1

0

‖φ(t + s)‖pds
) 1

p
dt ≤

(∫ T

−T

dt
) 1

q
(∫ T

−T

(∫ 1

0

‖φ(t + s)‖pds
)
dt
) 1

p

≤ (2T )
1
q

(∫ T

−T

(∫ 1

0

‖φ(t + s)‖pds
)
dt
) 1

p

≤ (2T )
1
q

(∫ T

−T

(∫ 1

0

‖φ(t + s)‖‖φ(t + s)‖p−1ds
)
dt
) 1

p

≤ (2T )
1
q

(∫ T

−T

(∫ 1

0

‖φ(t + s)‖‖φ‖p−1
∞ ds

)
dt
) 1

p

≤ (2T )
1
q ‖φ‖

p−1
p
∞

(∫ T

−T

(∫ 1

0

‖φ(t + s)‖ds
)
dt
) 1

p

≤ (2T )1− 1
p‖φ‖

p−1
p
∞

(∫ T

−T

(∫ 1

0

‖φ(t + s)‖ds
)
dt
) 1

p

≤ 2T‖φ‖
p−1

p
∞

(∫ 1

0

1

2T

(∫ T

−T

‖φ(t + s)‖dt
)
ds
) 1

p
,

d'où
1

2T

∫ T

−T

(∫ 1

0

‖φ(t + s)‖pds
) 1

p
dt ≤ ‖φ‖

p−1
p
∞

(∫ 1

0

1

2T

(∫ T

−T

‖φ(t + s)‖dt
)
ds
) 1

p
.

Comme E(R,X) est invariant par translation alors En utilisant le théorème de convergence dominée
de Lebesgue, on obtient(∫ 1

0

1

2T

(∫ T

−T

‖φ(t + s)‖dt
)
ds
) 1

p −→ 0 quand T −→∞.

Ce qui achève la démonstration.
Nous introduisons la notion de Sp−pseudo presque périodique pour les fonctions paramétriques.
Dé�nition 3.5 Une fonction

F : R× X −→ X
(t,u) 7−→ f(t,u)

avec F (.,u) ∈ Lp(R,X), pour tout u ∈ X est dite Sp-pseudo presque périodique en t ∈ R uniformé-
ment en u ∈ X si t 7−→ f(t,u) est Sp-pseudo presque périodique pour tout u ∈ X.

Autrement; il existe deux fonctions H,Φ : R× X −→ X telles que F s'écrit comme
F = H + Φ
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où Hb ∈ AP (R× Lp((0,1); X)) et Φb ∈ E(R× Lp((0,1); X)) avec

lim
T−→∞

1

2T

∫ T

−T

(∫ t+1

t

‖Φ(σ,u)‖P dσ

) 1
p

dt = 0

uniformément en u ∈ X.
L'espace de fonctions F : R× X −→ X Sp-pseudo presque périodique est notée PAPSp(R× X,X)

Nous avons le théorème de composition des fonctions Sp-pseudo presque périodiques.
Théorème 8 Soit F : R×X −→ X une fonction Stepanov pseudo presque périodique. On suppose
que F (t,u) est Lipschitzienne en u ∈ X et uniformément en t ∈ R:

(H2)' Il existe L > 0 tel que
‖ F (t,u)− F (t,v) ‖≤ L ‖ u− v ‖

pour tout t ∈ R, (u,v) ∈ X× X.

Si φ ∈ PAPSP (R,X) alors Λ : R −→ X dé�nie par Λ(.) = F (.,φ(.)) appartient à PAPSP (R,X).

Pour montrer le théorème, on aura besoin du résultat suivant établi par [12]:
Lemme 3.6 Si φ ∈ E(R× X,X) et h ∈ AP (R,X), alors

φ(.,h(.)) ∈ E(R,X).

Preuve. (de théorème 8) On écrit
F b = Hb + Φb

où Hb ∈ AP (R× LP ((0,1),X)) et Φb ∈ E(R× LP ((0,1),X)). On écrit
φb = φb

1 + φb
2

où φb
1 ∈ AP (LP ((0,1),X)) et φb

2 ∈ E(LP ((0,1),X)), c'est-à-dire

lim
t−→∞

1

2T

∫ T

−T

(∫ t+1

t

∥∥φb
2(σ)

∥∥P
dσ

) 1
P

dt = 0. (3.1)

Comme F b(.,φ(.)) : R −→ LP ((0,1),X). Maintenant, on decompose F b comme suit
F b(.,φb(.)) = Hb(.,φb

1(.)) + F b(.,φb(.))−Hb(.,φb
1(.))

= Hb(.,φb
1(.)) + F b(.,φb(.))− F b(.,φb

1(.)) + Φb(.,φb
1(.)).

En utilisant le théorème de composition des fonction presque périodique, on obtient Hb(.,φb
1(.)) ∈

AP (R,LP ((0,1); X)). Soit alors
Gb(.) = F b(.,φb(.))− F b(.,φb

1(.)).

On a Gb(.) ∈ E(R,Lp(0,1); X)). En e�et, pour T > 0,

1

2T

∫ T

−T

(∫ t+1

t

∥∥Gb(σ)
∥∥p

dσ

) 1
p

dt

=
1

2T

∫ T

−T

(∫ t+1

t

∥∥F b(σ,φb(σ))− F b(σ,φb
1(σ))

∥∥p
dσ

) 1
p

dt
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≤ L

2T

∫ T

−T

(∫ t+1

t

∥∥φb(σ)− φb
1(σ)

∥∥p
dσ

) 1
p

dt

≤ L

2T

∫ T

−T

(∫ t+1

t

∥∥φb
2(σ)

∥∥p
dσ

) 1
p

dt,

en utilisant (3.1), on obtient

lim
t−→∞

1

2T

∫ T

−T

(∫ t+1

t

∥∥Gb(σ)
∥∥P

dσ

) 1
P

dt = 0.

Et grâce au lemme 3.6, on a E(Lp(0,1),X)) (Voir [12]) on obtient,

lim
t−→∞

1

2T

∫ T

−T

(∫ t+1

t

∥∥Φb(σ,φb
1(σ))

∥∥P
dσ

) 1
P

dt = 0.

Ce qui achève la démonstration.
Remarque 3.7 L'hypothèse (H2)' imposée par Diagana [7] dans le Théorème 8 est plus restrictive
que (H2) imposée par Ding et al. [11] dans le Théorème 5.

3.8 Application aux équations di�érentielles
Nous pouvons à présent introduire le problème d'existence et d'unicité d'une solution mild

pseudo presque périodique des fonctions Sp-pseudo presque périodiques de l'équation di�érentielle
u′(t) = Au(t) + f(t). (3.2)

Théorème 9 Si A (non borné) véri�e la condition (H1). Alors l'équation (3.2) admet une unique
solution mild u ∈ PAP (R,X). donnée par

u(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s)ds (3.3)

Preuve. Par hypothèse, nous avons l'existence d'un M > 0 et δ > 0 tel que
‖T (t)‖t≥0 ≤ Me−δt.

� L'existence et l'unicité de la solution mild bornée a été démontrée (voir la preuve du théorème
6).

� Il reste donc à montrer que u donnée par (3.3) est pseudo presque périodique. Pour ce faire,
soit f = h + φ avec hb ∈ AP (R,Lp((0,1); X)) et hb ∈ AP (R,Lp((0,1); X)).
On a alors

u(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)h(s)ds +

∫ t

−∞
T (t− s)φ(s)ds,

on a vu au théorème 6 que

t 7−→
∫ t

−∞
T (t− s)h(s)ds ∈ AP (R,X),
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pour ce faire, on pose
Xn(t) =

∫ n

n−1

T (ξ)φ(t− ξ)dξ.

Montrons d'abord que t 7−→ Xn(t) est continue. La continuité de Xn, pour chaque n, provient
du fait que φ est Lp

loc(R,X), voir Amerio et Prouse [2].
Montrons à présent la bornitude de Xn. En utilisant l'inégalité de Hölder, on obtient

‖Xn(t)‖ ≤ M

(∫ t−n+1

t−n

e−δq(t−s)ds

) 1
q

(

∫ t−n+1

t−n

‖φ(s)‖p ds)
1
p

≤ Me−δn

(
eqδ − 1

qδ

) 1
q

‖φ‖Sp .

Comme la série M
(

eqδ−1
qδ

) 1
q ∑∞

n=1 e−δn est convergente, il vient par le test de Weierstrass que
la suite de fonctions ∑N

n=1 Xn(t) est uniformément convergente sur R. Posons alors

N(t) :=
∞∑

n=1

Xn(t), t ∈ R.

Remarquons que
N(t) =

∫ t

−∞
T (t− r)φ(r)dr, t ∈ R,

N est clairement continue comme limite uniforme d'une suite de fonctions continues. Cepen-
dant, pour tout t ∈ R, on a

‖N(t)‖ ≤
∞∑

n=1

‖Xn(t)‖ ≤ Cq(M,δ) ‖φ‖Sp

où Cq(M,δ) est une constante ne dépendant que de q, M et δ.
Montrons alors que chaque Xn ∈ E(R,X).

‖Xn(t)‖ ≤ M

(∫ t−n+1

t−n

e−δq(t−s)ds

) 1
q

(

∫ t−n+1

t−n

‖φ(s)‖p ds)
1
p

≤ Me−δn

(
eqδ − 1

qδ

) 1
q

‖φ‖Sp .

= Cq(M,δ) ‖φ‖Sp .

Donc Xn ∈ E(R,X), quand φb(R,Lp((0,1); X). Passant à la limite uniforme on a u ∈ PAP (R,X),
par la proposition 1.38.

Nous pouvons à présent introduire le problème d'existence et d'unicité d'une solution mild
pseudo presque périodique de l'équation di�érentielle

u′(t) = Au(t) + f(t,u(t)). (3.4)
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Théorème 10 Supposons que les conditions (H1) et (H2)' sont véri�ées et que le terme source
f est une fonction appartient à PAPSp(R × X,X). Alors si LM

δ
< 1, l'équation (3.4) admet une

unique solution mild ũ ∈ PAP (R,X) donnée par:

ũ(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s,ũ(s))ds.

Preuve. On construit un opérateur point �xe P de PAP (R,X) dans PAP (R,X) dé�nit par

(Pu)(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s,u(s))ds

pour tout t ∈ R.
Comme u ∈ PAP (R,X) ⊂ PAPSp(R,X), et grâce aux théorèmes 8 et 9, on a Pu ∈ PAP (R,X).
Et pour completer la preuve, il su�t de montrer que Pu admet un unique point �xe. Alors

‖ Pu− Pv ‖ = ‖
∫ t

−∞
T (t− s){F (s,u(s))− F (s,v(s)))}ds ‖

≤ L ‖ u− v ‖
∫ t

−∞
‖ T (t− s) ‖ ds

≤ L ‖ u− v ‖
∫ t

−∞
Me−δ(t−s)ds

≤ LM ‖ u− v ‖ 1

δ

[
e−δ(t−s)

]t
−∞

≤ LM

δ
‖ u− v ‖ .

Ce qui implique que P admet un unique point �xe ũ ∈ PAP (R,X) si LM
δ

< 1. Ce qui achève la
démonstration.
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