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RESUME

L’approche Backstepping est 'une des approches les plus importantes pour la commande
des systémes non linéaires. Cette approche n’est applicable qu’a une classe particuliére de sys-
témes. Plus précisément, ’approche Backstepping est applicable aux systémes non linéaires
dont la représentation d’état est sous la forme Strict Feedback Form. Lesquels systémes sont

désignés par le nom Strict Feedback Systems.

Juste aprés 'apparition de I'approche Backstepping, beaucoup de chercheurs ont relevé les
limites et inconvénients de cette approche. En effet, 'approche Backstepping n’est pas appli-
cable a tous les systémes appartenant a la classe Strict Feedback Systems; mais seulement a
ceux dont les non linéarités sont suffisamment lisses. Autrement dit, les systémes dont les non
linéarités appartiennent a la classe C™ des fonctions, i.e. n fois dérivables et dont les dérivées
jusqu’a l'ordre n sont continues. Cette derniére condition constitue une hypothése de travail
trés contraignante qui limite l'applicabilité de I'approche Backstepping. La méme condition
est imposée au signal de référence, lequel doit étre aussi suffisamment lisse. Cette deuxiéme
hypothése de travail, aussi trés contraignante, est satisfaite par ’approche Backstepping grace
a 'implémentation d'un préfiltre d’ordre n. La nécessité de 1'utilisation d’un filtre constitue un
premier inconvénient de cette approche. En plus des limites et inconvénients dis aux hypotheses
de travail, d’autres inconvénients majeurs sont inhérents a la procédure récursive de la concep-
tion des lois de commande dans 'approche Backstepping. En effet, cette approche souffre, d'une
part, du probléeme d’explosion de complexité et, d’autre part, de celui d’explosion de termes.

Ces deux derniers inconvénients sont diis aux dérivations successives des commandes virtuelles.
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Différentes approches ont été proposées afin de traiter les inconvénients de ’approche Backs-
tepping et de permettre la commande d’un plus large ensemble de systémes appartenant a la
classe Strict Feedback Systems. Deux approches parmi toutes les autres, trés reconnues dans la
littérature scientifique et qui ont traité cette problématique sont les approches Dynamic Sur-
face Control et Command Filtered Backstepping. Ces deux derniéres approches, bien quelles
soient applicables a un plus large ensemble de systémes appartenant & la classe Strict Feedback
Systems, i.e. hypothéses de travail moins contraignantes, et qu’elles ne souffrent pas du pro-
bléme d’explosion de complexité grace a 'introduction d'un ensemble de filtres, elles présentent
d’autres inconvénients et limites. En particulier, ces deux approches ne constituent que des

approximations de l'approche Backstepping.

Dans cette thése, nous avons développé une nouvelle approche pour la commande des sys-
témes non linéaires appartenant a la classe Strict Feedback Systems. Cette nouvelle approche, a
laquelle nous nous référons par le nom Commande a Gain Récursif, est basée sur I'introduction
d’une nouvelle notion de signaux que l'on a désigné par le nom signaux fictifs. Ces derniers sont
dits fictifs car ils n’existent pas réellement. L’approche Commande a Gain Récursif permet,
d’une part, de mieux traiter les inconvénients de l'approche Backstepping et ce sans implé-
mentation de filtres, i.e. régler définitivement le probléme d’explosion de complexité et celui
d’explosion de termes et, d’autre part, de rendre possible la commande d'un ensemble beau-
coup plus large de systémes appartenant & la classe Strict Feedback Systems, i.e. hypothéses
de travail beaucoup moins contraignantes. Ce résultat théorique est rendu possible grace a
I'utilisation des signauz fictifs. Plus encore et a la différence des approches Dynamic Surface
Control et Command Filtered Backstepping, 'approche Commande a Gain Récursif est supé-
rieure a celle du Backstepping. La commande en vitesse, par orientation du flux rotorique, de
la machine synchrone a aimant permanent SPMSM est réalisée avec les approches Commande
a Gain Récursif et Backstepping afin de comparer leurs performances et confirmer les résultats

théoriques.

Mots clés : Systémes non linéaires, Strict Feedback Systems, Backstepping, Dynamic Surface

Control, Command Filtered Backstepping, Commande a Gain Récursif, Moteur SPMSM.
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ABSTRACT

The Backstepping approach is one of the most important approaches for controlling non
linear systems. This approach is applicable for a special class of systems. Precisely, the Backs-
tepping approach is used for controlling non linear systems whose state space representation is

in the Strict Feedback Form. These systems are referred to as Strict Feedback Systems.

Just after the appearance of the Backstepping approach, many researchers pointed out the
limits and drawbacks of this approach. Indeed, the Backstepping approach is not applicable
to all systems belonging to the class of Strict Feedback Systems, but only to those whose non
linearities are sufficiently smooth. In other words, systems whose non linearities belong to the
class C™ of functions, i.e. that are n times differentiable and whose derivatives till order n are
continuous. This condition constitutes a very stringent assumption which limits the applica-
bility of the Backstepping approach. The same condition is required for the reference signal ;
which also must be sufficiently smooth. This second assumption, also very stringent, is satis-
fied in the Backstepping approach by implementing an n** order prefilter. The use of this filter
constitutes a first drawback of this approach. In addition to the limitations and drawbacks
due to the stringent assumptions, other major drawbacks are arising from the recursive design
procedure of the Backstepping approach. Indeed, this approach suffers, on one hand, from the
explosion of complexity problem and, on the other hand, from that of explosion of terms. These

last two drawbacks are due to the successive derivations of the virtual controls.
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Different approaches have been proposed in order to deal with the drawbacks of the Backs-
tepping approach and to allow control of a larger set of systems belonging to the class of Strict
Feedback Systems. Two approaches among all others, widely recognized in the scientific lite-
rature, which have dealt with these issues are the Dynamic Surface Control and Command
Filtered Backstepping approaches. These two approaches, although they are applicable to a
larger set of systems belonging to Strict Feedback Systems class, i.e. less stringent assumptions,
and they do not suffer from the explosion of complexity problem, thanks to the implementation
of a filters set ; they have other drawbacks and limitations. In particular, these two approaches

are only approximations of the Backstepping approach.

In this thesis, we have developed a new approach for the control of non linear systems be-
longing to the Strict Feedback Systems class. This new approach, which we refer to as Recursive
Gain Controller, is based on the introduction of a new notion of signals which we have called
fictitious signals. These signals are called fictitious because they don’t really exist. The Recur-
siwe Gain Controller approach deals better with the drawbacks of the Backstepping approach
without implementing filters, i.e. definitively solves the explosion of complexity problem and
that of explosion of terms, and allows to control a much larger set of systems belonging to Strict
Feedback Systems class, i.e. much less stringent assumptions. This theoretical result is made
possible by using the fictitious signals. On the other hand and unlike the Dynamic Surface
Control and Command Filtered Backstepping approaches, performances of the Recursive Gain
Controller approach are superior to those of the Backstepping approach. The speed control,
using rotor flux orientation, of the surface permanent magnet synchronous machine SPMSM
is carried out with the Recursive Gain Controller and Backstepping approaches in order to

compare their performances and to confirm the theoretical results.

Key words : Non linear systems, Strict Feedback Systems, Backstepping, Dynamic Surface
Control, Command Filtered Backstepping, Recursive Gain Controller, SPMSM Motor.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

CHAPITRE 1

INTRODUCTION GENERALE

1.1 Contexte et motivation

La théorie de la commande est I'une des branches les plus importantes dans le domaine du
controle automatique des systémes. Cette théorie se décline en plusieurs approches telles que
l'approche Backstepping, Mode Glissant, Passivité etc. |58, 114, 130|. La diversité de ces ap-
proches vient naturellement de celle des classes de systémes a commander. En effet, la théorie
de commande ne s’intéresse pas a un systéme particulier ; mais & une forme particuliére de la
représentation d’état qui englobe un grand ensemble de systémes réels de natures différentes
tels que les systémes électriques, électromécaniques, chimiques ... . Les classes générales sont
celles des systémes linéaires et non linéaires. A la différence de la théorie portant sur la com-
mande des systémes linéaires, celle concernant les systémes non linéaires reste un vaste domaine

de recherche.

Dans la classe générale des systémes non linéaires, la sous classe qui a recue un grand inté-
rét de la part des chercheurs en théorie de la commande est la classe Strict Feedback Systems.
Les systémes appartenant a cette derniére classe sont caractérisés par une forme triangulaire
de leurs représentation d’état dite Strict Feedback Form [53, 54, 55, 58, 64, 108, 128, 161].
La classe Strict Feedback Systems englobe plusieurs systémes et procédés, mais aussi tous les
systémes et procédés dont la représentation d’état peut étre ramenée a la forme Strict Feedback

Form par un difféomorphisme [55, 58]. Parmi les systémes qui font naturellement partie de la
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classe Strict Feedback Systems, on cite a titre d’exemple les machines synchrone, asynchrone
et & courant continu [12, 20, 25, 26, 40, 88, 127]; mais aussi les convertisseurs de puissance

hacheurs série et paralléle 3, 22, 23, 93].

D’autre part, la théorie de la commande est basée principalement sur la théorie de stabilité
de Lyapounov. Cette derniére, bien que trés développée dans sa forme théorique, pose un grand
probléme quand on cherche a 'appliquer pour la commande des systémes non linéaires. La dif-
ficulté principale vient du fait qu’il n’existe aucun moyen permettant de trouver la fonction de
Lyapounov adéquate et nécessaire pour réaliser I’analyse de stabilité et ol la conception d’une

loi de commande [49, 58, 106, 114, 128, 130].

Pour la classe Strict Feedback Systems, une approche permettant de construire récursive-
ment une fonction de Lyapounov, synthétiser une loi de commande et démontrer la stabilité du
systéme en boucle fermée a été introduite en 1991 par Krstic et al. laquelle est désignée par le
nom Backstepping |53, 54, 55, 56, 62, 63, 64]. Historiquement, 1’origine de cette technique n’est
pas vraiment claire. En effet, elle aurait été utilisait implicitement par certains chercheurs et
ce depuis 1966 |1, 94|. Cependant, 'approche Backstepping a été formalisée par Krstic et al.
[64] et Sepulchre et al. [108], lesquels références sont fréquemment citées comme background.
Depuis 1991, 'approche Backstepping est considérée comme 'une des techniques les plus im-
portantes pour la commande des systémes continus non linéaires. Cette approche a regu un
grand engouement de la part des chercheurs en théorie de controle du point de vue purement
théorique, mais aussi et surtout dans le domaine de la mise en application de cette technique

pour la commande de différents systémes réels.

L’approche Backstepping met a profit les relations causales et successives de la forme trian-
gulaire des systemes appartenant a la classe Strict Feedback Systems afin de réaliser de maniére
récursive, étape par étape, la conception d’une loi de commande. Ces étapes sont dites Backs-
tepping design ; cette appellation est dii au fait qu’en partant de la premiére dynamique, chaque
étape réalise un pas en arriére jusqu’a arriver a l’entrée de commande. Le caractére récursif de
la conception permet de réaliser systématiquement la loi de commande mais aussi la fonction
de Lyapounov correspondante. En plus, 'approche Backstepping permet de conserver toutes

les non linéarités du systéme.
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Les avantages de cette approche, cités ci-haut, ont suscité un grand intérét dans la com-
munauté des chercheurs en théorie de la commande. Cependant, I’approche Backstepping ne
présente pas que des avantages. En effet, juste aprés son apparition beaucoup de chercheurs
ont relevé les limites et inconvénients de cette approche. Ces limites et inconvénients qui conti-
nuent & étre discutés jusqu’a nos jours résultent, d’une part, du caractére récursif et, d’autre
part, de la simplicité affligeante du principe de cette approche [19, 30, 121, 145, 146]. En effet,
I’approche Backstepping n’est pas applicable & tous les systémes appartenant a la classe Strict
Feedback Systems, mais seulement & ceux dont les non linéarités sont suffisamment lisses. Au-
trement dit, les systémes dont les non linéarités appartiennent & la classe C™ des fonctions,
i.e. les fonctions n fois analytiquement dérivables et dont les n’*™¢ dérivées analytiques sont
continues. Cette derniére condition constitue une hypothese de travail trés contraignante qui
limite I’applicabilité de 'approche Backstepping a une catégorie limitée de la classe Strict Feed-
back Systems. La méme condition précédente est imposée au signal de référence ; lequel doit
étre aussi suffisamment lisse, i.e. un signal de classe C". Cette deuxiéme hypothése de travail,
aussi trés contraignante, est satisfaite par 'approche Backstepping grace a l'implémentation
d’un préfiltre d’ordre n. La nécessité de 'utilisation de ce dernier filtre constitue un premier

inconvénient de cette approche.

En plus des limites et inconvénients dus aux hypothéses de travail, deux autres incon-
vénients majeurs sont aussi inhérents a la procédure récursive de la conception des lois de
commande dans ’approche Backstepping. En effet, cette approche souffre, d’'une part, du pro-
bléme d’ezplosion de complexité et, d’autre part, de celui d’explosion de termes [17, 19, 30, 39,
43,69, 92, 110, 115, 122, 145, 146, 151, 157]. Le probléme d’explosion de complezité caractérise
la difficulté de 'application de la procédure de conception dans I'approche Backstepping. En
effet, pour un systéme d’ordre n ’approche Backstepping nécessite n étapes successives pour
déterminer la loi de commande. A chaque étape i, 'approche Backstepping utilise la commande

rieme

virtuelle o;_1 pour stabiliser le ¢ état du systéme. Le probléeme d’explosion de complexité

ieme

vient du fait que, de la premiére étape jusqu’'a la n étape, il faut dériver analytiquement

ieme

la @ commande virtuelle n — 1 fois. Les dérivations successives font exploser la complexité

de conception, i.e. le degré de difficulté, d’ou le probléme d’explosion de complexité. Plus en-
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core, le nombre de termes explose dans la loi de commande obtenue. On désigne ce fait par
le nom probléme d’explosion de termes [19, 30, 121]. 1l est important de noter que, autant
I'ordre du systéeme est grand autant les probléemes d’explosion de complexité et d’explosion de
termes sont importants. Pratiquement et dés que l'ordre du systéme est n > 3, la procédure
de conception par l'approche Backstepping devient incroyablement difficile et trés ennuyeuse

[6, 17, 19, 30, 39, 43, 69, 79, 92, 110, 115, 122, 145, 146, 151, 157).

D’autre part, il est important de noter que les extensions de 'approche Backstepping telles
que Adaptative Backstepping [55, 62| et Observer Backstepping [64] non seulement héritent
des limites et inconvénients de ’approche Backstepping standard, mais possédent leurs propres
limites et inconvénients [16, 19, 69, 85, 110, 116, 122, 146, 157|. De ce fait, il est logique et
raisonnable de chercher et de proposer une nouvelle approche permettant, en premier lieu, de
traiter les limites et inconvénients de I'approche Backstepping standard et, en deuxiéme lieu,
d’étendre la nouvelle approche si ¢’est possible, afin de traiter les limites et inconvénients des

différentes extensions de ’approche Backstepping standard.

Plusieurs auteurs se sont donc intéressés aux limites et inconvénients de ’approche Backs-
tepping standard. En effet, on trouve dans la littérature scientifique plusieurs approches qui
ont discuté et traité cette problématique. Puisque les limites et inconvénients de l'approche
Backstepping sont tous une conséquence directe des dérivations analytiques et successives des
commandes virtuelles «;, 1 = 1,...,n, et du signal de référence désiré ag ; alors les différents
auteurs ont proposé, dans leurs approches, de simplement contourner ces dérivations analy-
tiques successives. En effet, cette idée trés simple peut étre réalisée soit par l'utilisation des

différences finies ou bien par 'implémentation de filtres.

Afin de contourner les dérivations analytiques successives, certains auteurs ont donc opté
pour l'utilisation des différences finies de premier ordre afin de réaliser les approximations des
dérivées nécessaires a I’'obtention de la loi de commande. En se basant sur la technique du mode
glissant et en utilisant les différences finies Green and Hedrick ont proposé en 1990 I'approche
Multiple Surface Sliding Control [37, 38, 43, 95]. Cette approche exige que les non linéarités du

systéme et le signal de référence appartiennent a C', elle assure une convergence semi-globale
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et ou les erreurs sont bornées. L’approche Multiple Surface Sliding Control a été étendu au
cas adaptatif en 2004 par Huang and Chen [45] et aux systémes incertains en 2020 par Thanh
and Hong [123, 124|. Cette approche a été appliqué avec succés pour la commande de diffé-
rents systémes tels que les Quadrotors [46, 47, 51, 119], systéme de freinage anti-blocage (ABS)
[109, 129], Unmanned Aerial Vehicles (UAV) [101] mais aussi les convertisseurs DC - DC [93].
En utilisant les différences finies et la théorie de passivité, I'approche Dissipative Control est
proposée en 2000 par Alleyne and Liu [2]| et étendue au cas adaptatif en 2002 par Seiler and
Alleyne [107]. Cette approche exige que les non linéarités du systéme soient suffisamment lisses
et potentiellement appartiennent a C”, elle assure une convergence globale et exponentielle
des erreurs vers zéro. L’approche Dissipative Control a été appliquée aux systémes électro-
hydrauliques [60]. En utilisant toujours les différences finies mais avec la technique Virtual
Power Flows, qui définit les interactions dynamiques entre des sous systémes adjacents, Koi-
vuméki et al. ont proposé en 2022 'approche Subsystem-Based Control [61]. Cette approche
exige que les non linéarités du systéme soient suffisamment lisses et assure une convergence glo-
bale et asymptotique des erreurs dans des boules de centre zéro. Les approches Multiple Surface
Sliding Control, Dissipative Control et Subsystem-Based Control sont basées sur ’hypothése
que les différences finies n’introduisent aucune erreur lors du calcul des dérivées nécessaires a
I’obtention de la loi de commande. Cette hypothése constitue un grand manque de rigueur dans
I’analyse des ces derniéres approches et donc leur plus grand défaut. Plus encore, les approches
Dissipative Control et Subsystem-Based Control ne réduisent pas les contraintes sur les non
linéarités du systéme comparativement a ’approche Backstepping. D’autre part et a la diffé-
rence de 'approche Backstepping qui est une approche mono-boucle, les approches ci-dessus

sont des approches multi-boucle.

Pour le méme objectif de contournement des dérivations analytiques successives dans ’ap-
proche Backstepping, d’autres auteurs ont opté pour I'utilisation d’un filtre & chaque étape de
la conception afin d’obtenir une meilleur approximation des dérivées nécessaires a I’obtention
de la loi de commande. En utilisant donc des filtres de premier ordre au lieu des différences
finies, Won and Hedrick ont amélioré en 1996 ’approche Multiple Surface Sliding Control tout
en l'étendant aux systémes avec des non linéarités Lipschitziennes [142]|. Une autre extension

modification de 'approche Multiple Surface Sliding Control consistant en I'utilisation d’un en-
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semble de filtres a modes glissants est proposée en 1997 par Stotsky et al. [118]. Ces deux
extensions, comme ’approche originale, exigent que les non linéarités du systéme et le signal
de référence appartiennent a C!, n’assurent qu’une convergence semi-globale et ot les erreurs

sont bornées.

En utilisant des filtres de premier ordre, Yip et al. ont proposé en 1996 I'approche Dynamic
Surface Control laquelle est basée sur la technique du mode glissant [121, 122, 147]. Cette
approche est étendue en 1998 au cas adaptatif par Yip and Hedrick [146], au cas adaptatif
avec retard inconnu en 2007 par Yoo et al. [148], aux systémes multi-variables en 2010 par
Chenliang and Yan [16], a la commande décentralisée des systémes inter-connectés en 2012 par
Wang and Lin [131] et aux systémes incertains en 2018 par Liu [79]. Li et al. ont étendu en 2012
I’approche Dynamic Surface Control aux systémes ayant la forme Semi-Strict Feedback Form
en utilisant des filtres du second ordre [69] et en 2018 par Zhang et al. en utilisant des filtres
adaptatifs non linéaires [157]. En se basant sur la théorie des perturbations singuliéres Pan and
Yu ont réalisé en 2015 une analyse compléte de approche Dynamic Surface Control [92]. De
méme que Multiple Surface Sliding Control, ’'approche Dynamic Surface Control exige que les
non linéarités du systéme et le signal de référence appartiennent a C*, assure une convergence
semi-globale et ou les erreurs sont bornées. En utilisant des filtres du second ordre et en se
basant sur la technique des perturbations singuliéres, les auteurs Farrell et al. ont proposé en
2009 'approche Command Filtered Backstepping [30]. L’approche Command Filtered Backs-
tepping exige aussi que les non linéarités du systéme et le signal de référence appartiennent a
O, assure une convergence globale et asymptotique des erreurs. Cette approche a été étendue
en 2011 au cas adaptatif par Dong et al. [19] et en 2015 aux systémes multi-agents ayant la
forme Strict Feedback Form par Shen and Shi [110]. En introduisant le différenciateur de Levant
[67], Yu et al. ont réalisé en 2018 'approche Command Filtered Backstepping avec un temps de
convergence fini [151]. De méme que les approches utilisant les différences finies, les approches
Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping sont aussi des approches multi-

boucle.

Une autre approche développée par Bechlioulis and Rovithakis est apparue en 2011, elle

est désignée par Prescribed Performance Control [5]. Cette approche n’utilise ni les différences
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finies ni des filtres, elle utilise un ensemble de n fonctions p; dites de performance permettant
de pré-définir les performances désirées mais en plus un deuxiéme ensemble de n fonctions lisses
S;. L’approche Prescribed Performance Control exige que le signal de référence appartienne a
C° mais n'impose aucune condition sur les non linéarités du systéme. Cette approche exige la
connaissance des valeurs initiales pour la référence et les commandes virtuelles, ceci constitue
une contrainte difficile a vérifier [6] mais en plus la loi de commande dépend des fonctions p;,
S; et les dérivées premiéres des fonctions S; pour ¢ = 1,...,n. Cette approche peut souffrir
d’un probléme de singularité lequel peut causer une instabilité [138|. Des études générales de
cette approche sont réalisées par certains auteurs tels que Wei et al. mais aussi Bu peuvent
étre consultées pour plus de détails |9, 141]. Cette approche est appliquée avec succés pour
la commande de certains systémes tels que les systémes aéroélastiques [34], les systémes non
linéaires commutés [143] et d’autres encore [48, 72, 74, 87, 137]. Comme les autres approches,

I’approche Prescribed Performance Control est une approche multi-boucles.

Le plus grand avantage de l'approche Prescribed Performance Control réside dans le fait
qu’elle peut étre appliquée aux systémes de la classe Strict Feedback Systems dont les non
linéarités sont inconnues. Pour cette méme classe des systémes et en combinant les techniques
de commande intelligentes, réseaux de neurones et logique floue, plusieurs auteurs ont réussi a
étendre les approches Backstepping, Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstep-
ping. En effet, les réseaux de neurones et la logique floue sont des techniques trés puissantes
permettant I'obtention de trés bonnes approximations pour les non linéaires inconnues des sys-
témes |14, 66, 153, 155, 162]. Grace a ces techniques les fonctions non linéaires a parameétres
inconnus et ol incertaines peuvent étre approximées en se basant sur une connaissance limitée
du systéme. En combinant la logique floue avec ’approche Backstepping des auteurs ont réalisé
la commande des systémes a événements discrets [18, 68|, drone quadrirotor [149] et d’autres
[8, 125, 126|. L’approche Backstepping combinée avec les réseaux de neurones est utilisée pour
la commande des systémes stochastiques avec retard [15] ou bien entrées saturées [86], pour les
exosquelettes [144] et plusieurs autres systémes |70, 75, 80, 133|. De méme que pour I’approche
Backstepping, les réseaux de neurones et la logique floue ont été combinés a I’approche Dynamic
Surface Control dans plusieurs travaux |7, 41, 71, 73, 75, 77, 113, 120, 132, 135, 140, 150, 152]
mais aussi & 'approche Command Filtered Backstepping [13, 33, 42, 44, 52, 57, 76, 78, 89, 90,
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111, 134, 136, 139, 154, 156, 158, 159, 160, 163].

Dans toutes les approches citées auparavant, I'objectif principal étant d’éliminer le calcul
analytique des dérivées des commandes virtuelles lors de la conception de la loi de commande
par 'approche Backstepping et par conséquent d’éliminer les problémes d’explosion de com-
plexité et d’explosion de termes. En plus de cet objectif, ces approches cherchent & recouvrir,
au mieux possible, les performances de 'approche Backstepping. Bien que toutes ces approches
éliminent effectivement le probléme d’explosion de complexité, elles ne réussissent pas a éliminer
le probléme d’explosion de termes. Plus exactement et du fait de I'introduction des différences
finies dans les approches Multiple Surface Sliding Control, Dissipative Control et Subsystem-
Based Control ou bien d’'un ensemble de filtres dans les approches Dynamic Surface Control
et Command Filtered Backstepping ou d’un ensemble de fonctions dans ’approche Prescribed
Performance Control la loi de commande obtenue, multi-boucles, contiendrait beaucoup de
termes. D’autre part, le recouvrement des performances de I'approche Backstepping ne peut
étre obtenu par les approches utilisant les différences finies puisque 'approximation est gros-
siére ni par ’approche Prescribed Performance Control puisque la détermination des fonctions
nécessaires est trés difficile. Le recouvrement des performances peut étre plus ou moins obtenu
en rendant les parameétres des différents filtres trés petits dans le cas de 'approche Dynamic
Surface Control |92], ou bien en augmentant la bande passante des filtres dans le cas de 'ap-
proche Command Filtered Backstepping [30]. De ce fait toutes les approches ne constituent que
des approximations et ne peuvent en aucun cas dépasser les performances de I'approche Backs-
tepping. Il est important de noter que 'implémentation réelle des filtres numériques dans les
approches Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping mais aussi le préfiltre
dans 'approche Backstepping limite les performances. En effet, la bande passante maximale
des filtres numeériques est limitée par la fréquence du cycle d’exécution [121]. Plus encore et a la
différence de 'approche Backstepping, toutes les autres sont des approches multi-boucles. Une
derniére remarque trés importante qu’il est nécessaire de noter est que toutes les approches ci-
tées auparavant, comme ’approche Backstepping, réalisent des étapes en arriére i.e. on remonte

le systéme en partant du premier état jusqu’au dernier.
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1.2 Objectif de la thése

Comme discuté plus haut, 'approche Backstepping est une technique qui est non seulement
tres difficile pour la commande des systémes non linéaires de la classe Strict Feedback Systems
mais qui en plus montre beaucoup d’inconvénients et de limites. Les différentes approches pro-
posées dans la littérature n’étant que des approximations et par conséquent ne peuvent pas
dépasser les performances de 'approche Backstepping. Plus exactement, ces derniéres approches

réalisent un compromis entre les performances de I’approche Backstepping et leur simplicité.

L’objectif dans cette thése est de concevoir une nouvelle approche qui non seulement dé-
passe les performances de ’approche Backstepping mais qui est en plus beaucoup plus simple
que toutes les autres approches existantes dans la littérature. En effet, I’'approche que ’'on pro-
pose dans cette thése apporte une solution compléte aux problémes d’explosion de complexité
et d’explosion de termes ; elle est applicable a un plus large ensemble des systémes non linéaires
de la classe Strict Feedback Systems que toutes les autres approches puisque ces hypothéses
de travail sont les moins exigeantes; elle est en particulier la plus simple puisque elle n’utilise,
comparativement aux autres approches, que des gains de réglage. Ces derniers avantages, qui
caractérisent notre approche, sont rendus possible grace a 'introduction d’une nouvelle notion
désignée par le nom signal fictif. Ce dernier signal est dit fictif car il n’est pas implémenté dans
la loi de commande, mais il est utilisé seulement pour les besoins de 1’analyse de la convergence.
En effet et grace au signauz fictifs, une nouvelle maniére pour la construction récursive des fonc-
tions de Lyapounov est rendu possible. Du fait de la récursivité dans I’analyse de convergence
et que notre approche n’utilise que des gains, nous avons désigné cette approche par le nom

Commande o Gain Récursif.
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1.3 Organisation de la thése

Outre cette introduction qui fait office a la fois d’état de ’art, de motivation et de présen-

tation générale du sujet, cette thése s’articule autour des chapitres suivants :

Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation des différentes formes canoniques obte-
nues par un difféeomorphisme a partir de I’écriture générale d’un systéme non linéaire & = f(x)
tout en rappelant les conditions nécessaires pour l'existence d’un difféomorphisme. Ce chapitre
nous permettra en particulier de définir les différentes formes dites Strict Feedback Form sur les-
quelles les approches citées ci-haut sont applicables et de définir la forme générale des systémes
appartenant a la classe Strict Feedback Systems. Des exemples de systémes réels appartenant
a cette derniére classe, domaines des machines électriques, sont donnés afin de compléter la

présentation.

Le troisiéme chapitre est dédié en premier lieu a la présentation de ’approche Backstepping
sous sa forme théorique générale ce qui nous permettra de mettre en évidence les différents in-
convénients et limites de cette approche. Dans cette présentation les problémes d’explosion de
complexité et d’explosion de termes, les raisons qui limitent ’applicabilité et enfin la nécessité
de ’adjonction d’un préfiltre seront clarifiés. En deuxiéme lieu, on présentera les deux approches
les plus populaires dans la littérature scientifique, Dynamic Surface Control et Command Fil-
tered Backstepping, qui ont traité les inconvénients et limites de ’approche Backstepping. La
présentation de ces deux derniéres approches nous permettra de mettre en évidence d’une part,
les limites et inconvénients des solutions proposées dans la littérature et, d’autre part, les avan-

tages de notre approche.

Dans le quatriéme chapitre, nous présenterons notre approche Commande a Gain Récursif.
Les avantages et performances de ’approche Commande a Gain Récursif par rapport a celle
de Backstepping seront clairement montrés par analyse théorique et par simulation. En effet,
des simulations traitant différentes situations théoriques seront présentées afin de confirmer les

qualités notre approche comparativement a ’approche Backstepping.

11
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Dans le cinquiéme et dernier chapitre nous réaliserons une comparaison entre les deux ap-
proches Commande a Gain Récursif et Backstepping dans le cas d'un systéme réel. En effet,
nous réaliserons la commande par orientation du flux rotorique de la machine synchrone &
aimant permanent & poles lisses SPMSM. Les résultats des simulations obtenues avec les deux
approches seront discutés afin de mieux montrer les avantages de notre approche par rapport

a celle de Backstepping.

Un conclusion générale terminera ce manuscrit tout en donnant les perspectives futures

pour l'extension de I'approche Commande a Gain Récursif.

12
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Cette page est intentionnellement laissée blanche
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CHAPITRE 2

STRICT FEEDBACK SYSTEMS

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on présentera les formes normales obtenues par transformation d’un sys-
teme SISO non linéaire affine en 'entrée par un difféomorphisme. En effet, ce dernier systéme
peut étre transformé en les formes normales canoniques dites généralement linéarisation entrée
sortie ou bien entrée état, mais aussi la forme Strict Normal Form et Strict Feedback Normal
Form. Cette derniére forme, nous permettra d’introduire la classe des systémes Strict Feedback

systems ayant la forme Strict Feedback Form.

L’objectif principal dans ce chapitre est de discuter les conditions que les non linéarités
du systéme et la référence doivent satisfaire pour que la loi de commande par retour d’état
soit valide et ce dans le cas d’un probléme de poursuite de trajectoire. Pour atteindre cet
objectif, on réalisera la conception de deux lois de commande par retour d’état en considérant
les formes normales canoniques et la forme Strict Normal Form. La premiére loi sera congue
en combinant un placement de poles et la méthode de linéarisations, alors que la deuxiéme loi
sera congue en utilisant ’approche Backstepping. L’autre objectif est de présenter les principes
de bases de 'approche Backstepping et d’étudier ses inconvénients dans le cas particulier des
systémes obtenus par transformation d’un systéme SISO non linéaire affine en ’entrée par un

difféeomorphisme et correspondant aux formes normales canoniques et Strict Normal Form.
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2.2 Formes normales

Dans 'objectif de réaliser la commande ou l'observation d’un systéme non linéaire en uti-
lisant une méthode donnée, il est parfois nécessaire de transformer le systéme en question vers
une forme équivalente. Plus précisément il s’agit de déterminer un difféomorphisme, voir Défi-
nition 2.1, permettant le passage de la représentation d’état initiale, impossible a utiliser, vers

une autre représentation équivalente plus judicieuse [50, 58].

Définition 2.1 (Difféomorphisme). S’il existe une transformation lisse x = T'(2), i.e. T(2)
est infiniment différentiable, et que son inverse z = T~ !(z) existe et soit lisse, alors cette

transformation est un difféomorphisme.

L’objectif dans cette section est de présenter la forme équivalente Strict Feedback Normal
Form introduite par Kanellakopoulos et al. [55]. La forme Strict Feedback Normal Form est ob-
tenue par une transformation de coordonnées (difféomorphisme) du systéme SISO non linéaire

affine en ’entrée

(2.1)

ouz € R", y € N et u € N sont respectivement le vecteur d’état, la sortie et I'entrée du systéme

[1, 50, 58].
Afin d’atteindre cet objectif il est nécessaire de présenter en premier lieu la transformation

des systémes non linéaires (2.1) vers la forme normale canonique; cette transformation est

généralement désignée dans la littérature scientifique par le terme linéarisation entrée sortie.

15



CHAPITRE 2. STRICT FEEDBACK SYSTEMS

2.2.1 Formes normales canoniques

Si les champs de vecteurs a(z), f(z) et h(z) du systéme (2.1) sont lisses, i.e. infiniment
différentiables, et que h(z) satisfait les conditions suivantes
Lo L 'h(z) =0 i=1,...,r—1

(2.2)
Lo L h(z) #0 VzeR"

alors le systéme (2.1) posséde un degré relatif 1 < r < n défini globalement [63]. Par contre,
le systéme (2.1) posséde un degré relatif » en un point zy si les conditions (2.2) sont vérifiées
dans un voisinage D C R" de z; tel que

LoLi 'h(z) =0 i=1,...,r—1, Vze D

(2.3)
Lo Ly h(z) # 0

Le degré relatif r du systéme (2.1) correspond en effet & la Définition 2.2.

Définition 2.2 (Degré relatif [50]). Le degreé relatif du systéme non linéaire affine en 'entrée
(2.1) correspond au nombre de dérivations de la sortie y = h(z) qu’il faut réaliser afin de faire

apparaitre explicitement I’entrée de commande u et que celle ci ne disparait pas Vz € D C R".

En considérant donc les conditions (2.2), la dérivée d’ordre r de la sortie y = h(z) est telle
que

y") = Lih(z) + Lo Ly 'h(z) u (2.4)

ot la notation y' correspond a la ™ dérivée de y et Lo Ly 'h(z), Lo L 'h(z) et Ljh(z)
sont des dérivées de Lie. Plus encore, si I'on choisit le changement de variable

Tl(Z) T1<Z)
S Tr(2) Tor(2)
=T(z) = = r€e R e R (2.5)
x Toori1(2) h(2)
I T.(2) | I Lgﬁlh( ) |
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ou les fonctions T;(z), pour ¢ = 1,...,n — r, sont choisies de sorte qu’elles vérifient
oT;
a(z)a(z):LaT,»(z):O, Vi1<i<n—r ,VzeR" (2.6)
z

alors, la transformation 7'(2) (2.5) est un diffécomorphisme permettant de transformer le systéme

(2.1) vers la forme normale canonique équivalente

¢ =T(¢ )
Tp = Ty i=1,...,r—1 .
Ty = gr(fl', C) U+ fr([L', C)
Yy=a
ou
G =Ti(z,() = LgTi(2) 1<i<n—r
y D =21 = Lih(2) 1<i<r (2.8)
y =1z = h(2)
et
-, — LaLr—lh

fr(@,¢) = Lph(2)

La forme normale équivalente (2.7) montre que le systéme SISO affine en l'entrée (2.1) est
décomposable en deux sous systémes appelés dynamiques internes ( et dynamiques externes
z. Remarquer que dans le cas ou (2.1) est un systéme linéaire, i.e. (z) = A z, a(z) = B
et h(z) = CT 2, alors les dynamiques internes ¢ correspondent aux zéros de la fonction de

transfert
N(s)  bps™+ bp_15™ L 4.+ by

H(s) —
(5) D(s) s+ a,_1s" 4+ 4 a

(2.10)

et ou le degré relatif est égale a la différence entre les degrés des polynémes dénominateur et
numérateur r = n—m. Plus encore, si les dynamiques internes sont stables alors le systéme (2.1)
est dit & minimum de phase. Par contre si les dynamiques internes sont instables le systéme

(2.1) est dit & non minimum de phase et par conséquent il n’est pas possible de le commander.

17



CHAPITRE 2. STRICT FEEDBACK SYSTEMS

D’autre par si le degré relatif est » = n, alors le systéme non linéaire (2.1) ne posséde pas
de dynamiques internes et est donc & minimum de phase. Dans ce cas, le difféomorphisme 7'(2)
suivant :
Ti(z) h(z)
r=T(z) = : = : xr€R" (2.11)
T.(2) Ly 'h(z)

transforme le systéme non linéaire (2.1) vers la forme normale canonique suivante :

i’i:xi-i-l Z:L?n_l
b= o) ut fol2) (2.12)
y=1mo
ol
y =1 =h(2)
Y = 24y = Lih(2) 1<i<n-—1 (2.13)
g™ = i,

gn(®) = LoLj ' h(2)
fu(x) = Lish(z)

L’obtention des deux formes normales canoniques (2.7) et (2.12) respectivement par les

(2.14)

difféeomorphismes (2.5) et (2.11) est désignée dans la littérature scientifique par le terme linéa-

risation entrée sortie. Le théoréme suivant résume ’analyse présentée ci-haut.

Théoréme 2.1 ([58]). Si le systéme SISO non linéaire affine en l’entrée (2.1) posséde un degré
relatif r = n dans un domaine D, alors pour tout zy € D il existe un voisinage N de zy tel que
le changement de variable x = T(z) (2.11) est un difféomorphisme restreint a N transformant
le systeme (2.1) vers la forme normale canonique (2.12). Si par contre r < n, alors pour tout
20 € D il existe un voisinage N de zy et des fonctions lisses Ti(z), pour i = 1,...,n —r,
tel que le changement de variable [C,x]" = T(z) (2.5) est un difféomorphisme restreint o N

transformant le systéme (2.1) vers la forme normale canonique (2.7).
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D’autre part, si le systéme non linéaire (2.1) ne posséde pas de sortie et qu’il soit possible
de trouver un champ de vecteurs h(z) tel que pour le choix y = h(z) le systéme posséde un
degré relatif r = n, alors on parle de linéarisation entrée état. Dans ce cas, les conditions de

I'existence du champ de vecteurs h(z) sont données par le théoréme suivant.

Théoréme 2.2 ([50]). Il existe un champ de vecteurs h(z) tel que pour le choix y = h(z) le
systeme SISO non linéaire affine en ’entrée posséde un degré relatif r = n si est seulement si
les conditions suivantes sont satisfaites

(i) La matrice [ad%o(z), adba(z), . . ., adg_la(zo)} est de rang n.

(i1) La distribution G = span {ad%a, adéa, e ,adg_Qa} est involutive au voisinage de 2.

2.2.2 Strict Feedback Normal Form

La transformation du systéme SISO non linéaire affine en 'entrée (2.1) présentée dans la
section précédente n’est pas unique. En effet, il existe d’autres formes que l'on peut obtenir
grace a un difféomorphisme. La forme a laquelle on s’intéresse dans cette section est la forme
Strict Feedback Normal Form. Mais avant de présenter cette derniére forme, on présentera une

autre forme dite Strict Normal Form donnée par

¢=T(¢y)
.fbi:l'i+1 ’izl,...,T—l (215)
T, = gr(x> C) U+ fr(fl?, C)
Yy=mx
avec
fr(0,0) = LER(0) = 0
gr(2,¢) = Lo Ly 'h(2) # 0 Vz e D (2.16)

'(0,0) =0

Proposition 2.1 (Strict Normal Form |4, 10, 81]). Il existe n — r fonctions lisses T;, pour
i=1,...,n—r, tel que la transformation T(z) (2.5) est un difféomorphisme transformant loca-
lement le systéme SISO affine en ’entrée (2.1) ayant un degré relatif r < n vers la forme Strict

Normal Form (2.15), si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites au voisinage D
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de l’origine

LaLiB’lh(Z):O i=1,...,r—1, Vze D
Lo L 'h(0) #0

et que la distribution G* = span {adja, adya, ... adba} pouri=1,...,r —1, soit involutive

et de rang i + 1 constant.

En comparant avec les formes normales canoniques (2.7) et (2.12) obtenues précédemment,
il est clair que la forme Strict Normal Form (2.15) est particuliérement utile pour la conception
d’une loi de commande permettant 'obtention de la stabilité globale pour le systéme [10]. En
effet, les dynamiques internes C =TI'(¢,y) dépendent seulement de la sortie y = 7 et non pas
de ces dérivées y* =z, pour i = 1,...,7 — 1. Autrement dit, la sortie y est une entrée, non
réelle, de commande pour les dynamiques internes ¢ = I'(¢,y). La forme Strict Normal Form
(2.15) correspond alors a deux sous systémes, dynamiques internes et externes, en cascade. Il
est donc possible de concevoir, en premier lieu, une loi de commande y = «(¢) pour stabiliser
globalement le sous systéme ( et, en second lieu, de concevoir la loi de commande réelle u

permettant de commander le sous systéme z ou la référence est y,..r = v(().

En se basant sur I’analyse présentée ci-dessus, les auteurs Kanellakopoulos et al. ont démonté
que le systéme SISO non linéaire affine en lentrée (2.1) est transformable sous une autre
forme [55]. Plus exactement, Kanellakopoulos et al. considérent le systéme SISO non linéaire
paramétrique affine en l'entrée (2.17) avec des parameétres constants ¢; pour ¢ = 1,...,p et on
les champs de vecteurs h(z), a(z) et Bi(z), i = 0,...,p, sont lisses et que h(0) = 0, 5;(0) =0

et a(z) #0 Vz € R". Siles parameétres 6; sont connus, alors on retrouve le systéme (2.1).

z=a(z) u+ Bo(z) +X0_, 6; Bi(2)

y = h(z)

(2.17)

En effet, la nouvelle forme est désignée par le nom Strict Feedback Normal Form, si les

parameétres 6; sont connus, ou bien Parametric Strict Feedback Normal Form si non. Ces deux
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derniéres formes sont données respectivement par les deux systémes suivants :

¢=T(y)
i’i:l’i+1+fi(x17"'7xi7<) iZl,...,T—l
(2.18)
Ty = gr(xvc) u+f7“(x’C)
y=n
¢ =To(¢,y) +Z40; Til(C,y)
ii:$i+1+6T fi(xlw-wxi?C) i:l,...,T—l (219>
T, = gr(‘%aC) u_'_eT fr(x7c> + fo(x;C)
y=n

De méme les systémes (2.18) et (2.19) sont désignés par Strict Feedback Normal System ou
bien Parametric Strict Feedback Normal System respectivement. Si le systéme SISO non linéaire
paramétrique affine en 'entrée (2.17) posséde un degré relatif r < n, alors il est transformable

globalement vers les deux formes précédentes tel que édicté par la proposition suivante.

Proposition 2.2 (|55]). En considérant la Proposition (2.1), le systéme SISO non linéaire
paramétrique affine en l’entrée (2.17) est globalement équivalent par un difféomorphisme a
la forme (2.19) si et seulement si les conditions Strict Feedback suivantes sont satisfaites

globalement
(X, 6] € &, VX € G, j=0,...,r—2, i=1,...,p
ou bien de maniére équivalente
[adéooz,ﬁi]EGj, j=0,...,7m =2, 1=1,...,p

ou la distribution G est définie dans la Proposition (2.1).

De plus, les dynamiques internes ¢ des systémes (2.18) et (2.19) possédent la propriété

bounded input - bounded state par rapport a 'entrée y = x;.
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D’autre part si le systéme non linéaire (2.17) a un degré relatif » = n, alors il ne posséde

pas des dynamiques internes et il est transformable vers la forme Strict Feedback Normal Form

.Z.UZ‘:CCi_A,_l‘i_fi(xla"wxi) 2217’n_1
i = gu(2) u+ fu(2) (2:20)
y=1o

ou bien vers la forme Parametric Strict Feedback Normal Form

S'Ui:xz‘+1+9Tfi(]:la-‘-axhC) i=1,...,n—1
i = gn(®,C) u+ 07 ful@, Q) + fola, Q) (2.21)
y=1m

tel que édicté par la proposition suivante

Proposition 2.3 (|55]). Le systéeme SISO non linéaire paramétrique affine en 'entrée (2.17)
est globalement équivalent par un difféomorphisme a la forme (2.21) si et seulement si les

conditions Strict Feedback suivantes sont satisfaites globalement
lad), o, B;] € G7, j=0,...,r—2, i=1,...,p

ou la distribution G est définie dans la Proposition (2.1).

Dans cette section, nous avons présenté la transformation par difféomorphisme des systémes
SISO non linéaires affines en 'entrée vers les formes normales. Il est aussi possible de trans-
former par difféeomorphisme les systémes MIMO, i.e. Multi Input Mult: Output, affines en les

entrées donnés par :

=31 04(2) ui + B(2)
(2.22)
yi = hi(2) i=1,....m

Il est important de noter que la transformation des systémes (2.22) donne un ensemble de

m systémes inter-connectés et ayant les formes citées auparavant [1, 19, 50, 81].
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2.3 Strict Feedback Systems

Les formes présentées dans la section précédente ne constituent qu’une infime partie d’une
forme de systemes non linéaires plus générale. Cette derniére forme est donnée par le systéme

d’équations suivant :

¢=T(¢ 1)
ii:gi<<7x17---7xi) $i+1+fi(<-,$1,...,£l}i) 1= 1,...,7’—1
(2.23)
Ty = g’r‘(C>x17 cee 7$r) u+fr(<ax17' .. 7xr)
Y=
ou( € R, x; € Rpouri=1,...,r et u € RN est 'unique entrée du systéme. Les fonctions

9i(C,xq, .. x) A0V etz pour i = 1,... 7.

Cette forme est désignée par Strict Feedback Form (SFF'), alors que le systéme ayant cette
forme est désigné par Strict Feedback System (SFS) [64, 161]. La raison derriére cette appella-
tion vient du fait que les non linéaritésf; et g; du sous sytéme x, pour i = 1,...,r, dépendent
seulement de (, 1, ..., x;; autrement dit elles dépendent des états renvoyés vers ’arriére " Fed
Back" [63]. En effet, le sous sytéme z présente une forme triangulaire inférieure par rapport
aux états x; pour ¢ = 1,...,r. De plus la dynamique z;, pour ¢ = 1,...,r — 1, est affine par
rapport a l’état z;,, et de méme z,, est affine par rapport a 'unique entrée u. D’autre part, si

le systéme (2.23) ne posséde pas de dynamiques (, alors il correspond a la forme suivante :

fti:gi(xla--wxi) $i+1—|—fi((£1,...,l’i) L= 1,...,71—1
j:n :gn(xla-‘wxn) u+fn(x17~-7xn) (224)
Yy=a

La classe Strict Feedback Systems, telle que donnée par (2.23), représente un large éventail
de systémes non linéaires. En effet, le systéme (2.23) composé des deux sous systémes ( et x
peut étre vu de différentes maniéres. Par exemple, le sous systéeme ( peut étre la partie non
controlable mais stable d'un systéme d’ordre n ayant un degré relatif r ou le sous systéme x

est la partie controlable d’ordre r. Dans ce cas, le sous systéme ¢ est tel que ¢ = ['(¢,x) et les
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fonctions scalaires ¢g; et f;, ¢ =1,...,r — 1, sont telles que g; = 1 et f; = 0. Il correspond donc
a la forme (2.7), ou bien (2.12) si = n, obtenue par transformation du systéme non linéaire
SISO affine en 'entrée (2.1) ou bien au systéme linéaire (2.10) par un difféomorphisme. Si
par contre ( = ['(¢,z1), s =1let f; = Opouri=1,...,r — 1, alors on a la forme Strict
Normal Form (2.15). Le systéme (2.23) peut aussi correspondre a la forme Strict Feedback
Normal Form (2.18), ou bien (2.20) si 7 = n, obtenue aussi par transformation du systéme non
linéaire SISO affine en I'entrée (2.1) par un difféomorphisme. Dans lequel cas, le sous systéme
¢ est tel que ¢ = (¢, 1), les fonctions scalaires g; et f;, i = 1,...,r — 1, sont telles que
gi=1let fi = fi(C,xq,...,x;). La classe Strict Feedback Systems ne comprend pas seulement
les formes précédentes obtenues par difféomorphisme, mais englobe de maniére générale tous les
systémes dont la représentation d’état correspond a la forme (2.23), les systémes constitués par
I'interconnexion de sous systémes ayant la forme (2.23) mais aussi les systémes constitués de
sous systémes en cascade ayant la forme (2.23). Ces derniers systémes sont désignés par Block
Strict Feedback Systems [63]. Il existe plusieurs systémes, dans différents domaines, appartenant
a la classe Strict Feedback Systems. On donne les exemples suivants du domaine des machines

électriques.

FIGURE 2-1 — Moteur a courant continu associée au hacheur série.

Exemple 2.1. Le modéle mathématique du systéme correspondant a l’association d’un moteur

a courant continu, 4 excitation séparée, avec un hacheur série (Fig.2-1) est donné par le systéme
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d’équations suivant [20, 21] :

o(t) = —Ji wlt) + fj— () — %
R, K, 1
1ll) = — — 15(t) — — w(t) + — u,(t
(0= = T ) = 52 o)+ 1wl -
U t):—lz(t)—l—lz(t)
a( a C
(1) = —1 walt) + 2 ult)

ou w est la vitesse de rotation du moteur, Ty, couple de charge, 1, et u, courant et tension
d’induit, v courant traversant linductance L et p le rapport cyclique. K, constante du moteur,
R, et L, résistance et inductance d’induit, J moment d’inertie, f frottement visqueux, L et C

mductance et condensateur du hacheur.

Le systeme (2.25) correspond a la forme (2.24) ot x1 = w est la sortie, xo = 1,, Ty = Ug,

xy =1 et u = u(t) est l’entrée de commande comme suit

. K,
T = 7 xo + fi(x1)
. 1
To = T r3 + faw1, 22)
a (2.26)
. 1
T3 = I8 x4+ f3(x2)
) E
Ty = i3 u+ fa(zs)

Exemple 2.2. Le modéle mathématique du systeme correspondant au moteur synchrone PMSM

dans le référentiel tournant (d,q) est donné par le systeme d’équations suivant [25, 26] :

) R 1

zd:—L—S zd—l—Pqu—i—L—sud

. PK f 1

O = Yy —ZQ—=T 2.27
J Zq J J L ( )
R, K, 1

z'q:—L—zq—Pde—pL Q+L—uq

ot ) est la vitesse de rotation du moteur, uq et u, tensions statoriques, 14 et 1, courants stato-
riques, P nombre de paires de poles et Ty, le couple de charge. La constante de flux rotorique K,

reliée au flur de l'aimant permanent ¢f par K. = \/3/2 ¢¢, R, et L résistance et inductance
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statoriques, J moment d’inertie et f le frottement visqueux.

Le systéeme (2.27) correspond a l'interconnexion de deuz sous systémes. Le premier d’ordre
un & pour entrée uq et 1q comme sortie. Le deuziéme, ayant la forme (2.24), a pour entrée u,

et 2 comme sortie ot pour la notation x1 =€), xo =1, et u = u, on a

) R, 1
= _L_s g + L_s Ug + P T1 X (2.28)
. K.
T = pJ xo + fi1(x1)

(2.29)
Ty = I u+ fo(z1, T2,4)

Exemple 2.3. Le modéle mathématique du systéme correspondant au moteur asynchrone a
cage dans le référentiel tournant (d,q) avec orientation du flux rotorique est donné par le

systeme d’équations suivant [82] :

LL (P MJU L)) b i (1) 2 (1) T
d;tqs =— [1/(Ls 0)] [Rs + M* R,/ L?] igs — [M/(L, Ly 0)] P Q g,
— P Qigs — [M R, /(Ly ¢ar)] igs tas + [1/(Ls 0)] vgs
d Gar . (2.30)
dt = (M R,/L;) igs — (R./L.) ¢ar
ddltd = — [1/(Ls 0)] [Rs + M? R,/L* igs+ [M R,/(L? L, 0)] dar

+ P Qg+ [M R, /(Ly $ar)] ics + [1/(Ls )] vas

ot ) est la vitesse de rotation du moteur, vys et vgs tensions statoriques, iqs et iqs courants
statoriques, ¢q. flux rotorique, P nombre de paires de pdles et Ty, le couple de charge. Ry et Ly
résistance et [inductance statoriques, R, et L, résistance et [inductance rotoriques, J moment
d’inertie, [ frottement visqueux, M inductance mutuelle cyclique, o0 =1 — M?/(L, L,) coeffi-

cient de dispersion de Blondel.

Le systéme (2.27) correspondent a l'interconnezion de deux sous systémes ayant chacun la

forme (2.24). Le premier a pour entrée vy et 2 comme sortie, alors que 'entrée du second est
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Vgs €t sa sortie ¢gr oU pour la notation 11 =€), To1 = lgs, Ti2 = Par, T22 = t4s ON G

dx
dL1 = g1a(212) 221 + fraea)
t
i (2.31)
dt271 - [1/(L5 U)] Ugs + f2,1(x1717 1’27171'1,2,552,2)
dux
dL2 = (M R,/Ly) x22 + f12(21,2)
t
a (2.32)
L2 (1(L, 0)) v+ ol e

Le systéme ayant la forme Strict Feedback Form (2.23) correspond a la cascade de deux
sous systémes. En effet, u est I'entrée de commande réelle pour le systéme (2.23), y = x; étant
la sortie non réelle du sous systéme x et est elle méme l'entrée de commande non réelle du
sous systéme (. En effet, 'approche Backstepping considére qu’il existe une loi de commande
y = a(() et une fonction de Lyapounov V' (¢) pour lesquelles le sous systéme ( est globalement
exponentiellement stable. Si cette condition est satisfaite, alors 'approche Backstepping est
appliquée au sous systéme x, ayant la forme triangulaire inférieure, ou la référence y,.r n’est
autre que la loi de commande pour le sous systéme (, i.e. yef = @(() . Autrement dit, I'ap-
proche Backstepping n’est applicable qu’au sous systéme x de la forme Strict Feedback Form
(2.23) ou bien a la forme Strict Feedback Form (2.24). Dans cette derniére forme, u est 'entrée
de commande réelle et y = x; est la sortie réelle et ou la référence y,.¢ est choisie librement

par l'utilisateur.

2.4 Discussion sur le signal de référence

L’objectif dans cette section est de discuter les conditions que les non linéarités du systéme
et en particulier la référence doivent satisfaire pour que la loi de commande par retour d’état soit
valide et ce dans le cas d'un probléme de poursuite de trajectoire. Cette discussion portera sur
les formes normales canoniques et la forme Strict Normal Form. On considérera successivement

les deux cas : le sous systéme x est de premier ordre, le sous systéme x est d’ordre n.
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2.4.1 Cas ou le sous systéme r est du premier ordre

Soit le systéme non linéaire, correspondant & l'interconnexion des deux sous systémes (2.33)

et (2.34), de forme générale suivante

¢=T(¢y,v) (2.33)

y=9,¢) ut+ f(y,¢) (2.34)

ou u € R et y € N sont 'entrée et la sortie du sous systéme de premier ordre (2.34) et les
fonctions scalaires g(y, ) et f(y, () sont des fonctions non linéaires dépendantes de la sortie y
et de I'état ¢ € R? du sous systéme (2.33) et ou Vy € R et ¢ € R on a g(y, () # 0. Remarquer
que le sous systéme ( (2.33) est donné sous une forme générale. En effet, il est clair que pour
une forme particuliére du sous systéme ( on retrouve 'une des formes présentées précédem-
ment. D’autre part, si les fonctions scalaires g et f sont des constantes, i.e. g(y,{) =b # 0 et

f(y, () = a, alors le sous systéme (2.34) est un systéme linéaire du premier ordre.

Comme expliqué dans la section précédente, on s’intéresse a la commande du sous systéme
(2.34). Plus exactement et afin d’étudier la problématique de la référence, on se propose de
concevoir la loi de commande u pour le sous systéme (2.34) de maniére & réaliser la poursuite
de trajectoire, i.e. ¥ — Yres, OU Ypep est une référence variable. Il faut noter que la condition
9(y, ) # 0 est nécessaire pour assurer la controlabilité du systéme et que les fonctions scalaires
g(y,¢) et f(y,() doivent étres de classe C'' pour assurer lexistence et I'unicité de la solution
(voir Théoréme 3.1 et Lemme 3.1 dans [58]). Mise a part ces deux conditions, aucune autre

condition n’est imposée pour 'instant ; ni au signal de référence y,.; ni aux fonctions scalaires

9(y, ¢) et f(y, Q).

2.4.1.1 Meéthode de linéarisation

La conception de la loi de commande sera réalisée en utilisant la méthode de linéarisation
[58]. La loi de commande obtenue sera discutée et analysée afin de tirer les conditions qui

doivent étres satisfaites pour qu’elle soit valide. Afin de réaliser la poursuite de trajectoire
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Y — Yres, considérons donc 'erreur de poursuite
€ =Y — Yres (2.35)
dérivons l'erreur e, par rapport au temps, pour avoir
¢ = — s (2.36)
et en utilisant (2.34), la dynamique de cette erreur devient
é=9(y,Q) ut (Y, Q) — Yres (2.37)
Considérant maintenant la fonction de Lyapounov quadratique
e? (2.38)
dérivons, par rapport au temps, cette fonction de Lyapounov pour obtenir
V=eé (2.39)
en utilisant ’équation de la dynamique de Ierreur de poursuite (2.37), cette dérivée devient

V=elg9(y.Q) ut f(y,0) = Gres] (2.40)

De cette derniére équation il est facile de déterminer la loi de commande u. En effet, pour
obtenir une convergence globale et exponentielle de I'erreur de poursuite vers zéro, il suffit de

prendre la loi de commande u comme suit

g(y’ C) [_f(yv C) —ke + gref] (241>

ou la constante k > 0 est le gain de réglage. En remplacant e par sa définition (2.35), la loi de

commande u devient finalement

[_f(ya C) —k Y+ k Yref + yref] (242)
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En utilisant donc la loi de commande (2.42), la dérivée de la fonction de Lyapounov (2.40) est
telle que
V= —k e (2.43)

ou de maniére équivalente en utilisant (2.38)

V=-—2kV (2.44)

L’équation (2.44) montre que la fonction de Lyapounov V' converge globalement et expo-
nentiellement vers zéro. Par conséquent, I’erreur de poursuite e converge aussi globalement et
exponentiellement vers zéro, avec un taux de convergence fixé par le gain de réglage k, selon

I’équation suivante :

le@)Il = lle(0)[ e™** (2.45)

La convergence globale et exponentielle de la fonction de Lyapounov V implique que I’erreur
de poursuite e € L. Plus encore, en intégrant (2.44) on démontre que l'erreur de poursuite
e € Ly. En imposant la condition de bornitude au signal de référence y,.r, i.e. yref € Loo, avec

le fait que e € L, alors la sortie y est bornée, i.e. y € L.

Ce résultat a I’air d’étre parfait, mais en réalité ce n’est pas le cas. A bien regarder, la loi de
commande u (2.42) obtenue par la méthode de linéarisation montre quelques limites. En effet,
pour que cette loi soit valable il faut qu’elle soit continue et bornée. De ce fait, on impose des
conditions aux fonctions scalaires g(y, ) et f(y,() mais aussi au signal de référence y,.r et sa
dérivée y,.r. Plus exactement et en plus des exigences de départ, la loi de commande u (2.42)

est valable si et seulement si :

1) Les fonctions scalaires , et , sont bornées.
gly Yy
ii) La référence y,.; est continue, bornée et dérivable.
Yref

(iii) La premiére dérivée ¢,.s est continue, bornée et disponible analytiquement.

Pour le sous systéme du premier ordre (2.34), étudié dans cette section, on ne peut pas dis-
cuter plus que ¢a les deux foncions g(y, () et f(y, (), on s’intéresse donc au signal de référence

et sa dérivée.
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Si le signal de référence y,.5 est généré par I'utilisateur de sorte qu’il soit continu, borné et
que sa forme soit simple, dans le sens que sa dérivée 9.y peut étre obtenue analytiquement et
qu’elle soit continue et bornée, alors le probléme ne se pose pas. Ce cas correspond par exemple
a une référence sinusoidale, laquelle est continue, bornée et ot sa dérivée est disponible continue
et bornée. En effet, pour une référence sinusoidale la sortie y tend, apres le régime transitoire,
exactement vers la référence y,.; avec une erreur nulle. Il est a noter ici que, dans un cas
pratique, on n’utilise pas une référence de forme sinusoidale, mais plutét une forme carrée ou
bien trapézoidale. Pour ces deux derniers cas on a un probléme, puisque les dérivées premiéres

de ces deux formes ne sont pas continues.

Si par contre le signal de référence y,.y dépend d'un autre systéme, par exemple les formes
(2.15, 2.18, 2.23), ou bien sa dérivée n’admet pas une forme analytique (disponibilité), ou encore
sa dérivée n’est pas continue ou n’est pas bornée (cas d’une référence carrée), alors on ne peut
pas implémenter la loi de commande (2.42) obtenue par linéarisation. Dans ce cas de figure et
afin de satisfaire aux conditions de validité de la loi de commande (2.42), on peut utiliser le

filtre du premier ordre

lbref = —Ww (¢ref - yref> (246)

pour générer la référence filtrée ..y =~ y,.y et la premicre dérivée de la référence filtrée
¢Tef X Ures. En effet, si y,.; est bornée alors la référence filtrée 1,5 est continue, bornée
et sa dérivée Uy 7 est disponible, continue et bornée. On voit que dans ce cas les conditions de
validité de la commande (2.42) obtenue par linéarisation sont satisfaites. Le paramétre w de
I'équation caractéristique s+w = 0 du filtre (2.46) est choisi pour spécifier la bande passante et
la réponse transitoire. Le paramétre w du filtre doit étre assez grand pour que ’approximation
soit suffisamment bonne. On utilise donc les signaux ,.s et @bref dans la loi de commande

(2.42) a la place des signaux y,.s et ey comme suit :

[_f(ya C) —k Y+ k wref + z/'}7“ef] (247)

9(y, )

Remarquer que dans ce cas, la loi de commande (2.47) n’est qu'une approximation de la

loi (2.42). Autrement dit, aprés le régime transitoire la sortie y suivra exactement 1,.; et non
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pas Yr.r. D’autre part, 'implémentation du filtre (2.46) pose un autre probléme du fait que
pratiquement, implémentation temps réel, on ne peut pas prendre le paramétre w du filtre
(2.46) infiniment grand, i.e. constante de temps du filtre 7 = 1/w infiniment petite. Ceci
est dii au fait que la bande passante du filtre, implémentation numérique, est limitée par la

fréquence d’exécution. En plus, il faut noter que w constitue un deuxiéme paramétre de réglage.

2.4.1.2 Modification de la méthode de linéarisation

Si les conditions de disponibilité, continuité et bornitude sur la dérivée y,.; du signal de
référence ne peuvent pas étres satisfaites et que 'utilisation du filtre (2.46) n’est pas satisfai-
sante, alors il est judicieux de penser & modifier ’analyse donnée précédemment. En regardant
bien la dérivée de la fonction de Lyapounov (2.40), une idée trés simple peut jaillir. L’idée est
de ne pas inclure la dérivée du signal de référence 9,.; dans la loi de commande (2.42). Plus

exactement, on opte pour la loi de commande suivante :

[—f(y,¢) —ke] = [, 0) =k y+k Yrey] (2.48)

1
9(,¢)

dans ce cas, la dérivée de la fonction de Lyapounov (2.40) devient :
V=—ke®—e iy (2.49)

On impose au signal de référence y,.y d’avoir un taux de variation maximal ¢ fini, i.e.
|9ref| < ¢, voir Définition 2.3. Cette condition est toujours valable, puisque le signal de référence
Yres €St continu et borné. Dans ce cas, on relaxe les conditions de disponibilité et de continuité

sur la dérivée y.y.

Définition 2.3 (Taux de variation maximal). S’il existe une constante finie ¢ > 0, non néces-

sairement connue, telle que la dérivée temporelle d’un signal h(t) vérifie la condition

()| <e¢ VE>0

alors la constante ¢ est le taux de variation maximal du signal h(t).
En utilisant donc la nouvelle condition |y,.s| < ¢ avec I'inégalité de Young, on peut réécrire
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(2.49) comme suit :

V< —(k—g) e+ —c (2.50)

et en utilisant la fonction de Lyapounov (2.38)

. € 1
< — — = — .
V<=2 2)V+2€c (2.51)

Cette derniére équation montre que si I’on choisit £ > % et k > 5 ou bien en combinant
les deux k > %, alors la fonction de Lyapounov V' converge globalement et exponentiellement
dans une boule de centre zéro et dont le rayon peut étre rendu aussi petit que désiré. Par
conséquent, 'erreur de poursuite e converge aussi globalement et exponentiellement dans une
boule de centre zéro et dont le rayon peut étre rendu aussi petit que désiré en choisissant le
gain de réglage k suffisamment grand. Le gain k est choisi assez grand car on suppose que le
taux de variation maximal ¢ est inconnu. Si par contre la constante ¢ est connue, alors le choix

du gain k est simple. L’erreur de poursuite e évolue donc selon 1’équation suivante

eI = 1O - 55| <P+ 555 (2.52)

La convergence globale et exponentielle dans une boule de la fonction de Lyapounov V/
implique que 'erreur de poursuite e € L,,. En imposant toujours la condition de bornitude au

signal de référence y,.r € Lo avec le fait que e € Lo, alors la sortie y est bornée y € L.

Dans ce cas et en plus des exigences de départ, la loi de commande (2.48) est valable si et
seulement si :

(i) Les fonctions scalaires g(y, () et f(y,() sont bornées.

(ii) La référence y,.s est continue, bornée et posséde un taux de variation maximal inconnu

mais fini.

En comparant les deux lois de commande (2.42) et (2.48), il est clair que les conditions
de validité sur le signal de référence y,.s concernant la commande (2.48) sont moins contrai-
gnantes que celles concernant (2.42). D’autre part, la loi de commande (2.48) est plus simple

a implémenter que la loi de commande avec filtre (2.47, 2.46).
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Dans cette section, nous avons discuté les conditions de validité imposées a la référence y,. s
pour le systéme (2.33, 2.34) ot le sous systéme z est de premier ordre. Dans la section suivante,

on présentera la méme discussion dans le cas ot le sous systéme x est d’ordre n > 1.

2.4.2 Cas ou le sous systéme z est d’ordre n

Soit le systéme non linéaire, correspondant & l'interconnexion des deux sous systémes (2.53)

et (2.54), de forme générale suivante

¢ =T(¢,y,0) (2.53)
i = i i=1,....n—1

= gn(@, Q) u+ fal(z, Q) (2.54)
y=m

o u € R et y € RN sont l'entrée et la sortie du sous systéme de premier ordre (2.54) et les
fonctions scalaires g, (z,() et f,(z,() sont des fonctions non linéaires dépendantes des états
r € R" et ¢ € RP des sous systémes (2.54) et (2.53) respectivement et ou Vo € R™ et ( € RP
on a g,(x,() # 0. Comme indiqué dans la Section 2.4.1, le sous systéme ( (2.53) est donné
sous une forme générale. En effet, il est clair que pour une forme particuliére du sous systéme
¢ on retrouve I'une des formes (2.7), (2.12) ou bien (2.15) présentées précédemment. D’autre
part, si les fonctions scalaires g, (x, () et f,(x,() sont des constantes, i.e. g,(z,{) = b # 0 et

fn(z,¢) = a, alors le sous systéme (2.54) est un systéme linéaire d’ordre n.

Comme dans la section précédente, on s’intéresse a la commande du sous systéme (2.54).
Plus exactement et afin d’étudier la problématique de la référence, on se propose de concevoir
la loi de commande u pour le sous systéme (2.54) de maniére a réaliser la poursuite de trajec-
toire, i.e. ¥ — Yrer, OU Yres est une référence variable. Il faut noter que la condition g, (x, ) # 0
est nécessaire pour assurer la controlabilité du systéme et que les fonctions scalaires g, (z, ()
et fu(z,¢) doivent étres de classe C''. Mise a part ces deux conditions, aucune autre condition

n’est imposée pour l'instant ; ni au signal de référence y,.; ni aux fonctions scalaires g,(z, ()

et fu(z, ().
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Dans cette section, la conception de la loi de commande u sera réalisée de deux maniéres
différentes. Dans la premiére conception, on utilisera une combinaison entre la méthode de
linéarisation et la méthode de placement de poles [58]. Dans la deuxiéme conception, on utilisera
I’approche Backstepping. Ces méthodes seront discutées pour tirer des conclusions. Les lois de
commande obtenues seront discutées et analysées afin de tirer les conditions qui doivent étres

satisfaites pour qu’elles soient valables.

2.4.2.1 Placement de poéles et linéarisation

Dans cette section, la conception de la loi de commande sera réalisé en deux étapes. La
premiére étape consiste a réaliser un placement de poéles, alors que la deuxiéme étape consiste
a réaliser une commande par linéarisation. Afin de réaliser ces deux étapes, le sous systéme
x (2.54) est scindé en deux sous systémes correspondants a la partie linéaire et non linéaire

respectivement. Afin de séparer ces deux parties on réalise le changement de variable suivant :

pouri=1,...,n—1 2z = z; tel que:
21 = 29
(2.55)
Zn—1 = Tp
Tn = gn(Tny 2Zn-1,---,21,0) u~+ fu(®n, 2n_1,...,21,() (2.56)

Le sous systéme linéaire d’ordre n — 1 (2.55) a pour sortie réelle y = z; et pour entrée x,,.
Noter que lentrée de commande x, n’est pas une entrée réelle (intermédiaire), mais c’est la
sortie du sous systéme (2.56). Le sous systéme non linéaire du premier ordre (2.56), tel que celui
étudié dans la Section 2.4.1, a pour sortie z,, et pour entrée de commande réelle u. Noter aussi
que la sortie z,, n’est pas une sortie réelle (intermédiaire). Il est clair que les deux sous systémes
(2.55) et (2.56) sont en cascade et connectés entre eux par la paire (entrée intermédiaire, sortie

intermédiaire) correspondant a I'état z,.
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2.4.2.1.1 Placement de poles

Le sous systéme linéaire (2.55) peut étre récrit sous la forme matricielle suivante

:=A,z+ B, x,

ot la matrice A, € R"~! "1 et le vecteur B, € R" ! sont tels que

01 0 0 0
0 0 1 0 0
A= B. =
00 -+ 0 1 0
_O 0 --- 0 O_ _1_

(2.57)

Le systéme linéaire (2.57) est sous la forme canonique commandable. De ce fait, la paire

(Ae, B.) est controlable et donc la loi de commande x,, = —Kz + v permet de commander le

systéme (2.57). Le vecteur KT € ™! est choisi tel que la matrice A, — B.K est Hurwitz et ou

la quantité v reste a déterminer. L’objectif étant de réaliser la poursuite de trajectoire y — .y

du sous systéme linéaire (2.57) ayant un ordre n — 1, on considére donc le vecteur erreur de

poursuite e € R"~! suivant [58] :

€ =2 — Zref

ou le vecteur Zref €St comme suit :

yref
1

)

Zref = .

n—2
| yief )

Dérivons l'erreur de poursuite e, par rapport au temps, pour avoir la dynamique

€= %=ty

utilisons (2.57), pour obtenir

e=Ac 2+ B,z — Zyey
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et en utilisant la loi de commande x,, = —Kz + v, il vient que :
é=[A.— B.K] 2+ B, v — Zef (2.62)
remplagons z & partir de (2.58), pour trouver
¢ = [A. — B.K] e+ Be v + [Ac — BoK] Zrep — res (2.63)

si en plus on impose que

BC U+ [Ac — BCK] Zref — zref =0 (264)

alors la dynamique de l'erreur e devient
¢=[A.— B.K] e (2.65)

L’équation (2.65) montre clairement que si la matrice [A. — B.K] est Hurwitz, alors 'erreur
de poursuite e converge globalement est exponentiellement vers zéro. Cette convergence peut

étre démontrée en utilisant la fonction de Lyapounov
V=e Pe (2.66)
laquelle aprés dérivation donne

Vi=—e"Qe
(2.67)
P[A,— B.K] +[A. — B.K]" P=—-Q

ou P [A.— B.K]+ [A. — B.K|" P = —Q est 'équation de Lyapounov ot les matrices P et @

sont définies positives.

D’autre part, I’équation (2.64) permet de déterminer la quantité v apparaissant dans la loi
de commande linéaire x,, = —Kz + v. En effet, puisque la matrice [A. — B.K]| est Hurwitz

alors elle est inversible. Ce fait permet de tirer z,.; a partir de I’équation (2.64) comme suit :
Zref = —[Ae — B.K] ™" Bo v+ [Ae — BK] ™! Zop (2.68)
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Du fait que y = z; = C z et donc Y = C 245, o1 C' = [1,0,...,0] et CT € R"~! on obtient :
Yoy = C 2y = —C [Ae — B.K] ™' B v+ C [Ae — B.K] ™ ey (2.69)

De cette derniére relation on détermine v, laquelle est donc donnée par

1 — .
v= _C [A — B K]_l B (yref -C [Ac_ BCK] L Zref) (270)

Donc la loi de commande permettant de réaliser la poursuite de trajectoire y — y,.s, pour

le sous systéme linéaire (2.57), est finalement donnée par :

1

et —K —_
i “T C[A. - B.K]' B,

Yref — C Ac - BcK -1 27’6 (271)
f f

Pour que la loi de commande (2.71) soit valable il faut imposer des conditions sur le signal
de référence yrer, sur le vecteur z..s, sur la dérivée z,.; et plus encore il faut montrer que
I'état 2 est borné. Le vecteur z,. et sa dérivée z,.¢ étant en fonction du signal de référence
Yref, équation (2.59), alors ces conditions sont imposées au signal de référence y,.r. En effet,
Yrep doit étre continu et borné alors que ses dérivées yﬁi)f, pour ¢ = 1,...,n — 1, doivent étres
analytiques, continues et bornées. Plus exactement, le signal de référence doit étre tel que
Yres € C"1. D’autre part, la convergence globale et exponentielle de la fonction de Lyapou-
nov V implique que Derreur de poursuite e € Lo et plus encore en intégrant V = —e”Qe on
démontre que e € L,. Les conditions de bornitude sur la référence y,.; et ces dérivées yf,i)f

implique que z.¢f € Loo. Du fait que 2.y € Lo et que e € L, on conclut que les états z; pour

t=1,...,n— 1 sont bornés, z; € L., et en particulier y = z; € L.

Comme expliqué ci-haut, x,, n’est pas une entrée réelle mais une entrée intermédiaire pour
le sous systéme linéaire (2.55) et elle est aussi la sortie intermédiaire du sous systéme non
linéaire (2.56). Dans ce cas, la loi de commande (2.71) devient une simple référence pour la

sortie intermédiaire du sous systéme (2.56) et donc sera notée w,, ,.r, i.e.

1
C [A.— B.K]' B,

Tpref = —HKz — (Yres — C [Ac — BK]™ Zrey) (2.72)
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2.4.2.1.2 Linéarisation

Dans cette deuxieme étape, 'objectif est de réaliser la commande du sous systéme non
linéaire (2.56). Plus exactement, on cherche a déterminer la loi de commande u permettant

de réaliser la poursuite de trajectoire x, — xp,.r. Considérons donc l'erreur de poursuite

2

-. En suivant la méme procédure que

en = Ty — Tyrep et la fonction de Lyapounov V,, = % e

celle dans la section 2.4.1, on obtient la loi de commande u suivante

1
U= —fo(@n, 21,20, Q) + Tpgey — K Tp + K Ty e 2.73
gn($n7zn—l7"'7zla<)[ f< ! ! C) ref f] ( )

ou k > 0 est le gain de réglage.

On voit que z,, Tp,er €t Tp,ep apparaissent dans la loi de commande w. Dans ce cas,
les conditions sur la référence y,.; deviennent comme suit : le signal y,.; doit étre continu,

f,i)f, 1 = 1,...,n, analytiques, continues et bornées. Plus

borné et doit admettre des dérivées y
exactement, le signal de référence doit étre tel que y,.; € C™. D’autre part, la convergence
globale et exponentielle de la fonction de Lyapounov V,, implique que 'erreur de poursuite
en € Loo et plus encore en intégrant V, on démontre que e, € Lo. Du fait que la référence

Tnref € Lo €t que e, € Lo, on conclut que 'état z,, € L.

2.4.2.1.3 Commande finale et discussion

En combinant (2.72) et (2.73), la loi de commande finale par placement de poles et linéa-

risation pour le systéme non linéaire (2.53, 2.54) est donc donnée aprés arrangement comme

suit :
RHENSN B VT CA = BRI B, U e T '
ol
T=C [AC — BCK]_I TT c Rn—l
Hy = —k [K,l]—[O,K] HlTERn
Hy = [k T,0] + [-1,T] H € R

_ 1 2 n
A SO TAOA
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Comme discuté précédemment et en plus des exigences de départ, la loi de commande u

(2.74) est valable si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Les fonctions scalaires g,(z, () et f,(z,() sont bornées.

(ii) La référence y,.r est continue, bornée et n fois dérivable.

(iii) Ses dérivées yii)f, 1 =1,...,n sont continues, bornées et disponibles analytiquement.

Comme dans la section 2.4.1, il n y a pas lieu de discuter plus que ¢a les deux foncions
scalaires g,(x, () et f,(x,(). Par contre, on peut discuter le signal de référence et ses dérivées.
Si yrep est généré par 'utilisateur de sorte que sa forme est simple, dans le sens que 'on peut
obtenir analytiquement les dérivées de y,.; jusqu’a 'ordre n et que les conditions citées ci-haut
sont satisfaites, alors le probléme ne se pose pas. Ce cas correspond par exemple & une réfé-
rence de type sinusoidale. En effet, pour ce type de référence la sortie y tend, aprés le régime

transitoire, vers la référence y,.s avec une erreur de poursuite nulle.

Si par contre le signal de référence v, dépend d'un autre systéme, par exemple les formes
(2.15, 2.18, 2.23), ou bien ses dérivées yf,?f jusqu’a 'ordre n n’admettent pas une forme analy-
tique (disponibilité) ou encore ne sont pas continues ou bornées (cas d’une référence carrée),
alors on ne peut pas implémenter la loi de commande (2.74). Dans ce cas de figure et afin de

satisfaire aux conditions de validité, on peut utiliser le filtre d’ordre n

wi,ref :¢i+1,ref = ].,...,TL—l
i n (2.75)
wn,ref = —a1 <wl,ref - yref) - Z Q; wi,ref
=2
pour générer la référence filtrée ¢ ,ef = Yres, ses dérivées ¥;qq e pour @ = 1,...,m — 1 et

la nieme dérivée Y res- En effet, si y,.r est bornée alors la référence filtrée v ¢ est continue,

bornée et ses dérivées Vi1 e, 0 =1,...,n—1, et an’ref sont disponibles, continues et bornées.
Dans ce cas les conditions de validité pour la loi de commande (2.74) sont satisfaites. Les

parameétres a; de I'équation caractéristique s + > a; s'"' = 0 du filtre (2.75) sont choisis

pour spécifier la bande passante et la réponse transitoire. Les parameétres a; doivent étres choisis
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convenablement pour que 'approximation soit suffisamment bonne. On utilise donc les signaux

Yigep pour ¢ =1,...,n et zﬁmﬂef dans la loi de commande u (2.74) & la place des signaux yy.y
et yg)f pour j =1,...,n comme suit :
1 1
u = —fn([[‘, C) + H1 x + {—]{7 ¢1,7‘ef + HQ ‘11} (276)

C [A. — B.K]"' B,

ou

V= [1/]2,7“6]‘7 1/]3,7“6f7 CI ,lvbn,refa ¢n,7’ef]T

Remarquer que dans ce cas, la loi de commande (2.76) n’est qu'une approximation de la loi
(2.74). Autrement dit, aprés le régime transitoire la sortie y suivra exactement vy .. et non
pas yr.;. D’autre part, 'implémentation du filtre (2.75) pose un autre probléme du fait que
pratiquement, implémentation temps réel, on ne peut pas choisir les parameétres a; infiniment
grands de telle sorte que la constante de temps du filtre soit infiniment petite. Ceci est di au
fait que la bande passante du filtre est limitée par la fréquence d’exécution. En plus, il faut

noter que le filtre (2.75) introduit n paramétres de réglages supplémentaires a;.

2.4.3 Approche Backstepping

Pour le méme objectif de poursuite de trajectoire y — ¥,.f, on cherche a déterminer la
loi de commande u pour le systéme (2.54) en utilisant 'approche Backstepping |63, 64]. Noter
que dans la Section 2.4.2.1, nous avons utilisé la notion d’entrée et de sortie intermédiaire x,,
qui relie les deux sous systémes (2.55) et (2.56) afin de réaliser la commande par placement
de poles et linéarisation. L’approche Backstepping généralise cette notion d’entrée et de sortie
intermédiaire a tout le systéme (2.54). En effet, le systéme (2.54) peut étre vu comme une
cascade de n — 1 sous systémes de premier ordre ot chaque deux sous systémes consécutifs
(4, 441, @ = 1,...,n — 1) sont reliés par I’état du deuxiéme sous systéme, i.e. x;;1, lequel
état joue le role d’entrée et de sortie intermédiaires. A la différence de la technique utilisée
dans la Section 2.4.2.1, approche Backstepping désigne la paire (entrée intermédiaire, sortie

intermédiaire) par le nom commande virtuelle tout en introduisant une nouvelle variable dite
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fonction stabilisatrice notée a;. L’approche Backstepping définit alors les erreurs suivantes :
€ =T; — 01 i:2,...,n (277)

ou e; est I'erreur entre la commande virtuelle x; et la fonction stabilisatrice a;_1. A ces n — 1
erreurs (2.77), approche Backstepping définit 'erreur de poursuite comme e; = 1 — ag ol g

n’est rien d’autre que la référence y,.yr, i.e. g = Yrey-

Noter qu’il existe d’autres terminologies pour désigner I'état z; et la fonction a;_; pour
1 = 2,...,n. En effet, certains auteurs désignent 1’état x; par le nom entrée virtuelle et la
fonction «;_; par le nom commande virtuelle. La fonction a;_; est aussi désignée par le nom
entrée synthétique. Ce qui est important a noter ici est le fait que, la terminologie entrée synthé-
tique est antérieure a I'apparition de 'approche Backstepping [65]. En effet, les développeurs de
I’approche Backstepping ont repris I'idée de I’entrée synthétique pour développer leur approche
avec une analyse compléte. Dans cette these, on utilisera la terminologie entrée virtuelle pour
désigner 1'état x; et la terminologie commande virtuelle pour désigner la fonction a;_; pour

1 =2,...,n et ou 'entrée de commande réelle u est notée a,.

Dans la section 2.4.2.1, la commande par placement de podles et linéarisation est réalisée en
deux étapes puisque le systéme (2.54) est décomposé en deux sous systémes. Dans 'approche
Backstepping, ce méme systéme est décomposé en n sous systémes de premier ordre, il faut
donc réaliser n étapes successives pour déterminer la loi de commande réelle u. A chaque étape
1,1 = 1,...,n — 1, U'objectif étant de déterminer la loi de commande virtuelle o;_; permet-
tant de stabiliser 'erreur e;. C’est pour cette raison que les lois de commande virtuelles «,

ieme

it =1,...,n—1, sont appelées fonctions stabilisatrices. A lan et derniére étape, ’'objectif est
de déterminer la loi de commande réelle u permettant de stabiliser la derniére erreur e,. Cette
maniére de procéder confére a 'approche Backstepping un caractére récursif. En effet, la loi

de commande réelle u = «,, dépend récursivement des commandes virtuelles a;;, 2 = n—1,..., 1.

A chaque étape i, i = 2,...,n, approche Backstepping utilise la fonction de Lyapou-
nov V; = Vi1 + % e on V) = % e? est la fonction de Lyapounov pour la premiére étape.

On dit alors que I'approche Backstepping construit récursivement une fonction de Lyapounov
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V =V, =3>", ¢ pour tout le systéme (2.54). Cette méthode permet donc de résoudre

i=1"1

entierement le probléme de construction d’une fonction de Lyapounov.

Afin de réaliser la conception de la loi de commande u pour le systéme (2.54) en utilisant
I’approche Backstepping, on procéde de la maniére suivante. Commengons tout d’abord par les

n erreurs définiés ci-haut :

€1 =1 — O 1=1
€ = T; — ;1 iz?,...,n—l (278>
€n = Ty — Qp_q 1=n

dérivons ces erreurs, par rapport au temps, pour obtenir les dynamiques suivantes :

é1=9b1—d0 =1
6 = i — Gy i=2,...,n—1 (2.79)
én:x‘.n_dnfl 2:7’L

remplagons les dynamiques du systéme (2.54), pour avoir :

él = T9 — d() ’L =1

€ = Tit1 — Qi1 i=2,...,n—1 (2.80)
remplagons les états x;, i = 2,...,n, en utilisant (2.78), pour trouver :

€1 = ey + a1 — Qyp 1=1

€ = €iy1 + ; — QG 1=2,...,n—1 (2.81)

en:gn(x7c> U+fn(l'7<)—()én_1 1=
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Considérons les fonctions de Lyapounov V; telles que définies ci-haut :

1
‘/1256% 1=1
1
%:%_1+§e3 i=2,...,n—1 (2.82)
1
Vn:anl—i_éei 1=n

les dérivées temporelles de ces fonctions sont telles que :

V1:€1él =1
Vi=Vioi+e é i=2,..,n—1 (2.83)
Vn:Vn_l—l—enén 1=n

en utilisant les dynamiques des erreurs (2.81), on obtient :

%:61(€2+041—d0) 1 =1
VQIVQA-F&' (€ip1 + a; — &) i=2,...,n—1 (2.84)
Vn == Vn—l + e, [gn(x,C) U+ fn('ra C) - dn—l] 1=n

L’objectif de 'approche Backstepping est de déterminer la loi de commande réelle u per-
mettant d’obtenir la convergence globale et exponentielle de la fonction de Lyapounov totale

V,, pour le systeéme (2.54). Afin d’obtenir cette convergence, on choisit les commandes virtuelles

a; pour v = 1,...,n — 1 et la commande réelle u comme suit :
041:—]{31€1+do 1=1
;= —ki e; — €1 + &y 1=2,...,n—1 (2.85)
1
U= [_fn($7C) _kn en—€n71+0'én,1] 1 =n
gn(xu C)
ou les constantes k; > 0 pour ¢ = 1,...,n sont des gains de réglage. Pour ce choix, les dérivées
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des fonctions de Lyapounov V; deviennent :

‘71:—]?1€%+€1€2 1=1
V;:V;fl_ki 6?—61' €i—1 + € €11 1=2,...,n—1 (2.86)
Vn:Vn_l—kn ei—en €n_1 i=mn

Comme expliqué auparavant, la fonction de Lyapounov pour tout le systéme (2.54) est la

fonction de Lyapounov V' =V,,. De ce fait, on a le résultat suivant :
V:Vnzi%+1€2=i162 (2.87)
i=n—1 2" = 2 z
dont la dérivée, part rapport au temps, est telle que :
1
V=Y Vitenén (2.88)
i=n—1

en utilisant (2.86) avec (2.87), la dérivée temporelle de V' est finalement comme suit :

V== ke =-2kV (2.89)
i=1
ol kg est le minimum des gains de commande k; pour ¢ = 1,...,n, i.e. kg = min; k;.

L’équation (2.89) montre clairement que la fonction de Lyapounov V' converge globalement
et exponentiellement vers zéro. Par conséquence, le vecteur erreur e = [ey,...,e,]’ converge

aussi globalement et exponentiellement vers zéro selon 1’équation suivante :
le(®)]l = lle(0)]| e ¢ (2.90)

Revenons maintenant a la loi de commande u donnée par (2.85). Cette loi ne peut pas étre
utilisée directement parce qu’elle dépend récursivement des commandes virtuelles «; et de leurs
dérivées &; pour : = n—1,..., 1, mais aussi des erreurs e; pour ¢ = n, ..., 1. Donc pour détermi-
ner la loi de commande finale & utiliser, il faut dériver analytiquement les commandes virtuelles

a; jusqu'a l'ordre n —i, 72 =1,...,n— 1, et remplacer a chaque fois les erreurs e;, leurs dérivées
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é; et les commandes virtuelles «; telles que données par (2.78), (2.80) et (2.85) respectivement.
Suivre donc cette procédure pour déterminer la loi de commande finale & implémenter est trés
difficile, ennuyeux et fastidieux. Ceci est d’autant vrai que I'ordre du systéme n est grand, i.e.
n > 3. Ce dernier phénomeéne est connu dans la littérature scientifique sous le nom probléme
d’explosion de complexité, lequel constitue I'un des grands handicaps de ’approche Backstep-
ping [17, 19, 30, 39, 61, 122, 123, 147|. Plus encore, la loi de commande finale u contiendrait
un nombre trés important de termes, ce fait constitue un autre probléme désigné par probléme
d’explosion de termes [102, 147|. Un autre handicap qui nous intéresse en particulier dans ce
chapitre est que, en suivant la procédure décrite ci-avant, la commande finale & appliquer au
systéme d’ordre n (2.54) contiendrait la référence y,.f = g et ses dérivées yfe)f jusqu’a 'ordre n.

Comme discuté précédemment et en plus des exigences de départ, la loi de commande u
obtenue par I'approche Backstepping est valable si et seulement si les conditions suivantes sont

satisfaites :

(i) Les fonctions scalaires g,(z, () et f,(z,() sont bornées.

(ii) La référence y,.s est continue, bornée et n fois dérivable.

(iii) Ses dérivées yffe)f, ¢t =1,...,n sont continues, bornées et disponibles analytiquement.

Comme précédemment, il n y a pas lieu de discuter plus que ¢a les deux foncions scalaires
gn(z,C) et fu(x,(). De méme, si le signal de référence est généré par I'utilisateur de sorte que
I'on peut obtenir analytiquement ses dérivées jusqu’a l'ordre n et que les conditions citées
ci-haut sont satisfaites, alors le probléme ne se pose pas. Ce cas correspond par exemple &
une référence de type sinusoidale. En effet, pour ce type de référence la sortie y tend, aprés le

régime transitoire, vers la référence y,.; avec une erreur de poursuite nulle.

Si par contre le signal de référence v, dépend d'un autre systéme, par exemple les formes
(2.15, 2.18, 2.23), ou bien ses dérivées yf«?f jusqu’a l'ordre n n’admettent pas une forme analy-
tique (disponibilité) ou encore ne sont pas continues ou bornées (cas d’une référence carrée),
alors on ne peut pas implémenter la loi de commande u obtenue par 'approche Backstepping.

Dans ce cas de figure et afin de satisfaire aux conditions de validité, on peut utiliser le filtre
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d’ordre n (2.75) pour générer approximativement la référence et ses dérivées jusqu’a l'ordre n.
Dans ce dernier cas, la loi de commande obtenue n’est qu'une approximation de la loi de com-
mande u obtenue par 'approche Backstepping. En plus, le filtre (2.75) introduit n parameétres

de réglages supplémentaires.

I est important de noter que pratiquement le filtre d’ordre n (2.75) constitue une partie
intégrante de 'approche Backstepping et il est généralement désigné par le nom préfiltre. L'uti-
lisation du filtre (2.75) pour générer approximativement la référence et ses dérivées constitue

un autre handicape de I'approche Backstepping [102]..

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les formes normales obtenues par transformation d’un
systeme SISO non linéaire affine en I'entrée par un difféomorphisme. Les différentes formes sont
les formes normales canoniques, Strict Normal Form et Strict Feedback Normal Form. Nous
avons aussi présenté la forme plus générale Strict Feedback Form qui englobe non seulement

les formes normales, mais une trés large catégorie de systémes.

Pour le cas des formes normales canoniques et Strict Normal Form, nous avons étudié les
conditions que les non linéarités du systéme et la référence doivent satisfaire pour que la loi de
commande soit valable. En particulier, nous avons montré de maniére claire que la référence

doit satisfaire les conditions trés contraignantes suivantes :

(i) La référence y,s doit étre continue, bornée et n fois dérivable.

(@)

(ii) Ses dérivées yrie 7> 0 =1,...,n doivent étre continues, bornées et disponibles analytique-

ment.
Nous avons aussi montré que l'utilisation d’un filtre d’ordre n permet de contourner les

conditions que la référence doit satisfaire. En effet, ce dernier filtre ne régle pas le probleme

mais ne fait que le contourner. Plus encore, ce filtre constitue en lui méme un probléme.
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D’autre part, nous avons présenté 'approche Backstepping et montré ses inconvénients pour
les cas des formes normales canoniques et Strict Normal Form. Plus exactement, les problémes

d’explosion de complexité, d’explosion de termes et le probléeme du préfiltre d’ordre n.
Dans le chapitre suivant, nous nous intéresserons aux inconvénients de ’approche Backs-

tepping pour la classe plus générale des systémes ayant la forme Strict Feedback Form et les

solutions proposées dans la littérature.
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Cette page est intentionnellement laissée blanche
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CHAPITRE 3

APPROCHES BACKSTEPPING, DYNAMIC SURFACE
CONTROL ET COMMAND FILTERED BACKSTEPPING

3.1 Introduction

Dans le précédent chapitre, nous avons étudié et analysé les conditions trés contraignantes
que la référence doit satisfaire pour que la loi de commande soit valide et ce pour les formes
normales canoniques et Strict Normal Form. Nous avons aussi constaté que les conditions sur
les non linéarités de ces derniéres formes ne sont pas contraignantes. D’autre part, nous avons
introduit I’approche Backstepping pour la conception de la loi de commande pour les formes
normales canoniques et Strict Normal Form. Cette conception nous a permit de relever plu-

sieurs inconvénients et limites de l'approche Backstepping.

Notre objectif dans le présent chapitre est, d’une part, de présenter les inconvénients et
limites de 'approche Backstepping dans le cas de la forme générale Strict Feedback Form et,
d’autre part, de présenter les deux approches les plus intéressantes, en l'occurrence Dynamic
Surface Control et Command Filtered Backstepping, qui ont essayé de remédier aux incon-
vénients de 'approche Backstepping. En effet, il est judicieux de noter qu’il existe d’autres
approches dans la littérature scientifique mais qui n’apportent pas un réel apport et dont les

démonstrations mathématiques ne sont pas trés rigoureuses.
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3.2 Approche Backstepping

Dans cette section, on s’intéresse a ’application de I'approche Backstepping a la classe des
systémes non linéaires ayant la forme Strict Feedback Form. Cette classe, présentée dans le

précédent chapitre, est la suivante :

¢=T(¢ z1)
T = gi(¢, w1, m) T + fi( (2, 2) i=1,...,n—1 (3.1)
:tn :gn(C7:E17"'7xn) u_l_.fn(Cvxla"')xn)
Yy=a1
ou € R, x; € Rpouri=1,...,n et u € RN est 'unique entrée du systéme.

Dans le précédent chapitre, nous avons vu que 'application de I'approche Backstepping aux
formes normales canoniques et Strict Normal Form est valide si et seulement si les conditions sur
le signal de référence et les fonctions scalaires non linéaires g, (x, ) et f,(x, () sont satisfaites. 11
est donc normal que I'application de 'approche Backstepping a la classe des systémes (3.1) exige
des conditions sur le signal de référence et sur les fonctions scalaires non linéaires ¢;((, 1, ..., x;)
et f;(C,xq,...,x;) dusous systéme x pour i = 1,...,n. Ces conditions sont édictées sous forme

d’hypothéses de travail comme suit [30, 64, 108, 161] :

Hypothése 3.1. Il existe une borne constante g; > 0 telle que la fonction scalaire non linéaire

9i(C,xy, ... x;) est telle que |g;(C,xq, ..., x;)| > g; pouri=1,... n.

Hypothése 3.2. Vi > 0 le signal de référence 11 doit étre continu et borné; ses dérivées @DY),
pour i = 1,...,n — 1, doivent étres continues, bornées et disponibles et que sa n'°™° dérivée

W™ soit bornée et disponible.

Hypothése 3.3. Les fonctions scalaires non linéaires ¢;(C, x1, ..., x;) et fi((,x1,...,2;), pour
it =1,...,n, doivent étres bornées et continuellement différentiable jusqu’a l'ordre n — i, i.e.
gi(Cowy, . xy), fi(Cay, .o ) € CU Pouri = 1,...,n et j = 1,...,n — 1 les dérivées
g§j)(C,x1, ...,y et fi(j)((’,xl, ..., ;) doivent étres continues, bornées et connues analytique-

ment.
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Il est clair que I'hypothése 3.1 est nécessaire pour assurer la controlabilité du sous sys-
téme x, alors que les hypothéses 3.2 et 3.3 sont nécessaires pour que les commandes virtuelles
a;,1=1,...,n—1, et la commande réelle u = «,, soient valides, voir discussion en Chapitre 2.
Les hypotheéses 3.1 et 3.3 donnent les conditions que les non linéarités du sous systéme x doivent
satisfaire. Autrement dit, si ces conditions ne sont pas satisfaites alors on ne peut pas appliquer

I’approche Backstepping.

Afin de respecter les conditions de 'hypothése 3.2, 'approche Backstepping utilise un preé-
filtre d’ordre n. Comme discuté en Chapitre 2, 'approche Backstepping utilise la référence
filtrée 1 et ses dérivées 1, i = 2,....n, et sa n™e dérivée v, générées par filtrage du vrai

signal de référence désiré, noté ici x14, avec le préfiltre d’ordre n suivant :

i = Yip 1=1,....,n—1
. n (3.2)
Uy = —a1 (Y1 — T1q) — Z a; V;

i—2

En effet, si le vrai signal de référence x14 est borné, alors la référence filtrée ¢/, est continue,

bornée et ou ses dérivées 1;, i = 2,...,n, et 1, sont disponibles, continues et bornées.

Pour le sous systéme z de la classe des systémes ayant la forme Strict Feedback Form (3.1),

I’approche Backstepping définit récursivement les commandes virtuelles o;, 2 =1,...,n—1, et

la commande réelle u = «,, comme suit :

1 .
ag = —[—fi — k1 21 + G|

911 (3.3)
ozzz—[—fz—k:zzz—gz_l Zi—1+di—1] i:2,...,n
9i
ol les paramétres k; > 0 pour ¢+ = 1,...,n, sont les gains de réglage et o1 2;, ¢ = 1,...,n, est

Ierreur de poursuite correspondante & I'étape ¢. En effet, ’approche Backstepping définit, &
chaque étape, I'erreur de poursuite z; comme étant la différence entre ’entrée virtuelle x; et la
commande virtuelle a;_; pour ¢ = 2,...,n alors que 'erreur de poursuite de trajectoire z; est
la différence entre la sortie y = x; du sous systéme z et la référence filtrée ;. Remarquer que
pour la convenance de notation, la référence filtrée 1, est notée «p, i.e. ¥y = ay. Ces erreurs
sont donc comme suit :

Zi = X — O izl,...,n (34)
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En utilisant la définition des commandes virtuelles a; et la commande réelle o, (3.3) et la
définition des erreurs z; (3.4), il est facile de montrer que les dérivées temporelles de ces erreurs

sont telles que :

21 = —kfl 21 +gl 22
Zi=—ki zi+ gi ziq1 — i1 Zica 1=2,...,n—1 (3.5)
2‘;71 = _kn Zn — gn-1 An-1

Comme expliqué en Chapitre 2, 'objectif de 'approche Backstepping est de faire tendre le
vecteur des erreurs z = [zq, .. ., zn]T globalement et exponentiellement vers zéro. Pour ce faire,

I’approche Backstepping définit récursivement les fonctions de Lyapounov V; suivantes :

2
1

1
=g
Vi=Via+ 3 i=2,...,n—1 (3.6)

1 2
Voo = Vie 5

Zn,

La fonction de Lyapounov pour le sous systéme z du systéme (3.1) notée Vy =V, est telle que :

f
L

‘/0:

=
I
I

1
Vitgm= Zz

(3.7)

<.
Il
—

~

‘/O:

DO | —

En utilisant (3.5), les dérivées temporelles des fonctions de Lyapounov individuelles (3.6)

sont comme suit :

V1=—l€1 2%-!—91 21 22
%:%_1—ki23+gizizi+1—gi—1 Zi i1 i=2,...,n—1 (3'8)

. . 9
Vn = anl - kn Zp — 9n—1 Zn "n—1

et en utilisant (3.8), la dérivée temporelle de la fonction de Lyapounov V; est telle que :

n—1 n
=D Vit == ki 2 (3.9)
=1 =1
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si 'on note ko le minimum des gains k; pour ¢ = 1,...,n, i.e. kg = min(k;), alors :
Vo= —min(k;) 27 2= — ko 27 2 (3.10)

et en utilisant (3.7), on a finalement :

Vo= —ko Vo (3.11)

L’équation (3.11) montre que 'approche Backstepping assure la convergence du vecteur
erreur z globalement et exponentiellement vers zéro. Elle montre aussi que les erreurs indivi-
duelles z; pour i = 1,...,n sont bornées, i.e. z; € L. En intégrant (3.11), on montre que ces
erreurs sont aussi telles que z; € Ly pour ¢ = 1,...,n. Plus encore, du fait que la référence
ag = P est bornée, hypothése 3.2, et que z; € Lo, on conclut que I'état x; est borné, i.e.
1 € L. La bornitude de 1'état x1, de la dérivée &y = 105, hypothése 3.2, et des fonctions
91(C,z1) et f1(C,x1), hypotheése 3.3, implique la bornitude de la commande virtuelle a, i.e.
a1 € L. En suivant le méme raisonnement, on montre que pouri = 1,...,nona z; € Lo [ Lo

et x;, a;,u € L. L’approche Backstepping est résumée par le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 (Approche Backstepping). Si le sous systéme x du systéme non linéaire (3.1)
satisfait auzr conditions des hypothéses 3.1, 3.2 et 3.3, alors la loi de commande u = «, telle
que donnée par (3.3) assure la convergence globale et exponentielle du vecteur erreur z wvers

zéro. Plus encore, pouri=1,....n on a z; € Loo [\ L2 et z;,a;,u € L.

L’approche Backstepping possede donc des caractéristiques tres intéressantes : convergence
globale et exponentielle vers zéro des erreurs de poursuite z;, bornitude de I’ensemble des com-
mandes virtuelles «;, de la commande réelle u = «,, et 'ensemble des états x; pouri=1,...,n
du sous systéme x du systéme (3.1). D’autre part, 'approche Backstepping posséde des incon-
vénients et limites. En effet et juste aprés 'apparition de cette approche, plusieurs auteurs ont

relevé ses limites et inconvénients.

Dans le Chapitre 2, nous avons discuté largement le premier inconvénient de ’approche

Backstepping lequel est intrinséque a '’hypothése de travail 3.2. Cette hypothése exige non
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seulement la continuité et la bornitude du signal de référence 1, mais exige aussi la conti-
nuité, la bornitude et la disponibilité (forme analytique) de toutes les dérivées @D%J ) du signal
de référence jusqu’a 'ordre n. Nous avons aussi vu que pour respecter les conditions de cette
hypothése, 'approche Backstepping utilise le préfiltre (3.2) d’ordre n, qui constitue une partie
intégrante de cette approche, pour générer et implémenter le signal de référence filtré ¢, et
ses dérivées @D%j ) pour 5 = 1,...,n. Nous avons aussi relevé que ce filtre en lui méme pose
un probléme. En effet et autant le systéme est large, ordre n important, le filtre introduit n
paramétres de réglage additionnels. D’autre part, ce filtre pose un sérieux probléme lors de

I'implémentation temps réel, filtre numérique, puisque la fréquence d’exécution est limitée.

Un deuxiéme inconvénient est intrinséque a ’hypothése de travail 3.3. En effet, cette hypo-

thése exige que les fonctions scalaires non linéaires ¢;(¢, z1,...,x;) et f;(¢,z1,...,x;) du sous
systéme x, pour ¢ = 1,...,n, soient continuellement différentiables jusqu’a 'ordre n — i et plus
encore que leurs dérivées gz-(j)(C, X1,y .., 2;) et fz-(j)((, T1,...,%;), pour j =1,...,n—1, alent des

formes analytiques. Les conditions de cette hypothése sont donc trés contraignantes. Les sys-
témes qui respectent les conditions introduites par cette hypothése ne sont pas trés nombreux
du point de vue théorique. Autrement dit, ’approche Backstepping n’est applicable que pour

une partie limitée de la classe des systémes ayant la forme Strict Feedback Form.

L’hypothése de travail 3.2 et surtout '’hypothése 3.3 sont donc trés contraignantes et li-
mitent I'étendue de la classe des systémes pour lesquels 'approche Backstepping peut étre
appliquée. Plus encore et pour les systémes qui satisfont aux conditions de I’hypothése 3.3 et
celles de 3.2 grace a I'introduction du préfiltre (3.2), un autre inconvénient majeur de ’approche
Backstepping apparait. Connu dans la littérature scientifique sous le nom probléme d’explosion
de complexité, ce dernier inconvénient est inhérent a la procédure récursive de ’approche Backs-
tepping et désigne le degré de complexité pour I'obtention de la loi de commande finale. En
effet, cette derniére loi u = a, telle que donnée par (3.3) dépend récursivement des erreurs
z; et z;_1, des fonctions scalaires non linéaires f;, ¢; et g;_1 et les dérivées des commandes
virtuelles ¢;_; pour i = n, ..., 1. Pour obtenir donc la loi de commande finale u il faut réaliser
successivement n fois le travail suivant. Dériver analytiquement la commande virtuelle a;_1,

i.e. &;_1, remplacer la dérivée &;_1, les erreurs z;, z;_1 et les fonctions scalaires non linéaires f;,
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g; et g;_1 pour obtenir la commande virtuelle o; pour ¢ = n, ..., 1. Il est important de noter
que la dérivation analytique de la commande virtuelle «;_; induit la dérivation analytique des
fonctions f;_1, ¢g;_1, gi_o et des erreurs z;_1 et z;_o. Réaliser toutes ces étapes est fastidieux,
ennuyeux, demande plusieurs pages de calcul et peut donner lieu a des erreurs en particulier
lorsque les non linéarités sont complexes. Pour un systéeme d’ordre n important, n > 3, la
complexité de réalisation de toutes ces étapes explose d’ou le nom probléeme d’explosion de

complexité.

En plus du probléme d’ezplosion de complexité, la loi de commande finale u contiendrait
un nombre trés important de termes. Pour un systéme d’ordre n grand, n > 3, et ayant
des non linéarités complexes, la loi de commande finale peut s’étendre sur plusieurs pages.
Ceci constitue un autre inconvénient de ’approche Backstepping et il est désigné par le nom
probléme d’explosion de termes. Il est important de noter que 'implémentation d'une loi de
commande ayant un nombre trés important de termes non linéaires et contenant des additions,

multiplications et devisions n’est pas évidente dans le cas d’une implémentation temps réel.

3.3 Solutions proposées dans la littérature scientifique

Résoudre les problémes inhérents ’approche Backstepping n’est pas une mince affaire. En
effet et jusqu’au temps présent, seulement quelques approches ont étés proposées afin de réduire
les inconvénients de I'approche Backstepping et en particulier le probléme principal qui est ce-
lui d’explosion de complexité. D’autre part, ces derniéres approches ne sont pas basées sur des
idées innovantes mais ne font que contourner ce probléme. Donc afin d’éviter I'implémentation
des dérivées analytiques successives des commandes virtuelles et donc de réduire le probléme
d’explosion de complexité les différentes approches utilisent soit la différentiation numérique ou

bien un ensemble de filtres pour réaliser 'approximation des différentes dérivées.

On peut classer ces approches en deux catégories, celles qui utilisent la différentiation nu-
mérique et celles qui utilisent des filtres. La différentiation numérique a été utilisée par Green
and Hedrick en 1990 dans l'approche Multiple Surface Sliding |38, 43, 124, 142|, par Seiler
and Alleyne en 2002 dans I’approche Dissipative Adaptive Control |2, 60, 107| et beaucoup
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plus récemment par Koivumiéki et al. en 2022 dans l'approche Subsystem-Based Control [61].
L’introduction d’un ensemble de filtres a été utilisée par Stotsky et al. en 1997 dans ’approche
Multiple Surface Sliding [43, 118, 124], par Yip et al. en 1996 dans I’approche Dynamic Surface
Control |79, 92, 121, 122, 147, 157] et par Farrell et al. en 2009 dans 'approche Command
Filtered Backstepping |17, 30, 39, 110, 151].

Les approches basées sur 'utilisation de la différentiation numérique n’ont pas re¢u un grand
intérét a cause du fait qu’elles supposent que la différentiation numérique n’introduit aucune
erreur. Cette supposition implique en effet un manque de rigueur dans l’analyse de conver-
gence. A la différence de ces derniéres, les approches basées sur I'introduction d’un ensemble de
filtres ont recu un trés grand intérét et en particulier les approches Dynamic Surface Control
et Command Filtered Backstepping. En effet, ’analyse de convergence dans ces deux approches
est trés rigoureuses. Pour ces raisons, on se limitera dans cette thése a la présentation de ces

deux derniéres approches.

D’autre part, il est nécessaire et important de noter que I'idée de I'utilisation d’un ensemble
de filtres dans les approches Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping n’est
pas a vrai dire trés originale. En effet, cette idée correspond simplement & la généralisation de
I'utilisation du préfiltre (3.2) dans 'approche Backstepping. On rappelle ici que le préfiltre, dans
I’approche Backstepping, est utilisé pour générer le signal de référence filtré et ses dérivées jus-
qu’a lordre n et par conséquent éviter de dériver analytiquement le vrai signal de référence.
Le préfiltre permettant donc 'obtention des approximations du vrai signal de référence et ses
dérivées. L’introduction des filtres, dans les approches Dynamic Surface Control et Command
Filtered Backstepping, sert aussi & générer des approximations des commandes virtuelles et

leurs dérivées.

L’objectif principal des approches Dynamic Surface Control et Command Filtered Backs-
tepping est donc d’éliminer la détermination analytique des dérivées des commandes virtuelles
et par conséquent de réduire le probléme d’explosion de complexité tout en recouvrant, aux

mieux possible, les performances de ’approche Backstepping.
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3.4 Approche Dynamic Surface Control

Comme précisé ci-haut, ’approche Dynamic Surface Control cherche a éliminer le probléme
d’explosion de complexité, di a la différentiation répétitive des commandes virtuelles dans
I’approche Backstepping, en utilisant la technique du mode glissant et un ensemble de filtres.
Les auteurs de 'approche Dynamic Surface Control s’intéresse a la classe des systémes ayant
la forme Strict Feedback Normal Form (2.18), présentés dans le précédent chapitre, et ou ils
consideére la fonction scalaire g,(z,() = 1 . Cette classe des systémes est donc représentée par

le systéme suivant :

T = i1 + fi(21, ..., 33, C) t=1.-.m=l (3.12)

Yy=1mo

Pour la classe des systémes (3.12), I'approche Dynamic Surface Control n’exige pas a la
référence et aux fonctions scalaires f;((,x1,...,2;) du sous systéme z, pour i = 1,...,n, de
respecter les hypotheéses trés contraignantes de 'approche Backstepping, hypothéses 3.2 et 3.3,

mais de respecter les hypotheses 3.4 et 3.5 beaucoup moins contraignantes suivantes :

Hypothése 3.4. V t > 0 le signal de référence i)y doit étre continu et borné et sa premiere

dérivée wil) doit étre continue, bornée et disponible.

Hypothése 3.5. Les fonctions non linéaires scalaires fi((,x1,...,x;), pour i = 1,....n,
doivent étres continues, bornées et différentiable une fois, i.e. fi(¢,x1,...,2;) € C'. Pour
. Y e N z 1 N A . z

1=1,...,n, la premiére dérivée fi( )(g, x1,...,x;) doit étre continue et bornée.

Remarquer que pour la classe des systémes considérés par l'approche Dynamic Surface
Control, les fonctions scalaires non linéaires g;(¢, z1,...,x;), pour i« = 1,...,n, sont telles que
9i(C,xy, ..., x;) =1 V¢ € RP et Vo € R™. De ce fait, il est claire que 'approche Dynamic Sur-
face Control ne traite les inconvénients de I'approche Backstepping que pour une sous classe

de la classe plus générale des systéme ayant la forme Strict Feedback Form.
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Afin de respecter les conditions de I’hypothése 3.4, 'approche Dynamic Surface Control
utilise intrinséquement un filtre du premier ordre. En effet, cette approche utilise la référence
filtrée 1, et sa premiére dérivée ¢ générées par filtrage du vrai signal de référence désiré 14

en utilisant le filtre suivant :

T1 "Lbl + ’1/11 = X114 wl(O) = .I‘ld(O) (313)

En effet, si le vrai signal de référence x4 est borné alors la référence filtrée 1, est continue,

bornée et ou sa dérivée premiére ¢ est disponible, continue et bornée.

D’autre part, afin de respecter les conditions de ’hypothése 3.5, 'approche Dynamic Surface
Control utilise intrinséquement un ensemble de filtres du premier ordre. En effet, cette approche
utilise les commandes virtuelles filtrées o ¢ et leurs dérivées premieres &y r générées par filtrage

des commandes virtuelles «;, pour ¢ = 2,...,n, en utilisant les filtres suivant :
Ti O.éi7f+ai7f:(li i:2,...7n (314)

Les constantes de temps des filtres 7;, pour ¢ = 1,...,n, doivent étres choisies suffisamment

petites.

L’approche Dynamic Surface Control définit pour i = 1,...,n les surfaces de glissement S;

comme étant les erreurs suivantes :
Sl':l'i—Oéi’f izl,...,n (315)

ot pour des raisons de notation le signal de référence filtré ¢, est noté «; s et le vrai signal de
référence x4 est noté aq, i.e. a1 f = Y1 et oy = w14. Autrement dit, le filtre (3.13) est réécrit
comme suit :

1 (jél,f + Q= O OéLf(O) = @1(0) (316)
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L’approche Dynamic Surface Control définit récursivement les commandes virtuelles «,
pour ¢ = 2,...,n, et la commande réelle u comme suit :
oz,;+1:—fi—k‘i5i+o'zi,f Z:]_,,n—l

(3.17)

Dérivons (3.15), par rapport au temps, et utilisons (3.12) pour obtenir les dynamiques

suivantes des surfaces de glissement .S; :

Si:xi+1+fi_di,f izl,...,n—l
A (3.18)
Sp=u+ fr — Oy i=n
remplagons «; ¢, pour i = 1,...,n, en utilisant (3.17) pour avoir :
Si:l’i+1—ki5’i—05¢+l 1=1,....,n—1
X (3.19)
S, = —k, S, i=n
et en utilisant les définitions des surfaces de glissement (3.15), on obtient :
Si=Si1 — ki Si+ s — i 1=1,...,n—1
) (3.20)
Sp = —ky, Sy 1=n
Remarquer ici que les termes a; y — o, pour ¢ = 2,...,n, sont les erreurs de filtrage in-

troduites par les filtres de premier ordre (3.14). Ces erreurs, correspondants a la différence
entre les commandes virtuelles filtrées «; 5 et les commandes virtuelles «;, sont notées y;. En
ajoutant ’erreur y; entre la référence filtrée o ¢ et la vraie référence o, introduite par le filtre

de premier ordre (3.16), on peut écrire :

Yi = Q4 f — ?::1,...,71 (321)
en utilisant donc les erreurs y; pour i = 2,...,n dans (3.20) on obtient :
Si = Sip1 + Yir1 — ki Si i=1...,n—1
: (3.22)
Sp = —k, Sy, i=mn
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D’autre part, en dérivant (3.21), part rapport au temps, les dynamiques des erreurs y; dues

aux filtres sont comme suit :
Ui = Oy p — ¢ 1=1,...,n (3.23)

et en utilisant les filtres (3.14) et (3.16) avec les définitions des erreurs y; (3.21) on obtient :

yi:_%_di 1=1,...,n (3.24)

Ti

Afin de prendre en considération les dynamiques des erreurs introduites par les différents
filtres de premier ordre et donc réaliser une analyse rigoureuse, ’approche Dynamic Surface
Control divise I'erreur standard z; (3.4) de 'approche Backstepping en ajoutant et soustrayant
la commande virtuelle filtrée «;  pour ¢ = 2,...,n ou bien la référence filtrée oy y pour ¢ = 1

comme suit :

Zi — Xy — Oy
Zi =Ty — Qyf + Q; r— Oy (325)

2 =S +yi 1=1,...,n

pour le sous systéme x du systéme (3.12) I'approche Dynamic Surface Control considére donc

la fonction de Lyapounov suivante :

n

V=g S8+ (3.26)

i=1

Remarque 3.1. A notre humble avis, le choix de cette derniére fonction de Lyapounov n’est
pas trés judicieux. En effet, la fonction de Lyapounov (3.26) ne considére qu’'une partie de
lerreur standard z; de l'approche Backstepping, i.e. z2 # S? + y? pour i = 1,...,n. Ce fait
constitue donc un manque de rigueur dans ’analyse de convergence pour ’approche Dynamic
Surface Control. A notre connaissance, ce manque de rigueur n’a jamais été relevé dans la

littérature scientifique.
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Dérivons la fonction de Lyapounov (3.26), par rapport au temps, pour avoir :
n n
i=1 i=1

utilisons (3.22) et (3.24), pour obtenir :

n—1
V= Z Si [—ki Si+ Sit1 + yis1] — kn S
= (3.28)

+ Zyz [—Tl Yi — @i]
i=1 !

en utilisant 'inégalité de Young et aprés arrangement on a :

) n 1 n—1
V<> k S§+5 > 287+ Sh + ]
=1 =1 (3.29)

n

= 1 2 Mz 2 € -2

Afin de démontrer que la dérivée (3.29) de la fonction de Lyapounov est définie négative,
les auteurs de ’approche Dynamic Surface Control démontrent tout d’abord qu’il existe une
fonction continue positive et bornée n; ayant une borne supérieure M; > 0, pour laquelle la

dérivée de la commande virtuelle «; est telle que :

En effet, les auteurs de cette approche démontrent que la fonction continue positive n; est
fonction, pour j = 1,...,14, des surfaces S}, des erreurs y;, des gains k; , des constantes de temps
7; mais aussi du signal de référence filtré o s, sa premiére dérivée &y s et sa deuxieme dérivée
dq, [122, 147]. L'existence de la borne supérieure M; > 0 est garantie par les réclamations

suivantes :

Réclamation 3.1. Pour toute constante positive donnée Ky > 0 [’ensemble Q) définit par

Q = {(Osz,O.sz,de) . (Iif + O‘é%’f —|— d%,f S Ko}

est compact dans R3.
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Réclamation 3.2. Pour toute constante positive donnée p > 0 l’ensemble A; définit par
A ={Si+vyi+...+5+y; <2p}

est compact dans R21.

en plus de I'existence de la borne M;, les auteurs de cette approche font les deux choix suivants :

—=14+—+48 t=1,...,n
T; 2¢
en utilisant donc (3.30) et (3.31), la dérivée de la fonction de Lyapounov devient :
. n 1 n—1
VS_Z(2+5> 51‘2+§ Z [2 87 + SEa +yin)
i=1 =1 (332)
En
o3 (3 s
et aprés arrangement on a :
V<- 5252“}1 252——52 Sz
(3.33)
LSy
en éliminant les termes strictement négatifs et en utilisant (3.26) on obtient :
V< 25V+Z2M2 (3.34)

De la Réclamation 3.2 on sait que pour V(S + 42+ ...+ 52 +y2) = p on a n; < M;, dans

ce cas la dérivée de la fonction de Lyapounov (3.34) est équivalente a :

Vﬁ—Qﬂp—l—% (3.35)

63



CHAPITRE 3. APPROCHES BACKSTEPPING, DYNAMIC SURFACE CONTROL ET
COMMAND FILTERED BACKSTEPPING

De cette derniére équation, il est évident que pour le choix § > Z—; la dérivée de la fonction
de Lyapounov est semi définie négative, i.e V < 0 sur la frontiere V = p. Par conséquent,
I'ensemble défini par V' < p est un ensemble invariant, plus précisément si V(¢ = 0) < p alors

V(t) < p pour t > 0.

Ce résultat montre que la convergence de I’approche Dynamic Surface Control est asympto-
tiquement semi-globale et ot les erreurs convergent "éventuellement" dans une boule de centre
zéro et de rayon %. Il est facile de montrer récursivement la bornitude des commandes vir-
tuelles a; et de la commande réelle u données par ’équation (3.17). En effet, du fait que la
fonction de Lyapounov est décroissante, alors les surfaces S;, i = 2,...,n, sont bornées et en
considérant les hypothéses 3.4 et 3.5, alors la commande virtuelle o; 1, pour i = 1,...,n — 1,
est bornée et par conséquent la commande réelle u est bornée. La bornitude des états x; découle

de la bornitude des commandes virtuelles filtrées «; s et des surface S;, pour ¢ =1, ..., n, voir

équation (3.15). L’approche Dynamic Surface Control est résumée par le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 (Dynamic Surface Control). Si le sous systéme non linéaire x du systéme
(3.12) respecte les hypothéses 3.4 et 3.5, alors pour tous p > 0 et € > 0 donnés, il existe des
gains de surface k; et des constantes de temps 7;, © = 1,...,n, pour lesquelles l’approche Dy-

namic Surface Control garantit :

o Si la référence désirée oy est bornée telle que pour tout Ko > 0 cette référence vérifie
af p+ a3 + a7 ; < Ko, alors Uétat du systéme est régulée a Uintérieur d’une boule de
centre zéro et de rayon R(p, Ky) et ce pour tout état initial compris dans une boule de

rayon p. La technique assure donc une stabilité asymptotique semi-globale.

o L’erreur de poursuite ou de régulation réside éventuellement dans une boule de rayon .

A la différence de 'approche Backstepping, qui est une méthode globale et dont la conver-
gence est exponentielle, I’approche Dynamic Surface Control comme le montre clairement le
Théoréme 3.2 est une méthode semi-globale et dont la convergence n’est que asymptotique.

D’autre part, 'approche Dynamic Surface Control décompose 'erreur standard z; = z; — o
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de I'approche Backstepping en la somme des deux erreurs S; = x; — oy et y; = a; 5 — o; en
introduisant la commande virtuelle filtrée «; f pour ¢ = 1,...,n. Cette approche réalise donc
I’analyse de la convergence des erreurs .S; et y; en démontrant leurs convergence asymptotique et
semi-globale. Plus exactement, I'approche Dynamic Surface Control démontre que z; converge
vers «; ¢, dans une boule de rayon non nécessairement nulle, et que o; ; converge vers «;, dans
une boule de rayon non nécessairement nulle. Par conséquence, x; converge vers «; dans une
boule de rayon non nécessairement nulle. De ce fait, 'approche Dynamic Surface Control ne
constitue qu’'une approximation de 'approche Backstepping. En effet, ’approximation est d’au-
tant meilleur que les gains de réglage k; sont choisis de grandes valeurs et que les constantes
de temps des filtres 7; sont choisies de trés faibles valeurs pour ¢ = 1,...,n. Les constantes
de temps 7; des différents filtres ne peuvent pas étres prises arbitrairement trés petites dans le
cas d’une implémentation temps réel [122]. De ce fait, les erreurs de poursuite convergent dans
des boules dont les rayons restent grands et donc l'approche Dynamic Surface Control ne peut
pas recouvrir les performances de ’approche Backstepping. Une analyse compléte basée sur la
théorie des perturbations singuliéres de 'approche Dynamic Surface Control réalisée par Pan

and Yu en 2015 peut étre consultée pour plus d’informations [92].

3.5 Approche Command Filtered Backstepping

L’approche Command Filtered Backstepping est apparue sous sa forme finale treize ans
aprés l'apparition de 1'approche Dynamic Surface Control, plus exactement en 2009 [30]. En
effet, 'approche Command Filtered Backstepping a été introduite et utilisée par Farrell et al.
dés 2003 mais sans preuve formelle et ce pour le contrdle de vol des avions [27, 28, 29, 117].
En plus des objectifs d’élimination du probléme d’explosion de complexité et de réduction des
exigences trés contraignantes des hypothéses de travail de I’approche Backstepping, 'approche
Command Filtered Backstepping cherche & éliminer les défauts de 'approche Dynamic Surface
Control. A la différence de cette derniére, 'approche Command Filtered Backstepping est basée
sur la théorie des perturbations singuliéres et implémente un ensemble de filtres du deuxiéme
ordre afin d’éviter la dérivation analytique des commandes virtuelles, i.e. des fonctions non
linéaires scalaires g; et f;, pour i = 1,...,n, du sous systéme x du systéme (3.1) ayant la forme

Strict Feedback Form.
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L’approche Command Filtered Backstepping n’impose pas les hypotheéses de travail 3.2 et
3.3 de 'approche Backstepping qui sont trés contraignantes, mais impose d’autres hypothéses
moins exigeantes. En effet, en plus de 'hypothése 3.1 qui est toujours nécessaire, controlabilité
du sous systéme x du systéme (3.1), 'approche Command Filtered Backstepping impose les

hypotheses de travail moins contraignantes suivantes :

Hypothése 3.6. V ¢t > 0 le signal de référence i/, doit étre continu et borné et sa premiere

dérivée w%l) doit étre continue, bornée et disponible.

Hypothése 3.7. Les fonctions non linéaires scalaires g;(C,x1,...,x;) et fi(C,xq,...,x;) du
sous systeme x, pour i = 1,...,n, doiwent étres continues, bornées et différentiable une fois,
i.e. gi, fi € C*. Pouri = 1,...,n, les premiéres dérivées g}l’(g, T1,...,x;) et fi(l)(g, L1y, X5)
doivent étres continues et bornées. De plus, pouri =1, ... ,n la fonction scalaire f;(C, z1, ..., x;)

doit étre localement Lipschitzienne.

De méme que pour 'approche Dynamic Surface Control, 'approche Command Filtered
Backstepping utilise intrinsequement un filtre de premier ordre afin de générer la référence fil-
trée 1, et sa premiére dérivée 1&1 par filtrage du vrai signal de référence désiré x4 en utilisant

le filtre (3.13).

Mis a part la ressemblance correspondante a l'introduction d’un filtre, & chaque étape i, et
la génération de la référence filtrée ¢, et sa premiére dérivée wﬁ” ; les deux approches Dyna-
mic Surface Control et Command Filtered Backstepping présentent des analyses complétement
différentes. A la différence de 'approche Dynamic Surface Control, I'analyse de convergence
de approche Command Filtered Backstepping se présente selon deux théorémes. Le premier
constitue la partie essentielle dans l'analyse de I'approche, alors que le deuxiéme n’est qu'un

complément du premier théoréme, i.e. sans importance pour le simple utilisateur de I'approche.

Dans le premier théoréme, 'approche Command Filtered Backstepping réalise ’analyse de
convergence de l'erreur z; définie comme étant la différence entre I'état du systéme z; et la
commande virtuelle filtrée «; ¢, ie. T, = x; — a; ¢y pour @ = 1,...,n, oll ;5 est obtenue par

filtrage de la commande virtuelle «;_; en utilisant un filtre de deuxiéme ordre. Le premier
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théoréme ne traitant pas les erreurs introduites par les différends filtres de deuxiéme ordre; il
est alors complété par un deuxiéme théoréeme. Dans ce dernier, I’approche Command Filtered
Backstepping réalise 'analyse de ’approximation entre les deux approches Command Filtered
Backstepping et Backstepping. En utilisant le Théoréme de Tikhonov , voir Théoréme 11.2 dans
[58], 'approximation entre les deux approches est réalisée en comparant d’une part 'erreur
de poursuite x; de 'approche Command Filtered Backstepping et 'erreur de poursuite z; de
I'approche Backstepping, et d’autre part en comparant la commande virtuelle filtrée a; ¢ et sa

dérivée «; ¢ avec la commande virtuelle o;_; et sa dérivée &;_; respectivement.

3.5.1 Analyse principale

Comme expliqué ci-haut, 'objectif de 'approche Command Filtered Backstepping dans sa

partie principale est de réaliser I’analyse de convergence des erreurs ; définies comme suit :

ou 'état initial est tel que

%;(0) = 2;(0) — a; £(0) (3.37)

et ou pour des raisons de simplicité de notation le signal de référence filtré v); et sa premiére
dérivée sont notés aq ¢ et & 5 respectivement, i.e. ay p = ¢y et ay y = ¢1. On rappelle que ces
deux signaux sont obtenus par filtrage du vrai signal de référence x4, noté dans cette approche

vy, en utilisant le filtre de premier ordre ayant la constante de temps 7 > 0 suivant :
T b+ = 21 Y1(0) = 14(0) (3.38)
ou de maniére équivalente
T Gy p+ 0 = a1,7(0) = a(0) (3.39)

Pour i = 2,...,n, les commandes virtuelles filtrées «; s et leurs dérivées premiéres sont

obtenus par filtrage des commandes virtuelles «;_; en utilisant les filtres de deuxiéme ordre
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suivants :

¢z’,1 = Wnp 1/11',2

. (3.40)
%,2 =—20 w, 1/11',2 — Wp (%’,1 - 041'71) t=2,...,n

dans ce cas la commande virtuelle filtrée a; ¢ correspond a v; ; et sa premiére dérivée a wy, ¥; o,
le. aj =11 et &y = wy, o pour i =2,...,n. Les filtres (3.40) sont dénommeés dans cette
approche par le nom filtre de commande et c’est pour cette raison que ’approche est désignée

par le nom Command Filtered Backstepping, i.e. Backstepping a Commandes Filtrées.

Dans l'approche Command Filtered Backstepping, les commandes virtuelles «;, pour

i = 1, ..., n—1, et la commande réelle u = «,, sont définies comme suit :

1 N )
a;=— (—ky &1 + Qyf — f1)

9 (3.41)
a; = — (—ki T+ &up— fi — gio1 vie1) t=2,...,n
9i
ou les gains k; > 0,7 =1,...,n, sont les gains de réglage.

Les filtres de commande (3.40) possédent des gains unitaires, une fréquence naturelle w,, et
un coefficient d’amortissement § €]0, 1] alors que ’état initial, pour ¢ = 2,...,n, doit étre tel

que :

w@l(O) = ai,1<$€1 (0), e ,S(Zi(O), Oéi,f(O), Uifl(O))
Yi2(0) =0

Il est important de noter que 'utilisateur doit choisir la fréquence naturelle w,, des filtres de
commande (3.40) suffisamment grande de telle maniére a ce que la commande virtuelle filtrée
a; ¢ et sa dérivée ¢y suivent de maniére "précise" la commande virtuelle o;_; et sa dérivée

(;_1 respectivement.

Comme précisé ci-haut, U'effet des erreurs a; f — a;—1 et &; y — &1 dues aux filtres (3.40),
pour i = 2,...,n, constituent une question crucial dans l’analyse de I'approche Command

Filtered Backstepping. En effet et afin de prendre en considération 'effet de ces derniéres erreurs,
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I’'approche Command Filtered Backstepping introduit un nouveau signal considéré comme la

partie non achevée de la commande virtuelle a;; pour @ = 1,...,n — 1. Ce nouveau signal, noté

&i, est obtenu par filtrage de l'erreur o; f — a;—1, pour ¢ = 2,...,n, comme suit :
1=1,...,n—1 (3.42)

ou l'état initial est choisi tel que Vi &;(0) =0 et ou &, = 0.

Le signal &; permet donc de prendre en considération la partie non achevée de la commande
virtuelle o; par I'introduction du signal d’erreur v;, pour ¢ = 1,...,n — 1, dans les définitions
des commandes virtuelles a; et de la commande réelle u = a,,, voir équations (3.41). Le signal
v; est désigné par le nom erreur de poursuite compensée et il est défini comme suit :
Dérivons z; pour ¢ = 1,...,n, par rapport au temps, et utilisons les équations du sous systéme
x du systéme (3.1) pour avoir les dynamiques suivantes :
:i‘l:glxlﬂ—i—fl—al’f Z:L ,n—l
' (3.44)
Ty, = On u"—fn_dn,f
ajoutons et soustrayons g; o; et g; a1 5, pourt = 1,...,n—1, pour obtenir aprés arrangement :
1=1,...,n—1
(3.45)

Ti=gi i+ fi — dig+ gi (Qipry — ) + gi (Tig1 — Qi)

remplagons les commandes virtuelles a; et la commande réelle u = «,,, équation (3.41), et

utilisons la définition des erreurs ¥;, équation (3.36), pour trouver :

T = —ky & + g1 (aof —aq) + g1 T2
Ti=—ki ¥ — gi1 Vi1 + gi (g1 f — 04) + i Tipa 1=2,....,n—1 (3.46)
:%n - _kn ‘%n — Jn—1 Un—1
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D’autre part, en dérivant v;, par rapport au temps, et en utilisant (3.42), (3.43) et (3.46)

on obtient les dynamiques des erreurs de poursuite compensées suivantes :

@1 = —k'l V1 +g1 V2
0y = —k;j v; — gim1 Vi1 + i Viga 1=2,...,n—1 (3.47)
i)n = _kn Un — Gn—1 Un—1

Dans cette étape, I'objectif de 'approche Command Filtered Backstepping est d’analyser la
convergence du vecteur erreurs de poursuite compensées, i.e. le vecteur v = [vy, ..., v,|T. Pour

ce faire, cette approche considére la fonction de Lyapounov suivante :
vl =L (3.49)
2 = b2 '

En dérivant, par rapport au temps, cette fonction de Lyapounov et en utilisant (3.47) on

obtient :

n

=1

n—1
3.49
=— ki vi+ 9101 v2+ Z [_ki v} = gio1 Vi Vi1 + Gi U; Ui+1} ( )

i=2

- kn 1)721 — 9n—-1 Un Up—1

ou bien, de maniére équivalente
V== kv (3.50)
i=1

si en plus on prend k = min;(k;), alors la dérivée de la fonction de Lyapounov (3.48) est telle

que :

V=—k|v=-2kV (3.51)

Cette derniére équation montre que le vecteur des erreurs de poursuite compensées v
converge globalement et exponentiellement vers zéro. En particulier, l'erreur z,, converge glo-
balement et exponentiellement vers zéro puisque z,, = v,. De la convergence de la fonction de

Lyapounov V' et de (3.48) il est évident que v € L. Plus encore, en intégrant (3.51) il est clair
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que v € Lo. 'approche Command Filtered Backstepping résume 'analyse de cette étape par le

premier théoréme suivant :

Théoréme 3.3 (Command Filtered Backstepping). Si le sous systéme non linéaire x du sys-
teme (3.1) vérifie les hypothéses 3.1, 3.6 et 3.7, alors la loi de commande u = o, donnée par
(3.41), assure la convergence globale et exponentielle des erreurs de poursuite compensées v;,
pouri=1,...,n, et de lerreur &, vers zéro. Plus encore, pour i =1,...,n on a v; € Lo () L2

et en particulier T,, € Loo () L.

3.5.2 Analyse complémentaire

Le Théoréme 3.3 établit que les erreurs de poursuite compensées v; de 'approche Com-
mand Filtered Backstepping possédent les mémes propriétés que les erreurs de poursuites z; de
I’approche Contréleur Backstepping, voir Théoréme 3.1. Le Théoréme 3.3 ne traitant pas les
propriétés des signaux z; et &, pour i = 1,...,n — 1, il est alors complété par un deuxiéme
théoréme. L’objectif de ce dernier est de démontrer que 'approche Command Filtered Backs-
tepping tend de plus en plus vers I'approche Backstepping, i.e. I'approximation est meilleure,
lorsque 'on choisit la pulsation propre w, des filtres de commande de plus en plus grande. Ce

deuxiéme théoréme utilise la définition suivante de I'approximation entre deux signaux :

Définition 3.1. y(t,¢) = O(e) s'il existe deux constantes k et ¢ telle que

ly(t,e)| < ke, V|| <c et V>0

1

wn?

ol ¢ est défini comme ¢ = i.e. pour w, de plus en plus grand ¢ est de plus en plus petit et

donc I'approximation est meilleure.

La preuve du deuxiéme théoréme, de I'approche Command Filtered Backstepping, est basée
sur la théorie des perturbations singulieres. Cette preuve utilise 'ensemble compact Dy X Dy,
ot D C R* ' et Dy C R*™* sont des ensembles compacts qui contiennent l'origine.
D’autre part, les vecteurs & et 1& sont définis comme & = [Z1,..., Ty, &1, .- ,£n_1]T € R

~

et v = [o71,20,... ,¢n71,¢n72]T € R* 2. On rappelle ici que ;1 et 1; 5 sont définis par
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Vi1 = et w, Y9 = d;y pour i = 2,...,n. Les équations différentielles des vecteurs Z et

1 sont comme suit :

(3.52)

Les états initiaux, indépendants de e, sont tels que #(0) = [#1(0),...,%,(0),0,...,0]" et
$(0) = 0 et on les champs de vecteurs f et § sont définis en concordance avec (3.40), (3.42) et

(3.46).

Le champs de vecteur f, en concordance avec (3.42) et (3.46), et en utilisant (3.43) corres-

pond a :

f1 =—ki 1+ g1 (Y21 — )+ g1 T
fi = —k; Tj — gi1 (@'—1 - fi—l) + i (¢i+1,1 - Oéi) + 9i Tipa 1=2,...,n—1

fn = _kn Tp — 9n—-1 Un—1

fz‘+n=—]€z‘fi+gz‘ (Vig10 —05) + 95 & t=1,....,n—1

De (3.53), on note que le champs de vecteur f est indépendant de €. De ce fait, de I’hy-
pothése de travail 3.7 et quelque soit ’ensemble compact D; x D 3 le champ de vecteur f et
ses dérivées partielles, par rapport a z, 7,& et e, sont continus et bornés et de plus 0 f /Ot est

Lipschitz en £ uniformément en t¢.

D’autre part, le champs de vecteur g n’est qu’'une concaténation des filtres de commande

(3.40) pour ¢ = 2,...,n. Autrement dit, le champs de vecteur § est comme suit :
G2i—1 = Yi2
(3.54)
G2i = =2 C i — (Yig — 1) 1=2,...,n

Des équations (3.54), on note que le champs de vecteur § est indépendant de e. De ce fait,
des les Hypotheses de travail 3.7 et 3.1 et quelque soit I'ensemble compact Dj x Dy, le champ de

vecteur ¢ et ses premiéres dérivées partielles, par rapport a z, ¢ et €, sont continus et bornés;
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0¢/0t est continue et bornée ; de plus, les dérivées partielles premiéres de 9g(t, z, 0, 0)/ O par

rapport a ses arguments sont bornées.

Pour ¢ = 0, I"'unique solution de I’équation (3.52) est définie par ¢;; = a;_1 et 1;2 = 0 o
bien, en utilisant la notation vectorielle, cette solution est notée zﬂ = ﬁ(t, Z)oupouri=2,...,n
on a :

hoi—1(t, &) = a;—q

. (3.55)
hgz(t,i‘)zo z':2,...,n

En considérant les hypothéses de travail 3.7 et 3.1, sur tout compact D; la fonction B(t, )

posséde des dérivées partielles bornées par rapport a ses arguments.

Considérons maintenant que 'erreur z, de I'approche Controleur Backstepping, est la solu-

tion du probléme d’ordre réduit suivant avec 'état initial #(0) = [£1(0), ..., %,(0),0,...,0]" :

¢ = f(t, 2 h(t,2),0) (3.56)
Pour cet état initial et du fait que ¢;; = a;_1, la solution du probléme d’ordre réduit montre
que Vt >0 et pouri = n+1,...,2n — 1 on a que z;(t) = 0. Ceci est facile & démontrer en

considérant la fonction de Lyapounov V; = % €T ¢ et en rappelant que &, = 0. En considérant
les faits relevés auparavant, la solution pour les états z;(t), pour ¢ = 1,...,n et pour le méme
état initial, est tout simplement la solution du probléme standard de I’approche Backstepping,
présenté en Section 3.2, lequel est exponentiellement stable. Ceci est aussi facile & démontrer en

considérant la fonction de Lyapounov V; = 1 27 4. Par conséquence, pour le probléme d’ordre

1
2
réduit, les états z;(t), pour i = 1,...,n, convergent exponentiellement vers zéro. Donc du fait
que z;(t) convergent exponentiellement vers zéro, pour i = 1,...,n, et que z;(t) =0V ¢ >0
pour ¢ = n + 1,...,2n — 1; alors 'origine est un point d’équilibre exponentiellement stable

pour le probléme d’ordre réduit (3.56).

En définissant l'erreur § = ¢ — iL(t,aﬁ), alors pour (t,#) fixés et 7 = L le modeéle sur la
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frontiere & = §(t, 2,9 + h(t, 7)) est tel que
YAy (3.57)

ou A est une matrice bloc diagonale avec n — 1 blocs; chaque bloc est tel que :

0 1
J; = (3.58)
~1 =2¢

Dans ce cas, on voit que le modéle sur la frontiére est indépendant de Z et que la matrice A est
Hurwitz. De ce fait, l'origine est un point d’équilibre exponentiellement stable pour le modéle

sur la frontiére.

Dans tout compact D; x Dy, toutes les conditions du Théoréme 11.2 dans [58] sont

~

respectées. Dans ce cas, si l'on dénote les solutions de (3.52) comme Z(t, €), (¢, €) et la solution

de (3.56)comme z(t), alors on a le résultat suivant :

z(t,e) — z(t) = O(e)

) ) (3.59)
U(t,e) — h(t, 2(t)) = O(¢)

L’approche Command Filtered Backstepping résume 'analyse de cette étape par le deuxiéme

théoréme suivant :

Théoréme 3.4 (Command Filtered Backstepping). Si le sous systéme non linéaire x du sys-
teme (2.24) respecte les Hypotheses 3.1, 3.6 et 3.7, alors la loi de commande uw = «,, donnée

par (8.41), assure les propriétés suivantes :

Z(t,e) — 2(t) = O(e)
I/A)i,l(ta 8) — (—1,Backstepping — O(5>
@1,2(157 8) - d’i*l,Backstepping = O(5> 1= 2, o, n
L’approche Command Filtered Backstepping est implémentée selon le diagramme bloc donné

par la figure 3-1. Cette figure montre la complexité de I'implémentation de cette approche. En
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effet, en plus des n filtre de commande, dans la figure n = 3, il faut ajouter les n — 1 filtres
permettant de générer les signaux &; pouri = 1,...,n—1. On peux donc conclure que ’approche
Command Filtered Backstepping bien qu’elle réduit les contraintes des hypothéses de travail
de I'approche Backstepping et le probléme d’explosion de complexité, elle crée un probléme
d’explosion de signaux et de filtres, i.e. 2n — 2 signaux et 2n — 1 filtres. En plus, 'approche
Command Filtered Backstepping exige que la pulsation propre w, des filtres de commande
soit grande afin que 'approximation, par rapport a 'approche Backstepping, soit suffisamment
bonne. De ce fait, réaliser cette approche pratiquement, implémentation temps réel, n’est pas

évidente en particulier lorsque le degré du systéme est important.

L ; “ H
X1d —|CF 1'f_ ] o4 »|CF| Z’f_= %) —l—’
+ "'l + *+

A J
@]
M
Q
w
\H
1
+
g
)
Q |gunn
w
‘c

(_: )—>V1 I— ? ®—> V2 —t? @—» V3
+ - -
1] - T 1
g2 4—@: <] g3
R S TR 2370

FIGURE 3-1 — Bloc diagramme de I'approche Command Filtered Backstepping pour n = 3 ou
CF représente le filtre de commande (3.40).

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté l'approche Backstepping générale permettant la dé-
termination de la loi de commande pour les systémes ayant la forme Strict Feedback Form.
Nous avons aussi vu que les hypothéses de travail de cette approche sont trés contraignantes
ce qui limite I'étendue de la classe des systémes Strict Feedback Systéms pour lesquels I'ap-
proche Backstepping peut étre appliquée. D’autre part, pour les systémes qui respectent les
hypothéses de travail de I'approche Backstepping, nous avons vu que cette approche posséde

plusieurs inconvénients et dont le plus majeur est le probléme d’exzplosion de complexité.

D’autre part, nous avons présenté les deux plus importantes approches, en 'occurrence
Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping, qui ont été proposées dans la

littérature afin de contrecarrer les inconvénients de ’approche Backstepping. En effet, ces deux
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derniéres approches exigent des hypothéses de travail beaucoup moins contraignantes que celles
de 'approche Backstepping tout en réduisant le probléme d’explosion de complexité grace a

I'introduction d’un ensemble de filtres.

Bien qu’elles apportent des solutions aux inconvénients de 1’approche Backstepping, nous
avons relevé que les approches Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping

elles mémes montrent les limites et inconvénients suivants :

- Les hypothéses de travail des deux approches restent assez contraignantes.

- L’approche Dynamic Surface Control est une approche semi-globale.

- Lapproche Dynamic Surface Control introduit n filtres de premier ordre et 2 n signaux
supplémentaires o; r et ¢ pour ¢ =1,...,n.

- L’approche Command Filtered Backstepping introduit n — 1 filtres de deuxiéme ordre, n
filtres de premier ordre et 4 n — 1 signaux supplémentaires o ¢, ¢ r, v; pouri =1,...,n

et & pouri=1,...,n—1.

Plus encore, les approches Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping
ne sont que des approximations de ’approche Backstepping et ne peuvent donc pas avoir de
meilleurs résultats que 'approche Backstepping. L’approximation est d’autant meilleure que
les constantes de temps des filtres dans 'approche Dynamic Surface Control sont trés petites
ou bien la pulsation propre des filtres dans I'approche Command Filtered Backstepping est trés

grande. Ce fait rend difficile 'implémentation temps réel de ces deux approches.

Un autre fait que 'on a relevé et que les trois approches Backstepping, Dynamic Surface
Control et Command Filtered Backstepping n’utilisent pas la vrai référence, mais utilisent la ré-
férence filtrée. En effet, I'approche Backstepping utilise la référence filtrée et ses dérivées jusqu’a
I’ordre n, alors que les approches Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping

utilisent la référence filtrée et sa premiére dérivée.

Dans le chapitre suivant, on présentera notre nouvelle approche désignée par le nom Com-

mande a Gain Récursif. On montrera que notre approche non seulement présente une solution
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radicale aux inconvénients de ’approche Backstepping mais qu’elle I’a dépasse. Plus encore,
verra que notre approche ne présente aucuns des inconvénients relevés ci-haut dans les cas des

approches Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping.
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Cette page est intentionnellement laissée blanche
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CHAPITRE 4

APPROCHE COMMANDE A GAIN RECURSIF

4.1 Introduction

Dans le précédent chapitre, nous avons présenté et discuté les avantages et inconvénients de
I’approche Backstepping. Nous avons aussi présenté et discuté les avantages et inconvénients
des approches Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping, lesquelles ont été

congues afin de traiter les inconvénients et limites de 'approche Backstepping.

Dans ce chapitre, notre objectif est de présenter et d’analyser notre nouvelle approche que
nous avons congue et développée afin de traiter les limites et inconvénients des approches
Backstepping, Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping. Nous avons dési-
gné cette nouvelle approche par le nom Commande a Gain Récursif. A la différence des deux
derniéres approches, 'approche Commande a Gain Récursif n’est ni une approximation de
I’approche Backstepping ni elle est basée sur I'introduction d’un ensemble de filtres. En effet,
I’approche Commande a Gain Récursif est basée, d'une part, sur I'introduction d’un ensemble
de signaux désignés par le nom signaux fictifs et, d’autre part, sur une nouvelle maniére de
construction des fonctions de Lyapounov. D’autre part, nous réaliserons ’étude de robustesse
de I'approche Commande a Gain Récursif pour la classe des systémes Strict Feedback Systems

incertains.
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4.2 Approche Commande & Gain Récursif

A la différence des autres approches qui sont basées sur I'introduction d’'un ensemble de
filtres, I'approche Commande a Gain Récursif que I'on propose dans cette thése est basée sur
I'introduction d’une nouvelle notion que 'on a désignée par le nom signal fictif [102]. En effet
et afin de construire les fonctions de Lyapounov nécessaires a I'analyse de convergence de notre
approche on introduit & chaque étape un signal fictif. Ces signaux sont dits fictifs car ils ne
sont pas implémentés dans la loi de commande, mais ils sont seulement nécessaires pour ’ana-
lyse de convergence de la Commande a Gain Récursif. En plus de la nouvelle notion de signal
fictif, notre approche utilise aussi la notion de taux de variation maximal d’une fonction tel
que définie dans la section 2.4.1.2. Pour les besoins de ’analyse on rappelle donc cette derniére

notion et on donne la définition d'un signal fictif.

Définition 4.1 (Taux de variation maximal). S’il existe une constante finie ¢ > 0, non néces-
sairement connue, telle que la dérivée temporelle d’un signal h(t) vérifie la condition

h(t)| <ec ¥t>0

alors la constante c est le taux de variation maximal du signal h(?).

Définition 4.2 (Signal fictif). On définit le signal fictif ¢ comme étant le signal décrit par

I’équation différentielle du premier ordre suivante :
d+kod=AEk,..) (4.1)

ou la constante réelle & > 0 est un paramétre de réglage. L’équation différentielle (4.1) dé-
finissant le signal fictif ¢ posséde deux termes. Le premier terme ¢ + k ¢, correspondant a
I’équation différentielle sans second membre, constitue la définition de base du signal fictif ¢ et
reste donc inchangé, alors que le second terme A(k, ...), dépendant de la constante de réglage
k et d’autres signaux, peut correspondre a différentes formes. Ce deuxiéme terme est défini par

I'utilisateur selon les besoins de ’analyse.
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Le signal fictif ¢ est utilisé pour décomposer une erreur e en les deux erreurs e; et e;. Dans
ce cas et au lieu d’analyser directement la convergence de l'erreur e, on réalise successivement
I’analyse de convergence des erreurs ey et e; et on conclue sur la convergence de l'erreur e. Le
signal fictif ¢ n’est utilisé que pour 'analyse de convergence et plus exactement il n’apparait
pas dans la loi de commande recherchée. Autrement dit, le signal fictif ¢ n’existe pas réelle-
ment et ce dans le sens que : il n’y a aucune raison de le générer méme s’il est décrit par une
équation différentielle permettant de le générer. C’est pour cette raison que 'on a désigné le

signal ¢ par le nom signal fictif.

L’approche Commande a Gain Récursif que 'on expose ici est basée sur la décomposition
de l'erreur standard z;, pour ¢« = 1,...,n, de 'approche Backstepping en deux autres erreurs
grace a l'introduction a chaque étape i« d'un signal fictif ¢;. Dans ce cas 'analyse de conver-
gence de l'erreur z; sera réalisée en trois étapes et ot un théoréme sera énoncé pour résumer

I’analyse de chacune des trois étapes.

Pour le méme objectif de poursuite de trajectoire y — ¥yef, Ol Yrer €st une référence variable,
I’approche Commande a Gain Récursif cherche donc a traiter les limites et inconvénients de
I’approche Backstepping et ce pour la commande des systémes non linéaires appartenant a la

classe Strict Feedback Systems que 'on rappelle ici :

¢ =T(¢ z1)
ii:gi(Caxlw"aiL‘i) xi+1+fi(§7x17"'7wi) i = 1,...,71—1
(4.2)
T = gn(( 21,y xn) u+ fo(Cx, .o xy)
Y=
ou eRP, x; e Rpouri=1,...,netué& RN est 'unique entrée du systéme. Comme expliquer

dans les précédents chapitres, la loi de commande u sera congue pour le sous systéme x du

systéme (4.2).

Comme pour les autres approches présentées dans cette thése, I’approche commande a Gain
Récursif formule des hypotheses de travail qui résument les conditions que le vrai signal de

référence noté x4 et les fonctions scalaires non linéaires ¢;(¢, x1,...,x;) et fi((,z1, ..., 2;),
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t = 1,...,n, doivent satisfaire pour que l'approche soit applicable & la classe des systémes

(4.2). Ces hypothéses sont édictées comme suit :

Hypothése 4.1. Il existe une borne constante g; > 0, non nécessairement connue, pour laquelle
la fonction non linéaire scalaire g;(C,x1,...,x;) est telle que 0 < |g;(C, xq,...,x;)| < g; pour

1=1,...,n.

Hypothése 4.2. Vt > 0 le signal de référence x4 doit étre continu, borné et ayant une dérivée

premiére bornée telle que |14] < ¢1. La constante ¢; > 0 peut étre inconnue.

Hypothése 4.3. Les fonctions non linéaires scalaires ¢;(C,x1,...,x;) et fi(C,x1,...,x;) pour
t=1,...,n doiwent étres continues, bornées et ayant des dérivées premieres bornées.
Hypothése 4.4. Pour i = 2,...,n, il existe des bornes constantes et inconnues c¢; > 0 telles

que les dérivées premiéres des commandes virtuelles sont bornées, c’est a dire |¢&;] < ¢;.

Afin de montrer que 'approche Commande a Gain Récursif est applicable & une classe des
systémes Strict Feedback Systems plus étendue comparativement aux approches Backstepping,
Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping on présente une comparaison des

hypotheéses de travail de ces différentes approches.

L’hypothése 4.1 de I'approche Commande a Gain Récursif est équivalente aux hypothéses
des autres approches. En effet, la condition ¢;(, z1,...,2;) #0,7=1,...,n, est une condition
standard qui permet d’assurer la controlabilité du systéme (4.2). Pour 'approche Commande
a Gain Récursif, il est important de noter que la constante g; > 0, ¢ = 1,...,n, est seulement

nécessaire pour ’analyse de convergence et donc peut étre inconnue.

L’hypothése 4.2 de I'approche Commande a Gain Récursif exige la continuité et la bor-
nitude du vrai signal de référence x14. L’hypothése 4.2 n’exige pas la disponibilité, soit sous
forme analytique ot bien par filtrage, ni la continuité de la dérivée premiére 214 de la référence
r14 mais elle exige seulement sa bornitude. La constante c; est le taux de variation maximale
du signal de référence x14. Il est clair que I’hypothése 4.2 de 'approche Commande a Gain Ré-
cursif est trés simple si on la compare a I’hypothese 3.2 de ’approche Backstepping. En effet,
I’hypothése 3.2 de 'approche Backstepping exige la continuité, la bornitude et la disponibilité,
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forme analytique, du signal de référence et elle exige aussi que les dérivées successives du signal
de référence jusqu’a l'ordre n — 1 soient continues, bornées et disponibles analytiquement et
en plus la n™¢ dérivée soit bornée et disponible analytiquement. Comme indiquer dans le
Chapitre 3, 'hypothése 3.2 de I'approche Backstepping est satisfaite par I'implémentation du
filtre d’ordre n tel que donné par (3.2). Remarquer que l'approche Backstepping n’utilise pas
la vraie référence x14, mais utilise la référence filtrée 1), et ses dérivées générées par filtrage
de la vraie référence x14. L’hypothése 4.2 de 'approche Commande a Gain Récursif est aussi
plus simple que les hypothéses 3.4 et 3.6 des approches Dynamic Surface Control et Command
Filtered Backstepping respectivement. En effet, les hypotheses 3.4 et 3.6 exigent que la réfé-
rence soit continue et bornée et que sa premiére dérivée soit continue, bornée et disponible.
Comme pour l'approche Backstepping, les approches Dynamic Surface Control et Command
Filtered Backstepping n’utilisent pas la vraie référence x4, mais utilisent la référence filtrée v,
et sa premiére dérivée ¢§1> générées par filtrage de la vraie référence x4 en utilisant le filtre de

premier ordre (3.13).

L’hypothése 4.3 de 'approche Commande a Gain Récursif exige seulement la continuité
et la bornitude des fonctions non linéaires scalaires ¢;(¢, z1,...,x;) et fi(C,21,...,x;) pour
it =1,...,n. L’hypothése 4.3 de I'approche Commande a Gain Récursif n’exige ni la disponibi-
lité ni la continuité de leurs premiéres dérivées, mais seulement leurs bornitudes. Il est clair que
I’hypothese 4.3 de I'approche Commande a Gain Récursif est trés simple si on la compare a
I’hypothése 3.3 de 'approche Backstepping. En effet, I'hypothése 3.3 de ’approche Backstepping
exige que les fonctions non linéaires scalaires ¢;(C, x1,...,2;) et fi(C, 21, ..., 25), i =1,...,n,
soient telles que g;, f; € C" % L’hypothése 4.3 de lapproche Commande & Gain Récursif
est aussi plus simple que les hypothéses 3.5 et 3.7 des approches Dynamic Surface Control
et Command Filtered Backstepping respectivement. En effet, 'approche Command Filtered
Backstepping exige que les fonctions non linéaires scalaires ¢;(C, z1, ..., x;) et fi(C,z1,...,2;),
t = 1,...,n, et leurs premiéres dérivées soient continues et bornées et de plus que les fonc-
tions f;(C,x1,...,x;) soient localement Lipschitziennes. L’approche Dynamic Surface Control
exige, pour le systéme (3.12), que les fonctions non linéaires scalaires f;((, x1,...,z;) et leurs

premiéres dérivées soient continues et bornées.

83



CHAPITRE 4. APPROCHE COMMANDE A GAIN RECURSIF

L’hypothése 4.4 de 'approche Commande a Gain Récursif exige la bornitude des dérivées
premiéres des commandes virtuelles, mais elle n’exige ni leurs continuités ni leurs disponibilités.
Les constantes inconnues c¢;, @ = 2,...,n, sont les taux de variation maximale des commandes
virtuelles o;. Il est clair que 'hypothése 4.4 de 'approche Commande a Gain Récursif est trés
simple comparativement a ’approche Backstepping. En effet, 'approche Backstepping exige la
connaissance des dérivées des commandes virtuelles dans leurs formes analytiques et ce jusqu’a
I'ordre n — i. L’hypothése 4.4 de 'approche Commande a Gain Récursif est aussi plus simple
comparativement aux approches Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping.
En effet, ces deux approches utilisent les approximations des commandes virtuelles «; et leurs
dérivées premiéres en implémentant des filtres de premier ordre ou bien de deuxiéme ordre

respectivement.

La comparaison entre les hypothéses de travail de 'approche Commande a Gain Récursif
et celles des approches Backstepping, Dynamic Surface Control et Command Filtered Backs-
tepping montre clairement que 'approche Commande a Gain Récursif régle définitivement le
probléme des conditions trés contraignantes qui limitent 'applicabilité de ’approche Backstep-
ping. De ce fait, 'approche Commande a Gain Récursif peut étre appliquée a une plus large
classe des systémes Strict Feedback Systems que les approches Backstepping, Dynamic Surface

Control et Command Filtered Backstepping.

A la différence des autres approches et comme expliqué ci-haut, I’approche Commande a
Gain Récursif est présenté en trois théorémes o, dans 'ordre, chaque théoréme traite ’analyse
de convergence des erreurs suivantes : Z;, &; et z;. En effet, I'erreur standard z; de 'approche
Backstepping, voir équation (3.4), est décomposée en la somme de deux nouvelles erreurs 7; et

@; et ce en ajoutant et soustrayant le signal fictif ¢;, pour ¢ =1,...,n, comme suit :
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tel que
(4.4)
542:@51—0[2 izl,...,n
ol x; est le 1™ ¢tat du sous systéme x du systéme (4.2) pour i = 1,...,n; q; est la i*m®
commande virtuelle pour ¢ = 2, ..., n. Pour une raison de convenance de notation, le signal de

référence désiré x4 est noté aq, i.e. x14 = ay.

Dans 'approche Commande a Gain Récursif, on définit récursivement les commandes vir-

tuelles o; et la commande réelle u comme suit :

1
Qip1 = — [—ki x; — fi+ ki o) 1=1,...,n—1

f (4.5)
9n

u =

[_kn Ly — fn + kn an]

Comme expliqué au début de cette section et pour atteindre les objectifs de 1’analyse, voir

définition 4.2, les signaux fictifs ¢; sont définis comme suit :

G+ ki ¢ = ki i + gi (Figr + Giga) 1=1,...,n—1
) (4.6)
On + kn On = ky 1=n

ou les constantes k; > 0,7 =1,...,n, sont les gains de réglages.

Théoréme 4.1. Si le sous systéme x du systéme (4.2) satisfait les hypothéses de travail 4.1,

4.2 et 4.3 avec la commande réelle définie dans (4.5), alors les erreurs &; (i = 1,...,n) converge
globalement et exponentiellement vers zéro. En plus, pouri=1,...,n, on a &; € Ly N Ly.
Démonstration. Pour i = 1,...,n — 1, en ajoutant et soustrayant g; o le ™ état x; du

sous systéme x peut étre réécrit comme suit :

T = gi Tiy1 + fi
Ti = §i Tiv1 + fi — g Qiv1 + gi i (4.7)

T = gi (Tiy1 — Qip1) + fi + gi Qi
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en ajoutant et soustrayant le signal fictif ¢;,1 avec les définitions (4.4) on obtient :

Ti = Gi (Tip1 — Gir1 + Pip1 — Qig1) + fi + i Qi

(4.8)
T; =g (Tip1 + Q1) + fi + i i
et en utilisant les commandes virtuelles «;;; données par (4.5), il s’en suit que :
=g (Tip1 + Q1) — ki v + ki o (4.9)
Considérons la fonction de Lyapounov pour la i#™¢ erreur de poursuite &; = x; — ¢; :
Vii= g & (4.10)
dérivons V; ;, par rapport au temps, pour obtenir :
Vig=d; & = & (4 — bi) (4.11)
en remplacant ¢; a partir de (4.6) avec (4.9) dans (4.11) et en utilisant (4.4) on trouve :
Vlz =0; (ki v+ k; ) = —k; &7 (4.12)
et en utilisant (4.10) on a finalement
Vig=—ki |Z:]* = =2 k Vi, (4.13)
Pour i = n, le n’*™¢ état z,, est comme suit :
in = gn(C, x) u+ fu(C,x) (4.14)
en utilisant la commande réelle u donnée par (4.5), on obtient :
i = —kn Tn + kn o (4.15)
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Considérons la fonction de Lyapounov suivante pour l'erreur de poursuite z,, = x,, — ¢, :

1
Vip == I, (4.16)
2
dérivons V; ,,, par rapport au temps, pour avoir :

en remplacant ¢, a partir de (4.6) avec (4.15) dans (4.17) et en utilisant (4.4) on obtient :
et en utilisant (4.16) on a finalement

Vi = —kn |Z0)* = =2 ky Vi (4.19)

)

A partir de (4.13) et (4.19), il est clair que pour tout choix du gain de réglage k; > 0,
la fonction de Lyapounov individuelle Vi ;, pour i = 1,...,n, converge globalement et expo-
nentiellement vers zéro. Par conséquence, de (4.10) et (4.16), I'erreur de poursuite &; converge
globalement et exponentiellement vers zéro avec un taux de convergence déterminer par le gain
de réglage k;. A partir de (4.10) et (4.16), il est facile de voir que &; € L. Plus encore, en

intégrant (4.13) et (4.19), en déduit que ; € Ly. Ceci termine la démonstration. O

Théoréme 4.2. Si le sous systéme x du systéme (4.2) satisfait les hypothéses de travail 4.1
a 4.4 avec les commandes virtuelles définies par (4.5), alors les erreurs &; (i = 1,...,n)
convergent globalement et exponentiellement dans des boules de centres zéro et dont les rayons
peuvent étres rendus aussi petits que désiré en choisissant les gains de réglage k; suffisamment

grands. En plus, pouri=1,...,n, on a &; € L.

Démonstration. Pour ¢ = n, considérons la fonction de Lyapounov suivante pour l'erreur de
poursuite &, = ¢, — oy, :

‘/Y2n:

)

2 (4.20)

NN
o)

87



CHAPITRE 4. APPROCHE COMMANDE A GAIN RECURSIF

dérivons V5 ,,, par rapport au temps, pour avoir :
remplacant ¢, a partir de (4.6) dans (4.21) pour obtenir :

)

alors I'inégalité de Young donne :

Vo < =(kn = 5%) G+ 5" (4.23)

et en considération ’hypothése de travail 4.4 avec (4.20), il s’en suit que :

2

. E1n C
Von <=2 (k,——=) Vo, L 4.24
o < =2 (k= ) Vo 52 (424)
Dans ce cas, en choisissant
c? €1n
ein> et k> 17 (4.25)
c’est a dire
2
k> Z” (4.26)

il est facile de conclure a partir de (4.24) que la fonction de Lyapounov V3, converge globale-
ment et exponentiellement. Par conséquence, 'erreur de poursuite &,, converge globalement et

exponentiellement dans une boule de centre zéro et dont le rayon est tel que

CQ
R, = n__ 4.27

qu’on peut rendre aussi petit que désiré en choisissant, conformément & (4.26), le paramétre
de réglage k, suffisamment grand.

Pour i = n —1,...,1, considérons la fonction de Lyapounov suivante pour la i*"¢ erreur de
poursuite a; = ¢; — q; :

Voi== & (4.28)

N | —
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dérivons V5, par rapport au temps, pour obtenir :

Vai = a5 &y = &y (s — &) (4.29)

)

remplacant ¢; a partir de (4.6) dans (4.29) pour avoir :

V2z =& (—ki &+ gi (Tiy1 + Qig1) — &) (4.30)
Conformément au Théoréme 4.1, 'erreur de poursuite Z;,; converge globalement et expo-

nentiellement vers zéro, par conséquent le terme correspondant peut étre ignoré dans la dérivée

de la fonction de Lyapounov (4.30), donc on peut écrire que
Vo= —ki & — & 6+ gi @i Gipr (4.31)

et en utilisant 1'inégalité de Young, on obtient :

_ . . a2 g2 al
Vi < —(k; — -2t — 221y 52 : il 4.32
26 < = )&+ gt (432)

En considération les hypothéses de travail 4.1, 4.2, 4.4 et le fait que l'erreur de poursuite
précédente @;,1 converge a I'intérieur d’une boule de rayon R; 1, autrement dit |&; 11| < Ry,

il s’en suit que :

2 ~2 P2
€145 €24 ¢ g; Riy

Vo, <=2 (k; — — — Vai ! 4.33
24 S =2 ( ; ) TR T (4:33)
Dans ce cas, en choisissant
2 g’ R? . .
€14 > 7l , Eo4 > M et k; > w (434)
’ 2 ’ 2 2
c’est a dire
2+ a2 R?
k> 2 g;l i+l (4.35)

il est facile de conclure & partir de (4.33) que la fonction de Lyapounov Va; converge globale-

ment et exponentiellement. Par conséquent, ’erreur de poursuite &; converge globalement et
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exponentiellement dans une boule de centre zéro et dont le rayon est tel que

2 a2 R? ) ,
Ri_¢|:cl +g’L Z+1:|/|:2 (ki_%_gl’b) (436)

€1, €2,

qui peut étre rendu aussi petit que désiré en choisissant, conformément & (4.35), le paramétre

de réglage k; suffisamment grand.

A partir des relations (4.27) et (4.36) qui donnent les rayons de convergence des erreurs
de poursuite &; (i = 1,...,n), des remarques importantes doivent étres tirées. En effet, les
bornes g; des fonctions scalaires g; sont souvent inconnues mis & part lorsque ces fonctions
correspondent a des constantes, voir par exemple les systémes correspondants aux moteurs
électriques en Chapitre 2. De plus, les taux de variation maximale ¢; des commandes virtuelles
et les rayons de convergence R; sont inconnus. Par conséquent, il n’est pas possible de choisir
des valeurs exactes pour les gains de réglages k; (i = 1,...,n). Dans ce cas, une condition
suffisante et nécessaire pour assurer la convergence consiste a choisir les gains de réglages k;
suffisamment grands. D’autre part, & partir de (4.20) et (4.28) il est clair que &; € Lo,. Ceci

termine la démonstration. ]

Théoréme 4.3. Si le sous systéeme x du systéme (4.2) satisfait les hypothéses de travail 4.1 a
4.4 avec la commande réelle u définie dans (4.5), alors les erreurs z; = x; — a; (i=1,...,n)
convergent globalement et exponentiellement dans des boules de centres zéro et dont les rayons
peuvent étres rendus aussi petits que désiré en choisissant les gains de réglage k; suffisamment

grands. En plus, pouri=1,....,n, on a z; € Ly et x;, a;, u € Ly pouri=1,...,n.

Démonstration. Pour i = 1,..., n, considérons la fonction de Lyapounov suivante pour I’erreur

de poursuite z; = x; — «; :

[z — Oéi]2 (4.37)
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en ajoutant et soustrayant le signal fictif ¢; avec 4.4 on obtient :

1
Vii= B [ — ¢i + ¢ — ]
Lo e
v 1 ~2+1 24 G
3,0 — 9 X; 9 Q i O
alors I'inégalité de Young donne :
Vs, <@+ a7 (4.39)

laquelle peut étre réécrite sous la forme suivante en utilisant les définitions des fonctions de

Lyapounov Vi ; et Vo, pouri=1,...,n:

Vi <2 Vi +2 Vi, (4.40)

1) Pour i = n et en considération les équations (4.19) et (4.24), la dérivée temporelle de Vs,

est comme suit :
2

2 gl,n
et puisque 0 < (k, — %) < k,, il vient :
. €1n 2
Va < =4 (kn — 7)) (Vi + Vo) + - (4.42)
1n
ou de maniére équivalente
2
Vin < =2 (ky — 50) Vg, 4 — (4.43)
2 €1n
en choisissant donc
Ein > et ky> 517" (4.44)
plus exactement
2
ko > %” (4.45)

alors de ’équation (4.43), on peut voir que la fonction de Lyapounov V;,, converge globale-

ment et exponentiellement. Par conséquent, I'erreur de poursuite z, converge globalement et
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exponentiellement dans une boule de centre zéro dont le rayon est tel que

R n 4.46
Z,TL - 617’” (kn . EIT’n) ( * )

qui peut étre rendu aussi petit que désiré en choisissant, conformément & (4.45), le paramétre

de réglage k, suffisamment grand.

2) Pour i =n—1,...,1 et en considération les équations (4.13) et (4.33), la dérivée temporelle
de V3 ; est :
. €14+ €24 2 a2 R2
Vig < —d by Vig—d (ky — T2y g G4 90 Thin (4.47)
2 €1, €2,
et puisque 0 < (kl — %) < k;, il vient :
; €1,i T €2, ¢ g} R?
Vas < — 4 (ks — ST20) (v 1) 4 — 4 ST (4.48)
2 €1, €2,
ou de maniére équivalente
. €14+ €94 2 a2 R2
Vig < — 2 (ky — T2y oy G4 90 i (4.49)
2 €1, €24

en choisissant donc
€1+ €2,
2

2

e1;>¢ , e, > g R et k> (4.50)

plus exactement
 +9g; Rzerl

k;
> 2

(4.51)

alors on peut voir de I’équation (4.49) que la fonction de Lyapounov Vj; converge globale-
ment et exponentiellement. Par conséquent, l'erreur de poursuite z; converge globalement et

exponentiellement dans une boule de centre zéro et dont le rayon est tel que

2 a2 R? ) .
A= ¢ [ ¢ u] ) {,ﬁ B ;} (452)

€1, €24 2

qui peut étre rendu aussi petit que désiré en choisissant, conformément & (4.51), le paramétre

de réglage k; suffisamment grand.
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A partir des relations (4.46) et (4.52) qui donnent les rayons de convergence des erreurs de
poursuite z; (i = 1,...,n) et le résultat du Théoréme 4.2, une condition suffisante et nécessaire

pour assurer la convergence est de choisir les paramétres de réglages k; suffisamment grands.

De l'équation (4.37) il est clair que z; € Ly. D’autre part, la bornitude de lerreur z; et
a1 = x14 implique la bornitude de I’état x;, donc d’aprés la définition des commandes virtuelles
(4.5) et 'hypothése de travail 4.3, il s’ensuit que la commande virtuelle s est aussi bornée. En
suivant le méme raisonnement, on conclut que I'état x; et «; (i = 1,...,n) et u sont bornés.

Cecl termine la démonstration. O

Remarque 4.1. De 'analyse donnée ci-haut, il est démonté que les parameétres de réglage k;
doivent étre pris suffisamment grands. D’autre part, les rayons de convergence sont interdé-
pendant de maniére récursive, autrement dit, R,; = f(R,;+1) (¢ =1,...,n —1). De ces deux
faits et afin d’aider 'utilisateur dans le choix des gains de réglage k;, on recommande que ces

paramétres soient choisis suffisamment grands de la maniére suivante :

kn>ky1>...>k

4.3 Exemples d’application et comparaison

L’objectif dans cette section est de montrer a travers quelques exemples que, d’une part,
I’approche Commande a Gain Récursif est applicable & une plus large classe de systémes Strict
Feedback Systems et, d’autre part, de comparer ’approche Commande a Gain Récursif a celle
du Backstepping. Afin de réaliser cet objectif, considérons le systéme simple ayant la condition

initiale z(0) = [1.5, 0.8, —0.2]" suivant :

$‘1 = 2 i) + ff(l’l)
i‘g = — T3 + f23(l’2)
(4.53)
3= 3u+x3+10
y=2x
Ce systéme nous permettra de réaliser une comparaison entre 'approche Commande a Gain

Récursif et celle du Backstepping. Cette comparaison est réalisée en considérant deux judicieux
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cas. Dans le premier cas, la référence désirée x4, les fonctions fi(x1) et fo(zz) sont choisies
de maniéres & ce que les hypothéses de travail des approchesCommande a Gain Récursif et
Backstepping sont satisfaites. Par contre et dans le deuxiéme cas, la référence désirée x4, les
fonctions fi(x1) et fa(x2) sont choisies de maniéres a ce que les hypothéses de travail de I’ap-

proche Commande a Gain Récursif sont satisfaites mais pas celles de 'approche Backstepping.

4.3.1 Premier cas

Pour ce premier cas, les fonctions fi(x1) et fo(zy) sont choisies comme : fi(z1) = 7 et
fa(z2) = xq, alors que pour la référence désirée 14, on considére successivement une constante
et une fonction sinusoidale. Pour ces choix, il est clair que les hypothéses de travail des deux

approches sont satisfaites.

L’utilisation des relations (4.5) de I'approche Commande ¢ Gain Récursif donne facilement

la loi de commande w suivante :

1 1 1
u:—klkgk'gml—i‘—kgkglC?—i‘—kagl'g

o - 15’ (4.54)

+ §k3$g—§ (ks + 1] 353—?— 6k1k2k3$1d

alors que 'application de l'approche Backstepping donne, aprés un travail fastidieux et en-

nuyeux, la loi de commande v suivante :

1
Zak‘ ko ks o1+ [(k1 + ko + k3) o + 23 — 3] 2f
1 1
+6[1€1]€2+k1]{73+k2]€3] .13?4‘7%21"114‘5[1{714‘/{724‘]{73] LE?
15 1
+ $I+—[]€1k72+k71]{33+k2/{73] ZB2+[4SB1—$3] [L'g

6
] 10 (4.55)
g[k;1+k2+l<:3] Ty + x5 — 3[k1+k2+k3+1] r3— —

3
1
k kg kgl‘ldf— 6 [kl k2+k1 k‘g"’kz kg] xldf

1
(k1 + ko + ks mgdf 5 55(1?,,0

D= =

ou la référence filtrée 14 ¢ et ses dérivées successives sont obtenues par filtrage de la référence
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désirée w14 en utilisant le préfiltre de troisiéme ordre suivant :

=1
e = g (4.56)

hy=—wh (Y1 —21g) —wp (1428) o— wy (1+28) 93

telle que la référence filtrée est 14 5 = 11 et ses dérivées successives sont telles que 3:%) ;= V2,

:L’fj) ;= Vs et xﬁ) ;= 5. On note ici que le préfiltre (4.56) correspond & un filtre unitaire de
deuxiéme ordre ayant une pulsation propre w, et un coefficient d’amortissement &, combiné a

un filtre unitaire de premier ordre ayant une constante de temps 1/w,,.

4.3.1.1 Reéférence désirée constante

L’objectif de cette premiére simulation est de comparer les performances des approches
Commande a Gain Récursif et Backstepping dans le cas d’une référence désirée constante,
plus exactement on prend x4, = 1. Pour les deux approches, les gains de réglage sont choisis
comme suit : k; = 20, ks = 60 et k3 = 180. Les paramétres du préfiltre (4.56), pour I'approche

Backstepping, sont choisis comme suit : w, = 10 rd/s et £ = 1.

La Figure. 4-1 montre les résultats de la simulation. On peut voir que les deux approches
réalisent I'objectif de poursuite de trajectoire avec une erreur statique nulle. Cependant, la
comparaison entre les temps de réponse, voir la Figure. 4-2, révele la supériorité de I'approche
Commande a Gain Récursif puisque le temps de réponse est plus petit. Les entrées de com-
mande sont telles que montrées par la Figure. 4-3. La Figure. 4-4 donne les résultats de si-
mulations obtenus pour différentes valeurs de la pulsation propre w, du préfiltre de ’approche
Backstepping. On peut voir clairement que I’augmentation de la valeur de w,, réduit légérement
le temps de réponse dans ’approche Backstepping, mais il reste plus important que dans I'ap-
proche Commande a Gain Récursif. De ce fait et a cause du préfiltre, ’approche Backstepping
ne peut pas recouvrir les performances de 'approche Commande a Gain Récursif. Ceci montre

la supériorité de 'approche Commande a Gain Récursif.
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o 13] .
o
o=
2 k
Q1
o — X
- 1d
,; 05k — X, avec CGR
3 — Xaf
2 x, avec CB
0 1 1 1
0 0.5 1 1.5
Temps (s)
FIGURE 4-1 — Evolution de la sortie controlée z;.
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(a) Approche Commande a Gain Récursif.
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(b) Approche Backstepping.

FI1GURE 4-2 — Comparaison des temps de réponse.
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4

o g x10 . . .
'g | — u avec CGR
S 6F u avec CB
:
i '
o 2 \ 7
= 0 -
o 0F S
8 O/
5 -2 i 1 1 1 1 ]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Temps (s)

FIGURE 4-3 — Entrée de commande u avec les approches Controleur a Gain Récursif et Contro-
leur Backstepping.
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= 1 1 n
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L X, avec CB Wn:80
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FIGURE 4-4 — Evolution de la sortie controlée x; avec le Contréleur Backstepping pour diffé-
rentes valeurs de wy,.
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4.3.1.2 Reéférence désirée sinusoidale

L’objectif de cette deuxiéme simulation est de comparer les performances des approches
Commande a Gain Récursif et Backstepping dans le cas d’une référence désirée sinusoidale,
plus exactement on prend x4 = 1 sin (21—; t). Pour les deux approches, les gains de réglage
sont choisis comme suit : k; = 40, ks = 400 et k3 = 4 x 10*. Les paramétres du préfiltre
(4.56) pour 'approche Backstepping sont choisis comme : w, = 50 rd/s et £ = 1. Les résultats
de simulations sont telles que données par la Fig. 4-5, laquelle montre que la poursuite est
meilleure dans le cas de 'approche Commande a Gain Récursif comparativement a celle dans

le cas de I'approche Backstepping.

1.5 T T
3 | — *u
g 1\ — x, avec CGR
i§ 0.5\ — X4
g ()/ X, Avec CB
15}
©-05r 7
5
S -t ]

-1.5 : :

0 0.5 1 1.5

Temps (s)

FIGURE 4-5 — Evolution de la sortie contrélée x; avec les deux approches pour une référence
sinusoidale.

4.3.2 Deuxiéme cas

L’objectif de cette section est de montrer que 'approche Commande a Gain Récursif reste
applicable au systéme ayant la forme Strict Feedback Form et ce lorsque les hypothéses de tra-
vail des approches Backstepping, Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping
ne sont pas respectées. En effet, pour cette simulation on choisit une forme triangulaire, voir
Fig. 4-7, pour la référence désirée x14 et pour les fonctions fi(z1) et fo(xs). Pour ces choix,
les dérivées premiéres de w14, fi(x1) et fa(zz) ne sont pas continues et donc les approches
Backstepping, Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping ne peuvent étres

utilisées.
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L’utilisation des relations (4.5) de I'approche Commande & Gain Récursif, donne facilement

la loi de commande w suivante :

1
U:6k1k2k3$1+

1
+ 3 ks f3(x2) —

1 1

— ko k3 f13($1)+— ko ks x4

6 3 4.57
1 10 1 ( )
g [k’3+1] 273—?— 6 ]{?1 k,‘g k’g T1d

Les gains de réglage choisis pour cette simulation sont : k; = 40, ky = 400 et k3 = 4 x 10%.

De la Figure. 4-6 qui donne les résultats de simulation, il est clair que 'approche Commande

a Gain Récursif montre toujours des bonnes performances puisque la poursuite de trajectoire

est atteinte. Ce résultat montre que 'approche Commande a Gain Récursif est applicable &

une plus large classe des systeme Strict Feedback Systems.

—_
(9]

1
2 e
— o W

Sortie x | et référence x I

—
T

1 1.5 2 2.5 3
Temps (s)

FIGURE 4-6 — Evolution de la sortie controlée ;.
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Fonction . (xl) Référence désirée

Fonction fz(xz)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Temps (s)

(a) Référence désirée x14.

1.5
1
0.5
0
-0.5 . . . | .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Temps (s)

(b) Fonction f1(z1).

0.2
0.1
0
-0.1
-0.2 1 1 . . :
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Temps (s)

(¢c) Fonction fo(x2).

FIGURE 4-7 — Evolution de x4, fi(x1) et fo(xy).
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4.4 Etude de robustesse

[’étude de robustesse s’intéresse aux problemes de commande ou de stabilisation des sys-
témes dont les non linéarités ne sont pas parfaitement connues. L’incertitude représente la
partie du systéme physique qui ne peut pas étre facilement modélisée ou bien parfaitement
connue, autrement dit le systéme est partiellement connu. Les incertitudes dans le cas de la
modélisation déterministe des systémes physiques incluent les paramétres, constants ou va-
riants, dynamiques non modélisées, les erreurs de modélisation, les entrées inconnues telles que
les perturbations, bruits de mesure etc. Ces derniéres peuvent étre des incertitudes dynamiques
(dynamiques non modélisées) ou bien statique (incertitudes paramétriques, erreurs de modéli-
sation et perturbation). L’effet des incertitudes dynamiques est souvent étudié en utilisant les
méthodes asymptotiques telles que les perturbations singuliéres, center manifold theory ou des
arguments de séparation d’échelles de temps. Les incertitudes statiques peuvent étre prises en
compte plus facilement dans la conception des commandes. Les incertitudes peuvent aussi étre
structurées ou non. Les non structurées sont bornées par une fonction h dépendante de 1’état
du systéme et du temps et ol aucune information additionnel sur la structure de I'incertitude
n’est disponible tel que A(x,t) < h(z,t), par exemple |A(z,t)| < ||z|| ou x € R". Par contre

en dispose de plus d’information sur la fonction h(x,t) dans le cas des incertitudes structurées.

En considérant toujours les systémes non linéaires SISO affines en I'entrée, voir le systéme

(2.1) du chapitre 2, avec incertitudes représentés par

(4.58)

ou z € ", y € N et u € N sont respectivement le vecteur d’état, la sortie et I'entrée du

systémes et o les champs de vecteurs «(z) et §(z) sont des incertitudes structurées [31, 59, 99].
En assume que les dynamiques de ce systéme peuvent étre scindées en deux parties, ou la
premiéres est parfaitement connue alors que la deuxiéme est incertaine. Autrement dit, les

champs de vecteurs a(z) et §(z) sont décomposables en leurs parties nominales et incertaines

101



CHAPITRE 4. APPROCHE COMMANDE A GAIN RECURSIF

comme suit :

Z=la(z) + Aa(z)] u+ B(z) + AB(z)

y=hz)

(4.59)

Si le systéme nominal posséde un degré relatif r et que les termes de perturbation A« et AfS

du systéme incertain (4.59) vérifient

LaoLih(z) =0 i=1,...,r—1
, (4.60)
LagLih(z) =0 i=1,...,r—1

alors il existe un diffécomorphisme permettant de transformer le systéme incertain (4.59) on la

forme normale suivante [11, 83, 105] :

(=T(,2) 4+ Lag ¢+ Laa Cu

.Cti:l'i+1 ’izl,...,r—l

(4.61)
Ty :gr(xvg) u+fr(:1:,C)
Yy=a1

Dans cette derniére forme, les incertitudes sont confinées dans les dynamiques internes ( et
par conséquence elles n’ont aucun effet sur la loi de commande quelque soit I’approche utilisées

Backstepping ou bien Commande a Gain Récursif.

Définition 4.3 (Matching conditions). Pour le systéme incertain (4.59) les conditions données

dans (4.60) sont dites matching conditions |11, 83, 105].

Définition 4.4 (Generalized matching conditions [97]). Pour le systéme incertain (4.59) les

conditions suivantes :

LaoLih(z) =0 i=1,...,r—2
, (4.62)
LABLZO(}Z(Z):O izl,...,r—l

sont dites generalized matching conditions ou bien extended matching conditions |11, 98, 105].
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Dans le cas o seulement les conditions (4.62) sont vérifiées, alors le dernier état de la forme

normale (4.61) est tel que :

T = gr(z,0) u+ fr(z,) + LAng’lh (4.63)

dans lequel cas le terme LAngflh doit étre pris en considération par la loi de commande.

D’une maniére générale les systémes non linéaires ayant la forme Strict Feedback Form avec

incertitudes structurées sont représentés par le systéme d’équations suivant :

é: F(val)
;= gi(z1, .. x) X1 + filxy, . m) + Ay, t) i=1,...,n—1
En = gn(z1, .. x0) u+ fulxr, ..o 2,) + An(z, 1)

y=n

Il est important de remarquer que dans le systéme (4.64) I'incertitude A, (x,t) vérifié la
matching condition, alors que les incertitudes A;(z, t) ne la vérifient pas. Afin que ces derniéres
incertitudes vérifient 1'extended matching conditions, elles doivent respectées les conditions

suivantes [32] :

A (x,t)| < pilxg, ... 24 t) i=1,....n—1
: (4.65)
[An(z,t)] < pn(z,)

ou p;, pour ¢ = 1,...,n, sont des fonctions positives connues.
En effet si les conditions données par (4.65) sont vérifiées, alors l'incertitude A;(x,t) vérifie

la matching condition par rapport a Uentrée virtuelle x;,1 pouri =1,...,n—1et A,(z,t) par

rapport a u.
Pour les systémes incertains ayant la forme de chaine d’intégrateurs, i.e. systémes (4.64)

ot g; = 1 et f; = 0 Vi, vérifiant les conditions (4.65) Freeman and Kokotovic ont étendu en

1993 pour la premiére fois I’approche Backstepping aux systémes incertains. Cette extension
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est basée sur la modification des commandes virtuelles et la commande réel en introduisant un
ensemble de fonctions s;(xy,...,x;) = pi(x1,...,x;) sgn(z;) et ou les fonctions p; doivent étre
lisses. L’adjonction des fonctions s; aux commandes virtuelles et réel complique plus encore la
conception des lois de commande avec 'approche Backstepping pour les systémes incertains.
Plus exactement et a I’étape 7, pour ¢ = 1,...,n, les fonctions s; doivent étre choisies pour
contrecarrer U'incertitude A;(x,t) plus un terme récursif, autrement dit 'incertitude compo-
sée Aj(r,t) = Ay(x,t) — O /0x; Ni_1(x,t). 1l est judicieux de remarquer que seulement dans
ce cas que 'on parle de 'approche Backstepping robuste. Pour une discussion détaillée avec
explication de la procédure dans le cas général, voir |31]. L’approche Backstepping robuste
est appliquée au modéle multi-input/multi-output d’un missile ot des fonctions sigmoides,

s; = pi (1 —exp~ i Pimei-1ly sgn(2; — ay_y), sont utilisées pour dominer les incertitudes [84].

4.4.1 Robustesse de approche Commande a Gain Récursif

Afin de réaliser I'étude de robustesse de 'approche Commande a Gain Récursif on ajoute

I’hypotheése de travail suivante.

Hypothése 4.5. [l existe une constante inconnue p; > 0 telle que lincertitude A;(x,t) vérifie
|A7«('x7t>| S pi(zla s 7'1:i) S 71'

L’Hypothése 4.5 exige que le systéme (4.64) vérifie les conditions 1 extended matching condi-
tions et que les fonctions p; soient bornées par des bornes inconnues. Cette hypothése n’exige

pas la connaissance des fonctions p; comme dans le cas de 'approche Backstepping robuste.

L’étude de robustesse de 'approche Commande a Gain Récursif est présentée en trois
théorémes comme I’approche originale o, dans l'ordre, chaque théoréme traite ’analyse de
convergence des erreurs suivantes : ;, @; et z;. Les commandes virtuelles «; restent inchangées

telles que données par (4.5), alors que les signaux fictifs ¢; sont modifiés comme suit :.

Qgi‘i‘ki ¢i = ki a; + g (Tig1 + quig1) + Ai(z, 1) t=1,...,n—1

O + Fon Gn = ki i + A (1) i=n
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Théoréme 4.4. Si le sous systéme x du systéme (4.64) satisfait les hypotheses de travail 4.1,

4.2 et 4.3 avec la commande réelle définie dans (4.5), alors les erreurs T; (i = 1,...,n) converge
globalement et exponentiellement vers zéro. En plus, pouri=1,...,n, on a &; € Ly N Ly.
Démonstration. Pour ¢ = 1,...,n — 1, en ajoutant et soustrayant g; ;1 le ™ état x; du

sous systéme x du systéme (4.64) peut étre réécrit comme suit :

T = ¢; Tiv1 + fi + Ai(2,1)
T = i Tiv1 + fi — 9i Qg1 + Gi i1 + Ai(w,t) (4.67)

T = g (Tiv1 — 1) + fi + 95 cir + Ai(2, 1)

en ajoutant et soustrayant le signal fictif ¢;,1 avec les définitions (4.4) on obtient :

T = gi (Tiy1 + Qi) + fi + g qigr + A, 1) (4.68)

et en utilisant les commandes virtuelles «;;; données par (4.5), il s’en suit que :

&= gi (Tip1 + Qi) — ki @i+ ki o + Ay(w, 1) (4.69)
Considérons la fonction de Lyapounov pour la i*“™¢ erreur de poursuite Z; = x; — ¢; :
L,
Vl,i = 5 x€; (470)

dérivons V) ;, par rapport au temps, pour obtenir :
Vii=& & = & (& — &) (4.71)
en remplacant ¢; a partir de (4.66) avec (4.69) dans (4.71) et en utilisant (4.4) on trouve :
Vie =12 (ki zi + ks ¢) = —k; &2 (4.72)

1

et en utilisant (4.70) on a finalement
Vlz = —k; |T* = -2k Vi (4.73)
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ieme

Pouri=mn,len état x,, est comme suit :
T = gn(C,2) u+ fu(C x) + Ap(z, t) (4.74)
en utilisant la commande réelle u donnée par (4.5), on obtient :

Tp = —kn Tpn + kn o + Ay (2, 1) (4.75)

Considérons la fonction de Lyapounov suivante pour l'erreur de poursuite z,, = x,, — ¢, :

1
Vin =5 T, (4.76)
dérivons V) ,,, par rapport au temps, pour avoir :

en remplacant ¢, a partir de (4.66) avec (4.75) dans (4.77) et en utilisant (4.4) on obtient :
Vi = & (kp Tp 4 kn ) = —ky 32 (4.78)
et en utilisant (4.76) on a finalement
Vig = —kn 20> = =2 kp Vi (4.79)

A partir de (4.73) et (4.79), il est clair que pour tout choix du gain de réglage k; > 0,
la fonction de Lyapounov individuelle Vi ;, pour i = 1,...,n, converge globalement et expo-
nentiellement vers zéro. Par conséquence, de (4.70) et (4.76), I'erreur de poursuite &; converge
globalement et exponentiellement vers zéro avec un taux de convergence déterminer par le gain
de réglage k;. A partir de (4.70) et (4.76), il est facile de voir que &; € L. Plus encore, en

intégrant (4.73) et (4.79), en déduit que Z; € Ly. Ceci termine la démonstration. O

Théoréme 4.5. Si le sous systeme x du systéme (4.64) satisfait les hypotheéses de travail
4.1 a4 4.5 avec les commandes virtuelles définies par (4.5), alors les erreurs &; (i = 1,...,n)

convergent globalement et exponentiellement dans des boules de centres zéro et dont les rayons
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peuvent étres rendus aussi petits que désiré en choisissant les gains de réglage k; suffisamment

grands. En plus, pouri=1,...,n, on a &; € L.

Démonstration. Pour ¢ = n, considérons la fonction de Lyapounov suivante pour 'erreur de

poursuite &, = ¢, — ay, :

‘/2,11 =

| =
o3

dérivons V5, par rapport au temps, pour avoir :

alors I'inégalité de Young donne :

.2 2
. 6l,n 53,71 ~2 Oén An('I?t)
Vor < —(k, — -2 230

2n < > T )Gttt

et en considération les hypothéses de travail 4.4 et 4.5 avec (4.80), il s’en suit que :

2 =2
2 < =2 ( > 2 ) 21, 2E3n

Dans ce cas, en choisissant

2
C P €1n T E3n
Ein > 2 et e3,> 2 et k, : :
b 2 5 2 2
c’est a dire
2 + 52
kn>> n4pn

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

il est facile de conclure a partir de (4.84) que la fonction de Lyapounov V3, converge globale-

ment et exponentiellement. Par conséquence, ’erreur de poursuite &, converge globalement et
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exponentiellement dans une boule de centre zéro et dont le rayon est tel que

02 ,62 51n+53n
R, = ° " k, — ——— 4.87
I ] - 2 (137

qu’on peut rendre aussi petit que désiré en choisissant, conformément & (4.86), le paramétre

de réglage k,, suffisamment grand.
Pour i = n —1,...,1, considérons la fonction de Lyapounov suivante pour la i*™¢ erreur de
poursuite a; = ¢; — «; :

Vai= 2 @2 (4.89)

N | =

dérivons V5 ;, par rapport au temps, pour obtenir :

Vai = a; &y = & (Cbz — &) (4.89)

)

remplacant ¢; & partir de (4.66) dans (4.89) pour avoir :
sz =a; (ki &+ 9 (Tip1 + qir1) + Ai(z,t) — &) (4.90)

Conformément au Théoréme 4.4, 'erreur de poursuite ;41 converge globalement et ex-
ponentiellement vers zéro, par conséquence le terme correspondant peut étre ignoré dans la

dérivée de la fonction de Lyapounov (4.90), donc on peut écrire que

)

et en utilisant 1'inégalité de Young, on obtient :

:2 2 ~92 2
: €1, €24 €3\ ~2 Q; 9; iy | Aj(z,t)
Voi < —(k; — =2 — =20 : 4.92
G e N WA 2er; | 26y, | 2es (4.92)

En considération les hypotheéses de travail 4.1, 4.2, 4.4, 4.5 et le fait que 'erreur de poursuite

précédente @;,1 converge a l'intérieur d’'une boule de rayon R;,, autrement dit |&;11| < Riiq,
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il s’en suit que :

2 —9 D2 —9
€15 €24 €34 G g; R Pi
Vo, <=2 (k — = — = — —=) Vy, L+ ! 4.93
2 < =2 2 2 2 )V 2e1; 26y | 2esy (4.93)
Dans ce cas, en choisissant
02 G2 R2 02 €14 + € i + € i
1> =, €9; > M , €34 > Pi et k; > = 2 3 (494)
’ 2 ’ 2 ’ 2 2
c’est & dire
24+ g% R2,. + p?
ki > 7 g; 141 Pi (495)

4
il est facile de conclure a partir de (4.93) que la fonction de Lyapounov V5, converge globale-
ment et exponentiellement. Par conséquence, 'erreur de poursuite @; converge globalement et

exponentiellement dans une boule de centre zéro et dont le rayon est tel que

€1, €2 €3,i

2 2 R2 52 . . .
R = \/{c— T LA p—%} APICEE e S (4.96)

qui peut étre rendu aussi petit que désiré en choisissant, conformément & (4.95), le parameétre

de réglage k; suffisamment grand.

Les bornes g;, les taux de variation maximale ¢;, les rayons de convergence R; et les bornes
p; sont inconnus. Par conséquence, une condition suffisante et nécessaire pour assurer la conver-
gence consiste a choisir les gains de réglages k; suffisamment grands. D’autre part, a partir de

(4.80) et (4.88) il est clair que &; € L. Ceci termine la démonstration. O

Théoréme 4.6. Si le sous systéme x du systeme (4.64) satisfait les hypothéses de travail 4.1 a
4.5 avec la commande réelle u définie dans (4.5), alors les erreurs z; = x; — a; (i=1,...,n)
convergent globalement et exponentiellement dans des boules de centres zéro et dont les rayons
peuvent étres rendus aussi petits que désiré en choisissant les gains de réglage k; suffisamment

grands. En plus, pouri=1,....,n, on a z; € Ly et x;, a;, w € Ly, pourit=1,...,n.
Démonstration. Pour ¢ = 1,... n, considérons la fonction de Lyapounov suivante pour l’erreur
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de poursuite z; = x; — «; :

1 1
s A =5 lni—al (4.97)

en ajoutant et soustrayant le signal fictif ¢; avec (4.4), alors 'inégalité de Young donne :
Vs, <&+ af (4.98)

laquelle peut étre réécrite sous la forme suivante en utilisant les définitions des fonctions de

Lyapounov V;; et Vo, pouri=1,...,n:
Ve, <2Vi;+2Vy, (4.99)

1) Pour i = n et en considérant les équations (4.79) et (4.84), la dérivée temporelle de V3, est

comme suit :

2 -2
y €1n €3n C P
Van < =4k, Vip—4(k,— ———) Vo, +—+ " 4.100
3n S 1, ( 5 5 ) Vo + P + Zam ( )
et puisque 0 < (k:n — 517" — 537") < ky, il vient :
Vap < —4 (k fln 83’”)(‘/ + Vi )—i-ci—i‘ﬁi (4.101)
3n = " 2 2 L 2n €1n  E3n .
ou de maniére équivalente
Von < =2 (hy— S _Sny G P (4.102)
= " 2 2 o 81,71 53,71 .
en choisissant donc
Ein >, e3,>p et k> @ (4.103)
plus exactement
2 | =2
K > Gt Pn (4.104)

2

alors de I’équation (4.102), on peut voir que la fonction de Lyapounov V3, converge globale-

ment et exponentiellement. Par conséquence, 'erreur de poursuite z, converge globalement et
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exponentiellement dans une boule de centre zéro dont le rayon est tel que

2 -2
R, - \/{C_n N P_n} / [k, = S o (4.105)

€1n €1n

qui peut étre rendu aussi petit que désiré en choisissant, conformément & (4.104), le paramétre

de réglage k, suffisamment grand.

2) Pour i =n—1,...,1 et en considérant les équations (4.73) et (4.93), la dérivée temporelle
de V3 ; est :
‘ €14 T €24 T €3, ¢z g} R? D>
Vag < — 4k Vig—d (ky— T2 80y o0 G 90 i | Pi (4.106)
2 €1, €24 €3
et puisque 0 < (k; — %) < k;, il vient :
. €1, T €24 T €3 | g R p;
Vag < — 4 (kg — 2T TE0y oy gy G 0 T B (4.107)
2 €1, €2, €3
ou de maniére équivalente
: €1+ €24+ €3, 2 g2 R? 02
Vi < — 2 (hy— T2 T8y g G % T S (4.108)
2 €1, €24 €3,
en choisissant donc
€14+t €24 + €34
€1, > C? , €24 > gf Ri2+l , €34 > ,512 et ]ﬂ > L, ;’ 3 (4109)
plus exactement
2 2 p2 9
c;+ g’ Ri+p;
ki > ) gz 41 pz (411())

2
alors on peut voir de I'équation (4.108) que la fonction de Lyapounov Vi, converge globale-
ment et exponentiellement. Par conséquence, 'erreur de poursuite z; converge globalement et

exponentiellement dans une boule de centre zéro et dont le rayon est tel que

R i+§i2 R12+1+/7_@2 / k'_gl,i+52,i+53,i (4.111)
o €1, €2, €3, ' 2 '
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qui peut étre rendu aussi petit que désiré en choisissant, conformément & (4.110), le paramétre

de réglage k; suffisamment grand.

A partir des relations (4.105) et (4.111) qui donnent les rayons de convergence des erreurs de
poursuite z; (i = 1,...,n) et le résultat du Théoréme 4.5, une condition suffisante et nécessaire

pour assurer la convergence est de choisir les parameétres de réglages k; suffisamment grands.

De l'équation (4.97) il est clair que z; € Ly,. D’autre part, la bornitude de l'erreur z; et
a1 = r14 implique la bornitude de I'état x,, donc d’aprés la définition des commandes virtuelles
(4.5) et I'hypothése de travail 4.3, il s’ensuit que la commande virtuelle ay est aussi bornée. En
suivant le méme raisonnement, on conclut que I'état x; et o; (i = 1,...,n) et u sont bornés.

Cecl termine la démonstration. O

De I'analyse donnée ci-haut, il est clair que 'approche Commande a Gain Récursif est
robuste pour une trées large classe des systémes perturbés sans aucune modification ni change-
ment. Ce résultat montre encore une fois que cette nouvelle approche est supérieure a I’approche

Backstepping.

4.4.2 Exemples d’application

L’objectif dans cette section est de montrer a travers un simple exemple que ’approche
Commande a Gain Récursif est applicable, sans aucune modification de la loi de commande, a la
classe des systémes Strict Feedback Systems incertains. Afin de réaliser cet objectif, considérons

le systéme suivant :

iy = 4 2y + 25+ Ay(z,t)
j,’g: 3U+$3+A3(I,t>

y=x
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ou pour i = 1,2,3 les incertitudes A;(x,t) sont définiés en s’inspirant de différents travaux

comme suit |35, 122, 164] :

Aj(x,t) = py sin(zq)
Ag(z,t) = po (22 + 23) sin(wy) (4.113)

Dgla,t) = py (23 + a3+ 23) sin(zs)

tels que p; = 0.6, po = 0.5 et p3 = 0.4. Les valeurs des ces derniéres constantes sont seulement

nécessaires pour réaliser la simulation.

En appliquant 'approche Commande 4 Gain Récursif au systéme (4.112) en utilisant (4.5)

on obtient la loi de commande u suivante :

1 1 1
U:——klk’zk}gl’l— —k?gk?g[[’?— 1—8]{52]{?3I2

2 L X (4.114)
— E ]{33 x%—g [k’3+1} T3 + ﬁ ]ﬁ /{32 k‘3 T1d

Pour les gains de réglages k; = 100, ks = 400 et k3 = 1000 la loi de commande (4.114) est
appliquée au systéme incertains (4.112). Les résultats de simulations sont tels que montrés par

les Figures 4-8, 4-9 et 4-10.

La Figure 4-8 montre que la sortie x; du systéme suit la référence désirée x4 avec une faible
erreur telle qu’on peut le voir sur la Figure 4-9 et ou évolution de I'entrée de commande u est

montée par la figure 4-10.

1.5 T T T T T T T T

0‘5 1 1 1 1 1 1 | | |
0 0.5 1 L.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Temps (s)

FIGURE 4-8 — Evolution de la sortie controlée x; et référence z1,.
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0.8 T T T T T T T T

0.6

0.4

0.2

0 0.5 1 L.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5
Temps (s)

FIGURE 4-9 — Evolution de 'erreur de poursuite z; — z14.

300 T . T T
200 \

100 |
0 ( r

200 1

300 ' ' ' '

Temps (s)

FIGURE 4-10 — Evolution de I'entrée de commande .
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Ces résultats de simulation confirment 1’étude théorique portant sur la robustesse de ’ap-
proche Commande a Gain Récursif réalisée ci-dessus. En effet, cette approche est intrinseque-
ment robuste pour la classe des systémes incertains étudiés dans cette thése. Autrement dit,
elle ne nécessite aucune modification ni addition comme c’est le cas de 'approche Backstepping.
Ce fait montre donc que notre approche Commande a Gain Récursif est aussi supérieure a

celle du Backstepping.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle approche pour la commande des sys-
téemes ayant la forme Strict Feedback Form. Cette nouvelle approche, que 1'on a désigné par
le nom Commande a Gain Récursif, permet d’éliminer complétement le probléme majeur dit
d’explosion de complexité dii aux dérivations successives des commandes virtuelles dans I’ap-
proche Backstepping. Plus encore, 'approche Commande a Gain Récursif élimine aussi les
problémes d’ezplosion de termes, d’utilisation d'un préfiltre et des conditions trés contrai-
gnantes dans ’approche Backstepping. D’autre part, étant basée sur I'utilisation d’un ensemble
de signauzx fictifs, qui n’existent pas réellement, ’approche Commande a Gain Récursif élimine
'utilisation des filtres comme dans le cas des approches Dynamic Surface Control et Command
Filtered Backstepping. A la différence des autres approches qui utilisent une référence filtrée et
sa ou ses dérivées, I'approche Commande a Gain Récursif utilise le vrai signal de référence.
Plus particuliérement, la nouvelle approche Commande a Gain Récursif n’utilise aucune déri-
vée ni celle de la vrai référence ni celles des fonctions scalaires non linéaires du systéeme. Plus
encore, la nouvelle approche Commande a Gain Récursif est applicable a une trés large classe
des systémes Strict Feedback Systems puisque elle requiert des hypotheses de travail beaucoup
moins contraignantes. Avec 'approche Commande a Gain Récursif il est trés facile de concevoir
la loi de commande comparativement aux approches Backstepping, Dynamic Surface Control
et Command Filtered Backstepping, par conséquence elle permet de commander facilement
les systémes de trés large ordre et dont les non linéarités sont trés complexes. De ces faits,
notre approche est supérieure a I’approche Backstepping et par conséquence elle est aussi su-
périeure aux approches Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping puisque

ces deux derniéres ne sont que des approximations de ’approche Backstepping. Plus encore et
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a la différence de cette derniére, 'approche Commande a Gain Récursif est intrinséquement

robuste pour la classe des systémes incertains étudiés ce qui confirme encore plus sa supériorité.
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Cette page est intentionnellement laissée blanche
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CHAPITRE 5

APPLICATION A LA COMMANDE DE LA SPMSM

5.1 Introduction

L’objectif principale dans ce dernier chapitre est de présenter I’application de la nouvelle
approche Commande a Gain Récursif dans le cas d'un systéme réel. En effet, la présentation
dans le précédent chapitre est globale et purement théorique. L’autre objectif est de compa-
rer, toujours dans le cas d’un systéme réel, les deux approches Commande a Gain Récursif et
Backstepping. Le systéme réel que 'on considére est la machine synchrone & aimant permanent

a poles lisses SPMSM (Surface Permanent Magnet Synchronous Machine).

On réalise donc la conception des lois de commande permettant de commander la machine
SPMSM en vitesse par orientation du flux rotorique. Les lois de commande obtenues avec ['une
et I'autre des deux approches seront donc comparées du point de vue théorique mais aussi
par simulation, i.e. les résultats de simulations obtenus sous Matlab/Simulink permettront de

comparer les performances des deux approches.
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5.2 Machine SPMSM

Les machines & aimants permanents ont connu un grand essor dans différents domaines
de l'industrie. Cet essor est dii & 'amélioration des qualités des aimants permanents, au dé-
veloppement de 1’électronique de puissance et a 1’évolution des techniques de commande non
linéaire. Les atouts de ces machines sont multiples, parmi lesquels on peut citer : robustesse,
faible inertie, couple massique élevé, rendement élevé, vitesse maximale supérieure et faible
cotit d’entretien. L’une des plus importantes de ces machines est la machine synchrone a ai-
mant permanent a poles lisses SPMSM. Le modéle mathématique dans le plan tournant (d , q)

de cette machine est comme suit [25, 96, 100] :

. Ry 1
tg=—"—1+D Q1+ — ug

Ly Ly
- p K, B 1
0= - —=—Q-=-T 5.1
VA A (5:1)
: R, p K. 1
zq:—L—qu—ind— I Q L—suq

ou {2 est la vitesse de rotation du moteur, u, et u, les tensions statoriques, 24 et ¢, les courants
statoriques, p le nombre de paires de poles et T;, le couple de charge. Les paramétres du
moteur sont : la constante de flux rotorique K. reliée au flux de 'aiment permanent ¢; par
K, = \/ﬁ ¢y, larésistance et inductance statoriques R, le moment d’inertie J et le frottement

visqueux B.

5.2.1 Principe de la commande par orientation du flux rotorique

Notre objectif est de réaliser la commande en vitesse de la machine synchrone & aimant per-
manent & poles lisses SPMSM. Afin de réaliser cet objectif, on utilise le principe de I'orientation
du flux rotorique qui consiste, d’une part, & faire tendre le courant 1,4 vers zéro et, d’autre part,
d’utiliser le courant 2, pour gérer le couple de la machine. Le modéle mathématique (5.1), de
la machine SPMSM, correspond & l'interconnexion de deux sous systémes. La dynamique du

courant statorique 14 constitue le premier sous systéme tel que :

. RS 1
Zd:—L—SZd+pQZq+L—Sud (52)
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Le sous systéme (5.2) est un systéme du premier ordre ayant la forme dite linéarisable
par retour d’état ou la tension uy est I'entrée de commande et le courant 5 est la sortie a
commander. La vitesse €2 et le courant 2, sont les états du deuxiéme sous systéme connectés
au sous systéme (5.2). En effet, le deuxiéme sous systéme est donné par les dynamiques de ces

deux derniers états comme suit :

Q: Zq——Q——TL
i I (5.3)
Ry p K. 1

zq:—L—szq—szd— I Q—i—L—Suq

Le sous systéme (5.3) est un systéme du deuxiéme ordre ayant la forme Strict Feedback
Form ou la tension u, est I'entrée de commande et la vitesse {2 est la sortie & commander et

ou le courant i,4 est I’état d’interconnexion.

La commande par orientation de flux rotorique de la SPMSM consiste donc a faire tendre
le courant ¢4 vers zéro. En effet et en utilisant le sous systéme (5.2), on cherche la loi de
commande u; permettant de faire tendre et maintenir le courant ¢4 & sa référence ¢4,y = 0.
D’autre part et en utilisant le sous systéme (5.3), on cherche la loi de commande wu, permettant

de réaliser la poursuite en vitesse, i.e. la vitesse 2 de la machine doit poursuive la référence €2,..

5.3 Application & la commande de la SPMSM

L’objectif étant de comparer ’approche Backstepping et la nouvelle approche Commande a
Gain Récursif, on réalise donc la conception des lois de commande permettant la commande en
vitesse par orientation de flux rotorique de la machine SPMSM. D’autre part et afin de réaliser
cette comparaison entre les deux approches, on choisit comme référence de vitesse €2,y un
signal carré variant entre deux créneaux fixes avec une pente trés raide. De plus, on considére

que le couple de charge T}, est variable et mesurable.
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5.3.1 Approche Backstepping

La conception des lois de commande uq et u,, dans cette section, sera réalisée en utilisant

deux techniques de commande différentes, en 'occurrence la technique de linéarisation et I'ap-

proche Backstepping. En effet, le sous systéme (5.2) étant un systéme du premier ordre alors

on utilisera la technique de linéarisation, voir Section 2.4.1.1, afin de faire tendre le courant 14

vers sa référence 14,.; = 0. D’autre part, le sous systéme (5.3) étant un systéme du deuxiéme

ordre ayant la forme Strict Feedback Form alors on utilisera I'approche Backstepping afin de

réaliser la poursuite de trajectoire (2 vers €2,..y.

5.3.1.1 Loi de commande ug Lineq

Le sous systéme (5.2) étant sous la forme linéarisable par retour d’état, il est donc facile

de déterminer la loi de commande ug ine, afin de faire tendre le courant ¢4 vers sa référence

taref = 0. Considérons donc l'erreur de poursuite z; suivante :
21 =1 — Udref = U
dérivons l'erreur de poursuite z;, par rapport au temps, pour avoir :
21 = id
en utilisant (5.2), la dynamique de lerreur z; est telle que :

) R 1
zlz—L—:zd+szq+L—sud

Considérant maintenant la fonction de Lyapounov quadratique suivante :

la dérivée, par rapport au temps, de cette fonction de Lyapounov est :

Vi=z %4
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remplagons (5.6) dans (5.8) pour avoir :

. R, 1
Vi=zn —L—Szd—i—pﬂzq—i—L—sud (5.9)

De cette derniére équation il est facile de déterminer la loi de commande g 1ineq. En effet,
pour obtenir une convergence globale et exponentielle de I'erreur de poursuite z; vers zéro, il

suffit de prendre la loi de commande g 1ineq cOmme suit :
Ud,Linea = Rs g —D Ls Q g — kl Ls 21 (510)

ol le gain de commande k; > 0 est le gain de réglage. Cette loi de commande est réécrite, en

remplagant z; par sa définition (5.4), comme suit :
Ud, Linea = [Rs — k1 Ls] 1a —p Ls Q 1, (5.11)

En utilisant donc la loi de commande (5.10), la dérivée de la fonction de Lyapounov V;
donnée par (5.9) devient :

Vi=—ky 22 (5.12)
et en utilisant la définition de la fonction de Lyapounov (5.7), on obtient finalement :

Vi=—2k W (5.13)

L’équation (5.13) montre que la fonction de Lyapounov V; converge globalement et expo-
nentiellement vers zéro. De ce fait et vu que 'erreur de poursuite est z; = 14, alors le courant
14 converge aussi globalement et exponentiellement vers zéro, avec un taux de convergence fixé

par le gain de réglage k.

5.3.1.2 Loi de commande u, gqk

Le sous systéme (5.3) étant un systéme du deuxiéme ordre ayant la forme Strict Feedback
Form, on utilisera donc I'approche Backstepping afin de déterminer la loi de commande g gack
permettant de réaliser la poursuite de trajectoire. Comme explique dans la Section 3.2, I'ap-

proche Backstepping exige que la référence respecte les conditions décrites par ’hypothése de
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travail 3.2. Puisque le signal de référence ,.; décrit ci-haut ne respecte pas cette hypothése,
i.e. la deuxiéme dérivée n’est pas continue, alors on implémente le préfiltre du deuxiéme ordre
(5.14) de gain statique unitaire, de pulsation propre w, et de coefficient d’amortissement &

suivant :

W = 1y
Py = —w? (Y1 — Qres) — 2 € Wy Yo

(5.14)

Dans ce cas, I'approche Backstepping utilisera la référence filtrée notée ici ¢ fire €t cor-

respondant a 1, i.e. Qpef, fittre = Y1, sa premiere dérivée Q,.cr rinre = V2 et sa deuxieéme dérivée

Qref,filtre = 7702'

L’application de I'approche Backstepping pour réaliser la commande en vitesse par orien-

tation du flux rotorique de la machine SPMSM suit les deux étapes suivantes :

étape 1 :

Considérons 'erreur de poursuite en vitesse z, suivante :
23 = Q — Qey fittre (5.15)
dérivons l'erreur de poursuite z5, par rapport au temps, pour avoir :
2o = Q — Qe fittre (5.16)
en utilisant la premiére équation dans (5.3), la dynamique de lerreur z, est telle que :
p K. B 1

J g — 7 Q- j TL - Qref,filtre (517)

2:'2:

Considérant maintenant la fonction de Lyapounov quadratique suivante :

Vo == 25 (5.18)
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la dérivée, par rapport au temps, de cette fonction de Lyapounov est comme suit :
% = 29 22 (519)

remplagons (5.17) dans (5.19) pour avoir :

. K, B 1 :
‘/2 = 29 |:pT g — 7 Q— j TL - Qref,filtre:| (52())

L’approche Backstepping introduit la commande virtuelle i suivante, ot ks > 0 est le gain

de réglage, afin de stabiliser I’erreur de poursuite 2, :

J B 1 .
— i Q = T Qre iltre — k 52]—
aq oK {J + 7 L T ey filt 2 22} ( )

la commande virtuelle o; avec I'entrée de commande virtuelle 2, donnent I’erreur de poursuite
suivante :

23 =1, — Q1 (5.22)

En utilisant donc la commande virtuelle (5.21) et I'erreur de poursuite (5.22) dans la dérivée

de la fonction de Lyapounov (5.20), on obtient :

. K,

‘/é = —l{j2 Z% + pT 22 23 (523)
ou bien en utilisant (5.18)

’ p Ke

Cette derniére équation montre clairement que si la commande virtuelle o est égale a
I'entrée virtuelle ¢, alors I'erreur de poursuite z3 = 0, par conséquence la fonction de Lyapounov
V5 mais aussi 'erreur de poursuite zo convergent globalement et exponentiellement vers zéro.
Du fait que la commande virtuelle o; n’est pas égale a ’entrée virtuelle 7,, alors on passe a

I’étape 2 suivante afin de réaliser I’analyse de convergence de ’erreur de poursuite z3 vers zéro.
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étape 2 :
En dérivant (5.22) par rapport au temps et en utilisant (5.3) et (5.21), on montre que la

dynamique de 'erreur de poursuite z3 est telle que :

Ry K. 1
23:——zq—szd—pL Q—i—L—uq
? ® ° (5.25)
T 1 Basta g y 2
D Ke i i L ref,filtre 2 22
et en utilisant (5.3) et (5.17), on obtient :
) R K, 1
23:—L—qu—szd—pLs Q—i—L—Suq
B p K. B 1
— - —Q—-=T,
p Ke { T T L} (5.26)
ko J |p K. B Q 1 T Q) ’
g — 7 - = Sbref, filtre
pK. | g g gtk e
1. J .
- 1 — Qre iltre
pK. " pK. Y
aprés arrangement on a :
1 R, B
23—+L—Suq pQZd—[fs 7—l€2:| Zq
B B p K 1 B
— — ko | — ) — —ko| T 5.27
%pl@ (J 2) Ls] Iy [J 2} : 27
R N J .
- T — Qre iltre — — 1 Qre iltre
p K. p KTy g,

Considérons maintenant la fonction de Lyapounov suivante pour 'erreur de poursuite z3 :

1 2
5.28
; (5.2)
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en utilisant (5.27), la dérivée par rapport au temps de la fonction de Lyapounov V3 est comme

suit :
(1 R, B )
—I—L—Suq—szd—[L—s#—j—k‘g} .
. . B B p K, 1 B
Vi = 23 23 = 23 X — —ky | — Q — —ko| Ty ¢ 5.29
3 3 23 3 —i—{pKe(J 2) Ls:| —l—pKe {J 2] L ( )
1 . ko J - J .
- T_—Qre ire_—Qre iltre
| p K. T p K, CTHe T g, b )

De cette derniére équation et afin de stabiliser I'erreur de poursuite z3 on prend la loi de

commande g peer SUivante :

( R, B )
+p Qg+ {L—S—l—j—kg] 1y
B B K. 1 B
[ ()2 o -]
Ug.Back = L pEe \J s pie |J (5.30)
T Y A . S
D Ke L P K@ ref,filtre D Ke ref,filtre
p Ke
—k —
\ 3% J 2 )

p Ke
J

Le terme (— Zg) est inclus dans la loi de commande ug o afin de compenser le
deuxiéme terme dans la dérivée de la fonction de Lyapounov V, donnée par (5.24) et ou le

gain k3 > 0 est le gain de réglage.

En remplacant donc la loi de commande u, gacr (5.30) dans la dérivée de la fonction de

Lyapounov V3 (5.29), on trouve :

(5.31)

Considérons maintenant la fonction de Lyapounov Vj suivante pour tout le sous systéme (5.3) :

1 1
Dérivons, par rapport au temps, cette fonction pour avoir :
Vo=Vao+ Vs (5.33)
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en utilisant (5.23) et (5.31), on trouve :

‘./0:—/{52 Z%—kg Z§
. (5.34)
Vo = — min(kz, ks) (25 + 23)
ol bien en utilisant (5.32)
Vo = —2 min(ky, ks) Vi (5.35)

Cette derniére équation montre que pour tout gains de réglage ks > 0 et k3 > 0, la fonction
de Lyapounov V| converge globalement et exponentiellement vers zéro. Par conséquence, le
vecteur erreur de poursuite 27 = [29, 23] tend globalement et exponentiellement vers zéro avec

un taux de convergence déterminer par le minimum des deux gains de réglage ko et ks.

En remplagant les erreurs de poursuite zo et z3 par leurs définitions (5.15) et (5.22), la loi

de commande u, p.cr €St finalement donnée, aprés arrangent, comme suit :
q,Back ’ )

L, J
L L., B L B2
K (1-= 2 S — Q
+{p e( J>+pKe (ko + k3) K, <J+Jk2k:3>}
J

p Ke L, L,
v o 22

R, B
uq,Back:+pLs de+Ls |:_+__k72_k3:| lq

(5.36)

LsJ
N :| Qref,filtre + p—[(e (k2 + kS) Qref,filtre
LS J .

L B
Qre iltre — k k - 7 T
+pKe f.filt +pKe {3—1- 2 Jl L+

L

T
p K. "

5.3.1.3 Analyse compléte de la convergence

Les deux lois de commande g rineq €t Ug Back Sont les lois de commande permettant de
commander séparément les deux sous systémes (5.2) et (5.3). L’analyse qui nous intéresse ici

porte sur la convergence du systéme complet (5.1).
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Considérons la fonction de Lyapounov suivante :

1
V= 5 [21,22723] [21’22723]T
1
V= [+ 2+ 2
9 [ 1 2 3] (537)

V=Vi+VW+V
V=Vi+VW

Dérivons, par rapport au temps, et utilisons (5.13) et (5.35) pour avoir :

V=-=2 k‘l ‘/1 -2 min(k’g,k’g) ‘/0
(5.38)

V = -2 min(k‘l, k?g, k?3) \%4
Cette derniére équation montre que la fonction de Lyapounov V' converge globalement et
exponentiellement vers zéro et par conséquence le vecteur erreur z7 = [z, 29, 23] converge
globalement et exponentiellement vers zéro avec un taux de convergence déterminer par le

minimum des trois gains de réglage ki, ks et ks.

5.3.2 Approche Commande a Gain Récursif

A la différence des lois de commande réalisées par linéarisation et Backstepping dans la
précédente section, la conception des lois de commande permettant la commande en vitesse par
orientation du flux rotorique de la SPMSM seront réalisées, dans cette section, exclusivement
en utilisant I’approche Commande a Gain Récursif. D’autre part, il est important de noter que

le signal de référence €2,.¢, décrit dans la section 5.3, respecte I’hypothése de travail 4.2.

5.3.2.1 Loi de commande ug4ccr

L’approche Commande a Gain Récursif étant applicable aux systémes non linéaires de
premier ordre, on appliquera donc cette approche au sous systéme (5.2) afin de faire tendre le
courant 14 vers sa référence 14,y = 0. Considérons alors la méme erreur de poursuite z; que
dans la précédente section :

21 =1 — Udgref = U (5.39)
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En ajoutant et soustrayant le signal fictif ¢,,, qui sera défini plus tard, pour I’erreur de poursuite

z1 on obtient :

2 =1g — Gy + Oy

1 = zd + ¢zd

(5.40)

ou la nouvelle erreur 74 est comme suit :
id = 1q — ¢ld (541)

Afin de réaliser I'analyse de convergence de I'erreur de poursuite z; et de déterminer la loi
de commande ugcqr permettant de faire tendre le courant 14 vers sa référence ¢4,y = 0, on

procede selon trois étapes comme suit.

étape 1 :

Dans cette étape on réalise I’analyse de convergence de 'erreur de poursuite 7. En dérivant,

par rapport au temps, (5.41) et en utilisant (5.2) on obtient :

R, 1 .
Zd:—L—Sld+pQZq+L—Sud—¢zd (542)

Considérons la fonction de Lyapounov V;, suivante pour l'erreur de poursuite 74 :

1
‘/'id - 5 53 (543>

en dérivant la fonction de Lyapounov V;,, par rapport au temps, et en utilisant (5.42) on

obtient :

R, 1 .
0+ L u—d, (5.44)

‘./Z =
L L

d

=

L’objectif dans cette étape est de faire tendre I'erreur de poursuite 74 vers zéro globalement

et exponentiellement. Afin de réaliser cet objectif, on opte pour les choix suivants :
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Comme expliquer dans la Définition 4.2 du chapitre 4, le deuxiéme terme dans la forme
générale d’un signal fictif 4.1 dépend de 1'objectif d’analyse. Dans ce cas et di au fait que la
référence est nulle, i.e. 24,05 = 0, alors le deuxiéme terme dans 4.1 est pris égale a zéro. Il s’agit

d’un cas particulier.Le signal fictif ¢,, correspond donc & I'équation différentielle suivante :
éld + kl ¢zd =0 (545)

Alors que la commande réelle uqccr, conformément & 'analyse en chapitre 4, est choisie

comme :
Rs . ‘ .
Ud,cGR = LS L_ g — P Q g — ]{31 14 (546)
ou bien, aprés arrangement
ud,CG’R = [RS — kl LS] id — P LS Q iq (547)

ou la constante k; > 0 est le gain de réglage.

En remplagant donc le signal fictif (5.45) et la commande réelle (5.46) dans la dérivée de
la fonction de Lyapounov (5.44) et en utilisant l'erreur de poursuite (5.41), on obtient :

Vi o= —ki 2 (5.48)

=
plus encore, en utilisant (5.43) la dérivée de la fonction de Lyapounov devient finalement :

Vi, =2k Vi (5.49)

Cette derniére équation montre clairement que la fonction de Lyapounov converge globa-
lement et exponentiellement vers zéro et par conséquence l'erreur de poursuite 74 converge,
conformément a (5.43), globalement et exponentiellement vers zéro avec un taux de conver-

gence fixé par le gain de réglage k;.
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étape 2 :

Pour ce cas particulier ou la référence est nulle, i.e. 14,.f = 0, cette deuxiéme étape est trés
simple & analyser. En effet et du fait que le signal fictif ¢,, est défini par I’équation différentielle
de premier ordre (5.45), il est clair que ce signal converge globalement et exponentiellement
vers zéro avec un taux de convergence fixé par le gain de réglage k;. Ceci est démontré en

considérant la fonction de Lyapounov suivante :
L,
Vs, = 3 o, (5.50)

en dérivant, par rapport au temps, cette fonction de Lyapounov et en utilisant (5.45) et (5.50)

on a :

Vd)ld = ¢Zd éld
Vo = —ki o7, (5.51)
V¢Zd = -2 k’l V¢Zd

Cette derniére équation montre effectivement que la fonction de Lyapounov Vs,, et le signal

fictif ¢,, convergent globalement et exponentiellement vers zéro.

étape 3 :

Dans cette derniére étape on réalise 'analyse de convergence de l'erreur de poursuite z;. A

cet effet, considérons la fonction de Lyapounov suivante :

1
Vi=g 2 (5.52)
en utilisant (5.40), on a :
L
‘/1 = 5 [Zd + ¢zd]2
- (5.53)

| 3
V1=—z§+§¢3d+zd¢zd

(\]
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I'inégalité de Young donne :

Vi <@+ 97, (5.54)

de plus, en utilisant (5.43) et (5.50) on obtient :

Vi<2V, +2V,, (5.55)

et en dérivant cette fonction de Lyapounov, par rapport au temps, et en utilisant (5.49), (5.51)

et (5.55) on trouve :

Vi<2Vi, +2V,
Vi<—dk V2—4k V,, (5.56)

2d

Vi<—2k WV

Cette derniére équation montre que la fonction de Lyapounov V; converge globalement et
exponentiellement vers zéro. Par conséquence et conformément & (5.52), l'erreur de poursuite
z1 et donc le courant 24 convergent aussi globalement et exponentiellement vers zéro avec un

taux de convergence déterminé par le gain de réglage k.

5.3.2.2 Loi de commande u,cqr

Dans cette section on appliquera ’approche Commande a Gain Récursif au sous systéme
(5.3) afin de déterminer la loi de commande u,cqr permettant de réaliser la poursuite de
trajectoire 2 vers la vraie référence 2, ¢ et non pas la référence filtrée €, firre. En effet, la vraie
référence €2,y respecte ’hypothése de travail 4.2 et par conséquence aucun filtre n’est nécessaire
pour 'implémentation de 'approche Commande a Gain Récursif. D’autre part, le sous systéme
(5.3) étant du deuxiéme ordre, on traitera successivement la dynamique du courant statorique
14 et celle de la vitesse 2. Remarquer ici que, a la différence de I'approche Backstepping qui
traite les états dans un ordre croissant, voir la section précédente, I'approche Commande a Gain
Récursif traite les états dans un ordre décroissant, i.e. la dynamique du courant statorique i,
puis la dynamique de la vitesse €. Il faut aussi noter que chaque état du sous systéme (5.3), 2,

et (2, sera traité en trois étapes.
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5.3.2.2.1 Dynamique du courant statorique 1,

L’objectif dans cette partie est d’analyser la convergence de l'erreur de poursuite entre

I'entrée de commande virtuelle 7, et la commande virtuelle ap définie comme suit :

23 =1, — Qg (5.57)

Il est important de noter que la commande virtuelle a5 sera définie dans la prochaine partie
dans laquelle I'analyse de convergence de ’erreur de poursuite zo sera traitée. En effet, dans
cette partie on considére simplement que la commande virtuelle oy est bien définie dans le
sens que g € Lo, i.e. ag est bornée, et qu’il existe une constante cs > 0 telle que la premiére
dérivée de oy est bornée comme suit :

|G| < 2 (5.58)
Ces deux propriétés correspondent en effet aux hypotheéses de travail 4.3 et 4.4 de ’approche

Commande a Gain Récursif, voir Chapitre 4.

En ajoutant et soustrayant le signal fictif ¢, , qui sera défini plus tard, pour l'erreur de

poursuite z3 (5.57) on obtient :

(5.59)
23 = 14 + g
ol les deux nouvelles erreurs 7, et &, sont définies comme suit :
lqg = 19 — O, (5.60)
O~12 = szq — Q9 (561)

Afin de réaliser I'analyse de convergence de l'erreur de poursuite z3 et de déterminer la
commande réelle u, cor permettant de faire tendre I'entrée de commande virtuelle 7, vers la

commande virtuelle ay, on procéde selon trois étapes comme suit.
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étape 1 :
Dans cette étape on réalise I'analyse de convergence de I'erreur de poursuite 7,. Pour cette
fin, considérons la fonction de Lyapounov quadratique suivante :

‘/%:

q

i (5.62)

N | —

dérivons cette fonction de Lyapounov, par rapport au temps, et utilisons (5.60) pour avoir :

Vi, =g i,
A (5.63)
‘/iq - iq (Zq - ¢2q>
et en remplagant la dynamique du courant ¢, donnée par (5.3) dans (5.63), on obtient :
. - R, p K, 1 .
Vi, =14 (_L_s 1q—D Qg — I Q+L—Suq—¢lq> (5.64)

L’objectif étant de faire tendre I'erreur de poursuite 7, vers zéro globalement et exponen-

tiellement, on opte alors pour les choix suivants :

le signal fictif ¢,, est choisi tel que défini par I'équation différentielle suivante :

qbzq + k3 ¢zq = ]{:3 &%) (565)

et la commande réelle u, cqr est choisie comme suit :

p K.
L,

Ry
— g+ p Qg+

I Q-+ ks oy (5.66)

Uq,CGR = LS —/{3 lq +

ou la constante k3 > 0 est le gain de réglage.

En remplagant donc le signal fictif (5.65) et la commande réelle (5.66) dans la dérivée de

la fonction de Lyapounov (5.64) et en utilisant 'erreur de poursuite (5.60), on obtient :

Vi, = —ks 7, (5.67)

iq
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et en utilisant (5.62), on a finalement :

Vi =2k Vi, (5.68)

Pour les choix faits ci-dessus, signal fictif ¢,, et commande réelle uq cgr, on voit clairement
que la fonction de Lyapounov V;, converge globalement et exponentiellement vers zéro et par
conséquence, conformément a (5.62), 'erreur de poursuite 7, converge aussi globalement et

exponentiellement vers zéro avec un taux de convergence fixé par le gain de réglage k3.

étape 2 :

Dans cette étape on réalise 'analyse de convergence de 'erreur de poursuite a,. Pour cette

fin, considérons la fonction de Lyapounov quadratique suivante :

Va, = = a3 (5.69)

DN | —

dérivons cette fonction de Lyapounov, par rapport au temps, et utilisons (5.61) pour avoir :

Vdg - 652 652

. . (5.70)
Va, =z (b, — do)
en utilisant le signal fictif ¢,, donné par (5.65), on obtient :
Va, = a2 (—ks ¢y, + ks ao — d0)
Vay = G (—ky Gy — do) (5.71)
Va, = —ks 2 — d drg
I'inégalité de Young donne :
Va, < —(ks — 12) &2 + L % (5.72)
= 2 2 €1,2
en utilisant (5.69) et (5.58), on a :
Vay < =2 (ks — 61—’2) Va, + ! c (5.73)
2= 2 ? 2 €1,2
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Dans ce cas, en choisissant
2

o> 2 et ky> k2 (5.74)
27 2
c’est & dire
02
ks > ZQ (5.75)

il est facile de conclure a partir de (5.73) que la fonction de Lyapounov V3, converge globale-
ment et exponentiellement. Par conséquence, I'erreur de poursuite &y converge globalement et

exponentiellement dans une boule de centre zéro et dont le rayon

2

C
Ry = 2 5.76
2 \/2 5172 (k?3 — 617’2) ( )

peut étre rendu aussi petit que désiré en choisissant, conformément a (5.75), le paramétre de
réglage k3 suffisamment grand.
étape 3 :

Dans cette derniére étape on réalise I’analyse de convergence de ’erreur de poursuite z3. A

cet effet, considérons la fonction de Lyapounov suivante :

1
Vs = 3 2z (5.77)
en utilisant (5.59), on a :
1
V=5 [ig + o]’
1, 1., (5.78)
V3—§iq—|—§072~l—iqd2
I'inégalité de Young donne :
Vs <70+ aj (5.79)

de plus, en utilisant (5.62) et (5.69) on obtient :

V; <2V, +2Va, (5.80)
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en dérivant cette fonction de Lyapounov, par rapport au temps, et en utilisant (5.68) et (5.73)

on trouve :

%SQ%}I-}_QV&Q

. 1 (5.81)
Uy < —4 kg Vi, — 4 (ks — =2) Va, + — 3
2 €1,2
et puisque 0 < (ks — %2) < ks, il vient :
. €1,2 1 2
V<=4 (ks — =) (Vi, +Va,) + — & (5.82)
2 €1,2
et en utilisant (5.80)
. 1
Vs <=2 (ks — 22) Vit — 3 (5.83)
2 €1,2
en choisissant donc
g12>c5 et kg > %’2 (5.84)
plus exactement
2
ks > %2 (5.85)

alors de I’équation (5.83), on peut voir que la fonction de Lyapounov V3 converge globalement et
exponentiellement. Par conséquence et conformément a (5.77), I'erreur de poursuite z3 converge

globalement et exponentiellement dans une boule de centre zéro et dont le rayon

Ro— | % (5.86)
Zg €1 (ks — 5172) '

peut étre rendu aussi petit que désiré en choisissant, conformément a (5.85), le paramétre de
réglage k3 suffisamment grand.
5.3.2.2.2 Dynamique de la vitesse (2

L’objectif dans cette partie est d’analyser la convergence de 'erreur de poursuite en vitesse
2o définie comme suit :

9 — Q- Qref (587)
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En ajoutant et soustrayant le signal fictif ¢q, quisera défini plus tard, pour I’erreur de poursuite

25 donnée par (5.87) on obtient :

ZZIQ_¢Q+¢Q_Qref

R (5.88)
29 = Q0+ Qe
ot les deux nouvelles erreurs () et Qm ¢ sont définies comme suit :
Q=0 dq (5.89)
Qper = b — ey (5.90)

Afin de réaliser I'analyse de convergence de l'erreur de poursuite 2o et de déterminer la
commande virtuelle a; permettant de faire tendre la vitesse €2 vers sa référence €, ¢, on procéde

selon trois étapes comme suit.

étape 1 :

Dans cette étape on réalise Panalyse de convergence de l'erreur de poursuite 2. Pour cette

fin, on modifie la dynamique de la vitesse {2 en ajoutant et soustrayant le terme 2 j(ﬁ (g, Ol

oy est la commande virtuelle et ¢, I’entrée virtuelle, comme suit :

K, B 1 K, K,
Q:uzq——ﬁ——TL—p eozg—i-uozg
- p K, B 1 p K, )
0= 7 [zq—a2]—7§2—jTL+ T

Dans cette derniére équation apparait ’erreur de poursuite z3 entre I’entrée virtuelle ¢, et
la commande virtuelle oy telle que définie par (5.57), i.e. z3 = 7, — a2, ol bien en introduisant
le signal fictif ¢,, par (5.59), i.e. z3 = 7, + G2. En remplagant donc cette erreur en utilisant

(5.59) on obtient :
B 1 K.
iy + Qo] — — QO--1,+2

- pKe
Q=—
J J J

J

(0] (592)

Considérons donc la fonction de Lyapounov suivante pour 'erreur de poursuite €2 :

Vo == (5.93)

N | =
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dérivons cette fonction de Lyapounov, par rapport au temps, et utilisons (5.89) pour avoir :

h=0f (5.04)
Vs =0 (Q—gf)g)

et en remplagant (5.92) dans (5.94), on obtient :

. ~ Ke ~ - B 1 Ke i
VQ:Q<pJ [Zq+a2]—79—jTL+pJ 042—<Z5Q>

(5.95)

L’objectif dans cette étape est de faire tendre Perreur de poursuite € vers zéro globalement

et exponentiellement. Afin de réaliser cet objectif on opte pour les choix suivants :

le signal fictif ¢q est choisi tel que donné par ’équation différentielle suivante :

i Ke ~ ~
Oa + ko ¢q = ko Qref+pj (7q + a2)

(5.96)
et la commande virtuelle oy est choisie comme suit :
J B 1
= —ky Q4+ —= Q4+ = T7 + ky Qe 5.97
Qo e 5 2+ 7 + 7l + Ko f ( )

ou la constante ks > 0 est le gain de réglage.

En remplagant donc le signal fictif (5.96) et la commande virtuelle (5.97) dans la dérivée

de la fonction de Lyapounov (5.95) et en utilisant 'erreur de poursuite (5.89), on obtient :

VQ - —k'g Q2

(5.98)

et en utilisant (5.93), on a finalement :

Vg =

—2 ky Vg (5.99)

Pour les choix faits ci-dessus, signal fictif ¢o et commande virtuelle ai, on voit clairement

que la fonction de Lyapounov Vg converge globalement et exponentiellement vers zéro et par
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conséquence, conformément & (5.93), 'erreur de poursuite {2 converge aussi globalement et

exponentiellement vers zéro avec un taux de convergence fixé par le gain de réglage ks.

étape 2 :

Dans cette étape on réalise I'analyse de convergence de 'erreur de poursuite €,.;. Pour

cette fin, considérons la fonction de Lyapounov quadratique suivante :
L &9
VQTEf =3 Qs (5.100)
dérivons cette fonction de Lyapounov, par rapport au temps, et utilisons (5.90) pour avoir :

VQref = Qref Qref

. . : . (5.101)
VQref - Qref <¢Q - QT@f)
en remplacant le signal fictif ¢q par sa définition (5.96), on obtient :
' 9 pKe :
Va,., = Srep | —k2 o + ko Qe + ¥ (ig + a2) — Qyey (5.102)
et en utilisant (5.90), on trouve :
) e A p K. ~ :
Va,., = ey <—k2 Qrer + — (g + ) — Qref) (5.103)

Conformément a l’analyse réalisée auparavant, voir Section 5.3.2.2.1, ’erreur de poursuite
74 converge globalement et exponentiellement vers zéro, par conséquent le terme correspondant

peut étre ignoré dans la dérivée de la fonction de Lyapounov (5.103), donc on a :

. . . K, . .
VQref - Qref (_kZ Qref + b Qg — Qref)
(5.104)
: - pK.~ -
Vﬁref = —ko Qref + T Qref Qg — me Qref
et en utilisant 1'inégalité de Young, on obtient :
2
. €1,1 €21\ A2 1 9 p K. 1 ~2
Va <—<k:——’——’>Q ) 5.105
QrEf - 2 2 2 ref + 2 8171 ref + ( J ) 2 62’1 a2 ( )
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En prenant en considération, d’une part, I’hypotheése de travail 4.2 de 'approche Commande
a Gain Récursif, i.e. il existe une constante ¢; > 0 tel que le signal de référence €,.5 possede
une dérivée premiére vérifiant ]Q,ne £ < ¢, laquelle est en effet vérifié par le choix du signal €,
et , d’autre part, le résultat de 'analyse réalisée auparavant, i.e. |as| < Ry, voir (5.76), il s’en

suit que la dérivée de la fonction de Lyapounov (5.105) est comme suit :

Ve <—(k—E—52—’1> Gy Lo (PENT L b (5.106)
Qrep = 2 2 2 ref ! J 26271 2 .

ou bien en utilisant (5.100)

2
: €11 €21 1 p K. 1 2
Ve < _9 (k _ __7) Vi 4+ —— 2 R 5.107
Ore = 22 2 Qs T3 €11 at\7; 2691 ° ( )
Dans ce cas, en choisissant
c? 1 (p K. 2 €11+ €21
€1,1 > 51 y €21 > 5 < 7 ) R% et ]i’Q > # (5108)
c’est a dire ,
1 K,
k> |+ (pJ ) R? (5.109)

il est facile de conclure a partir de (5.107) que la fonction de Lyapounov VQref converge globa-
lement et exponentiellement. Par conséquence, I'erreur de poursuite Qe ¢ converge globalement

et exponentiellement dans une boule de centre zéro et dont le rayon

/ [2 (hy — 2L — 82—’1)] (5.110)

€11 €21

2
o [c_%+<p+<e) %

peut étre rendu aussi petit que désiré en choisissant, conformément & (5.109), le paramétre de

réglage ko suffisamment grand.
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étape 3 :

Dans cette derniére étape on réalise 'analyse de convergence de l'erreur de poursuite zo. A

cet effet, considérons la fonction de Lyapounov suivante :

en utilisant (5.88), on a :

I'inégalité de Young donne :
Vo < Q%+ Q2
de plus, en utilisant (5.93) et (5.100) on obtient :

Vo <2Ve+2 VQref

(5.111)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

en dérivant cette fonction de Lyapounov, par rapport au temps, et en utilisant (5.99) et (5.107)

on trouve :
VQ <2 VQ + 2 VQT-ef

Vo< —dky Vg —4 (;@_E_@) v +i+(p ) R}
Nl

2 2 Crey €1 J €21
et puisque 0 < (ky — 5 — =2) < ky, il vient que
2 2 2
€11 €91 ] p Ke RQ
Vo< —4 (kg — —=— — =) (V5 + V5 — —=
<= B -2 (v )+ g () 2
et en utilisant (5.114)
2 2 2
€11 €21 p K. R2
Vo< -2 (kg— ———=)Vo+—+ —
2 ( 2 2 2 ) 2 €1,1 ( J ) €21
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en choisissant donc

2 p K. ? 2 €11 +t¢€21
€11 >¢ , E21 > 7 R2 et ko > # (5118)
plus exactement
1 K.\°
ky> [l + (pJ ) R2 (5.119)

alors de I’équation (5.117), on peut voir que la fonction de Lyapounov V5, converge globalement
et exponentiellement. Par conséquence et conformément a (5.111), 'erreur de poursuite zs

converge globalement et exponentiellement dans une boule de centre zéro et dont le rayon

po_ |4 (pEN B
= €11 J €21

peut étre rendu aussi petit que désiré en choisissant, conformément a (5.119), le paramétre de

/ [k2 - 5171 — 5271] (5.120)

réglage ko suffisamment grand.

En remplagant la commande virtuelle ay donnée par (5.97) dans la commande réelle u, car

donnée par (5.66), cette derniére est finalement donnée comme suit :

ks L,
Ugcor = [Rs — ks Ly ig+p Ly Qig+ pKe—i—pgK (B—ky J)| ©
e 121
+k3L$T+k2k3JLSQ (5.121)
K, " pK,

5.3.2.3 Analyse compléte de la convergence

Les deux lois de commande uqcar et ugcar sont les lois de commande permettant de
commander séparément les deux sous systémes (5.2) et (5.3). L’analyse qui nous intéresse ici
porte sur la convergence du systéme complet (5.1). Considérons donc la fonction de Lyapounov

suivante :

V = 5 [2’1722723] [21,2’2723]T

1
V= 5 [23 + 22 + 23] (5.122)
V=Vi+Va+Vs
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Dérivons, par rapport au temps, et utilisons (5.56), (5.83) et (5.117) pour avoir :

V<-2kW
2 2 2
€11 €21 G p K. R;
9 (ko — 2B Z2y e, T 2
(k2 = == = =57) o +( b ) o (5.123)
€12 1 2
— 9 (ko — 222y Ve —
(ks 5 ) Vs + . &
et en utilisant (5.122), on obtient :
: 2 KN\° R 1
V§—2kov+c—1+(p ) —2+—q (5.124)
€11 J €21 €12
ou kg est le minimum défini comme suit :
Ko = min [ (k2 — S22 = Z2); (kg — 22 (5.125)

L’équation (5.124) montre que la fonction de Lyapounov V' converge globalement et expo-

T

nentiellement vers zéro. Par conséquence le vecteur erreur z' = [z, 29, 23] converge globalement

et exponentiellement vers zéro dans une boule de centre zéro et dont le rayon

R = [C_%_’_C_%_F(pKe)Qig

€12 €11 J €21

Jkq (5.126)

peut étre rendu aussi petit que désiré en choisissant le minimum kg, conformément a (5.125),

suffisamment grand.

5.3.3 Comparaison et simulation

La premiere chose a relever ici est que la loi de commande g 1ineq €st obtenue par la théorie
de linéarisation, voir Chapitre 13 dans [58]. En effet, 'approche Backstepping ne s’applique pas
aux systémes de premier ordre, autrement dit pour ces systéemes ’approche Backstepping est
équivalente a la méthode de linéarisation. D’autre part, on note que la loi de commande ug 1ineq
et celle obtenue en utilisant I’approche Commande a Gain Récursif, uqcar, sont exactement

les mémes. Ceci est dt au fait que la référence est nulle, i.e. ig,ef = 0.
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D’autre part, méme si le sous systéme (5.3) est de trés faible ordre, n = 2, les inconvénients
de ’approche Backstepping apparaissent clairement. En effet, en comparant la loi de commande
Ug, Back, Obtenue en utilisant I'approche Backstepping, a la loi de commande u, ccr, obtenue en

utilisant 'approche Commande a Gain Récursif, on reléve les inconvénients suivants :

1. Difficulté d’obtention de la loi de commande u, pqci avec I'approche Backstepping com-
parée a la facilité d’obtention de la loi de commande u, cqr avec 'approche Commande
a Gain Récursif. En effet, I'utilisateur final peut obtenir directement les lois de com-
mande, uqcar et ugcar, sans réaliser 'analyse présentée dans ce chapitre. Il s’agit du

probléme d’explosion de complexité.

2. Nécessité de 'adjonction d’un préfiltre pour générer la référence filtrée et ses dérivées
afin de réaliser la loi de commande ug pacr Obtenue par 'approche Backstepping. La
réalisation de la loi de commande u, cqr obtenue par 'approche Commande a Gain Ré-
cursif ne nécessite aucun filtre. Il s’agit du probléme des conditions trés contraignantes

de I’hypotheése 3.2.

3. Nombre de termes important dans la loi de commande u, p.cr Obtenue par I’approche
Backstepping comparé au nombre de termes dans la loi de commande u,cqr obtenue

par 'approche Commande a Gain Récursif. 11 s’agit du probléme d’explosion de termes.

4. La loi de commande u4 pqc; Obtenue par I'approche Backstepping nécessite, dans le cas
présent, un deuxiéme préfiltre du premier ordre afin d’obtenir la dérivée du couple de
charge 77,. Ceci n’est pas le cas pour la loi de commande u, cqr obtenue par 'approche

Commande a Gain Récursif.

Il est important de noter que le probléme des conditions trés contraignantes de I’hypothése
3.3 sur les non linéarités g; et f; n’apparait pas dans le cas de la machine SPMSM puisque ses

non linéarités sont simples.

Afin de compléter la comparaison entre les deux approches, Backstepping et Commande a
Gain Récursif, on réalise la simulation de la commande par orientation du flux rotorique de la

machine SPMSM sous MATLAB /Simulink. Dans cette simulation, on utilise les mémes valeurs
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pour les gains de réglage : k1 = 30, ks = 100 et k3 = 10. Les paramétres du préfiltre (5.14) sont
choisis comme suit : le coefficient d’amortissement £ est pris constant tel que € = 0.7, alors que
pour la pulsation propre w, on prend successivement les valeurs suivantes w, = 10, w, = 20
et w, = 30. Les deux créneaux pour la vraie référence de vitesse sont 100 rd/s et 80 rd/s. Le

couple de charge est pris constant tel que T, =1 Nm.

Les résultats de simulation sont tels que donnés par les figures Figure 5-1 a Figure 5-5. La
Figure 5-1 montre clairement que 'approche Commande a Gain Récursif est plus performante
que 'approche Backstepping. En effet, pour les mémes gains de réglage on voit clairement que
la convergence dans le cas de 'approche Commande a Gain Récursif est plus rapide que dans
celui de 'approche Backstepping. Ce fait est dia au préfiltre (5.14). En effet, dans le cas de
I’approche Backstepping la vitesse ) converge d’abord et rapidement vers la référence filtrée
Qyef, pirtre €t ces deux derniers convergent aprés vers la vraie référence €,.¢. De ce fait et pour
que 'approche Backstepping atteigne les performances de celle de la Commande a Gain Ré-
cursif, il faut augmenter la valeur de la pulsation propre w,, du préfiltre (5.14). D’autre part, il
est important de noter que dans le cas d’'une implémentation temps réelle la pulsation propre
wy, ne peut pas étre prise trés grande. De ce fait, on conclue que le préfiltre (5.14) constitue un
inconvénient majeur pour de ’approche Backstepping. Cet dernier est encore plus important
si le couple de charge T}, est variable. En effet et dans ce cas de figure, il faudrait ajouter un
deuxieme préfiltre du premier ordre pour obtenir ’approximation du couple de charge et sa

premiéere dérivée.
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FIGURE 5-1 — Evolution de la vitesse Q pour les deux approches.
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FIGURE 5-3 — Evolution des commandes Ud, Linea €t Ugcar avec les deux approches.
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FIGURE 5-5 — Evolution des courants statoriques iq.Back €t igcar avec les deux approches.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté ’application de ’approche Commande a Gain Ré-
cursif pour la conception des lois de commande permettant la commande en vitesse par orien-
tation du flux rotorique de la machine synchrone a aimant permanent SPMSM. D’autre part,
nous avons réalisé la conception des mémes lois de commande en combinant les techniques
de linéarisation et Backstepping. La simulation de ces deux derniéres commandes sous MAT-
LAB/Simulink nous a permit de comparer les performances des deux approches Commande a
Gain Récursif et Backstepping dans le cas d’un systéeme réel. En effet, ceci nous a permis de
mettre en évidence les grands avantages de la nouvelle approche Commande a Gain Récursif

comparativement a celle du Backstepping.
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CHAPITRE 6

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cette thése nous avons traité le probléme de la commande des systémes non linéaires
appartenant a la classe Strict Feedback Systems. La contribution majeur dans cette thése est le
développement d’une nouvelle approche pour la commande de ces derniers systémes, laquelle
approche est désignée par Commande a Gain Récursif. Le développement de notre approche
est basé sur une nouvelle maniére pour la construction récursive des fonctions de Lyapounov
laquelle est rendue possible grace a l'introduction de la nouvelle notion de signal fictif, ceci
constitue une autre contribution non moins majeur dans cette thése. L’approche Commande
a Gain Récursif non seulement apporte une solution radicale aux limites et inconvénients de
I’approche Backstepping, mais plus encore ces performances lui sont supérieures. Par consé-
quence notre approche surpasse toutes les approches, proposées dans la littérature scientifique,
traitant les limites et inconvénients de ’approche Backstepping. Plus encore et a la différence
de cette derniére, 'approche Commande a Gain Récursif est intrinséquement robuste pour la

classe des systémes incertains étudiés dans cette thése ce qui confirme encore plus sa supériorité.

Nous avons commencé par présenté un rappel des transformations permettant le passage
de I'écriture générale d’un systéme non linéaire vers les formes canoniques. Cette présentation
nous a permis de présenter les différentes formes canoniques de base des systémes appartenant
a la classe Strict Feedback Systems, mais aussi la forme générale. En particulier, ces formes
permettent de clarifier les types de systémes non linéaires traités par les différentes approches

citées dans cette thése.
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Aprés la présentation de la classe Strict Feedback Systems, nous avons présenté ’approche
Backstepping afin de montrer ces limites et inconvénients et par conséquence de situer la problé-
matique traiter dans cette thése. En effet, nous avons discuté la difficulté de ’établissement de
loi de commande, i.e. probleme d’ezplosion de complexité, le nombre de termes trés important
dans cette loi de commande, i.e. probléme d’ezplosion de termes, la nécessité de ’adjonction
d’un préfiltre mais aussi les conditions trés contraignantes des hypothéses de travail qui li-
mitent I’étendue de la classe Strict Feedback Systems pour laquelle 'approche Backstepping est
applicable. Plus encore et afin de mieux clarifier la difficulté de la problématique, nous avons
choisi de présenter les approches Dynamic Surface Control et Command Filtered Backstepping
parmi toutes celles proposées dans la littérature. Grace a ces deux derniéres nous avons montré
que toutes les approches ne traitent pas les limites et inconvénients de l'approche Backstep-
ping de maniére radicale, elles ne font que contourner ces problémes au prix d’une limitation
des performances. En effet, nous avons montré que leurs objectif est, d'une part, de réduire les
contraignantes des hypotheéses de travaille et, d’autre part, de réduire les problémes d’explosion
de complexité et d’explosion de termes tout en cherchant a recouvrir aux mieux possible les

performances de 'approche Backstepping.

Afin de montrer les avantages de 'approche Commande a Gain Récursif par rapport a
celle du Backstepping et de valider I'analyse théorique de notre approche, nous avons réalisé
la commande par orientation du flux rotorique de la machine synchrone a aimant permanent
a poles lisses SPMSM. Les résultats de simulations ont montrés clairement la supériorité de

I’approche Commande a Gain Récursif.

L’approche Commande a Gain Récursif développée dans cette thése considére que les non
linéarités du systémes sont connues, dont les paramétres sont connus et invariants et que les

états du systémes sont mesurables. De ce fait les perspectives suivantes sont envisageables :

Extension de 'approche Commande a Gain Récursif au cas adaptative. Il s’agit d’étendre
cette approche a la commande des systémes de la classe Parametric Strict Feedback Systems,
cas des systémes (2.19). Ceci donnera lieu a la commande non linéaire Commande Adaptative

a Gain Récursif.
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Extension de I’'approche Commande a Gain Récursif au cas ot les non linéarités du systéme
(2.19) dépendent seulement de la sortie y. Il s’agit d’étendre cette approche & la commande
des systémes de la classe Output Feedback Systems, voir chapitre 7 dans [63]. Ceci donnera lieu

a la commande non linéaire Commande a Gain Récursif avec Observateur.

Le deux extensions ci-haut peuvent aussi étre combinées afin de réaliser la Commande

Adaptative a Gain Récursif avec Observateur.

Les réseaux de neurones ou la logique floue peuvent étre combinés a I’approche Commande

a Gain Récursif afin de commander les systémes dont les non linéarités sont inconnues.

Les quatre extensions ci-haut ne sont qu'un simple apergu des possibilités existantes. D’autre
part, on peut envisager l'utilisation de la nouvelle approche Commande a Gain Récursif ou
ces extensions futures pour la commande avec validation expérimentale de différents systémes

tels que la machine asynchrone, & courant continu .. ..
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ANNEXE A

NORME VECTORIELLE ET ESPACE Lp

A la différence des approches de controle linéaire ot la preuve de convergence en boucle fer-
mée implique directement que les différents signaux dans la boucle sont bornés, dans certaines
approches de contrdle non linéaire cette implication n’est pas directe. Ce dernier cas corres-
pond en particulier a ’approche Contréleur Backstepping mais aussi a la nouvelle approche
développée dans cette thése. De ce fait et afin de compléter ’analyse des signaux, on fait appel

aux normes L, [49)].

La notion de norme vectorielle, cas d’un vecteur, est une extension de la notion de valeur
absolue dans le cas d’un scalaire. Dans le cas des fonctions dépendantes du temps on définit la

norme L,. La norme vectorielle est définie comme suit :

Définition A.1 (Norme vectorielle). La norme || d’un vecteur x est une fonction réelle
possédant les propréités suivantes :

(i) |z| > 0 telle que || = 0 si est seulement si z = 0.
(ii) | x| = || |x| pour tout scalaire .

(iii) |z +y| < |z| + |y|, inégalité triangulaure.

Les normes les plus utilisées dans ’ensemble R"™ sont les suivantes :
(i) |*|eo = max; |z;| : Norme infinie.

168



ANNEXE A. NORME VECTORIELLE ET ESPACE Lp

(iii) |z|s = (Zi|zi]?)2 : Norme Ecludiénne.

et pour les fonctions dépendantes du temps, on a les normes suivantes :
)zl = (fy° Ja(r)P dT>% pour p € [1,00) : Norme L.

(i) lzfla = (fy Jz(7)[ dT)% : Norme Lo.

(iii) [|2]/oc = SUPssg |2(t)] : Norme L
Si la norme ||z|,, ||z||2 ou bien ||z||~ existe, dans le sens qu’elle a une valeur finie, alors on dit
respectivement que x € L,, © € Ly ou bien x € L. Remarquer que le symbole | | représente
la valeur absolue si x est un scalaire, ou bien I'une des normes vectorielles si x est un vecteur.
L’ensemble des fonctions appartenant a L,, constituent un espace vectorielle linéaire. L'une des

propriétés de ces espaces vectorielles, qui nous intéresse dans cette thése, est donnée par le

lemme suivant :

Lemme A.1 (Inégalité de Minkowski). Pour tout p € [1,00] et toutes fonctions f,g € Ly,
alors la fonction f + g € L, et que

1+ gllp < [1f1lp + N9l
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