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Introduction

Au quotidien la plupart d’entre nous, afin d’atteindre sa destination, utilise des moyens

motorisés que ce soit le transport en commun ou des véhicules personnels, tout en mini-
misant le colit de ce déplacement, pour cela les voyageurs ont a choisir un itinéraire dont
celui-ci est minimal, ce qui dépend du nombre de voyageurs partageant cet itinéraire. En
raisonnant de la méme maniere, tous les voyageurs ayant le méme point de départ et d’ar-
rivée se retrouvent dans une siprtuation d’embouteillage dite aussi congestion routiere que
personne d’entre nous n’apprécie.
Ce obleme de congestion routiere est I'un des phénomenes les plus difficiles a gérer dans
la société moderne; tous les pays a travers le monde se voient confrontés a des bouchons
monstres, comme ¢a été le cas de la ville de Pékin (chine), en Aott 2010 qui a duré 12
jours sur 100Km.

Pour faire face a ce phénomene, plusieurs études ont été consacrées que ce soit dans
le domaine économique, politique et environnemental. De plus, ce phénomene est parti-
culierement grave sur les réseaux routiers. Les chercheurs se sont basés essentiellement sur
la programmation mathématique, comme en témoigne M. Patrikson dans son ouvrage [7].
Il existe d’autre approches qui permettent d’étudier les problemes liés au trafic routier: La

théorie des jeux est I'une des plus récentes.

La théorie des jeux est 1’étude de situations ou plusieurs individus interagissent. Une
interaction spécifie le comportement de chaque individu et donne a tous une utilité. Cette
derniere se mesure par une fonction réelle, appelée fonction d’'utilité, de paiement ou de
cout, que tout individu a pour objectif sa maximisation ou minimisation. Un individu est
appelé joueur et un comportement (réaction) stratégie. Un concept fondamental dans les
jeux stratégiques est 1’équilibre de Nash, il s’agit d’un profil de stratégies tel qu’aucune

déviation unilatérale ne soit profitable au joueur déviant.



Dans le cadre de ce mémoire, nous allons appliquer les principes de la théorie des jeux
dans le but de présenter et analyser un modele permettant d’élaborer une meilleure affec-
tation des véhicules sur les axes du réseau routier.

Ce mémoire est réparti en trois chapitres et organisé comme suit:

- Dans le premier chapitre nous rappellerons les concepts de bases et notions fondamentales
de la théorie des jeux.

- Le deuxieme chapitre introduit les jeux de congestion qui sont un cas particulier des jeux
de potentiels, ainsi le lien entre eux.

- Le troisieme chapitre illustre les jeux de routage dans les réseaux de trafic routier en
introduisant le modele de base de Beckmann et sa transformation en un probleme d’opti-

misation.



Chapitre 1

Notions fondamentales de la théorie
des jeux

La théorie des jeux consiste a étudier les situations de conflits qui peuvent exister entre
des individus en interaction. Ces conflits sont souvent présentés dans notre vie réelle,
sociale, économique ou tout autre domaine ou les individus interagissent entre eux. Le but
principal pour chaque individu consiste a savoir comment réagir et quelle sera la décision
a prendre pour satisfaire son intérét personnel selon le principe de la rationnalité qui vise
a maximiser son utilité (gain, profit) ou minimiser son cott. Pour répondre & ces besoins,
plusieurs études ont été faites pour pouvoir analyser et, dans certains cas, résoudre ces

conflits. Cette étude de conflits d’intéréts est appelée Théorie des jeux.

1.1 Définitions essentielles

Un jeu : est une situation ou les individus (les joueurs) sont conduits & faire des choix
parmis un certains nombres d’actions possibles, et dans un cadre défini a 'avance (les regles
de jeu), les résultats de ces choix constituant une issue du jeu, a laquelle est associé un

gain, positif ou négatif, pour chacun des participants.

Un joueur : est un acteur ou une entité pouvant étre une personne, une entreprise,
un gouvernement, une cellule, un virus ...etc, agissant dans leur propre intérét selon le
principe de la rationalité.

On notera N I'ensemble des joueurs participant & un méme jeu: N' = {1,....N} ou N

désigne leur nombre (N > 2).



Une stratégie : est un plan d’actions complet pour chaque joueur spécifiant ce que
fera ce dernier a chaque étape du jeu et face a chaque situation pouvant survenir au cours
du jeu. La stratégie décrit totalement le comportement d’un joueur.

Notons par:
- S;: L’ensemble des stratégies pures du joueur ¢;
- A;: L’ensemble des stratégies mixtes du joueur 7.

Définition 1.1. Une stratégie pure du joueur 7 est une action, ou un plan d’actions,

choisie avec certitude.

Définition 1.2. Une stratégie mixte du joueur i est une distribution de probabilité o

eme

sur I’ensemble des stratégies pures de ¢ joueur. Une stratégie mixte pour le joueur ¢ est

représentée par un vecteur o défini comme suit

i

A;={a" = (af,0p....0f ) ER":0<al <1 Vje{l,..n}, Zoz; =1}
j=1

ou n; est le nombre de stratégies pures du joueur 7, et a§ représente la probabilité que le

sEME

1°™¢ joueur choisisse la j

stratégie.

Une utilité. A chaque profil de stratégies est associée une récompense (un gain ou
une perte) pour chaque joueur, découlant d’une fonction d’utilité a valeur pour chaque
combinaison possible de stratégies. La sélection d'une stratégie au détriment d’une autre
implique un résultat, et donc une satisfaction du joueur, différente. La notion de bien-étre
ou de satisfaction d’un joueur dans une situation donnée est traduite par cette fonction

d’utilité qui associe une série de choix préférentiels a des valeurs numériques.

1.2 Classification des jeux

Les jeux peuvent étre classés selon le comportement des joueurs (Jeu Coopératif et
non coopératif) et selon l'information que possedent les joueurs (jeu a information complete

et incompleéte)

1.2.1 Jeux Coopératifs

On dit que le jeu est coopératif, si les joueurs peuvent se grouper dans des coalitions,
ou le choix de leurs stratégies est décidé en commun, afin d’améliorer les gains de tous les

joueurs coalisés. Notons que les coalitions sont formées ou définies au début du jeu, ainsi



donc on parlera pas de coalitions se formant durant le jeu, ou devenant interdites. Les jeux
coopératifs se divisent en deux catégories: Les jeux sans paiements latéraux et les jeux avec

paiements latéraux.

1.2.2 Jeux Non Coopératifs

On appelle jeu non coopératif, un jeu ou les joueurs ne peuvent pas former de
coalitions, par contre ils peuvent communiquer entre eux et échanger les informations, se
mettre d’accord sur telle ou telle issue sans jamais contracter d’accord contraignant. Les
raisons essentielles d’un tel comportement peuvent étre I'impossibilité de communication,
les intéréts des joueurs sont opposés, la perte de confiance entre les joueurs, ou bien il y a
interdiction de former des coalitions.

Selon I'information que possedent les joueurs:

1.2.3 Jeu a information complete

Un jeu est dit a information complete si chacun des joueurs connait la structure du jeu,
c’est a dire: 'ensemble des joueurs, les préférences des joueurs, les regles du jeu et le type
d’information qu’a chaque moment du jeu chaque joueur posséde sur les actions entreprises
par les autres joueurs au cours des phases précédentes. Donc chaque joueur peut se mettre
a la place de tous les autres joueurs et du modélisateur. Si au moins un des joueurs ne

connait pas entierement la structure du jeu, le jeu est dit a information incomplete.

1.2.4 Jeu a information parfaite

Un jeu est dit a information parfaite si chacun des joueurs, au moment de choisir son
action, a une connaissance parfaite de ’ensemble des décisions prises antérieurement par
les autres joueurs. Un jeu est a information imparfaite si un des joeurs ne connait pas, a un
moment du déroulement du jeu, ceux qu’a joué un autre joueur. Ceci peut arriver dans le

cas ou on cache l'information aux joueurs ou parce que les joueurs jouent simultanément.

1.2.5 Autre classes de jeux

En plus des deux classes citées ci-dessus, on peut classer les jeux selon le nombre de
joueurs (Jeu a deux joueurs et jeu a plusieurs joueurs). Selon le gain (jeu & somme nulle
et jeu a somme non nulle.

On dit qu’un jeu est a somme nulle si le montant total des gains a la fin de la partie est



a somme nulle, en d’autre termes si le montant total gagné par un joueur est égale au

montant perdu par l'autre, les échecs ou le Poker sont des jeux a somme nulle.

1.3 Jeux sous forme normale

La forme normale, également connue sous le nom de forme stratégique, est la
représentation la plus familiere des interactions stratégiques dans la théorie des jeux. Un
jeu écrit de cette fagon s’éleve a une représentation de 1'utilité de chaque joueur, 'ensemble

de ses stratégies et les issues possibles du jeu.

Définition 1.3. Un jeu sous forme normale peut étre représenté sous la forme

N A{Sitien { fitien) (1.1)

ol
1. N ={1,...,n} est 'ensemble des joueurs, un joueur quelconque est appelé i et donc
i€ {l,...,n};
2. S; C R™ désigne I'ensemble des stratégies du joueur i € N;
S = Hf\il S; est I'ensemble des issues du jeu;
3. f; est la fonction d’utilité du joueur ¢ € N.

Remarque 1.1. Un jeu sous forme normale (stratégique) est un jeu ayant les ca-

ractéristques suivantes:
— Il s’agit d’un jeu a information complete.
— Il s’agit d’un jeu simultané (statique) ou chaque joueur choisit une stratégie
indépendamment du choix de 'autre joueur et le jeu ne se répete pas.
— Les joueurs sont rationnels et leurs objectif est la maximisation de leurs paiement.

Exemple 1.1. Considérons le jeu suivant appelé < pile ou face >. Dans ce jeu, deux
enfants placent secrétement une piece de un dinar dans le creu de leurs mains. Puis
simultanément chaque enfants ouvre sa main et montre a l'autre sa piece. Si les deux
pieces sont toutes les deur de coté pile ou de coté face, 'enfant 1 donne un dinar a
Uenfant 2. Dans le cas contraire c’est l’enfant 2 qui donne un dinar a l’enfant 1. C’est un
jeu a information imparfaite car les deux enfants ouvrent les mains simultanément sans
savoir comment l'un et 'autre avaient placé la picce dans leur main.

La forme normale de ce jeu apparait dans la figure suivante:



Enfant2

Pile | Face
Pile | (-1,1) | (1,-1)
Face | (1,-1) | (-1,1)

Enfantl

TAB. 1.1

Dans les quatre cases du tableau 1:
- Le premier chiffre est le paiement que recoit l’enfant 1.

- Le second chiffre est le paiement que recoit l’enfant 2.

Jeux finis & N joueurs

Définition 1.4. le jeu (1.1) est dit fini, si chacun des joueurs a un ensemble fini de

stratégies, c’est-a-dire

(N {SiYien A fitien); (1.2)
cardinal de S; = |S;| < 400, Vi € NV

1.3.1 Concepts de solution

Maintenant que nous avons défini un jeu sous forme normale et quelles sont les stratégies
disponibles aux joueurs, la question est comment raisonner au sujet de tels jeux. Les
théoriciens de jeu traitent ce probleme en identifiant certains sous-ensembles de résultats,
appelés les concepts de solution. Dans cette section, nous décrivons quelques concepts de
solution et le concept le plus fondamental a savoir: équilibre de Nash.

Définition 1.5. Considérons le jeu sous forme normale (1.1). On dit que la stratégie s; € S;

est une stratégie dominante , si:
Vs, € SiVs €S, fi(sisoi) > fils)s)

La stratégie s; € S; est dominante pour le joueur i, si s; domine ..

Définition 1.6. Une stratégie s; € S; est une stratégie strictement dominante pour

le joueur i dans le jeu (1.1), si:

Vs; €58 # si,¥s_; €S, fi(si,s—i) > fi(si,s-;)
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Définition 1.7. Une stratégie s; est faiblement dominante, si:
Vs, € S, s # 80, Vi €Sy, filsisi) > fi(sis_i);

ds_i € S, fi(sis—i) > fi(sh,s—i).

Equilibre en stratégies dominantes Une situation s = (s7,85,...,5%) € S est appelée
équilibre en stratégies dominantes dans le jeu (1.1), si chaque composante s} € S; est une

stratégie dominante pour le joueur i, Vi € N.

1.3.2 Equilibre de Nash

Le concept clé de la théorie des jeux est le concept d’équilibre de Nash introduit par le
mathématicien John Nash en 1950.
Un équilibre de Nash correspond donc a une situation ot aucun joueur n’a intérét a dévier
unilatéralement de la situation d’équilibre.
Définition 1.8. Un profil de stratégies s* = (s7,s3,...,s) est un équilibre de Nash pour
le jeu (1.1) si aucun des joueurs n’a interét a dévier unilatéralement de sa stratégie s}

(quand les autres joueurs continuent a jouer le profil s¥). Autrement dit:
Vie N,Vs; €8S;,  fi(s],85,,85) > fi(si,s",) (1.3)

Exemple 1.2 (Dilemme du prisonnier). Deuxz cambrioleurs, notés 1 et 2, sont arrétés
par la police et placés en garde a vue dans des cellules différentes. La police n’a pas assez
de preuves, donc elle leur propose un marché: Si les deux cooperent en ne se dénongant
pas mutuellement, chacun va écoper d’un an de prison. Si l'un trahit en accusant l’autre,
alors celui qui a trahi va étre libéré, et celui qui s’est tu va écoper 10 ans de prison. Si les

deuz se dénoncent mutuellement, alors chacun va écoper de b ans de prisons.

Suspect?2
Se taire(ST) | Dénoncer(D)
Suspectl g TeST) | (1-1) (10,0)
Dénoncer(D) (0,-10) (-5,-5)
TaB. 1.2

Pour le suspect 1:
fi(ST,ST)=1< f1(D,ST) =0

Pour le suspect 2:
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fo(ST,ST) = -1 < fo(ST,D) =0

= (ST, ST) n’est pas un équilibre de Nash. Par contre le profil (D, D) est un équilibre de
Nash. En effet:

fi(D,D) =—=5> f,(ST,D) =—10

fo(D,D) = =5 > fo(D,ST) = —10

1.3.3 Equilibre de Nash et Meilleures réponses

Définition 1.9. Pour chaque joueur 7 et profil d’actions de ses adversaires s_;, on dit que

s; est meilleure réponse contre s_; si:
Vs; € S, fi(sis_i) > fi(sis0)

On appelle correspondance de meilleures réponses du joueur ¢ I’application multivoque
M R; définie de S_; dans I'ensemble des parties 2% de S; qui & chaque s_; associe I’ensemble

des meilleures réponses du joueur 7.

MR,L Sy — QSi
S — MRZ(S—Z) - {Si S Sia f’i(s’i78—i Z fl(sgvs—i)v VS; € SZ}
= {si€Si fi(si,s-i) = max fi(s},5)

= argmax fi(sis-0)

(3

Définition 1.10. On appelle correspondance de meilleures réponses du jeu (1.1) appli-

cation multivoque :

MR : S — 2°
s — MR(s) = | [ MRi(s_;)

ieEN
Proposition 1.1. s* € S est un équilibre de Nash pour le jeu (1.1) si et seulement si s*

est un point fize de la correspondance de meilleures réponses MR de ce jeu, i.e

s* € MR(s").



Preuve. Soit s* un équilibre de Nash du jeu (1.1), donec:
Vi€ N,Vs. € S;, fi(sh,s%,) > fi(sh,s",) < sie MRi(s*;,) Vi
= s e [[MRi(s",)
ieN
< s € MR(s").
D’ou: s* est un point fire de M R.
Exemple 1.3. S; = {a,b,c}, So = {A,B,C}

MRl ZSQ — 231
sy — MRi(s2) = {s1 € X1,f1(51,52) > fi(s},52), Vs € S1}

= arg max fi(s},s9)
51

définie par:
MRy (A) = {b,c}
MRy(B) = {a}
MR1<O) = {b}
Pour le joueur 2:
MRQ ZSl — 2%
s1 — MRy(s1) = {52 € X, fa(51,52) > fa(51,55), Vs € Sa}

= argmax fa(s1,55)
52

défine par:
MRy (a) = {A}
MRs(b) ={C}
MRy (c) ={B,C}
J2
A B C

J1| a (1,2)5* (2,0) (-1, 0)
(371)D (_37 '3) (575)D*
c| (3,000 | (0,1). | (3,1).

TAB. 1.3

A partir du tableau 1.3 on peut trouver l’équilibre facilement, en notant par:

— O: meilleure réponse du joueur 1.
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— x: meilleure réponse du joueur 2.
Donc Uéquilibre se trouve a l’intersection de la meilleure réponse du joueur 1 et celle du
Joueur 2.
D’ou les équilibres de Nash de ce jeu sont (a, A) et (b,C). Les gains de chaque joueur en
ces points sont: fi(a, A) =1 et fy(a, A) =2
f1(b,C) =5 et fo(b,C) = 5.
Théoréme 1.1. Un jeu sous forme normale (1.1) admet un équilibre de Nash, si les
conditions suivantes sont vérifiées:

1. Les ensembles S;, des stratégies sont convezes et compacts, Vi € {1,....N}.

2. Les fonctions f; : vazl S; — R, sont continues, Vi € {1,...,N}.

3. Les fonctions fi(s;,s_;)S; — R, sont concaves, Vi € N'={1,....N},

Vs_i € [Lienr i Si-

Remarque 1.2. Pour montrer le théoreme précédent il suffit de vérifier les hypotheses
du théoreme de Kakutani (la correspondance de meilleures réponses est a valeur non vide,

convexe et compacte sur un compacte S de R” et a graphe fermé).
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Chapitre 2

Jeux de congestion et jeux de
potentiel

Rosenthal décrit une classe de jeux pour lesquels il y a toujours un équilibre de Nash en
stratégies pures [10]. Il ne les appelle pas lui-méme ” jeu de congestion”. Cette appellation
fut proposée pour la premiere fois par Shapley et Monderer en 1996, lorsqu’ils ont eux-

mémes défini les jeux de potentiels [6].

2.1 Jeux de congestion

Les jeux de congestion ont été introduits par Rosenthal en 1973 [10]. Ils font partie d'une
classe de jeux ou les joueurs participants choisissent leurs ressources simultanément, ces
dernieres pouvant étre partagées entre plusieurs joueurs. Le colit d'un joueur dépend de la
ressource choisie, mais également du nombre de joueurs ayant choisi cette méme ressource.
Le cout de chaque ressource dépend d’une fonction de congestion dite aussi fonction objectif
de Rosenthal.

Définition 2.1. Un jeu de congestion est un 4—uplet:
<N (Si)iens A; (t)iea > (2.1)

non coopératif qui est défini comme suit :

— N ={1,....i,....n} 'ensemble des joueurs,

- A=/{1,...,l,....m} ensemble des ressources (liaisons),
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— Vi e N, S; est 'ensemble des stratégies de joueur i de cardinalité m;,

— Pour toute ressource [ € A , t; : N — R est la fonction du cout de la ressource [ qui
prend en argument un entier. Cet entier représente le nombre de joueurs qui utilisent
cette ressource, ainsi t;(n) est le cout a payer par chaque utilisateur de [ lorsque le

nombre est n.

Pour tout joueur 7, un élément s; € .S; correspond a l'utilisation d’un sous-ensemble non

vide de ressources, c’est ce que I'on appelle une stratégie pure ou une action.

Soit S = J;ep Si» I'ensemble de stratégies du jeu comprenant toutes les combinaisons
possibles d’actions de tous les joueurs. Pour tout profil du jeu s = (s1,89,...,8,) et pour
toute ressource [, nous notons 7,(s) le nombre de joueurs qui partagent la ressource [ dans
le profil s. Le vecteur n(s) = (ny(s))ica = (n1(8),n2(8),....,nm(s)) est appelé vecteur de
congestion associé au profil s. Pour tout i € {1,....n}, Le colit du joueur i dans le profil s

est alors défini par:

ci:S— R,
ci(s) = ti(ni(s)). (2.2)

ou t; est le cout de la ressource .

Le cott d'un joueur est donc la somme des cotits associés aux ressources qu’il utilise,
et ces cotts dépendent, a chaque fois, du nombre total de joueurs partageant avec lui la

meéme ressource.

Remarque 2.1. Tous les joueurs sont égaux dans le sens ot ils ont tous la méme impor-
tance ou le méme poids. Peu importe qui utilise telle ressource, seul compte le nombre
d’utilisateurs. C’est une caractéristique importante des jeux de congestion.

Exemple 2.1. Soit N' = {1,2,34}, A= {ab,c}, S; =24\ 0, pour tout i € N'. Supposons
que les couts d’utilisation de chaque ressource soient donnés par:

ta(na(s)) =5 —nu(s); te(np(s)) = np(s) et te(ne(s)) = 3. Soit s le profil de stratégie défini

par s = ({a,c},{a,b},{a,b,c},{b}).

En appliquant la formule (2.2) , qui permet de calculer le cotit de chaque joueur, nous

obtenons :
01(8) = ta(na(s)) + tc(nc(s)) = ta(3) + tc<2) =24+3=
c2(s) = ta(ng(s)) + to(np(s)) =ta(3) +t(3) =2+ 3 =
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cs(s)

ta(na(s)) + to(np(s)) + te(ne(s)) = ta(3) +t6(3) +t.(2) =243+ 3 =8.
ca(s) =t

b(nb(s) = 3.

2.2 Jeux de potentiel

D’apres [6], les jeux de potentiel sont les jeux dans lesquels I'incitation de tous les joueurs
a changer de stratégie peut étre exprimée par une fonction globale unique, appelée fonction
de potentiel. Il existe plusieurs sous-classes de jeux de potentiel, les jeux de potentiel ordinal,
exact et pondéré.
Cette fonction de potentiel, notée P, de I’ensemble des stratégies pures et a valeurs dans
R, est telle qu’étant donné un profil de stratégies pures, si un joueur change de stratégie

alors la variation de son cotit implique une variation de méme type pour P.

Dans le cas d'un jeu de potentiel ordinal, seul le signe de la variation est conservé, une
variation positive (resp. négative) du cout implique également une variation positive de
la fonction de potentiel (resp. négative). Pour les jeux de potentiel exact, le signe et la
valeur de la variation sont identiques. Quant aux jeux de potentiel pondéré, la valeur de

la variation est proportionnelle a un certain poids.

Définition 2.2. [6](Jeu de potentiel ordinal) le jeu (1.1) est un jeu de potentiel ordinal,
si: AP : S — R tel que:

Vie N,Vs,s €8, signe(P(s) — P(s")) = signe(ci(s) — ¢;(s)) (2.3)

Définition 2.3. [6](Jeu de potentiel exact) le jeu (1.1) est un jeu de potentiel exact,
si: AP : S — R tel que:

Vie N,Vs, s €8S, P(s)— P(s") = ci(s) — ci(s) (2.4)

Définition 2.4. [6](Jeu de potentiel pondéré) le jeu (1.1) est un jeu de potentiel
pondéré s'il existe des poids (w;)ien et P 1S — R tels que pour tout joueur et stratégies

pures s et s’, on a:

Vie N,Vs, s €85, P(s) — P(s') = wi(ci(s) — ¢i(s)) (2.5)
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Notons que s = (s;,5_;) et ' = (s;,s" ;) deux profils différents du jeu entre lesquels seul

le joueur i modifie sa stratégie.

Remarque 2.2. Dans notre cas, on s’intéresse au deuxieme type de jeu de potentiel (2.4),

qui est équivalent a un jeu de congestion avec des utilités décroissantes (cotuts).

2.3 Jeux de congestion et jeux de potentiel

Le théoreme suivant donne la relation entre les jeux de congestions et ceux de potentiel :
Théoreme 2.1. [10] Tout jeu de congestion est un jeu de potentiel.
Preuve. Soit le jeu de congestion (2.1), pour tout s € S,posons:

1(s)

f: t(k (2.6)

=1 1

S

—

=
Il

Montrons que P ainsi définie est une fonction de potentiel, ¢a revient a vérifier que:
P(si,5-5) — P(8;,5-4) = ci(5i,5-) — ci(s;,5-4)

Soit s;, s; € S, deux stratégies du joueur i et s_; € S_; le profil de stratégies de ses
adversaires. Notons B = (s;(si) (A \ (s;Js})) le sous-ensemble de A qui contient les
éléments communs a s; et a s, ainsi que les ressources non utilisées par s; et s.. Alors,
ny, le nombre d’utilisateurs d’une ressource b € B, reste le méme sous les deux profils de
stratégies (sl, _i) et (sh,s_;).

Notons s; \ s; = {a € A]a € s, a ¢ s}y Alors, dune part:

na(si,s_i) na(S;,S—z‘)
P(sisi) = Plsis) = > (> tak) = Y ta(k))
acsi\s, k=0 k=0
nb(si,s Z) np(8i,5—i)
Sy B> k)
bESZ\Sl k=0 k=0
= Calnalsis ) — 3 (s )
aEsi\s; bEs;\si

d’autre part:

5051 = €(51,5-0) = T, talna(50,5-0) = Ser tolma(si,5-)
= 3 talnalses-) — S talm(shso).

aesi\s; bes;\si
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D’ou le résultat.

Remarque 2.3. Dans le cas de jeux de congestion non atomique (& infinité de joueurs) la
fonction de potentiel est équivalente a la fonction de potentiel discrete (2.6), sauf que dans
celle-ci la somme Zzl:(f) ti(k) sera remplacée par Dintégrale [;* ¢,(z)dz, ce qui conduit & la

fonction de potentiel suivante :

Ps) =3 /0 N (2)dz (2.7)

leA

Dans les jeux de congestion, atteindre 1’équilibre consiste a répartir les joueurs d’une
facon équitable sur ’ensemble des chemins qui compose le réseau routier, et cela afin de
minimiser leurs cotts de déplacement.

Lorsque le mot équilibre est employé ci-apres, il doit s’interpréter comme une variation de
I’équilibre de Nash.

2.4 Equilibre de Nash

Dans les jeux de congestion, 1’équilibre de Nash correspond a la situation dans
laquelle aucun joueur n’a intérét a changer son itinéraire (chemin) afin de diminuer son
cout.

Définition 2.5. Etant donné le jeu de congestion non coopératif (2.1), soit n joueurs dans
ce jeu ou chaque joueur 7 dans N est représenté par un vecteur de stratégie s; € S; C R™:
(m; est un entier positif), et une fonction de cott ¢; : S — R

ou S = H S; et ¢ = (c1,69,...,¢,)"; un équilibre de Nash s* € S de ce jeu est défini comme
ieN
un point pour lequel aucun joueur ne peut décroitre son coit:

ci(s7:87) < Ci(%s;) Vsi, € Si, jeN,J#14, (2.8)

1777

2.4.1 Existence d’équilibre de Nash

Rosenthal dans [10] a montré a 'aide d’une fonction de potentiel exact que tout jeu de

congestion admet au moins un équilibre de Nash.

Théoreme 2.2. Tout jeu de congestion admet un équilibre de Nash pur.

Preuve. Soit une fonction de Potentiel P vérifiant [’équation (2.4), comme [’ensemble

S de stratégies est fini et les fonctions de cotut des arcs (t)ica sont positives, la fonction
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P admet un point de minimum global s € S. Si s n’était pas un équilibre de Nash pur,
alors un joueur i aurait pu diminuer son coit en choisissant une autre stratégie s, i.e:
ci(si5_5) < ci(si,5-3). Or, d’aprés (2.4), cela signifie que: P(s;,s_;) < P(s;,s_;) ce qui
contredit la minimalité global de s.

Remarque 2.4. La démonstration du Théoreme 2.2 implique que, dans un jeu de conges-
tion, un point minimum global de la fonction de potentiel (2.6) constitue un équilibre de

Nash pur. La réciproque n’est pas vraie; en particulier, il n’y a pas unicité.

Nous allons maintenant analyser ce modele a travers un exemple, dans lequel des in-
dividus doivent se rendre d’un point O a un point D, et ce, en ayant a leur disposition
plusieurs itinéraires. Le cotut lié au trajet, dépend des préférences et du nombre d’individus

empruntant un itinéraire précis. [llustrons ceci avec un exemple a deux joueurs.

Exemple 2.2. Soit N ={12} A=Uetm=5

f/f__-\\
[V, |
N d
9 2/3
&l \ D
27N
:.\/Vi | c | 12 ( Vﬂ, |
o el
3/6 1/5
b //_‘_'_ o
i\ \V |

Fic. 2.1 - G=(X,U)

Soit G = (X,U), un graphe orienté qui représente un réseau routier, avec X =
{V1,V2,V3, Vi } un ensemble fini de noeuds pouvant étre assimilés a des villes, U = {a,b,c,e,d}
un ensemble fini d’arcs refiétant les différents itinéraires .
les points O et D représentent le point de départ et d’arrivée des joueurs. Les chiffres sur les
différents arcs donnent le cott du trajet en fonction du nombre de joueurs qui l’emprunte.

Les chiffres 2 et 3 sur l'arc a représentent le cout du trajet a lorsqu’il y a respectivement
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un ou deux joueurs. De méme, les chiffres 3 et 6 sur l’arc b représentent le cout du trajet
b lorsqu’il y a respectivement un ou deux joueurs sur cet arc et de méme pour le reste des

chiffres. Ces informations peuvent étre résumées par les fonctions de paiements suivantes :

ca(l) =2 ca(2) =3

(1) = (2) =6
c()=1 c(2)=2
ca(l) =2 ca(2) =3
ce(1)=1 ce(2)=5

La question qui se pose maintenant est la suivante: comment trouver [’équilibre de Nash

(c’est-a-dire, celui qui correspond a un cotit minimal) ?

L’ensemble des stratégies (chemins) possibles des joueurs 1 et 2 est:

S1 =Sy ={(a,d), (be), (a,c,e)}

L’ensemble des issues possibles:
Six S = {A = ((a:d)(@d),B = (@d)(be).C = (ad)(ace).D = (be)(be),E =
((be)(a,c.e)).F = ((a,ce)(a.ce)),G = ((be)(a,d)) K = ((a,c.e)(be)),L = ((a,ce)(a,d))}
calculons maintenant les couts de chaque joueur pour chaque issue de stratégie ainsi que
la valeur de la fonction de potentiel en chaque profil de stratégies :

Les cotits :
c1(A) = ta(na(s)) + ta(na(s)) = c2(A) =3+3=6

c1(D)=c(D)=6+5=11

e1(F) = co(F) =3+2+5=10
c(B)=2+4+2= c(B)=3+1=
a(C)=3+2=5 (C)=34+14+1=5
a(E)=3+5= (E)=2+1+45=
a(G)=3+1=14 a(G)=2+2=
a(K)=2+14+5= co(K)=3+4+5=
(L) =3+1+1=5 c(l)=3+2=5

Les valeurs de la fonction de potentiel :

P(s) = 200 S t(h)
P(A) =t,(2) + ta(2) + ta(2) +ta(2) =2+2+3+3 =10



21

P(B)=24+2+34+1=28

PC)=24+2+3+1+1=9

P(D)=3+14+6+5=15
3

)

)

)
E)=3+14+2+1+5=12

)

)

P(K)=2+14+143+5=12
L)=24+1+1+43+2=9

Maintenant, nous allons déterminer la stratégie qui nous donne le coll minimum pour

(
(
(
(
(
(
(
(

chacun des 2 joueurs, c-a-d celle qui minimise la fonction de potentiel P(S):

riigP(s) = rsneigl{P(A),P(B),P(C’),P(D),P(E),P(F),P(G),P(K),P(L)}
= rsnelgl P(s) = Iii;l{lo,8,9,15,12,14,12,9}
= 8

D’ot la stratégie qui assure l’équilibre de Nash s* = B = {(a,d),(b,e)}.
Le coit de chaque joueur est: ¢1(B) =4 et co(B) =4

Donc aucun des joueurs ne diminuera son cout en changeant de stratégie.

Dans le chapitre suivant, Nous proposerons 1'un des cas d’application possibles des jeux
de congestion, en formalisant le probleme des le départ sous la forme d’un jeu de congestion
réseau dit aussi jeux de routage, qui a pour but de représenter les problématiques d’encom-
brement de réseaux routiers. Les joueurs sont des conducteurs(voyageurs) qui cherchent &
aller d'une origine du réseau a une destination. L’ensemble des stratégies d'un joueur est
I’ensemble des chemins de son origine a sa destination. Les fonctions de cotut sur les arcs
représentent le cott a payer pour les traverser. L’objectif des joueurs est de minimiser leur

cotits de trajet, ce qui correspond a minimiser la somme des cotits de ressources utilisées.
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Chapitre 3

Jeux de routage

Un jeu de routage est un jeu non-atomique ou il y a une infinité de joueurs, que nous
considérons infinitésimaux et dans lequel est défini une certaine notion de flux qui transite
dans un réseau. Les joueurs n’ont pas nécessairement méme source et méme destination.
Le modele de routage réseau que nous utilisons est celui de Wardrop [12]. Il est concu
pour représenter des problemes de routage, chaque joueur est assigné a une commodité,
dans chacune de cette derniere, une certaine quantité de trafic doit étre routée, depuis une
source jusqu’a une destination donnée, selon un ensemble de plus court chemin qui induit
un sous-graphe du réseau général. Une répartition de flux du trafic dans laquelle pour
toutes les commodités, les coiits sont minimaux sur tous les chemins utilisés constituent

un équilibre de Wardrop.

3.1 Le modele

On considere une instance du probléeme de routage du trafic qui est défini comme
suit:

J = <Gv{Si}iEIa{Ci}iel> (3-1)

ou

1. G = (X,U) est un graphe orienté qui représente un réseau routier, avec X I’ensemble
des sommets (noeuds) et U l'ensemble des arcs;

2. S; est 'ensemble de stratégies, supposé non-vide, des plus courts chemins entre O et
D, Vie {1,...k}

3. ¢; est une fonction de cotut non négative, continue et non décroissante qui représente

le cout induit par la commodité i € I en fonction de flux h, ou une commodité
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représente une fraction de joueurs en situation de coopération (choisissant la méme
stratégie), afin de minimiser leur cott du déplacement global.

- L’ensemble des commodités est noté I = {1,2,....k}. Toute commodité est ca-
ractérisée par: w € W: une paire de noeuds (Origine-Destination(OD)), ou W est
'ensemble des paires de noeuds (OD);

- Un flux dans un réseau G est un vecteur non négatif indexé sur l’ensemble des
chemins S = J, S.

- Pour un flux h, une paire de noeuds w € W et un chemin s € S;, nous interprétons
hws comme la quantité de trafic de la commodité ¢ qui circule sur le chemin s allant
de O a D.

- A chaque arc est associé une fonction de cott #; non négative, continue et non

décroissante ce qui donne le cotit induit par le trafic sur [ en fonction de x;.

Avant d’introduire la notion d’équilibre dans un réseau de trafic routier, nous allons

définir d’abord ses différents parametres.

3.2 Les parametres du réseau routier

Le réseau routier sera représenté sous forme d'un graphe orienté:

a. Origine: C’est un sommet qui désigne le point de départ d’un usager, c-a-d le lieu ou
I'usager entre sur le réseau routier réel.

b. Destination: C’est un sommet qui désigne le point d’arrivée du voyage d’'un usager,
c-a~d le lieu ou l'usager quitte la circulation une fois parvenu a sa destination qui
correspond a une sortie du réseau réel.

c. Itinéraire: C’est un chemin continu d’arc reliant deux sommets entre eux, respective-
ment 1’origine et la destination de l'itinéraire.

d. Cotit du parcours: Le coiit du deplacement sur I'arc (liaison) [ (I € A) est une fonc-

tion qui dépend du nombre d’usagers (flux) traversant cet arc.
tl = tl(l'l) (32)

Avec (x;) et (t;) représentent respectivement le flux et le cout du déplacement sur
larc [.
e. Demandes Origine-Destination: C’est une donnée essentielle pour les modeles d’af-

fectation de trafic, notée d que nous supposons fixe et qui représente le nombre de
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vehicules qui veulent se rendre d’un point de départ (Origine) vers un point d’arrivée

(Destination)

3.3 Modele de base de Wardrop

Le modele d’équilibre de base dans les réseaux du trafic routier tombe dans la catégorie
des jeux de potentiels avec un nombre infini d’utilisateurs. En effet, la condition d’équilibre
de Wardrop (le premier principe de Wardrop), peut étre exprimé mathématiquement pour
indiquer que le flux sur chaque itinéraire emprunté par une commodité (joueurs), ot une

paire Origine Destination w, est soit zéro, ou son cott est égal au colit minimum sur cette
paire (OD).

Mathématiquement, on peut formuler les conditions d’équilibre des usagers [7], en
considérant un ensemble de flux sur un réseau routier et on choisit arbitrairement une
paire Origine-Destination(OD): w € W. Soit ¢, le cout du déplacement sur la route s joi-
gnant une paire w. Notons que les routes joignant une paire OD sont ordonnées, de sorte
que les [ premieres liaisons soient réelement utilisées. Le flux du réseau est un équilibre si
et seulement si:

Cul = Cp2 = ... = Cyi

et les routes inutilisées sur la paire OD (routes [ + 1,...) ont un cout de déplacement au

moins aussi élevé que celui sur les routes utilisées.

Soit Sy, ’ensemble des routes joignant toute paire w € W, h, le flux sur la route s, et
Ty le colit minimum du déplacement sur une paire OD, étant donné un flux

h = (huys) ses. , les conditions d’équilibre de Wardrop peuvent étre formulées comme suit:
weW
hes > 0= Cps = Ty, Vs € S,,YVw e W (3.3)

hws = 0 = Cps > T, Vs € S,,Vw e W (3.4)

En rajoutant la contrainte h,s > 0 et m,, > 0, on obtient le systeme suivant:

hws(Cws — Tw) = 0, Vs € S,,Yw € W, (3.5)
Cws — Tw > 0, Vs € S,,Yw € W, (3.6)
> by =dw,  YweW, (3.7)

SESw
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hws > 0, Vs € S,,Yw € W, (3.8)
Ty > 0, Yw e W, (3.9)

O (3.5)-(3.6) sont issues de (3.3)-(3.4), (3.7) exprime la condition de conservation du flux:
la somme des flux h,s sur toutes les routes s reliant la paire OD est égale a la demande
totale de déplacement d,, entre O et D. (3.8)-(3.9) garantissent la non-négativité du flux

sur la route et le cotit du déplacement correspondant.

Hypotheses sur le comportement des usagers: L’hypothese sur le comportement
des usagers est que les usagers sont rationnels chacun cherchant & maximiser son propre
intérét, c’est a dire minimiser son cout du déplacement. Cependant, les usagers n’ont
pas d’information parfaite sur I’état du trafic sur le réseau et dans ce cas, la décision de
déplacement sera en terme de cout du déplacement qui est en fonction du choix de tous

les usagers.

3.3.1 Les conditions de Wardrop

En 1952, Wardrop suppose que les usagers sont économiquement parfaits : ils maitrisent
et connaissent parfaitement le réseau et en percoivent parfaitement les cotits des itinéraires,
qu’ils sont rationnels, recherchent leur plus court chemin et le choisissent sans contrainte
extérieure. Il émet I’hypothese supplémentaire que tous les usagers sont identiques.

Pour Wardrop, I’équilibre se définit par le fait que tous les usagers d’'un méme couple OD
subissent tous le méme cott, qui est le colit minimal possible. Ses deux principes s’énoncent

comme suit:

Le premier principe de Wardrop[12] ”Dans des conditions d’équilibre, le trafic
s’organise dans des réseaux congestionnés de telle sorte qu’aucun voyageur individuel
(joueur) ne puisse réduire ses couts de trajet en changeant de route. A I’équilibre, les
cotits de déplacement sur chaque itinéraire donné sont égaux et inférieures aux cofits sur
les itinéraires non utilisés ”.

Autrement dit, si I'itinéraire s de la paire du noeud w € W est utilisée, alors son cott est
minimale :

hws > 0= Cps = T, Vs, w

avec:

hws : le flux sur l'itinéraire s.
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Cws . cout de l'itinéraire s.
T, : cout minimal sur 'ensemble des itinéraires de la paire w.

Dans ce cas, le réseau atteint un état d’équilibre, appelé équilibre usager.

Le deuxiéme principe de Wardrop[12] ”Le cout moyen ressenti par tous les usagers

(entre une origine et une destination) est minimum”.

Définition 3.1. [12] Soit (3.1) un jeu de routage, le vecteur de flux h est un équilibre de

Wardrop s’il satisfait la condition suivante:
Vs, € SEViel, hi>0=c(h) < (h), (3.10)

ol
e ¢ est la fonction de coit d’une commodité 7 sur une paire (OD) en utilisant la stratégie
5
e 1 est le flux d’une commodité 7 sur le chemin s.

Autrement dit, cette situation est bien un état d’équilibre car aucun usager ne subit un
cout du déplacement qu’il peut diminuer. En vertu du choix individuel, les usagers n’ont
donc pas intérét a changer d’itinéraire.

Exemple. Considerons le réseau suivant:

Fic. 3.1 — Exemple d’équilibre de Wardrop
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Soit la répartion des flux suivante:

ha,b = 0,5; hb,e =0,2; ha,c,e =0,3— d14; ----- (*)
hy = 1,5; hc,e = 0,5 — dyy

hap = 0,6;hpe = 05 hgce = 0,4 — dig;....... (k)
h’b = 1747 h’c,e = 076 - d24

Vérifions que (x) n'est pas un équilibre de Wardrop mais que (xx) en est un.

Les flux sur chaque arcs sont calculés par:

Xy = E Zils

les
e =0,5+0,3=08;
xp = 0,2;

2,=05+03=08;
2a=05+15=2
2.=02+0,3+05 = 1.

Les coiits des chemins sont calculés par:

ca(h) = ()
les
Pour la paire d :

cap(0,0) = to(zq) + tp(zp) =08 +1=18;

cbe(0,2) = ty(xp) +te(we) =1+ 1=2;

Cae(0,3) = ta(x,) +te(xe) + te(ze) =08+0+1=18
On remarque que: hye > 0 mais que cpe > Coq = Cace = celte Tépartition de flux n’est
donc pas un équilibre.

Pour (**) calculons le flux sur chaque arc:

2, =0,64+04=1;

xp = 0;

z.=0440,6=1;

rg=14+0,6=2;

e =06+04+04=1;

Le codit des chemins:

1. La paire dy :

€a,d(0,6) = to(z4) + ta(za) =1+ 1 =2

he(0) = tp(zp) +te(xe) =1+ 1=2;
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Cace(0,4) =ta(xy) +te(xe) +te(ze)) =1404+1=2

2. La paire dy :

ca(1,4) = ty(zp) = 1;

Cee(0,6) = to(we) +te(we) = 04+1 =1

Cad = Che = Cace € Cqg = Cce = en effet cette répartition de flur est bien un équilibre de

Wardrop.

3.3.2 L’équilibre de Wardrop: existence et unicité

L’équilibre de Wardrop peut étre caractérisé comme solution d’un programme convexe.
Il s’agit de la minimisation d'une fonction de potentiel.
Proposition 3.1. [10] Un fluz réalisable pour (3.1) est un équilibre de Wardrop si et

seulement si ¢’est un minimum global pour la fonction de potentiel suivante:
x
T(x)=> / ti(2)dz (3.11)
0

Théoréme 3.1. [4] Soit le jeu (3.1)
~ (a) (3.1) admet au moins un équilibre de Wardrop.

— (b) si h et h sont des équilibres de Wardrop pour (3.1), alors c;(h) = c;(h) pour toute

commodité 1 € 1.

Preuve. Comme les fonctions de cotts sont continues et que l’ensemble des flux réalisables
est compact, la partie (a) se déduit immédiatement de la proposition et du théoréme de
Weierstrass. Comme les fonctions de cotts sont non décroissantes, la fonction de potentiel
en (3.11) est convexe. De plus, l'ensemble des flux réalisables est conveze, ce qui implique

la partie (b) du théoreme.

3.4 L’équilibre de Wardrop et probleme d’optimisa-
tion

La premiere formulation d’optimisation d’un probleme d’affectation du trafic, basée sur
les principes de wardrop comme conditions d’optimalité, est due & Prager [9].
dans la section suivante nous allons introduire le probleme mathématique a optimiser en

présentant sa fonction objectif et ses contraintes.
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3.4.1 Le programme mathématique
L’objectif

Notre objectif est de minimiser les cotlits de déplacement effectué par les joueurs tout
en choisissant les liaisons de moindre cotut, sachant que Les cotts de celles-ci dépendent

du nombre de joueurs les empruntant.

La fonction objectif

La fonction objectif de ce probleme est construite a partir de la somme des cotits des
liaisons utilisées. Le choix de celle-ci dépend du critére a optimiser (flux ou coft).

Donc la fonction objectif sera définie comme suit:

T(r) =Y /0 N () (3.12)

ou
e 1;: est le cout du déplacement sur la liaison [ € A,

o 1;: est le flux sur cette liaison .

Remarque 3.1. La fonction objectif (3.12) est la somme des intégrales de fonctions des
cotits des liaisons supposée continue et de classe C? et qui correspond & la fonction de

potentiel (3.11) dans le cas de l'infinité de joueurs.

Les contraintes

— Le premier ensemble des contraintes correspond aux contraintes (3.7) définies plus
haut qui expriment la condition de conservation des flux. Ces contraintes signifient
que la somme des flux sur tous les chemins utilisés entre une origine O et une desti-
nation D est égale a la demande du déplacement sur cette paire (OD):

> hus=dw, YweW (3.13)
$€Sw

— Le deuxiéme ensemble des contraintes correspond aux contraintes (3.8) qui assurent
la non-négativité des flux ainsi les cotts de déplacement sur les chemins. Autrement

dit, le nombre de voyageurs doit étre positif ou nul:

hys > 0, Vs € Sy,Vw € W (3.14)
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donc, on aura le programme mathématique suivant:

min T'(z Z/ ti(z

leA

Z I (3.15)

seS

hys > 0, Vs €Sy, YweW,

(

\

Donc ce probleme consiste & Minimiser une fonction objectif non linéaire (somme des

intégrales) sous des contraintes linéaires.

Beckmann et al [7] ont montré que le flux correspondant a un équilibre d’usager peut
étre obtenu en résolvant le probleme de programmation non linéaire défini ci-dessus:

En remplacant les 2; par ses valeurs (z; = >, hws0s), le probleme devient :

(

S hws

min  T'(x Z/ ’ (2)dz

leA
D hus=dy Y0 E Wi, (a)
s€S (316)
hys > 0, Vs €Sy, Ywée W, ... (b)
> s =1, VIE A (c)
s€S

\

Comme nous l'avons déja défini, les contraintes (a) représentent les contraintes de la

conservation des flux, les contraintes (b) assurent la non-négativité des flux.

Afin de caractériser une solution sur le modele de Beckman on doit vérifier les conditions

sulvantes:

Non linéarité:

Le modéle de Beckmann se classe dans la famille des modeles mathématiques non
linéaires, en effet, il s’agit d'une fonction objectif non linéaire (la somme des intégrales des

fonctions des couts des arcs) avec des contraintes linéaires.
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Qualification des contraintes:

Dans ce modele de Beckmann, la condition de la qualification des contraintes est vérifiée,

car les contraintes sont linéaires.

Convexité

Nous rappelons qu'un programme mathématique est convexe si et seulement si:
1. L’objectif est convexe:
D’apres le théoreme de convexité en terme de matrice Hessienne [11]:
T est convexe < V X, la matrice Hessienne V2T, est semi-définie positive. La matrice

Hessienne s’écrit comme suit :

(%)(m) GZE)(r) . (52 ()
o) (@) (G2)@) o (gg)(@)
0*T
21“' = . e — =
\Y T <8x28x] (ZE))Z,1 ..... n;j=1,...,n
(327:)(@) GEam)@) - . (FED@)
Les dérivées du premier ordre:
oT(z) 0%, [ t(z)dz Q[ t(z)dz
= = — = A
6:1:1 89[;1 Z 8331 tl Vi€
leA
car: .
afol t(z)dz o tl(ZEl) sil= l/
x 10 sinon.

Les dérivées du second ordre:

0T (x) o) t(w) sil=1"
8[[‘[82“// N al'l// N 0 stnon.

Ce qui donne une matrice Hessienne des dérivées partielles secondes diagonale sui-

vant :
t1(z1)
ty(x2)

to ()
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Cette matrice est définie positive car elle est diagonale et tous ses éléments
diagonaux sont strictements positifs (les fonctions de cotits des arcs sont strictement
croissantes), donc la fonction objectif est strictement convexe ce qui implique que T'
est convexe.

2. Le domaine de solutions réalisables est aussi convexe car les contraintes sont linéaires.
Ce probleme d’optimisation comporte cependant des hypotheses trop restrictives pour
I’étude des flux de trafic. Donc il faut vérifier les propriétés suivantes dans le réseau et ses
fonctions associées.

Hypothese 3.1.

1. Le réseau est fortement connexe,i.e.,au moins une route joignant chaque paire (OD),

weW (|Sw| >1).

2. La demande d,, est non-négative pour tout w € W.

3. La fonction de cout du déplacement t; : N — R est positive et continue pour toute

liaison | € A.

Théoreme 3.2. [/] Si Uhypothése 3.1 est vérifiée, la condition d’optimalité du premier
ordre du systéme (3.16) est équivalente aux conditions d’équilibre de Wardrop.
Preuve. On associe un ensemble de multiplicateurs m = (m,) auzx contraintes d’égalité
(a), on obtient la fonction lagrangienne suivante:

Lhm) E T(ah) + Y muldo = D ), (3.17)

weW SESw

ot la contrainte (c) est utilisée pour définir T comme une fonction du flux sur la route
et la contrainte (b) garantit la non-négativité de ces flux. D’ou les conditions du point

stationnaire de la fonction de Lagrange (3.17) vérifient:

L(h
2T 0, V€ SuyNwe W.(d)
ahws
OL(h,)
Tws = 0, Vs € Sw,Vw EWoriiiii (e)
OL(h,r)
— = 0,  YweW................. f
o 0, Yw e W, (f)
hws > 0, Vs € Sy Vw e Wi (g)

Afin de développer ces conditions, on doit noter qu’a partir de la contrainte (c), on a:

h ) o oT ﬁxl 1
— ; o 8hws = Slti(m1) = cus(h) (3.18)

leA
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i.e., la derwée partielle de T par rapport a la variable hys en fonction du flur donné est
égale au cott de déplacement sur la route s joignant une paire (OD).
En utilisant lexpression (3.18), on obtient des conditions du point stationnaire, citées

ci-dessus, on aboutit a ce systeme:

hus(Cws(h) — ) =0, Vs e Sy,Ywe W........... (A)
Cws(h) — Ty >0, Vs e SyVYw e W, (B)
> s =duy, VW E W] (C)
SESw

hws > 0, Vs Sy,Ywe W (D)

De (A)-(B), on peut interpréter le multiplicateur m,, comme étant le cout minimum de la
route joignant une paire (OD); a partir de ’hypothése de la positivité de la fonction de

cout du déplacement,

Tw > 0, Vs € Sy, (E)

Au final, on peut dire que ces conditions sont identiques aux conditions d’équilibre de
Wardrop et qui sont nécessaire pour l'optimalité de h du probléme (3.16). Les contraintes

(a)-(c) sont linéaires, ce qui donne lieu a la qualification des contraintes.

3.4.2 Existence de solution

Théoréeme 3.3. [}/ Le probléme (3.15) admet au moins une solution optimale, s’il vérifie

les conditions swivantes:
1. Le domaine des solutions réalisable H est fermé.
2. T est continue sur H.
3. T est coércive sur H (lim f(z) = oo quand ||z|| — o0).

Preuve.
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1. Nous avons le domaine de solutions réalisables H est un polyedre fermé.

2. La fonction T est continue sur le domaine H, comme somme de fonctions continues.

3. T est coércive sur H. En effet: le cotut du déplacement sur 'arc | (¢;(x;)) est une
fonction croissante, et nous avons 'intégrale d’une fonction croissante est une fonction
croissante.

Donc lorsque z; tend vers Uinfini, 7'(z;) aussi tend vers Uinfini = lim7'(z;) = oo

lorsque ||z;|| — co == T est une fonction coércive.

les trois conditions (1), (2) et (3) sont vérifiées, donc le probleme (3.15) admet au moins

une solution optimale globale.

3.4.3 L’unicité de solution

D’apres le théoreme de l'unicité [5], pour montrer que la solution est unique il faut
montrer que la fonction objectif T" est strictement convexe et que le domaine de définition
est convexe, ce que nous avons déja montré ci-dessus. Donc le probleme de Beckmann

admet une solution unique.

Maintenant, nous allons donner quelques relations sur les flux et les cotits des chemins

et arc ainsi la satisfaction de la demande qui nous seront utiles par la suite.

Les flux des chemins et les flux d’arcs:

Les flux sur les arcs x; sont liés aux flux sur les chemins A, tel que ce lien peut étre

exprimé comme suit:

rr =Y sl (3.19)
seSs
avec

- hys : est le flux sur le chemin s reliant une paire w € W.

- 0L : est la matrice d’incidence (arc/chemin).

5 — 1 si 'arc [ appartient au chemin s,
s 0 sinon.

La relation (3.19) peut s’écrire comme:



35

z=AH

ou:
(L’ll
1‘12
- = ' est le vecteur colonne dont les éléments sont des flux des arcs [;,
I’lm
7=1m

avec, m est la taille du réseau G.

ha
ho

- H= ' est un vecteur colonne dont les éléments sont des flux des chemins s,

hy,

k = 1,r, avec r est le nombre des chemins dans le réseau G.

— AT = 4L est la matrice d’incidence (arc/chemin).

Les couts des chemins et les couts d’arcs:

Le cout du déplacement sur les chemins peut étre exprimé en fonction des cotits de

déplacement sur les arcs par:

o= Y . (3.20)

leA
donc Le cott du chemin s est la somme des cotuts de déplacement sur les arcs successifs
qui constituent ce chemin entre O et D, ou:
6! représente la matrice d’incidence (arc/chemin) indiquant les liaisons (arcs) qui appar-

tiennent au chemein s. Elle est définie comme suit:

5l 1 si I'arc [ appartient au chemin s,
10 sinon.

Si on écrit (3.20) en fonction des flux
co(h) =) olti(x) (3.21)
leA
Ou:

- 1;: est le cout du déplacemnent sur la liaison .
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- x7: est le flux sur la liaison [.

La relation (3.20) peut s’écrire sous forme matricielle comme:
C=TA
Ou:

— C = (c1, Cay..., ¢;) est un vecteur ligne qui représente les cofits des chemins s;, i = 1,7,
avec r est le nombre de chemins reliant O et D.

— T = (t1,t,..., t;,) est un vecteur ligne qui représente les cotits de déplacement sur les
arcs lj, j = 1,m, avec m est la taille de réseau.

— A = ¢! est la matrice d’incidence arc/chemin.

les flux et la satisfaction de la demande:

Etant donné une paire (w € W), la somme des flux hys sur tous les chemins s joignant
OD est égale a La demande totale sur cette méme paire OD. Donc le total des flux ne doit
pas dépasser cette demande (capacité du réseau), c’est ce qu’on appelle par la condition

de conservation des flux:

D hued’y =dy,  Vuw. (3.22)
seS

ol

- ¢’} est une matrice d’incidence chemin/paire indiquant la paire w auquelle un chemin s

appartient, elle est définie comme suit :
5/sw:{ 1 si s € Sy,

0 sinon.

avec: S, est I’ensemble des chemins reliant w.

La relation (3.22) peut s’écrire comme :
H'A' =d
ou:
— HT = (hy, ha,..., h,) est un vecteur ligne dont les éléments sont les flux des chemins
sk, k = 1,7 avec 7 est le nombre des chemins reliant O et D dans le réseau G
— A" = §1s" est la matrice d’incidence (chemin/paire).

— d = (dy,dy,..., dy) est un vecteur ligne dont les éléments sont le nombre de voyageurs
entre O et D.
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3.5 Le prix de anarchie

De nombreux travaux récents ont cherché a quantifier I'inefficacité des comporte-
ments égoistes (chaque joueur choisit son propre chemin comme bon lui semble), et les
équilibres qu’ils engendrent. Koutsoupias et Papadimitriou ont introduit ce probleme en
définissant le prix de I’anarchie [3] comme le rapport entre la valeur de la fonction objectif
dans un état d’équilibre et celle de la situation optimale.

Si le prix de 'anarchie vaut 1 alors les équilibres du jeu sont pleinement efficaces.
Soit la fonction 7'(z) définie dans la section 3.1.3 comme la somme de tous les cotts payés

sur tous les chemins utilisés et qui correspond au cout a 'optimum:

T(x) =Y t(z)z (3.23)

leA

Définition 3.2. [3] Le prix de I’anarchie d’une instance (3.1) est noté p avec:

o) = (3.24)

Ou z* est un équilibre de wardrop et = est un flux optimal.

Afin de mieux comprendre l'inefficacité des équilibres, considérons I’exemple suivant:

Exemple. [8/:Effet de Pigou

Considérons la situation ot il y a un trés grand nombre d’utilisateurs devant choisir
entre deux ressources. Chaque utilisateur a un poid négligeable et il vaut 1.
Le cott de la premiére ressource est fixé et est égal a 1 et celui de la deuxieme est égal au
nombre d’utilisateurs qui vont la choisir.
Ce jeu peut étre modélisé comme un jeu de congestion non atomique, sur le graphe de la
figure (3.2) chaque joueur veut y aller de O a D et il doit choisir entre l'arc a et l’arc b,
chaque arc modélise une ressource. Le flux total vaut 1, le cout de l’arc a est égal a 1, celui

de l’arc b est égal a x.

L’équilibre de Nash de ce jeu est atteint lorsque aucun joueur n’a intérét de changer
son choiz. Dans cet exemple a [’équilibre de Nash tous les joueurs choisissent [’arc b, et le

cout a Uéquilibre est T'(z*) = 1. Cependant, le coit optimal est atteint quand la moitié du



38

© ©

o |

Fic. 3.2 — Exemple de Pigou

nombre de joueur choisit ’arc a et l'autre moitié choisit l’arc b. Le cout optimal est:

1 1 1 3

Cet exemple montre que ’équilibre peut étre inefficace, en effet: T'(z*) > T(x).
4

3

Le priz de l'anarchie est donc: p =

IS

Nous croyons tous que la fermeture d’une route dans un réseau routier ne manquera
pas de ralentir la circulation et de provoquer des embouteillages supplémantaires, un uni-
versitaire Allemand a mis ce phénomene en évidence de maniere théorique en 1968, dit

paradoxe de Braess que nous allons illustrer par I’exemple suivant:

Exemple. Le paradoxe de Braess

Considérons le graphe représenté dans la figure (3.3). Des joueurs non atomique veulent
se déplacer de l'origine O vers la destination D et ils peuvent choisir entre trois routes: la
route du nord (124) la route du milieu (1234) et celle du sud (134). Le total des flur vaut
1 et les couts sur les chemins sont donnés par:
to(z) = ; ty(z) = 1; tg(x) = 1; t.(z) = x.

Supposons premierement que l’arc ¢ n’existe pas ou le cott sur cet arc est trop élevé. A
I’équilibre la moitié des joueurs empruntera la route du nord et ['autre moitié empruntera
celle du sud. Le coit a l'équilibre est donc 2 (T(x) =1x1+1x1=3).

Supposons maintenant que le cout sur ’arc ¢ est négligeable, disons il est égale a 0. A
[’équilibre, tous les joueurs emprunterons la route du milieu et donc le cotut va augmenter,

en effet, il vaut 2 (T'(z) =1x1+0x1+1x1=2).
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Fiac. 3.3 — Ezemple de Braess

Cet exemple montre que la fermeture d’une route peut augmenter son cout, en d’autres

termes abaisser le cout sur une route peut empirer la congestion. Cette situation est appelée
”Paradoxe de Braess”.

Exemple 3.1. Soit G = (X,U) le réseau du trafic routier représenté par la figure 3.4:

d:lE: 2 = @H""'x U, Uz @Ub
H / 54 d15: 2
ONRICE

-

3 ®

Fic. 3.4 — Réseau routier

Dans cet exemple:

1. Nous allons formuler le probleme d’affectation du trafic routier sous forme d’un

modele mathématique non linéaire (modéle de Beckmann).

2. Nous allons chercher [’équilibre de Wardrop par l'utilisation des Conditions de Kuhn
et Tucker.



40

Les données:

- X ={1,23456},n=6
— U = {uy,ug,us,ug,us,ug}, m =06
- OD = {(16),(26)} c’est-a-dire on a deux paires Origine-Destination.
— Les fonctions des cotts des arcs sont données par:
t1=1;t0=2;t3=142x3;, t, =2+ x4; t5 = 3; tg = 2
Avec x;: est le flur de Uarc uj,j = 1,...;m.
La demande:

La demande Origine-Destination est donnée par la matrice:

0

O OO O oo
S OO O oo
S OO OO

S OO O oo
O OO O oo
O O OO W

C’est-a-dire: O = {1,2}; et D = {6}; dig =2 et dyg = 3

a. Formulation mathématique du probléme de Beckmann:

Pour déterminer le modéle mathématique, Nous allons formuler les trois relations que
nous avons étudier précédemment:

On a quatre chemins :

s1={l1 —ly— s}

so={l1 —l3—15—lg}

83 = {12 — g — l6}

54:{l2_l3_l5_l6}

1. Les cotits de ces chemins sont donnés par:
D’aprés la relation (3.20) (voir la forme matricielle) les cotits des chemins sont

calculés par:
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1100
0011
0101
c=(1,2,1 4+ 2x3,2 + 14,3,2) 1010 = (54 24; 7+ 223;6 + x4; 8 + 223)
01 01
1 111
D’ou
( 01:5+CL’4
62—7—|-21'3 ............. (1)
(3.26)
03—6+I4
cy = 84 2x3

\

2. La relation entre les flux des arcs et les flur des chemins s; tel que i = {1,....4} est
donnée par:
D’aprés la relation (3.19) (voir la forme matricielle) les cotts des chemins sont

calculés par:

1100 hy + ho
0 011 h1 hs + hy
_|0oto1 he | ha + hy
“l11010 hs | hy + hs
0101 hy ho + hy
1111 hi+hy +hs+ hy
D’ou: )
1‘1:h1+h2
I2:h3+h4
1‘3:h2+h4
(3.27)
$4:h1+h3 ............ (2)
T5 = ho + hy — x5 = 3
$6:h1+h2+h3+h4—>$1+9§2:1'3—|-1174

3. La condition de Conservation du flux est donnée par:

D’aprés la relation (3.22) (voir la forme matricielle) les cotuts de déplacement entre
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O et D sont calculés par:

1 0
10
(h17h27h37h’4) O 1 - (273>
01
it hy =2 (3)
D’ou ha + hy = 3

Le programme associé a la formulation de Beckmann est :

min T'(x ZleAf

(P) = ZSGS hws = dun Vw € VVu
hys > 0, Vs €S, YweW

(

= 1 + 229 + T3 + @3 + 224 + 127 + 3ws + 214
S.c

(P) = hi+ hy =2
hs+hy =3
h120
hQZO
hs >0
hy >0

\

D’aprés la relation (2), on remplace les flux d’arcs z;(i = 1,6) par les valeurs des flux

des chemins correspondants, on aura le programme équivalant ”flux -chemin” :

(min T(x) = [[" Ldz+ [[*2.dz+ [[°(1+ 2z3).dz + [[ (2 + z4).dz + [[°3.dz+ [[° 2.dz
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( min T(CL’) = (h1 + hg) + 2(h3 + h4) + (hg + h4)2 + (hg + h4) + %(hl + h3)2 + 2(h1 + hg)

+3(hg + hy) + 2(hy + ho + hg + hy)
S.c

h3+h4:3
h120
hQZO
hs >0
h420

b. L’équilibre de Wardrop par !’'utilisation des conditions de Kuhn et
Tucker :

Pour écrire les conditions de Kuhn et Tucker, écrivons le Lagrangien correspondant :
L(Hm) = T(x(h)+ 3 ew Tuldw—>es,) = (hitha)+2(hs+ha)+ (hatha)*+(ho+ha) +
T(hi+hs)?+2(ha +hs) +3(ho+ha) +2(hi + ha+ ha+ ha) + T16(2— b1 — ha) + 26 (3 — hg — )
Ou:

— T16, T26(i = 1,4) sont les multiplicateurs de lagrange.

— hy (k=1,4) est le flux sur le chemin s.

Les conditions d’optimalité de Kuhn et Tucker de premier ordre sont écrites comme suit :
( (

oL :5+(h1+h3)—71'16:0

Oh1
oL __ o 7T16:5+<h1+h3>
OL(hir) _0o ) 92 =74 (ho+ hy) —m6=0 . 16 = T+ (ha + ha)
(KKT) = < Ohs o oL T2 — 6 + (hl + hg)

a—h?’:6+(h/1+h3)_ﬂ-26:0 7T26:8+2(h2+h4)

38872:84-2(}@—{—]14)—7@6:0

\

\

Ainsi a partir des relations (1) et (2):

(

€1 = Tie

C2 = TG weereees (4"
()< C3 = T2

Cq4 = Tr2g

\

On remplace les cotts des chemins ¢;(i = 1,4) par leurs valeurs d’aprés la relation
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( 5+£U4:7T16
7+2[L‘3:7T16 ........ (*)
6+$4:7T26

8—|—2{lf3 = 796

\

Par remplacement de (3) dans (2) on obtient:
I = 2

AN .772:3

Te=T1+ T+ T3+ Ty =09

D’apres la condition de conservation des flux au niveau du sommet (3), on aura:

T1+ T+ T3 +Ty=0=Ty =0Tz ... (%)
Et
(%) = 2x3+2=24 .eoeen. ( * %)

Par remplacement (x x *) dans (#x), on aura:
T3 = Ty = 1

Ty =5—x3=4

Donc les flux des arcs qui donnent 1’équilibre sont :

(

1'1:2
172:3
Igzl

v .%'4:4
.T5:1
336:5
\

La fonction objectif :
mlnT ZleAf d2—$1+2$2+$3+$3+ x4+2x4~|—3x5+2m6—2+2x3+
1+1+§><42+2><4+3+2><5:39.

= T(z*) =39
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D’ou le cott a I'équilibre est de 39. Les cotits de déplacement sur les chemins sont donnés

par:

C = (c1,¢9,¢3,¢4) = (9,9, 10, 10)

D’apres (4'), on a: mg = 9 et m = 10.
Donc ces résultats vérifient la condition de conservation et de la positivité des flux ainsi
ils montrent que le cott minimal de déplacement entre le sommet origine 1 et le sommet

destination 6 est de 9, et que celui entre 1’origine 2 et la destination 6 est de 10.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons abordé le concept de jeux de congestion et leurs application
sur des réseaux de trafic routier, apres avoir donné les différentes notions de bases de la
théorie des jeux, ainsi que le concept d’équilibre, en particulier 1’équilibre de Nash.

Du deuxieme chapitre, en résulte que dans les jeux de congestion il existe toujours un
équilibre de Nash en stratégies pures, et que les jeux de congestion sont un cas particulier

de jeux de potentiel.

L’application des jeux de congestion aux réseaux routiers, nous a permis de mieux com-
prendre la situation d’équilibre des usagers, connue sous le nom d’équilibre de Wardrop, et
ses deux principes qui peuvent étre formulés mathématiquement afin d’aboutir a une situa-
tion d’équilibre optimal dans le réseau. Vu l'inefficacité des équilibres, le prix de ’anarchie

mesure la différence entre un état d’équilibre et celle de la situation optimale.
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Annexe

1. Les conditions nécessaires de Karush-Kuhn-Tucker [5]

Considérons le probleme de programmation avec une fonction objectif a minimiser et
des contraintes d’égalité et d’inégalité suivantes:
min, f(z)

(3.28)
gj(x) =0, j=1,.m (m < n).

Ou z € R", x = (z1,x9,...,x,) € R" est appelée variables de décision,

f : R* — R est la fonction objectif, g : R® — R™ est la fonction vectorielle

appelée fonction contrainte, avec:

g(ZL‘) = (gl(x)792<x)77gm(x))
Lagrange transforma ce probleme avec contraintes en un probleme sans contraintes
en introduisant ce qu’on appelle les multiplicateurs de Lagrange \; = 1,...,m dans la

formulation de la fonction de Lagrange (ou le Lagrangien) suivant:
L(Aw) = (@) + ) Nigi(x) (3.29)
j=1

Supposons que les fonctions f et g;(j = 1,...,m) sont contintiment différentiables et faisons

I’hypothese que la matrice Jacobienne

W) [0, (2°).- D9 )
est de rang m (par rapport a la qualification des contraintes g;(z) ). Alors une condition
d’optimalité du premier ordre (condition nécessaire) pour que z* soit solution optimale de
(3.14) est qu’il existe un vecteur A\* tel que:
oL

8xi

(x*,\") =0, 1=1,..n,
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g—fj(a:*,)\*) =0, j=1,..,m.
Ces conditions sont connues sous le nom de conditions de KKT, et s’expriment en utilisant
le Lagrangien L(z,\).
Dong, si le couple (z*,A*) satisfait ces conditions, alors (z*,A*) est un point stationnaire du

Lagrangien (3.29)

2. Théoréeme de Weierstrass [5]

Soit X C R™ une partie compacte de R™ et soit f : X — R une fonction réelle

continue, alors le probleme d’optmisation

min f(x)

zeX

admet une solution optimale z* € X.
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