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❈♦♥♥❝❧✉s✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡ ✼✾

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✽✵

✷



◆♦t❛t✐♦♥s

✳ ✭❘❖✮ ✿ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱

✳ ✭P▲✮ ✿ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡✱

✳ ❉R ✿ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❙♦❧✉t✐♦♥s ❘é❛❧✐s❛❜❧❡s✱

✳ ✭Pm✮ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱

✳✭PF ✮ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱

✳ ✭PLF ✮ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱

✳ ✭◗λ✮ ✿ Pr♦❣r❛♠♠❡ ♣❛r❛♠étré✱

✳ ✭PE✮ ✿ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱

✳ ✭P❋✮(C F ) ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ à ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❋❧♦✉❡s✱

✳ ✭P❋✮(C D) ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ à ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❉ét❡r♠✐♥✐st❡s✱

✳ ✭P❋✮(V F ) ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ à ❱❛r✐❛❜❧❡s ❋❧♦✉❡s✳

✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡

▲❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❘❖✮ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t
t❡❝❤♥✐q✉❡s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦r✐❡♥té❡s ✈❡rs ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ❞❛♥s ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬♦♣ér❡r ❡♥
✈✉❡ ❞✬❛❜♦✉t✐r ❛✉ rés✉❧t❛t ✈✐sé ♦✉ ❛✉ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊❧❧❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✓ ❛✐❞❡s à
❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ✔ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧s ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❡t ❞❡
♠❛✐tr✐s❡r ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ❞é❝✐❞❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✱ ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧❡s ❡♥❥❡✉① ❡t ❞✬❛r❜✐tr❡r ♦✉ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❝❤♦✐① ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✳

▲❛ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❈✬❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❣é♥ér✐q✉❡ q✉✐ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛
Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ r❡❧è✈❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t à ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❣❡st✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥ é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡✱✳✳✳❡t❝✳

❊♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ét✉❞✐❡♥t ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉♠✐s❡ à
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ♦♣t✐♠✐s❡r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ ❡t ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳

▲❛ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛ ❛tt✐ré ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❤❡r❝❤❡✉rs✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♠✐❡✉① ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❡t✴♦✉ ❧❡s q✉❛♥t✐tés é❝♦♥♦♠✐q✉❡s✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r t♦✉t❡s
❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞✉r❛♥t ❧❡s tr♦✐s
❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s ❡t ❞❡s s②stè♠❡s ❡♥ ✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♥✬ét❛✐t ❡✣❝❛❝❡
q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ❡t q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ét❛✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛
❝♦♠♣❧ét❡r✳ P❛r♠✐ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡❧❧❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♠♣ré❝✐s❡✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ✓ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉ ✔✱ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ Pr♦❜❧è♠❡
▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉ ❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❘é❡❧❧❡s✱ s❡r❛ ❡①♣♦sé❡✳

✹



❆✜♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦r❣❛♥✐sé ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✐♥t✐t✉❧é Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❡❧ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❡①♣♦sé ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ ❢✉t ♣r♦♣♦sé❡
❡♥ ✶✾✻✸ ♣❛r ●✳ ❇✳ ❉❛♥t③✐❣ ❬✺❪✱ ❡t s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉① ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✉♥✐✲❝r✐tèr❡ ❡♥ ♣ré✲
s❡♥t❛♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✉♥✐✲❝r✐tèr❡ ❡t q✉❡❧q✉❡s str❛té❣✐❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♦ù ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧❧❡
❞❡ ❈❛♠❜✐♥✐ ❬✸❪✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à
♦❜❥❡❝t✐❢ ♥♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❈❤❛r♥❡s ❡t ❈♦♦♣❡r ❬✹❪✳

❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥♥é ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❞❡s tr♦✐s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s t❡❧s
q✉❡ ✿ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ ❞❡ t②♣❡ ▲✲❘✱ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ tr❛♣é③♦ï❞❛❧✳

❉❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡
Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ✭P❋✮(C F ) ❡t t ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✢♦✉s ✭P❋✮(V F ) ❡st ❛❜♦r❞é❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ✭P❋✮(C F ) s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉①✳ ❆♣rès ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(C F ) ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s s❡ ❢❛✐t ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❛♥❦✐♥❣ ℜ✳
P✉✐s✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞ét❛✐❧❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ▲✐♥❣♦✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
♣❛r❧é ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ▲✐♥❣♦ ♣✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❣r❛♠♠é ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❧❡ ♠é♠♦✐r❡✳

✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❘✉ss❡ ❑❛♥tr♦✈✐t❝❤ ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❛ été ❢❛✐t❡ ♣❛r ❧✬❛♠ér✐❝❛✐♥ ❉❛♥t③✐❣ ❬✺❪✳ ❈✬❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥ ❘❡❝❤❡r❝❤❡
❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❝✬❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ très ♣✉✐ss❛♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ❡♥ ❣❡st✐♦♥✱ ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡✳✳✳❡t❝✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ss✉r❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜❛sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ✉♥✐✈❡r✲
s❡❧❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳

✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡

▲❛ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭♠❛①✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ♦✉ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✮ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛②❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

✶✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❡s ♦✉t✐❧s✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ♣✉✐s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡✱ ❧❛
tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♦✉ ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡
ré❡❧✳

❊♥ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❘❖✮✱ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ✿
✖ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ✭✐♥❝♦♥♥✉❡s✮✱
✖ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s s♦♥t s♦✉♠✐s❡s ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✖ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✈✐sé ✭♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✮✳

✻



❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❯♥❡ ✉s✐♥❡ ❢❛❜r✐q✉❡ ✷ ♣r♦❞✉✐ts P1 ❡t P2 ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬éq✉✐♣❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♠❛✐♥
❞✬÷✉✈r❡ ❡t ❞❡ ♠❛t✐èr❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ q✉❛♥t✐té ❧✐♠✐té❡✳

P1 P2 ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té
éq✉✐♣❡♠❡♥t ✸ ✾ ✽✶
♠❛✐♥ ❞✬÷✉✈r❡ ✹ ✺ ✺✺

♠❛t✐èr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✷ ✶ ✷✵

P1 ❡t P2 r❛♣♣♦rt❡♥t à ❧❛ ✈❡♥t❡ ✻ ❡✉r♦s ❡t ✹ ❡✉r♦s ♣❛r ✉♥✐té✳

◗✉❡st✐♦♥ ✿ ◗✉❡❧❧❡s q✉❛♥t✐tés ✭♥♦♥ ❡♥t✐èr❡s✮ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts P1 ❡t P2 ❞♦✐t ♣r♦❞✉✐r❡ ❧✬✉s✐♥❡ ♣♦✉r
♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ t♦t❛❧ ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❡♥t❡ ❞❡s ✷ ♣r♦❞✉✐ts✳

✖ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✿
x1 ❡t x2 s♦♥t ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts P1 ❡t P2 ❢❛❜r✐q✉és ✭x1,x2 ∈ R ✮✳

✖ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♠❛①✐♠✐s❡r ✿
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❋ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❜é♥é✜❝❡ t♦t❛❧ ✿ ❋✭x1✱x2✮ = ✻ x1+ ✹x2✳
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ✿

♠❛① ❋✭x1✱x2✮ = ✻x1 + ✹x2

✖ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ✿
❉✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✿





3x1 + 9x2 6 81

4x1 + 5x2 6 55

2x1 + x2 6 20

(✶✳✶✮

P♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ x1✱ x2 > ✵✳

❊♥ rés✉♠é✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ ✿

✭P▲✮





maxF (x1, x2) = 6x1 + 4x2

s.c

4x1 + 5x2 6 81

4x1 + 5x2 6 55

2x1 + x2 6 20

(x1, x2) ∈ R
2 , x1, x2 > 0

✭✶✳✷✮

✼



✶✳✹ ❋♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡

❯♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ✭P▲✮ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✭P▲✮





Optimiser Z(x) = ctx

s.c

Ax (6 ou > ou =) b

x ∈ R
♥ , x > 0

✭✶✳✸✮

♦ù ✿

✖ ❖♣t✐♠✐s❡r s✐❣♥✐✜❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ♦✉ ♠❛①✐♠✐s❡r s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té✱
✖ ❆ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭♠×♥✮ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠❡♠❜r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱
✖ ❜ ✈❡❝t❡✉r ré❡❧ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭♠×✶✮ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱
✖ x ✈❡❝t❡✉r ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭✶×♥✮ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱
✖ ❝ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭✶×♥✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳

✶✳✺ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞✬✉♥ Pr♦❜❧è♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡

❯♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ✭P▲✮ ♣❡✉t s❡ r❡♣rés❡♥t❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳✺✳✶ ❋♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣✉r

▲❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣✉r ❞✬✉♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t s❡ r❡♣rés❡♥t❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿





Optimiser Z(x) = ctx = c1x1 + ...+ cnxn

s.c

Ax(6 ou >)b

x ∈ R
♥ , x > 0

✭✶✳✹✮

♦ù ✿

x = ✭x1✱✳✳✳✱xn ✮ t✱ c = ✭c1✱✳✳✳✱cn ✮ t✱ b = ✭b1✱✳✳✳✱bm ✮ t ❡t ❆ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
✭♠×♥✮ ❛✈❡❝ ♥ > ♠ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

❆ =




a11 . . . a1n
. . . . .
. . . . .
. . . . .

am1 . . . amn




✽



✶✳✺✳✷ ❋♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞

▲❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✬✉♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿




Optimiser Z(x) = ctx

s.c

Ax = b

x ∈ R
♥ , x > 0

✭✶✳✺✮

♦ù

❜ ∈ R
m✱ ❆∈ R

m×n ✱ x ∈ R
n ❡t ❝ ∈ R

n✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✳

❖♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ♠❡ttr❡ ✉♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♥
❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣❡❧é❡s ✓ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt ✔✳

✶✳✺✳✸ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞✬é❝❛rt ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦✐❡♥t ❡①♣r✐♠é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞✮ ❛✉ ❧✐❡✉
❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❧é❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦✉ é❣❛❧ ✭6✮ ❬✷✵❪

❚♦✉t❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

n∑
j=1

❛jxj 6 ❜ ✭✶✳✻✮

♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t ✿




n∑
j=

ajxj + s = b

x, s ∈ R
n, s > ✵, x > 0

✭✶✳✼✮

♦ù s ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬é❝❛rt✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♦✉ é❣❛❧ ✭≥✮ ❬✷✵❪

❚♦✉t❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

n∑
j=1

❛jxj > ❜ ✭✶✳✽✮

✾



♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t ✿




n∑
j=

ajxj − s = b

x, s ∈ R
n, s > ✵, x > 0

✭✶✳✾✮

♦ù s ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬é❝❛rt✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❬✶✽❪

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r x∈Rn ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P▲✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
st❛♥❞❛r❞ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

❆ x = b ❡t x > ✵✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✿

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭♠× ♥✮ ❛✈❡❝ r❛♥❣ ✭❆✮ = ♠ 6 ♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❬✶✽❪

❙♦✐t ❘⊂ {1, ..., n} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❛✈❡❝ ❝❛r❞ ✭❘✮ = ♠ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s
❛j ✭❥ ∈ ❘✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆ s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❝❛rré❡ ❇ ❢♦r♠é❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❛j ✭❥ ∈ ❘✮ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❘ ❞❡s
✐♥❞✐❝❡s ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡✳

✖ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xB = ✭xj ✱ ❥ ∈ ❘ ✮ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜❛s❡✳
✖ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xN = ✭xj ✱ ❥ /∈ ❘✮ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤♦rs✲❜❛s❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳

❖♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs é❝r✐r❡ ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛r ❜❧♦❝s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❆ = ✭❇ ✱ ◆✮ ♦ù ❇ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡✱ ◆ ♠❛tr✐❝❡ ❤♦rs ❜❛s❡ ❡t ❛✉ss✐
x = ✭xB✱xN✮ t ♦ù xB s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t x N ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤♦rs ❜❛s❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❬✾❪

❖♥ ❞✐t q✉❡ x ❂ ✭xB✱ xN✮ t ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❇ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ✿

❆ x = b ❛✈❡❝ xB = ❇−1b ❡t x N = ✵✳

❙✐✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ x B > ✵✱ ❛❧♦rs x ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

✶✵



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❬✶✵❪

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ s✐ xB > ✵✳
❙✐✱ ❛✉ ♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ x B = ✵ ❛❧♦rs x ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡

❞é❣é♥éré❡✳

✶✳✻ ◗✉❡❧q✉❡s Pr♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡

❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡s

◆♦t♦♥s ✿

❉R = ④ x ∈ R
n✱ ❆ x = ❜ ✱ x > ✵⑥ ✭✶✳✶✵✮

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P▲✮ s♦✉s ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❬✷✷❪

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❙ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

∀x ✱② ∈ ❙ ❡t ∀ λ ∈ [ ✵ ✱ ✶] ❛❧♦rs λx + ✭✶ ✲λ ✮ ② ∈ ❙✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❬✷✷❪

❙♦✐❡♥t λi> ✵✱ ✐ ∈ ④✶✳✳✳♥⑥ ❡t
n∑

i=1

λi ❂ ✶ ❛❧♦rs ✿
n∑
λi

i=1

xi ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts x i✱ ✐ ∈ ④✶✱✳✳✳✱♥⑥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✸✳

λ x1✰ ✭✶✲λ✮x 2✱ ∀ x1✱ x2 ∈ ❙ ❡t λ ∈ [ ✵✱ ✶] ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼✳ P♦❧②è❞r❡ ❡t P♦❧②t♦♣❡ ❬✷✷❪

❙♦✐❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✖ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ④x ∈ R
♥✱ ❛ x = b⑥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ R

♥ ✳
✖ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ④x ∈ R

♥✱ ❛ x ≥ b⑥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é ❞❡ R♥ ❞♦♥t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳

✶✳ ❯♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❙ ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡s ❢❡r♠és ❡t ✴♦✉ ❞✬❤②✲
♣❡r♣❧❛♥s✳ ❯♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❙ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❢❡r♠é✳

✷✳ ❯♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❙ ❡st ❜♦r♥é s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r α ✜♥✐❡ ❡t ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
|xi| > α✱ ∀ ✐ ∈ ④✶✳✳✳♥⑥ ❡t ∀ x ∈ ❙✳

✸✳ ❯♥ ♣♦❧②t♦♣❡ ❡st ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❜♦r♥é ❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡✳

✶✶



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽✳ P♦✐♥t ❡①trê♠❡ ❬✷✷❪

❙♦✐t ❙ ✉♥ ❝♦♥✈❡①❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ R
♥ ✿ x ❡st ❞✐t ♣♦✐♥t ❡①trê♠❡ ♦✉ s♦♠♠❡t ❞❡ ❙✱ s✐ x ♥❡ ♣❡✉t

♣❛s s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❙✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❬✶✽❪

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❉R ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞❡ ✭P▲✮ ❡st ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❢❡r♠é✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳ ❬✶✽❪

x ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ❉R✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳ ❬✶✽❪

▲✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❩ s✉r ❉R✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✱ ❡st ❛tt❡✐♥t ❡♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t
❞❡ ❉R ✳

✶✳✼ ▼ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❡t ❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r
ét❛♣❡s ♦✉ ✐tér❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡ ❬✷❪ ✿

✶✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s❡rt ❞❡
❞é♣❛rt ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✮✳

✷✳ ✳❙✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✭✶✮ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✭❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r
✉♥❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✮✳

✸✳ ❖♥ ré♣èt❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭P▲✮✳

❋♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿




Optimiser z(x)

s.c
n∑

j=1

ai jxj 6 b , i = 1, ...,m

xj ∈ R , xj > 0 , j = 1, ..., n

✭✶✳✶✶✮

✶✷



❙❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ s❡r❛ ✿




Optimiser z(x)

s.c
n∑

j=1

ai jxj + s = b , i = 1, ...,m

xj > 0, s > ✵ , j = 1, ..., n

✭✶✳✶✷✮

✶✳✼✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❈✬❡st ●✳ ❇✳ ❉❛♥t③✐❣ q✉✐ ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣❛r✉ ❡♥ ✶✾✹✾ ❬✽❪✱ ❛ ❞é❝r✐t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳
■❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞♦rs❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ s❡r✈✐ à ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s r❡❧❛t✐❢s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥✱ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱
❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥✳✳✳❡t❝✳

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x ❞✬✉♥ Pr♦❜❧è♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ st❛♥✲
❞❛r❞✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

❆ = ✭❇✱◆✮

❛✈❡❝ ❇ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭♠ × ♠✮✱ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
❜❛s❡ ❡t ◆ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠ × ✭♥ ✲ ♠✮ ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤♦rs✲❜❛s❡✳

❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✿

x = ✭xB ✱xN✮ t

❛✈❡❝ xB ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t xN ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤♦rs ❜❛s❡✳

▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❜❛s❡ ❇∗❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ x∗❛ss♦❝✐é❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

❩ ✭x∗✮ > ❩ ✭x✮ ✭x∗ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ x ✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♠❛①✐♠✐s❡r✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ r❡♥tr❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤♦rs✲❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❜❛s❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡✮ ❡t ❢❛✐r❡ s♦rt✐r à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡✮✳

❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ s✉✐✈❛♥t ✿

✭P▲✮





Optimiser Z(x) = ctx

s.c

Ax = b

x ∈ R
♥ , x > 0

✭✶✳✶✸✮

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆✱ ❞❡✉① s♦✉s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❆ = ✭❇ ✱ ◆✮✳

✶✸



❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r x ✭✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

x =❬xB✱xN ❪ t ♦ù xB = ❬xB1
✱xB2

✱✳✳✳✱ xBm
❪ t ❡t xN ♣♦✉r ❧❡s ✭♥ ✲ ♠✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡st❛♥t❡s✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❆ ✳x = ❜ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡ ✿

❆ ✳x = ✭❇✱◆✮ ×❬xB✱xN ❪ t = ❜

⇒❆✳x = ❇xB ✰ ◆xN = ❜ ✭✶✳✶✹✮

▼✉❧t✐♣❧✐♦♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ❇−1 ✱ ✭ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡✮ ❇✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

❇−1❇xB + ❇−1◆xN = ❇−1❜

❛✈❡❝ ❇−1❇ = ■ ✭✐❞❡♥t✐té ❞✬♦r❞r❡ ♠✮ ❞✬♦ù xB ✰ ❇−1 ◆ x N = ❇−1❜

❊♥ ❛♥♥✉❧❛♥t xN ✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❛❧♦rs ✿
xB = ❇−1❜ ✭✶✳✶✺✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt s✐ xB > ✵ ✭❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇ ❡st t♦✉❥♦✉rs
❝♦♥st✐t✉é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆✮✳

❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡

❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛✲
❧✐s❛❜❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥t❡ ✭♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♦✉ ❛✉ss✐ ❜♦♥♥❡✮ ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❤♦rs✲❜❛s❡✮ ❡♥ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✭❞✐t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡✮ ❡t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❛❝t✉❡❧❧❡
❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤♦rs✲❜❛s❡ ✭❞✐t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡✮✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ✿

②j = ❇−1 ❛j ✭✶✳✶✻✮

③j = ❝B②j ✭✶✳✶✼✮

♦ù ✿
✖ ❛j ✿ ❧❛ ❥ème ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆✱
✖ ❇−1 ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❜❛s❡ ❇✱
✖ ❝B ✿ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❇✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦ûts ré❞✉✐ts ✿

❊j = ③j✲ ❝j✱ ❥ ∈ ❏N ❡t ❊j= ✵ ✱ ❥ ∈ ❏B ✭✶✳✶✽✮

❖ù ✿ ❏N ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ◆✱ ❏B ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇ ✳

✶✹



❈r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳

❙✐ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❇ t♦✉s ❧❡s ❊j > ✵ ✭❊j 6 ✵✮ ✱ ∀❥✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
ré❛❧✐s❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♠✐♥✐♠✉♠✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳

❈r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐♥✜♥✐❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳

❙✐ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♠❛①✐♠✉♠ ✭♠✐♥✐♠✉♠✮ ✱ ∃ ❧ ∈ ❏B t❡❧ q✉❡ ❊j < ✵ ✭❊j > ✵✮
❡t ②i l6 ✵ ✱ ∀ ✐ ✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳

❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡

✖ Pr♦❜❧è♠❡ à ♠✐♥✐♠✉♠ ✿

❊l = max
Ej>0

❊j✱ ❥ ∈ ❥N ✭✶✳✶✾✮

✖ Pr♦❜❧è♠❡ à ♠❛①✐♠✉♠ ✿

❊l = min
Ej60

❊j✱ ❥ ∈ ❥N ✭✶✳✷✵✮

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❧ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xl ❡♥tr❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❇∗

✳

❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡

P♦✉r q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ s♦✐t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ xj > ✵ ∀ ❥ ∈❏B ✱ s✐ yi l ❃ ✵ ✿

θr =
xBr

yr l
= min

i=1,...,m
④
xBl

yi l
, yi l ❃ ✵⑥ ✭✶✳✷✶✮

❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ r ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xr s♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✳

✶✳✼✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♠❛①✐♠✐s❡r✳

➱t❛♣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

P♦s❡r xN = ✵ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ xB = ❇−1❜
❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ③ = ❝B❇−1❜ ✳

✶✺



➱t❛♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ✿ ❊j = ③j✲ ❝j ❛✈❡❝ ③j = ❝B②j = ❝B❇−1❛j ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤♦rs ❜❛s❡✳
❙✐ t♦✉s ❧❡s ❊j = ③j ✲ ❝j> ✵✱ ❛❧♦rs ❙t♦♣ ❀ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❙✐♥♦♥✱ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ ✿

❊l = min
Ej60

❊j✱ ❥ ∈ ❥N ✳✭✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ xl✮✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r yi j = ❇−1❛j ✳
❙✐ ②i j ❁ ✵ ❛❧♦rs ❙t♦♣ ❀ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳

❙✐♥♦♥✱ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❞♦✐t q✉✐tt❡r ❧❛ ❜❛s❡ ✿

θr =
xBr

yr l
= min

i=1,...,m
④
xBl

yi l
, yi l ❃ ✵⑥ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡ xr✮✳

✸✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❇−1✱ xB = ❇−1❜ ❡t ❩ = ❝B❇−1❜ ❡t ♦♥ ♣❛ss❡ à
❧✬ét❛♣❡ ✭✶✮✳

✶✳✼✳✸ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s
q✉❛♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

xB = ❇−1✳ b✱ ❩ = ❝B✳ x B = ❝B✳ ❇−1✳b

②j = ❆−1
B ✳ ❛j✱ ③j = ❝B②j ❡t ❊j = ③j ✲ ❝j✱ ❥ ∈ ✳❥N ✱ ❊j = ✵✱ ❥ ∈ ❏B

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♦♥t été é❧❛❜♦ré❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés✳
❖♥ ♣❡✉t str✉❝t✉r❡r t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ ❞✐t t❛❜❧❡❛✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✳

❖♥ réé❝r✐t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s✱ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❝ ❝1 ✳ ✳ ✳ ❝n
❜❛s❡ ❜ a1 ✳ ✳ ✳ an θj
x1 ❜1 ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ θ1
✳ ✳ ✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
xm ❜m ✵ ✳ ✳ ✳ ✳ θm

❊j❂ ③j✲ ❝j ❊1 ✳ ✳ ✳ ✳ ❩

❚❛❜❧❡❛✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡

❘è❣❧❡ ❞❡ r❡❝t❛♥❣❧❡

P♦✉r ♣✐✈♦t❡r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

◆♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r = ❆♥❝✐❡♥♥❡ ✈❛❧❡✉r ✲ Produits des éléments dans les coins opposes

Le pivot
✳

✶✻



✶✳✼✳✹ ❖r❣❛♥✐❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✭♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✮

❖r❣❛♥✐❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡

✶✼



✶✳✼✳✺ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✬✐❧ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r
♣♦✉r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✿ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✬✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✳ ❑❡❧❧❡ ❡t ▼✐♥② ✭✶✾✼✷✮ ♦♥t ❝♦♥str✉✐t ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❝r♦✐ss❛♥ts ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❊t ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ♣♦✉r
❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣✐✈♦t❛❣❡ ❡♠♣❧♦②é❡s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ♣♦✉✈❛✐t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ♣✐✈♦t❛❣❡
q✉✐ ❛ss✉r❡r❛✐t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❛♣rès ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✬ét❛♣❡s✳ ❆❧♦rs ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❬✼❪✳

❊①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

❯♥ é❜é♥✐st❡ ❢❛❜r✐q✉❡ ❞❡s ❜✉r❡❛✉① s♦✉s ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ♦✉ ❧✉①❡✳ ❉❡s ét✉❞❡s ❞❡ ♠❛r❝❤é ♦♥t
♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥é❡ à ✈❡♥✐r✱ ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ✈❡♥t❡ s✬é❧è✈❡♥t à ✷✵✵ ✉♥✐tés ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❧✉①❡ ❡t à ✸✵✵ ✉♥✐tés ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛♥❞❛r❞✳ ▲✬❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❜♦✐s ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r
❢❛❜r✐q✉❡r ❛♥♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ✻✵✵ ❜✉r❡❛✉① q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ t②♣❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✉①❡ ❡st ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❜✉r❡❛✉ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ st❛♥❞❛r❞✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❛♥♥✉❡❧❧❡
❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡✱ s✐ t♦✉s ❧❡s ❜✉r❡❛✉① ❢❛❜r✐q✉és ét❛✐❡♥t ❞❡ t②♣❡ st❛♥❞❛r❞✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
❡♥ ❢❛❜r✐q✉❡r ✽✵✵ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ▲❛ ✈❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❜✉r❡❛✉ s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✉①❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡
♠❛r❣❡ ✉♥✐t❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦ût ✈❛r✐❛❜❧❡ é❣❛❧❡ à ✽✱ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❜✉r❡❛✉ ❞❡ t②♣❡ st❛♥❞❛r❞ é❣❛❧❡ à ✹✳
❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♥♥✉❡❧ ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✉ ♣r♦✜t ❣❧♦❜❛❧
♠❛①✐♠✉♠✳

❙♦✐t x1 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✉r❡❛✉① ❞❡ t②♣❡ ❧✉①❡✱ x2 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✉r❡❛✉① ❞❡ t②♣❡ st❛♥❞❛r❞✳
▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✿

✭P▲✮





MaxZ = 8x1 + 4x2

s.c

x1 6 200

x2 6 300

x1 + x2 6 6✵✵

2x1 + x2 6 800

x1, x2 ∈ R
✷, x1 > 0 , x2 > 0

➱❝r✐✈♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt ✿ x3✱x4✱x5✱x6✳

✶✽



✭P▲✮





MaxZ = 8x1 + 4x2

s.c

x1 + x3 = 200

x2 + x4 = 300

x1 + x2 + x5 = 6✵✵

2x1 + x2 + x6 = 800

xj > 0 , j = 1...6

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ♥= ✻ ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t ♠ = ✹ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ✭✻ ✲ ✹✮ = ✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❖♥ s✬❛ss✉r❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x1✱x2 ❝✬❡st à ❞✐r❡
x1 = ✵✱ x2 = ✵✱ x3 = ✷✵✵✱ x4 = ✸✵✵✱ x5 = ✻✵✵ ❡t x6 = ✽✵✵✳

❞✬♦ù ✿ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt q✉✐ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
t❛❜❧❡❛✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✱ x ❂ ✭✵✱✵✱✷✵✵✱✸✵✵✱✻✵✵✱✽✵✵✮t✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡

■tér❛t✐♦♥ ✶

❝ ✽ ✹ ✵ ✵ ✵ ✵
❜❛s❡ xB x1 x2 x3 x4 x5 x6 θj
x3 ✷✵✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✷✵✵
x4 ✸✵✵ ✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ✴
x5 ✻✵✵ ✶ ✶ ✵ ✵ ✶ ✵ ✻✵✵
x6 ✽✵✵ ✷ ✶ ✵ ✵ ✵ ✶ ✹✵✵

❊j❂ ③j✲ ❝j ✲✽ ✲✹ ✵ ✵ ✵ ✵ ❩❂✵

❖♥ ❛ ✿ ❥B = ④✸✱✹✱✺✱✻⑥ ❡t ❥N = ④✶✱✷⑥✱ ❝B = ✭❝3✱❝4✱❝5✱❝6✮ t = ✭ ✵✱✵✱✵✱✵✮ t ❡t ❇=




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




②j = ❇−1 ❛j✱ ③j = ❝
′

B ②j = ❝
′

B ❇−1 ❛j

❊j = ③j✲ ❝j✱ ❥ ∈ ❥N ❞♦♥❝ ✿

✖ ❊1= ③1 ✲ ❝1= ❝
′

B ②1 ✲ ❝1= ❝
′

B ❇−1 ❛1 ✲ ❝1= ✭✵✱✵✱✵✱✵✮




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







1
1
1
2


✲ ❝1=✲✽

✖ ❊2= ③2✲ ❝2 = ❝
′

B ②2✲ ❝2 = ❝
′

B ❇−1 ❛2✲ ❝2 = ✭✵✱✵✱✵✱✵✮




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







0
−1
1
1


✲ ✹ =✲✹

✶✾



❡t ❊j= ✵✱ ❥ ∈ ❏B ❞♦♥❝ ❊3= ✵✱ ❊4= ✵ ✱ ❊5=✵ ❡t ❊6=✵

⇒ ❊1 < ✵ ❡t ❊2 < ✵ ✱ ♠✐♥ ✭❊1✱ ❊2✮ = ♠✐♥ ✭✲✽✱✲✹✮ = ✲✽ ❞♦♥❝ ❥k = ✶✱ ❆❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1

❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡✳

❡t θr =
xBr

yr l
= min

i=1,2,3
④
xBl

yi l
, yi l ❃ ✵⑥= ♠✐♥ ✭✵✱✸✱✷✮ = ✵ ❞♦♥❝ ❥r= ✸✱ ❆❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x3

s♦rt ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1 ✭❦ = ✶✮ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r s❡r❛ ✷✵✵✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡ ❡st x3

✭r = ✸✮ ❡t ❧❡ ♣✐✈♦t a11 = ✶✳

❖♥ ♣❛ss❡ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ✷✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✷ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡

■tér❛t✐♦♥✷

❝ ✽ ✹ ✵ ✵ ✵ ✵
❜❛s❡ xB x1 x2 x3 x4 x5 x6 θj
x1 ✷✵✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✴
x4 ✸✵✵ ✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ✸✵✵
x5 ✹✵✵ ✵ ✶ ✲✶ ✵ ✶ ✵ ✹✵✵
x6 ✹✵✵ ✵ ✶ ✲✷ ✵ ✵ ✶ ✹✵✵

❊j❂ ③j✲ ❝j ✵ ✲✹ ✽ ✵ ✵ ✵ ❩❂✶✻✵✵

▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ✿ x∗= ✭ ✷✵✵✱✵✱✵✱✶✵✵✱✹✵✵✱✹✵✵✮ t✳

❖♥ ❛ ✿ ❝B=✭❝1✱❝4✱❝5✱ ❝6✮t=✭ ✽✱✵✱✵✱✵✮ t ❡t ❇=




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


✳

❥B=④✶✱ ✹✱ ✺✱ ✻⑥ ❡t ❥N=④✷✱ ✸⑥✳

②j= ❇−1 ❛j✱ ③j= ❝
′

B ②j= ❝
′

B ❇−1 ❛j

❊j = ③j✲ ❝j✱ ❥ ∈ ❥N ❞♦♥❝ ✿

✖ ❊2 = ③2✲ ❝2= ❝
′

B ②2✲ ❝2= ❝
′

B ❇−1 ❛2 ✲ ❝2= ✭✽✱✵✱✵✱✵✮




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







0
−1
1
1


✲ ✹=✲✹

✖ ❊3= ③3✲ ❝3= ❝
′

B ②3✲ ❝3= ❝
′

B ❇−1 ❛3✲ ❝3= ✭✽✱✵✱✵✱✵✮




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







1
−1
−1
−2


✲ ✵=✽

✷✵



❡t ❊j = ✵✱ ❥ ∈ ❏B ❞♦♥❝ ❊1= ✵✱ ❊4= ✵ ✱ ❊5= ✵ ❡t ❊6= ✵✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧ ♣✉✐sq✉❡ ❊2 < ✵ ✱ ❆❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x2 ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❜❛s❡✳

❡t θr =
xBr

yr l
= min

i=1,2,3
④
xBl

yi l
, yi l ❃ ✵⑥= ♠✐♥ ✭✸✵✵✱✹✵✵✱✹✵✵✮ = ✹✵✵ ❞♦♥❝ ❥r= ✹✱ ❆❧♦rs ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ x4 s♦rt ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x3 ✭❦ = ✸✮ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r s❡r❛ ✷✵✵✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡ ❡st x4

✭r = ✹✮ ❡t ❧❡ ♣✐✈♦t a22 = ✶✳

❖♥ ♣❛ss❡ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ✸✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✸ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡

❧✬✐tér❛t✐♦♥ ✸

❝ ✽ ✹ ✵ ✵ ✵ ✵
❜❛s❡ xB x1 x2 x3 x4 x5 x6 θj
x1 ✷✵✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✴
x2 ✸✵✵ ✵ ✶ ✵ ✶ ✷ ✵ ✴
x5 ✶✵✵ ✵ ✵ ✲✶ ✲✶ ✶ ✵ ✴
x6 ✶✵✵ ✵ ✵ ✲✷ ✲✶ ✵ ✶ ✴

❊j❂ ❝j ✲ ③j ✵ ✵ ✹ ✽ ✵ ✵ ❩❂✷✽✵✵

▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ✿ x∗=✭ ✷✵✵✱✸✵✵✱✵✱✵✱✶✵✵✱✶✵✵✮t✳

❖♥ ❛ ✿ ❝B=✭❝1✱❝2✱❝5✱❝6✮ t=✭ ✽✱✹✱✵✱✵✮ t❡t ❇=




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


✳

❥B= ④✶✱✷✱✺✱✻⑥✱ ❥N= ④✸✱✹⑥✳

②j= ❇−1 ❛j✱ ③j= ❝
′

B ②j= ❝
′

B ❇−1 ❛j

❊j = ③j✲ ❝j✱ ❥ ∈ ❥N ❞♦♥❝ ✿

✖ ❊3 = ③3✲ ❝3 = ❝
′

B ②3✲ ❝3 = ❝
′

B ❇−1 ❛3✲ ❝3= ✭✽✱✹✱✵✱✵✮




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







1
0
−2
−3


✲ ✵= ✽

✖ ❊4= ③4 ✲ ❝4= ❝
′

B ②4✲ ❝4= ❝
′

B ❇−1 ❛4✲ ❝4= ✭✽✱✹✱✵✱✵✮




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







0
1
1
1


✲ ✵= ✹

✷✶



⇒ ▲❡s ❊j > ✵ ❞♦♥❝ x = ✭✷✵✵✱✸✵✵✮ t ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P▲✮ ❡t
❩=✷✽✵✵✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✿

x1= ✷✵✵
x2 = ✸✵✵
x5= ✶✵✵
x6= ✶✵✵

❡t ❩ ❡st ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r x ∗= ✭x ∗
1 = ✷✵✵✱x ∗

2 = ✸✵✵✮ ❡t ✈❛✉t ✷✽✵✵✳

✶✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ Pr♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❧é ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧❛ Pr♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ♣✉✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

✷✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❝♦♥s✐st❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
r❛♣♣♦rt ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s♦✉♠✐s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❉✐✛ér❡♥t❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ♦✉ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱
❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✐①t❡s ♦✉ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✵✲✶✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ✭❬r❡♥❞❡♠❡♥t✴r✐sq✉❡❪✱ ❬❝♦✉̂t✴t❡♠♣s❪✱ ❬❞❡tt❡✴❝❛♣✐t❛✉① ♣r♦♣r❡s❪✮✱ ❧❛ s❛♥té
❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❤ô♣✐t❛❧ ✭❬❝♦✉̂t✴♣❛t✐❡♥t❪ ✱❬✐♥✜r♠✐èr❡✴♣❛t✐❡♥t❪✮ ❡t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❢r❛❝t✐♦♥✲
♥❛✐r❡s ❞✐ts ❛✉ss✐ ♣r♦❜❧è♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❬✶✸❪✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s str❛té✲
❣✐❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥
❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♦❜❥❡❝t✐❢s s✐♠♣❧✐✜és ✳

✷✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
r❛♣♣♦rt ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ s♦✉♠✐s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é f ✱ h ❡t gi ♣♦✉r i ④ ✶✱✳✳✳✳✱♠ ⑥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❡ R♥ ❞❛♥s R✱ ❛✈❡❝
h ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❛♥t ♣❛s s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❳ ❞❡ R✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭P❋ ✮ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t x∈❳
♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x)

h(x)
✭❛✈❡❝ h✭x ✮ 6= ✵ ✮ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❙ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡

❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s g i✭x ✮ ≤ ✵ ✭i ∈ ④✶✱✳✳✳✳✱♠⑥✮ ❛✈❡❝ x ∈ ❳✳ ■❧ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(PF )





maximiser f(x)
h(x)

s.c

S = {x ∈ ❳ ⊂ R
♥/gi(x) 6 0 pour i ∈ {1, .....,m}}

(2.1)

✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✲ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ✱ h ❡t gi ♣♦✉r i ∈ { ✶✱✳✳✳✳✱♠⑥ s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r R♥ ✳
✲ ❙ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ❜♦r♥é ❞❡ R

♥ ✳
✲ h✭x ✮ ❃ ✵ ✱ ∀ x ∈ ❳✳

✷✸



✭PLF ✮ ❡st ❞✐t ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱❧♦rsq✉❡ f , h ❡t g s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❡t ❛✣♥❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✳

✷✳✸ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❬✷✶❪

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❙ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

∀ x , y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1], λx + (1− λ)y ∈ S (2.2)

●é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♥t✐❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ s❡❣♠❡♥t ❧❡s r❡❧✐❛♥t✳

Exemple

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✿❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❬✷✶❪

❯♥ ✈❡❝t❡✉r y ∈ ❙ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ④x1 ✱✳✳✳, xp⑥ s✬✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s λi,i ∈④✶✱✳✳✳✱ ♣⑥ ✱ t❡❧s q✉❡ ✿

y =
p∑

i=1

λixi avec λi > 0, i ∈{1, ...., p} et
p∑

i=1

λi = 1 (2.3)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❊♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❬✷✶❪

▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❙⊂ R
♥

❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ R
♥ q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t

❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❙✳ ❊❧❧❡ ❡st ♥♦té❡ ♣❛r ✿

Conv(S) = {x ∈ R
♥/x =

p∑
i=1

λixi , xi ∈ S, λi > 0, i ∈{1, ...., p} et
p∑

i=1

λi = 1} (2.4)

❈✬❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❙✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❬✷✶❪

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✿ ❙ → R ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥✈❡①❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❙ ❝♦♥✈❡①❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ R
♥ s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

∀ x , y ∈ S et ∀ λ ∈ [0, 1] on a : f(λx + (1− λ)y) 6 λf(x ) + (1− λ)f(y) (2.5)

✷✹



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ❬✷✶❪

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✿ ❙→ R ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥❝❛✈❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❙ ❝♦♥✈❡①❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ R
♥ s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

∀ x , y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1] on a : f(λx + (1− λ)y) > λf(x ) + (1− λ)f(y) (2.6)

✖ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ✭r❡s♣✳ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥❝❛✈❡✮ ⇔ ✭ ✲ ❢✮ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ✭r❡s♣✳
str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ ➱♣✐❣r❛♣❤❡ ❬✷✶❪

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ é♣✐❣r❛♣❤❡ ❞❡ f ♥♦té épi(f) ❧❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R
n+1 ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

épi(f) = {(x, y) ∈ S × R/ y > f(x)} (2.7)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✳ ❍②♣♦❣r❛♣❤❡ ❬✷✶❪

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❤②♣♦❣r❛♣❤❡ ❞❡ f ♥♦té hyp(f) ❧❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R
n+1 ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

hyp(f) = {(x, y) ∈ S × R/ y 6 f(x)} (2.8)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❬✷✶❪

✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é ♣r♦❜❧è♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝♦♥❝❛✈❡✲❝♦♥✈❡①❡
s✐ f ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❡t gi ♣♦✉r i∈④✶✱✳✳✳✱♠⑥ s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s✳

✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é ♣r♦❜❧è♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝♦♥✈❡①❡✲❝♦♥❝❛✈❡
s✐ f ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s gi ♣♦✉r i∈④✶✱✳✳✳✱♠⑥ s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s ❡t h ❝♦♥❝❛✈❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳ ❬✷✶❪

✶✮ f ❡st ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ épi(f) ❡st ❝♦♥✈❡①❡✳
✷✮ f ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ hyp(f) ❡st ❝♦♥✈❡①❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾✳ ❋♦♥❝t✐♦♥ q✉❛s✐✲❝♦♥✈❡①❡ ❬✷✶❪

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st q✉❛s✐✲❝♦♥✈❡①❡ s✉r ❙ s✐ ✿

∀ x , y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1] on a : f(λx + (1− λ)y) 6 max{f(x ), f(y)} (2.9)

f ❡st q✉❛s✐✲❝♦♥✈❡①❡ s✉r ❙ ❡st ❛✐♥s✐ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✿

∀ x , y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1] on a : f(x) 6 f(y) ⇒ f(λx+ (1− λ)y) 6 f(y) (2.10)

✷✺



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✵✳ ❋♦♥❝t✐♦♥ q✉❛s✐✲❝♦♥❝❛✈❡ ❬✷✶❪

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st q✉❛s✐✲❝♦♥❝❛✈❡ s✉r ❙ s✐ ✿

∀ x , y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1] on a : f(λx + (1− λ)y) > min{f(x ), f(y)} (2.11)

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st q✉❛s✐✲❝♦♥❝❛✈❡ ⇔ ✭✲f ✮ ❡st q✉❛s✐✲❝♦♥✈❡①❡✳

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s q✉❛s✐✲❝♦♥✈❡①❡ ❡t q✉❛s✐✲❝♦♥❝❛✈❡ ❡st ❞✐t❡ q✉❛s✐✲♠♦♥♦t♦♥❡ ♦✉
q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❛s✐✲❝♦♥✈❡①❡s✱ q✉❛s✐✲❝♦♥❝❛✈❡s ❡t q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❧❛
❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥✐✈❡❛✉①✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳ ❬✷✶❪

✶✳ f ❡st q✉❛s✐✲❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ▲✭f, α) ❂ ④x ∈ S ❀ f(x) 6 α⑥ ✭▲♦✇❡r✲
❧❡✈❡❧ s❡t✮ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ R✳

✷✳ f ❡st q✉❛s✐✲❝♦♥❝❛✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❯✭f, α) ❂ ④x ∈ S ❀ f(x) > α⑥ ✭❯♣♣❡r✲
❧❡✈❡❧ s❡t✮ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ R✳

✸✳ f ❡st q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❨✭f, α) ❂ ④x ∈ S ❀ f(x) = α⑥ ✭❧❡✈❡❧ s✉r❢❛❝❡✮ ❡st
❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉r t♦✉tα ∈ R✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ✈r❛✐❡ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❙✳

Pr❡✉✈❡

⇒) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f ❡st q✉❛s✐✲❝♦♥✈❡①❡ ❡t s♦✐❡♥t x1 ✱x2 ∈ ▲✭f, α) ❞♦♥❝ x1✱x2 ∈ ❙ ❝❛r
▲✭f, α) ⊂ ❙ ❡t max④f(x1)✱f(x2)⑥6α✳

❙♦✐t λ ∈ ❬✵ ❀ ✶❪ ❡t x ❂λx1✰✭✶✲λ✮x2 ✱ ❝♦♠♠❡ ❙ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❞♦♥❝ x∈ ❙ ❡t ♣❛r ❧❛ q✉❛s✐✲
❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ f ♦♥ ❛ f (x )6max④f(x1)✱f(x2)⑥6α ❞✬♦ù x ∈ ▲✭f, α)✱ ❛✐♥s✐ ▲✭f, α)❡st ❝♦♥✈❡①❡✳

⇐) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ▲✭f, α) ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ α✳ ❙♦✐❡♥t x1 ✱x2 ❞❛♥s ❙ ✱ λ ∈ ❬✵✱ ✶❪
❡t x ❂λx1✰✭✶✲λ✮x2 ✳

◆♦t♦♥s q✉❡ x1 ❡t x2 ∈ ▲✭f, α)♣♦✉r α =max ④f(x1)✱f(x2)⑥
L(f, α) ét❛♥t ❝♦♥✈❡①❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡s ❞♦♥❝ x ∈ ▲✭f, α) ❡t f (x )6α = max ④f(x1)✱f(x2)⑥

❝✬❡st ❛ ❞✐r❡ f(λx1✰✭✶✲λ✮x2 ✮6max④ f(x1)✱f(x2)⑥ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t f ❡st q✉❛s✐✲❝♦♥✈❡①❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ s✉r ❙ ❝♦♥✈❡①❡ ❡st q✉❛s✐✲❝♦♥✈❡①❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❬✷✶❪

❙♦✐t ❙ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ R
♥ ❡t f ✿ ❙ → R✳ F ❡st ❞✐t❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥ x̄ ∈ ✐♥t✭❙✮

s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣r❛❞✐❡♥t ♥♦té ∇f (x̄) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ α ✿R♥→ R t❡❧s q✉❡ ✿

✷✻



f (x) = f (x̄) +∇f (x̄)(x − x̄ )+ ‖ x− x̄ ‖ α(x̄ ; x − x̄ ), ∀ x ∈ S (2.12)

♦✉̀ ✿
limx→x̄ α(x ; x− x̄✮ ❂ ✵ ❡t ∇f(x) = (∂f(x̄)

∂x1

✱✳✳✳✳✳✳✱∂f(x̄)
∂xn

✮t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳

✶✳ ❙✐ f ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❛❧♦rs ❢ ❡st q✉❛s✐✲❝♦♥✈❡①❡✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s f ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st
♣s❡✉❞♦✲❝♦♥✈❡①❡✳

✷✳ ❙✐ f ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ❛❧♦rs ❢ ❡st q✉❛s✐✲❝♦♥❝❛✈❡✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s f ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st
♣s❡✉❞♦✲❝♦♥❝❛✈❡✳

✷✳✹ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭Pm✮ s✉✐✈❛♥t ✿

✭Pm)





minimise f(x)

s.c

x ∈ S

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✷✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❬✷✶❪

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ x̄ ❡st ❞✐t ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ f ✭x̄✮6 f ✭x ✮✱∀ x∈ ❙✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❬✷✶❪

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ x̄ ❡st ❞✐t ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❱ǫ✭x̄✮ ❞❡ x̄ t❡❧ q✉❡ f ✭x̄✮6 f ✭x ✮✱ ∀ x ∈ ❙∩❱ǫ✭x̄✮✳

❚♦✉t ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛ ❣❧♦❜❛✉① ✭❝❛r ✐❧s s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s à ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✮✱ ♠❛✐s ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r ✭✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st q✉✬✐❧ s✉✣t ♣♦✉r
♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❧♦❝❛❧ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ r❡str❡✐♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❣❧♦❜❛❧
r❡q✉✐❡rt ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ s✉r ❧✬❡♥t✐èr❡té ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té✱ ❞❡ q✉❛s✐✲❝♦♥✈❡①✐té ❡t ❞❡ s♣❡✉❞♦✲❝♦♥✈❡①✐té✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❬✷✶❪

❙✐ f ✿ ❙⊂ R
n →R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ s✉r ❙ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❙✐ x̄ ❡st

✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭Pm✮✳

✷✼



Pr❡✉✈❡

❙✐ x̄ ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❱ ✭x̄✮ ❞❡ x̄ t❡❧ q✉❡ f ✭x̄✮6 f ✭x ✮
♣♦✉r t♦✉t x ∈ ❙∩❱✭x̄✮✳

P❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x̄ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❛✐♥s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ x̂ ∈ ❙ t❡❧
q✉❡ f ✭x̂✮6 f ✭x̄ ✮✳ P❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ f ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ ❬✵✱ ✶❪✱

f(λx̂✰✭✶✲λ✮x̄ ✮6λf(x̂) ✰✭✶✲λ ✮f(x̄)≤ λf(x̄) ✰✭✶✲λ ✮f(x̄) ❂f ✭x̄ ✮

❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ x̄ s♦✐t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❝❛r ♣♦✉r λ❃ ✵ ❡t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱
♦♥ ❛ λx̂✰✭✶✲λ✮x̄ ∈ ❙∩❱✭x̄✮✳

✷✳✺ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

▲♦rsq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭P❋✮ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ✱ h ❡t gi ♣♦✉r i ∈④✶✱✳✳✳✳✱♠⑥
s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ❛✣♥❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭P❋ ✮ ❡st ❛♣♣❡❧é
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❬✷✶❪✳

▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

(PLF )





maximiser Z(x) =
p′x+ α

q′x+ β

s.c

S = {x ∈ R
♥ /Ax 6 b , x > 0}

✭✷✳✶✸✮

♦ù ✿

α ❡t β s♦♥t ❞❡s ré❡❧s✱ ♣ ❡t x ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ R♥✱ q ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ R♥✱ ❆ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
ré❡❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ✭♠×♥✮ ❡t ❜ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ R

♠✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❙ ❡st s✉♣♣♦sé ❜♦r♥é ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t q✬x✰β ❃ ✵ s✉r ❙✳

✷✳✻ ❙tr❛té❣✐❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❧✐♥é❛✐r❡

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ é♠❡r❣❡♥t tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢r❛❝✲
t✐♦♥♥❛✐r❡ ❬✶✺❪ ✿

1.La résolution directe ✿ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡st❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❛♥s
♠♦❞✐✜❡r ♥✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

2.La résolution par paramétrisation ✿ ❉❛♥s ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✱ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜✲
❥❡❝t✐❢ s❛♥s t♦✉❝❤❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

3.La résolution d✬un programme équivalent :❖♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

✷✽



✷✳✻✳✶ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st tr❛✐té s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ♦r✐✲
❣✐♥❛❧❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ♥✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❡♥t✐❡rs✱ ❜✐✈❛❧❡♥t❡s✭✵✱✶✮✱
♠✐①t❡s✳ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡♥ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s s❛♥s ❢❛✐r❡ ❛✉❝✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❊❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❡♥t✐èr❡s✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✭❆✳❈❛♠❜✐♥✐ ❡t ❛❧✳✮❬✸❪ q✉✐
♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❙
♥♦♥ ❜♦r♥é✳

✷✳✺✳✶✳✶ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❬✶✸❪

P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢✉r❡♥t é❧❛❜♦ré❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❬✸❪✳ ❖♥ ❝✐t❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✭❈❛♠❜✐♥✐
❡t ▼❛rt✐❡♥✮❬✸❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥
ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❙ ♥♦♥ ❜♦r♥é✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳ ❬✶✸❪

▲❡ ♣♦✐♥t x0 ❞❡ ❙ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P▲ ❋✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❣r❛❞✐❡♥t ré❞✉✐t γ̄j ❂ β̄ p̄j✲ᾱ q̄j ❡st t❡❧ q✉❡ γ̄j 6 ✵ ♣♦✉r t♦✉t ✐♥❞✐❝❡ ❤♦rs ❜❛s❡ ❥∈ ◆k✳

❈♦r♦❧❛✐r❡ ❬✶✸❪

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ x0 ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭PLF✮ ❡st ✉♥✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❣r❛❞✐❡♥t
ré❞✉✐tγ̄ ❡st t❡❧ q✉❡ γ̄j ❁ ✵ ♣♦✉r t♦✉t ✐♥❞✐❝❡ ❥ ∈ ◆k✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✭❈❛♠❜✐♥✐ ❡t ▼❛rt❡✐♥✮❬✸❪

➱t❛♣❡ ✭✶✮

❚r♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ♦♣t✐♠❛❧❡ x1✳
✖ ❙✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❛❧♦rs Sup

x∈S

❩✭x ✮ ❂ ✰∞✱ t❡r♠✐♥❡r✳

✖ ❙✐♥♦♥✱ ♣♦s❡r k ❂ ✶ ❡t ❛❧❧❡r ❛ ❧✬ét❛♣❡ ✭✷✮✳

➱t❛♣❡ ✭✷✮

✖ ✭❛✮ ❙✐ ❏ ❂ ④ ❥✴ q̄j ❃✵⑥ ❂ φ ❀ t❡r♠✐♥❡ x k ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✭P▲ ❋ ✮✱
✖ ✭❜✮ ❙✐♥♦♥✱ s♦✐t s t❡❧ q✉❡ p̄s

q̄s
❂ max

j∈J
✭ p̄j
q̄j

✮✳

✖ ❙✐ γ̄s ❃ ✵✱ ❛❧❧❡r ❛̀ ❧✬ét❛♣❡ ✭✸✮✱
✖ ❙✐♥♦♥✱ t❡r♠✐♥❡r✱ xk ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✭ P▲ ❋ ✮✳

✷✾



➱t❛♣❡ ✭✸✮

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤♦rs ❜❛s❡ xs ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣✐✈♦t✱
♣♦s❡r k ❂ k ✰ ✶ ❡t ❛❧❧❡r à ❧✬ét❛♣❡ ✭✷✮✱
❙✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❡r♠✐♥❡r✱ Sup

x∈S

❩✭x ✮ ❂ p̄s
q̄s
✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶

❙♦✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿

(PLF )





Max z =
x1 + 2x2 − 2

−2x1 − x2−1

s.c

x1 + x2 6 5

−2x1 + x2 6 4

2x1 − 4x2 6 4

x1, x2 > 0 , x1, x2 ∈ R.

➱t❛♣❡ ✶

❘és♦❧✈♦♥s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭PL✮ s✉✐✈❛♥t ✿

✭PL✮





Min (−2x1 − x2 − 1)

s.c

x1 + x2 6 5

−2x1 + x2 6 4

2x1 − 4x2 6 4

x1, x2 > 0

❊t tr❛♥s❢♦r♠♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭PL✮ s♦✉s ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ✿

✸✵



✭PL✮





Max (2x1 + x2 + 1)

s.c

x1 + x2 + x3 = 5

−2x1 + x2 + x4 = 4

2x1 − 4x2 + x
5
= 4

xi > 0 , i = 1, 5

♣✉✐s à rés♦✉❞r❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✿ x0 = (4, 1)t ❛✈❡❝ ❩✭x0)❂−2
5
✳

➱t❛♣❡ ✷

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ x0 ❡st ✿

♣✬ ✷ ✶ ✷ ✵ ✵ ✵
q✬ ✶ ✲✷ ✲✶ ✵ ✵ ✵
x3 ✺ ✶ ✶ ✶ ✵ ✵
x4 ✹ ✲✷ ✶ ✵ ✶ ✵
x5 ✹ ✷ ✲✹ ✵ ✵ ✶

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦✉̂ts ❞✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡t ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

♣✬ ❂ ✭✶✱✷✮t✱ q✬ ❂✭✲✷✱✲✶✮t✱ ❇❂ ④✸✱✹✱✺⑥ ❡t ◆❂ ④✶✱✷⑥✳

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❣r❛❞✐❡♥t ré❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ t❡❧ q✉❡ ✿

γ̄j ❂ β̄ p̄j✲ᾱ q̄j , ∀j ∈ N

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

✭γ̄1✱γ̄2✮ ❂ ✲✶✭✶✱✷✮ ✰ ✷✭✲✷✱✲✶✮ ❂ ✭✲✺✱✲✹✮✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s γ̄j 6 ✵ ✱ ❥∈ N = {1, 2}✱ ❝❡❝✐ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬♦ù✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st x∗ ✭✵✱✵✮t ❡t ❩opt❂✷✳

✷✳✻✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥

❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♦❜❥❡❝t✐❢ s✐♠♣❧✐✜❡✱ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡t ❞✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱ t♦✉t
❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✐♥❝❤❛♥❣é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❬✻❪✳

❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❢r❛❝t✐♦♥✲
♥❛✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝rèt❡s✱ s✉r ❞❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ❜♦r♥és✳

✸✶



❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st
✐♥tr♦❞✉✐t ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❛♠❡♥❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
♣❛r❛♠étré ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❛✲
r❛♠étré q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❝❤❛♥❣é✳

❆✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ✓ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✔✱ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ rés♦✲
❧✉t✐♦♥s ❞❡ t❡❧s ♣r♦❣r❛♠♠❡s à ♦❜❥❡❝t✐❢ s✐♠♣❧✐✜é ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t
✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ Pr♦♣♦sé❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ✶✾✺✻
♣❛r ✭■s❜❡❧❧ ❡t ❛❧✳✮ ❬✶✷❪ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❡t ❝❡ ♥✬❡st q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✻✼ q✉❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ ❣r❛♥❞ é❧❛♥ ❛✈❡❝ ❉✐♥❦❡❧❜❛❝❤ ❬✻❪ q✉✐ ❧✬❛ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
❝♦♠♣❛❝✐té ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❛❞♦♣té❡ à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐♥❦❡❧❜❛❝❤ ❬✻❪ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✳
▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❛r❛♠étré ✭Qλ✮ ❛ss♦❝✐é ❝♦♥s✐st❡ à s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧✐♥é❛✐✲

r❡♠❡♥t ❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡t ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ∈ R ✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ✭Qλ✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✱ ❡t ✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

(Qλ✮





maximiser v(λ) = (p− λq)
′

x+ (α− λβ)

s.c

S = {x ∈ R
♥/Ax 6 b , x > 0 }

(2.14)

❊♥ ♥♦t❛♥t ♣❛r λ∗ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✭P ▲❋✮✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐❛♥t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❛r❛♠étré ❛ss♦❝✐é ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❬✻❪

❚♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✭◗λ∗✮ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✭P▲ ❋ ✮✳

✷✳✻✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♦❜❥❡❝t✐❢
♥♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
♣❛r❛♠étré❡✱ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✉✐t ❧✬❛❥♦✉̂t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ✭❈❤❛r♥❡s ❡t ❈♦♦♣❡r✮❬✹❪✳

P♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s st❛♥❞❛r❞s t❡❧s q✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❙✐♠♣❧❡①❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭PLF ✮ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s rés♦✉❞r❡ ✿

✸✷



(PLF ✮





maximiser Z(x) =
p′x+ α

q′x+ β

s.c

S = {x ∈ R
♥ /Ax 6 b , x > 0}

(2.15)

❊♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

y = ( 1
qx+β

)x et t = ( 1
qx+β

) (2.16)

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭PE✮ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✿

(PE)





maximiser p′y + αt

s.c

Ay − bt 6 0

q′y + βt = 1

y, t > 0

(2.17)

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ♣ré❝✐sé❡ ♣❛r ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❬✹❪

❙✐ ✭y∗✱ t∗✮ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✭P❊✮✱ ❛❧♦rs x ∗ ❂ y
∗

t∗
❛✈❡❝ t∗ > 0 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✭PLF ✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

(PLF )





maximiser z(x) =
x1 − 4

−x2 + 3

s.c

−x1 + 3x2 > 0

x1 6 6

Avec x1, x2 > 0, x1, x2 ∈ R

(2.18)

❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

y ❂ ✭ 1
−x2+3

✮x ❡t t❂✭ 1
−x2+3

✮

✸✸



❖♥ ❛❜♦✉t✐t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(PE✮





maximiser (y1 − 4t)

s.c

−y1 + 3y2 > 0

y1 − 6t 6 0

−y2 + 3t = 1

Avec y1, y2, t > 0

(2.19)

❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rts ❡t ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

(PE✮





maximiser (y1 − 4t)

s.c

−y1 + 3y2 − λ1 = 0

y1 − 6t+ λ2 = 0

−y2 + 3t+ w = 1

Avec y1, y2, t, λi, w > 0 , i = 1, 2

(2.20)

❖ù ✿

λi s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rts ✭✐❂ ✶✱ ✷✮ ✱ ✇ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭PE✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿
y1 = 0, 33✱ y2 = 0 ❡t t = 0, 33 ✱ λ = 0.67✳

❉♦♥❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✭PLF ✮ ❡st ✿ x∗ ✭x1 = 1✱ x2 = 0)t ❡t Z(x∗) = −4
3
✳

✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✉♥ r❛♣♣❡❧ s✉r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ t❡❧❧❡
q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ ❛♣❡rç✉ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❡s
tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❞✐r❡❝t❡✱ ♣❛r ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

✸✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❚❤é♦r✐❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■❧ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐r❡ s✐ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❡st ✉♥ ❤♦♠♠❡ ♦✉ ✉♥❡ ❢❡♠♠❡✱ s✐ ✉♥❡
♣❡rs♦♥♥❡ ❡st ❡♥ ❝❧❛ss❡ t❡r♠✐♥❛❧❡ ♦✉ ♣❛s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐r❡ s✐ q✉❡❧q✉✬✉♥ ❡st ❜❡❛✉ ✭ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜❡❛✉té ❡st s✉❥❡tt❡ ❛̀ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✮ ❞♦♥❝ ❝✬❡st ❧à ♦✉̀ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛❜str❛✐t❡ ✭ ❜r❛♥❝❤❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❛̀ ét✉❞✐❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t
❧❡✉rs r❡❧❛t✐♦♥s✮ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▲♦t✜ ❩❡❞❡❤ ❡♥ ✶✾✻✺ ❬✷✶❪ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐❞é❡ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✜♥
❞✬ét✉❞✐❡r ❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞û❡ à ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ s♦♥t très ✈❛r✐és ✿ ♠é❞❡❝✐♥❡✱ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ é❝♦❧♦❣✐❡✱
é❝♦♥♦♠✐❡✱ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✳✳✳❡t❝✳

❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥
é❧é♠❡♥t✱ ❛♣♣❛rt❡♥✐r ♦✉ ♥❡ ♣❛s ❛♣♣❛rt❡♥✐r ❛̀ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳

✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❈♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡✳ ❆
♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ét✉❞✐é❡s ❬✼✱✽❪✳

✸✳✷✳✶ ❊♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉

❙♦✐t ❊ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❛♣♣❡❧é ✉♥✐✈❡rs ✭q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✜♥✐ ♦✉ ✐♥✜♥✐✱ ❞✐s❝r❡t ♦✉
❝♦♥t✐♥✉✱ ♦r❞♦♥♥é ♦✉ ♥♦♥✮ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♥♦tés ♣❛r x ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ Ã

❞❛♥s ❊ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ µ
Ã

❞❡ ❊ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❬✵✱✶❪ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

µ
Ã

✿ ❊−→ ❬✵✱✶❪ (3.1)

x 7−→ µ
Ã
(x)

q✉✐ à t♦✉t é❧é♠❡♥t x ∈ ❊ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ✔ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉✱ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❡st ♥♦té ♣❛r Ã ❡t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Ã = { ( x, µÃ(x)), x ∈ E } (3.2)

✸✺



❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡s tr♦✐s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

µ
Ã
(x ) =





µ
Ã
(x) = 0 si x n′appartient pas à Ã

0 < µ
Ã(x) < 1 si x appartient partiellement à Ã

µ
Ã
(x) = 1 si x appartient entièrement à Ã

(3.3)

P❛r ❡①❡♠♣❧❡

❙✐ ❊ ❂ {x1; x2; x3; x4; x5} ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ♣❛r ✿

Ã ❂④ (x1, 0.3); (x2, 1); (x3, 0.9); (x4, 0); (x5, 0.5)⑥

❆ t♦✉t é❧é♠❡♥t x ❞❡ ❊✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ µ
Ã
(x) ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à ✵ ♦✉ à

✶✱ ❡❧❧❡ ❡st à ♣r✐♦r✐ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡ x à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❊✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳

❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ Ã ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡✲
♥❛♥❝❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ✵ ❡t ✶✳

❖♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿

µÃ(x) =





0 si x /∈ Ã

1 si x ∈ Ã

(3.4)

✖ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉✳
✖ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r µÃ(x) ❂ ✵✱ ∀ x ∈ E .

P❛r ❡①❡♠♣❧❡

▲❡ s♦✉s ✲ ❡♥s❡♠❜❧❡ Ã ❞❡s â❣❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✷✵ ❡t ✹✵ ❛♥s ❛ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✿

µÃ(x) =





1 si 20 6 x 6 40

0 sinon

(3.5)

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Figure 3.1.P rèsentation de la fonction d′appartenance µÃ.
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✸✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡✳
❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ét✉❞✐é❡s✳

✸✳✸✳✶ ❙✉♣♣♦rt ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉

▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ Ã ♥♦té supp(Ã ✮ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Supp ˜(A) = {x ∈ E/µ
Ã
(x ) > 0} (3.6)

✸✳✸✳✷ ❍❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ Ã

▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ Ã ♥♦té Haut✭Ã) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❢♦rt ❞❡❣ré ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ ❊ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Ã✳

Formellement

Haut(Ã) = sup
x∈Ã

µ
Ã
(x ) (3.7)

✸✳✸✳✸ ◆♦②❛✉ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ Ã

▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ Ã ♥♦téNoy ✭Ã✮ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧✉✐ ❛♣♣❛r✲
t✐❡♥♥❡♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ✭❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ✶✮

Noy(Ã) = {x ∈ E/µ
Ã
(x ) = 1} (3.8)

Figure 3.2. Support, hauteur et noyau d′un ensemble flou Ã
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✸✳✸✳✹ ❊♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❝♦♥✈❡①❡

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ Ã ❡st ❝♦♥✈❡①❡ s✐ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ✈ér✐✜❡ ✿

µÃ(λx1 + (1− λ)x2 ) > (µÃ(x1), µÃ(x2)); ∀x1 , x2 ∈ E et λ ∈ [0, 1] (3.9)

✸✳✸✳✺ ❊♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ♥♦r♠❛❧✐sé

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ Ã ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s x0 ∈ ❊ t❡❧ q✉❡ µ
Ã
✭x 0✮ ❂✶ ✳

✸✳✸✳✻ ❈♦✉♣❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ α

❯♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ α ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ Ã ♥♦té❡ Ãα ♦✉̀ α ∈]0, 1] ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Ã ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧ à α✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t

Ãα = {x ∈ E/µ
Ã
(x ) > α} ⊂ R (3.10)

✸✳✸✳✼ ◆♦♠❜r❡ ✢♦✉

❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ ➹ ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✲ ■❧ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé ⇒ ❍❛✉t✭➹✮ ❂ ✶✳

✷✲ ❙♦♥ ♥♦②❛✉ ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t x ❞❡ R ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❞❡❣ré
❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡st é❣❛❧ à ✶✳

• ➹ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ s✐ µ
Ã
✭x ✮ ❡st q✉❛s✐ ❝♦♥❝❛✈❡✳

❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ Ã ❡st ❞✐t ♥♦♥✲♥é❣❛t✐❢ s✐ µ
Ã
✭x ✮ ❂ ✵✱ ∀ x < 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳

❙✐ ❧❡ ◆♦②✭ Ã✮ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ R✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✢♦✉ ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶

❙♦✐t ✭4̃❂ ❛̀ ♣❡✉ ♣rés é❣❛❧ ❛̀ ✹ ✮✳

4̃ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✸✽



µ4̃✭①✮ ❂





0 si x < 0

x− 3 si 3 < x < 4

1 si x = 4

−x+ 5 si 4 6 x 6 5

0 si x > 5

(3.11)

❊①❡♠♣❧❡ ✷

Figure 3.3. Comparaison entre unnombre réel et un nombre flou

✸✳✹ ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s

❙♦✐❡♥t Ã ❡t B̃ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❊✳
✶✲Inclusion :

Ã ⊂ B̃ ⇔ µ
Ã
(x ) 6 µ

B̃
(x ), ∀ x ∈ E (3.12)

✷✲Egalite :

❉❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s Ã ❡t B̃ s♦♥t é❣❛✉① s✐ ✿

Ã ❂B̃ ⇔ µ
Ã
✭x ) ❂ µ

B̃
✭x ) ✱ ∀ x ∈ E (3.13)
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✸✲Intersection :

Ã ∩ B̃ ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❞❡ ❊ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

µ
Ã∩ B̃

(x ) = min(µ
Ã
(x ) , µ

B̃
(x )) , ∀ x ∈E (3.14)

Figure 3.4✳ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s Ã ❡t B̃

✹✲Complémentaireou négation
¯̃
A

¯̃
A ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ Ã ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡st

❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

µ ¯̃
A
(x ) = 1 − µ

Ã
(x ) , ∀ x ∈ E (3.15)

✺✲Reunion

Ã ∪ B̃ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❞❡ ❊ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

µ
Ã∪ B̃

(x ) = max(µ
Ã
(x ) , µ

B̃
(x )) , ∀x ∈E (3.16)
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Figure 3.5✳ ❯♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s Ã ❡t B̃

6−Arithmétique floue

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ∗ ✭×✱÷,+,−✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡ ré❡❧s R ✱ ❖♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡
✭∗✮ ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s M̃ ❡t Ñ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡s

µ
M̃

❡t µ
Ñ
✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ s✉✐✈❛♥t M̃✭∗✮Ñ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡

❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

µ
M̃(∗)Ñ(z) = sup{(min(µ

M̃
(x ) , µ

Ñ
(y)) / z = x ∗ y} (3.17)

Exemple

❙♦✐t ❊ ❂ ④x1 ✱ x2 ✱ x3 ✱ x4 ✱ x5 ⑥

Ã = (x1 ; 0.3), (x2 ; 0.5) , (x3 ; 1) , (x4 ; 0.2) , (x5 ; 0)

B̃ = (x1 ; 0.7), (x2 ; 0.2) , (x3 ; 0.5) , (x4 ; 0.6) , (x5 ; 0.3)

¯̃
A = (x1 ; 0.7), (x2 ; 0.5) , (x3 ; 0) , (x4 ; 0.8) , (x5 ; 1)

Ã ∪ B̃ = (x1 ; 0.7), (x2 ; 0.5) , (x3 ; 1) , (x4 ; 0.6) , (x5 ; 0.3)

Ã ∩ B̃ = (x1 ; 0.3), (x2 ; 0.2) , (x3 ; 0.5) , (x4 ; 0.2) , (x5 ; 0)
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✸✳✺ ◆♦♠❜r❡s ✢♦✉s ❞❡ t②♣❡ ▲✲❘

✸✳✺✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ L ✿ R → R ❡st ❞✐t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✼❪✱ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ L(x ✮ ❂ L(−x ✮ ❀ R(x ) = R(−x ) ✱∀ x ∈R✳

✷✳ L✭✵✮ ❂R✭✵✮ ❂✶✳

✸✳ L ❡t R♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝r♦✐ss❛♥t❡s s✉r ❬✵✱✰∞❬ ✳

✸✳✺✳✷ ◆♦♠❜r❡ ✢♦✉ ❞❡ t②♣❡ ▲✲❘

❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ Ã ❡st ❞❡ t②♣❡ L✲R ❬✽❪✱ s✐ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ µ
Ã

❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

µ
Ã
(x) =





L( m−x
α

) pour x 6 m; avec α > 0

R( x−m
β

) pour x > m; avec β > 0

(3.18)

♦✉̀ ✿

L ✭▲❡❢t✮ ❡t R ✭❘✐❣❤t✮ s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐t❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ Ã✳

α ❡t β s♦♥t ❧❡s é❝❛rts à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❞❡ Ã r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✳

❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ ❞❡ t②♣❡ L✲R ❡st ♥♦té ♣❛r ✿

Ã = (m, α, β)L−R

♦✉̀ α ❃ ✵ ❡st ❧✬é❝❛rt ❛̀ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ Ã✳
❡t β ❃ ✵ ❡st ❧✬é❝❛rt ❛̀ ❞r♦✐t❡ ❞❡ Ã✳

✹✷



Figure 3.6. Représentation d′un nombre flou de type L−R

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ❞❡ t②♣❡L✲R ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ L
❡t R s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ ❞❡ t②♣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♦✉ ❞❡ t②♣❡ tr❛♣é③♦ï❞❛❧✳

✸✳✻ ◆♦♠❜r❡ ✢♦✉ ❞❡ t②♣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡

❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ Ã ❡st ❞✐t ❞❡ t②♣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❬✼❪ ♥♦té ✭❛✱α✱β✮ s✐ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡
µ
Ã

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

µ
Ã
(x ) =





x−a+α
α

si a− α 6 x 6 a

1 si x = a

a+β−x

β
si a 6 x 6 a+ β

0 sinon

(3.19)
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Figure 3.7. Représentation d′un nombre flou triangulaire (a, α, β)

✸✳✻✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s

❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s Ã ❂✭a✱α1, β1✮ ❡t B̃❂✭b,α2✱β2 ✮ ✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❬✼✱✽❪

✶✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ♥♦♥✲♥é❣❛t✐❢ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ a− α ≥ ✵✳
✷✳ Ã ❂ B̃ ⇔ a ❂ b✱ α1❂ α2 ✱ β

1
❂ β2✳

✸✳ Ã6 B̃ ⇔ a6 b✱ a − α1 6 b − α2 ✱ a + β 6b + β2 ✳

❖♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❬✼✱✽❪

✶✳❆❞❞✐t✐♦♥

❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s Ã❂✭a✱α1, β1✮ ❡t B̃❂✭b,α2✱β2 ✮ ✳
■❧ ✈✐❡♥t ✿

Ã⊕ B̃ = (a+b, α1+α2 , β1 + β2) (3.20)

✷✳❙♦✉str❛❝t✐♦♥

➱t❛♥t ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s Ã❂✭a✱α1, β1✮ ❡t B̃❂✭b,α2✱β2 ✮ ✳
■❧ ✈✐❡♥t ✿

−Ã = − (a, α1, β1) = (−a, β1, α1) (3.21)

❡t

Ã ⊖ B̃ = (a−b, α1+β2 , β1 + α2) (3.22)
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✸✳▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡

λ⊙ Ã =

{
(λa, λα1, λβ1) si λ > 0, λ ∈ R;

(λa, −λβ1, −λα1) si λ < 0, λ ∈ R;
(3.23)

❊①❡♠♣❧❡

❙♦✐❡♥t Ã❂✭✷✱✶✱✸✮ ✱ B̃❂✭✲✸✱✷✱✹✮ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ❡t λ ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ t❡❧ q✉❡ ✿ λ❂

{
5 λ > 0

−2 λ < 0

Ã⊕ B̃ = (2, 1, 3) + (−3, 2, 4) = (−1, 3, 7)

−Ã = − (2, 1, 3) = (−2, 3, 1)

Ã⊖ B̃ = (2, 1, 3)− (−3, 2, 4) = (5, 5, 5)

λ⊙ Ã =

{
5⊗ (2, 1, 3) = (10, 5, 15) λ > 0

−2⊗ (2, 1, 3) = (−4, 6, 2) λ < 0

✸✳✼ ◆♦♠❜r❡ ✢♦✉ ❞❡ t②♣❡ tr❛♣é③♦ï❞❛❧

❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ Ã ❡st ❞✐t ❞❡ t②♣❡ tr❛♣é③♦ï❞❛❧ ❬✼❪✱ s✐ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✿

µ
Ã
(x) =





x−aL +α
α

si aL − α 6x < aL

1 si aL 6 x 6 aU

aU+β−x

β
si aU 6 x 6 aU + β

0 sinon

(3.24)

❯♥ ♥♦♠❜r❡ tr❛♣é③♦ï❞❛❧ ❡st ♥♦té ♣❛r ✭ aL✱aU ,α✱β ✮ ❛✈❡❝ aU > a
L

❡t α✱ β ❃ ✵✳

✹✺



Figure 3.8. Représentation d′un nombre flou de type trapézoı̈dal (aL, aU ,α, β)

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳

❙✐ aU = a
L

✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ ❞❡ t②♣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳

✸✳✼✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉①

❙♦✐❡♥t Ã❂ ✭ aL✱aU ,α1✱ β1 ✮ ❡t B̃❂✭ bL✱bU ,α2✱ β2 ✮ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ❞❡ t②♣❡ tr❛♣é③♦ï❞❛❧

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉① ❬✼❪

✶✳ Ã ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ tr❛♣é③♦ï❞❛❧ ❡st ♥♦♥✲♥é❣❛t✐❢ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ aL ✲α ≥ ✵✳

✷✳ Ã❂ B̃ ⇔ aL ❂ bL✱ αU❂ bU ✱ α1 = α2 ✱β1 ❂ β2✳

✸✳ Ã6 B̃ ⇔ aL6 bL✱ aU 6 bU ✱ aL − α1 6 bL − α2 ✱aU✰β16bU + β2 ✳

❖♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉① ❬✼❪

0̃❂ ✭✵✱✵✱✵✱✵✮ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ tr❛♣é③♦ï❞❛❧ ♥✉❧✳

Ã⊕ B̃ = (aL+bL, aU + bU , α1 + α2, β1 + β2) (3.2✺✮

−Ã = −(aL, aU ,α1, β1) = (−aU ,−aL,β1, α1) (3.26)
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Ã⊖ B̃ = (aL−bU , aU + bL, α1 + β2, α2 + β1) (3.27)

λ⊙ Ã =

{
(λaL, λαU , λα1, λβ1) si λ > 0, λ ∈ R;

(λaU , λaL, −λβ1, −λα1) si λ < 0, λ ∈ R;
(3.28)

❊①❡♠♣❧❡

❙♦✐❡♥t Ã❂ ✭✲✷✱✶✱✶✱✷✮ ❡t B̃❂ ✭✷✱✹✱✶✱✶✮ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ❞❡ t②♣❡ tr❛♣é③♦ï❞❛❧ ✳

Figure 3.9. Deux nombres flous trapézoı̈daux Ã et B̃

✶✳ ✲B̃❂ ✲ ✭✷✱✹✱✶✱✶✮ ❂ ✭✲✹✱✲✷✱✶✱✶✮ ✳

✷✳ Ã⊕ B̃ ❂✭✲✷✱✶✱✶✱✷✮ ⊕ ✭✷✱✹✱✶✱✶✮ ❂ ✭✵✱✺✱✷✱✸✮ ✳

✸✳ Ã⊖ B̃ ❂✭✲✷✱✶✱✶✱✷✮ ⊖ ✭✷✱✹✱✶✱✶✮ ❂ ✭✲✻✱✲✶✱✷✱✸✮ ✳

✹✳ ✸⊙Ã❂✸⊙ ✭✲✷✱✶✱✶✱✷✮ ❂ ✭✲✻✱✸✱✸✱✻✮ ✳

✺✳ ✲✸⊙Ã❂ ✲✸⊙ ✭✲✷✱✶✱✶✱✷✮ ❂✭✲✸✱✻✱✻✱✸✮ ✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥é❣❛t✐♦♥✱ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t s♦✉str❛❝t✐♦♥ s♦♥t ♠♦♥trés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✹✼



Figure 3.10. Résultats de négation, addition et soustraction de nombres flous trapézoı̈daux

✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✈❛✐t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ♣✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
✢♦✉s ❞❡ t②♣❡ L✲R ✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ t②♣❡ tr❛♣é③♦ï❞❛❧ ❡t tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉① ✳

✹✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❋❧♦✉❡

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ❝♦♥♥✉❡s ❛✈❡❝
♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ♠❛❧ ❝♦♥♥✉❡s ♦✉ ✐♠♣ré❝✐s❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✢♦✉❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉ ✭P❋✮(C F )✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✹✳✷ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉ ❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❘é❡❧❧❡s

▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉ ❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❘é❡❧❧❡s
❡t ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❋❧♦✉❡s ❬✶✹❪ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✭P❋✮(C F )





Optimiser Z̃(x) =
ℜ

c̃ t x + c̃0

d̃ t x + d̃0

s.c
n∑

j=1

ãi jxj 6
ℜ

b̃i , i = 1, ...,m

xj ∈ R , xj > 0 , j = 1, ..., n

✭✹✳✶✮

❖ù ✿ ❖♣t✐♠✐s❡r ✿ s✐❣♥✐✜❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ♦✉ ♠✐♥✐♠✐s❡r ✳

❖♥ ♥♦t❡ ✿ ❙1 =④ x ∈ R
n ❀ x>✵ ❀ Ãx 6

ℜ

b̃⑥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

✭P❋✮(C F )✳

✖ d̃ t x+ d̃0 >
ℜ

0̃ ✱ ∀ x ∈ ❙1✳

✖ c̃= ✭c̃1✱ c̃2 ✱✳✳✳✱ c̃n✮ t ✱ d̃1 = ✭ d̃1 ✱ d̃2 ✱✳✳✳✱ d̃n✮ t ✱ b̃ = ✭̃b1 ✱̃b1 ✱✳✳✳✱̃bm✮ t ❡t x̃ = ✭x̃1✱ x̃2 ✱✳✳✳✱x̃n✮t✳

✖ c̃0 ❡t d̃0 ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s✳

✹✾



✖ ãi j= ✭ ❛Li j ✱ ❛
U
i j ✱αi j✱βi j✮∈❋✭R✮ ✱ b̃j= ✭ ❜L

j ✱❜U
j ✱γj✱δj✮∈❋✭R✮ ✱ c̃j= ✭ ❝Lj ✱❝Uj ✱aj✱bj✮∈❋✭R✮

✖ d̃j = ✭ ❞L
j ✱❞U

j ✱ηj✱θj✮∈❋✭R✮ ✱ c̃0= ✭❝L0 ✱❝U0 ✱νj✱ωj✮∈❋✭R✮ ❡t d̃0=✭ ❞L
0 ✱ ❞U

0 ✱λj✱µj✮∈❋✭R✮

♣♦✉r t♦✉t ✐ = 1,m ❡t ❥ = 1, n ✳

✖ ❋✭R✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉①✳

✹✳✸ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(C F )

✢♦✉s ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s

❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✢♦✉✱ ✐❧ ❢❛✉t tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(C F ) ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❘❛♥❦✐♥❣ℜ✳

✹✳✸✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❘❛♥❦✐♥❣ ℜ

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❘❛♥✲
❦✐♥❣ ♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❛♥❦✐♥❣ℜ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉① ❋✭R✮ ❞❛♥s R ✭ℜ ✿ ❋✭R✮−→R✮ ❬✶✾❪✳ ❉✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❘❛♥❦✐♥❣ ℜ
♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡t ❝❡rt❛✐♥s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✢♦✉s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❬✶✾❪

❙♦✐❡♥t ã ❡t b̃ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉①✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦r❞r❡ s✉r ❋ ✭R✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ã >
ℜ

b̃ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ℜ✭ã✮ > ℜ✭̃b✮✱

✷✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ã >
ℜ

b̃ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ℜ✭ã✮ > ℜ✭̃b✮✱

✸✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ã =
ℜ
b̃ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ℜ✭ã✮ = ℜ✭̃b✮ ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳ ❬✶✾❪

❙♦✐❡♥t ã ❡t b̃ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉① ❞❛♥s ❋✭R✮ ❡t s♦✐t ℜ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❛♥❦✐♥❣✳
❆❧♦rs ✿

✶✳ ã >
ℜ

b̃ ⇐⇒ b̃ 6
ℜ

ã ✱

✷✳ ã >
ℜ

b̃ ⇐⇒ ã ✲̃b >
ℜ

✵ ⇐⇒ ✲̃b >
ℜ

✲ã✱

✸✳ ❙✐ ã >
ℜ

b̃ ❡t c̃ >
ℜ

d̃ ❆❧♦rs ã+c̃ >
ℜ

b̃+d̃ ✱

✹✳ ℜ✭❦ ã+c̃✮ = ❦ ℜ✭ã✮ ✰ ℜ✭̃b✮ ♣♦✉r t♦✉t ã ✱̃b ∈ ❋ ✭R✮ ❡t t♦✉t ❦ ∈ R ✭ℜ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✮✳

✺✵



❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳

❈♦♠♠❡ s✉❣❣❡st✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❘❛♥❦✐♥❣ ℜ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ tr❛♣é③♦ï❞❛❧
ã ❂ ✭❛L✱ ❛U ✱ α✱ β✮ ♦ù ã ∈ ❋✭R✮ ❡st ✿

ℜ✭ã✮ ❂ ❛L ✰ ❛U ✰ 1
2
✭β ✲ α✮ ✭✹✳✷✮

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✶✮ ♣♦✉r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉① ã ❂ ✭❛L✱ ❛U ✱ α1✱ β1) ❡t
b̃ ❂ ✭❜L✱ ❜U ✱ α2✱ β2✮ ✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

ã >
ℜ

b̃ ⇐⇒ ❛L ✰ ❛U ✰ 1
2
✭β1 ✲ α1✮> ❜L ✰ ❜U ✰1

2
✭β2 ✲ α2✮ ✭✹✳✸✮

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ à ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❋❧♦✉❡s ✭P❋✮(C F ) ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✿

✭P❋✮(C D)





Optimiser Z̃(x) =
ℜ

c̃ t x + c̃0

d̃ t x + d̃0

s.c
n∑

j=1

ai jxj 6 bi , i = 1, ...,m

xj ∈ R , xj > 0 , j = 1, ..., n

✭✹✳✹✮

♦ù ✿ ✭P❋✮(C D) r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ à ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❉ét❡r♠✐♥✐st❡s✳

Pr❡✉✈❡ ❬✶❪
❙2 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(C D) ✿

❙2=④ x ∈ R
n ❀ x≥✵ ❀ Ax ≤ ❜⑥✳

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿ ❙1 = ❙2

❙♦✐t x ∈ ❙1 ⇐⇒
n∑

j=1

ãi j ✳ xj 6
ℜ

b̃i ✱ ✐ = 1,m

⇐⇒
n∑

j=1

✭ ❛Li j ✱ ❛
U
i j ✱ αi j✱ βi j ✮ ✳ xj 6

ℜ

✭ ❜L
i ✱❜U

i ✱αi✱βi ✮ ✱ ✐ = 1,m

⇐⇒

{
n∑

j=1

xj.a
L
i j,

n∑
xj.

j=1

aUi j,
n∑

j=1

xj.βi j,
n∑

j=1

xj.αi j

}
6
ℜ

✭ ❜L
i ✱❜U

i ✱αi✱βi ✮✱ ✐ = 1,m

⇐⇒ ℜ

{
n∑
xj.

j=1

aLi j,
n∑

j=1

xj.a
U
i j,

n∑
j=1

xj.βi j,
n∑

j=1

xj.αi j

}
6 ℜ✭ ❜L

i ✱❜U
i ✱αi✱βi ✮✱ ✐ = 1,m

⇐⇒
n∑

j=1

{
aLi j + aUi j +

1
2
(βi j − αi j)

}
xj 6

ℜ

❜L
i + ❜U

i + 1
2
(βi ✲ αi✮ ✱ ✐ = 1,m

⇐⇒
n∑

j=1

ai jxj 6
ℜ

b̃i✱ ✐ ❂ 1,m

⇐⇒ x ∈ ❙2✱ ❞♦♥❝ ✿ ❙1 = ❙2✳

✺✶



❈♦♠♠❡ ❙1= ❙2 ❡t q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✭P❋✮(C F ) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✭P❋✮(C D) ❞♦♥❝ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❬✶✻❪

❚♦✉t ✈❡❝t❡✉r x ∈ R
♥q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝✬❡st à ❞✐r❡ ④Ã x =

ℜ
b ❡t x > ✵⑥✱ ❡st ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(C F ) ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❬✶✻❪

❙♦✐t ✿ ❙1 = ④x ∈ R
♥ ❀ x > ✵ ✴ Ã x =

ℜ
b̃⑥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

✭P❋✮(C F )✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ x∗ ∈ ❙ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(C F )s✐ ✿

c̃ t x∗ + c̃0

d̃ t x∗ + d̃0
>
ℜ

c̃ t x+ c̃0

d̃ t x+ d̃0
✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ❙ ✭✹✳✺✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♠❛①✐♠✐s❡r✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ a ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ ã ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❘❛♥❦✐♥❣ ❧✐♥é❛✐r❡ ℜ ❞♦♥♥é❡✱ s✐ ✿

a = ℜ✭ã✮ ✭✹✳✻✮

✹✳✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(C F ) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✭P❋✮(C F )





Optimiser Z̃(x) =
ℜ

c̃ t x + c̃0

d̃ t x + d̃0

s.c
n∑

j=1

ãi jxj 6
ℜ

b̃i , i = 1, ...,m

xj ∈ R , xj > 0 , j = 1, ..., n

✭✹✳✼✮

❖♥ ♥♦t❡ ✿ ❆ = ❬❛i j❪ = ❬ℜ✭ãi j✮❪ = ℜ✭Ã✮✱ ∀ ✐ =1,m ❡t ∀ ❥ =1, n✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✿ r❛♥❣ ✭❆✮ = ♠✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿ ❆ = ❬ ❇✱◆ ❪✳

✺✷



♦ù ✿

❇ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠ ❞♦♥❝ r❛♥❣✭❇✮ = ♠✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❜❛s❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ xB✳

❊t ◆ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭♠×✭♥✲♠✮✮✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤♦rs ❜❛s❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s ❤♦rs ❜❛s❡ xN ✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ x t❡❧ q✉❡ ✿ x = ✭xB✱ xN✮ t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❬✶✻✱✶✽❪

❙♦✐t ❘ ⊂ ④✶✳✳✳♥⑥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❛✈❡❝ ❝❛r❞ ✭❘✮ = ♠ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❛j✱ ✭❥∈ ❘✮✱
❞❡ ❆ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❇ ❢♦r♠é❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❛j✱ ✭❥∈ ❘✮✱ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖♥ ❞✐t
❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❘ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡✱

✖ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xB = ✭ xj✱ ❥ ∈ ❘ ✮ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜❛s❡✱
✖ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xN = ✭ xj ✱ ❥ /∈ ❘ ✮ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤♦rs✲❜❛s❡✱

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✺ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡

❖♥ ❞✐t q✉❡ x ❂ ✭xB✱ xN✮ t ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❇ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ✿
Ãx =

ℜ
b̃ ❛✈❡❝ xB = ❇−1❜ ❡t xN = ✵✱ t❡❧s q✉❡ ✿ ❜ = ℜ✭b̃✮ ❡t ❇−1 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❇✳
❙✐✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ xB > ✵✱ ❛❧♦rs x B ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✻ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❬✶✵❪

❙✐ xB > ✵✱ ❆❧♦rs x = ✭xB✱ xN✮ t❡st ❛♣♣❡❧é❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♥♦♥✲❞é❣é♥éré❡✳
❙✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ xB ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❆❧♦rs x = ✭xB✱ xN✮ t ❡st ❛♣♣❡❧é❡ s♦❧✉t✐♦♥

❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞é❣é♥éré❡✳

✹✳✸✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ❞✉ ❙✐♠♣❧❡①❡ ❋❧♦✉ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ Pr♦❜❧è♠❡
▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉ ❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❘é❡❧❧❡s

▲❡ Pr♦❜❧è♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉ ❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❋❧♦✉❡s ✭P❋✮(C F ) ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
st❛♥❞❛r❞ s✬é❝r✐r❡ ♣❛r ✿

✭P❋✮(C F )





Optimiser Z̃(x) =
ℜ

c̃ t x + c̃0

d̃ t x + d̃0
=
ℜ

(c̃ t
B xB + c̃ t

N xN) + c̃0

(d̃ t
B xB + d̃ t

N xN) + d̃0

s.c
n∑

j=1

Ã x =
ℜ

b̃

x ∈ R
n , x > 0

✭✹✳✽✮

✺✸



❆✈❡❝ d̃t x✰ d̃0 >
ℜ

✵ ✱ ∀ x ∈ ❙1✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉ ❬✶✹❪ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❇∗❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ x∗❛ss♦❝✐é❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

c̃ t x∗ + c̃0

d̃ t x∗ + d̃0
>
ℜ

c̃ t x+ c̃0

d̃ t x+ d̃0
✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ✭✹✳✾✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♠❛①✐♠✐s❡r✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥
❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ r❡♥tr❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤♦rs✲❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥✲
tr❛♥t❡ ❡t ❢❛✐r❡ s♦rt✐r à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡✱ ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♦✉ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦✉ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❬✶✹❪

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❆ ❡t x ❞♦♥♥❡ ✿

❆ = ❬ ❇ ✱ ◆ ❪ ❡t x = ✭xB ✱ xN✮ t

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❆✳x = ❜ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡ ✿

❆✳x = ❬ ❇ ✱ ◆ ❪ ✳ ✭xB✱xN✮ = ❜

⇒❆✳x = ❇✳xB✰ ◆✳xN= ❜ ✭✹✳✶✵✮

❖♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ ♣❛r ❇−1✱ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

❇−1✳❇✳xB ✰ ❇−1✳◆✳xN = ❇−1✳❜

❆✈❡❝ ❇−1✳ ❇ = ■ ✭ ✐❞❡♥t✐té ❞✬♦r❞r❡ ♠✮

❉✬♦ù ✿ xB + ❇−1✳◆✳xN = ❇−1✳❜ ✭✹✳✶✶✮

✖ ❊♥ ❛♥♥✉❧❛♥t xN ✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡st ❛❧♦rs

xB = ❇−1✳❜

✖ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt s✐ ✿

x = ✭xB✱xN✮ t✱ ❆✈❡❝ xB > ✵ ❡t xN = ✵✳

✭❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥st✐t✉é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆✮✳

❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❬✶✹❪

❙♦✐t ✿ x = ✭xB✱xN✮ t s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ r❛♥❣ ✭❇✮ ❂ ♠

✺✹



❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s s✉✐✈❛♥ts ✿

Z̃ 1=
ℜ
c̃ t

B xB + c̃0 ❡t Z̃ 2=
ℜ
d̃ t

B xB + d̃0

♦ù ✿

c̃B
t ❡t d̃B

t s♦♥t ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ✢♦✉s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r
❡t ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♣♦t❡♥t✐❡❧

②j= ❇−1✳❛j ✭❇−1 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇✮

Z̃ 1
j=
ℜ
c̃ t

B ②j ❡t Z̃ 2
j =

ℜ
d̃ t

B ②j s♦♥t ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ aj ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆ ✳

❊①❛♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x∗ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡

x ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡ Z̃ =
ℜ

Z̃ 1

Z̃ 2
✳

❙♦✐t x = ✭xB✱xN✮ t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ t❡❧ q✉❡ ✿ xB ❂ ❇
−1

✳❜
❡t xN ❂ ✵✳

❙✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ x = ✭xB✱xN✮ t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❇∗ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x∗ =✭x∗

B✱x
∗
N✮

t

❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ¯̃
Z =

ℜ

¯̃
Z 1

¯̃
Z

2 ✳

❖♥ ❛ ✿ x∗ = ✭x∗
B✱x

∗
N✮

t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡ ✿ ❇∗x∗
B = ❜

❡t x∗
N= ✵✳

❖♥ ♥♦t❡ ✿ ❇∗= ✭❇∗
1✱✳✳✳✱❇

∗
m✮ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❇✱

❡♥❧è✈❡♥t ✉♥ ❞❡ s❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣♦s♦♥s ❇r ❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ♣❛r aj ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xl✱ ❧❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❇∗s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

❇∗
i = ❇∗

i ✭✐ 6=r✮ ❡t ❇∗
r= aj

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ t❡r♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

x∗
Bi

= xBi
✲ xBr

✭②i j ✴ ②r j✮ ✱ ✭✐6=r✮

x∗
Br

= xBr
✴ ②r j=θ

♦ù ✿ ❛j=
m∑
i=1

②i j❇i

✺✺



▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❛♠é❧✐♦r❡ ❡st ✿ ¯̃Z =
ℜ

¯̃
Z 1

¯̃
Z

2 .

❖♥ ♣♦s❡ ✿ ¯̃Z 1 =
ℜ
Z̃ 1✰ θ ✭c̃j ✲ Z̃ 1

j✮ ❡t
¯̃
Z2 =

ℜ
Z̃2 ✰ θ✭c̃j ✲ Z̃ 2

j ✮

♦ù ✿

Z̃ 1
j❡t Z̃

2
j ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♠❛①✐♠✐s❡r✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡ s✐ ✿ ¯̃Z >

ℜ

Z̃

¯̃
Z >

ℜ

Z̃ ⇒
¯̃
Z 1

¯̃
Z 2

>
ℜ

Z̃

⇒
Z̃ 1 + θ (c̃j − Z̃ 1

j)

Z̃ 2 + θ (d̃j − Z̃ 2
j)

>
ℜ

Z̃ 1

Z̃ 2

⇒
Z̃ 1 + θ (c̃j − Z̃ 1

j)

Z̃ 2 + θ (d̃j − Z̃ 2
j)

✲
Z̃ 1

Z̃ 2
>
ℜ

0̃

⇒ Z̃ 2✭Z̃ 1✰ θ✭c̃j ✲ Z̃ 1
j✮✮ ✲ Z̃

1 ✭ Z̃ 2 ✰ θ✭ d̃j ✲ Z̃ 2
j✮ ✮ >

ℜ

0̃

Z̃ 2>
ℜ

0̃ ❡t ¯̃
Z 2>

ℜ

0̃✱ ❝❛r ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s

s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ✳

θ ❃ ✵ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲❞é❣é♥éré✳ ❙✐ θ = 0✱ ❆❧♦rs Z̃ =
ℜ
Z̃✳

❞✬♦ù ✿

Z̃ 2✭c̃j ✲ Z̃ 1
j✮ ✲ Z̃

1✭ d̃j ✲ Z̃ 2
j✮ >

ℜ

0̃

❞♦♥❝ ✿ Z̃ 2✭Z̃ 1
j ✲ c̃j✮ ✲ Z̃

1✭ Z̃ 2
j ✲ d̃j✮<

ℜ

✵ ✭✹✳✶✷✮

✖ ❙♦✐t ✿ Ẽj =
ℜ
Z̃ 2✭Z̃ 1

j ✲ c̃j✮ ✲ Z̃
1✭ Z̃ 2

j ✲ d̃j✮<
ℜ

✵✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s Ẽj <
ℜ

0̃ s✐ ✿

❈❛s ✶ ✿Z̃ 2
j ✲ d̃j >

ℜ

0̃ ❡t ✭Z̃ 1
j ✲ c̃j✮ ✴ ✭Z̃ 2

j ✲ d̃j✮ <
ℜ

Z̃ 1 ✴ Z̃ 2 ✳

❈❛s ✷ ✿ Z̃ 2
j ✲ d̃j <

ℜ

0̃ ❡t ✭Z̃ 1
j ✲ c̃j✮ ✴ ✭Z̃ 2

j ✲ d̃j✮ >
ℜ

Z̃ 1 ✴ Z̃2 ✳

✖ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡✱ s✐ Ẽj <
ℜ

0̃ ❡t s✐ ②i j > ✵ ✭✐ ❂ ✶✱✷✱✳✳✳✱♠✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❇∗❡t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x∗❛ss♦❝✐é❡✱
❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇ ♣❛r ❛j✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

♦❜❥❡❝t✐❢ ¯̃
Z ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿ ¯̃

Z >
ℜ

Z̃✳ ▼❛✐s✱ ♦♥ ❛ ✿ yi j < ✵ ✭Ẽj =
ℜ

0̃✮ ✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

✭P❋✮(C F ) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳

✺✻



❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳

❙✐ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✿ Ẽl =
ℜ
Z̃2 ✭Z1

l ✲ cl✮ ✲ Z̃
1 ✭Z2

l ✲ dl✮ <
ℜ

0̃✱ ❡t ✐❧

❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✐ t❡❧ q✉❡ ②i l ❃ ✵✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x̃l ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❇∗✳

❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡

✖ Pr♦❜❧è♠❡ à ♠✐♥✐♠✉♠ ✿

❊l = max
Ej>0

❊j✱ ❥ ∈ ❥N ✭✹✳✶✸✮

✖ Pr♦❜❧è♠❡ à ♠❛①✐♠✉♠ ✿

❊l = min
Ej60

❊j✱ ❥ ∈ ❥N ✭✹✳✶✹✮

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❧ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xl ❡♥tr❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❇∗

✳

❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡

P♦✉r q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ s♦✐t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ xj ≥ ✵ ∀ ❥ ∈❏B ✱ s✐ yi l ❃ ✵ ✿

θr =
xBr

yr l
= min

i=1,...,m
④
xBl

yi l
, yi l ❃ ✵⑥ ✭✹✳✶✺✮

❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ r ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xr s♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✳

❈r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳

❙✐ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❇ t♦✉s ❧❡s ❊j > ✵ ✭❊j 6 ✵✮ ✱ ∀❥✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
ré❛❧✐s❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♠✐♥✐♠✉♠✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳

❈r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐♥✜♥✐❡

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳

❙✐ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♠❛①✐♠✉♠ ✭♠✐♥✐♠✉♠✮✱ ∃ ❧ ∈ ❏B t❡❧ q✉❡ ❊j > ✵ ✭❊j < ✵✮
❡t ②i l 6 ✵ ✱ ∀ ✐ ✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳

✹✳✸✳✹ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♠❛①✐♠✐s❡r✳

➱t❛♣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

P♦s❡r xN = ✵ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ x ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

x = ✭xB✱ xN✮t✱ ❛✈❡❝ xB = ❇−1❜ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✿ Z̃ =
ℜ

Z̃ 1

Z̃ 2
✳

✺✼



➱t❛♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

✶✳❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s Ẽj =
ℜ
Z̃ 2✭Z̃ 1

j ✲ c̃j✮ ✲ Z̃
1 ✭Z̃ 2

j ✲ d̃j✮ ✱ ✶ 6 ❥ 6 ♥ ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❤♦rs ❜❛s❡✳
✖ ❙✐ t♦✉s ❧❡s Ẽj >

ℜ

0̃ ✱ ✶ 6 ❥ 6 ♥ ✱ ❛❧♦rs ❙t♦♣✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ x = ✭xB✱xN✮ t❡st ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
✖ ❙✐♥♦♥✱ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ ✿

❊l = min
Ej60

❊j✱ ❥ ∈ ❥N ✳✭✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ xk✮✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r yi j = ❇−1❛j ✳
❙✐ ②i j ❁ ✵ ❛❧♦rs ❙t♦♣ ❀ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳
❙✐♥♦♥✱ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❞♦✐t q✉✐tt❡r ❧❛ ❜❛s❡ ✿

θr ❂
xBr

yr l
= min

i=1,...,m
④
xBl

yi l
, yil ❃ ✵⑥✳

✸✳P✐✈♦t❡r s✉r ②i l ❡t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉✳ P❛ss❡③ à ❧✬ét❛♣❡ ✭✷✮✳

✹✳✸✳✺ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ✭P❋✮(C F )

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s
q✉❛♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Z̃ 1=
ℜ
c̃ t

B xB ✰ c̃0✱ Z̃ 2=
ℜ
d̃ t

B xB ✰ d̃0✱ Z̃ =
ℜ

Z̃ 1

Z̃ 2
❡t Ẽj =

ℜ
Z̃ 2✭Z̃ 1

j ✲ c̃j✮ ✲ Z̃
1 ✭Z̃ 2

j ✲ d̃j✮

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♦♥t été é❧❛❜♦ré❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés✳
❖♥ ♣❡✉t str✉❝t✉r❡r t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ ❞✐t t❛❜❧❡❛✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉✳

❖♥ réé❝r✐t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s✱ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

c̃j→ c̃1 ✳ ✳✳✳ c̃n

d̃j→ d̃1 ✳ ✳✳✳ d̃n

d̃B c̃B xB x1 x2 ✳✳✳ xn

0̃ 0̃ xB1
✶ ✳ ✳✳✳ ✵

0̃ 0̃ xB2
✳ ✳ ✳✳✳ ✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳ ✳
0̃ 0̃ xBm

✵ ✳ ✳✳✳ ✶

❩2❂ℜ✭Z̃2✮ ❩1❂ℜ✭Z̃1✮ ❩ ❂ℜ✭Z̃✮ ✳ ✳ ✳✳✳ ✳

Z̃ 1
j ✲ c̃j ✳ ✳ ✳✳✳ ✳

Z̃ 2
j ✲ d̃j ✳ ✳ ✳✳✳ ✳

Ẽj ✳ ✳ ✳✳✳ ✳

❊j ❂ ℜ✭Ẽj✮ ✳ ✳ ✳✳✳ ✳

❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

✺✽



✹✳✸✳✻ ❖r❣❛♥✐❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(C F ) ✭♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✮

❖r❣❛♥✐❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

✺✾



❊①❡♠♣❧❡ ◆✉♠ér✐q✉❡

❙♦✐t à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✢♦✉ s✉✐✈❛♥t ✭P❋✮(C F )❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉ ✿

✭P❋✮(C F )





Max Z̃(x) =
ℜ

(5, 8, 2, 5✮ x1 + (3, 5, 1, 2) x2

(5, 8, 2, 5) x1 + (2, 4, 1, 2) x2 + (1, 2, 1, 1✮

s.c

(1, 2, 1, 1) x1 + (2, 3, 1, 1) x2 6
ℜ

(5, 8, 2, 6)

(2, 3, 1, 1) x1 + (1, 1, 1, 1) x2 6
ℜ

(4, 5, 1, 3)

x1, x2 ∈ R ; x1, x2 > 0

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✢♦✉ tr❛♣é③♦ï❞❛❧✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❛♥❦✐♥♥❣ ❧✐♥é❛✐r❡ ℜ ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✢♦✉s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(C F ) ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✭✹✳✶✮✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ s✬é❝r✐t ✿

✭P❋✮(C D)





Max Z̃(x) =
ℜ

(5, 8, 2, 5) x1 + (3, 5, 1, 2✮ x2

(5, 8, 2, 5) x1 + (2, 4, 1, 2) x2 + (1, 2, 1, 1✮

s.c

ℜ(1, 2, 1, 1) x1 + ℜ (2, 3, 1, 1) x2 6 ℜ(5, 8, 2, 6)

ℜ(2, 3, 1, 1) x1 + ℜ(1, 1, 1, 1) x2 6 ℜ(4, 5, 1, 3)

x1, x2 ∈ R ; x1, x2 > 0

❆✈❡❝ ℜ ✭ã✮ ❂ ❛ L + ❛ U + 1
2
✭β1 ✲ α1✮ ♦ù ã = ✭❛ L✱ ❛ U ✱ α1✱ β1) ✳

✭P❋✮(C D)





Max Z̃(x)

3x1 + 5x2 6 15

5x1 + 2x2 6 10

xi > 0, i = 1, 2

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(C D) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❡♥t ✿

✭P❋✮(C D)





Max Z̃(x)

3x1 + 5x2 + x3 = 15

5x1 + 2x2 + x4 = 10

xi > 0, i = 1, 2, 3, 4

♦ù ✿

x3 ❡t x4 s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt✳

✻✵



❚❛❜❧❡❛✉ ✶ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

■tér❛t✐♦♥ ✶

c̃j→ ✭✺✱✽✱✷✱✺✮ ✭✸✱✺✱✶✱✷✮ 0̃ 0̃

d̃j→ ✭✺✱✽✱✷✱✺✮ ✭✷✱✹✱✶✱✷✮ 0̃ 0̃

d̃B c̃B xB x1 x2 x3 x4

0̃ 0̃ x3❂ ✶✺ ✸ ✺ ✶ ✵

0̃ 0̃ x4❂ ✶✵ ✺ ✷ ✵ ✶

❩2❂ℜ✭Z̃2✮ ❩1❂ℜ✭Z̃1✮ ❩ ❂ℜ✭Z̃✮
❂ ✸ ❂ ✵ ❂ ✵

Z̃1
j ✲ c̃j ✭✲✽✱✲✺✱✺✱✷✮ ✭✲✺✱✲✸✱✷✱✶✮ 0̃ 0̃

Z̃2
j ✲ d̃j ✭✲✽✱✲✺✱✺✱✷✮ ✭✲✹✱✷✱✷✱✶✮ 0̃ 0̃

Ẽj ✭✲✷✹✱✲✶✺✱✶✺✱✻✮ ✭✲✶✺✱✲✾✱✻✱✸✮ 0̃ 0̃

❊j ❂ ℜ✭Ẽj✮ ✲✹✸✳✺ ✲✷✺✳✺ ✵ ✵

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

Ẽj =
ℜ
Z̃ 2✭Z̃ 1

j ✲ c̃j✮ ✲ Z̃
1 ✭Z̃ 2

j ✲ d̃j✮

❡t ❏N = ④✶✱ ✷⑥ ❛♣rès ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

Ẽ1 = ✭✲✷✹✱✲✶✺✱✶✺✱✻✮

❡t Ẽ2 = ✭✲✶✺✱✲✾✱✻✱✸✮

❝♦♠♠❡ ❏B = ④✸✱✹⑥ ❞♦♥❝ Ẽ3= 0̃ ❡t Ẽ4 = 0̃✳

P✉✐sq✉❡ ✭❊1✱ ❊2✮ = ✭ℜ ✭Ẽ1✮✱ℜ ✭Ẽ2✮✮ = ✭✲✹✸✳✺✱✲✷✺✳✺✮✱

❉♦♥❝ ✿ ❊1= min
j=1,2

Ẽj✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1 ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ✳

❊t
xB4

y4 l
= min

i=3,4
④
xBl

yi l
, yil ❃ ✵⑥ = 1

2
✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x4 s♦rt ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✳

✻✶



❚❛❜❧❡❛✉ ✷ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

■tér❛t✐♦♥ ✷

c̃j→ ✭✺✱✽✱✷✱✺✮ ✭✸✱✺✱✶✱✷✮ 0̃ 0̃

d̃j→ ✭✺✱✽✱✷✱✺✮ ✭✷✱✹✱✶✱✷✮ 0̃ 0̃

d̃B c̃B xB x1 x2 x3 x4

0̃ 0̃ x3❂ ✾ ✵ 19
5

✶ ✲3
5

✭✺✱✽✱✷✱✺✮ ✭✺✱✽✱✷✱✺✮ x1❂ ✷ ✶ 2
5

✵ 1
5

❩2❂ℜ✭Z̃2✮ ❩1❂ℜ✭Z̃1✮ ❩❂ℜ✭Z̃✮
❂ ✸✷ ❂ ✷✾ ❂ 29

32

Z̃1
j ✲c̃j ✭✲✸✱✸✱✼✱✼✮ ✭✲✸✱1

5
✱14
5
✱✸✮ 0̃ ✭✶✱8

5
✱2
5
✱✶✮

Z̃2
j ✲d̃j ✭✲✸✱✸✱✼✱✼✮ ✭✲✷✱6

5
✱14
5
✱✸✮ 0̃ ✭✶✱8

5
✱2
5
✱✶✮

Ẽj 0̃ ✭✲654
5
✱322

5
✱883

5
✱886

5
✮ 0̃ ✭✲72

5
✱111

5
✱209

5
✱218

5
✮

❊j❂ℜ✭Ẽj✮ ✵ ✲661
10

✵ 87
10

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

Ẽj =
ℜ
Z̃ 2✭Z̃ 1

j ✲ c̃j✮ ✲ Z̃
1 ✭Z̃ 2

j ✲ d̃j✮

❡t ❏N = ④✷✱✹⑥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

Ẽ2 = ✭✲654
5
✱322

5
✱883

5
✱886

5
✮

❡t Ẽ4 = ✭✲72
5
✱111

5
✱209

5
✱218

5
✮

❡t ❝♦♠♠❡ ❏B = ④✸✱✶⑥ ❛❧♦rs Ẽ3 = 0̃ ❡t Ẽ1 = 0̃✳

P✉✐sq✉❡ ✭❊2✱ ❊4✮ = ✭ℜ ✭Ẽ2✮✱ℜ ✭Ẽ4✮✮ =✭ ✲661
10

✱ 87
10

✮

❉♦♥❝ ✿ ❊2 =min
j=2,3

Ẽj✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x2 ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡✳

✻✷



❊t
xB2

y2 l
= min

i=3,4
④
xBl

yi l
, yil ❃ ✵⑥= 45

19
✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x3 s♦rt ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✸ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

■tér❛t✐♦♥ ✸

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

Ẽj =
ℜ
Z̃ 2✭Z̃ 1

j ✲ c̃j✮ ✲ Z̃ 1 ✭Z̃ 2
j ✲ d̃j✮

❡t ❏N = ④✸✱✹⑥ ✱♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Ẽ3 = ✭✲14729
722

✱27255
722

✱38015
722

✱38081
722

✮

❡t Ẽ4 = ✭✲32940
722

✱22164
722

✱58124
722

✱57332
722

✮

❡t ❏B= ④✷✱✶⑥ ❞♦♥❝ Ẽ2= 0̃ ❡t Ẽ1= 0̃

P✉✐sq✉❡ ✭❊2✱ ❊1✮ = ✭ℜ ✭Ẽ2✮✱ℜ ✭Ẽ1✮✮ = ✭25118
1442

✱ ✲23344
1442

✮✱ ❊4=min
j=3,4

Ẽj✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x4

❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡

❡t
xB1

y1 l
= min

i=3,4
④
xBl

yi l
, yil ❃ ✵⑥ = 4

5
✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1 s♦rt ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳

✻✸



❚❛❜❧❡❛✉ ✹ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

■tér❛t✐♦♥ ✹

c̃j→ ✭✺✱✽✱✷✱✺✮ ✭✸✱✺✱✶✱✷✮ 0̃ 0̃

d̃j→ ✭✺✱✽✱✷✱✺✮ ✭✷✱✹✱✶✱✷✮ 0̃ 0̃

d̃B c̃B xB x1 x2 x3 x4

✭✷✱✹✱✶✱✷✮ ✭✸✱✺✱✶✱✷✮ x2❂ ✸ 3
5

✶ 1
5

✵

0̃ 0̃ x4❂ ✹ 19
5

✵ ✲ 2
5

✶

❩2❂ℜ✭Z̃2✮ ❩1❂ℜ✭Z̃1✮ ❩ ❂ℜ✭Z̃✮
❂45

2
❂52

2
❂51

45

Z̃1
j ✲c̃j ✭✲31

5
✱ ✲✷✱28

5
✱ 16

5
✮ ✭✲✷✱✷✱✸✱✸✮ ✭3

5
✱ ✶✱1

5
✱ 2

5
✮ 0̃

Z̃2
j ✲d̃j ✭✲34

5
✱✲13

5
✱28
5
✱16
5
✮ ✭✲✷✱✷✱✸✱✸✮ ✭2

5
✱4
5
✱1
5
✱ 2

5
✮ 0̃

Ẽj ✭✲732
10

✱1284
10

✱2076
10

✱2148
10

✮ 0̃ ✭✲ 69
10
✱123
10

✱147
10

✱141
10

✮ 0̃

❊j❂ℜ✭Ẽj✮ 588
10

✵ 51
10

✵

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

Ẽj =
ℜ
Z̃ 2✭Z̃ 1

j ✲ c̃j✮ ✲ Z̃ 1 ✭Z̃ 2
j ✲ d̃j✮

❡t ❏N = ④✶✱✸⑥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Ẽ1 = ✭✲732
10

✱1284
10

✱2076
10

✱2148
10

✮

❡t Ẽ3 = ✭✲ 69
10
✱123
10

✱147
10

✱141
10

✮

❡t ❝♦♠♠❡ ❏B = ④✸✱✹⑥ ❞♦♥❝Ẽ2 =0̃ ❡t Ẽ4 = 0̃✳

P✉✐sq✉❡✱ ✭❊1✱ ❊3✮ = ✭ℜ ✭Ẽ1✮✱ ℜ ✭Ẽ3✮✮ = ✭ 588
10

✱ 51
10
✮ > ✵ ❡t Ẽ2 = Ẽ4 = ✵ ✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✿

x∗ = ✭✵✱✸✮ t

❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✿

❩∗= ℜ✭Z̃✭x∗✮✮ =
ℜ(3, 5, 1, 3).3

ℜ((2, 4, 1, 2).3 + (1, 2, 1, 1))
=

ℜ(9, 15, 3, 6)

ℜ(7, 14, 4, 7)
=

25.5

22.5
✳

✻✹



✹✳✹ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❋❧♦✉❡s

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡➝Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❋❧♦✉❡s ✭P❋✮(V F )✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❜ ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ x s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s
tr❛♣é③♦ï❞❛✉①✱ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✭P❋✮(V F )





Optimiser Z̃(x) =
ℜ

c t x̃ + c0
d t x̃ + d0

s.c
n∑

j=1

Ax̃ 6
ℜ

b̃ ,

x̃ ∈ (F (R))n , x̃ >
ℜ

0̃

✭✹✳✶✻✮

♦ù ✿
✖ ❖♣t✐♠✐s❡r s✐❣♥✐✜❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ♦✉ ♠✐♥✐♠✐s❡r✳
✖ ❆ ∈ R

m×n ✱ ❜ ∈ ✭❋✭R✮✮ m ✱ ❝ t ✱ ❞ t∈ R
n✱ ❝0 ❡t ❞0 s❝❛❧❛✐r❡s ❡t x ∈ ✭❋✭R✮✮ n✳

✖ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❛♥❦✐♥❣ ❧✐♥é❛✐r❡✳
✖ ❋✭R✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉①✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✼✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✢♦✉❡ ❬✶✻❪

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r x̃ ∈ ✭❋✭R✮✮ n ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✢♦✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✭P❋✮(V F ) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x̃ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(V F ) ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

❆ x̃ =
R

b̃ ❡t x̃ >
ℜ

✵✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✽✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✢♦✉❡ ❬✶✻❪

❙♦✐t ✿ ❙=④ x̃ ∈ ✭F (R✮✮n ❀ x̃≥✵ ❀ Ax̃ ≤ b̃⑥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ x̃∗ ∈ ❙ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✢♦✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(V F )

s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡s ✢♦✉❡ x̃✱ ♦♥ ❛ ✿

c tx̃∗ + c0
d tx̃∗ + d0

>
ℜ

c tx̃+ c0
d tx̃∗ + d0

✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✾✳ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❜❛s❡

❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❛✈❡❝ ❝❛r❞ ✭❘✮ = ♠ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❛j ✭❥ ∈ ❘✮ ❞❡ ❆ s♦♥t
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❇✱ ❢♦r♠é❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❛j ✭❥ ∈ ❘✮✱ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖♥ ❞✐t
❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❘ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x̃B = ✭x̃j✱ ❥ ∈ ❘✮ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✢♦✉❡s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x̃B = ✭x̃j✱ ❥ ∈ ❘✮ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤♦rs✲❜❛s❡
✢♦✉❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✳

❖♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs é❝r✐r❡ ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛r ❜❧♦❝s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❆ = ✭❇✱ ◆✮ ♦ù ❇ ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ◆ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤♦rs ❜❛s❡ x̃ = ✭x̃B✱x̃N✮ t ♦ù x̃B r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✢♦✉❡s ❡t r❡♣rés❡♥t❡ x̃N ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤♦rs ❜❛s❡ ✢♦✉❡s✳

✻✺



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✢♦✉❡ ❬✶✻❪

❖♥ ❞✐t q✉❡ x̃ ❂ ✭x̃B✱ x̃N✮t ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ✢♦✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜é❡ ❆x̃ =
ℜ
❜ ❛✈❡❝

x̃ =
ℜ
❇−1❜ ❡t x̃N ❂ ✵✳ ❙✐✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ x̃B <

ℜ

0̃ ❛❧♦rs x̃ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✢♦✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✶✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞é❣é♥éré❡ ❡t ✢♦✉❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❬✷✵❪

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✢♦✉❡ x̃ ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ s✐ x̃B>
ℜ

0̃✳ ❙✐ ❛✉ ♠♦✐♥s

✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ x̃B =
ℜ

0̃ ❛❧♦rs ❧❡ ✈❡❝t❡✉r x̃ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✢♦✉❡

❞é❣é♥éré❡✳

✹✳✹✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞✉ ❙✐♠♣❧❡①❡ ❋❧♦✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ Pr♦❜❧è♠❡ ▲✐✲
♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉ ❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❘é❡❧❧❡s ✭P❋✮(V F )

▲❡ Pr♦❜❧è♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉ ❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❘é❡❧❧❡s ✭P❋✮(V F )s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

✭P❋✮(V F )





Optimiser Z̃(x) =
ℜ

c t x̃ + c0
d t x̃ + d0

=
ℜ

(c t
B x̃B + c t

N x̃N) + c0
(d t

B x̃B + d t
N x̃N) + d0

s.c
n∑

j=1

Ax̃ = b̃

x̃ ∈ (F (R))n , x̃ >
ℜ

R
n

✭✹✳✶✼✮

❆✈❡❝ d t x̃ ✰ d0 >
ℜ

0̃ ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ✢♦✉❡s✱ ∀ x̃ ∈ ❙✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❇∗❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ x∗❛ss♦❝✐é❡ t❡❧ q✉❡ ✿

c tx̃∗ + c0
d tx̃∗ + d0

>
ℜ

c tx̃+ c0
d tx̃∗ + d0

✱ ∀ x̃ ∈ ❙✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♠❛①✐♠✐s❡r✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥
❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ r❡♥tr❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤♦rs✲❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥✲
tr❛♥t❡ ❡t ❢❛✐r❡ s♦rt✐r à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡✱ ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♦✉ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦✉ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

ℜ✭x̃✮ = x ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✢♦✉❡ ❡t ℜ ✭b̃ ✮ = ❜ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ré❡❧ ❝♦❧♦♥♥❡ à ♠ ❧✐❣♥❡s ✳

❙♦✐t ✿ ❆ = ❬ ❇ ✱ ◆ ❪ ❡t x̃ =
ℜ
✭x̃B✱x̃N✮ t

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❆ x̃ =
ℜ
b̃ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡ ✿

✻✻



❆✳x̃ =
ℜ
❬ ❇ ✱ ◆ ❪ ✳ ✭x̃B✱x̃N✮t =

ℜ
b̃

⇒❆ ✳x̃ =
ℜ
❇✳x̃B ✰ ◆✳x̃N= b̃ ✭✹✳✶✽✮

✖ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✮ ♣❛r ❇−1✱ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

❇−1✳❇✳x̃B ✰ ❇−1✳◆✳x̃N =
ℜ
❇−1 b̃

❆✈❡❝ ❇−1✳ ❇ = ■ ✭ ✐❞❡♥t✐té ❞✬♦r❞r❡ ♠✮

❉✬♦ù ✿

x̃B + ❇−1✳◆✳x̃N =
ℜ
❇−1 b̃ ✭✹✳✶✾✮

✖ ❊♥ ❛♥♥✉❧❛♥t x̃N ✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡st ❛❧♦rs

x̃B =
ℜ
❇−1 b̃

✖ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt s✐ ✿

x̃ =
ℜ
✭x̃B✱x̃N✮ t ✱ ❆✈❡❝ x̃B >

ℜ

0̃ ❡t x̃N =
ℜ
0̃✳

✭❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥st✐t✉é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆✮✳

❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡

❙♦✐t ✿ x̃ =
ℜ
✭x̃B✱x̃N✮ t s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ r❛♥❣ ✭❇✮ ❂ ♠✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s s✉✐✈❛♥ts ✿

Z̃ 1=
ℜ
❝ t

B x̃B + c0 ❡t Z̃ 2=
ℜ
❞ t

B x̃B + ❞0

♦ù ✿

❝Bt ❡t ❞B
t ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ré❡❧s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡t ❧❡

❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♣♦t❡♥t✐❡❧

②j= ❇−1✳❛j ✭❇−1 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇✮

✖ Z 1
j= ❝tB ②j ❡t Z 2

j = ❞t
B ②j s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ aj ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆ ✳

✖ ❊①❛♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x∗ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

q✉❡ x ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡ Z̃ =
ℜ

Z̃ 1

Z̃ 2
✳

✻✼



❙♦✐t x̃ =
ℜ
✭x̃B✱x̃N✮ t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ t❡❧ q✉❡ x̃B =

ℜ
❇

−1

✳ b̃ ❡t x̃N =
ℜ
0̃✳

❙✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ x̃ = ✭x̃B✱ x̃N✮ t ✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❇∗ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

x̃∗=
ℜ

✭x̃ ∗
B✱ x̃

∗
N✮

t ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ¯̃
Z =

ℜ

¯̃
Z 1

¯̃
Z 2

✳

❖♥ ❛ ✿ x∗=
ℜ

✭x∗
B✱x

∗
N✮

t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡ ✿ ❇∗x̃∗
B=

ℜ
b̃ ❡t x̃∗

N=
ℜ
0̃✳

❖♥ ♥♦t❡ ✿ ❇∗= ✭❇∗
1✱✳✳✳✱ ❇

∗
m✮ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❇✱

❡♥❧è✈❡♥t ✉♥ ❞❡ s❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣♦s♦♥s ❇r❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ♣❛r aj❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xl✱ ❧❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❇∗s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

❇∗
i = ❇∗

i ✭✐6=r✮ ❡t ❇∗
r= aj

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ t❡r♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

x̃∗
Bi
=
ℜ
x̃Bi

✲ x̃Br
✭②i j ✴ ②r j✮ ✱ ✭✐6=r✮

x̃∗
Br

=
ℜ
x̃Br

✴ ②r j=θ

♦ù ✿ ❛j=
m∑
i=1

②i j❇i

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❛♠é❧✐♦r❡ ❡st ✿ ¯̃Z =
ℜ

¯̃
Z 1

¯̃
Z

2 ✳

❖♥ ♣♦s❡ ✿ ¯̃Z 1 =
ℜ
Z̃ 1✰ θ ✭cj ✲ Z 1

j✮ ❡t Z̃
2 =

ℜ
Z̃ 2 ✰ θ✭cj ✲ Z 2

j ✮

♦ù ✿
Z 1

j❡t Z
2
j ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡ s✐ ✿ ¯̃Z >
ℜ

Z̃

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♠❛①✐♠✐s❡r✳

¯̃
Z>

ℜ

Z̃ ⇒
¯̃
Z 1

¯̃
Z 2

>
ℜ

Z̃

⇒
Z̃ 1 + θ (c̃j − Z 1

j)

Z̃ 2 + θ (d̃j − Z 2
j)

>
ℜ

Z̃ 1

Z̃ 2

⇒
Z̃ 1 + θ (c̃j − Z 1

j)

Z̃ 2 + θ (d̃j − Z 2
j)

✲
Z̃ 1

Z̃ 2
>
ℜ

0̃

⇒ Z̃2✭Z̃1✰ θ✭cj ✲ Z1
j✮✮ ✲ Z̃

1 ✭ Z̃2 ✰ θ✭ dj ✲ Z2
j✮ ✮ >

ℜ

0̃

✻✽



Z̃ 2>
ℜ

0̃ ❡t ¯̃
Z 2>

ℜ

0̃✱ ❝❛r ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s

s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ✳

θ ❃ ✵ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲❞é❣é♥éré✳ ❙✐ θ = 0✱ ❆❧♦rs Z̃ =
ℜ
Z̃✳

❞✬♦ù ✿

Z̃ 2✭cj✲ Z 1
j✮ ✲ Z̃

1✭ dj ✲ Z 2
j✮ >

ℜ

0̃

❞♦♥❝ ✿ Z̃ 2✭Z 1
j ✲ cj✮ ✲ Z̃

1✭ Z 2
j ✲ dj✮<

ℜ

✵ ✭✹✳✷✵✮

✖ ❙♦✐t ✿ Ẽj =
ℜ
Z̃ 2✭Z 1

j ✲ cj✮ ✲ Z̃
1✭ Z 2

j ✲ dj✮<
ℜ

✵✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s Ẽj<
ℜ

0̃ s✐ ✿

❈❛s ✶ ✿Z 2
j ✲ dj >

ℜ

0̃ ❡t ✭Z 1
j ✲ cj✮ ✴ ✭Z 2

j ✲ dj✮ <
ℜ

Z̃1 ✴ Z̃2 ✳

❈❛s ✷ ✿ Z 2
j ✲ dj <

ℜ

0̃ ❡t ✭Z 1
j ✲ cj✮ ✴ ✭Z 2

j ✲ dj✮ >
ℜ

Z̃1 ✴ Z̃2 ✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡✱ s✐ Ẽj <
ℜ

0̃ ❡t s✐ ②i j > ✵ ✭ ✐ ❂ ✶✱✷✱✳✳✳✱♠ ✮ ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❇∗❡t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x̃∗❛ss♦❝✐é❡✱ ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❇ ♣❛r ❛j✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
¯̃
Z ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿ ¯̃Z >

ℜ

Z̃✳ ▼❛✐s✱ ♦♥ ❛ ✿ ②i j < ✵ ✭Ẽj =
ℜ
0̃✮ ✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(V F ) ❛❞♠❡t ✉♥❡

✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳

❙✐ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✿ Ẽl =
ℜ
Z̃2 ✭Z1

l ✲ cl✮ ✲ Z̃
1 ✭Z2

l ✲ dl✮ <
ℜ

0̃✱ ❡t ✐❧

❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✐ t❡❧ q✉❡ ②i l ❃ ✵✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x̃l ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❇∗✳

❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡

✖ Pr♦❜❧è♠❡ à ♠✐♥✐♠✉♠ ✿

❊l = max
Ej>0

❊j✱ ❥ ∈ ❥N ✭✹✳✷✶✮

✖ Pr♦❜❧è♠❡ à ♠❛①✐♠✉♠ ✿

❊l = min
Ej60

❊j✱ ❥ ∈ ❥N ✭✹✳✷✷✮

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❧ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xl ❡♥tr❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❇∗

✳

✻✾



❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡

P♦✉r q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ s♦✐t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ xj > ✵ ∀ ❥ ∈❏B ✱ s✐ yi l ❃ ✵ ✿

θr ❂
xBr

yr l
= min

i=1,...,m
④
xBl

yi l
, yi l ❃ ✵⑥ ✭✹✳✷✸✮

❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ r ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xr s♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✳

❈r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✻✳

❙✐ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❇ t♦✉s ❧❡s ❊j > ✵ ✭❊j 6 ✵✮ ✱ ∀❥✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
ré❛❧✐s❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♠✐♥✐♠✉♠✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳

❈r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐♥✜♥✐❡

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✼✳

❙✐ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♠❛①✐♠✉♠ ✭♠✐♥✐♠✉♠✮ ✱ ∃ ❧ ∈ ❏B t❡❧ q✉❡ ❊j < ✵ ✭❊j > ✵✮
❡t ②i l6 ✵ ✱ ∀ ✐ ✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳

✹✳✹✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♠❛①✐♠✐s❡r✳

➱t❛♣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

P♦s❡r x̃N =
ℜ
0̃ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ x̃ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

x̃ =
ℜ
✭x̃B✱ x̃N✮ t✱ ❛✈❡❝ x̃B =

ℜ
❇−1b̃ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✿ Z̃ =

ℜ

Z̃ 1

Z̃ 2
✳

➱t❛♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

✶✳❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s Ẽj =
ℜ
Z̃ 2✭Z 1

j ✲ cj✮ ✲ Z̃ 1✭ Z 2
j ✲ dj✮ ✱ ✶ 6 ❥ 6 ♥ ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❤♦rs ❜❛s❡✳
✖ ❙✐ t♦✉s ❧❡s Ẽj >

ℜ

0̃ ✱ ✶ 6 ❥ 6 ♥ ✱ ❛❧♦rs ❙t♦♣✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ x̃ =
ℜ
✭x̃B✱ x̃N✮ t❡st ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
✖ ❙✐♥♦♥✱ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ ✿

❊l = min
Ej60

❊j✱ ❥ ∈ ❥N ✳✭✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ xk✮✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r yi j = ❇−1❛j ✳
❙✐ ②i j ❁ ✵ ❛❧♦rs ❙t♦♣ ❀ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳

❙✐♥♦♥✱ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❞♦✐t q✉✐tt❡r ❧❛ ❜❛s❡ ✿

θr ❂
xBr

yr l
= min

i=1,...,m
④
xBl

yi l
, yil ❃ ✵⑥✳

✸✳P✐✈♦t❡r s✉r ②il ❡t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉✳ P❛ss❡r à ❧✬ét❛♣❡ ✭✷✮✳

✼✵



✹✳✹✳✸ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ✭P❋✮(V F )

▲❡s q✉❛♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

Z̃ 1=
ℜ
cB

t x̃B ✰ c0 ❡t Z̃ 2=
ℜ
dB

t x̃B ✰ d0 ✱ Z̃ ❂
Z̃ 1

Z̃ 2
✱ ❡t Ẽj =

ℜ
Z̃ 2✭Z 1

j ✲ cj✮ ✲ Z̃ 1✭ Z 2
j ✲ dj✮✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♦♥t été é❧❛❜♦ré❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés✳
❖♥ ♣❡✉t str✉❝t✉r❡r t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ ❞✐t t❛❜❧❡❛✉ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉✳

❖♥ réé❝r✐t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s✱ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

cj→ c1 ✳ ✳✳✳ cn

dj→ d1 ✳ ✳✳✳ dn

dB cB x̃B xB=ℜ✭x̃B✮ x̃1 x̃2 ✳✳✳ x̃n

0̃ 0̃ x̃B1
xB1

✶ ✳ ✳✳✳ ✵
0̃ 0̃ x̃B2

xB2
✳ ✳ ✳✳✳ ✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✳✳ ✳
0̃ 0̃ x̃Bm

xBm
✵ ✳ ✳✳✳ ✶

❩2❂ℜ✭Z̃2✮ ❩1❂ℜ✭Z̃1✮ ❩ ❂ℜ✭Z̃✮

Z1
j ✲ cj ✳ ✳ ✳✳✳ ✳

Z2
j ✲ dj ✳ ✳ ✳✳✳ ✳

Ẽj ✳ ✳ ✳✳✳ ✳

❊j ❂ ℜ✭Ẽj✮ ✳ ✳ ✳✳✳ ✳

❚❛❜❧❡❛✉ ❞✉ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

✼✶



✹✳✹✳✹ ❖r❣❛♥✐❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(V F ) ✭♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✮

❖r❣❛♥✐❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

✼✷



❊①❡♠♣❧❡ ◆✉♠ér✐q✉❡

❙♦✐t à rés♦✉❞r❡ ❧❡ Pr♦❜❧è♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉ à ❱❛r✐❛❜❧❡s ❋❧♦✉❡s ✭P❋✮(V F )s✉✐✈❛♥t
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉ ✿

✭P❋✮(V F )





Max Z̃(x̃) =
ℜ

14.5 x̃1 + 8.5 x̃2

14.5 x̃1 + 6.5 x̃2 + 3

s.c

3 x̃1 + 5 x̃2 6
ℜ

(5, 8, 2, 6)

5 x̃1 + 2 x̃2 6
ℜ

(4, 1, 5, 3)

x̃1, x̃2 ∈ (F (R))2, x̃1, x̃2 >
ℜ

0̃

▲❡s ♥♦♠❜r❡ ✢♦✉ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(V F ) s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉①✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P❋✮(V F ) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ s✬é❝r✐t ✿

✭P❋✮(V F )





Max Z̃(x̃) =
ℜ

14.5 x̃1 + 8.5 x̃2

14.5 x̃1 + 6.5 x̃2 + 3

s.c

3 x̃1 + 5 x̃2 + x̃3 =
ℜ
(5, 8, 2, 6)

5 x̃1 + 2 x̃2 + x̃4 =
ℜ
(4, 1, 5, 3)

x̃1, x̃2, x̃3, x̃4 ∈ (F (R))4, x̃1, x̃2, x̃3, x̃4 >
ℜ

0̃

♦ù ✿

x̃3 ❡t x̃4 s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt ✢♦✉❡s✳

✼✸



❚❛❜❧❡❛✉ ✶ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

■tér❛t✐♦♥ ✶

cj→ ✶✹✳✺ ✽✳✺ ✵ ✵

dj→ ✶✹✳✺ ✻✳✺ ✵ ✵

dB cB x̃B xB x̃1 x̃2 x̃3 x̃4

✵ ✵ x̃3=
ℜ
✭✺✱✽✱✷✱✻✮ x3❂ ✶✺ ✸ ✺ ✶ ✵

✵ ✵ x̃4=
ℜ
✭✹✱✶✱✺✱✸✮ x4❂ ✶✵ ✺ ✷ ✵ ✶

❩2❂ℜ✭Z̃1✮❂ ✸ ❩1❂ℜ✭Z̃1✮❂ ✵ ❩❂ℜ✭Z̃✮❂ ✵

Z1
j ✲ cj ✲✶✹✳✺ ✲✽✳✺ ✵ ✵

Z2
j ✲ dj ✲✶✹✳✺ ✲✷✳✺ ✵ ✵

Ẽj ✭✲✷✹✱✲✶✺✱✶✺✱✻✮ ✭✲✶✺✱✲✾✱✻✱✸✮ 0̃ 0̃

❊j ❂ ℜ✭Ẽj✮ ✲✹✸✳✺ ✲✷✺✳✺ ✵ ✵

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✿

xB❂ℜ✭x̃B) ❡t Ẽj =
ℜ
Z̃2✭Z1

j ✲ cj✮ ✲ Z̃
1 ✭Z2

j ✲ dj✮

❡t ❏N = ④✶✱ ✷⑥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Ẽ1 = ✭✲✷✹✱✲✶✺✱✶✺✱✻✮

❡t Ẽ2 = ✭✲✶✺✱✲✾✱✻✱✸✮

❡t ❏B = ④✸✱✹⑥ ❞♦♥❝ Ẽ3= 0̃ ❡t Ẽ4 = 0̃✳

P✉✐sq✉❡ ✭❊1✱ ❊2✮ = ✭ℜ ✭Ẽ1✮✱ℜ ✭Ẽ2✮✮ = ✭✲✹✸✳✺✱✲✷✺✳✺✮✱
❉♦♥❝ ✿ ❊1= min

j=1,2
Ẽj✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1 ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ✳

❊t
xB4

y4 l
= min

i=3,4
④
xBl

yi l
, yi l ❃ ✵⑥= 1

2
✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x4 s♦rt ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳

✼✹



❚❛❜❧❡❛✉ ✷ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

■tér❛t✐♦♥ ✷

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✿

xB = ℜ✭x̃B) ❡t Ẽj =
ℜ
Z̃ 2✭Z 1

j ✲ cj✮ ✲ Z̃ 1 ✭Z 2
j ✲ dj✮

❡t ❏N = ④✷✱✹⑥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Ẽ2 = ✭✲654
5
✱322

5
✱883

5
✱886

5
✮✱

❡t Ẽ4 = ✭✲72
5
✱111

5
✱209

5
✱218

5
✮

❡t ❏B = ④✸✱✶⑥ ❞♦♥❝ Ẽ3 = 0̃ ❡t Ẽ1 = 0̃✳

P✉✐sq✉❡ ✭❊2✱ ❊4✮ = ✭ℜ ✭Ẽ2✮✱ℜ ✭Ẽ4✮✮ = ✭ ✲661
10

✱ 87
10

✮

❉♦♥❝ ✿ ❊2 =min
j=2,3

Ẽj✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x2 ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡✳

❊t
xB3

y3 l
= min

i=3,4
④
xBl

yi l
, yi l ❃ ✵⑥ = 45

19
✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x3 s♦rt ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳

✼✺



❚❛❜❧❡❛✉ ✸ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

■tér❛t✐♦♥ ✸

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✿

xB❂ℜ✭x̃B) ❡t Ẽj =
ℜ
Z̃ 2✭Z 1

j ✲ cj✮ ✲ Z̃ 1 ✭Z 2
j ✲ dj✮

❡t ❏N = ④✸✱✹⑥ ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Ẽ3 = ✭✲14729
722

✱27255
722

✱38015
722

✱38081
722

✮

❡t Ẽ4 = ✭✲32940
722

✱22164
722

✱58124
722

✱57332
722

✮

❡t ❏B= ④✷✱✶⑥ ❞♦♥❝ Ẽ2= 0̃ ❡t Ẽ1= 0̃

P✉✐sq✉❡ ✭❊2✱ ❊1✮ = ✭ℜ ✭Ẽ2✮✱ℜ ✭Ẽ1✮✮ = ✭25118
1442

✲23344
1442

✮✱ ❊4=min
j=3,4

Ẽj✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x4

❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡

❡t
xB1

y1 l
= min

i=3,4
④
xBl

yi l
, yi l ❃ ✵⑥ = 4

5
✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x1 s♦rt ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳

✼✻



❚❛❜❧❡❛✉ ✹ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉

■tér❛t✐♦♥ ✹

cj→ ✶✹✳✺ ✽✳✺ ✵ ✵

dj→ ✶✹✳✺ ✻✳✺ ✵ ✵

dB cB x̃B xB x̃1 x̃2 x̃3 x̃4

✻✳✺ ✽✳✺ x̃2=
ℜ

✭✶✱✷✱✶✱✶✮ x2❂ ✸ 3
5

✶ 1
5

✵

✵ ✵ x̃4=
ℜ
✭✷✱✷✱✶✱✶✮ x4❂ ✹ 19

5
✵ ✲ 2

5
✶

❩2=
ℜ
ℜ✭Z̃2✮ ❩1=

ℜ
ℜ✭Z̃1✮ ❩❂ℜ✭Z̃✮

❂45
2

❂52
2

❂51
45

Z1
j ✲ cj ✭✲31

5
✱ ✲✷✱28

5
✱ 16

5
✮ ✵ ✭3

5
✱ ✶✱1

5
✱ 2

5
✮ ✵

Z2
j ✲ dj ✭✲34

5
✱✲13

5
✱28
5
✱16
5
✮ ✵ ✭2

5
✱4
5
✱1
5
✱ 2

5
✮ ✵

Ẽj ✭✲732
10

✱1284
10

✱2076
10

✱2148
10

✮ 0̃ ✭✲ 69
10
✱123
10

✱147
10

✱141
10

✮ 0̃

❊j❂ℜ✭Ẽj✮ 588
10

✵ 51
10

✵

❆✈❡❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✿

xB =ℜ✭x̃B) ❡t Ẽj =
ℜ
Z̃ 2✭Z 1

j ✲ cj✮ ✲ Z̃ 1 ✭Z 2
j ✲ dj✮

❡t ❏N = ④✶✱✸⑥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Ẽ1 = ✭✲732
10

✱1284
10

✱2076
10

✱2148
10

✮

❡t Ẽ3 = ✭✲ 69
10
✱123
10

✱147
10

✱141
10

✮

❡t ❏B = ④✸✱✹⑥ ❞♦♥❝Ẽ2 =0̃ ❡t Ẽ4 = 0̃

P✉✐sq✉❡✱ ✭❊1✱ ❊3✮ = ✭ℜ ✭Ẽ1✮✱ ℜ ✭Ẽ3✮✮ = ✭ 588
10

✱ 51
10
✮ > ✵ ❡t Ẽ2 = Ẽ4 = ✵ ✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✿

x∗ =
ℜ

✭x∗
1 ✱ x∗

2✮
t ✱ ❛✈❡❝ x∗

1=
ℜ

✭✵✱✵✱✵✱✵✮ ❡t x∗
1=
ℜ

✭✶✱✷✱✶✱✶✮

❉✬♦ù ✿

x∗ = ✭x∗
1✱x

∗
2✮

t = ✭✵✱✸✮t

✼✼



❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✿

❩∗= ℜ✭Z̃✭x∗✮✮ =
ℜ(3, 5, 1, 3).3)

ℜ((2, 4, 1, 2).3 + (1, 2, 1, 1))
=

ℜ(9, 15, 3, 6)

ℜ(7, 14, 4, 7)
=

25.5

22.5
✳

✹✳✺ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s✉r ▲■◆●❖

✹✳✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲■◆●❖ ❡st ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ♣❛r ❏♦❤♥ ❍✳ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥t✐❡r ❡t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✳✳✳❡t❝ ✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ▲■◆●❖ ❝✬❡st q✉✬✐❧
♦✛r❡ ❞❡s ♦✉t✐❧❧❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✐❞❡r à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳

▲❡ ♠♦t ▲■◆●❖ s✐❣♥✐✜é ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❛r❣♦t✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✈❡r♥❛❝✉❧❛✐r❡ ✱❧❛♥❣✉❡ s♣é❝✐❛❧✐sé❡
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣ré❝✐ ✭❡①✳ ❧✬❛r❣♦t ❞❡s t②♣♦❣r❛♣❤❡s✮ ✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✹ ❧❡s ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉s ✭❜❛s✐❝✱ ❥❛✈❛s❝r✐♣t✳✳✳✳✮✱ ❧❡ s❝r✐♣t
▲■◆●❖ ♥❡ r❡♣r♦❞✉✐t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛̀ ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡ ♠❛✐s ❧❡s r❡♠❛♥✐❡ ❛̀
s❛ ❢❛ç♦♥ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡t s✐♠♣❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡
❞❡s t❡r♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ✓ t❛❜❧❡❛✉ ✔ ❡st r❡♥♦♠♠é ✓ ❧✐st❡ ✔✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡
✓ ♣❛r❡♥t s❝r✐♣t ✔ ✳

✹✳✺✳✷ ■♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧

P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▲■◆●❖✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥s❡✐❧❧é ❞✬❛✈♦✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✹✽✻
❡t ✽▼♦ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❘❆▼✳ ■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ♣ré✈♦✐r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐sq✉❡ ❞✉r ❞❡ ✷ ▼♦ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
❧✬✐♥st❛❧❧❡r✳ ▲❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ s♦♥t ✿

✶ ✳ ❉é♠❛rr❡r ✇✐♥❞♦✇s✱
✷ ✳ ■♥sér❡r ❈❉✲❘❖▼✱
✸ ✳ ❈❧✐q✉❡r s✉r ❧✬✐❝♦♥❡ s❡t✉♣ ✭■♥st❛❧❧✮ ❞❛♥s ✈♦tr❡ ❡①♣❧♦r❛t❡✉r ❞❡ ❲✐♥❞♦✇s✱
✹ ✳ ❙✉✐✈r❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❝r❛♥✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❝❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✈✐s✐t❡r ❧✬❛❞r❡ss❡

✇❡❜ ✇✇✇✳▲■◆●❖✳❝♦♠✳

✹✳✺✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s

▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❡ ❂
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s❡ ❢❛✐t ❛✐♥s✐ ✿
✖ ❂ ✭ é❣❛❧✐té ✮
✖ ❁ ✭ ✐♥❢ér✐❡✉r ✮
✖ ❃ ✭ s✉♣ér✐❡✉r ✮
✖ ❁❂ ✭✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ✮
✖ ❃❂ ✭ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧❡✮

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s bitAnd(), bitOr() ✱ bitXor() ❡t bitNot() ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♦♣ér❛✲
t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s s✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs tr❛✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ✸✷ ❜✐ts✳

Application 1 :

✼✽



Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s✉r ▲■◆●❖ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿

✹✳✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❡t rés♦❧✉ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉ q✉✐ ❡st ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❉❛♥t③✐❣✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à s❛✈♦✐r ✿

✶✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❘é❡❧❧❡s✳

✷✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❋❧♦✉❡s✳

❊♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ▲■◆●❖✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❣r❛♠♠é ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡
q✉✐ ❡st ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✼✾



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡

❉❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t ❧❡
♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✳ ❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡✱ ❛❧♦rs✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s♦✐t ♣❛r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s✮ s♦✐t ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s
✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✮✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❛♣♣❛r❛̂✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❜✐❡♥
❛❞❛♣té ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ✈❛❣✉❡✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é✱ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞♦♥t
❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ❝♦♥♥✉❡s ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐✲
♥é❛✐r❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞♦♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s✬❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❉❛♥t③✐❣ ❬✺❪✳

❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ✉♥ Pr♦❣r❛♠♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉ ❞♦♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ❡t ✈❛❣✉❡s q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
✢♦✉❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❡ ✢♦✉ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s tr❛♣é③♦ï❞❛✉①✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❘❛♥❦✐♥❣ ℜ ❡t ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✢♦✉s ❞❡ t②♣❡ tr❛♣é③♦ï❞❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
rés♦❧✉ ❧❡ Pr♦❜❧è♠❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❋r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❋❧♦✉s ❛✈❡❝ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣✉✐s ❛✈❡❝ ❱❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❋❧♦✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✢♦✉ ✳

✳

✽✵



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❆♠✐r✐ ◆✳ ▼✳✱ ◆❛ss❡r✐ ❙✳ ❍✳ ✱ ❨❛③❞❛♥✐ ❆✳ ❋✉③③② Pr✐♠❛❧ ❙✐♠♣❧❡① ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❙♦❧✈✐♥❣
❋✉③③② ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠s✳ ■r❛♥✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ✱ ✶✭✷✮
✻✽✲✽✹✱ ✷✵✵✾✳

❬✷❪ ❇❛✐❧❧❛r❣❡♦♥ ●✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ▲❡s é❞✐t✐♦♥s ❙▼● ✱ ◗✉é❜❡❝✱ ✶✾✾✻

❬✸❪ ❈❛♠❜✐♥✐ ❆✳ ❛♥❞ ▼❛rt❡✐♥ ▲✳ ❆ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▼❛rt♦s✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ❖♣❡r✳❘❡s✳ ✺✸✱ ✸✸✲✹✹✱ ✶✾✽✻✳

❬✹❪ ❈❤❛r♥❡s ❆✳ ❛♥❞ ❈♦♦♣❡r ❲✳❲✳ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ ◆❛✈❛❧
❘❡s✳ ▲♦❣✐st✳ ◗✉❛rt✳ ✾✱ ✶✽✶✲✶✽✻✱ ✶✾✻✷✳

❬✺❪ ❉❛♥t③✐❣ ●✳❇✳ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❊①t❡♥s✐♦♥s✱ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✻✸✳

❬✻❪ ❉✐♥❦❡❧❜❛❝❤ ❲✳ ❖♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✸✱ ✹✾✷✲✹✾✽✱
✶✾✻✼✳

❬✼❪ ❉❘❖❯❈❍❊ ❍❛❦✐♠❛✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❙✐♠♣❧❡①❡ ❈❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❉❛♥t③✐❣ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲✐✲
♥é❛✐r❡ ❋❧♦✉✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ▼❛st❡r✱ ❯▼▼❚❖✱ ✷✵✶✻✳

❬✽❪ ❉✉❜♦✐s ❉✳✱ Pr❛❞❡ ❍✳✱ ❋✉③③② ❙❡ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝
Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✽✵✳

❬✾❪ ❊❧ ❇❛r♥♦✉ss✐ ❙✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ▼ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✱ Pr♦❣r❛♠♠❛✲
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Résumé:  
 

        La Programmation Linéaire s'inscrit dans le domaine de la Recherche 

Opérationnelle qui consiste à la résolution de problèmes complexes visant à 

obtenir le meilleur résultat possible en tenant compte de certaines contraintes 

linéaires. 

        La Programmation Fractionnaire a attiré l'attention de nombreux 

chercheurs. La principale raison de l'intérêt dans la programmation 

fractionnaire provient du fait que des modèles de programmation pourraient 

mieux répondre aux problèmes réels. 

Généralement, les données d'un programme linéaire ou non linéaire sont 

supposées être connues avec précision, nous parlons alors d'un problème 

déterministe. Dans le cas où ces dernières sont mal connues ou imprécises de 

nature floue, nous avons alors un Programme Flou. 

        Dans notre cas, le flou est caractérisé par des nombres flous trapézoïdaux. 

En utilisant les fonctions Ranking ℜ et l'arithmétique des nombres flous de type 

trapézoïdal, nous avons résolu grâce à la méthode du simplexe flou deux types 

de programmes flous, à savoir : 

1) Un Problème Linéaire Fractionnaire Flou mono-objectif avec Variables de 

Décision Réelles. 

2)  Un Problème Linéaire Fractionnaire Flou mono-objectif avec Variables 

de Décision Floues. 

 

       Dans notre mémoire, nous nous intéresso s à la r solutio  d’u  probl e 
Linéaire Fractionnaire Flou Mono-Objectif avec la méthode du simplexe flou. 

 

Mots clé: 
 

Nombres floues, Programme linéaire fractionnaire, Fonction Ranking ℜ, 

méthode du simplexe. 
 

 


