République Algérienne Démocratique et Populaire Ministére de I’enseignement Supérieur
Et de la recherche scientifique

Université Mouloud Mammeri de Tizi-Ouzou

_‘E%

Faculté de génie électrique et de I'informatique
Département d’AUTOMATIQUE

Mémoire de fin d’étude
de MASTER ACADEMIQUE
Spécialité : AUTOMATIQUE
Option : Commande des systémes

Présenté par :
MenoustEZIANI
MouradAKKOUL

Théme

Modélisation et simulation d’'un pendule
Inverse

Mémoire soutenu publiquement le 27/09/2016 dehlsjury compose de :

M Ahmed KASRI

MAA, UMMTO, Président

M Fatima CHEBALLAH

MAA, UMMTO, Rapporteur
M Khedoudja KHERRAZ
MCB, UMMTO, Examinateur
M Safia YOUSFI

MAA, UMMTO, Examinateur




Remerciements

Nous tenons a remercier profondément Dieu, lepgaigisant de nous avoir donné le
courage, la volonté, ainsi que la santé pour &atis modeste travail.

Nous tenons a exprimer nos vifs remercigmet nos sincéres reconnaissances a

M™® CHEBALLAH Fatima, pour sa disponibilité, ses conseils judicieus dizectives et
ses orientations concernant notre projet de’@tude, tout en nous accordant sa confiance et
en nous faisant profiter de sa large expérienceawlong de la réalisation de ce projet de fin
d’étude.

Nous tenons & exprimer nos sincéres m@aments a Mr le chef de département
Mr TOUAT Med OUACHOUR pour ses conseils et ses orientations,

Nous remercions les membres de jury quifat 'hnonneur de participer au
jugement de ce travalil.

Nous tenons a remercier toutes les personnes tabatribué au bon déroulement

de ce projet de fin d’étude :

*0

% A tous les professeurs de la faculté génie élaarjmpur leurs conseils et leurs
orientations.

% Aux personnels du département.

% A nos parents et a toute la famiNeEEZI ANI et AKK OUL

« A nos fréres et sceurs.

® A tous nos amis.

Et enfin nos remerciements a toutes les persoruesng contribué de prés ou de loin

a la réalisation de ce projet de fin d’étude.



Dédicaces

Je dédie ce modeste travail a :

Mes trés chers parents qui ont fait de moi ce qui je suis aujourd’hui et qui ont veillé
de guider mes pas durant toute ma vie par leurs aides, leur grands émotions, leur
sacrifices, et leur soutien et encouragement pendant la réalisation du projet de fin
d’étude.

A mes freres et sceurs

A mes amis

Mes amis de |la promotion 2016

MOURAD



Dédicaces

Je dédie ce modeste travail a:
Mes trés chers parents qui ont fait de moi ce qui je suis aujourd’hui et qui ont veillé
de guider mes pas durant toute ma vie par leurs aides, leur grands émotions, leur
sacrifices, et leur soutien et encouragement pendant la réalisation du projet de fin
d’étude.
A la mémoire de mon frere AMAR
Mes trés cheres sceurs : Fatma, hassina et samiha
Mes tres chers freres : Mohamed, abdou et karim Omar ainsi leur épouses
farida ,karima et razika
Mon bindme : mourad
Mes amis de la promotion

Mes amis (e) :dihia, samir, salim, amine, youva, sid ali, mnouar, lylia

Toute la promotion Automatique 2016

MENOUAR bIT SAID



Sommaire

INtrOdUCHION GENETAIE... ... ittt e e e e e e e e e e e s e 01

Chapitre | : Description et modélisation d’un peledaversé

00 I 0 o o 18 o 1o I U UUUPPPPPPTUUPPPRPI 03
1.2 Intérét de I'étude d'un pendule INVELSE............ovviiiiiiiiiiei e eeee e 03
.3 Présentation du pendule INVELSE. ........cc.uiiiri e e e e e 04
[.3.1 Description du DanC d'@SSaIS. ... e 04
.4 Coordonnées généralisSées du SYSteME.......c..vvieiiiiitiie e v e eneen o 05
1.5 Modélisation du systeme chariot-pendule a degrés de liberté......................... 07

.6 Energie cinétique du systeme en MOUVEMENT............ommmmmeereerennennennenenenns 08
1.7 Energie potentielle du SYSIEME...... oottt e e e e 09

1.8 L'équation de Lagrange.......c.ooeeuiiitie ettt e e et e et e e e e s 09
1.9 L’équation de Lagrange pour le degré de libg@=x(t) ........ovvveevvivevivrnnenn.. 09

.10 L’équation de Lagrange pour le degré de ldef) =9(t) .......ocovvveiiiiiiiininnnn. 10
.11 Modélisation du moteur électrique a courant conéirmimant permanent commandél 1l
par I'induit

.12 Les équations €leCtriqUES.........vevuiiieie e v e e e e eeeee 12
1.12.2: Equation de 'indUit..........ccooiii i e e e e, 12
[.L12.3 Equation de [a fCem ... ..o e e
1.12.4 EQUALION MECANIGUE. .. ... .. e eee et et e e e e, 12

1.12.5 Equation de COUPIE............ooviiiiiiiii i 13



Sommaire

13
.13 :Modeéle d’état du MOLEUN ...... .ottt e e e e e
e R . 14
.14 Modélisation du systeme global : moteur-chigpendule.......................co .
. . . . 15
I.14.1Expression de la force F en fonction de la tendialimentation du motedr,, ..............
R . : 16
1.14.2 Modele d’état de 'ensemble moteur-chariengule.................ccocveiieineinn .
. 19
LT 0T o 11153 [ o

Chapitre Il : commande par retour d’état

L1 INtrodUCHION. .. ....oviiii i s 2()
1.2 la commande par retour d’état pour les systenum linéaires. ............................ 20
20 R @ o] [ o | 20

11.2.2 Outil mathématique...............cooiiiii e e 20

[.2.3 Laderivee de Lie.........coooiiiiiiiiiiii i 20
11.2.4 CroChet de Li€.........cooiiiiiiiiii 21
11.2.5 DiffeormorphisSme. ... 21
11.2.6. DIStriDULION ..o 21

11.2.7 Théoreme de Frobenius.............c.oo i . 21

1.2.8 Linéarisation au sens entrees-état d'un systeme ratable ........................ 22

[L.2.9 EtAapPeS @ SUIVIE. ...ccoii i, 22
1.3 Linéarisation au sens entrées-sortie d'urésystmono variable........................ 23
11.3.2 Notion de degré relative....... ... e 24

11.3.3 Dynamique iNtEINE............coviviiiiiii it e e e e ean e 30

1.4 Commande LiN€arisante.............cco voviiiiiiiiii i 31



Sommaire

1.5 CONCIUSION . .. et e e e e e e e e e e e e e e, 35

L INETOAUCHON ...t e e e e e e e e 41
1.2 Commande du SYSEME............coooiiiiiiiii 4]
[11.2.2 Commande basée sur la linéarisation nunaérautour du point d’équilibre......... 41
[11.2.3 Commande par placement de POIES..........ouuiiiiiiii it i i e e ee e 42

l11.3 Modele sous « matlab-simulink » et résuli@dssimulation............................... 42

[11.3.2 Résultats de SIMUIAtiON........c..ouii it e e e e ae e 44
l11.4 Stabilisation du pendule par retour d’état... ... ..oovveeeerieiieeeeeieeeeeenns 45
111.4.2 RésUltat de SIMUIALION. ............oveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees e, 3T
LS CONCIUSION. ..ot e e e e e e e e e e e e e e e aen e 48

49

(@] o Tod 81510 10 [=T =T = 1 =



Listedesfigures

Figure 1.1 : synoptique de banc d’essais du pendule inversé ..........c.............. 02
Figure 1.2 : Schémale 'ensemble chariot et pendule inversé..........................04
Figure 1.3: Schéma électrique et mecanique de l'induit......................cceeee.. 09
Figure 1.4: Relation entre la force mécanique F et la tension...................... 12
Figure 2.1:  Configuration mécanique du systeme moteur-charge................. 19

Figure 3.1:  schéma de simulation du modele de I'ensemble perzhariot-moteur 32

Figure 3.2: résultat du simulation du modéle non linéaire (tgtr.................... 33

Figure 3.3; résultat du simulation du modele non linéaire (paed.................... 33

Figure 3.4: Schéma de simulations de redressement et de s&dioii du pendule34

inversé par le retour d’état ..........cocoeviiiiiiie

Figure 3.5; la position du chariot 35

Figure 3.6;: l'angle du pendule inversée 35



Introduction générale

Dans la commande des systemes non linéaireyant des paramétres non constants,
les lois de commande classique peuvent étre isamfties car elles sont non robustes
surtout lorsque les exigences sur la précisionuges caractéristiques dynamiques des
systemes sont strictes. On doit faire appel a des de commande insensibles aux
variations des paramétres, aux perturbations ehanxinéarités.

La commande par retour d’état fait partieladamille des contréleurs a structure
variable, c.a.d. des commandes commutant entreephsdois de commande différentes.
L’importance des contréleurs par retour d’étatidéslans : la grande précision, la réponse
dynamique rapide, la stabilité, la simplicité de danception et I'implantation, et la
robustesse
vis-a-vis la variation des parametres internesxierees.

Le principe de la commande par retour d’état estahtraindre les trajectoires du systeme
Toutefois, la commande par retour d’état induipeatique des commutations haute
fréquence . Ces commutations peuvent exciter deamigues non désirées qui risquent de

déstabiliser, détériorer voire méme de détruieylgeme étudie.

Le pendule inversé est un systeme non linéairéabies multi-variable et trés couplé, ce
qui rend sa commande plus difficile. Le systemedpéaire inversé fournit une excellente
plate-forme expérimentale pour examiner de spamBgthéories de contrdle ou solutions
typiques et favorisant ainsi le développement devaeltes theéories. Il est largement
appligué dans le domaine de la technologie de cordeaes robots. Une base de la
pensée sur les questions de la robotique est latignede I'équilibre, qui peut étre

représentée de maniere appropriée par l'acte ti¥gge d'un pendule inversé. Ceci
explique le fait que de nombreuses investigatioestaeté menées sur le probleme de

contrdle du pendule inverseé.

Pour tirer profit de lintérét du pendule inversand la vérification des techniques de
commande concgues, de la robustesse de la commandsqur d’état , nous avons élaboré

pour la commande d’un systeme pendulaire inversé.
Le présent mémoire est organisé en trois clegpifui sont résumés comme sulit :
Chapitre 1 :

Lepremier chapitre sera consacré a la description du pendule inanséqu’a sa
modélisation dynamique qui est déduite a partifar@alisme d’Euler Lagrange.




Introduction générale

Chapitre 2 :

Dans le deuxieme chapitre,nous allons introduire les idées fondamentatks la

commande par retour d’état
Chapitre 3:

Dans letroisiéme chapitre, nous allons présenter les résultats de simulatéla
commande par retour d’état classique appliqué supandule inversé. Nous effectuons
d’abord une modélisation au systeme, ensuite nateloppons par Matlab  afin

d’interpréter et de comparer les différents réssiitdtenus apres la simulation.

Nous terminerons par une conclusion généraléensemble de notre travail, ainsi que
les perspectives qu’il peut s’ouvrir.




Description et modélisation d’'un pendule inversé

.1 Introduction :

Quel que soit l'objectif fixé : concexosimuler ou commander un systéeme
meécanique, il est nécessaire, entre autresdidposer de modeles du mécanisme. Nous
s’intéresse dans ce ler chapitre a la descriptidam modélisation du pendule inversé que nous
utiliserons pour illustrer les commandes que ramelopperons dans ce mémoire.[Ce pendule
est constitué d’un chariot mobile sur un rail datn pendule suspendu sur le chariot. Son
principe de fonctionnement est trés simple en théoApres avoir ramené le pendule de sa
position d’équilibre basse a la position verticdlaute, il faut le maintenir dans cette
position.Pour cela, quand le pendule penche verdrdie, le chariot doit le rattraper en
effectuant un mouvement vers la droite, et invers].

Dans ce chapitre, nous allons d’abord adola présentation et la description du pendule
inversé Puis,a partir du formalisme d’Euler-Lagg@amous développons son modéle dynamique

non linéaire qui pose un probléeme d’instabilité paint d’équilibre instablé = 0. [1]

1.2.1 Intérét de I'étude d'un pendule inversé :

L’étude du pendule inversé a plusieurs intérets :

-L’homme est en fait un pendule inverséhide dont les deux axes de rotations sont les
chevilles et les hanches. Afin de tenir debout,agigulations travaillent sans cesse ,et I'etude

de ce modéle est importante pour la constructiopradiéses.

-La robotique utilise le principe du penduledrsé, en particulier dans de nouveaux moyens

de transports a 2 roues comme le segway qui pelangncer en se penchant en avant .

- On voit apparaitre des moyens de locomotméside deux roues montées sur un méme
axe sur lequel on est en position debout. On ameéén se penchant en avant et on ralenti en

se penchant en arriere. Le systéme est le mémde gaadule inversé.
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Description et modélisation d’'un pendule inversé

1.3.1 Présentation du pendule invers :[1],[2],[3]

3.2 Description du banc d’essai :

Le but de la commande du pendule inversé estrdgntenir en équilibre vertic
une tige en aluminium a [l'extrémité de laquellet montée une masse de forr
cylindrique.Cette tige est fixée par une aréitioin pivotante sur un chariot qui peut
déplacer emlissant le long d’urrail de guidage horizontaleLe mouvement de rotation d’t
moteurélectrique est transformi mouvement de translation du chariot par I'imédiaire
d’'une poulie et d’'une courroie crantée. Le déplacendentchariot dans un sens ou d
'autre assure par réaction I'équilibre vertical du braspindule. La figurel montre les
élémentsnécaniques principaux du dispos

Initialement le pendule est en position basséuleétant de le redresser en pos haute

et surtout le maintenir dans cette posit

Capteur de position

Pendule JCientre 4

Chariot ; :
Poulie Courroi . ¥ "/ Switgh

cramntée

“Moteur

",

\Rail de guidage

Pied de la maquette

Figure (1.1): synoptique de banc d’essais du pendule in'.

Page 4



Description et modélisation d’'un pendule inversé

Le principe de fonctionnement est tres singriethéorie : quand le pendule penche vers la
droite, le chariot doit le rattraper en effectuantmouvement vers la droite. Et inversement. La
difficulté c’est de régler I'intensité et la fornake la réaction du chariot en fonction de I'angle
gue le pendule fait avec la verticalour contréler le mouvement de chariot un ensemble

capteurs est installé sur la maquette. Deux capsant disponibles:

» Un capteur de position délivre une image de latposdu chariot sur son rail de guidage
par rapport au centre de ce dernier. Si le chasositué a droite du centre, une valeur
positive est mesurée. Le capteur utilisé est uermmetre multi-tours solidaire sur
I'axe du moteur.

* Un capteur de position angulaire fournit 'angldrerle bras du pendule et la verticale.
Si le pendule penche vers la droite, un angle ib@sit mesuré. Le capteur est constitué

d’'un potentiométre fixé sur le pivot du penduld. [2

De plus, la course du chariot est limitégeetivement a gauche et a droite par deux butées
meécaniques. Deux interrupteurs de fin de courseanés en avant des butées mécaniques par
sécurité pour le moteur d’entrainement du chatietpassage du chariot entraine la fermeture
d’un interrupteur provoquant la coupure de l'aliragion du moteur électrique. L'actionneur est
un moteur électrique a courant continu et a ainm@ermanent commandé par l'induit. La

commande du moteur est effectuée par un signanagntre 0 et+5Vv [2-3].
1.4.1 Coordonnées généralisées du systemi8}
L’ensemble du chariot pendule a deux deguésliberté qui sont représentées par
deux coordonnées geénéraliséaspour le déplacement horizontal du chartopour la

rotation du pendule. La direction positive xlest le sens a droite en meéetre et celui de

'angle est le sens des aiguilles d’'une montreatian.
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Description et modélisation d’'un pendule inversé

¥

) 1 o

X(t)

Figure (1.2): Schémede I'ensemble chariot et pendule inve.

Soit :

m:massedu pendule b: frottements de déplacement du ch.
M : massedu chariot x(t):position du chariot

| : demi longueur du pendule 6(t):'angle du pendule

d : frottements du pendule g :intensité de pesanteur

F(t) : force exercésur le charic

Lesvaleurs numériques des différents parametres auiilgdisées dans les simulations s
données dans le tableaudgissou

Symbole Quantité Valeur Unité
m masse du pendt 0.2 Kg
M masse du chari 2.3 Kg
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Description et modélisation d’'un pendule inversé

Demi-longueur du pendule 0.3 Metter

d Coefficient de frottement de 0.005 N ms/rad
rotation du pendule

g Intensité de la pesanteur 9.81 m/ s?
F(t) Force exercée sur le chariot / N
o(t) Angle de rotation du pendule / Radian
X(t) Position du chariot / Metter
b Coefficient de frottement des roues 0.00005 Ns/m
du chariot

Tableau (1.1)Maleurs numériques du systeme pendule-chariot

1.5.1 Modélisation du systeme chariot-pendule a dendegrés de liberté [1];[2];[4].

Les équations du mouvement du penduld déterminées par le formalisme
d’Euler-Lagrange qui est basé sur le princgge la conservation de |'énergie
meécanique plutét que sur le concept de force, contams le principe de Newton.
Le Lagrangien est défini comme étant la difféererotre I'énergie cinétiqué&c et I'énergie
potentielleE p du systeme,l'avantage de ce formalisme réside Hélimination des efforts
d’interaction, Il s’exprime par :
L=Ec—Ep (L. 1)
Pour simplifier la modélisation, on suppose toutang de notre étude que la masse du pendule
est concentrée au bout de la tige. Afin de pougoiire les équations dynamiques régissant le

mouvement du pendule inversé, on considere lesloooees); = x et q, = 0 qui représente
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Description et modélisation d’'un pendule inversé

les deux degrés de libertés du pendule. On prendneodirection positive de x le sens de

gauche a droite et celui de I'angle est le sensigslles d’'une montre.

1.6.1 Energie cinétique du systéme en mouvement :

Le systeme en mouvement comporte le chadiose déplace linéairement sur les rails et le
pendule qui se balance sur son axe de rotation.

L’énergie cinétique du chariot en mouvement eshdemar I'équation :

1
Ey = 5 M# (1.2)

L’énergie cinétique du pendule est expriméd’pguation :

1

Ecm = Emﬁcz (I 3)

vc : Lavitesse de centre de gravité du pendule

La position du centre de gravité du pendubége rc a partir de ces coordonnées est donnée
par :

Te=(x+1sin )i+l cos 0] (1.4)

D’ou la vitesse du centre de gravité du pemest :

9
V. _dic

: : : .5
c dt:(x+lcos(6)6)f—lesin6j (-5

En substituant les équations (1.5) dargbéion (1.3) on trouve :

E., = %m(}'cz + 2%1cos(0) 0 + 12 cos?(0)6? + 12 sin?(6)6?) (1.6)

Avec simplification, I'équatioiil.6) de I'énergie cinétique du pendule prend deferme:
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Description et modélisation d’'un pendule inversé

Eem = 5m(x2 + 2L cos(0)6 + 1267 (1.7)
L’énergie cinétique de I'ensemble chariot {e2pendule (1.7) est exprimée par :

Ec = Ecy + Eem = ;M3? +~m(42 + 2L cos(6)8 + 1262) (1.8)

1.7.1 Energie potentielle du systeme :
Le chariot étant en mouvement sur un railzorial, seul le pendule en mouvement possede

une énergie potentielle. L’énergie potentielle datee de gravité du pendule est donnée par :

Ep =mglcos 6 (1.9)

1.8.1 L’équation de Lagrange :

d (0L oL
xaq) ~ (Ge) = F (119
Avec :

L : Le lagrangien
dg; : La ™ composante du vecteur de coordonnées généralisées.

dg; : La ™ composante de la vitesse généralisée.

Fi : La force généralisée associéq a q
d (0L oL
() -G =F (1D

1.9.1 L’équation de Lagrange pour le degré de libdé q(t) =x(t) :
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Description et modélisation d’'un pendule inversé

La dérivée partielle du lagrangien suivarmt t s'écrit :
% (Mx + mx + mlcos(6)8 = F (1.12)
D’ou la premiére équation de Lagrange :

(M + m)% + ml cos(8)0 — mlsin(0)0*=F (1.13)

1.10.1 L’équation de Lagrange pour le degré de lib#e q(t) =9(t) :

a(58) ~ (35) = 0 (.14
La dérivée partielle du lagrangien suivéuet t s'écrit:

= (mli cos () +mli?§) — (—mli sin(8) + mgl sin(6)) (1.15)
donc la deuxieme équation de Lagrange est :

ml?0 + mlx cos(0) — mlx sin(8) 6 + mix sin(8) & — mglsin(0) =0 (1.16)
Apres la simplification, on obtient :

ml?0 + ml¥ cos(8) — mgl sin(6) =0 (1.17)

Finalement, le modele de connaissance duragsthariot-pendule est donné par le systeme

d’équations suivant :

(M + m)% + mlcos(8) 6 — ml sin(0) 0% =f (1.18)
ml?0 + mli cos(0) —mglsin(6) =0
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Description et modélisation d’'un pendule inversé

Ce modele peut étre écrit sous la forme decBa(modele d’état non linéaire).pour cela, on
définit les variables d’état comme suit :
x; = x (Position rectiligne du chariot).
X, = X(vitesse du chariot).
x3 = 6 (Position angulaire de la tige).

x, = 0 (vitesse angulaire de la tige).

Le modele d’état non linéaire s’écrit sous la forsw@vante :

X(@®) = fXW)+gXENAY (1.19)

[.11.1 Modélisation du moteur électrique a courantontinu a aimant permanent

commandé par I'induit [12]

Comme le moteur utilisé pour entrainer le charitt en moteur a courant continu a aimant
permanent, le flux inducteur est constant. Le sehéhectrique et mécanique équivalent de

I'induit est donné par la figure (1. 3)
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Description et modélisation d’'un pendule inversé

L®

L 4

40 ' ) .

Figure(1.3)Schéma électrique et mécanique de I'induit

Les parameétres de la machine sont :

R, = 2.5Q: Resistance de linduiL, = 0.0025 H :Inductance de linduit,—25<V, <

2.5:La tension dalimentation de [linduit du moteur )(¥,(t) :Intensite du courant

(A), :Intensite du courant (AK, = 0.05N/A: Constante électrique du moteukK, =
0.05Nm :Constante mécaniqué(t) :fcem J,, = 1.4 X 107°Kg .m? : Moment d'inertie,
C.(t) : Couple résistant C,,(t): Couple moteur f,, = 1076Kg.m?/s :Coefficient de

frottement visqueux,, : vitesse angulaire de I'arbre du moteur [12] .

% Les équations régissant le fonctionnement du madeaourant continu a aimant

permanent sont:
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Description et modélisation d’'un pendule inversé

[.12.1 : Les équations électriques

12.2 : Equation de I'induit :

dla(t)

V.(t) = Ryl + L, + £(t) (1.20)
12.3 : Equation de la fcem
{(t) = K, Q,,,(t) (1.21)
12.4 : Equation mécanique :
de t
Crn() = Jon T2 4 Cp + fnQu(2) (1.22)
12.5 : Equation de couple :
Cn(®) = Kpiy () (1.23)

1.13.1 :Modéle d’état du moteur

En l'absence du couple résistadt.(f) = 0), et en considérant la vitesse angulaire
de l'arbre de moteur comme sortie, puis remplata@aquation (1 .2) dans I'équation
(1.23) et I'équation (1.22) dans I'équation (1.2h)obtient
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Description et modélisation d’'un pendule inversé

Lm —Imey 5 (D

dat Jm Jm
dQ, (t K Rq . 1
Pl = 2200 (0) = 2100 + -V (0) (.24)
Ym = O

Ces équations, écrites sous la forme matriciekempttent d’obtenir le modele d’état de la

machine, il est donné par :

z=Az+BVc
{ y=Cz (1.25)
Avec z=[Qn,i.]"
A=|ln Iml p= H C=[1 0] (1.26)
Lq
La La

Si on considére le courant de I'induit comme étangortie, I'équation dynamique du modele

reste la méme, par contre la matrice de sortieedev

C=[0 1] (1.27)
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Description et modélisation d’'un pendule inversé

1.14.1 : Modélisation du systéme global : moteur-criot-pendule

Le modéle (1.20) décrit le régime transitoire am$emble pendule-chariot lorsque 'entrée
est une force extérieurer . Dans le banc d’essai que nous utilisons, la férest développée
par un moteur a courant continu. Le schémas dguaef 1.4 illustre la relation existante entre le
moteur commande par la tensidp(t) et la forceF permettant 'entrainement du chariot donc le

balancement du pendule .

Figure(1.4) :Relation entre la force mécanique F et la tension V
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Description et modélisat d’'un pendule inverseé

1.14.1 : Expression de la force F en fonction de la tensiatialimentation du moteur V.,

Pour déterminer cette expression et aina& pas rendre plus complexe le modéle
globale de I'ensemble pendule-chariot-moteur, ayligé la dynamique du moteur, par

conséquent, I'équation électrique (1.21) devientemant compte de I'équation (1.21)

[6],[8] :
V. =R, +K,Q., 28)

Et commex = r¢ . @ : étant la position angulaire d’un point quelcongiieée sur le

périmetre de la poulie, et r=0.0027 m : le rayoredgoulie, on obtient :
Lx(t) =T 0(8) = rQu(6) 129
X =T =rQ, (1.29)

la vitesse angulaire du moteur Q,, S’exprime donc par rapport a la vitesse du

chariotx par la relation

Q. =x/r (1.30)

En substituant I'’équation (1.30) dans I'équalip28), I'expression du courant de l'induit

1, S’écrit

Ve Kp .
Ry, TRg

I, = (1.31)

Le couple produit a I'arbre du moteur (I'équatidn2@)) crée une force qui est donnée par

Cm __ Kmlqg
F = - = (1.32)

En remplacgant I'équation (1.31) dans I'équatioi32}. on obtient finalement :

KmKp .

F=2Xn
2R,

TRq

(1.33)

c
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Description et modélisat d’'un pendule inverseé

14.2: Modéele d’état de I'ensemble chariot-pendule

Afin d’obtenir le modele d’état de I'ensemble clo&qpendule, on utilise une nouvelle
fois le modele (1.20). OK (t) = [x;(t) x,(t) x3(t) x,(t)]" est le vecteur d'état,
f(t) est I'entrée appliguée au pendule. L’expressionnthdele sera sous la forme

suivante :

X1 X2
X, —mg cos(x3) sin(x3) + mlx3 sin(x3)
X3 M + m sin?(x3)
X3 X4
(M + m)gsin(x3) — mlxZ cos(x3) sin(x3)

(M + msin?(x3))l

0
1
/ M + msin?(x3) \

+ 0 f (1. 34)
cos(x3)
(M + m sin?(x3))l

On pose :

F = (M + msin?(x3))u — (mlsin(x3) x? — mg sin(x;3) cos(x3)) (I.35)

Avec u une commande auxiliaire.
On obtient les expressions des champs de veﬁt*e(LX(t)) et g*(X(t)) simplifices

suivantes :
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Description et modélisat d’'un pendule inverseé

fr(X®) = X3

g sin(x3)
l

0

g (x®) = (1)

_cos(x3)
l

14.3 modele d’état de I'ensemble moteur-chariot-petule

(1.36)

Afin d’obtenir le modéle d’état de I'ensemble maotehariot-pendule, on utilise une autre

fois le modele (1.18), le vecteur d’état est :

2=1[212,2324)" = [x%606]

(1.37)

Apres quelques manipulations mathématiques, ormtbld modele non linéaire (1.38) ou

la grandeur de commande est la force F.

oS Z3

( Z,=17,
Z, = —ON z m g Z3 sinZ
27 RN —m?2i2cos?Z3 > hN —m212cos2Z, €043 Sin 43
mld cos Z; mlIN sinZs ) FN
+ 4 i+ (1.38)
hN —m?21?cos?Z, hN — m?21?cos? Z hN — m?1?cos? Z
Z3 = Z4
\ . mgl d mlb cosZs m313g cos? Z5 sinZ,
Z4=_San3__Z4_+ 212 2+ 272 2
N N hN — m?l? cos Z4 N(hN — m?l1? cos? Z3)
m?21? cos? Z; m?l?cosZ3 sinZs _,
N(hN —m212 cos?2 Z3)"* AN —m212cos?2Z; * hN —m?2I2 cos? Z,
V1=12;
Y2 =23
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Description et modélisat d’'un pendule inverseé

1.1.15 Conclusion :

Le pendule inversé est un systéme non lingtireous-actionné. Il est souvent utiliser
pour tester I'efficacité de nouvelles commande&sCpour cette raison que nous l'avons
choisi comme application, afin de mettre en évidehefficacité de notre stratégie de

commande.
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Commande par retour d’état

[.1 Introduction :

La commande par retour détat est a la commandes dsysttmes modélisés
par leur représentation d’état, ce que la bouclende est aux systemes représentés par
une fonction de transfert. L'idée consiste toujowrspiloter le systeme par un signal de
consigne et a geénérer automatiquement le signal cdenmande en confrontant en
permanence la valeur de la consigne et le compertenméel du systéme. L'écart entre
consigne et comportement réel sert de base auls@gmacommande du systéeme. Dans la
commande par retour détat, nous n’allons pas meesue signal de sortie pour le
boucler sur [l'entrée, mais nous allons nous serdin vecteur d'état complet pour

prendre connaissance du comportement du systeme
II.2. La commande par retour d’état pour les systeras [13],[14],[16],[17],[11]

L’idée principale de la linéarisation par retouétdt et de la transformer les dynamiques d’un gyste
non linéaire en dynamique linéaire a I'aide d’'umamfpement de coordonnées sur I'état du systeme et
d’'une commande par retour d'état de sorte quedelnique de contrdle linéaires peuvent étres

appliguées.

2.1. Objectif

L'objectif de cette commande est d’obtenir un systénéaire en boucle fermée.
2.2. Outil mathématique

Modele :

{)’( = f(x) + g(x)u
y =h(x)

(I.1)

U : Vecteur d’entrée du systéme

h(x): Fonction analytique de

fetg: Champs de vecteurs supposés infiniment différeletsa

Pour faire la linéarisation d’un systeme non linéain utilise les notions de base de la géométrie

différentielle telles que la dérivée de Lie, craothe Lie, le difféormorphisme.

2.3. La dérivée de Lid4]

Noter
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Commande par retour d’état

Leh() = Z .F(x) = Vh(x).f(x) (11.2)

_ f1 (X) -
f2 x)

_ [csh(x) ch(x) csh(x)]
T loxg oxz 7 oxg

(11.3)

£, tx)_

2.4. Crochet de lie

Soient f(x) et g(x) deux champs de vecteur

of(x)
oX

[FG]= 22600 - % 2g(x) (11.4)

2.5. Difféormorphisme[4]
Le changement de coordonnges @(x) est un difféormorphisme
@(x)est difféormorphisme au voisinage d'un poingsi et seulement si la jacobéenne de

@(x)évaluée urx, Est une matrice inversible.

2.6. Distribution [4]

Une distribution notéeA(x)est un espace vectoriel engendré par des champsecteurs
£1(%), £2(X) v vee e e v e e fg(X)

2.7. Théoréme de Frobeniuf]
Définition(1) :
Soit F= [f; ............fpJun ensemble de champs de vecteurs linéairemenpendants défini
dan®,. F est compléetement intégrable si et seulement eXiste (m-n) fonctions
scalaired, h,, ... ... ....h,_,, qui satisfont les équations différentielles pdiggedéfinies par
Vhifi(x) =0 Vx avec 1<i<n—-metl<j<m (1.5)
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Commande par retour d’état

Définition(2) :
A(x) = span([fi(X) o cev ver ver e et e ee v e fn (X) ] (1.6)
Est involutive si tout crochet de liefi(x),fj(x)] € A(x)est lineairement dépendant des

[£y oo oo fin] -

Théoréme [8]
Soit F un ensemble de champs de vecteurs linéamemaependants. F est completement intégrable

si et seulement s'il est involutif

2.8. Linéarisation au sens entrées-état d'un syst@&mmono variable

Soit le systéme non linéaire d'ordrdécrit par les équations suivantes :

x = f(x) + g(x)u (I.7)

Il s'agit de vérifier si on peut trouver une tramsiation de coordonnées@éx)

(Difféeormorphisme) et une transformation non liméaide la commande de la forme
u=ax)+BxV (11.8)

De facon a obtenir des relations linéaires entneolavel étatz et les nouvelles entrées v calculée a

partir de la dynamique désirée du systeme.

Théoréme : [13],[14],[16],[17],[11]

Un systéme mono variable de la forme(2) estptetrement linéarisable entrée-état si les deux
conditions sont satisfaites :
1) Les vecteurs [gd¢g, ad?g, ... ... ... euv o.. ... ... adf ~2g] SONt linéairement indépendants.

2) LadistributionA= span[g, ad¢g, adfg, .. ... ... . ... ... ..adf ~“g] est involutive,

2.9. Etapes a suivre [5]

La linéarisation au sens entrée-état ests@&aken quatre étapes.
1) construire le champ de vecteurddyg, ad?g, ... ... ... ... ... ... ..ad}2g] Vérifié les conditions de
commandabilité et d'Involutivité.
2) choisir le premier élément du nouveau d’état zager a respecter les conditions :
V,,adig =0 (1.9)
V,,adm-1g # 0 (1.20)
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Commande par retour d’état

3) construire le nouveau vecteur d'état  z(X)Z; 1fzq . ver v e ee e 11z ] @INST A
transformation de la commande définie pan(g + B(x)v.
Avec :

n
fZ1

ax) = B&x) =

17z, 1"z,

Et v est la nouvelle entrée du systéeme calculé&tir ple la dynamique de I'erreur désirée.

On va démontrer cette procédure dans I'exempleastiiv

< Exemple :[5]

La figure (2.1) montre une configuration pendulendsystéme moteur-charge.
Le moteur entraine un pendule. Un tel systéme gteeitreprésenté par un modele non linéaire du

deuxiéme ordre.

x = f(x) + g(x)u (1.12)
0 w 0

X= f(x) :[_ b — Merlsin Ol 9(x) F,
w ] ] 5

1 : longueur de la tige

l g, :gravité

. Charge de masse M

Figure (2.1) : Configuration mécanique du systeme moteur-charge.
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Commande par retour d’état

Solution :
= La premiére étape consiste a vérifier la linéarigaldu systeme. Dans ce sens nous pouvons

démontrer que les deux vecteurs

V,,adeg(x) = %f(x) - %g(x) (11.12)

L] 0
B gx) = 1
Z J

VZladf g(X) =

N

Sont linéairement indépendants.
= on vérifie que I'ensemble (g) est involutif, Le teyse est donc linéarisable au sens entrée -

état. Le premier élément du nouvel étar est choisi de sorte que

021

Vz,8=0 ——o

021 1_
XO+%XT—O (”13)

Vzladfg¢0—>%x%+%><]%0 (11.14)

alors : z = [Z,LgZ,]T = [6 w]Tdevient lenouvel état du systéme.

En posant :

2
a(X) = ——2L = Bw + Mg, sin 0 (11.15)

lglfzy

1

Bk = — =] (11.16)

lgl%zl

La loi de commande linéarisante devient :

u = [Bw + Mg, 1sin0] + Jv (1.17)

[1.3.1. Linéarisation au sens entrées-sortie d'unysteme mono variable

Lorsque la linéarisation au sens entrée-€tt rpas reéalisable, il est possible de faire une

linéarisation au sens entrée-sortie.
3.2. Notion de degreé relatife[13],[14],[16],[17],[11]
Considérons le systeme non linéaire monovariabl@st:

{J'c () = f(X) + g(x)u {u(t) €N (11.18)

y(t) = h(x) y(t) € R
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Commande par retour d’état

g1 f1

glx) =|: : fx)=1: (1.19)
In f1

Définition :

On appelle le degre relatif du systeme donne par I'équatibhg) au pointx,eD si seulement

si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

Llfh(x) =0 O<k<r-1 (11.20)
LIf 'h(x) # 0 (1.22)

Remarque :

D’une maniére générale, le degré relatif égal edf® de dérivation qui doit étre appliquée a la
sortie afin d’avoir une dépendance explicite datlée.

Pour les systémes linéaire, le degré relatif regmes la différence entre le degré du
dénominateur et le degré de numérateur de la fomde transfert.

Le degré relatif nombre de fois qu’on dérive lartie pour apparaitre I'entréd, nous dérivons
la sortie du systeme d’équation :

dym(t)
dt - _amYm(t) + bmuc(t)
on obtient:
y= —Zx (11.21)
y = —l; (fx) + g®w) (11.22)
y= —2 f(x) + %g(X) (11.23)

Ich(x) = 0 On fait n dériver jusque on trouygh(x) # 0 donc le systeme est commandabls r on
adeuxcas:

eCaslr=n
Lorsque on trouve que le degré relatif égale aélmahtions de notre systeme, le systeme effectué
une linéarisation qu’on se fait en deux étapes :
a) La mise du systéme sous la forme normale

b) Le retour d’état linéarisant.
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Commande par retour d’état

On peut donc trouver la forme normale du systemapgtiquant le changement de coordonnées (un
difféormorphisme)(x) = [@1(X), . cvv ver . Dy ]

z; = h(x) = 0:(x)
2, =lh(x) = 0,(x)

. (1.24)
| &= F7'h(x) = 0,(x)
Dans les nouvelles coordonnées,f ,.....z,), le systeme (1) s’écrit :
2y =7
Zy = Z3
(11.25)
Lz, = a(x) + b(x)
Retour d'état linéarisant :
u(x) = — (—a(x) +v) (11.26)

B(x)

La forme équation (I.6) correspond a un systéemédlire et controlable; elle est appelée la forme

canonique Brunovsky :

2, = Az + bv (11.27)
010000 07
0 0
. 1o
A'. b‘o
. 1 0
L00000O0 1

Remarque:

Les valeurs propres de la matrice d’état sont tontéles, d’ou l'instabilité du systeme
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Commande par retour d’état

s Exemple :

0 eX2
X = X1+X% + |e*z|{u
X1 — X2 0
y=X3
Le degré relatif :
e*2
_ ey = [anon o] |7
lgh(x) = axg(x) - [6x1 9x; 6x3] [602]

e*2
=[001] [exz] =0
0

eX2
dl¢h
lgleh(x) = fa—x(x)g(X) =[1-10] [eXz] =0
0

eX2
lglgh(x) =[-1 - 2x, 0] [eXZI = —(1+ 2x,)e*2
0
LIfh(x) #0 - r=3=n
Changement de coordonnés :

z; = h(x) =x3 = 0;(x)
z; =lth(x) = %1 —x, = 0,(x)
23 = 1fth(x) = —(x; —x3) = 03(%)

X3
?(x) [ X1 =X ]
(%1 — x5)
Difféormorphisme si;%est inversible delgg * 0).

Forme normal :

(11.28)

(11.29)

(11.30)

(11.31)

(11.32)

(11.33)

(11.34)

(11.35)

(11.36)
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Z; =X1—X; =173
23 = _X.l —_ ZXZX.Z (”37)
Z3 = —e®2u — 2x,(x; + x5 + e*2)u

73 = —2%,(x; +x3) — (1 + 2x,)e*2u

Le feedback linéarisant :

u(x) = ﬁ —a(x) +v) (11.38)
u(x) = m(ZXZ X +x2) + V) (1.39)

Le systeme on boucle fermée :

21 =2Z
7, = 7, (11.40)
Zz = U

e Cas?2:r<n

La linéarisation partielle correspond a un degtétifer inférieur a lI'ordre du systéme r<n la

forme normale est représentée par les fondhj()rﬂslfh(x),...........l}‘lh(x), donnent les r

premiers composants du difféormorphigite). Les (n-r) composantes restantes sont choisies de
sorte que :

150;(x) =0 avecr+1<j<n (1.41)
Ce chois est justifie pour les raison suivante :

Le systeme d’équation (11.38) donne le nouveauesygstde coordonnées, s’écrit :
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( Zl - Zz
7y = Z3
Zy_1 = Zy

zr = a(x) + b(x)

. d@riq _ 00r4q .
Zprq = =—2= %
r+1 dt ax

) _ 0ra 001 (11.42)
= e f(x) + 2et g (x)u
Zryr = 1i@rp1 (X)) + 1g(Z)r+1(X)u
Zryz = 1iDrp(X) + 1g(Z)r+2 (xu
\ Zn = 1§D (%)
Le retour d’état linéarisant :
u(x) = ﬁ (—a(x) +v) (11.43)
Systeme en boucle fermée :
( Zy =727y )
Z2 =23 (1.44)
y
Zr =V Y
) Zrp1 = 1§Dy (X)
Zryy = lf®r+2(X,
: (11.45)
’
\ 2y =10, (%)

La linéarisation entrée-sortie partielle, décompessysteme d’équation (I1.41) en deux parties:
a) Une part linéaire sous forme canonique (partieree), qui donnent une relation différentielle

entre I'entre et la sortie.
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b) Une partie interne non observable représerdédepsysteme d’équatian= g(n, §), cette partie

est appelée la dynamique interne.
3.3. Dynamique interne [5]

La dynamique de la partie non observable équatie#d] est appelée la dynamique interne. La

stabilité de cette dynamique est exigée pour laticné de la commande. Pour un systéme linéaire, la

dynamique interne est stable si les zéros de latifton de transfert se situent dans le demi-plan

gauche du domaine complexe. Par analogie, on intréal notion de la dynamique des zéros pour

étudier la stabilité de la dynamique interne d'yst&me non linéaire.

s Exemple:

_X1 eXZ
X = [Xlxz + (1 |u
X5 0
Yy = X3

Solution :

« Degré relatif :

eXz
lyh(x) = [001] [1 ] =0
0

ex2
lyleh(x) = [010] [1 ] =1
0
Donc r=2<n
Présence de la dynamique de zéros

% Changement de coordonnée :
z; = h(x) = x5
Zy = leh(x) = x;
restz; = @3(x)

a<z)3 293 awg] —0
axl axz aX3

Une solution :

D3(x) =1+ x; +e*2

(11.46)

(11.47)

(11.48)

(11.49)

(11.50)

(I1.51)
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Z1:x3
Zy = Xy
z3 =1+ x; +e*2

@(x)Difféormorphisme

20 0 01
~-101 0 (1.52)
X
1—e*20
310 s .
deta = -1 VxeR3 - @estundif féormophisme
( Z.l = tx:; = xz = Zz
Z'z =.X:2 =X1X2 +u
423 = _.x:l - exz (X1X2 + u) (”53)
I Z3 = —x1 - X1XZex2
k Y=z
Z.l = Zz
{Z.Z = X1X2 +u (”.54)
Partie cachée {Z; = —x; — x1x,%2 (11.55)
Retour d'état linéarisant :
1 1
u(x) = @(—a(x) +v) = ;(—X1X2 +v) (1.56)
u(x) = —x4X, + v (1.57)
Systeme en boucle fermée :
Partie Iinéaire{ A=z (11.58)
Z, =V

Partie cachégz; = —(z3 + 1 + e%2) — (z3 + 1 + e*2)z,e?2 ——> la dynamique de zéros

Il.4. Commande Linéarisante:
Dans sa forme la plus simple, Feedback linéarisatamcerne a simplifier les non linéarités dans un

systeme non linéaire de telle facon la dynamiquicertlie fermée soit lin€aire.
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Nous allons essayer de montrer cette idée suniipbeesuivant:
Soit un systeme non linéaire décrit par la dynamispivante:
ax = u— by/2gx (1.59)
Ou a, b et g sont des constantes.
U la commande du systeme.
X I'état de sortie du systeme et sgjtla sortie désirée du systeme.
Si u(t)est choisie comme:
u(t) = by/2gx + av (11.60)
Avec v est une nouvelle entrée appelée dans la littéraemerée équivalente” que nous devons

définir, alors la nouvelle dynamique sera linédieda forme

X=v (1.61)
Choisissant v tel que :
v = Xq-Kp[x — x4l (11.62)
Choisissant tel que:
v =Xq — kp[x — xq] (11.63)

Donc I'équation (11.61) devient:
X —xq — kp[x — x4] (11.64)
Posanty — x = equi est I'erreur, donc la dynamique résultantearcle fermée sera:
é+kye=0 (1.65)
k, Doit étre une constante strictement positive pque l'erreur e(t)converge vers zero, donc
e(t) » 0 quandt - 0
En basant sur cette analyse, la loi de commandédiméaire est donnée par
u(t) = by/2gx + a[xq — kpe] (11.66)
Notons que dans la loi de commarde y,, —y le premier terme est utilisé pour compensepla n
Iinéaritéb\/z_gx , tandis que le deuxieme terme est utilisé posuras la poursuit de la trajectoire
désirée [8].
L'idée de la commande linéarisante est d’élimimsr hon linéarités et d'imposer une dynamique
linéaire désirée. Elle peut étre appliquée simplgnaeune classe de systemes non linéaires décrits
par ce qu'on appelle la forme compagne si sa dynaenest représentée par:
x™ =f(x)+g(x).u (1.67)

Page 32



Commande par retour d’état

N P . s, . T
Ou u est I'entrée de commandes R ET x € R™ est la sortie considérées [x, %, ...x™™D] est le
vecteur d’état, et f(x)et g(x) sont des fonctiominéaires dans l'espace d'état, I'équation cénéed
e = ym — YV peut étre réécrite par:

X1 X2
%I"Zl - T (1.68)
Xn f(x) +g(x).u

Pour ce type de systeme, on suppose que g(xifiésedte de zéro.

Alors, la dynamigue du systéme sera comme suit
x"=v (11.70)
Et pour que la dynamique soit linéaire et statdatiée équivalente v doit étre
v = xc(in) —Kype—K,.é —K,_;.e®™ D (1.71)
Avec leskK; sont choisis tel que le polynora + K,,_,e™ D+, +K,e=0 soit stablec,(t)
La trajectoire désirée eft) = x(t) — x,(t)est lerreur de poursuite [8]

Remarque:

Des résultats similaires peuvent étre obtenus stddaire x est remplacé par un vecteur et le

scalaire b par une matrice carrée inversible.

D'une maniere générale, si le systeme est d'ordeedynamique est donnée par:

-1 (n) T
u g(x)[ fx)+x;7 +K e] (1.72)
Avec K&K, 1 ...K;] et e=[eé ...e™ 1]

Cela nous permet d’obtenir la dynamique stabléetteelur suivante :

e + K, e V+ 4K, e=0 (1.73)
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Exemple

Soit un systeme non lineaire mono variable affiaerppport a I'entree defini par :

0 e X2
X =|x; +x5 |+ |e" ]u (W7
Xl_XZ 0
Yy =X3
Calcul du degreé relatif :
e Xz
lgh(x) =[001] [egz ] =0 (1.75)
e X2
Irh(x) = [0 0 1] [e* ] =0 (11.76)
| 0
X
LIfh(x) =[001] |1 ] =0 (11.77)
10
0
oh(x) = [1—10] % +x3 [ = —(x, +x2) [(:)]
X1~ X2
e X2
Iyh(x) = [-1 — 2x, 0] [eXZ ] = —eX2(1 + 2x,) # 0six, # ‘?1 (1.79)
0

r-1=2=> r = 3 le degré relatif du systeme est égal @imension du systéeme).
Effectuant, maintenant le changement de variable :

Zl = h(x) == x3
Zy=lh(x) =% —y, (11.80)
z3 = IFh(x) = X — X3

Afin de verifier si la matrice de la transformatide cordonnées est un difféomorphisme, nous
calculons sa matrice jacobienne
0 01
@ = [O -1 O]

0x |1-2,0
Cette matrice est difféomorphisme si et seulement & _?1

Le systeme dans les nouvelles coordonnées s’écrit :
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= lrh(x) + l;h(X)u = 2,
Z, = lfh(x) + lglfh(x)u = z3
i = Ph(x) + lglfh(x)u = =2(x; +x3) ~ e*2(1+ 2xp)u (1.81)

\

Bouclage linearisant :

u(x) = ﬁ( a(x) +v) (11.82)

avec :
a(x) = —2(x; +x3)
B(x) = —e*2(1 + 2x,)

en boucle fermée le systeme s’écrit :

0 10
Zz 0 01
0 00

0
0
1

v

Qui représente un systéeme linéaire et commandable.

[1.5 Le retour d'état k

La commande par retour d’état est a la commandsydt&mes modélisés par leur représentation
d’état, ce que la boucle fermée est aux systenpedsentés par une fonction de transfert. L'idée
consiste toujours a piloter le systéme par un $ig@@onsigne et a générer automatiquement le
signal de commande en confrontant en permanenaddar de la consigne et le comportement réel
du systéme. L'écart entre

consigne et comportement réel sert de base au sig@mmande du systeme.

Dans la commande par retour d’état, nous n’alp@asmesurer le signal de sortie pour le boucler
sur I'entrée, mais nous allons nous servir du wea&tat complet pour prendre connaissance du

comportement du systéme.

11.5.2 PRINCIPE DE LA COMMANDE PAR RETOUR D’'ETAT
Le principe est de déterminer une commande tekel@gipdles du systeme de la fonction de transfert
du systéme bouclé soient convenablement placédepien complexe et satisfasse des

spécifications d’amortissement, de rapidité...
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Les pobles de la fonction de transfert étant leswal propres de la matrice d’état, le but est dienc

réaliser un asservissement modifiant convenableraenatrice d’état du systeme

u(t) — [A,B,C,D] —> ()

Figure (2-2pysteme en boucle ouverte
Soit un systeme décrit par I'équation d’état suivan

{J'c(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

(11.83)
u(t) =r(t) — Kx(t) (enboucle ouverte)

Le signal de commande du systeme (autrement darf& doit étre construit en
soustrayant au signal de consigne un signal quertiédu vecteur d’état. Ce vecteur d’état étant
composé da Signauxx, (t), x,(t), -+ x,(t), on le multiplie par un vecteur ligne (K) appelé teer

de gain pour pouvoir effectuer cette soustract@ma alors :

K =T[kiky o k] (11.84)

u(t) =r(t) —Kx(t) =r(t) — [k ky ... ky] (11.85)
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r(t) u(t) :
—;Q ~ systéme

Yy XV

V()

K

Figure (2-3) : Bouclage du systéme par un vectede gain

Les équations du systeme en boucle fermé sont :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
u(t) =r(t) — Kx(t) (11.86)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
L’équation d’état du systeme en boucle fermé gécri
x(t) = Ax(t) + B[r(t) — Kx(t)] = [A — BK]x(t) + Br(t)

Par conséquent, la matrice d’état du systéeme eddfermé vaut(A — BK)

La dynamique du systéme bouclé est donc fixéegsardleurs propres de la matrige— BK) ; ces

valeurs propres sont les racines de |'équationctamiatique :

det(pl — (A—BK)) = Q(P)a—px =0 1.8I7)

[1.5.3 RESOLUTION DU PROBLEME PAR PLACEMENT DE POLE S

On considere le systeme supposé commandabiedx + Bu et on cherche un régulateur pour ce
systeme de la forme = r — Kx ,our est la nouvelle entrée. Il est |égitime de voubbioisir la

matrice de régulation de facon a imposer les pidillesysteme bouclé. Ce probléme est équivalent a
imposer le polynébme caractéristique du systeme.¢g@i) le polyndme désiré, que I'on supposera

bien sar de degré n. il nous faut résoudre I'égugbdolynomiale :

det(pl — (A — BK)) = ¢(p) (11.88)
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Dite de placement de péles. Cette équatiohgtraduire en j équation scalaires. Rappelons en
effet que deux polyndmes de degré n et unitaire- a,,_p™ 1 + -+ a etp™ + b,_p" 1 + - +
b, sont égaux si et seulement si leurs coefficient$ ous égaux, c'est-a-direasi_, =
b,_1,..,a9 = b, . Noter systeme des j équations possede m.n inesrgqui sont les coefficients
kij, ie{1,..,m},je{1,..,n}. en fait, unes seule matrice solution K nous suffit.peut donc fixer

(m-1) éléments de K afin qu’il ne nous reste plus g inconnues. Mais le systéme obtenu n’est pas
toujours linéaire.

Tout est simple lorsque le systéme possedaseule entrée. En effet, I'équation polynémiale
(11.88) se traduit forcément par un systemendeguations linéairesrainconnues qui admet une et
une seule solution (car le systeme est commandable)

Dans le cas ou le systéme posséde u entrées, bohmisir K de la forme :
K = BK, (1.89)

Ou la matriceB(m x 1) est choisie arbitrairement de fagon a conserveotamandabilité et a

solliciter les entrées les moins codteuses. Latijédty = [k, ..., k,] est la matricd x n a

déterminer. Le systéme polynémiale (11.88) se titagdlors par un systéme linéaire ke ..., k,, .

[1.5.4 APPLICATION DE LA METHODE PLACEMENT DE POLES

Nous allons ici illustrer la résolution de I'équatipolyndmiale (11.88) lorsque le systeme n’admet

gu’une seule entrée. Les méthodes proposées iessiéent des calculs assez fastidieux.

Considérons par exemple le systeme :

1 4 -1 2
X = (6 -1 3>x +| 3 |u (11.90)
2 2 =5 -1

Que I'on cherche a stabiliser par un retour d'é&ta forme :
u=r—Kx (1.91)
Avec
K = (ky k3 k3)

Cherchons K de facon a ce que ce polyndme carstif@e ¢ (p) du systéme en boucle fermee ait

pour racines -1, -1}21+3, c'est-a-dire :
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@ =@+DE+1+2))(P+1-2))
() =p*+3p*+7p+p
det(pl —(A- BK)) = ¢(p)

p 0 0 1 4 -1 2
det(10 p 0 _<6 -1 3)"‘ 3 |(kr ky k3))=p*+3p*+7p+5
0 0 p 2 2 -5 1

On obtient le systeme linéaire suivant :

2 3 -1\ [k 5 3
(25 21 10> ky |+ =29 |=|(7 (11.92)
41 72 717 \ks —-129 5

2 3 —1\Y'//3 5 1.4227
(25 21 1o> (7)—(—29) =<—0.94158) (11.93)
41 72 71 5 -129 2.0206

K =[1.4227 —0.94158 2.0206]

Aisi

k,
ks

Soit :

1.6 Conclusion:

Nous avons montrés dans ce chapitre les differapesoches de la commande par retour d’état , qui
peut étre utilisée de deux manieres, soit en bdecheée ou ouverte, la ou on a constaté que @est |
commande par retour d’état en boucle fermée quileegilus utilisée du fait qu’elle permet le
maintient d’un fonctionnement correcte du proceéuéme en présence de fortes perturbations, ou
lors du changement de consigne .

On a vu que la commande par retour d’état a éliéads dans différents domaines pour amélioré les
performances du systeme.

On a illustré aussi les concepts théoriques dgetanétrie différentielle telle que la dérivée de,Li
les crochets de Lie, le diffeormorphisme, le degiatif. Sont les bases de la linéarisation payuet

d’état pour les systemes mono-entrée mono-sont&J5
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On a vu les deux type de cette commande afiisgtion au sens entrées-sortie, linéarisation au
sens entrées-états on des propriétés différantlmai®ut d’obtenir un systeme linéaire en boucle

fermé.
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[11.1 Introduction :

Le pendule inversé est un systéme sous-a&i@yant moins d’entrées de commande que les
variables de configuration. Il a été largement éudlans divers domaines tels que la robotique,
l'ingénierie marine, le génie aérospatiale, etcpgrticulier, il ya eu beaucoup de recherches sua |

stabilité, la contrélabilité et le contréle nondaire des systémes sous-actionnés.

Dans ce chapitre nous présentons la misewre d’'une loi de commande d’'un pendule inversé.

Cette loi de commande est basée sur le retourtd’éta

Pour valider la loi de commande congue, unie sk résultats de simulations sera présentédii la

de ce chapitre.

[11.2.1 Commande du systeme

Le pendule inverse libre (aucune force appliquéssede deux points d'équilibres . le premier p@int 0) qui
correspond a la position verticale de la tige espaint d’équilibre instable et le second pothtH «r)
point d’équilibre stable .I'objectif de commandé ée stabiliser la tige du pendule sur la position

verticale ¢ = 0).
2.2 Commande basée sur la linéarisation numérique aotir du point d’équilibre :

Une des approches de commande des systémes rairelinéonsiste a élaborer les lois de commandes
sur la base du modele linéaire obtenu par linéésisaumérique autour du point d’équilibre conseler
cette approche reste valable uniqguement au voisidagoint d’équilibre (commande locale ). La
linéarisation numeérique est basée sur le développede Taylor des champs de vect)é(JX’(t)) et
g(X(t)) autour du point d’équilibre . les termes d’ordupérieur a deux de ce développement sont
négliges .la linéarisation numérique du systemeliméaire (1.37) autour du point d’équilibkg =

[0 00 0]" donne lieu au modeéle d'état linéaire :
X=AX(t) + Bu(t) (3.1)

Ou X(t) représente les petites variationsXde) autour de 0. La matrice d’état (dévolution) est la
jacobéenne dﬁ(X(t)) par rapport & evaluer au point dequilibre et le vecteur de comue® et le

vecteur prise pa[g(X(t)) au point d’équilibre . les expression de A et Btstonnées par :

Page 41



Résultat et simulation

B =

0
1
0 (3.2)
-1

b

I
oo oo
oo or
~leoco ©
o roo

T
Si on choisit comme sorties la position du chagtda position angulaire de la tige, alors I'éqoatde

sortie du modeéle d’état s'écrit :

=0 )=( 0 7 0*® (3

En remplacons les parametres par leur valeur rigoes, nous aurons :

01 0 0
a=|0 0 705339 0.0045 B =[0 0.4218 0 —0.9070]" (3.4)
0 0 222449 —0.1890
_[1 000
C_[o 0 1 0]

2.3 Commande par placement de péles

La premiére commande est une commande par placel@gdies par retour d’état. Cette commande est
quasi linéaire. Soient les poles désires en bdeateée (-2, -1, -3, -0.5).

Alors la commande par placement de pblesigs) = —KX(t) avecK = [-0.3372 — 1.2953 —
40.2247 —7.5602]

I1l. 3.1Modele sous « matlab-simulink » et résultats demulation :

moteur-chariot-pendule , il est A partir de I'édaat(l.38) on a construit le schéma de simulatiomss
« matlab-simulink » de I'ensemble présente paigiaré (3.1).
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MATLAB I8
M — ]
unction E ', |
1 0 | P _I*“”E P lela
0
ot
» MATLAR 12
Function
kiR 3 | telzp
bt .
1 xp
B
¢ Multplcateur | Additioneur MATLAR @
| ;" Function I !
s brr—
WriteRs S| 0 —h W b
™
% L 0
o3
P (4
E!Er : D

Figurd.1 : schéma de simulation du modele de I'ensemble pernchdriot-moteur

Les figures (3.2) et (3.3) montrent les résultasidhulation obtenus en appliquant a I'entrée une
tension sous forme d’une impulsion 0.01v, de dOrés, pour deux condition initiales différentes,

la premiére correspond a la position instable dudpke, la seconde a sa position stable.
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3.2 Résultats de simulation :

cart position
0.2 T T T T T | T T

O o e T h e e e
T PP

105 '

Figure (3.2) résultat du simulation du modele non linéaire £0=0 0 0 ] (chariot)

angle

" | I !
Figure (3.3) résultat du simulation du modéle non linéaire C0=0 0 0 ] (pendule)
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31414

31412

EREY

31408

Figure (3.5) :résultat du simulation du modéle non linéaire 00 0x 0] (pendule)

Ces resultats illustrent la complexité du medges figures (3.2) et (3.3) montrent que lordgue

pendule est initialement en position instable héfite 0), il se stabilise apres un regime trasitoire dans

sa position d’équilibre stablé = ). Les figures (3.4) et (3.5) montrent que, lorstupendule est

initialement dans sa position d’équilibre stalfle{ ), il faut noter également qu’une fois la barre en

position @ = m), le chariot continus a évaluer dans les deuxaquaque soit la position initiale du

pendule, a cause de I'effet de balancement du pendu
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I11.4.1 Stabilisation du pendule par retour d’état :

Puisque la commande de redressemniest utilisée que pou redresser le pendule & un
position verticale, elle ne permet pas de mainteaistabilité dans sa position d’équilibre instalble
probleme de stabilisation est le deuxieme problguoiig faut résoudre lorsqu’on commande le pendule

inversé. Dans ce travail on utilise les technigqieesommande par retour d’état.

De nombreuses méthodes de commdesigrocessus utilisent le principe du retour ad’ét
(commande optimale, placement de péles.....). Lecimnde cette commande est de déterminer une
commande telle que les pdles du systeme bouclétsaenvenablement placés dans le plan complexe
et satisfasse des performances de précision, dgidité, de stabilité. Les pbles du systeme demt
valeurs propres de la matrice d'état, le but eshcdde réaliser un asservissement modifiant

convenablement la matrice d’état du systeme.

position

zortie

teta

CoMiMmande

etats

Subsystem

O—

Clodk

To Workspace

Figure 3.6 : Schéma de simulations de redressement et de séioifi du pendule inversé par le
retour d’'état
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4.2 Résultat de simulation :

-0.1 : - '
0 5 10 i 0 5 10
Temps (s) Temps (s)
Figure (3.7):la position du chariot Figure (3.8):I'angle du pendule inversé

Les figures (3.7) et (3.8) montrent queyisté&me pendule inversé linéaire se stabilise atid®b s
tout en respectant les contraintes imposeées. Ehleftléplacement du chariot ne dépasse pas leedim

physiques du rail.

La figure (3.6) représente le schéma deilsition du modéle non linéaire avec une combinagson
la commande de redressement et la commande dkssiatnn . Dans cette figure, le bloc commande

contient un signale d’horloge qui donne l'inforneettisur zone atteinte par I'angte.
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Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présemecede sur lequel nous avons travaille,
Il s’agit du pendule inverse. En effet, 'objeal# notre travail, est de commander le

pendule inverse a I'aide de la commande par ret@tat.

Nous avons d’abord modélise le systgmis le linéariser par la commande par

retour d’état. Par la suite, nous avons exposddesrs résultats de simulation ainsi leurs
interprétations.

On constate par cette étude, queskhoae par retour d’état est une technigue
puissante pour la commande de ce type de systeme.
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Le travail aborde au cours de ce projet porterggdiement sur la commande d’'un
systéme non linéaire .

La procédure la plus élémentaire pour synthétiserabmmande pour un systéme non
linéaire est d’obtenir un modéle linéaire de cet&sye autour d’'un point d’équilibre en
utilisant les jacobiennes des fonctions non lireaitervenant dans les équations décrivant
le systéme, cependant, en dépit de sa simpliatée procédure contraint le contréleur a
agir dans un domaine tres restreint au voisinageait d’équilibre. Ceci conduit a des
performances en boucle fermée souvent mediocres.

Nous nous sommes intéresses particulierement ammendes linearisantes par
retour d’état. I'intérét de ces stratégies résidesde fait qu’'une fois le systéme linearise,
on peut lui imposer un comportement d’'un systeméadire par injection de nouvelles
commandes additionnelles. D’autre part, le bouclaggrisant est détermine a partir du
modeéle non linéaire exacte et ne nécessite pasappximation numérique autour du
point de fonctionnement.

Cependant, il n'est pas toujours aisé de concealasrbouclages linearisant. En effet,
I'existence meme de ces bouclages est assujettés aonditions souvent non satisfaites
par le systeme. Dans ce cas, on a recourt a deslages linearisants de maniére

approximative.

Dans ce travail, nous nous sommes intérest&s@nmande d’'un pendule inversé qui

est un systéme non linéaire et sous-actionné.

Dans le premier chapitre, nous avons présémtpendule inversé, a savoir, sa
description, I'intérét de son utilisation, quelquieavaux de recherche effectués sur sa
commande, ainsi que sa modélisation dynamiqueeguia été déduite a partir du

formalisme d’Euler-Lagrange.

Dans le second chapitre, nous avons donnéineipe de base de la commande par
retour d’état.

Dans le chapitre 3, nous avons calculé la cant® par retour d'état, qui a été
implémenté sous MATLAB afin de faire une étude camagive et de vérifier I'efficacité

de cette technique a la commende d’un pendulesgver
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Le choix de cette commande est guidé pour unemaike modéle non linéaire du pendule
inversé repend bien a notre étude puisque les tomslide commandabilité s'impose

donc .

D’aprés les résultats de simulation effegtagr un pendule inversé, nous avons pu

illustrer les performances de la loi de commandppsée.
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