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Introduction générale 
   Depuis de nombreuses années, le fournisseur d’énergie électrique s’efforce de garantir la 
qualité de l’énergie électrique, les premiers efforts se sont portés sur la continuité de service 
afin de rendre toujours disponible l’accès à l’énergie chez l’utilisateur. 
 
   Aujourd’hui, les critères de qualité ont évolué avec le développement des équipements où 
l’électronique prend une place prépondérante dans les systèmes de commande et de contrôle 
et qui entraîne de plus en plus de problèmes de perturbations au niveau des réseaux 
électriques. 
 
   Ces dispositifs sensibles, mais qui dégradent également la qualité de la tension, existent 
dans toutes les catégories d’utilisateurs tels que le domaine industriel par l’emploi de 
convertisseurs de l’électronique de puissance, le domaine tertiaire avec le développement de 
l’informatique et le domaine domestique par l’utilisation en grand nombre des téléviseurs, 
magnétoscopés, lampes à économie d’énergie, … 
 
   L’évaluation du phénomène  de pollution harmonique dans un réseau électrique peut se faire 
par la connaissance de divers paramètres (impédance en fonction de la fréquence en différents 
nœuds du réseau, tension harmonique, courant harmonique, distorsion harmonique …) 
 
   L’évaluation de l’impédance harmonique dans un réseau électrique est une étape 
primordiale pour prédire les niveaux de tensions harmoniques dans les différents jeux de 
barres. En effet l’impédance harmonique d’un réseau forme en général une succession de 
résonances et d’anti- résonances. 
La méthode de variables d’état est une méthode récente utilisée dans divers domaines de la 
science surtout avec le développement de l’outil informatique. 
    
Notre travail consiste à la détermination de l’impédance harmonique  en utilisant la méthode 
des variables d’état. 
  
   Ce mémoire comporte trois chapitres : 
 
   Le chapitre I est consacré, d’une part à l’exposé des différents principes fondamentaux 
relatifs aux perturbations harmoniques, et d’autre part, aux effets et incidences. 
 
   Dans le chapitre  II, nous présentons  la méthode des variables d’état. 
 
   Dans le chapitre III, nous présentons une application pour l’évaluation de l’impédance 
harmonique au niveau de chaque nœud du réseau  par la méthode des variables d’état, et on 
termine notre travail par une conclusion générale.  
. 
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Introduction :[1] 

    L’énergie électrique principalement distribuée sous la forme d’un système triphasé sinusoïdal 
permet de fournir la puissance électrique nécessaire aux équipements et matériels de 
l’électrotechnique. C’est particulièrement l’aspect sinusoïdal de la tension d’origine qu’il est 
nécessaire de conserver, afin de lui préserver ses qualités essentielles pour la transmission de la 
puissance utile aux équipements terminaux. Lorsque la forme de l’onde de tension n’est plus 
sinusoïdale, on rencontre alors des perturbations qui génèrent des dysfonctionnements et des 
échauffements des récepteurs et appareillages raccordés sur un même réseau d’alimentation 
électrique. L’utilisation croissante des équipements informatiques et de l’électronique de 
puissance sur les réseaux électriques contribue à la dégradation de la tension d’alimentation. En 
effet, des récepteurs, tels que les moteurs asynchrones et les transformateurs participent à la 
distorsion de l’onde sinusoïdale de la tension. Mais ce ne sont pas les uniques et principaux 
responsables. L’électronique de puissance présente aujourd’hui au sein de nombreux matériels 
d’électrotechnique, ainsi que l’électronique des équipements informatiques, contribuent 
essentiellement à la prolifération de ces perturbations électriques. Ces charges dites déformantes, 
ou encore appelées récepteurs non linéaires, appellent sur le réseau électrique des courant 
déformés qui en fonction de l’impédance du réseau, ou lorsqu’ils sont importants en amplitude, 
vont modifier l’allure de la tension sinusoïdale. Le signal déformé ainsi obtenu est composé 
d’harmoniques qui se traduisent par des pertes électriques ou encore des dysfonctionnements sur 
le réseau électrique d’alimentation. De plus en plus, les perturbations liées à la pollution 
harmonique sont présentes dans les installations et deviennent un véritable « casse-tête » pour les 
utilisateurs et producteurs d’électricité et ceci quel que soit le secteur d’activité industriel ou 
tertiaire. 

I) Généralité sur les harmoniques dans les réseaux électriques :                                                                                                  

I-1)  Phénomène harmonique :[2]                                                                                                                             

   La forme des ondes de courant et de tension relevée sur les réseaux d’énergie et dans les    
réseaux industriels et tertiaires s’éloigne assez souvent de la sinusoïde idéale pure .la 
déformation de la tension résulte de la circulation sur le réseau de courants non sinusoïdaux. 
Cependant, tout signal s (t) périodique peut être décomposé en une somme de fonctions 
sinusoïdales. L’amplitude et les phases de ces différentes sinusoïdes sont données par la série 
de Fourrier. 

         Signal périodique = composante continue + fondamental + harmonique 

                         S(t)=   +   sin(ω t + θ ) + ∑     sin(hω t + θ ) 
Une grandeur harmonique est l’une des composantes sinusoïdales de la grandeur initiale, a 
une fréquence multiple de celle de la composante fondamentale. 

La grandeur de rang h est la sinusoïde d’amplitude    de pulsation hω  et de phase θ   

     

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


Chapitre I :                                                                                 Généralités sur les harmoniques 
 

 Page 12 
 

 

    La figure ci-dessous montre la superposition d’une composante harmonique à l’onde 
fondamentale. 

  

 

I-2) Décomposition en série de fourrier :[2] 

 ( ) =   + [   cos( ℎ ) +   sin( ℎ )] 
    

                                                      Avec        ∫  ( )     
                                       Et pour h≥1,  =   ∫  ( )  cos( ℎ )    
                                            Et           =   ∫  ( )  sin( ℎ )                                                                         
Ou également   :                             

                                                         S(t)=   + ∑ c     sin(ωht + θ ) 
                               Ou                =                                                                                   
   On définit les fréquences harmoniques     comme les fréquences multiples de la fréquence 
dite fondamentale f. leur rang ≪ ℎ ≫est tel que :  =h×   

         Le terme [   cos( ℎ ) +   sin( ℎ )] est l’harmonique de rang h.  

Figure (I-1) : image d’une onde déformée 
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I-3) Analyse d’un signal :                                                                                                          

I-3-1) Valeur efficace : [2] 

    La valeur efficace d’un signal s(t) périodique de période T est donnée par : 

                                                s    =    ∫ s (t)dt      

    La valeur efficace d’un signal déformé tient compte de la présence de toutes les 
composantes harmoniques, inter harmoniques et de la composante continue. 
Lorsqu’un signal comporte des composantes harmoniques, sa valeur efficace est donc 
différente de la valeur efficace du signal fondamental. Il est alors possible d’évaluer 
grossièrement la déformation du signal en comparant la valeur efficace de la composante 
fondamentale et la valeur efficace du signal complet.  
 
I-3-2)  facteur de crête : [2] 

   Le facteur de crête est défini par le rapport entre la valeur de crête d’un signal et sa valeur 
efficace.  

Avec :                         = 
                          

 
 On sait que pour un signal sinusoïdal, il existe un rapport de √2 entre la valeur de crête 
(valeur max) et la valeur efficace. Pour un signal déformé, le facteur de crête peut atteindre 
des valeur supérieur  à√2, ce qui exprime la non linéarité du circuit. 
 
I-3-3) représentations spectrales : [3] 
    
 On représente un signal déformé sous la forme d’un spectre, c’est-à-dire à l’aide d’un schéma 
ou l’on porte en abscisse la fréquence ou le rang harmonique et en ordonnée  le module (en 
valeur efficace ou en pourcent). 
 

 
         Figure (I-2): Spectre d’amplitudes harmoniques. 
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I-4) Distorsion harmonique :                                                                                                                             

I-4-1) Taux harmonique de rang h :[2]                                                                                                                                        

   On caractérise la déformation sur un rang particulier par le taux harmonique de rang  h, 
soit :         Sh(%)=     ×100                                                                                                                                                                                              

Exprimé par rapport à la composante fondamentale. 

I-4-2)  le taux de distorsion harmonique (TDH) ou facteur de distorsion :                                                                                                              

    Le taux de distorsion harmonique(TDH), qui peut s’appliquer soit au courant, soit à la 

tension est défini par : TDH=
 ∑                          

I-5) Impédance harmonique :[2] 

   On peut définir en tout point d’un réseau une impédance harmonique Zh, qui dépend du 
rang harmonique h considéré. 
Elle représente la mise en parallèle de toutes les lignes qui convergent vers ce point. Les 
courants harmoniques émis par une charge perturbatrice se propagent entre les déférentes 
lignes.  
La connaissance de cette impédance est importante, car même pour les faibles charges 
harmoniques, des surtensions harmoniques peuvent se produire dans le réseau du fait que 
l’impédance harmonique peut être infinie (résonance).    Z = V I  

I-6) Impédance des réseaux :[2] 

    Les tensions et les courants injectés sur les réseaux  se propagent par l’intermédiaire des 
lignes et des transformateurs.    

   L’impédance des éléments du réseau conditionne largement la propagation des perturbations 
harmoniques. 

   L’impédance harmonique équivalente du réseau, vue de ses différents points, est une 
fonction de la fréquence.  

   Lorsqu’on parle de l’impédance d’un réseau il faut toujours préciser la position de 
l’observateur et le sens de l’observation.   
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Exemple : 

                                                             

 

 -Vue de point A, en regardant vers le réseau aval, l’impédance équivalente ne tient compte 
que des éléments en aval du point d’observation. 

                                                                                

                                                               

 

 

 

   -En regardant vers le réseau amont, l’impédance équivalente serait celle qui ne tient compte 
que des éléments en amont. 

                                                                                                                                                                                                                                                          

 

 

 

 

Figure (I-3):Exemple de réseau industriel 

XHT 

XT 

 

Figure (I-4):Impédance « aval » au point A 

   

 

XHT 

XT 

      Figure (I-5):Impédance « amont » au point A 
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I-7) Résonance : [3] 
          
   L’association d’éléments capacitifs et inductifs sur les réseaux électriques entraine 
l’apparition de phénomènes de résonance. Ceux-ci se manifestent par des valeurs très élevées 
ou très faibles de l’impédance par rapport au réseau sans résonance. 
Les surintensités et les surtensions causées par la résonance peuvent occasionner de graves 
dommages sur les installations (destruction de condensateurs par exemple). 
On distingue deux types de résonances, selon que les éléments capacitifs et inductifs sont 
associés en série ou en parallèle. 
 
I-7-1) Résonance parallèle : 
    
    La branche constituée par l’inductance LP en parallèle avec le condensateur CP forme un 
système résonant parallèle. 
 

 

 

  

 

  
    
   L’expression de l’impédance globale, obtenue à partir des éléments LP et CP en parallèle, 
s’exprime par la relation suivante : 
                   
                       
 

 

   On parle de la résonance lorsque le dénominateur (1  LPCP ) est nul ; dans ce cas, 
l’impédance tend alors, vers l’infini. La fréquence de la résonance est donnée par :  

                                                        fr, p =                       

 

 

 

 

 

 

 
 

  Figure (I-6):Résonance parallèle. 

Zh, p =  
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I-7-2)  Résonance série :  

   La branche constituée par l’inductance LS en série avec le condensateur CS forme un 
système résonant série. 

. r                               Figure (I-7):Résonance série 

   L’expression de l’impédance globale, obtenue à partir des éléments LS et CS en série, 
s’exprime par la relation suivante : 

 

 

 

 

                                                          fr,s =                               
 

 

I-8) Génération des Harmoniques : [4] 

I-8-1) Emission en tension :  

   L’émission en tension due aux matériels de réseaux entre pour une faible part et avec  des 
taux généralement faible, dans la distorsion des réseaux. Elle est due aux imperfections de  
construction (dissymétrie, distribution non sinusoïdale de champ dans les alternateurs, 
saturation …), des bobinages des machines tournantes, des moteurs, des alternateurs et des 
transformateurs. 

I-8-1-1) Les transformateurs de puissance :  

    La distorsion caractéristique du courant magnétisant  résulte de la saturation.                        
La production des harmoniques sera donc sensible :  

-Soit  à vide ou faible démarrage. 

-Soit en charge dés que la tension croit un peu.  

  

 
 

 

 
 

 

 

                                              Zh,s =       ω    ω  

   Il y a résonance lorsque le numérateur (1 – LS CSω2) est nul; l’impédance tend, alors vers une valeur 
minimale. 

   La fréquence de la résonance est donnée par : 

    La fréquence de résonance peut être connue à l’avance de telle sorte qu’elle soit éloignée des rangs 
harmoniques caractéristiques (rangs 3, 5, 7, etc.…). 
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I-8-1-2) Les machines synchrones :  

   Le champ dans l’entrefer n’est pas parfaitement sinusoïdal. La nécessité de pratiquer des 

encoches pour loger les conducteurs provoque des harmoniques d’encoches. En régime 

déséquilibré la réactance d’induit déforme  l’onde de tension. 

I-8-1-3) Les machines asynchrones :  

   Les harmoniques d’encoches existent comme pour les machines synchrones. Il apparait dans 

ces machines une distorsion du courant magnétisant par saturation, mais cet effet est réduit du 

fait que les ampères / tours d’excitation sont absorbés éventuellement par l’entrefer. 

    Les harmoniques de rang 3h ne sortent  pas du moteur asynchrone par suite du couplage 

triangle ou étoile à neutre isolé généralement adopté.  

I-8-2) Emission en courant :  

   Les charges non linéaires consomment un courant qui n’est pas sinusoïdal.                     

Elles représentent   les principales sources d’émission en courants harmoniques sur les 

réseaux. 

    Pour chaque rang harmonique, on représente la charge réelle par une source de courant I h 

calculée pour chaque rang parallèle avec une impédance linéaire (schéma de NORTON 

équivalent). 

 

 

Dans des nombreux cas, l’impédance de cette charge linéaire peut être considérée  comme 

infinie en régime harmonique (h > 1). Cette représentation a ses limites. En particulier, 

  

  

 

  

Figure (I-8):Représentation d’un injecteur d’harmonique au rang h 
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lorsque l’impédance du réseau amont est faible, La charge se comporte plus comme une 

source de tension harmonique. 

I-8-2-1) Les convertisseurs statiques de forte puissance :  

   Les progrès  de l’électronique de puissance se son traduit par la réalisation de redresseurs, 

d’onduleurs de tension et d’autre convertisseurs statiques. 

   Ces appareils concourent à modifier les amplitudes de leurs harmoniques caractéristiques, 

par exemple les dissymétries de construction, l’imprécision de l’instant d’ouverture des 

thyristors, le temps de commutation et le filtrage imparfait. 

   Le redresseur est un convertisseur d’énergie complexe qui :  

         -Absorbe la puissance du réseau d’alimentation sous forme de courant sinusoïdal à la 

fréquence fondamental. 

         -Transfert la plus grande partie de cette puissance au réseau d’utilisation sous forme de 

courant continu plus au moins chargé d’ harmoniques.                                                                                                   

         -Restitue au réseau d’alimentation le reste de l’énergie sous forme d’harmonique de rang 

faible (créneaux à la fréquence fondamentale) ou élevé (ondes modulées par impulsion). 

I- 8-2-2) Le transformateur d’intensité :  

   Le courant secondaire est déformé dés qu’il se sature, par suite d’une puissance débitée trop 

élevée.  

I-8-2-3) Le four à arc :  

   Alimenté en courant continu ou en courant alternatif, le four à arc représente un élément  

pollueur très important pour le réseau électrique.  

I-8-2-4) Les réactances à noyaux de fer :  

   Ce type de réactance fonctionne souvent au voisinage de la saturation et engendre des 

harmoniques impaires à partir du rang 3. 

   On les utilise dans les ballasts de lampes fluorescentes, les régulateurs de tension de poste 

de téléviseurs, parfois pour des installations très puissantes de four à arc et comme des 

réactances de régulateur dans les réseaux  THT.  
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I-8-2-5) Les charges électrodomestiques :  

   L’introduction de l’électronique dans les appareils électrodomestiques a favorisé  la 

croissance des injections en courant harmoniques. Le secteur résidentiel contribue pour une 

part importante à la pollution harmonique observée sur les réseaux. L’un des principaux 

appareils perturbateurs est le poste de télévision dont l’alimentation est constituée d’un 

redresseur monophasé à diodes et à filtre capacitif. 

I-9) Effets néfastes dus aux perturbations harmoniques : [6] 

   Les composants harmoniques superposés à l’onde fondamentale conjuguent leurs influences 

sur les appareils et équipements connectés au réseau ; il s’agit d’effets instantanés et d’effets à 

long terme.   
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I-9-1) Effets instantanés : 

VICTIMES EFFETS 
Consommateur Diminution du facteur de puissance et surcoût de la 

facturation d'électricité 
Dispositifs de télécommande : 
relais de protection et 
d'automatisme, fusibles, 
disjoncteurs thermiques 

Déclenchements intempestifs dus aux facteurs de crête 
élevés ou aux phénomènes de résonance ; 
difficultés pour calibrer les protections 

 
Condensateurs 

Claquage suite à une surcharge provoquée par un courant 
harmonique important du au phénomène de résonance 
parallèle 

Dispositifs de régulation de 
systèmes électroniques 

Les conditions de commutation des thyristors sont 
influencées par les tensions harmoniques qui déplacent le 
passage à zéro de la tension 

Compteurs d'énergie à induction 
et appareils de mesure 

Erreurs de mesure. Par exemple, un compteur classe 2 
donnera une erreur supplémentaire de 0,3% avec un taux 
de 5% d'harmonique 5 sur le courant et la tension. 

Télécommande centralisée à 
fréquence musicale utilisée par 
les distributeurs d'énergie 

Erreurs d'instruction dues aux perturbations par des 
tensions harmoniques de fréquence voisine de celle 
utilisée par les récepteurs et émetteurs de la 
télécommande 

Appareils électromagnétiques : 
transformateurs et inductances 

Vibrations, bruits acoustiques dus aux efforts 
électrodynamiques proportionnels aux courants 
harmoniques 

 
Machines tournantes 

Vibrations dues aux couples mécaniques pulsatoires 
engendrés par les champs tournants harmoniques, 
entraînant une perte de stabilité mécanique. 

Lignes à courant faible : 
téléphone, contrôle-commande 

Perturbation de ces lignes lorsque celles-ci circulent le 
long d'une canalisation de distribution électrique 

 
Ordinateurs 

Fonctionnement incorrect. 
Dysfonctionnement dus aux couples pulsatoires des 
moteurs d'entraînement des supports magnétiques 
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I-9-2) Effets à longs termes : 

 

 

 

 

 

 

 

VICTIMES EFFETS 
 
 
 
Condensateurs 

Echauffement et vieillissement : le phénomène de résonance 
avec l'inductance du réseau amont suite à la présence de 
certains rangs harmoniques peut entraîner un facteur 
d'amplification du courant dans le condensateur, provoquant 
ainsi sa surcharge et donc son échauffement (d'autant que 
l'impédance du condensateur diminuant avec la fréquence, les 
courants harmoniques de rang élevé circuleront plus 
facilement) 

 
 
Transformateurs 

Pertes supplémentaires : 
• effet de peau : la résistance du cuivre augmente avec la 
fréquence, et donc l'effet Joule 
• augmentation de l'hystérésis et des courants de Foucault 
Risques de saturation 

 
Machines tournantes 

Echauffement dû aux pertes supplémentaires : augmentation 
des pertes cuivre et fer au stator et surtout au rotor dû aux 
différences importantes de vitesse entre les champs tournants 
harmoniques et le rotor 

 
 
 
Conducteur de neutre 

Surcharge et échauffement : les harmoniques de rang 3 étant 
en phase, elles s'ajoutent algébriquement dans le neutre. 
NB : dans le cas d'un système triphasé équilibré, la norme 
autorise un sous-dimensionnement du conducteur neutre vis à 
vis des phases afin de réaliser une économie de cuivre. 
D'où un problème de dimensionnement de ce conducteur. 

 
 
 
 
Conducteur 

Plus grandes pertes en ligne : 
• effet de peau : la résistance apparente de l'âme augmente 

avec la fréquence 
• augmentation des pertes diélectriques dans l'isolant si le 

câble est soumis à une distorsion de tension non 
négligeable 

• augmentation des sections des câbles : le calcul de la 
section des conducteurs doit être adapté au courant efficace et 
non pas au seul fondamental 
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I-10) Elimination des harmoniques : [4] 

   La dépollution harmonique a pour but d’éviter ou bien de limiter la pénétration des courants 

harmoniques dans les réseaux, susceptibles de créer à leurs tours des tentions harmoniques 

importantes.  

   Pour cela on a deux types de solution qui sont :  

I-10-1) Solutions électroniques : [4] 

I-10-1-1) Les convertisseurs propres :  

   Plutôt que d’éliminer les harmoniques présents dans le réseau, il est plus intéressant de 

chercher à ne pas les produires. En effet toutes les alimentations électroniques génératrices 

de courants déformés possèdent des équivalents non polluants. Le principe de ces appareils 

dénommés convertisseurs propres est de contrôler les interrupteurs électroniques qu’ils 

contiennent de façon à ce qu’ils absorbent un courant à 50 HZ rigoureusement sinusoïdal.  

I-10-1-2) Modulation :  

   La technique d’élimination des harmoniques par découpage, est utilisée surtout dans les 

commutateurs de tensions. Elle nécessite en principe des interrupteurs (transistors, etc.…) 

aptes à commuter de façon commandée à la fermeture et à l’ouverture. 

   Les impulsions de commande des interrupteurs sont engendrées par chaque intersection du 

signal de la tension d’entrée qui est la tension de commande appelée « tension de la 

modulation » avec un signal triangulaire de fréquence élevée appelé  ˝porteuse˝. Ces 

intersections déterminent les instants d’allumage et d’extinction des transistors de chaque 

branche du convertisseur.  

  I-10-1-3) Les filtres actifs :  

   Les progrès réalisés durant ces dernières années dans le domaine des composants semi-

conducteurs commandables ont rendus l’utilisation des filtres actifs intéressants. Ce sont des 

convertisseurs à commutations forcées, utilisés pour la dépollution harmonique des réseaux. 

Ce sont aussi des sources de courant ou de tension qui éliminent les perturbations 

harmoniques en injectant en série ou en parallèle sur le réseau des courants parallèles, des 

tensions ou les deux à la fois, en opposition par rapport aux perturbations existantes.   
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I-10-2) Solutions électrotechniques : [4] 

I- 10-2-1) Couplage des transformateurs : 

 a) Transformateur à couplage (triangle/étoile) ou (étoile / Zigzag)                                                                                                                   

   Cette solution évite la circulation des courants harmonique 3 et multiples de 3 (h3,  h6,  h9, 

h12, h15...) au niveau du primaire du transformateur et de sa ligne d’alimentation, si son 

impédance homopolaire est infinie. 

 b) Transformateurs à deux enroulements secondaires, couplage( triangle / triangle) et 

(triangle /étoile) (Dd  et  DY) : 

   Ce  montage évite au primaire du transformateur la circulation des courants harmoniques h5, 

h7 avec une charge égale sur chacun des secondaires. 

   On peut obtenir le même résultat par la mise en œuvre de deux transformateurs séparés avec 

les couplages respectifs (triangle /étoile) et (étoile / étoile), mais pour ces deux solutions on a 

une augmentation de l’impédance de la ligne donc le taux de distorsion due aux autres 

courants  harmoniques. 

I-10-2-2) Les filtres passifs :  

   Le principe d’un filtre passif est de modifier localement l’impédance du réseau, de façon à 

dériver les courants harmoniques et à éliminer les tensions harmoniques la ou c’est nécessaire. 

On associe des éléments capacitifs et éléments inductifs de manière à obtenir une résonance 

série accordée à une fréquence choisie. 

   Une connaissance précise des rangs harmoniques devant être filtrés et des atténuations 

requises est nécessaires à la réalisation d’un filtre. 

   Une telle étude est généralement menée à l’aide d’un logiciel de simulation. En fonction de 

la dépollution à réaliser, différents types de filtre passifs sont utilisés :  

a) Inductance anti harmonique 

b) Filtres résonnants 

c) Filtres amortis          
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Introduction : 

   Le concept de variable d’état, et les méthodes associées sont relativement récentes, elles ont 
été initialement introduites en automatique, dans la théorie des systèmes commandés, mais 
leurs applications se sont développées et étendues à de nombreux domaines. Il s’agit 
actuellement d’une méthode puissante, adaptable à l’étude de nombreux systèmes linéaire ou 
non, stationnaires ou non, continus ou discret, et permettant l’emploi des moyens de calcul 
modernes.      

п-1) Notion d’état : [5] 

   De façon intuitive, l’état d’un système à un instant t0 peut être défini comme étant 
l’information sur le passé (t≤  0) du système nécessaire et suffisante à la détermination de 
l’évolution du système pour (t>t0) lorsqu’on connait les grandeurs d’entrée. 

   Cette information est fournie par des grandeurs en fonction du temps, que nous noterons 
xi(t), appelées variables d’état. 

   Pour illustrer  ces notions, prenons un exemple concret et considérons le circuit  RLC de la 
figure (II-1).  

   La f.é.m.  e(t) est le signal d’excitation et nous cherchons à déterminer la tension VR(t), avec  
t0 = 0 

                                                       VR                       VL(t) 

  

                                 

                                            

                       

                                                             Figure (II -1) 

 

                                      e(t)=Ri(t)+L  ( )   +  ∫  ( )     +VC(0) 

En appliquant la transformation de LAPLACE on aura : 

                                     E(p)=  +   +       ( ) −    (0) +  ( )  

   Nous pouvons déterminer I(p) à condition de connaitre E(p),i(0) et VC(0) ;c'est-à-dire que la 
détermination de i(t) pour t ≥ 0 est liée à la connaissance de l’excitation e(t) pour  t≥ 0 et à 
des condition initiales i(0) et VC(0). 

                                   C             VC(t) e(t)                                         
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   Ces conditions initiales i(0) et VC(0) contiennent l’information sur le passé du système, 
suffisante pour déterminer i(t) dès que l’on connait l’excitation e(t) pour t≥ 0. En  outre, leur 
nombre ne peut être réduit, car l’information sur le passé du système serait alors insuffisante 
pour déterminer  i(t). De plus, ajouter à ces deux valeurs [par exemple V (0)] n’apporterait 
aucune information supplémentaire et n’auraient aucune influence sur l’évolution du système 
pour t ≥ 0. Par conséquent, les grandeurs i(t) et VC(t) qui contient i(0) et VC(0) forment un 
ensemble possible de variable d’état. L’ensemble des valeurs i(0), VC(0) constitue l’ensemble 
des conditions initiales. 

   Dans un circuit électrique, les éléments doués de mémoires sont les inductances et les 
capacités.  

   Le courant dans une inductance est : 

                                iL(t)= iL(t0) +
  ∫   ( )                                        (1) 

    et la tension aux bornes d’une capacité : 

                                VC(t) = VC(t0) +
  ∫   ( )                                     (2)      

 П-2) Variable d’état, équation d’état : [5] 

II-2-1) Définition : 

   On appelle variable d’état d’un system un ensemble minimal de fonction du temps Xi(t), 
avec i=1, 2,3………….n suffisant pour déterminer l’évolution de l’état du système dès que 
l’on connait : 

-l’équation qui décrit le fonctionnement du système. 

-les valeurs Xi(t0), avec i=1,2,3,…………n  appelées condition initiales. 

-les grandeurs d’entrées pour t≥t0, nous les noterons ej(t), avec j=1, 2,3……..m 

-les variables d’états  peuvent être considérées comme les composantes d’un vecteur que l’on 
appelle vecteur d’état  ⃗( ). 

   ⃗ ( ) = ⎣⎢⎢⎢
⎡x (t)x (t)..x (t)⎦⎥⎥

⎥⎤ 
Le nombre n de composantes est appelé ordre du système. De la même manière les excitations 
ej(t) sont considérés comme les composantes d’un vecteur    ⃗ ( ), appelé vecteur d’entré ou 
vecteur source, et les grandeurs de sortie, notées :sk(t) avec k=1,2, ………..l, comme les 
composantes d’un vecteur  ⃗( ) appelé vecteur de sortie :  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


Chapitre II :                                                 Analyse des réseaux électriques par variables d’état 
 

 Page 28 
 

                                   ⃗ ( ) = ⎣⎢⎢⎢
⎡ e (t)e (t)..e (t)⎦⎥⎥

⎥⎤                                               ⃗ ( ) = ⎣⎢⎢⎢
⎡s (t)s (t)..s (t)⎦⎥⎥

⎥⎤                                             
 

П-2-2) Equation d’état : [4] 

   D’après les définitions précédentes, les expressions du vecteur d’état et du vecteur de sortie 
sont de la forme : 

                         ⃗(t)=F[      ⃗  (  ),  ⃗ ( ),   ] 
          Et 

              ⃗(t)=G[      ⃗  (  ),  ⃗ ( ),   ] 
   Bien que ces équations traduisent la définition des variables d’état il est rare que l’on 
connaisse explicitement les expressions des fonctions F et G. 

   Parmi les méthodes permettant d’étudier le système, la plus simple consiste à déterminer  ⃗(t) et  ⃗(t) en formant et en résolvant les équations de la forme : 

                                 ⃗( ) =  [  ⃗( ),  ⃗ ( ),    ]     ;         ⃗  (  )     Connu                 (3)                                                                     

                
         ⃗( ) =  [  ⃗( ),  ⃗ ( ),    ]                                                               (4) 

Ou f est une fonction dans la quelle les dérivées  ⃗(t) n’interviennent pas. 

Ces équations sont appelées équations d’états,  lorsqu’on  veut les distinguer on appelle 
l’équation (3) équation d’état et l’équation (4) équation de sortie. 

П-2-2-1) Systèmes linéaires : 

Lorsque le système est linaire, les équations (3) et (4) s’écrivent sous la forme :      ⃗( ) =  ( ) ⃗( ) +   ( ) ⃗( ) +   ( ) ′  ⃗ ( )+. . . +  ( ) ⃗( )( )                  (5)                ⃗ (t) = c (t) ⃗( ) + c (t) ⃗ ′( ) + ⋯+ c (t) ⃗( )( ) + d (t) ⃗( ) + d (t) ⃗ ′( ) + ⋯+d (t) ⃗( )( )                                                                                                                            (6)        

 [e ⃗ ( )]′ est la derivée de e ⃗ (t) [e   ⃗ ( )(t)]′ derivée d′ordre j de  ⃗( )  [x ⃗ ( )(t)]′ derivée d′ordre j de  ⃗( ) 
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a(t) matrice [ ×  ]                                                                    (n ligne et n colonne) 

 bj(t) matrice[ × ]                                                                   (n ligne et m colonne) 

cj(t) matrice[ ×  ]                                                                       (l ligne et n colonne) 

dj(t) matrice[ ×  ]                                                                     (l ligne et m colonne) 

   Les nombres n, m et k dépendent du système étudié. On rencontre souvent dans la pratique 
le cas particulier important ou : 

                                                  b1(t)=………..= bN(t)=0 

                                                  d1(t)=………..= dM(t)=0 

 Et  parfois                                  c1(t)=………..= cK(t)=0 

   Les équations d’état s’écrivent alors sous la forme : 

                            ⃗(t) =a(t)  ⃗(t) + b(t)  ⃗(t)                                                                          (7) 

                          ⃗(t)= c(t)  ⃗(t) + d(t)  ⃗(t)                                                                             (8)               

П-2-2-2) Système linéaire et stationnaire : 

   Dans le cas d’un système linéaire et stationnaire, les éléments des matrices a(t), b(t), c(t) et 
d(t), ne sont plus des fonctions de (t) mais des constantes, les équations d’états représentent 
alors des systèmes d’équations linéaires à coefficients constants. 

   C’est un cas particulier très important  dans la pratique  

                                                 ( )  =    ⃗(t)+ b    ⃗ (t)                                                           (9)                                                                         

                                            ⃗(t) = c  ⃗(t)+d  ⃗(t)                                                               (10)                 

 

П-3) Diagramme de fluence des équations d’état : [4] 

   Afin de simplifier, nous nous  limiterons au cas où les équations d’états sont de la forme : 

      ( )  ( ) =                   ( )  ( ) +         ( )                                                                (11) 

 

S(t)=[      ]    ( )  ( )                                                                                                  (12) 

L’application de la transformation de LAPLACE conduit à la relation suivante : 

                                                                  p ⃗(p) -  ⃗(0)=a ⃗(p) + b  ⃗ (p)     
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En développant, on aura: 

 

X1(p) =   [     ( ) +      ( ) +     ( ) + X (0)]                                                
X2(p) =   [     ( ) +    X ( ) +     ( ) + X (0)]                                                        (13) 

S(P)  =       ( ) +    X ( ) 
Les équations (13) sont représentées sur la figure suivante 

Pour mettre en évidence le coefficient     , on fait apparaitre deux nœuds auxiliaires Z1 et  Z2 

 

 

     La règle de MASON appliquée au diagramme permet de déterminer X1(p), X2(p) et S(p). 

 П-4) Mise en équation systématique : [4]  

 П- 4-1) Choix des variables d’état : 

   Dans un réseau électrique, les seuls composants doués de mémoire sont les condensateurs et 
les inductances, les courants qui les traversent et les tensions à leurs bornes sont, en effet liés 
par les relations(1) et (2), Qui montre que le courant traversant une inductance et la tension 
aux bornes d’un condensateur dépendent, à l’instant (t ≥ t0), du réseau  à l’instant (t ≤ t0).                           i (t) =   ∫ V   ∞ (t)dt = i (t )+      ∫ V    (t)dt  

                       V (t) =   ∫ i   ∞ (t) dt =  V (t0) +    ∫ i    (t)dt 

   

 Figure (II-2): Diagramme de fluence des équations d’état. 
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   Par conséquent, les variables d’état seront choisies parmi les tensions aux bornes des 
condensateurs et les courants traversant les inductances. 

   Par exemple, pour le réseaux de la figure (II-4-a), les variables d’état seront :iL(t), VC1(t), 
VC2(t) 

          

             L                    R1                                                                            VC1                             L 

      

+             VC1       C1   VC2       C2               R2             +                                                                       

 

 

                            a                                                                   b       

                                            

 

          L                   VC1                                                                                   L1 

                                 C1                                                                

            VC2         C2                                                                                                                                                            

                                                                R2 

                                                                                                           R 

 

                            Figure (II-4):Choix des variables d’état pour divers réseaux 

   Par contre le cas de la figure (II-4-b), la connaissance de  VC1 (t)  et  e(t) entraine 
nécessairement celle de  VC2 (t). Si par conséquent, nous décidons de choisir  VC1 (t) comme 
variable d’état, nous ne devrons pas considérer  VC2 (t) comme une autre variable d’état, car il 
ne faut pas oublier que l’information désirée sur le passé du système doit être non seulement 
suffisante pour déterminer l’avenir du système mais aussi nécessaire. Autrement dit, il ne doit 
pas y avoir surabondance d’informations. Par conséquent le cas de la figure (II-4-b) les 
variables d’état seront  VC1 (t), iL(t) et VC3(t) ou bien iL(t), VC2(t) et VC3(t).                     

   Dans l’exemple de la figure (II-4-c), il existe encore plusieurs choix possible de la variable 
d’état. 

   Nous pouvons prendre pour variables d’état : VC1 (t), iL(t) et VC2(t) ou bien iL(t), VC3(t)                    
et VC1(t). 

 

  e(t) 
      
e(t) 

VC3 

iL iL 

R1 

VC 

e(t)  
+ e(t) 

+ 
i 

c d 

VC2 C2   C3 

C3    VC3 

R 

L2 
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   Dans le cas de la figure (II-4-d) il y aurait surabondance d’informations si on prenait à la 
fois comme variable d’état iL1(t) et iL2(t) car, i(t) étant connu, si  iL1(t) l’est, iL2(t) l’est aussi. 

(Il en serait de même si on remplaçait le générateur de courant  i  par une inductance L3). Par 
conséquent, nous pourrons prendre pour valeurs d’état : iL1 ou iL2 et VC. 

De ces exemples, nous allons pouvoir préciser le principe du choix des variables d’état. 

Dans ce qui suit, on définit :  

La boucle capacitive : 

   Toute boucle ne comportant que des condensateurs et des générateurs de tension sans 
impédance interne. 

Le nœud inductif : 

   Tout nœud auquel n’aboutissent que des branches comportant chacune en série une 
inductance ou un générateur de courant parfait.  

   Avec ces définitions, nous choisirons les variables d’état de la manière suivante : 

   Les variables d’état seront les courants dans les inductances et les tensions aux bornes des 
condensateurs, le nombre de ces inductances Li et ces condensateurs Cj étant le plus élevé 
possible sans que, d’une part, les condensateurs Cj et les générateurs de tension parfaits 
forment une boucle capacitive et, d’autre part, les inductances Li et les générateurs de 
courants parfaits forment un nœud inductif. Les inductances et capacités ne correspondant pas 
à des variables d’état, seront dites en excès. 

   En particulier si le réseau ne comporte aucun nœud inductif et aucune boucle capacitive, il 
faut prendre les courants dans toutes les inductances et les tensions aux bornes de tous les 
condensateurs. 

П-4-2) Mise en équations :        

   Nous supposons les variables d’état choisies. Avant d’effectuer la mise en équation 
proprement dite, on recherche, sur le réseau à étudier un arbre en respectant  les indications 
suivantes : 

   Construction d’un arbre :  

-Toutes les branches du réseau ne contiennent qu’un seul élément, passif ou actif. 

 -On choisit comme branche d’arbre les générateurs de tension  EP  et les capacités  Cn  aux 
bornes desquelles les tensions ont été choisies comme variable d’état. 

-Les générateurs de courant  JK  et les inductances  LM  dont les courants ont été choisis 
comme variables d’état sont utilisés comme liaisons. 
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 -On complète éventuellement l’arbre en utilisant dans l’ordre les inductances en excès et les 
résistances. 

   Mise en équations proprement dite :  

   Elle s’effectue de la manière suivante : 

a) On exprime les tensions aux bornes des liaisons en fonction des tensions aux bornes 
des branches d’arbre (loi de mailles) ; ainsi toutes les liaisons inductives font 
apparaitre la dérivée d’une variable d’état, courant qui traverse l’inductance :     
                                                              

                                                  VL= L diLdt   
b) On exprime les courants dans les branches d’arbre en fonction des courants dans les 

liaisons (loi des nœuds) ; toutes les branches capacitives font ainsi apparaitre les 
dérivées de variables d’état :     

                                                    iC = C dvcdt   
 

c) On élimine, dans les équations précédentes, les inconnus autres que les sources et les 
variables d’état en se servant de la loi d’ohm appliquée aux branches du réseau qui 
contiennent  des Resistances ou des inductances et des capacités non directement liées 
aux variables d’état. 

d) L’équation de sortie s’obtient en général par simple application de la loi d’ohm. 

II-4-3) Exemple d’application: [5] 

   Considérons le circuit de la figure suivante, la grandeur d’entrée est e(t) et la grandeur de 
sortie est le courant iC2 dans le condensateur C2. 

 

 

  

 

 

 

 

  
iR1 

iC2 iC1 ie 

VR2 

VL VR1 

iR2 
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  La mise en équation est la suivante : 

a) Les tensions aux bornes des liaisons sont : 

V L=  e−VC 1= L              =   e −    VC 1 

 VR1 - VC1 + VC2 = 0  

 VR1 = VC1 - VC2 

b)  les courants dans les branches d’arbre sont : 

i e= −iL1 

iC1 = iL−iR1 =C1
            

          =
     −         +          

iC 2= iR1−iR2 =C2
          

        =       V  −            V   

D’ou l’équation d’état: 

ddt  V  V  i  =
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡− 1    1    1  1R C R    C R R 01L 0 0 ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤  V  V  i  +  001L e 

c) l’équation de sortie est alors: 

   iC 2= C2
        =[0 C 0]     V  V  i   
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Introduction : 

   Les tensions et les courants harmoniques injectés sur les réseaux se propagent par 
l’intermédiaire des lignes et des transformateurs. L’impédance des éléments du réseau 
conditionne largement la propagation des perturbations harmoniques. Pour étudier le risque de 
surtension harmonique, il est important de connaitre l’impédance du réseau en fonction de la 
fréquence. Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode des variables d’état pour 
déterminer l’impédance harmonique aux différents jeux de barres d’un réseau électrique. 
Cette méthode permet également d’obtenir les pôles et les zéros correspondant aux différentes 
impédances tracées. Les effets des variations de la compensation d’énergie réactive et des 
charges actives du réseau sont également étudiés.  

III-1) Application à un réseau électrique : 

III-1-1) Présentation du réseau : [4,7] 

    Le réseau choisi comme exemple est alimenté à partir d’un poste (HT / MT), comportant 
deux départs moyennes tensions. Deux sources de courants harmoniques sont connectés aux 
deux jeux de barres basses tensions. Une source de courant harmonique est également reliée 
au nœud MT. Trois condensateurs de compensation sont installés aux trois jeux de barres. Z2 
et Z3 représentent deux charges linéaires BT. 
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                                                                                                   Réseau amont 

 

 

 

                                                      Sommet 1 

                                                                                                                  Ih1 

                           Ligne 1-2                                                         Ligne 1-3                                                            

 

                             Transformateur T2                                    Transformateur T3 

                                MT/BT                                         MT/BT 

 

           Ih2                               C2                         Ih3                                             C3 

                          Z2                                                                             Z3 

 

 

Figure (III-a):Réseau étudié 
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III-1-2) Modélisation des éléments du réseau : [4] 

La modélisation adoptée pour chacun des éléments du réseau est la suivante: on note             = 2  , la pulsation correspondante à la fréquence fondamentale.                                                     
Toutes les impédances sont exprimées au niveau de tension MT : Un = 20 kV                         

-impédance du réseau amont (de court circuit) : 

Paramètre : puissance de court- circuit Pcc(MVA) 

                                                                  Lcc           

Modèle utilisé : Lcc =           
 

  -transformateurs :   

Paramètres : puissance nominale Sn (MVA) 

                   Tension de court- circuit Ucc  (%)                                             Lt                    Rt  

   Modèle utilisé : (une résistance en série avec une inductance) 

Lt = 20 Ucc
     .                                                        Rt =   20       

                                                     

  

-câble et lignes: résistance linéique rc (Ω/km )                                                  

                             Inductance linéique lc (H/km) 

                     Longueur d (km) 

   Modèle utilisé :                                   Lc                 Rc                          Lc = d.lc 

                                                                                                                                                                           Rc = d.rc 

- charges : 

Paramètres : puissance active Pch (MW) 

                   Tangente                                                                                   Lch =      .   .       

Modèle utilisé:                                Rch                           Lch                           =        

Batteries de condensateurs: 
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Paramètre : puissance réactive Qc (MVAR) 

 

Modèle utilisé :                                           C C =     .    
III-1-3) Schéma modélisé du réseau : 

 

 

 

                                                   i1                       V1               C1            L CC           iLcc            

                                

 

                                                            Sommet 1                   i10 

 

                               R12                                                                                                R13 

 

                 i12                                                                                                                                              i13 

      L12                                                                  L13 

   Sommet 2                                                                                                  Sommet 3 

                                               i20                                                                                                                        i30 

i2                                                                             L2                                       i3                                                                             L3 

               V2              C2                      R2                       iL2                                            V3           C3                 R3                         

 

 

 

 

 L12 et L13 (respectivement R12 et R13) représentent l’inductance (respectivement la résistance) 
des lignes MT en série avec les transformateurs MT/BT. 

Figure (III-b):Réseau modélisé 

iL3 
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III-1-4) Valeurs des paramètres :     

La tension nominale du réseau est Un = 20 kV. Le tableau (1) présente les valeurs des 
paramètres définissant le réseau étudié.    

Impédance du réseau amont  
Pcc  = 150 MVA 
Transformateurs 
Sn1 = 8 MVA                                  Ucc1 = 4% 
Sn2 = 5 MVA                                                  Ucc2 = 4% 
Câbles – lignes 
rc1 = 0,15 Ω / km                                          lc1 = 1,1mH/km                                      d1 = 3 km 
rc2 = 0,15 Ω / km                                          lc2 = 1,1mH/km                                      d2 = 2 km 
Charges 
Pch1 = 5 MW                                tg 1 = O,6 
Pch1 = 3 MW                                                   tg 2 = O,8 
Condensateurs de compensation 
Q1 = 3  MVAr 
Q2 = 1  MVAr 
Q1 = 1,5 MVAr 
 

 

Les valeurs des différentes inductances,  résistances et capacités de la figure (III-b) sont 
représentées dans le tableau suivant :                                                                                                                              
   

Inductance en (mH) Resistance en (Ω) Capacité en (μF) 

LCC 8 R2 80 C1 23,9 

L2 424 R3 133 C2 8 

L3 531 R12 0,46 C3 11,9 

L12 9,7 R13 0,55  

L13 11,9 

 

 

III-2) Mise en équations du réseau : [7] 

   On choisit comme grandeurs d’entrée, les courants injectés aux nœuds : i1, i2 et i3, et comme 
grandeurs de sortie les tensions sur les jeux de barres : V1, V2 et V3. Les variables d’état sont 
tous les courants traversant les inductances et les tensions aux bornes des condensateurs :    
iLcc, iL2, iL3, i12, i13,  VC1, VC2  et VC3.  

  

  Tableau (1) : Caractéristiques  des  éléments du réseau 

Tableau (2) : Valeur des paramétres 
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  Les équations de mailles nous donnent : 

          Lcc
        - VC1 = 0        Lcc 

        = VC1                                                                                                      (1) 

            VC1  - V1 = 0              VC1  = V1                                                                                                                     (2) 

          L2 
       - VC2 = 0       L2 

       = VC2                                                                                                          (3)  

              VC2 - V2 = 0          VC2 = V2                                                                                                                    (4) 

            L3 
       -  VC3 = 0        L3 

       = VC3                                                                                                 (5)    

         -VC3 +V3 = 0             VC3 = V3                                                                                                                    (6) 

          V1- R12 i12– L12 
       - V2 = 0                L12 

       = V1- V2 - R12 i12                                              (7)                                  

          V1- R13 i13– L13 
       – V3 = 0                L13 

       = V1- V3 - R13 i13                                          (8) 

   Les équations aux nœuds: 

Nœud 1: 

      C1 d  1    + iLcc - i10 = 0        C1 d  1    = i10 - iLcc                                                    (9) 

      - i10 - i12 - i13 + i1 = 0                                                                                        (10)                       

Nœud 2: 

      C2 d  2    + iL2+       - i20 = 0        C2 d  2    = - iL2 - 
      + i20                                (11) 

      - i20 + i12 + i2 = 0                                                                                             (12)                       

Nœud 3: 

       C3 
       + iL3+       - i30 = 0        C3 

       = - iL3 - 
      + i30                                 (13)      

     - i30 + i13 + i3 = 0                                                                                              (14)   
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Donc on aura l’équation d’entrée suivante: 

                            

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡  0000000000000

0  000000000000

00000000000000

000  0000000000

0000  000000000

00000000000000

000000  0000000

0000000  000000

00000000000000

000000000   0000

0000000000   000

00000000000000

00000000000000

00000000000000⎦⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎤
   

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎡                                        ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎤
 = 

 

 

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡ 0−1000000000000

10−100000000000

01000000000−100

0000−1000000000

0001−1/  −100000000

000010000000−10

0000000−1000000

0000001−1   ⁄−100000

0000000100000−1

000000000−   0−110

0000000000−   −101

00100000011000

000001000−10000

0000000010−1000 ⎦⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎤

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎡                                        ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎤
+

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡00000000000100

00000000000010

00000000000001⎦⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎤
         

Et l’équation de sortie sera : 

        = 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 100 010 001 

⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎡                                        ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎤
+ 0 0 00 0 00 0 0          

 

 

T 
x(t) 

 A 
x(t) b 

u(t) 

y(t) 
C 

x(t) 

d u(t) 
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Les deux équations sont sous la forme : 

Tẋ(t) = A x(t) + B u(t)                                                                           (1) 

 y(t) = C x(t) + D u(t)                                                                             (2) 

Ou les équations (1) et (2) représentent la forme générale, ou nous avons plusieurs entrées et 
plusieurs sorties. 

Prenons le cas ou on a une seule entrée et une seule sortie, le système d’équation s’écrit :   

Tẋ(t) = A x(t) + b u(t)                                                                           (3) 

 y(t) = cT x(t) + d u(t)                                                                            (4) 

En appliquant la transformée de  LAPLACE à l’équation (3) et (4) on aura : 

sT x(s) = A x(s) + b u(s)                                                                       (5)                                                                   

     y(s) =  cT x(s) + d u(s)                                                                      (6)  

Dans ce cas b est une colonne de la matrice B, cT correspond à une ligne de la matrice 
C  et  d est un élément de D                       

Résolvons  (5) et (6) en prenons d=0 on aura : 

 y(s) = cT (sT-A)-1 b u(s) = G(s)u(s) 

G(s) =  ( ) ( ) ⇒ G(s) = cT (sT- A)-1 b  (7) 

Dans le cas de notre réseau, l’entrée correspond au courant    i    injecté au jeu de 
barres et la sortie  y représente la tension au jeu de barres.                                                      
Donc le calcul de G(s) permet de déterminer l’impédance harmonique vue du jeu de 
barres considéré.     

 Par exemple l’impédance vue du jeu de barres 1 est obtenue en prenant : 

b = [0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0]T      et      cT = [0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0]     

 

III-3) Détermination de l’impédance harmonique vue des différents jeux de barres: [7,8] 

Comme expliqué précédemment l’évaluation de l’’impedance harmonique revient à calculer 
l’expression G(s) = cT (sT- A)-1 b, pour avoir Z(f) sur une plage de fréquences donnée, 
on pose s = j , avec   = 2 f et on fait varier la fréquence. Le module de Z(f) est 
donné par |G(j )|.                                                                                                                                         
Les pôles du système correspondent aux valeurs propres associées aux matrices (A, T).  
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Les zéros relatifs au jeu de barres  i, correspondent aux valeurs propres associés aux matrices 
(Ai, Ti). 

Ai et Ti sont obtenus en éliminant la ligne correspondant à ii et la colonne correspondant à vi. 

Un programme informatique écrit sous Matlab permet de faire les différents calculs. 

L’organigramme est donné par la figure suivante : 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Début 

Lecture des paramètres du réseau 

R2 , R3, R12, R13,C1,C2,C3,Lcc, L2, L3 ,L12, 
L13 

Lecture  des  matrices 

      Calcul de la fonction de transfert G(s) 

Calcul des impédances harmoniques aux différents jeux de barres 

Affichage des résultats 

Fin 
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III-3-1) Courbes des impédances vues des différents jeux de barres : 
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III-3-2) Relevé des pôles et des zéros : 

La recherche des valeurs propres associés aux matrices (A, T) et aux matrices mineures 
conduit aux pôles et aux zéros vus des sommets 1, 2, et 3. 

 

 
 
 

       
     pôles 

                              Zéros 

Sommet1 Sommet2 Sommet3 

         1 -345,9±j4535, 6 -804,4±j3550, 6 -93,7±j3975, 6 -398,4±j4424, 9 

         2 -507±j3069, 1 -338,5±j2670, 9 -255,5±j2084, 9 -415,3±j2402, 1 

         3 -290±j1583, 6            0            0             0 

         4          -1           -1           -1            -1 

         5          -1          -1,1         -26,2          -27,8 

 

Les valeurs en fréquences des pôles et des zéros sont les suivants : 

 

  
             Pôles 

                           Zéros 

Sommet1 Sommet2 Sommet3 

 
1 

 
2 

 
3 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
f(Hz) 

 
722,2 

 
488,7 

 
252,1 

 
565,3 

 
425,3 

 
633 

 
331,9 

 
704,6 

 
382,5 

             

Ce réseau possède trois pôles (résonnances parallèles), cela est remarqué sur tous les nœuds, 
c’est du au fait que le système de variables d’état est le même vu de n’importe quel point du 
réseau, et chaque sommet possède deux zéros (résonances séries).  
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III-3-3) Résultat obtenus avec Matlab Simulink : 

Pour valider les résultats trouvés, nous avons utilisé le bloc « Power Gui » de simulink pour 
tracer les impédances Z1, Z2 et Z3. 

III-3-3-1) Schéma Simulink : 

 

                                Figure (III-c): Schéma du réseau avec Matlab simulink 

 

Les résultats obtenus à l’aide du bloc  « powergui » de Matlab simulink sont donnés par les 
figures suivantes: 
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III-3-3-2) Les  courbes obtenues : 

 

                            Impédance vue du jeu de barres 1 

 

 

                    Impédance vue du jeu de barres 2 
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III-3-3-3) pôles du système: 

Pour donner la représentation d’état du réseau, on utilise la commande : 

[A, B, C, D, X0, states, inputs, outputs]=power analyzes ('CIRCUIT'). 

Avec: 

A : matrice d’état. 

B : matrice d’entrée. 

C : matrice de sortie. 

D : matrice de couplage entrée- sortie. 

X0 : vecteur des conditions initials. 

Pour trouver les pôles, on utilise la commande «  eig(A) ». 

Les résultats obtenus sont les suivants :   

 1 2 3 4 5 
pôles -345,9±j4535, 6 -507±j3069, 1 -209±j1583, 6 -1 -1 

  

Les valeurs en fréquence des pôles sont les suivants : 

 1 2 3 
f(Hz) 722,2 488,7 252,1 

 

Les pôles obtenus sont identiques à ceux donnés par la première méthode.   
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III-4) Influence de la compensation d’énergie réactive sur les impédances harmoniques : 

Afin d’évaluer l’influence de la puissance des batteries de compensation d’énergie réactive 
sur l’impédance harmonique aux différents jeux de barres, nous avons fait varier les valeurs 
des condensateurs comme suit : 

 

sommet 1 C1 (  ) diminution de C1 de 50% (  ) augmentation de C1 de 50% (  ) 
 23,9 11 ,95 35,85 

C2 et C3 valeurs de bases (fixées). 

 

 

sommet 2 C2 (  ) diminution de C2 de 50% (  ) augmentation de C2 de 50% (  ) 
 8 4 12 

C1 et C3 valeurs de bases (fixées). 

 

 

sommet 3 C3 (  ) diminution de C2 de 50% (  ) augmentation de C2 de 50% (  ) 
 11 ,9 5,95 18,85 

C1 et C2 valeurs de bases (fixées). 
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Les résultats obtenus sont présentés dans les tableaux suivants : 

III-4-1) variation de C1 : 

• Augmentation de C1 de 50% [35,85(  ) ] 
 

  
             Pôles 

                           Zéros 

Sommet1 Sommet2 Sommet3 

 
1 

 
2 

 
3 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
f(Hz) 

 
654,5 

 
481,6 

 
231,3 

 
565,3 

 
425,3 

 
550,2 

 
312,3 

 
704,6 

 
382,5 

              

 

• Diminution de  C1 de 50% [11,95(  ) ] 
  

  
             Pôles 

                           Zéros 

Sommet1 Sommet2 Sommet3 

 
1 

 
2 

 
3 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
f(Hz) 

 
914,5 

 
493,8 

 
276,6 

 
565,3 

 
425,3 

 
848,5 

 
349,5 

 
892,7 

 
423,3 
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• Les courbes obtenues sont les suivantes : 
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III-4-2) variation de C2 : 

• Augmentation de C2 de 50% [12(  ) ] 
 

  
             Pôles 

                           Zéros 

Sommet1 Sommet2 Sommet3 

 
1 

 
2 

 
3 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
f(Hz) 

 
686,7 

 
443,3 

 
239,5 

 
465,3 

 
425,3 

 
633 

 
331,9 

 
657 

 
335,8 

 

 

• Diminution de  C2 de 50% [4(  ) ] 
  

  
             Pôles 

                           Zéros 

Sommet1 Sommet2 Sommet3 

 
1 

 
2 

 
3 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
f(Hz) 

 
849,5 

 
552,3 

 
264,2 

 
779,9 

 
425,3 

 
633 

 
331,9 

 
849,6 

 
441,5 
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• Les courbes obtenues sont les suivantes : 
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III-4-3) variation de C3 : 

• Augmentation de C3 de 50% [18,85(  ) ]   

 

  
             Pôles 

                           Zéros 

Sommet1 Sommet2 Sommet3 

 
1 

 
2 

 
3 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
f(Hz) 

 
714,2 

 
449,4 

 
227,4 

 
565,3 

 
348 

 
610,4 

 
281,4 

 
704,6 

 
382,5 

      

 

• Diminution de  C3 de 50% [5,95(  ) ] 
 

  
             Pôles 

                           Zéros 

Sommet1 Sommet2 Sommet3 

 
1 

 
2 

 
3 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
f(Hz) 

 
763,7 

 
581,7 

 
280,7 

 
565,3 

 
597 ,2 

 
714,3 

 
415,1 

 
704,6 

 
382,5 
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• Les courbes obtenues sont les suivantes : 
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Interprétation des résultats : 

   On remarque que l’impédance équivalente vue des trois sommets du réseau est fortement 
dépendante de la puissance de leurs batteries de condensateur.                                                            

   En faisant varier la valeur du condensateur de (+50%) de sa valeur initiale on constate que 
les pôles et les zéros se déplacent vers les basses fréquences, et en diminuant la valeur du 
condensateur de (-50%) de sa valeur initiale les pôles se déplacent vers les hautes fréquences. 

   De fortes résonances parallèles sont trouvées au jeu de barres 1 pour les valeurs de C1/2  et 
3/2 C2. 

   Les fréquences des résonances série restent inchangées au jeu de barres 1 en faisant varier 
C1, au jeu de barres 2 en faisant varier C2 et au jeu de barres en faisant varier C3.  
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III-5) Effet de la variation de la charge sur les impédances harmoniques : 

On fait varier la charge active aux jeux de barres 2 et 3 comme suit :  

sommet 2 Pch1 
(MW) 

   Pch1  (MW)                       2 Pch1  (MW) 

 5 2,5 10 
 

sommet 3 Pch2 
(MW) 

   Pch2  (MW)                         2Pch2  (MW) 

 3 1,5 6 
 

III-5-1) Variation de Pch1 : 

• Augmentation de Pch1 de 100%  [10(MW)] 
  

             Pôles 
                           Zéros  

Sommet1 Sommet2 Sommet3 

 
1 

 
2 

 
3 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
f(Hz) 

 
678,6 

 
477,8 

 
258,3 

 
523,5 

 
425,3 

 
633 

 
331,9 

 
650,5 

 
389,6 

 

• Diminution de  Pch1 de 50%  [2,5(MW)] 
  

             Pôles 
                           zéros 

Sommet1 Sommet2 Sommet3 

 
1 

 
2 

 
3 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
f(HZ) 

 
734,3 

 
487,5 

 
252,5 

 
575,1 

 
425,3 

 
633 

 
331,9 

 
717,9 

 
380 
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• Les courbes d’impédances harmoniques sont tracées sur les figures suivantes :
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III-5-2) Variation de Pch2 : 

• Augmentation de Pch2 de 100%  [6(MW)] 
      

  
             Pôles 

                           Zéros 

Sommet1 Sommet2 Sommet3 

 
1 

 
2 

 
3 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
f(Hz) 

 
722,7 

 
481,9 

 
248,2 

 
565,3 

 
416,7 

 
626,9 

 
328,5 

 
704,6 

 
382,5 

 

• Diminution de  Pch2 de 50% [1,5(MW)] 
 

  
             Pôles 

                           zéros 

Sommet1 Sommet2 Sommet3 

 
1 

 
2 

 
3 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
1 

 
2 

 
f(HZ) 

 
721,4 

 
489,5 

 
254,5 

 
565,3 

 
427,3 

 
634,6 

 
332,5 

 
704,6 

 
382,5 
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• Les courbes obtenues sont les suivantes : 
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Interprétation des résultats : 

   On remarque que lorsqu’on diminue la charge de 50%, les modules des impédances sur les 
jeux de barres augmentent, alors que l’effet inverse se produit en augmentant la charge de 
100%. 

   Conclusion :  

    L’impédance harmonique d’un réseau électrique dépend fortement de la puissance des 
batteries de condensateurs installées aux jeux de barres. 

    L’augmentation des valeurs des condensateurs entraine le déplacement des pôles et des 
zéros vers les basses fréquences, alors que la diminution de la compensation produit l’effet 
inverse. 

    Une faible charge entraine une augmentation de l’impédance harmonique sur les jeux de 
barres.  

    Les charges résistives jouent un rôle d’amortissement de l’impédance harmonique du 
réseau. 

   Les pôles et les zeros du système sont faiblement influencés par la variation de la charge 
active du réseau. 

 .  
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Conclusion générale  

   Dans ce mémoire, nous avons présenté l’étude de l’impédance harmonique d’un réseau 
électrique simple, de trois jeux de barres à l’aide de la méthode des variables d’état. 

   Les résultats obtenus montrent que la méthode utilisée donne une bonne approximation de 
l’amplitude de l’impédance fréquentielle, de plus elle présente une bonne précision des points 
de résonances parallèles (les pôles de la fonction de transfert), et des points de résonances 
séries (les zéros de la fonction de transfert).  

   En effet, pour valider nos résultats nous avons utilisé l’outil Power Gui de Matlab Simulink, 
qui offre la possibilité de calculer l’impédance harmonique du réseau, et nous constatons que 
les deux résultats sont identiques. 

   Les effets des variations des paramètres du réseau (condensateurs de compensation 
d’énergie réactive et charges connectés aux jeux de barres) ont été également étudiés. 

   Nous avons vu que les condensateurs modifient d’une manière significative l’amplitude de 
l’impédance harmonique ainsi que les valeurs des pôles et des zéros, alors que la charge 
résistive joue le rôle d’amortissement de l’amplitude de l’impédance harmonique.  

  Les principaux inconvénients de la méthode des variables d’état sont les dimensions des 
matrices importantes comparativement à la taille du réseau, ainsi que la difficulté de 
modéliser les paramètres du réseau en fonction de la fréquence.  

   La méthode des variables d’état peut être utilisée pour l’étude de la sensibilité des pôles et 
des zéros du système vis-à-vis des paramètres du réseau et ainsi améliorer la qualité de la 
tension en décalant les pôles (résonances parallèles) vers les fréquences élevées.   
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