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Introduction générale

Une hypothése classique dans la modélisation des systémes physiques est de supposer
que leur comportement futur ne dépend que de I’état présent, ce qui conduit a des modéles
décrits par des équations différentielles ordinaires. Négliger quelques phénomeénes tels que
le phénoméne du retard méne, souvent, a des modéles qui ne décrivent pas parfaitement
le systéme a étudier. C’est pourquoi il est nécessaire, pour une meilleure modélisation, de
prendre en compte tous les phénomeénes intervenant dans le fonctionnement du systéme.
La présence du retard peut étre causée par les propriétés physiques ou chimiques des
matériaux constituants le systéme : dans une réaction chimique, par exemple, il existe
un retard intrinséque di a la dynamique du mélange. Le retard est, également, associé
au transport de matiére : transport de ’eau dans une conduite ou transport d’une ma-
tiére sur un tapis roulant...etc. Il est important de noter, également, qu'un retard peut
apparaitre dans le modéle associé au systéme sans que cela ne soit associé a une réalité
physique quelconque. En effet, afin de limiter I’ordre du modéle permettant de synthétiser
une loi de commande, on choisit d’inclure un retard. Dans ce cas, ce retard permet alors
de décrire une partie de la dynamique du systéme d’une maniére plus simple. Cependant,
la présence du retard peut engendrer la perte des performances du systéme de commande

et des fois méme son instabilité.

[’analyse de la stabilité et la synthése de controleurs pour la commande des systémes
a retard sont devenues des sujets actifs dans la théorie de la commande et ses applica-
tions. L’étude de la stabilité d’un systéme a retard, en boucle fermée, revient a étudier

et analyser les racines de son équation caractéristique. Il ne s’agit plus de résoudre une



2 Introduction générale

équation polynomiale de variable de Laplace "s", mais de résoudre une équation dite

—0sn o 0 désigne le retard. Cette

"quasi-polynémiale" ayant comme variables "s" et "e
équation posséde une infinité de racines dii a la présence du terme e~%. La stabilité de ces
systémes dépend essentiellement de la localisation des racines de leurs équations caracté-
ristiques dans le plan complexe. Plusieurs méthodes ont été développées pour déterminer
la position des racines d’un quasi-polyndéme dans le plan complexe. Dans cette thése nous

utilisons la méthode de Walton-Marshall dont le principe est de trouver les valeurs du

retard 6 pour lesquelles le systéme est stable ou instable.

Pour étudier la stabilité d’un systéme de commande, il suffit de vérifier, si le systéme
est BIBO stable, en effet, un systéme est dit stable au sens BIBO (en anglais Bounded
Input Bounded Output) ou encore au sens entrée/sortie, si et seulement si, pour toute
entrée bornée, la sortie 1'est aussi, 'on parle alors, de la stabilité externe. Cependant,
lorsque le systéme a commander est instable, la stabilité externe n’est pas suffisante. En
effet, dans ce cas, il est important de vérifier la stabilité du systéme de facon interne.
Un systéme est dit stable de facon interne si toutes les fonctions de transfert reliant les
grandeurs internes du systéme sont stables. La stabilité interne est un concept plus fort

que celui de la BIBO stabilité.

En plus de la stabilité du systéme bouclé, les objectifs de commande sont souvent
résumés par un bon suivi de consigne, un bon rejet de perturbations et des bruits de me-
sure, ainsi que la robustesse vis a vis les incertitudes du modéle. Le degré de liberté d’un
systéme de commande définit le nombre de fonctions de transfert en boucle fermée qui
peuvent étre ajustées indépendamment. Dans une structure de commande & un degré de
liberté (1IDDL), ou le controleur est responsable a la fois du suivi de consigne et du rejet
de perturbations, si on change un de ses parameétres, le suivi de consigne et le rejet de
perturbations sont affectés simultanément. C’est dans ce contexte, que 1'utilisation d’une
structure de commande dans laquelle on peut agir sur I'un des deux objectifs séparément
est recommandée, il s’agit de la structure a deux degrés de libertés (2DDL). La commande

a 2DDL a naturellement des avantages par rapport a la commande & 1DDL, ce fait a été



mentionné dans les travaux de Horowitz dans les années 60 [30], mais il n’a pas attiré
I’attention des chercheurs pendant une longue période. C’est seulement en 1984, deux
décennies apreés les travaux de Horowitz, que la recherche essaye d’exploiter les avantages
de cette structure. Plusieurs travaux ont été publiés et plusieurs structures a 2DDL ont

été proposeées, les références [4, 29, 50, 26| en sont quelques exemples.

Le controleur PID est sans doute le moyen de commande des systémes le plus utilisé
depuis de nombreuses années. Sur la base d'une enquéte auprés plus de 11000 controleurs
dans les industries de procédés, Desborough et Miller [20] rapportent que plus de 97% des
controleurs sont des régulateurs PID. Malgré les développements importants dans les do-
maines de la théorie du controle et de la technologie, les controleurs PID sont encore trés
largement utilisés dans les systémes industriels. Ceci grace a leur capacité a bien controler
une large gamme de processus ainsi que des performances qu’ils permettent d’atteindre
pour une large gamme de conditions de fonctionnement. En outre, de nombreuses mé-
thodes, permettant de déterminer ses parameétres, sont proposées dans la littérature aussi
bien dans le domaine temporel que dans le domaine fréquentiel, la littérature est trés
abondante dans ce domaine, voir par exemple [5], [59] et la liste présentée dans le cha-

pitre 1 de [67], ou plus de 700 références sont citées.

D’un autre coté, Depuis les années soixante ’apparition des controleurs fractionnaires
a permis d’améliorer les performances des systémes de commande notamment leur robus-
tesse vis-a-vis des variations des paramétres du systéme & commander [42]. En effet, la
commande CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier) développée par Oustaloup
et son équipe [53] et le controleur PI®D* proposé par Podlubny [55], ont montré la su-
périorité des controleurs fractionnaires par rapport aux controleurs entiers classiques. Un
état de ’art sur le calcul fractionnaire et ses applications dans le domaine de commande se
trouve dans [49]. Néanmoins, lors de la synthése d’un controleur fractionnaire on retrouve
les mémes problémes rencontrés lors de la synthése des controleurs entiers en plus du fait

qu’il faut trouver un moyen de synthétiser les valeurs des ordres non entiers contenus dans
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le controleur fractionnaire. Le probléme est plus complexe car ces ordres non entiers sont
des puissances de I'opérateur de Laplace et non pas des coefficients multiplicatifs comme
dans le cas des controleurs entiers. C’est dans ce cadre que sont menés la plupart des
travaux de recherche développés dans ce domaine et plusieurs méthodes commencent a

étre proposées ces derniéres années, voir, |7, 8, 65| et les références qui y sont cités.

Les travaux d’Oustaloup sur son fameux régulateur CRONE sont basés sur la fonction
de transfert 1/7, 5!, appelée la fonction idéale de Bode. En effet, lorsque cette fonction
est imposée a la boucle ouverte, la marge de phase, de la boucle ouverte, ne dépend que
de 'ordre non entier «, indépendamment du gain statique du systéme. C’est donc natu-
rellement, que les travaux qui ont suivis tentent de calculer des régulateurs fractionnaires
qui impose la méme caractéristique a la boucle ouverte (phase constante sur une bande
de fréquences assez large).

La fonction de transfert en boucle fermée correspondante a la fonction idéale de Bode est
f(s) = 1/(1 + 7.s*™) présente des caractéristiques temporelles semblables a celles d’'un
modéle du second ordre amorti mais dont le dépassement ne dépend que de « et le temps
de réponse ne dépend que de la constante de temps 7.. C’est cette fonction qui est utili-
sée par Bettayeb et Mansouri |7, 8] pour proposer une nouvelle structure de régulateurs
fractionnaires FOF-PID constituée d’une partie entiére, trés souvent un régulateur PID,
et une partie fractionnaire permettant d’imposer le caractére fractionnaire a la boucle
fermée. Le transfert f(s) est utilisé comme modéle de référence lors de la synthése du ré-
gulateur FOF-PID en se basant sur la structure de commande par modéle interne et son
équivalence avec la structure de commande par retour de sortie classique. C’est dans ce
cadre que s’inscrivent les travaux de recherches que nous avons entrepris dans cette thése.
L’idée directrice étant de trouver une méthode de synthése d’un controleur fractionnaire
FOF-PID pour la commande d’un systéme a retard instable. Ce régulateur est associé a

un controleur P ou PD permettant de stabiliser au préalable le systéme instable & retard.



Contribution et organisation de la thése :

Le travail présenté dans cette thése, porte sur "la synthése des controleurs fraction-
naires pour la commande multi-objectifs des systémes linéaires". On s’intéresse, plus par-
ticulierement, aux problématiques suivantes : la stabilité des systémes a retards, ’analyse
de la stabilité des quasi-polynomes, la stabilisation d'un systéme du premier ordre instable
a retard, la synthése des régulateurs fractionnaires et la commande a plusieurs degrés de
liberté.

Tous les développements théoriques qui seront abordés, seront illustrés sur des exemples
numériques afin de mieux expliquer les méthodes. Une application réelle sera également
présentée a la fin de cette thése afin d’implémenter la structure de commande & deux
degrés de liberté. Il s’agit de la stabilisation d'un pendule inversé et 1’asservissement du

chariot sur lequel est monté le pendule.

Cette thése est constituée de quatre chapitres et organisée comme suit :
Le chapitre 1 porte sur l'analyse de la stabilité et la stabilisation des systémes a retard
en utilisant la méthode de Walton-Marshall. Cette méthode est, par la suite, utilisée pour
calculer les paramétres du controleur permettant de stabiliser un systéme du premier

ordre instable & retard.

Dans la premiére partie du chapitre 2, nous abordons la simulation des régulateurs
fractionnaires. La deuxiéme partie de ce chapitre présente la méthode de synthése du
régulateurs basée sur la commande par modeéle interne. La procédure de synthése de ré-
gulateur par modéle interne est présentée pour le cas des systémes stables et instables.
Dans la suite du chapitre, on présente I'aspect temporel et fréquentiel d’'un modéle de se-
cond ordre dont le coefficient d’amortissement est inférieur 4 1 et du modéle fractionnaire
(f(s)) puisque ces deux modéles se comportent de la méme facon. A la fin de ce chapitre,

une analogie est faite entre les paramétres de ces modéles.
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Dans le troisiéme chapitre, la synthése d'un controleur fractionnaire est effectuée en
utilisant la méthode de commande & modéle interne pour la commande d'un systéme du
premier ordre a retard, le schéma de commande utilisé est basé sur la structure de com-
mande a 2DDL qui permet de découpler les deux problémes ; stabilisation et de suivi de
consigne. Le controleur obtenu est mis sous la forme d’un controleur entier de type PID en
cascade avec un filtre fractionnaire. La méthode de Walton-Marshall est appliquée pour
établir les conditions de stabilité du filtre fractionnaire, le résultat est formulé sous forme
d’un théoréme. Ce théoréme fixe les conditions sur le choix de la constante du temps de

la boucle fermée désirée 7. en fonction du retard 6 et de I’ordre non entier du régulateur «.

Dans le quatriéme chapitre, la structure de commande a 2DDL est utilisée afin de
commander un pendule inversé monté sur un chariot qui se trouve au Laboratoire de
Conception et Conduite des Systémes de Production (L2CSP). Le pendule inversé est un
systéme instable, sous actionné et posséde des non linéarités non négligeables. Il faut noter,
la complexité de la commande d'un tel systéme car il ne dispose que d’une seule grandeur
de commande pour controler 'angle de rotation du pendule et la position du chariot sur
lequel le pendule est monté. L’objectif de cette commande est la stabilisation du pendule
inversé et ’asservissement de la position du chariot. Pour ce faire, nous utilisons le modéle
linéaire obtenu par linéarisation du modéle non linéaire du systéme chariot-pendule. Le
modéle linéaire obtenu étant d’ordre 4, on se base sur le modéle d’état pour calculer une
loi de commande stabilisante par retour d’état statique. Le controleur stabilisant permet
de maintenir le pendule dans sa position d’équilibre instable (position haute). Afin de
faire suivre au chariot une référence désirée, on synthétise un autre controleur pour le
suivi de consigne. Pour y parvenir, le modéle du systéme stabilisé est approximé par un
modéle du premier ordre a retard, un modéle du second ordre a retard et par un modéle
fractionnaire, la méthode de synthése utilisée est la commande par modéle interne. Les
controleurs obtenus en utilisant ces modéles sont appliqués au modéle non linéaire et au

banc d’essai expérimental.



Pour faciliter la lecture de cette thése, les équations utilisant des fonctions de transfert
en particulier, la variable de Laplace s’ sera utilisée lorsque la fonction de transfert est

écrite dans le texte, par contre, elle sera homise lorsqu’il s’agit d’une équation.



Chapitre 1

Stabilité et stabilisation des systémes a

retard

1.1 Introduction

La stabilité des systémes sans retard est relativement facile a étudier puisque le nombre
des racines de leurs équations caractéristiques est fini. Dans le cas des systémes a retard,
par contre, le nombre de ces racines devient infini, ce qui rend difficile I’étude de leur
stabilité. En effet, I’équation caractéristique d’un systéme a retard est le quasi-polynéme

(c’est-a-dire un polynéome en s et en e~%), donnée par
5(s,0) = D(s) + N(s)e?* =0 (1.1)

ou s est la variable de Laplace, 6 désigne le retard, D(s) et N(s) sont des polynomes
a coefficients constants dont les degrés sont respectivement notés q et p. De plus, les
systémes étant trés souvent causals, on suppose que q > p.

Comme pour les systémes sans retard, un systéme a retard est stable si et seulement si
toutes les racines de son équation caractéristique sont a partie réelle négative. Le probléme
dans le cas des systémes a retard est que, comme on 1I’a mentionné plus haut, son équation
caractéristique posséde une infinité de racines qui sont trés difficile & déterminer a cause
du terme e~ % qu’elle contient. Plusieurs méthodes ont été proposées pour étudier la

stabilité de ce type de systémes. Dans cette thése nous avons opté pour la méthode de
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Walton-Marshall [19, 59, 70], dont le principe est présenté dans ce qui suit. La méthode de
Walton-Marshall est utilisée, dans la suite de ce chapitre, pour déterminer les parameétres
du controleur stabilisant proportionnel (P) ou proportionnel dérivée (PD) pour un systéme

du premier ordre a retard.

1.2 Méthode de Walton-Marshall

L’analyse de la stabilité des systémes a retard par la méthode de Walton-Marshall
consiste a rechercher les valeurs du retard 6 pour lesquelles ’équation caractéristique
admet des racines a partie réelle négative ou au moins une racine imaginaire pure. La figure
(1.1) illustre le principe général de cette méthode. Cette figure montre que le retard peut
influencer la stabilité du systéme de deux maniéres. Il peut avoir un effet déstabilisant ; le
systéme est stable pour § = 0 et devient instable pour d’autres valeurs de 6 (figurel.1(a)).
Il peut également avoir un effet stabilisant ; le systéme est instable pour # = 0 et devient
stable pour d’autres valeurs de 6 (figure 1.1(b)).

La mise en ceuvre de la méthode de Walton-Marshall consiste a associer a 1’équation

- I

\rﬁj
¥ %

e=¢ =0
8=8,
™ /" -8,
(a) ()

Fi1G. 1.1: Principe de la méthode de Walton-Marshall

caractéristique (1.1) un polynéme a une seule variable W (w?) obtenu en éliminant le

terme e 0%

et en remplagant la variable de Laplace s par jw. De plus, on utilise le fait
que, si s est une racine de I'équation caractéristique (1.1), alors son conjugué s lest
également, puisque pour les nombres imaginaires purs, on a 3 = —s. S’il existe des racines

de I'équation caractéristique situées sur I’axe imaginaire, alors elles vérifient le systéme
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d’équations
D(jw) + N(jw)e % =0

‘ (1.2)
D(—jw) + N(—jw)el™ =0
Elles sont également solutions de 1’équation obtenue aprés avoir éliminé le terme e 7%,
D(jw)D(jw) — N(je) N(~jw) = 0 (13)
On obtient ainsi, un polynéme en w?, noté W(w?), défini par
W /(%) = D(je) D(—jw) — N(juo) N(~j) (1.9

Le polynome rationnel W (w?) joue un role central dans la méthode de Walton-Marshall
et par conséquent, dans I'analyse de la stabilité des systéme ayant comme équations ca-

ractéristiques 1'équation (1.1).

La méthode se déroule en trois étapes.

e Premiére étape : Etudier la stabilité de I’équation (1.1) pour § = 0 et déterminer le
nombre de racines de (s, 0) = 0. Cette premiére étape sera utilisée dans la troisiéme
étape pour conclure sur la stabilité ou non du systéme a retard.

e Deuxiéme étape : Cette étape est a étudier seulement lorsque p = ¢. Dans ce cas,
elle consiste a examiner le comportement des racines de 1’équation caractéristique
en augmentant la valeur de 6 de 0 & une valeur infiniment petite. Dans ce cas, le
nombre de racines devient infini. Les nouvelles racines apparaissent dans le demi-
plan gauche, si et seulement si, W (w?) > 0 pour des valeurs de w grandes.

e Troisiéme étape : Lorsque p < ¢, on étudie le comportement du lieu des racines de
d(s,0) en s = jw, (w. étant la pulsation pour laquelle le systéme est a la limite de
stabilité), ainsi que la direction de croisement de ces racines pour des valeurs de
0 croissant. On étudiera, en particulier, les valeurs de 6 pour lesquelles ces racines
passent du demi-plan gauche au demi-plan droit du plan complexe (on dira alors
que les racines sont déstabilisantes) et les valeurs de 6 pour lesquelles ces racines
passent du demi-plan droit au demi-plan gauche du plan complexe (on dira que les
racines sont stabilisantes). Pour ce faire, on cherche d’abord les racines positives de

W (w?) = 0. Ainsi :
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o Si W(w?) n’a pas de racines réelles positives, la stabilité du systéme a retard
dépend de sa stabilité pour # = 0. Le systéme sera stable pour 6 > 0, s’il est
stable pour # = 0 et il sera instable pour ¢ > 0 s’il est instable pour 6 = 0.

o Si W(w?) admet des racines réelles positives, il faut analyser 1’évolution du lieu
des racines au voisinage de I'axe imaginaire. Pour ce faire, il suffit d’analyser le
signe de la dérivée de W (w?) par rapport a w? , notée W' (w?), évaluée pour chaque
racine positive de W (w?). On conclura alors que :

- Si W/ (w?) > 0, la racine est déstabilisante.
- Si W' (w?) < 0, la racine est stabilisante.
- Si W/(w?) = 0, il est nécessaire de considérer la dérivée a un ordre supérieur

al.

Pour déterminer la valeur de 6 pour laquelle la racine est située sur I’axe imaginaire, on
doit résoudre I'équation

D(jwe) + N(jwe) e = 0 (L.5)
donc

D(jwe)
N (jwe)

e 0% = cos(Qw,.) — jsin(fw.) = — (1.6)

si fp représente la solution la plus petite qui satisfait ’équation (1.6), la solution générale

pour une racine w, donnée est

0=+ 2T (k=012 (1.7)

We

La stabilité du systéme a retard se déduit de celle du polynome W (w?). La procédure
peut étre résumée comme suit :
1) Déterminer le nombre de racines du polynome non retardé (racines de d(s,0) = 0),

3) Rechercher ou étudier I'existence des racines réelles positives w? de W (w?).

)
2) Calculer le polynome W (w?),

)
4) Etudier le comportement du lieu des racines de §(s, 0) en s = j w.. On détermine si
le lieu des racines traverse ou non l’axe imaginaire, ainsi que la direction du croise-

ment pour les # croissants. On peut ainsi déterminer les valeurs de 6 pour lesquelles
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il existe des racines de I’équation caractéristique situées dans le demi-plan complexe

gauche, c’est-a-dire, les valeurs de 6 pour lesquelles le systéme est stable.

Pour illustrer la méthode, on présente dans ce qui suit trois exemples numériques.

Exemple 1.1

Soit le systéme dont ’équation caractéristique est donnée par
5(s,0) = s>+ 65+ T7+e % (1.8)

1. Dans une premiére étape, on étudie la stabilité du systéme pour § = 0. Dans ce

cas, ’équation caractéristique (1.8) devient
5(5,0) = s> +65+8=(s+2)(s+4) (1.9)

Le systéme est stable pour § = 0 puisque les deux racines sont a partie réelle
négative.

2. Calculons maintenant le polynome W (w?), on obtient :

W(w?) = ((jw)*+6jw+T7)((—jw)* —6jw+T7) —1
= w'+220 +48 (1.10)
= (w?+19.554) (w? + 2.456)

W (w?) ne possédant pas de racines positives et comme le systéme est déja stable
pour 6 = 0, on peut conclure qu’il est asymptotiquement stable pour toutes les

valeurs du retard.

Exemple 1.2 [59]

Soit le systéme dont ’équation caractéristique est donnée par
5(s,0) = s+ 2% (1.11)

1. Le systéme est stable pour § = 0 puisque la racine de d(s,0) (—2) est négative.
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2. Le polynome W (w?) est donné par
W(w?) =w? —4 (1.12)

W (w?) ayant une racine positive (w? = 4), le lieu des racines du polynéme carac-

téristique coupe 'axe imaginaire. Afin de déterminer si cette racine est stabilisante
ou non, on doit calculer W'(w?) = -5 W(w?) en w = w,, on trouve W'(w?) = 1.
Comme le signe de W’ (w?) est positif, on conclut que la racine est déstabilisante.
Cela signifie qu’il existe des valeurs du retard 6 pour lesquelles le systéme devient
instable.

Pour trouver ces valeurs du retard on utilise la relation (1.6) en w = 2, on doit donc
résoudre les équations :

cos260 = Re [—%] =0

—20=7/2+2kr, (k=0,1,..) (1.13)
1

sin26 = 1Im [%

la valeur du retard 6 correspondante est
s
9:(4k+1)z, k=0,1,2, ... (1.14)

Pour k£ = 0, deux racines de §(s,0) = 0 passent de gauche a droite, ce qui provoque
'instabilité du systéme pour des valeurs de 6 > 7/4. Pour k = 1, deux autres racines de

d(s,0) = 0 passent de gauche a droite et ainsi de suite. Donc, la condition de stabilité est

0<6<m/4 (1.15)

Exemple 1.3 [59]

Soit le systéme dont I’équation caractéristique est donnée par
5(5,0) =53+ +2s+ 14 (1.16)

1.6(s,0) =83+ 2 +2s+1+1=(s+1)(s*+2).
Le polynome posséde une racine stable (-1) et deux racines imaginaires pures (45 v/2).
Le systeme est donc a la limite de stabilité pour § =0

2. Calcul de W(w?) = | — jw?® —w? + 2jw + 112 — 1 = w?(w? — 1)(w? — 2).
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2

2, = 0, aignorer car s = 0 n’est pas racine de (s, 6).

Ce polyndéme posséde trois racines : w
w2, =1 et w% = 2, pour lesquelles il faut vérifier si les racines de (s, 6) correspondantes
sont stabilisantes ou déstabilisantes, puis déterminer les valeurs critiques du retard cor-

respondantes. Pour ce faire, on doit calculer la dérivée W’ (w?) et vérifier son signe pour

chacune de ces racines.
W' (w?) = (W? — 1)(w? - 2) + w?(W? = 2) + w?(W? - 1) (1.17)

ainsi, pour w? =1, W/(1) = —1, cette valeur étant négative, les racines sont stabilisantes.
Pour w?, = 2, W(2) = 2, cette valeur étant positive, les racines sont déstabilisantes.
Calculons maintenant les valeurs critiques du retard 6 pour lesquelles les racines de-
viennent stabilisantes ou déstabilisantes.

Les racines déstabilisantes correspondent a s = +51/2, dans ce cas 6(4jv/2,6) = 0.

La valeur du polynome (1.16) pour s = jv/2 est 6(jv/2,0) = —1 + e 72 les valeurs de

f qui annulent cette expression sont

cos 02 = +1

— V2 =0+2km, (k=0,1,..) (1.18)
sinfv2 =0

Par conséquent, la valeur critique du retard 6 est
0 =2kr, (k=0,1,..) (1.19)

Ainsi, pour k& = 0, deux racines de (s,0) sont situées sur I'axe imaginaire, elles corres-
pondent a celles trouvées dans I’étape (1) pour § = 0. Deux autres racines apparaissent
pour 6 = /27 k = 1 et ainsi de suite.

Le systéme est stable pour des valeurs de
0 < V2 (1.20)

Les racines stabilisantes correspondent a s = £j. Pour s = +j, le polynome 6(+j,0) =

+j +e9% donc

cosf =0 T
—0=—+2kn, (k=0,1,..) (1.21)
sinf =1 2
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Pour k = 0, les deux racines de d(s, §) sont situées sur I'axe imaginaire puisqu’elles sont
stabilisantes, elles passent du demi-plan droit au demi-plan gauche. Le méme phénoméne
se réalise pour k = 1 et ainsi de suite. Par conséquent, le systéme est stable a condition
que

T
— 1.22
0 > 5 ( )

Finalement, la combinaison des conditions (1.20) et (1.22) permet de conclure sur la

condition de stabilité du systéme donné par I’équation caractéristique (1.16), a savoir

g <0<mv2 (1.23)

1.3 Sur la stabilisation des systémes a retard

La stabilisation des systémes a retard reste actuellement, un domaine de recherche
trés actif [59]. En raison de leurs simplicité, les controleurs P/PI/PD/PID sont souvent
les plus utilisés pour la stabilisation des systémes a retard. Cependant, les conditions de
stabilité pour de tels systémes est un sujet trés difficile. Huang et Chen [31], ont utilisé le
lieu des racines pour étudier le probléme de stabilisation des systémes du premier ordre

instables a retard; dont la fonction de transfert de leurs modéle est donnée par G(s) =

Gfs:is ; en utilisant des controleurs simples et ont montré que le rapport /7 doit étre
inférieur a 1 lorsqu’on utilise un contréleur proportionnel ou proportionnel intégral, alors
qu’il devrait étre inférieur a 2 lorsqu’un contréleur proportionnel dérivé ou proportionnel
intégral dérivé est utilisé. Silva et al. [59] ont étudié la stabilisation des systémes a retard
avec des controleurs PID. Leur étude est basée sur le théoréme de Hermite-Biehler pour
les quasi-polynémes, qui consiste & trouver les racines de ’équation transcendante afin
de déterminer I'intervalle de stabilisation des parametres K, 7; et 74 du controleur PID.
Hwang et al. [33] ont appliqué la méthode de D-partition pour caractériser les régions de
stabilité du controleur pour un systéme linéaire a retard. Xiang et al. [72] ont utilisé le
critére de stabilité de Nyquist pour étudier la stabilisation des systémes du second ordre

instables a retard par des régulateurs P/PI/PD/PID. Chek [16] a étudié la stabilisation

des systémes instables a retard d’ordre quelconque dont le numérateur est une constante
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en utilisant de simples contréleurs. Dans notre cas, la méthode de Walton-Marshall dont le
principe est illustré précédemment est utilisée afin de déterminer les valeurs des paramétres

du controleur stabilisant.

1.4 Stabilisation d’un systéme du premier ordre instable
a retard

Bien qu’il existe plusieurs études qui traitent des méthodes de conception de controleur
pour les systémes instables avec retard, les performances du systéme sont limitées si la
structure de commande considérée est la structure a retour unitaire standard [31, 32], ces
limitations sont exprimées en terme de l'effet du retard sur la phase de la fonction de
transfert en boucle ouverte [24]. Afin d’améliorer les performances du systéme en boucle
fermée, les chercheurs proposent de stabiliser ces systémes avant d’appliquer la commande
[31, 24].

La figure (1.2) donne la structure de commande dont le controleur stabilisant Cy(s) est

inséré dans la boucle interne. La fonction de transfert d’'un modéle du premier ordre

+ G(s) y(i)

Ci(s)

A

Fia. 1.2: Structure de commande stabilisante

instable & retard est donnée par I’équation (1.24).

G(s) = &0 e (1.24)

Ts—1

ou (G désigne le gain statique, 7 est la constante de temps du systéme et 6 est le retard.
Il est mentionné dans la littérature qu'un systéme du 1¢" ordre instable a retard peut étre
stabilisé par un controleur proportionnel (P) ou par un contréleur proportionnel intégral

(PI) si et seulement si /7 < 1 [31]. Cependant, si le controleur PD ou PID est considéré,
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le systéme est stabilisable pour §/7 < 2 [31, 72|. Le controleur stabilisant peut étre du

type proportionnel (P),Cs(s) = K ou proportionnel Dérivé (PD), Cy(s) = K(bs + 1).

1.4.1 Stabilisation avec un contréleur Proportionnel (P)

La fonction de transfert de la boucle interne, si le controleur stabilisant est un contro-

leur proportionnel, est donnée par

Goefes
Ts—1+KGye s

Gr(s) = (1.25)

Le retard étant connu, on cherche a déterminer les valeurs du gain du contréleur propor-
tionnel qui conduisent a la stabilité du systéme, et cela se fait en utilisant la méthode de
Walton-Marshall.

L’analyse de la stabilité de la fonction de transfert donnée par ’équation (1.25) permet

de trouver la valeur de la borne inférieure K, et la valeur de la borne supérieure K,; du

gain K [59, 70].
5(5,0) =75 —1+KGye?* (1.26)
——
D(s) N(s)

- 0(5,0) = 7 s — 1+ KGy, le systéme posséde une seule racine ( = 0) égale a

. donc le systéme est stable pour 8 = 0 si et seulement si K > 2. Cette

1-KGo
T Go*

valeur représente la valeur de la borne inférieure notée K,, du gain du contréleur
proportionnel garantissant la stabilité du systéme.

— Comme ¢ = 1 > p = 0, on ignore la deuxiéme étape de la méthode de Walton-

Marshall.
- W(w?) = 7%w? + 1 — K?G2. Cette équation posséde une seule racine positive,
2 _ K?Gi-1 9\ 9 .. .
w; = ——4—. En outre, W'(w?) = 72, cette dérivée étant positive, cette racine

est déstabilisante.

La valeur du retard # correspondante vérifie

ijc -

K@

(1.27)

cos(fw,) = Re {— 1} ! sin(@wc)zlm{

B jTwe — 1 TW
- KGy'

KGy | KGy
d’ou

tan(fw.) = Tw, (1.28)
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On pose Tw, =y < w. = ¥, 'équation (1.28) peut étre réécrite sous la forme

arct 0
arctgly) _ 9 (1.29)
Y T

Comme la valeur de arctg(y) est plus petite que la valeur de y, I’équation (1.29)
admet une solution uniquement pour des valeurs de g < 1. Cela signifie, que le
régulateur proportionnel ne peut stabiliser le systéme instable du premier ordre a

retard que si

7
-<1 1.
— < (1.30)

Dans ce cas, déterminons alors les conditions sur le gain K du régulateur propor-
tionnel pour que le systéme soit stable.

Lorsque g < 1, (correspondant a la valeur maximale du gain du régulateur), le terme

%yg(y) indique que la valeur de y est trés grande, par conséquent arctg(y) = 7.

De I’équation (1.29), on déduit que

/2 0 TT
=L = = — 1.31
Y T Y= 00 (131)

et comme y = 6 w,., on obtient

T
we = o5 (1.32)

K2G3-1 . . . A
Comme w? = ——, la valeur maximale du gain de régulateur, notée Ky, est

donnée par

V1472 V462 + 72
B G? B 2Gb

Ky (1.33)

Nous retrouvons ainsi, a I'aide de la méthode de Walton-Marshall, les résultats obtenus
dans [31, 66] en utilisant le critére de stabilité de Nyquist.

La figure(1.3) montre les valeurs numériques de la borne inférieure K, et de la borne
supérieure K, du gain du régulateur pour différentes valeurs de 6/7 pour Gy = 1. On
constate que la borne inférieure K, est indépendante de 6/7 et la borne supérieure K,

décroit rapidement lorsque 6/7 augmente.
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80

60 -

40 -

-20
o

i i i
0.2 0.4 0.6 0.8 1
o/t

F1G. 1.3: Ky et K, pour le systéme du 17 ordre instable a retard cas 0/17 < 1

Pour illustrer I'influence du gain statique du systéme sur ’évolution de la borne supé-

rieure Ky, la figure (1.4) montre I’évolution de Kj; en fonction de 6/7 pour différentes

valeurs de Gy.

80
.

.
70 =
.

H
601

H
50w

30

F1G. 1.4: Ky pour différentes valeurs du gain Gy cas 0/1 < 1

On constate que lorsque le gain statique Gy augmente, la valeur maximale du gain
du régulateur diminue fortement et devient presque égale a Gio pour toutes les valeurs de
0/t.

Finalement, pour choisir la valeur du gain du régulateur, on doit tenir compte de la

stabilité du systéme en boucle fermée et de la stabilité vis-a-vis des variations de /7

(marges de stabilité).
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Par conséquent, la valeur du gain K du régulateur proportionnel stabilisant doit étre
comprise entre K, et K);. Dans [31], les auteurs proposent de choisir la valeur du gain

K égale a la valeur moyenne de K,, et de K.

K= %(Km + Ky) (1.34)

1.4.2 Stabilisation avec un contréleur Proportionnel Dérivé (PD)

Afin d’assurer la stabilité d’un systéme du premier ordre instable avec retard lorsque
0/1 < 2,le controleur stabilisant doit étre du type PD. Dans ce cas, la fonction de transfert

de la boucle interne est donnée par

Gruls) Goe® (1.35)
s) = .
e Ts—14+ KGo(bs+1)e s
L’équation caractéristique du systéme est, donc, donnée par
5(5,0) =75 — 1+ KGo(bs +1) e?* (1.36)
N~ —-—-

D(s) N(s)
La méthode de Walton-Marshall est de nouveau utilisée pour étudier les conditions de sta-
bilité de la boucle interne, ainsi que, pour déterminer les paramétres K et b du controleur
PD.
—6(5,0) =75s—1+KGo(bs+1) = (1+ KGpb)s + KGy — 1. Le systéme posséde une

1-KGq
T+KGob*

seule racine pour # = 0, s = Alors, le systéme est stable pour 6 = 0 si et

seulement si

1
K> — 1.
> e (1.37)

— Selon la méthode de Walton-Marshall, lorsque ¢ = p = 0, nous devons considérer le

comportement de W (w?) pour de grandes valeurs de w?. Nous avons
W(w?) = 72w +1 - K?G3(b*w? + 1) (1.38)
Pour de grandes valeurs de w?, W (w?) devient
W(w?®) & (77 = K*Ggb*) w” (1.39)

qui est positive pour les valeurs de 7 > K Gb.



1.4 Stabilisation d’un systéme du premier ordre instable a retard 21

— Puis en cherchant les racines réelles positives de W (w?) = 0, nous retrouvons alors
la seule racine de valeur w? = (K2G% — 1)/ (7% — K2G3b?), cette racine est positive
pour des valeurs de K > 1/Gg et 7> KGob, i.e. K = \/1+ 7202/Go\/1 + b2w?2.
La dérivée W'(w?) = 72 — K2GEb? est positive parce que (7 > KGyb), par consé-
quent, la racine précédente est déstabilisante. La valeur de 0 correspondante vérifie

le systéme d’équations (1.40).

1 — Tw? (T + b)we
fu,) = C_ sin(fw,) = 1.40
coslwe) = a arown N0 = e AT (1.40)
qui est égale
(T4 b)w,
tan(fuw,) = ~— % 1.41
an(fu) 1 —7bw? (1.41)
On pose de nouveau y = 1w, et b = 2, I'équation (1.41) peut étre réécrite sous la
forme
o 1 1+
— = —arctyg L—t) (1.42)
T Y 1 — by?

et le gain K devient
/1 1+ 12
K=YV g, (1.43)
G()\/ 1 —f- b2y2

Les équations (1.42) et (1.43) sont non-linéaires, il est donc trés difficile de trouver
une relation directe entre les paramétres K, et b du controleur PD et le retard 0
comme dans le cas ol le controleur stabilisant est de type proportionnel. Cependant,
les interpolations de K, Gy et de b basées sur différentes valeurs de 0/T pour /1 < 2

peuvent étre trouvées, elles sont données par

0 —0.9549
Ky Go = 1.631 (—) (1.44)

T

2 3
b 0.0038 +0.1524 (9) +0.347 (Q) —0.088 (Q) (1.45)

T T
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FiG. 1.5: Ky pour systéme du 1° ordre instable a retard cas g <2

Les valeurs de Ky, et b pour différentes valeurs de 0/7 (6/7 < 2) sont données respecti-
vement, par les figures (1.5) et (1.6).
En tenant compte des incertitudes sur le paramétre 6, le systéme du premier ordre instable

est stabilisable, si et seulement si, [31]

2__ T2 2__ T2
arcty (/S )+ aretg (4 S

< (1.46)

T (K2—1)r2
—K2b02472

F1G. 1.6: Valeurs de b pour le systeme du 1" ordre instable o retard (g <2)
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1.5 Conclusion

Le probléme de la stabilisation des systémes a retards a attiré beaucoup d’attention
puisqu’ils sont couramment rencontrés en industrie. Dans ce chapitre, nous avons étudié
la stabilisation des systémes a retard, en particulier, les systémes du premier ordre in-
stables par des régulateurs P ou PD. Les paramétres de ces controleurs stabilisants sont

déterminés en utilisant la méthode de Walton-Marshall pour les quasi-polynomes.

En premier lieu, nous avons rappelé la méthode de Walton-Marshall pour I’étude de
la stabilité des quasi-polynomes. En effet, le principe de la méthode se base sur le fait
qu’il y a une continuité des solutions de I’équation caractéristique par rapport au retard
0, la stabilité du systéme dépend essentiellement de ce dernier. En effet, un systéme peut
étre stable pour certaines valeurs de 6 et peut devenir instable lors de I’évolution de 6 et

vice versa.

En second lieu, la méthode de Walton-Marshall est utilisée pour déterminer les para-
meétres du controleur qui conduisent a la stabilité d’un systéme du premier ordre instable
pour une valeur de 6 connue (fixe). Le type du controleur stabilisant dépend de la valeur
du rapport 6/7. En effet, le controleur stabilisant est de type P ou PI pour 6/7 < 1 et de
type PD ou PID pour 0/7 < 2.

Dans le prochain chapitre, on s’intéresse a la synthése de controleurs en utilisant la
structure de commande par modéle interne en utilisant un modéle de référence fraction-

naire. Le chapitre traitera aussi la simulation des controleurs fractionnaires.



Chapitre 2

Simulation des controleurs
fractionnaires, commande par modeéle

interne

2.1 Introduction

La synthése d’un asservissement consiste a concevoir et dimensionner un correcteur
permettant de satisfaire les performances désirées contenues dans le cahier des charges.
Ces performances peuvent étre formulées de différentes maniéres, mais dans tous les cas,
elles traduisent les performances relatives a la stabilité, a la précision et a la rapidité :
Temps de réponse, dépassement, marges de stabilité (marge de gain ou marge de phase),
.. etc. Les méthodes de synthése des régulateurs sont trés nombreuses et une classification
rigoureuse n’est pas une tache facile. Elles peuvent étre classifiées en deux types selon la

connaissance ou non du modéle du systéme & commander :

— Méthodes empiriques ne nécessitant pas la connaissance parfaite du modéle. La
synthese des régulateurs, en utilisant ces méthodes, est généralement basée sur des
observations expérimentales de la réponse indicielle de la boucle ouverte ou de la
boucle fermée. On peut citer la méthode de Ziegler-Nichols en boucle ouverte [46]

et la méthode de Ziegler-Nichols en boucle fermée [28]. L’intérét majeur de ces
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méthodes réside de dans leurs simplicité.

— Méthodes analytiques qui reposent sur la connaissance d’'un modéle précis du sys-
téme a commander. Les performances réelles obtenues dépendent de la qualité du
modéle et de son aptitude & représenter le mieux possible le procédé. Parmi ces
méthodes, on peut citer la méthode de commande a modéle interne. Plus de détails
sur cette méthode seront donnés dans la section suivante.

Dans ce chapitre, on présente quelques notions sur la simulation des controleurs frac-
tionnaires en particulier la fonction idéale de Bode. En effet, lorsque cette fonction est
imposée a la boucle ouverte, on obtient la caractéristique que la marge de phase de la
boucle ouverte est constante sur une bande de fréquences limitée. De plus, la marge de
phase dépend de l'ordre non entier o indépendamment du gain statique du systéeme a
commander, ce qui se traduit par un dépassement de la réponse indicielle de la boucle
fermée indépendant du gain du systéme. Par la suite, on expose la méthode par modéle
interne (Internal Model Control en anglais (IMC)) pour le cas des systémes stables et
instables. Cette méthode sera généralisée au cas fractionnaire en imposant la fonction de
transfert en boucle fermée correspondante a la fonction idéale de Bode comme modéle de
référence. Une analogie est faite entre le modéle de systéme du second ordre et le modéle

de référence fractionnaire vu que leurs comportements sont semblables.

2.2 Fonction idéale de Bode

Dans ses travaux sur les amplificateurs en 1945 [9], Bode a proposé une forme idéale
de la fonction de transfert de la boucle de commande, elle est donnée par

L= (&)QH b (2.1)

s Tes0H

Ou w, = % est la fréquence de coupure et le paramétre (« + 1) représente la pente
Tc

de la caractéristique idéale du gain.

Les caractéristiques fréquentielles de la fonction idéale de Bode sont obtenues en posant

s§ = jw.
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Le module et I'argument sont donnés par

=—-20(a+1)log (T.w)

|L(ja)’dB . 20[09 ’Wm
¢(rad) :  arg (W) = —(a+1)%

La figure (2.1) représente le diagramme de Bode de L(s) pour 7. = 1 et trois valeurs de

a (a=0,0.5,1).
Bode Diagram
50 T T T T
—_ 07 |
m
o
g
= -50 -
c
(=2}
(]
=
-100 | -
-150 | | | I
10" 10° 10" 10°
T T T T
-90 - - - 1
=)
(5]
el
E’ -135 —
©
=
o
-180 |- -
Ll L N S | L N | L N S S R |
10™ 10° 10" 10°
Frequency(rad/sec)

F1G. 2.1: Diagramme de Bode de L(s) pour a = (0,0.5, 1)

Cette figure montre que la valeur de la phase est constante indépendamment de la
valeur de w,, elle vaut ¢ = —90° pour a = 0, donc une marge de phase de 90°, ce qui
donne un comportement équivalent a celui d’un systéme du premier ordre. Pour a@ = 1,
la marge de phase vaut ¢,, = 0°, le systéme est a la limite de stabilité. Par contre, pour

a = 0.5, la phase vaut ¢ = —135°, ce qui correspond & une marge de phase ¢,, = 45°.
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Bode Diagram
100 T T T T

50|

Magnitude(dB)
&
o
T

-100 -

150 i i i i
1 0 1 2

10 10 10 10
-134 T T T T

-134.5| .

-135| -

Phase(deg)

-135.5- : : f f E

-136 i i i i
10 10 10’ 10
Frequency (rad/sec)

Fi1G. 2.2: Diagramme de Bode de la fonction idéale de Bode pour o = 0.5 et différentes

valeurs de T,

L’étude du comportement dynamique en boucle fermée d’'un systéme bouclé dépend
exclusivement de son comportement en boucle ouverte autour de la fréquence de coupure
w,. La motivation d’utiliser un correcteur fractionnaire rentre dans ce contexte. L’idée est
donc d’avoir une phase plate autour de la fréquence w. qui permet d’avoir un systéme en
boucle fermée robuste aux variations du gain comme le montrent les figures (2.2) et (2.3).
Cela se traduit par un dépassement de la réponse indicielle en boucle fermée constant pour
n’importe quelle valeur du gain. Cette propriété est dite propriété d’iso-amortissement.
Un tel comportement est assuré par la conception d’un controleur garantissant d’avoir la
fonction idéale de Bode comme modéle de référence de la fonction de transfert du systéme
en boucle ouverte. Pour obtenir une marge de phase comprise entre 30° et 60° (ce qui est
souvent préconisé), il faut choisir la valeur de I'ordre non entier a compris entre 0.33 et
0.67.

Oustaloup a été le premier a avoir introduit un correcteur d’ordre fractionnaire garantis-
sant une fonction de transfert, en boucle ouverte, d’'un asservissement classique a retour

unitaire égale a la fonction idéale de Bode [53]. Cette commande est connue sous le nom



28 Simulation des contréleurs fractionnaires, commande par modéle interne

Commande Robuste d’Ordre Non Entier (CRONE), plusieurs variantes de la commande
CRONE ont par la suite été développées depuis son apparition [53].

La fonction de transfert du systéme bouclé est donnée par

1

1+ 7 s0t1

f (2.3)

Sortie

60 80 100 120
Temps

F1G. 2.3: Réponses indicielles de f(s) pour différentes valeurs de T,

La réponse indicielle de f(s) présente le méme comportement qu’'un systéme du second
ordre sinusoidal amorti. Elle sera utilisée tout au long de cette thése pour dimensionner

les controleurs fractionnaires.

2.3 Simulation et implémentation des régulateurs frac-
tionnaires

La simulation et I'implémentation des contrdleurs fractionnaires repose essentielle-
ment sur I’approximation de 'opérateur de dérivation ou d’intégration non entier. Deux
approches peuvent étre considérées. La premiére, consiste a remplacer directement 1’'opé-
rateur de dérivation ot d’intégration non entier par une approximation numérique. Les

méthodes utilisant cette approche sont de type mémoire longue. L’inconvénient avec cette
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approximation est qu’elle nécessite un temps de calcul trés important, c¢’est pour cette
raison qu’elle ne sont pas utilisées dans I'implémentation des régulateurs fractionnaires.
La deuxiéme approche est indirecte, dans ce cas, 'opérateur de dérivation ou d’intégration
non entier, de dimension infinie, est remplacé par un modéle rationnel de dimension finie
dans une bande de fréquences donnée en utilisant un ensemble de cellules élémentaires
du premier ordre [53, 15]. On présente, dans ce qui suit, "approximation développée par

Oustaloup [53|. Cette derniére sera utilisée tout au long de cette thése.

2.3.1 Intégrateur borné en fréquences

La fonction de transfert de I'intégrateur fractionnaire est la fonction irrationnelle

L (2.4)

SO(

L’approximation d’Oustaloup repose sur ’approximation en temps continu de I'opérateur
d’ordre fractionnaire de ’équation (2.4) par une fonction rationnelle en utilisant une dis-
tribution récursive de zéros et poles d’ordre entier, répartis dans une bande de fréquences
limitée.

L’approximation de I'opérateur Sia dans une bande de fréquences [wy,wy] est donnée par

la fonction de transfert irrationnelle :

o 3\
=1 | (2.5)
wh

wp et wy, étant les limites inférieure et supérieure de la bande de fréquences et I est un

coefficient de normalisation.

La figure (2.4) illustre le comportement fréquentiel d'un intégrateur généralisé (trait en
pointillé) et de I'intégrateur borné en fréquences (trait fort). La figure montre que le com-
portement fréquentiel d'un intégrateur généralisé et de l'intégrateur borné en fréquences
sont trés proches dans la bande de fréquences d’approximation [wj, wy]. Par contre, ils de-
viennent complétement différents en dehors de cette bande puisque 'intégrateur borné en

fréquences devient constant. Trigeassou et al. [64], dans le but d’améliorer cette approche,
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Bode Diagram
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F1G. 2.4: Diagramme de Bode de lintégrateur généralisé (trait en pointillés) et de l'inté-

grateur borné en fréquences (trait fort)

ont défini un intégrateur borné en fréquences donné par

s 11—«
jo_Go (115

2.6
s 1+i (2:6)

Il correspond au diagramme de Bode de la figure (2.5). Le diagramme de Bode est composé
de deux parties : la zone intermédiaire correspond a l'effet non entier caractérisé par
I’ordre non entier «. Dans les autres zones, le comportement est celui de l'intégrateur
d’ordre 1. C’est cette solution qui est utilisée lorsqu’il s’agit d’implémenter des régulateurs
fractionnaires pour la commande des systémes. En effet, I’aspect intégrateur entier en
dehors des bornes d’approximation, en basses fréquences en particulier, garantit une erreur

statique nulle.

2.3.2 Approximation d’Oustaloup

L’approximation d’Oustaloup d’un dérivateur généralisé (équation 2.7), dont ’action
différentielle couvre tout 'espace des fréquences, repose sur une distribution récursive
d’une infinité de zéros et de poles réels négatifs [53, 44|. Dans le cadre d’une synthése
réaliste fondée sur un nombre fini de zéros et de poles, il convient de réduire le comporte-

ment différentiel généralisé sur un intervalle fréquentiel borné, choisi selon les besoins de
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Bode Diagram
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F1G. 2.5: Diagramme de Bode de l’intégrateur borné en fréquences en utilisant I’approxi-

mation d’Oustaloup (trait en pointillés) et Trigeassou (trait fort)

Papplication. Le transfert résultant, dit, "dérivateur généralisé borné en fréquences", est

ensuite approximé par une transmittance d’ordre entier.

Dy = (wi)a (2.7)

w, est la pulsation de coupure et « est I’ordre de dérivation non entier .

Une troncature a la fois du coté des basses et des hautes fréquences consiste a limiter
sur l'intervalle fréquentiel [wWynin, Winaz], centré géométriquement sur w,, le comportement
différentiel du transfert wi En fait, la troncature sera réellement effectuée, pour plus de

précision, sur un intervalle de fréquences plus large [wy, wp] tel que :
Wy K Wmin et Wh 2> Wnag (28)

La fonction de transfert d’ordre non entier (2.7) du dérivateur borné en fréquences s’écrit

alors :
oo 1+ =
Diorn = D e 2,
borné 0 H 1 + 5 ( 9)
=0 Wh
avec
Dy = 2o = n (2.10)
Wy We

pour assurer un gain unitaire a la fréquence w..

Le dérivateur borné en fréquences ne peut pas étre réalisé a cause de sa dimension infinie,
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on ’approxime par un transfert de dimension finie en utilisant un nombre limité de cellules
passe bandes. On obtient alors une approximation bornée en fréquences de dimension finie.
L’approximation d’Oustaloup a la particularité que le gain Dy ne dépend que de la bande
de fréquences, dont les limites sont symétriques par rapport & w = lrad/sec, et de I'ordre

non entier . On obtient finalement :

N 1 + S.
5%~ Dyorne = Do = DO H (1 n w?1> (211)
i=—N :

N est le nombre de cellules nécessaires pour obtenir une bonne précision. Celle-ci est
d’autant meilleure que N est grand. Les poles —w, ; et zéros —w, ; du transfert entier sont

déterminés par les relations récurrentes suivantes [44] :

Wz, —N = wmin\/ﬁ
Wpi = O ws, i=-N,..N (2.12)

Wzi+1 = NWp Z:—N,,N—l

Les paramétres de récurrence 9 et n sont donnés par :

a/2N+1 (1—a)/2N+1
5= (M) et 5= (w’“) (2.13)

Wmin

Winin €6 Wmaee sont respectivement la borne inférieure et la borne supérieure de la bande
d’approximation.

Le coefficient d’ajustement du gain D, est donné par :

Dy = ( ! )a = (Winaz)" (2.14)

Wmin
D, (s), comme Dy,ne(S), est juste propre et présente un gain constant en dehors de la

bande de fréquences de validité de I'approximation.

2.3.3 Approximation d’un régulateur PI® D"

La fonction de transfert d’un régulateur Proportionnel Intégral Dérivé (PID) sous la

forme mixte est donnée par

1
C = K, (1 + —_ + TdS) (2.15)

(2
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F1G. 2.6: Diagramme de Bode du contréleur PID (trait fort) et de PID (action dérivée

filtrée) (trait en pointillés)

Ce correcteur présente, I'inconvénient de ne pas respecter le principe de causalité. Le
terme 745 est souvent filtré afin de respecter la causalité et d’atténuer son effet aux
hautes fréquences (a cause des bruits).

La figure (2.6) représente le diagramme de Bode de ce régulateur (trait fort). On voit sur
le diagramme de Bode que le correcteur PID se comporte aux basses fréquences comme
un intégrateur donc le systéme sera précis d’un point de vue statique (erreur statique
nulle). Aux hautes fréquences, 'action dérivée augmente la sensibilité aux bruits, afin de
limiter I'influence du bruit, il faut limiter le gain du régulateur en filtrant I’action dérivée.

La fonction de transfert du régulateur PID devient alors :

1 T4S
C=K, |1+ — 2.16
p( +Tis+1+%> ( )

O (3 est un nombre entier dont la valeur est supérieure a 1. Dans [3],[69] et [41], les
auteurs proposent de choisir # compris entre 8 et 16.

Le diagramme de Bode du controleur PID dont I'action dérivée est filtrée est donné
dans la figure (2.6)(trait en pointillés). Podlubny [55] a proposé une généralisation du
correcteur PID classique sous la forme PI¢D*, connu sous le nom de "PID-fractionnaire"

comportant un intégrateur d’ordre o et un dérivateur d’ordre u. L’expression analytique
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FiG. 2.7: Diagramme de Bode de contréleur PI1* D"

du PID-fractionnaire est donnée par

C=K,(1+ + 7a45") (2.17)

T;S¢
De l'équation (2.17), il faut noter que pour o« = p = 1, le correcteur PID-fractionnaire
devient le correcteur PID classique. Ainsi, les correcteurs P, PI et PD sont tous des cas par-
ticuliers du correcteur PID-fractionnaire. La simulation ou I'implémentation du controleur
PI®D* peut étre effectuée en utilisant I’approximation d’Oustaloup. Néanmoins, si 1%(s)
est approximé directement en utilisant cette approximation, on perd les performances de
Iintégrateur, en particulier, en basses fréquences. Pour garder ’aspect d’un intégrateur,
on utilise "approximation proposée par Trigeassau et utilisée dans [8] (1%(s) = 1O(s' ™)
dont le comportement a l'extérieur de 'intervalle fréquentiel est un comportement d’un
intégrateur d’ordre 1 (O(s'7%) est I'approximation d’Oustaloup du dérivateur non entier
d’ordre (1 — «)). Pour le dérivateur, il est plus judicieux d’utiliser 'approximation d’Ous-
taloup directement car celle-ci garde I'aspect d’un dérivateur filtré en hautes fréquences
et par conséquent, on fait I’économie de ne pas utiliser un filtre passe bas.

Le diagramme de Bode (module) de cette fonction de transfert est donné par la figure

(2.7).
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2.4 Meéthode de commande par modéle interne

La méthode de commande par modeéle interne a acquis un intérét croissant ces derniéres
années, en raison de la robustesse inhérente a sa structure mais surtout de la simplicité
de synthése qu’elle offre [47, 57|. La simplicité de cette méthode réside dans le fait qu’il
n’existe qu'un seul paramétre a régler, directement, lié & la constante de temps en boucle
fermée définie par 1'utilisateur. La méthode par modéle interne regroupe les avantages
de la boucle ouverte qui se présentent par la facilité de la synthése du controleur et la
possibilité de tenir compte de la robustesse et de pouvoir traiter les procédés avec retard,
et les avantages de la boucle fermée qui sont la possibilité d’obtenir une erreur statique
nulle en régime permanent & des échelons de consigne en présence de perturbations ainsi

que des erreurs de modélisation du procédé a controler.

d(s)

- +
Controleur par 4
yref(s) + ) %} Sysreme y(S)
‘ ")
—>®—. modéle interne ¥ G(s)

- 4 Cimc(s)

Modéle ym(s) +
Gm(s) -

e(s)

Fi1G. 2.8: Structure de commande par modéle interne

La structure de commande par modéle interne est celle de la figure (2.8). Dans ce
schéma, le systéme a commander, représenté par la fonction de transfert G(s), génére la
grandeur a controler y(s) en réponse a la grandeur de commande u(s) calculée par le
controleur de fonction de transfert Cj,.(s). Cette commande est également injectée au
modéle du systéme, dont la fonction de transfert est G,,(s), afin de générer la grandeur
Ym(s). La fonction de transfert G,,(s) du modéle, correspondant a une image approchée
de la fonction de transfert G(s) du systéme, peut étre obtenue par identification ou toute

autre méthode d’approximation. De maniére générale, G(s) est trés complexe pour étre
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utilisée lors de la synthése du contréleur; on lui préfére donc son modéle G,,(s).

Dans cette structure de commande, contrairement a la structure classique, ce n’est plus
I'erreur entre la grandeur a commander y(s) et 'entrée de référence y,.f(s) qui est utilisée
par le régulateur Cj,,,.(s) pour calculer la loi de commande mais plutot la grandeur e(s) =
y(s) —ym(s) qui représente I'erreur d’approximation entre le systéme a commander et son
modéle G,,(s). Ainsi,

— Lorsque le systéme n’est pas affecté par les perturbations (d(s) = 0) et que la
sortie du modéle G, (s) représente parfaitement le systéme (e(s) = 0), le controleur
fonctionne en boucle ouverte.

— Lorsque y(s) est différent de y,,(s), a cause du changement de la grandeur de réfé-
rence Y,.r(s), ou a cause de la présence d’'une perturbation externe d(s) qui affecte
le systéme, ou bien encore a cause des incertitudes de modélisation (G,,(s) # G(s)),
dans ce cas, le controleur Cj,.(s) fonctionne en boucle fermée permettant ainsi de
réajuster la valeur de la grandeur de commande u(s) afin de ramener la grandeur

y(s) égale a la grandeur de référence y,.s(s).

D’aprés le schéma de commande de la figure (2.8), la sortie y(s) et la commande u(s)

s’expriment en fonction de la référence y,.;(s) et de la perturbation d(s) par

= re d 2.18
Y e T O (G —Go) ! T T4 Coa (G — G (2.18)
C; —CimcG

_ imce . imc d 219

T e (G=C) I T T o (G =) (2.19)

Dans le cas ou le modéle représente parfaitement le systéme, ie. G,,(s) = G(s), les
équations (2.18) et (2.19) deviennent

Yy = Gmczmc Yref + Gm(]- - Ozmch) d (220)

u = Cl’mc yref — GmCmcd (221)

L’équation (2.20) montre que le systéme peut étre vu comme fonctionnant en boucle
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ouverte. Par conséquent, la stabilité du systéme de commande dépend de la stabilité du

systéme & commander et du controleur |23].

Théoréme 1 Si G(s) est stable et si le modéle est parfait (G,,(s) = G(s)) alors le systéme
controlé par la structure a modéle interne est stable si et seulement si le régulateur Cipe(s)

est stable.

Contrileur ¥

o0,

Systeme
Gs)

F1G. 2.9: Structure de commande a retour unitaire

Dans la structure de commande classique représentée par la figure (2.9), la sortie y(s) et

la grandeur de commande u(s) s’expriment en fonction de y,.¢(s) et de d(s) par

GcC
- 4 9.29
V=1rcov T 11ao (2.22)
—C@G
u_1+GO%”+1+GOd (2.23)

C'(s) représente la fonction de transfert du controleur classique.
Ces équations permettent d’établir le lien entre la fonction de transfert du régulateur
utilisé dans la structure de commande a modéle interne Cj,.(s) et celle du régulateur

utilisé dans la structure de commande a retour unitaire C'(s), elles sont données par

Oimc
=1, (2:24)
C
= 2.2

Par conséquent, les performances qui peuvent étre obtenues en utilisant un contréleur

a modéle interne ne sont, a priori, ni moins bonnes, ni meilleures que celles obtenues
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en utilisant un contréleur classique, puisque ces deux structures sont équivalentes. C’est
pourquoi, nous avons choisi d'utiliser la structure de commande classique pour controler
le systéme en raison de sa simplicité de réalisation et d’utiliser la commande par modéle
interne pour la synthése du contréleur en raison de la simplicité de la méthode de syntheése

qu’elle permet.

2.4.1 Synthése du régulateur & modéle interne pour les systémes
stables
Dans son principe, la commande par modéle interne repose sur une conception en

boucle ouverte, pour ce faire, on suppose que G,,(s) = G(s). Dans ce cas, le comportement

désiré sera déterminé par la transmittance :

= Cime G (2.26)

Remarque 1 : Il est clair, vu que la structure de commande a modéle interne se comporte
comme fonctionnant en boucle ouverte, que le processus doit étre naturellement stable.
Dans le cas contraire, la commande par modéle interne n’est envisageable qu’en ayant

préalablement stabilisé le systéme par une boucle de régulation classique.

Pour les systémes stables, la conception du controleur Cy,,,.(s) se fait en deux étapes :|23,
47]
Etape 1 : La fonction de transfert du modeéle est factorisée en deux parties ; inversible

et non inversible, selon :

Gn =Gt G, (2.27)

La partie non inversible G (s) contient tous les zéros a partie réelle positive et
éventuellement le retard pur. De plus, le gain de ce transfert doit étre égal a 1.
La partie inversible G, (s) contient le reste de la fonction de transfert. C’est cette

fonction de transfert qui est utilisée pour la synthése du controéleur.
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Etape 2 : La fonction de transfert du controleur est donnée par

= f (2.28)

Ou f(s) représente la fonction de transfert a imposer au systéme en boucle fermée.
Comme nous I’avons déja mentionné, & cause des incertitudes de modélisation et

pour la simplicité de la synthése, le filtre f(s) est généralement, choisi égal a

1

iy

(2.29)

La nécessité d’avoir, a I’équilibre, une sortie qui rejoint la valeur de la consigne,
impose a la fonction de transfert désirée f(s) un gain statique unitaire. Ainsi, il n’y
a qu’un seul paramétre de synthése que le concepteur doit choisir, la constante de
temps 7, qui impose la durée du régime transitoire. r est un nombre entier a choisir

de facon a ce que le controleur Cj,,.(s) soit propre.

Remarque 2 La structure de commande par modéle interne standard (figure 2.8) ne peut
pas étre utilisée directement pour la commande d’un systeme instable ou un systéme avec
intégrateur. Pour de tels processus, il est nécessaire d’utiliser la structure de commande
a retour unitaire standard, tout en tenant compte de la stabilité interne du systéme de

commande.

Rappelons que la stabilité interne d’un systéme en boucle fermée est théoriquement définie
comme étant la stabilité de toutes les fonctions de transfert reliant les entrées du systéme

a leurs sorties.

2.4.2 Synthése du régulateur par modéle interne pour les sys-

témes instables

La méthode de synthése utilisant la commande par modéle interne doit étre modifiée
pour les systémes instables. L’idée est d’utiliser une fonction de transfert f(s), & imposer

a la boucle fermée, plus complexe afin de satisfaire les conditions de stabilité interne du
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systéme de commande.
Des équations (2.20) et (2.21), on constate que pour satisfaire les conditions de stabilité
interne il faut que :

— Cime(s) soit stable.

— G(8)Cime(s) soit stable.

— Gn(8)(1 — Gp(8)Cime(s)) soit également stable.
Pour satisfaire ces conditions, si le modéle G,,(s) posséde n poles instables, Pins, s Pinsyse-s
Dins,» alors, le controleur Cip,.(s) doit avoir des zéros aux points Pins,, Dinsys-++s Dins,- D€
plus, (1 — G (8)Cime(s)) doit avoir des zéros aux points Pins,, Pinsyy---s Pins, afin de com-
penser ces poles instables.
Le controleur Cj,.(s) est calculé par I’équation (2.28), donc les poles instables du mo-
déle G,,(s) deviennent les zéros du controleur Cj,.(s), la premiére condition est de fait
satisfaite ainsi que la deuxiéme condition. La troisiéme condition peut étre remplie en mo-

difiant 'expression du modéle de référence f(s). Morari [47] propose d’utiliser I'expression

D dis' 41

(1+ 7o5)" (2:30)

f=

Les paramétres \; sont déterminés de sorte que les zéros de 1 — G, (5)Cime(s) compensent

les poles de G,,,(s). Ils sont calculés par :

1—GCime | =0 (2.31)

5=PinsqPinsgr--sPinsn

Pour illustrer cette méthode de synthése basée sur le principe de la commande par modéle
interne pour les systémes instables, soit a controler un systéme dont la fonction de transfert

est donnée par
Go(1+0.02s)

Gls) — 9.3
() (1+ 0.05s)(s — 1) (232)
dont le modéle est
Go
pu— 2-
Cim T7s — 1 (2:33)
En utilisant I’équation (2.28), le controleur Cj,,.(s) est donné par
o (ts = 1)(1+ Xs) (2.34)

Go(1 + 7.5)?



2.4 Méthode de commande par modéle interne 41

Notant que le filtre f(s) est d’ordre 2 pour rendre le controleur C,.(s) propre. A est un
parameétre & calculer pour garantir que (1 — G, (8)Cime(s)) élimine le pole a partie réelle

positive de G,,(s), & savoir

14+ As
1—GnCime |ger =1 — —— _1 =0 2.35
= ( (1+ 765)2) = (2.35)

la valeur de \ permettant de vérifier cette condition est
A=, (E + 2) (2.36)

T
Le controleur C(s) équivalent est donné par
—1)(A 1

Go((1+ 78?2 — (As+1))
En substituant la valeur de A dans le dénominateur de ’équation (2.37), C(s) devient

_(rs—=1)(As+1)
C= S yra 1) (2.38)

Le pole instable est ainsi compensé grace a la valeur de A donnée par ’équation (2.36).

Finalement, le controleur C'(s) est donné par

AT 1
= 14+ — 2.

La figure (2.10) montre la réponse indicielle du systéme en boucle fermée pour Gy = 1
et 7 = 1, la constante du systéme de référence 7. = 1. On constate qu’elle présente
un dépassement important (puisque A > 7., ce qui est toujours le cas pour ce systéme
quelque soit la valeur de 7. choisie, voir équation (2.36)). Pour limiter les dépassements sur
le changement de consigne, le schéma le plus général d'une boucle de régulation prévoit la
présence d'un bloc f,(s) supplémentaire appelé pré-filtre et placé sur entrée de référence
comme le montre la figure (2.11). Cela donne un degré de liberté supplémentaire pour

le transfert y(s)/yrer(s). fp(s) est souvent un filtre passe-bas du premier ordre, pour cet

exemple f,(s) = 12
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10 12

Temps

F1G. 2.10: Réponse indicielle de I’exemple (2.32) avec pré-filtre (trait en pointillés) et sans
pré-filtre (trait fort)

La réponse indicielle en boucle fermée est également illustrée sur la figure (2.10) sans

pré-filtre (trait fort) et avec pré-filtre (trait en pointillés).

Yref + + l + y
—>

So(s) Controleur _’®_, Systéme
Gis)

C(s)

v

F1G. 2.11: Schéma de commande avec pré-filtre

Si cette procédure peut étre utilisée pour commander des systémes instables, elle ne
fonctionne pas dans le cas ou le systéme posséde un retard pur. Pour expliquer pourquoi,

considérons le systéme instable a retard donné par I’équation (2.40).

Gy = G0 ts (2.40)

7s — 1

En utilisant la procédure précédente, le controleur Cj,.(s) est donné par I’équation (2.34).

Pour rendre G,,(s)(1 — G, (5)Cime(s)) stable, la condition suivante doit étre satisfaite.

(1)

~0 (2.41)

s=1
p



2.4 Méthode de commande par modéle interne 43

La valeur de A obtenue est donnée par
A=1[(r/7 +1)% — 1] (2.42)

La fonction de transfert du controleur équivalent C(s) est alors donnée par

(ts —1)(As+1)

¢= Go[(1+7.5)%2 — (As + 1)e=99]

(2.43)

Cette équation montre que le pole instable ne peut pas étre simplifié directement comme

dans 'équation (2.39). Ainsi, le controleur ne peut pas étre implémenté en pratique.

Lorsque le retard n’est pas trés important, en utilisant quelques approximations du terme

e~ %3, ce probléme peut étre contourné.

¢ Pour implémenter le controleur C'(s) Lee et al. [36] proposent d’utiliser le dévelop-
pement en séries de Maclaurin pour ’approximer par un régulateur PID standard.

—%s par le développement en séries

Pour ce faire, ils approximent d’abord le terme e
de Taylor ou par 'approximation de Padé.

En remplagant e~% par son approximation dans ’équation (2.43), le controleur C/(s)

devient
—1)(As+1
C= (rs = DAs + 1) (2.44)
Go[(T2+X0)s2+ (27. — A+ 0)s]
qui peut étre mis sous la forme
1
C==-M (2.45)
s
M (s) est ensuite développé en séries de Maclaurin d’ordre 3, comme suit
1 M7 (0
C=- [M(O) + M'(0)s + %52] (2.46)
S

Les deux premiers termes du développement en séries de Maclaurin forment un
controleur PI. Si les trois premiers termes sont considérés, on obtient un controleur

qui peut étre mis sous la forme standard d’un PID, comme suit

C=K, (1 + S + Td3> (2.47)
-

2

Les parameétres K, 7; et g sont donnés par

K, =M 0), 1, = . Ta =

(2.48)
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¢ Une autre approche, permettant de mettre le controleur C(s) de I’équation (2.43)
sous la forme d'un PID, consiste a calculer les parametres K, 7; et 74 en utilisant

les relations (2.49 a 2.51) [31].

lim (sC(s)) =

s—0

Ky
2.49
T ( )

lim (10(s)> — K7 (2.50)

s—oo \ S

lim (j (SC(S))) - K, (2.51)

s—0 S

—0s en utilisant

¢ Une autre approche plus simple consiste & approximer le terme e
soit le développement en séries de Taylor soit I’approximation de Padé, directement
dans la fonction du transfert du modéle du systéme a commander. En effet, si le
retard est approximé par 'approximation de Padé d’ordre 1, le modéle du systéme
devient

Go(1 — gs)

G = (Ts—1)(1+%s) (2.52)

Le controleur Cj,.(s) prend la forme

(rs =11+ EZs)(As+1)
Go(1 + 7.8)3

A est calculée par 1'équation (2.31), on obtient
e 4 1)3
A=T (% - 1) (2.54)
1-24
27
Le controleur C'(s) est dans ce cas égal a

(1+ gs)(l + As)

C Gos(ZE 4 (A —-37, - 9))

T

(2.55)

qui peut étre mis sous la forme d'un PID, les paramétres K, 7; et 7; peuvent étre

calculés en utilisant les relations (2.49) a (2.51); on trouve alors

Q+)\ i 0 i
Ky = ——+ - ; = oA =
P G0(1—3Tc—g) G0(1—3Tc—g)2’7—l 2+ (1—37'6—%)’7—61 0

(2.56)
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Il est évident que cette procédure ne fonctionne que pour les systémes avec un petit
retard. Pour les procédés instables avec un grand retard, on doit utiliser une autre
approche qui consiste a ajouter, dans la structure de commande, un controleur dont
le role consiste a stabiliser d’abord le systéme avant de synthétiser le controleur
permettant de faire suivre au systéme une consigne donnée. C’est la commande a

plusieurs degrés de liberté que nous développerons dans le prochain chapitre.

2.5 Controleur IMC-FOF-PID

Les travaux d’Oustaloup avec son fameux régulateur CRONE, ont popularisé la com-
mande non entiére. Dans la commande CRONE, la fonction de transfert de la boucle
fermée est f(s) = 1/(1+7.s*™). Cette forme particuliére a une propriété trés importante
car sa marge de phase reste constante indépendamment du gain. Ainsi, sa réponse indi-
cielle présente la propriété d’iso-amortissement. Bettayeb et al. |7, 8] proposent d’utiliser
la fonction de transfert f(s) comme modéle de référence lors de la synthése du controleur
IMC fractionnaire.

Dans ce cas, le controleur de la commande par modéle interne calculé, en utilisant I’équa-

tion (2.28), est

1 1
Cime = ——— 2.57
G, 14 750t ( )
Le controleur C(s) équivalent est donné par
1
C = (2.58)

G, [1+ 1es0tl — G
Le controleur C(s) peut étre mis sous la forme d’un filtre fractionnaire F'(s) en série avec

un régulateur PID standard.

C=FK, (1 + + 74 s) (2.59)

T; S
Nous présentons dans ce qui suit la procédure pour obtenir la forme de C(s) pour un
modéle d'un systéme non retardé et retardé.

Le modéle du systéme entier non retardé est donné par

N(s)

“n = Ds)

(2.60)



46 Simulation des contréleurs fractionnaires, commande par modéle interne

On suppose que N(s) et D(s) ne possédent pas de racines a partie réelle positive. En plus,

Gm(S) est supposé strictement propre. Dans ce cas, en utilisant I’équation (2.57), on aura

Clime = (2.61)

et le controleur standard C/(s) est

D) 1 D)
N(s) 1. st s 1.5 N(s)

C = (2.62)

Cette équation montre que C(s) est composé de deux fonctions de transfert : L’intégrateur

fractionnaire S% (qui caractérise l'aspect fractionnaire du controleur) et la partie entiére

D(s)
Te S N(s)

qui peut étre factorisée et mise sous la forme d’un PID usuel.

Considérons maintenant le modéle d’un systéme a retard donné par I’équation

N(s)e s
Gpn=—" 2.63
D(s) (2.63)
Le controleur IMC est donné par
D(s) 1
Cime = 2.64
N(s) 1+ 7.s0F! (2:64)
Le controleur équivalent C'(s) est donné par
D
C = (5) (2.65)

N(s) (1 + 7.8t —e709)
Deux cas se présentent
1. 0/7. > 1, on utilise le prédicteur de Smith pour I'implémentation du controleur
C(s).
2. 0/1. < 1, on utilise les approches de la section précédente afin de mettre C'(s) sous
la forme d’un filtre fractionnaire en série avec un régulateur PID standard.
— Modéle d’un systéme de premier ordre a retard : La fonction de transfert du

modéle est donnée par
Goe—é’s

C147s

(2.66)

m

Si le terme e~?° est approximé en utilisant I’approximation de Taylor d’ordre 1, le

controleur C'(s) obtenu peut étre mis sous la forme

-1 T <1+i) (2.67)

:1+%3°‘G—09 TS
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— Modéle d’un systéme du second ordre a retard [8] : La fonction de transfert

du modele est donnée par

Gowle b
G = T 2 T2 (2.68)

Si on approxime le terme e~?* en utilisant I’approximation de Taylor d’ordre 1, on
obtient
1 2¢& W, 1
C= 1 2.69
I+ % s Goewn( +2§3+2§wn8> ( )

La méthode IMC est simple a utiliser car il y a un seul paramétre a choisir, la constante
de temps 7.. Dans le cas fractionnaire, il faut choisir deux paramétres la constante de
temps 7, et I'ordre non entier a.

D’un autre coté, on a vu au début de ce chapitre que la réponse indicielle du filtre f(s) est
similaire a celle d’un modéle du second ordre sinusoidal amorti (figure 2.12). On présente,
dans la section suivante, une étude comparative entre les caractéristiques d’un modéle du

second ordre et celles du filtre f(s).

wifs) y) yals) i ¥
= " L{y) = s s(s + 26w, ) d
i AW

F1G. 2.12: Modéle de référence

2.5.1 Analogie entre le modéle du second ordre et le modéle frac-
tionnaire

La synthése d’un régulateur consiste a déterminer sa fonction de transfert de telle
sorte que la fonction de transfert en boucle ouverte ou fermée du systéme corrigé soit
égale a une fonction de transfert dite désirée. Celle-ci doit correspondre aux spécifications

temporelles ou fréquentielles imposées par le cahier des charges.

Comme la réponse indicielle de cette fonction a un comportement semblable & celui

d’un systéme du second ordre sinusoidal amorti, on s’intéresse a 1’étude temporelle et
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fréquentielle des deux modéles afin de trouver des relations entre leurs parameétres et
éventuellement de trouver des relations permettant de choisir les paramétres (7. et «) a
partir des spécifications fréquentielles : w. et ¢,, ou bien des spécifications temporelles :

¢ et t,.

2.5.2 Performances d’un modéle du second ordre

La fonction de transfert du modéle du second ordre est donnée par

w2

G = n 2.70
s2 4+ 2&w,s + w2 ( )

ou ¢ désigne le coefficient d’amortissement et w,, la pulsation propre.
— Caractéristiques fréquentielles de la boucle ouverte :
La fonction de transfert en boucle ouverte de G(s), notée H(s), est donnée par

w2

H= m (2.71)

Les spécifications fréquentielles sont la pulsation de coupure et la marge de phase.

Elles sont données par
Wn,

We =
\/252+ 1+4¢
1
2,/262 + /T 480

(2.72)

(2.73)

s
m:__t
10} 5 atan

— Caractéristiques temporelles :
Ces spécifications sont généralement données par le dépassement noté M, le temps
de réponse noté (), le temps de montée (¢,,) et le temps du premier dépassement
(tp). Le dépassement s’exprime par
__ =t

Mp _ Ymaz — Yoo — ¢ Vi (274)
Yoo

le temps de réponse (t,) est le temps nécessaire pour que la sortie du modeéle atteigne sa

valeur finale y(oc0) a o = 2,5,10% prés, il est donné par [51|

t (%) = L log (Ui'l_é?> (2.75)

Ewn, 100
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2.5.3 Performances du modéle fractionnaire f(s)

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les caractéristiques du modéle fractionnaire
f(s) représentant la fonction de transfert en boucle fermée correspondante a la fonction
idéale de Bode.

— Caractéristiques fréquentielles de la fonction idéale de Bode :

La pulsation de coupure de la fonction idéale de Bode L(s) s’exprime par :
wc = TC o+l (276)
la marge de phase est donnée par :
s
b =7 —(a+1)3 (2.77)

Ces caractéristiques fréquentielles sont trés simples a déterminer |7, 8], cependant,
I’analyse temporelle des systémes fractionnaires est trés complexe.

— Caractéristiques temporelles de f(s) :
Dans [6], des expressions analytiques sont données pour exprimer le dépassement de
la réponse indicielle de f(s) pour différentes valeurs de 'ordre non entier «, ainsi

que, le temps de réponse a 2% en fonction de a. Elles sont données par

M, ~08a(a+025) O<a<l (2.78)
4
t,(2%) =~ . 039<a<1 (2.79)
coSs (7T — Q—Jrl) We

2.6 Détermination des paramétres des deux modéles a
partir des caractéristiques temporelles

Les spécifications du cahier des charges peuvent étre données sous forme de perfor-
mances temporelles (¢, M,) ou sous forme de performances fréquentielles (¢, w.). A
partir de ces performances, 'objectif est de déterminer les paramétres (£, w,) du modéle

du second ordre ou les paramétres (7., «) du modéle fractionnaire f(s).
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2.6.1 Détermination de (¢,w,) et (o, 7.) en fonction de (M,,1,)

Pour le modéle du second ordre entier, en utilisant les équations (2.74) et (2.75), il est
facile d’établir les relations permettant de calculer les parametres £ et w,, a partir de M,

et t,, elles sont données par
1

\/ 1+ (W)Q
L <L1_§2> (2.81)

¢ = (2.80)

Wn

&ty 100

Pour le modéle fractionnaire il n’existe pas de telles relations analytiques. La relation entre
I'ordre non entier « et le dépassement M, est donnée par I’équation (2.78). Connaissant
la valeur du dépassement M, on peut tracer les valeurs numériques de a correspondant
aux différentes valeurs de M, (figure 2.13). L'interpolation de la courbe par une fonction
polynomiale d’ordre 2 de 'ordre non entier « en fonction de dépassement M, (pour faire

I'interpolation on utilise la fonction "cftool" de Matlab), nous donne

o = —2.226 M + 2.142 M, + 0.037 (2.82)

Fi1G. 2.13: Variation de ’ordre non entier o en fonction du dépassement

Connaissant la valeur de I'ordre non entier « et en utilisant I’équation (2.79), on peut

déduire 'expression donnant la valeur de 7. a partir de ¢,.(2%) ou de la valeur du temps
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de montée (le temps pour lequel la sortie atteint 90% de sa valeur finale pour la premiére

fois) [6], elle est donnée par

1
T, o o7 039<a<1 (2.83)
(o )
(cos(w—aL_H) ( O)
ou
(a—0.724) t,, \*T
pas O<axl 2.84
T (0‘131 (o + 1.157)2 “ (284)

2.6.2 Exemple 1

Supposons que les paramétres donnés dans le cahier de charges sont dans le domaine
temporel & savoir le temps de réponse ¢,.(2%) = 14.7 et un dépassement M, = 23%.
Les valeurs des paramétres du modéle du deuxiéme ordre £ et w,, sont calculés en utilisant
les équations (2.80) et (2.81), on trouve & = 0.424 et w,, = 0.588. De méme, pour les
paramétres de la fonction idéale de Bode en boucle fermée « et 7., ils sont calculés en
utilisant les équations (2.82) et (2.83), on trouve av = 0.43 et 7. = 3.025. La figure (2.14)
représente la réponse indicielle de modéle du deuxiéme ordre (trait fort) et du modéle

fractionnaire (trait en pointillés). La figure (2.15) représente le diagramme de Bode de

1.2F

0.8

Sortie

0.6

0.2

Il
0 5 10 15 20 25 30
Temps

F1G. 2.14: Réponse indicielle du modéle du second ordre (trait fort) et du modéle fraction-

naire (tarit en pointillés)

leurs boucles ouvertes. Des figures, on peut voir que les spécifications obtenues par le
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Bode Diagram
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F1G. 2.15: Diagramme de Bode des boucles ouvertes du modéle du second ordre (trait fort)

et du modéle fractionnaire (trait en pointillés)

modéle fractionnaire (¢, = 51.6°,w. = 0.46) sont trés proches de celles obtenues par
le modéle du second ordre (¢, = 45.3°,w. = 0.493). L’avantage d’utiliser un modéle
fractionnaire réside dans le fait que sa phase est constante autour de la fréquence w,

(phase plate).

2.6.3 Détermination de (¢{,w,) et de (a,7.) en fonction de (¢,,,w.)

La relation qui relie la marge de phase ¢,, au coefficient d’amortissement £ est non
linéaire (équation 2.73), donc ce n’est pas facile de trouver une relation théorique don-
nant £ en fonction de ¢,,). Pour cela, on cherche ce lien graphiquement, on trace £ pour
différentes valeurs de ¢,, (trait fort), une interpolation de la courbe (trait en pointillés)

par un polynoéme d’ordre 3, de £ en fonction de ¢, (voir figure 2.16), nous donne

£=045¢2 —0.6¢2 +0.75¢,, — 0.02 (¢, (rad)) (2.85)

wn:wc\/QSQ—i— 1+4¢ (2.86)

Pour le modéle fractionnaire, les paramétres a déterminer sont I'ordre non entier « et la

constante de temps 7. L’ordre non entier « se calcule en utilisant I’équation (2.77), il est
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FiG. 2.16: Evolution de l’amortissement & en fonction de la marge de phase ¢,,.

donné par

ﬂ-—(bm
/2

o =

—1 (2.87)

Connaissant la valeur de « et de la pulsation de coupure w, et en utilisant I’équation (2.76),

on peut tirer la relation existante entre 7. et les parameétres « et w,. Elle est donnée par

(2.88)

2.6.4 Exemple 2

Supposant que les paramétres donnés dans le cahier de charges sont dans le domaine
fréquentiel & savoir la pulsation de coupure w. = 0.5 et la marge de phase ¢,, = 7/4(rad).
Les valeurs des paramétres du modéle de deuxiéme ordre £ et w,, sont calculés en utilisant
les équations (2.85) et (2.86), on trouve £ = 0.42 et w,, = 0.59. De méme que pour les
paramétres du modéle fractionnaire « et 7., ils sont calculés en utilisant les équations
(2.87) et (2.88), on obtient, « = 0.5 et 7, = 2.83 .

La figure (2.17) représente la réponse indicielle du modéle de deuxiéme ordre (trait fort)
et du modéle fractionnaire (trait en pointillés). la figure (2.18) représente le diagramme

de Bode de leurs boucles ouvertes.
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F1G. 2.17: La réponse indicielle du modéle du second ordre (trait fort) et du modéle frac-

tionnaire (trait en pointillés)
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F1G. 2.18: Diagramme de Bode des boucles ouvertes du modéle du second ordre (trait fort)

et du modéle fractionnaire (trait en pointillés)

Des figures, on peut voir que les spécifications obtenues par le modéle fractionnaire
(t-(2%) = 14.7, M,, = 30%) sont proches de celles obtenues par le modéle du second ordre
(t-(2%) = 14.2, M,, = 23.6%).

Donc le modéle fractionnaire f(s) peut étre donné sous la forme d’un systéme du second

ordre et vice versa.
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la simulation des régulateurs fractionnaires qui
se base sur ’approximation de I’élément de dérivation fractionnaire s®. En effet, dans la
commande non entiére, I’élément de base est la fonction de transfert idéale de Bode, dont
nous avons présenté les caractéristiques qu’elle offre. Par la suite, nous avons présenté la
méthode de commande par modéle interne et sa généralisation au cas fractionnaire, et
cela en imposant la fonction de transfert en boucle fermée de la fonction idéale de Bode
comme modéle de référence. Cette derniére se comporte comme un systéme du second

ordre sinusoidal amorti, une analogie entre ces deux fonctions est effectuée.

Dans le prochain chapitre, nous présentons un état de I’art sur la commande a plusieurs
degrés de liberté en se basant sur les structures essentielles. Un systéme du premier ordre
a retard instable, sera commandé avec un schéma de commande & deux degrés de liberté.

Deux exemples de simulations seront donnés afin de valider la méthode.



Chapitre 3

Commande a Plusieurs Degrés de

Liberté (PDDL)

3.1 Introduction

Dans la commande des systémes, I’obtention d'un modéle mathématique décrivant le
systéme est une étape trés importante. En effet, 'ignorance des effets physiques secon-
daires et des non-linéarités éventuellement présentes dans le procédé lors de la modélisa-
tion conduit & un modéle qui ne décrit pas correctement le procédé dit modéle linéaire.
Par conséquent, les exigences de fonctionnement ne peuvent pas étre satisfaites, en se

basant seulement sur ce modéle.

Les systémes 4 commander sont souvent soumis a des perturbations et/ou a des varia-
tions des paramétres. L’action de rejeter les perturbations pour une consigne fixe s’appelle
régulation, ’asservissement est défini par le suivi de consigne quelles que soient ses varia-

tions dans le temps.

Si le systéme de commande présente une précision insuffisante, une stabilité trop re-
lative (instabilité), un temps de réponse trop élevé ou un dépassement important, il est

nécessaire d’intégrer dans la boucle de commande un correcteur dont le role est d’amélio-
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rer les performances du systéme. L’objectif de la commande des systémes est d’atteindre
des performances fixées au préalable par un cahier des charges.

Les objectifs de la commande sont souvent résumés par

— Suivi de consigne : La sortie du systéme doit suivre au mieux la consigne imposée.

— Rejet de perturbations et des bruits : Le systéme en boucle fermée doit suivre la
consigne imposée malgré la présence de perturbations extérieures ou des bruits de
mesure.

— Robustesse vis a vis des incertitudes du modéle : Le systéme en boucle fermée doit
garantir un niveau de performances spécifié méme en présence des incertitudes sur

les paramétres du modéle.

En plus de ces trois objectifs principaux, lorsque le systéme a commander contient un
retard, sa commande devient plus complexe. En effet, la présence du retard peut avoir
une influence considérable sur le comportement du systéme bouclé. C’est ainsi que bien
souvent 'existence de mouvements oscillatoires, voire l'instabilité, peut étre expliquée en
introduisant une modélisation des retards dans la chaine d’action ou de rétroaction. On
comprend alors qu’il est nécessaire de pouvoir disposer d’outils adaptés a I’analyse de tels
systémes. Le probléme devient encore plus ardu lorsque le systéme & commander posséde

un ou plusieurs poles instables dans sa fonction de transfert.

Dans ce chapitre, on présente un état de I'art sur la commande a plusieurs degrés de
liberté. Une méthode analytique pour la synthése des controleurs fractionnaires a été pro-
posée pour la commande d’un systéme du premier ordre a retard instable. L.’algorithme de
conception est basé sur la méthode de commande a modéle interne (IMC). La structure
de commande a deux degrés de liberté (2DDL) est utilisée. Cette structure permet de
découpler les deux problémes de stabilisation et suivi de consigne et ainsi d’améliorer les
performances du systéme en boucle fermée. La méthode de Walton-Marshall est utilisée
pour établir la condition de stabilité interne de la boucle fermée du systéme. Les perfor-

mances de la loi de commande proposée sont illustrées par deux exemples de simulation.



o8 Commande a Plusieurs Degrés de Liberté (PDDL)

dfs)

+
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a C(s) u G(s) >

Fi1G. 3.1: Schéma de commande & 1DDL.

3.2 Etat de l'art sur la commande a plusieurs degrés

de liberté

Dans la commande des processus, le degré de liberté d’un systéme de commande
représente le nombre de fonctions de transfert qui peuvent étre ajustées indépendamment.
On note par PDDL, la commande & plusieurs degrés de liberté (si P=1 il s’agit de la
commande a un degré de liberté (1IDDL), si P=2, c’est la commande & deux degrés de
liberté (2DDL)). II existe plusieurs structures de commande & PDDL, on présente dans

ce qui suit les principales structures utilisées dans la commande des systémes linéaires.

3.2.1 Structure de commande & un degré de liberté (1DDL)

Le schéma de commande habituellement utilis¢ pour la commande des systémes li-
néaires est celui de la figure (3.1), ou G(s) représente la fonction de transfert du systéme
a commander et C'(s) celle du régulateur a ajouter afin d’imposer au systéme en boucle
fermée un fonctionnement donné. u(s) est le signal de commande, y(s) le signal de sortie,
d(s) représente la perturbation sur la commande et y,.r(s) est la consigne ou signal de
référence. Le schéma ne contient aucune source de bruit, mais, on sait que du bruit sera
toujours présent dans la boucle de régulation. L’influence du bruit sera discutée aprés
la phase de synthése. Il conviendra alors de rajouter ou de ne pas rajouter un terme de
filtrage sur le signal mesuré en fonction des résultats obtenus. A partir du schéma de
commande de la figure (3.1), il est facile de calculer les différentes fonctions de transfert

entre les signaux d’entrée : la consigne y,.f(s) et la perturbation d(s) et le signal de sortie
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y(s), on obtient
GC

V=1vccV T 11 Go

Le controleur C(s) intervient dans les deux fonctions de transfert, il serait donc difficile

d (3.1)

de faire sa synthése afin d’atteindre tous les objectifs de commande, vu que la structure
utilisée est & un degré de liberté (1IDDL). En effet, en examinant I’équation (3.1), on
constate que le controleur C(s) intervient aussi bien dans la fonction de transfert entre
la sortie y(s) et la consigne y,.f(s) (suivi de consigne) que dans la fonction de transfert
entre la sortie y(s) et la perturbation d(s) (rejet de perturbations). Par conséquent, si un
paramétre du régulateur change, le suivi de consigne et le rejet de perturbations seront
affectés simultanément.

Lorsque I'objectif de la commande est de résoudre le probléme de suivi de consigne et de
rejet de perturbations indépendamment I’'un de I’autre, il convient d’utiliser une structure
de commande a deux degrés de liberté permettant de découpler ces deux problémes. Il
existe plusieurs structures de commande & plusieurs degrés de liberté. Ces structures
dépendent essentiellement du systéme a commander selon qu’il contienne ou pas un retard,
ou bien, selon qu’il soit stable ou instable..etc. On présente dans ce qui suit les principales

structures a plusieurs degrés de liberté.

3.2.2 Structure de commande a deux degrés de liberté en utilisant

un pré-filtre

La figure (3.2) montre une structure permettant de découpler le probléme de suivi
de consigne de celui du rejet de perturbations. Dans cette structure, on utilise deux
controleurs : le controleur C(s) est d’abord dimensionné de sorte a résoudre le probléme
de rejet de perturbations ; par la suite, le controleur Cy(s) est dimensionné afin de résoudre
le probléme de suivi de consigne.

A noter que dans cette structure, le probléme de rejet de perturbations étant pris en
charge exclusivement par le controleur C'(s), le probléme de suivi de consigne utilise la
structure de commande en boucle ouverte.

Dans ce cas, le signal de sortie y(s) s’exprime en fonction des entrées y,.r(s) et d(s) par
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d(s)
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FiG. 3.2: Schéma de commande a 2DDL avec pré-filtre.

GCy

= d 2
1+GC, (3:2)

) yref +

1+ GCy

La fonction de transfert du controleur Cs(s) n’intervient que dans la fonction de transfert
reliant la sortie du systéme y(s) a sa référence y,.;(s), cela veut dire que le controleur
Cy(s) agit sur le suivi de consigne et pas sur le rejet de perturbations contrairement au
controleur C'1(s) qui agira sur les deux. Pour cela, on détermine d’abord les paramétres
du contrdleur C(s) de maniére a satisfaire les spécifications sur le rejet de perturbations,
puis on détermine le controleur Cy(s) pour satisfaire les exigences sur le suivi de consigne.
Le controleur C(s) est placé dans la chaine de contre réaction. Ce schéma est équivalent
a celui de la figure (2.11) dans lequel le controleur de rejet de perturbations est dans la

chaine directe.

3.2.3 Structure & 2DDL pour les systémes a retard

Dans le cas d’un systéme possédant un retard, la présence de ce retard est souvent la
source de détérioration des performances ou d’instabilité du systéme. En effet, le bouclage
d’un systéme qui comporte un temps mort aboutit & une structure de dimension infinie,
c’est-a-dire avec un nombre infini de poles. Ainsi, dans le cas ou le systéme présente
un retard important devant sa constante de temps, la commande de ce systéme conduit
nécessairement a avoir un niveau de performance faible. Parmi les solutions proposées, le
prédicteur de Smith. En effet, le régulateur de Smith est congu pour les systémes ayant
des retards purs importants. Son principe est que le systéme soit modélisé par G,,g e~ *,

ot Go(s) est le modéle non retardé du systéme et e~»% représente le terme retard. Les



3.2 Etat de I’art sur la commande a plusieurs degrés de liberté 61
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FiG. 8.3: Schéma de commande a 2DDL des systémes a retard.

parameétres du régulateur sont calculés tels que la fonction de transfert en boucle fermée
désirée soit indépendante du retard.

Dans le schéma de commande & 2DDL proposé dans [73] et donné dans la figure (3.3),
les auteurs utilisent le principe de prédicteur de Smith dans le calcul du controleur de

suivi de consigne Cs(s). De la figure (3.3), la sortie y(s) s’exprime en fonction des entrées

res(s) et d(s) pax

CyG (1 + Cleoemes) G
y= Yref + = d
(1+ CoGmo) (1 + C1G) 1+0,G

(3.3)

Dans le cas idéal ot le modéle représente parfaitement le systéme i.e. Go(s)e 0 4(s) =
Gon(5), les termes (1+C(8)Gono(s)e %) et (1+C1(s)G(s)) sont identiques. Dans ce cas,

I'équation (3.3) peut étre simplifiée comme suit

CoG G

= Y —d A4
1+ CGne I T T 00G (34)

Y

L’équation (3.4) montre que les problémes de suivi de consigne et de rejet de perturbations
sont indépendants I'un de l'autre. De plus, la stabilité de y(s)/y,ef(s) est indépendante
du retard.

Cette structure peut étre utilisée pour les systémes stables ou instables avec ou sans retard
et les systémes intégrateurs a retard [73]. Il faut noter, néanmoins, que la valeur du retard

du modéle 6,,, doit étre bien estimée.
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Fi1G. 8.4: Schéma de commande a 3DDL pour les systemes instables a retard

3.2.4 Structure & 3DDL pour les systémes instables & retard

Dans ’équation (3.3), le controleur Cy(s) intervient dans le numérateur et dans le
dénominateur de y(s)/y,er(s), donc il est le responsable du suivi de consigne ainsi que
de la stabilisation de la partie non retardée du systéme instable. Récemment, Liu et al.
[38, 61] ont proposé un schéma de commande & 3DDL comme le montre la figure (3.4),
ou le modéle du systéme G,,(s) est décomposé en deux parties : Gp(s) qui représente
la partie non retardée du modéle et le retard e %= ie., G,,(s) = Guo(s)e . Les
controleurs C}(s) et Cy(s) sont, respectivement, responsables du rejet de perturbations
et du suivi de consigne et le controleur Cy(s), quant a lui, permet de stabiliser la partie
instable non retardée G,,o(s). De la figure (3.4), la sortie y(s) s’exprime en fonction des

entrées y,.r(s) et d(s) par la relation

. G 1+ Cleoeiem
140G 14+CG

Y Yref + d (3.5)

1+ CiG

Dans le cas idéal ou le modéle représente parfaitement le systéme, I’équation (3.5) peut

étre simplifiée comme suit

CyG

=2 gt d 3.6
TTogo bt (3.6)

Y

Noter que le controleur C(s) stabilise le modéle non retardé G,,o(s) du systéme et non
pas le systéme lui méme, il sera donc trés sensible aux incertitudes de modélisation. Ainsi

ce controleur stabilisant n’intervient pas dans la relation entre la perturbation d(s) et la
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F1G. 8.5: Schéma de commande & 2DDL proposé dans [74].

sortie y(s), donc ce controleur n’a aucune influence sur le rejet de perturbations. Les deux
problémes de suivi de consigne et de rejet de perturbations seront réglés indépendamment,
vu que le controleur C(s) permettant le rejet de perturbations n’intervient pas dans la
relation entre la consigne y,.(s) et la sortie y(s). De méme, le controéleur Cy(s) responsable

du suivi de consigne n’intervient pas dans la relation entre la perturbation d(s) et la sortie
y(s)-
Remarque 3 La relation (3.5) montre que cette structure est une combinaison entre la

structure de la figure (3.2) et de la figure (3.3).

3.2.5 Structure & 2DDL avec modéle de référence

Il existe aussi d’autre structures de commande utilisant le modéle & imposer a la boucle
fermée entre la consigne et la sortie du systéme. Le schéma de commande de la figure (3.5)
est proposé dans [74, 39, 40|, f(s) représente la fonction de transfert désirée pour le suivi

de consigne. La sortie y(s) s’exprime en fonction des entrées y,.s(s) et d(s) par

(Cy+Ci )G G
V="Troc Y Tiroa? (3.7)

Ce schéma de commande peut étre utilisé pour les systémes stables et les systémes
instables. En effet, cette structure correspond a la structure de la figure (3.2) a laquelle un
filtre f(s) est ajouté et sert comme modéle de référence pour le systéme & commander. Ce
schéma de commande sera utilisé, dans la section suivante, pour commander un systéme

du premier ordre stable a retard.
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Fi1G. 3.6: Schéma de commande IMC-2DDL.

3.2.6 Structure de commande IMC-2DDL

Le schéma de commande donné par la figure (3.6), représente une amélioration de
la méthode par modéle interne qui utilise le schéma de commande de la figure (2.8).
En effet, en utilisant le schéma de commande de la figure (2.8), le probléme du rejet de
perturbations se régle lentement par rapport a celui du suivi de consigne. Par contre,
dans ce schéma de commande, les deux problémes de suivi de consigne et de rejet de
perturbations sont réglés indépendamment 'un de autre. La sortie y(s) s’exprime en

fonction de la référence y,.f(s) et de la perturbation d(s) par

B G Cy N G(1—-CGyp)
YTIY GGGy T IO (G =G

d (3.8)
si le modéle représente parfaitement le systéme (G,,(s) = G(s)), 'équation (3.8) devient
Yy = Gm CQ Yref -+ Gm (1 — Cl Gm) d (39)

L’équation (3.9) montre que le controleur Cy(s) agit seulement sur le suivi de consigne,
alors que le controleur C(s) n’agit que sur le rejet de perturbations. Cette équation
montre également que la synthése des deux controleurs se fait indépendamment 'un de
I’autre. Il faut noter aussi que cette structure peut étre utilisée pour les systémes stables
sans ou avec retard [62].

Il existe d’autres structures a PDDL dans la littérature, on cite celles proposées dans
[4, 26, 29, 50]... Dans le paragraphe suivant, un schéma de commande & 1DDL et un autre

a 2DDL seront utilisés pour commander un systéme du premier ordre a retard.
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Fi1G. 3.7: Schéma de commande a 1ddl de I’ezemple

3.3 Commande & 2DDL d’un systéme du premier ordre
a retard stable

Afin d’illustrer I'apport des structures & PDDL, on propose dans ce qui suit de com-
mander un systéme stable du premier ordre a retard. Dans un premier temps, on applique
la commande a 1DDL, la structure de commande utilisée est celle de la figure (3.7) puis
on applique la commande a4 2DDL en utilisant le schéma de commande de la figure (3.12).

La fonction de transfert du modéle est donnée par

GO 6—6’5
G, = 3.10
147s ( )

avec Gy = 2, 7 = 3 et @ = 1. Deux perturbations sont appliquées, d;(s) est appliquée
sur la commande et dy(s) est appliquée sur la sortie du systéme. Les perturbations d;(s)
et do(s) sont de type échelon d’amplitudes 0.2 et 0.1 appliquées, respectivement, aux
instants 40 s et 70 s. Les deux controleurs seront calculés de sorte a imposer deux modéles
fractionnaires distincts, I'un pour résoudre le probléme de suivi de consigne et 'autre pour

résoudre le probléme de rejet de perturbations.

3.3.1 Commande & 1DDL d’un systéme du premier ordre & retard

stable

Le controleur C(s) est synthétisé en utilisant la méthode de commande par modéle

interne, le modéle de référence fractionnaire est donné par

1
= 3.11
f= s (3.11)
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F1G. 3.8: Evolution de la sortie (1DDL).

L’expression du contréleur IMC est

14+7s
Go(1 + 7. s>*1)

Clime = (3.12)

Pour déterminer 'expression du controleur C(s) de la structure standard, on utilise la
relation (2.24), dans laquelle la fonction exponentielle est approximée en utilisant la série
de Taylor d’ordre 1 (e7%¢ =1 — §s). Le correcteur C(s) est alors donné par

_ A47Ts

C _ GO(1+TCSO‘+1)
= T itrs o105
Go(l4resatly — 147s

_ 1+7s (3.13)
Go(147c s2T14+1-0 5)

147s
GOG(% sa+1) s

qui peut étre décomposé selon

1 T 1
= 1+ — 14
¢ I+ % s GOO( +7’s) (3:14)

Le controleur ainsi obtenu est un contréleur proportionnel intégral (PI), dont les para-

metres sont K, = GLOG et 7, = 7, en série avec un filtre fractionnaire.

Les figures (3.8) et (3.9) représentent les résultats de simulation de la sortie du systéme
ainsi que la commande appliquée. La fonction de transfert du modéle de référence utilisée
est 1+8+75’ le dérivateur s est approximé en utilisant I’approximation d’Oustaloup dans
la bande de fréquences [1074, 10%] avec 10 cellules.

Le controleur standard, ainsi, obtenu est
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F1G. 8.9: Evolution de la commande (1DDL).
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F1G. 3.10: Influence du changement du paramétre K, du controleur C(s) (1DDL)

1 1

Ces figures montrent que les perturbations appliquées sont rejetées par le controleur.
Néanmoins, si on change 1'un des paramétres du controleur C(s) soit le gain K, = 1,1.5
et 2 ou bien et la constante d’intégration 7; = 2, 3 et 5, le rejet de perturbations et le
suivi de consigne sont affectés simultanément, ce fait est montré par les figures (3.10) et

(3.11).
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F1G. 8.11: Influence du changement du paramétre 7; du controleur C(s) (1DDL)
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Fi1G. 3.12: Schéma de commande a 2DDL

3.3.2 Commande & 2DDL d’un systéme du premier ordre a retard

stable

Afin d’améliorer les performances du systéme en boucle fermée, on propose de décou-
pler le probléme du suivi de consigne de celui du rejet de perturbations en utilisant le

schéma de commande a 2DDL de la figure (3.12).

1. Synthése du contréleur de suivi de consigne Cs(s) :
La synthése du controleur Cs(s) s’effectue en utilisant, & nouveau, la méthode de
commande par modéle interne, le modéle de référence utilisé est celui de I’équation

(3.11), on obtient

1+7s
— 1
= G e (316)
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qui peut étre décomposé selon

1 1
Cr = 1+ 7o s0tt G_o(l ) (347

Dans ce cas, le controleur obtenu est un correcteur proportionnel dérivé (PD) en-

tier en cascade avec un filtre fractionnaire, les parameétres du controleur PD sont

_ 1 _
Kp—G—OetTd—T.

2. Synthése du contréleur de rejet de perturbations C(s) :
Les fonctions de transfert reliant les perturbations dy(s) et d;(s) a la sortie y(s) sont

données par

Y 1

Sz - 1
dy 14+ CiG (3.18)
Y G

g = 1
d 1+ CG (3.19)

La fonction de sensibilité de la boucle située entre I’entrée du systéme et sa sortie

(la boucle interne) est donnée par

1
S=—"-— 3.20
1+GC (3:20)
Ainsi, la fonction de sensibilité complémentaire est
G
T=1-8S=—"— 3.21
1+ G0, (3:21)

A partir de cette relation, on peut calculer la fonction de transfert du controleur
C4(s), elle est donnée par

L 22
¢ G 1-T (3.22)

En tenant compte de la relation (3.21), les équations (3.18) et (3.19) peuvent étre réécrites

sous la forme

J_a-1) (3.23)

2 =G(1-T) (3.24)
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Les relations % et d_y1 s’expriment toutes les deux en fonction de la fonction de sensibilité
complémentaire T'(s). Ainsi, dans le cas idéal, afin d’assurer le rejet de perturbations,
la fonction de sensibilité complémentaire désirée doit étre égale a 1. Comme le systéme
posséde un retard, cette derniére doit contenir un retard pour rendre le controleur C(s)
causal. Cela revient a dire que lorsque les perturbations affectent le processus, le contréleur
C1(s) détecte I'erreur correspondante aprés un retard pour calculer la commande qui
permet d’annuler ou au moins d’atténuer U'effet de ces perturbations [40].

La condition pour que les perturbations s’annulent devient donc

lim(1—7) =0 (3.25)

s—0
On propose une fonction de sensibilité complémentaire ayant la forme

1

—bOc s
= ¢t 3.26
Tpshtl+1 ‘ (3.26)

7t est un parametre ajustable, ; est un nombre non entier 0 < p < 1 et 0, est I’estimation
du retard du systéme. Le choix de cette fonction est motivée par le fait que cette fonction
vérifie la relation (3.25). Pour synthétiser le controleur C(s), on utilise I’équation (3.22),

la fonction de sensibilité complémentaire utilisée est celle de I’équation (3.26), on trouve

1+7s 1
o = 3.27
! Gy (Tpsttl+1) —ebs ( )

le controleur C(s) peut étre aussi décomposé selon

1 T 1
= 1+ — 2
G Lot +1 OGO( +7’s> (3:28)

Dans ce cas aussi, le controleur obtenu est un correcteur PI en cascade avec un filtre

fractionnaire. Les parameétres du controleur sont K, = ﬁ et m;, =T.

Le modéle de référence utilisé lors de la synthése du controleur Cy(s) de suivi de consigne

est celui utilisé dans le cas de la structure de commande & 1DDL. La fonction de sensibilité

complémentaire utilisée pour la synthése du controleur C(s) est Les controleurs

e—s
14055125

obtenus sont C'(s) = m (15 (14 55)] et Ca(s) = ﬁ [0.5(1 4+ 3s)].
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F1G. 3.13: Evolution de la sortie (2DDL)
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F1G. 8.14: Evolution de la commande (2DDL)

Les figures (3.13) et (3.14) présentent les mémes performances (dépassement, temps de
réponse..) que celles obtenues en utilisant la structure de commande a 1DDL (figures (3.8)
et (3.9)). En effet, le probléme de suivi de consigne est réglé de la méme fagon puisque
le modéle de référence imposé est le méme. Par contre, il y a une grande différence par
rapport au rejet de perturbations. Ceci est di au fait que ces deux problémes sont résolus
indépendamment 'un de 'autre en utilisant la structure de commande a 2DDL.

Les figures (3.15), (3.16) et (3.17) montrent I'influence du changement des paramétres K,
(K, =0.1,05et 1), 75 (T4 =1,3 et 5) et o (v = 0.25,0.5 et 0.75) du controleur de suivi de
consigne Cy(s) sur I'évolution de la sortie du systéme. les figures (3.18), (3.19) et (3.20)
représentent l'influence du changement des parameétres K, (K, =1,1.5et 2), 7, (1, = 2,3

et 4) et u (= 0.25,0.5 et 0.75) du controleur de rejet de perturbations C(s) sur la sortie
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F1G. 3.18: Influence du changement de paramétre K, du contréleur Cy(s) (2DDL)
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F1G. 3.19: Influence du changement de paramétre 7; du controleur Cy(s) (2DDL)

du systéme. Ces figures montrent qu'un changement des paramétres de Cs(s) n’influence
pas sur le rejet de perturbations. De méme, le changement d’un paramétre de C(s) affecte
le rejet de perturbations mais n’a aucune influence sur le suivi de consigne. Ce fait peut
étre montré analytiquement. En effet, lorsqu’on remplace les controleurs C(s) et Cy(s)
par leurs expressions respectives dans I’équation de la sortie du systéme en boucle fermée
(équation 3.7), on obtient

e 0s (Tf shtl 11 — 6—98)

G (Tf sl 41 — 6_68)
— +
Tosot 417 (7y st 4+1)

(7881 +1)

Cette équation montre que I'ordre non entier o n’intervient que dans la relation entre
la grandeur de référence et de sortie . Ainsi, les variations de ce paramétre n’affectent
que le suivi de consigne, ces variations n’ont aucune influence sur le probléme du rejet de

perturbations (figure 3.17). Il en est de méme pour l'ordre non entier y de la fonction de
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F1G. 3.20: Influence du changement de paramétre p du controleur Cy(s) (2DDL)

sensibilité complémentaire utilisée pour le rejet de perturbations, ses variations n’affectent

pas le suivi de consigne (figure 3.20).

3.4 Commande par modéle interne d’un systéme du

premier ordre & retard instable

La figure (3.21) illustre la structure de commande utilisée. Le controleur C(s), inséré

dans la boucle interne, permet de stabiliser le systéme et le controleur C(s), inséré dans

la chaine directe, permet d’atteindre 1'objectif de suivi de consigne.

Yref {5)

()

Systéme

G(s)

Csfs)

y(s)
'

F

FiGg. 8.21: Schéma de commande a 2DDL utilisé pour le cas d’un systéme instable

La syntheése de ces controleurs se déroule en deux étapes :

— Dans une premiére étape, nous déterminons d’abord le controleur Cy(s) qui permet

de stabiliser le modeéle, la synthése de ce controleur se fait en utilisant la commande

de Walton-Marshall que nous avons présenté dans le premier chapitre.
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— Dans une seconde étape : Une fois le systéme est stabilisé, nous déterminons le
controleur C'(s) pour imposer les performances désirées. Pour synthétiser ce contro-
leur, nous utilisons le principe de la commande par modéle interne et son équivalence
avec la structure de commande classique.

Noter que la structure utilisée est une structure a 2DDL, elle résout les deux problémes
de stabilisation du systéme et le probléme de suivi de consigne. Si on souhaite résoudre
indépendamment le probléme de rejet de perturbations, on doit ajouter un troisiéme

contrdleur.

3.5 Conception du controleur de suivi de consigne C(s)

Dans cette section, on présente le détail de la méthode de synthése du controleur C(s)
de suivi de consigne. L’objectif de cette conception est de synthétiser le controleur C(s)
pour la boucle interne qui contient le systéme instable avec retard stabilisé par le contro-
leur Cy(s) . L’idée est de mettre le controleur sous forme d’un controleur entier en série
avec un filtre fractionnaire afin d’atteindre les spécifications désirées en boucle fermée. La
structure générale de C(s) est : C(s) = F(s)Cro(s), ou F(s) et Cro(s) désignent respec-
tivement la partie fractionnaire et entiére du controleur C(s).
On a vu, dans le chapitre 1, que le type du controleur stabilisant dépend essentiellement
de la valeur du rapport 6/T. En effet, si /T < 1, Cs(s) peut étre un simple régulateur

proportionnel. Par contre, si 1 < /T < 2, Cy(s) doit étre un contréleur PD ou PID.

Si le controleur stabilisant est un contréleur proportionnel, la fonction de transfert de
la boucle interne est donnée par

G()ef@s
Ts—14+KGye s
—— =~

D(S) N(s)

G = (3.30)

Dans le cas ou le controleur stabilisant est du type PD, G (s) devient
GO 6_68

75— 1+ KGy(bs+1) e s

S~ —-—

D(s) N(s)

GIL =

(3.31)
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Les deux expressions de Gy (s) (équations (3.30) et (3.31)) peuvent étres mises sous la

forme générale
G()ef@s
D(s) + N(s)e=9

en utilisant la méthode de commande & modéle interne, le controleur Cj,,., lorsque le

G = (3.32)

modéle de référence est celui de ’équation (2.3), est donné par

D(s) + N(s)e %

Clime = 3.33
Go(1 + 7. s2*1) (3.33)
et le controleur classique C(s) est déduit par
D N —0s
o= D)+ Nis)e (3.34)
Go (1 + 7,50t — e705)
qui peut étre écrit sous la forme
1 D N(s)e %
C = S— (s) + N(s)e (3.35)
nst e Gys
—_——— ~~

. . . controleur entier
filtre fractionnaire

C(s) est composé de deux fonctions de transfert : le filtre d’ordre fractionnaire F'(s) =

L~ (qui caractérise I'aspect fractionnaire du controleur) et un controleur d’ordre
Te $Y+——

entier Cro(s) = D(s)+(;)e_es qui peut étre éventuellement factorisé de sorte & obtenir la

forme d’un régulateur PID usuel.

o Lorsque le controleur Cy(s) est proportionnel (Cs(s) = K), le controleur C(s) est

donné par
1 75—1+KGye

_e—0
To 8%+ 1=— Go s

C = (3.36)

o Si la boucle interne est stabilisée par un controleur PD, i.e. Cys(s) = K(bs + 1), le

controleur C'(s) devient

1 75 — 14+ K Go(bs + 1)e %

_e—0s
ros0 4 e Go s

C= (3.37)

3.6 Condition de stabilité du filtre fractionnaire

La stabilité de C(s) est caractérisée par la stabilité du filtre fractionnaire. La présence
du terme intégral garantit I’annulation de I'erreur statique. La condition de stabilité du

filtre fractionnaire est donnée par le théoréme suivant [65].
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Théoréme 2 Le filtre fractionnaire

1 .
F(s) = e p— ou 0<a<l (3.38)

est stable si et seulement si, la constante de temps 1. du modéle de référence fractionnaire
imposé a la boucle fermée, satisfait la condition

2sin (%) gotl

(2 — a)m]*™!

(3.39)

Te >

Démonstration.

Pour établir la démonstration, la méthode de Walton-Marshall décrite dans la chapitre (1)
est utilisée. Habituellement, ’analyse de la stabilité en utilisant cette méthode consiste
a rechercher les valeurs du retard 6 pour lesquelles le systéme est stable. Cependant,
I'objectif n’est pas de trouver la valeur limite du retard 6 mais de trouver la valeur de
la constante de temps 7, pour laquelle le filtre fractionnaire sera stable. Soit donc le
pseudo-polynome

5(s,0) =14 7,5°T — 70 (3.40)
lorsque 0 = 0, I’équation (3.40) devient
§(5,0) = 7.5 =0 (3.41)

La solution est s = 0, toutefois, cette solution n’affecte pas la stabilité du filtre vu qu’elle
est utilisée pour factoriser le contréleur entier en un controleur PID usuel.
Par la suite, on cherche les points d’intersection avec 1’axe imaginaire. Substituons s =

+jw dans ’équation (3.40)
§(jw,0) = 1+ 7, (jw)>tt — 790 (3.42)
on sait que (jw)*™ = w**! [cos ((a 4+ 1)F) + jsin ((a 4+ 1)3)], ce qui donne
a+1 m L n —jwb
d(w, ) =1+1w [cos ((a + 1)5) + jsin <(a + 1)5)] —e™/ (3.43)

les polynémes D(jw) et N(jw) sont donnés par

D(jw) =1 + o™ {cos (@) + sin (@)} , N(jw) =1 (3.44)
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Pour éliminer le terme exponentiel, on calcule W (w*™) = D(jw)D(—jw)—N (jw)N(—jw),

on obtient

2 2
W(wot!) = <1 + Tew*cos <(a+21)ﬂ>> + <7’Cwa+1sin <(°‘+21)“>> —1 (3.45)

qui est égale a

1 I A
W(waﬂ) = 1427wt cos (7@ + )W)+T(;2w2(°‘“)cos (7((1 i )W) —i—TCQwQ(O‘H)sm (7(04—; )W) —1

2 2
(3.46)
qui aprés quelques calculs, est égale a
1
W(w*th) = 7wt (2 cos (W) - Tcwaﬂ) (3.47)

W (wT!) est égale a 0 lorsque w** = 0 (cette solution est ignorée). L’autre solution est

donnée par

2 (a+1)m 2
atl — = — | = — /2 A4
w ccos( 5 > Csm (am/2) (3.48)

Comme 0 < o < 1 cette solution est positive, ce qui implique qu’il existe une valeur de 7,
pour laquelle d(w, #) = 0 posséde des racines sur 1’axe imaginaire. Nous devons tester ces
racines pour voir si elles sont stabilisantes ou déstabilisantes. Pour ce faire, on analyse le
signe de la dérivée de W (w2t par rapport a w®*!, donnée par

(a+ 1)

W (W) = 27.cos ( 5

) + 272wt (3.49)

en substituant w2 par la solution T%sz’n (a/2) dans 1'équation (3.49), il vient

W' (wet) = 27, cos (M) + 272 (—3003 (M)) (3.50)

2 ) 2

qui est égale a

W’(wgé‘i‘l) = —QTCCOS (@) — QTCSin (0471'/2> > 0 (351)

Comme le signe de (W’(wgt)) est positif, la racine wgt! = 2 sin (o /2) est déstabilisante.
Par conséquent, il existe une valeur de 7. limite dont le systéme est stable pour des valeurs

de 7. inférieures & cette valeur. Pour trouver cette valeur limite, nous devons résoudre
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at+l _ 2

équation (3.40) pour wi™' = =Zsin(ar/2). En séparant la partie réelle de la partie

imaginaire de cette équation il vient

1 + 7wt eos <@) = cos(wh)

(3.52)
Tw T sin (—(azl)”) = —sin(wb)
alors
—Twitsin <—(a+21)ﬂ>
tan(w.0) = (3.53)
1 + Towottcos (—(agl)“>
comme Wt = =2cos (ar/2), on a

Te

tan(w.0) = ’ ’ (3.54)

(a+1)m (a+1)m
1 — 2cos <T) coS <T)

en utilisant les transformations trigonométriques 2 sin(a)cos(a) = sin(2a), et 1+cos(a) =

2cos (M> s (M)

2 cos*$, on obtient
tan(w.0) = —sin((a+ D) = (3.55)
cos ((a+ 1))

en utilisant les transformations sin(m + a) = — F sin(a) et cos(m £ a) = —cos(a), on
obtient
tan(w.0) = _sin(am) (3.56)
cos (am)

les angles w.f et am doivent étre de signe opposé, puisque w, est positif, finalement, on

obtient wce = —am = 21 — o donc We = (279‘3“)7".

Les racines de 6(w, 6) se situent dans le demi plan gauche si et seulement si

(3.57)

(2 —ea)ﬂ 2—704)71 o

w< —>— or wo‘+1<{( 7

en remplagant w?™ par Zsin (am/2) dans Péquation (3.57) il vient Zsin (am/2) <
a+1

[@] . au lieu de chercher la valeur de 6 limite qui maintient la stabilité, on dé-

termine la valeur de la constante de temps de la boucle fermée 7... Par conséquent, le filtre

est stable si et seulement si
2sin (%) gotl
[(2 — a)r]ott

(3.58)

Te >

Ceci compléte la démonstration
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3.7 Implémentation du controleur de suivi de consigne

Le controleur de suivi de consigne C(s) est synthétisé de sorte a imposer a la boucle
ouverte constituée par le systéme a commander muni du controleur stabilisant la fonction
idéale de Bode, comme le montre I’équation (3.35). Il est composé d’une partie entiére
en série avec un filtre fractionnaire. De plus, chacune de ces parties contient 1’élément de
retard, cela pose des difficultés pour son implémentation. Dans ce qui suit, on propose
deux approches pour la mise en ceuvre de ce controleur, la premiére est basée sur le

—0s

prédicteur de Smith et la deuxiéme est basée sur I’approximation du terme e~"* en utilisant

respectivement ’approximation de Taylor et /ou 'approximation de Padé d’ordre 1.

3.7.1 Lorsque la boucle interne est stabilisée par un contréleur

Proportionnel

1. Implémentation basée sur le prédicteur de Smith :

9s n’est pas approximé, le prédicteur de Smith est

Dans ce premier cas, le terme e~
utilisé pour implémenter le filtre fractionnaire (voir figure 3.22). Le controleur C(s)

est factorisé selon

1 —1  Ket
c- (B E) (359)

Te 8¢ + % Gos S
2. Implémentation basée sur I'approximation de Taylor (e% ~ 1 — 0s) :
Lorsque I'approximation de Taylor d’ordre 1 est utilisée pour approximer le terme
e~?¢, le controleur C(s) s’écrit sous la forme
1 7s — 14+ KGy— KGyfs

T.8% + —1’1;95 Gos

C =

(3.60)

qui peut étre mis sous la forme d’un contréleur Proportionnel-Intégral en cascade

avec un filtre fractionnaire

1 1
1+ TS T;S
ou
— KGy0 — KGyo
K, = T— Al et T = T Al (3.62)

Gol KGy—1
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F1G. 3.22: Structure du controleur fractionnaire des équations (3.59 et 3.66 avec b =0)

_o,
3. Implémentation basée sur 'approximation de Padé (e*(’s ~ Lis) :
2
Si le terme e~?% est approximé en utilisant ’approximation de Padé d’ordre 1, on
obtient
1 s —1)(1+ &s) + KGo(1 — &5
o (rs = 1)(1 + s) + KGo(1 — 4s) .
(14 58)7es* + 0 Gos

qui peut étre factorisé comme suit

1 1
C= K, (1+— 3.64
%SaJrl—f-%Sa—l—l P( +T¢S+Tds) ( )

Dans ce cas, le controleur obtenu est un PID en cascade avec un filtre fractionnaire,

les paramétres de PID sont donnés par

r_ 0 _ KGu 0 _ KGu or
K=—2%-2 r=—2_2 7= -2 (3.65)
P N _ v d 0 _ KGob :
0G, GoK —1 T— 4 KGl

3.7.2 Lorsque la boucle interne est stabilisée avec un contréleur

PD

1. Implémentation basée sur le prédicteur de Smith :
On suit la méme procédure comme dans le cas précédent, le controleur stabilisant
est de type PD, le controleur C(s) prend la forme

o 1 <Ts ~1 K(bs+ 1)6—08) (3.66)

_e—0s
S S e s

La figure (3.22) représente la structure du controleur fractionnaire donné par les

équations (3.59) et (3.66) avec b = 0.
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2. Approximation de Padé d’ordre 1 :

On approximant le retard de C(s) par 'approximation de Padé d’ordre 1, il vient

o 1 9 (r—KGob)s2+((1—0/2)+K Go(b—0/2)) s+ K Go—1
¢= Tsatly e st ? Gof s (367)

Le controleur C(s) peut étre mis sous la forme d’un PID entier en série avec un

filtre fractionnaire, les paramétres de PID obtenus sont

. (=85 + KGo(b— %) T‘_(T—§)+KGO(I)—%) o (1 — KGob)
. Gof T KGo-1 Y T D KG(b -9
(3.68)

Remarque 4 Lorsqu’on utilise les séries de Taylor d’ordre 1 pour approximer le terme
e %, on obtient une sortie divergente vu que la valeur du rapport 0/T est comprise entre

1 et 2.

3.8 Exemples numériques

Afin de valider et montrer I'efficacité de la méthode proposée, des exemples de simu-
lations ont été effectués. Deux systémes différents issus de la littérature sont considérés.
Le premier est un systéme du premier ordre instable a retard dont le rapport g est su-
périeur a l'unité et le deuxiéme est toujours un systéme du premier ordre instable &
retard avec g est inférieur & 1. Le schéma de simulation est celui de la figure (3.23), ou
G(s) désigne la fonction de transfert du systéme a commander, C(s) est le controleur de
suivi de consigne, Cy(s) est le controleur stabilisant, Gp(s) est la fonction de transfert
de perturbation, y,.r(s) désigne I'entrée de référence qui est un échelon unitaire appliqué
a l'instant ¢ = 0, d(s) est la perturbation et w(s) désigne un bruit ajouté au signal de
sortie. L'opérateur fractionnaire est approximé en utilisant la méthode CRONE dans la

bande de fréquences [107° —10%] avec 15 cellules.
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Fi1Gc. 3.23: Schéma de simulation

3.8.1 Exemple 1

Dans cet exemple, on considére un systéme du premier ordre instable a retard dont la

valeur du rapport g est comprise entre 1 et 2 [60, 36]. Les paramétres du modéle sont :
Go=1,7=1et0=12.
Le rapport g étant supérieur a 1, le controleur stabilisant est du type PD. A partir de
la figure (1.5), la valeur optimale de g est 0.48, les valeurs de K, et K}, sont obtenus a
partir de la figure (1.6), on trouve [K,,, Ky =[1, 1.35]. Le controleur stabilisant est
donné par C(s) = 1.09(0.48s + 1). La fonction de transfert du modéle de référence est
f(s) = mﬁ Les parameétres du controleur PID et du filtre fractionnaire de C(s) sont
résumés dans le tableau (3.1).

La consigne y,.s(s) est un échelon unitaire appliqué a I'instant ¢ = 0 et la perturbation

d(s) est un échelon négatif d’amplitude 0.01 appliqué a I'instant ¢ = 35, la fonction de

6—125
s—1

transfert de perturbation Gp(s) choisie est Gp(s) =
La figure (3.24) montre I’évolution de la sortie du systéme et la figure (3.25) illustre 'in-
fluence d’un bruit gaussien d’amplitude 0.12 en utilisant deux méthodes, la premiére est
la méthode basée sur le prédicteur de Smith et la deuxiéme est celle basée sur ’approxi-
mation de Padé d’ordre 1 pour I'implémentation du controleur C'(s). On constate que les
deux méthodes donnent de bons résultats, mais on remarque que la méthode basée sur
I'approximation de Padé est trés sensibles aux incertitudes des paramétres du modéle.
Cela est constaté lorsqu’on a appliqué une variation de +5% sur les paramétres Gy, 7 et

¢ du modéle, comme le montre les figures (3.26), (3.27) et (3.28) respectivement.



84 Commande a Plusieurs Degrés de Liberté (PDDL)

Méthode proposée
0.8 AP 4
Modele de référence

sortie

0.6 : : -

0.4 - -

I I I
o 10 20 30 40 50 60
temps(s)

Fi1a. 3.24: Réponses indicielles de la boucle fermée avec perturbations.

Méthode peoposée
AP

0.8

sortie

0.6

0.4 -

0.2

I I I I I I I
o 5 10 15 20 25 30 35 40
temps(s)

F1G. 3.25: Réponses indicielles de la boucle fermée avec bruit.

TAB. 3.1: Paramétres du controleur PID et du filtre fractionnaire constituant C(s) pour
l’exemple 1: (AP : Approzimation de Padé d’ordre 1)

Méthode filtre fractionnaire K, Ti Td

1
AP e 02243 29911 1.0627

Cet exemple montre que les résultats obtenus en utilisant la méthode basée sur le
prédicteur de Smith sont meilleurs en les comparant avec ceux obtenus lorsque le terme

e~ %% est approximé en utilisant 1’approximation de Padé d’ordre 1.

Dans I’exemple suivant, la méthode proposée sera comparée avec deux autres méthodes

proposées dans |60, 36].
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85

0.4

0.2

Méthode proposée
AP

,,,,,, AP +5% Gc\

AP -5% G,

,,,,,, Méthode proposée +5% G | |

Méthode proposée -5% G

5 10 15 20 25 30 35

temps(s)

40

FI1G. 3.26: Réponses indicielles de la boucle fermée avec variation de 5% sur Gj.

sortie
o
o

0.2

Méthode proposée
AP

77777777 Méthode proposée +5% t©
77777777 AP +5% t©
Méthode proposée -5% t
AP -5% t

20 25 30 35
temps(s)

40

F1G. 3.27: Réponses indicielles de la boucle fermée avec variation de 5% sur 7.

F1G. 3.28: Réponses indicielles de la boucle fermée

Méthode proposée
AP

——————— Méthode proposée +5% 6

temps(s)

——————— AP +5% ©
Méthode proposée -5% 6
AP -5% 0 m
i i i i
20 25 30 35

40

avec variation de 5% sur 0.
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3.8.2 Exemple 2

Nous considérons le modéle d'un systéme instable du premier ordre a retard trés sou-

vent rencontré dans la littérature [60, 36] ou Gy =1, 7 =1 et § = 0.4.

Le controleur fractionnaire est synthétisé par la méthode proposée basée sur le pré-
dicteur de Smith. Ce controleur est comparé a deux autres controleurs entiers issues des
méthodes proposées dans [60] et [36].

Le controleur obtenu, en utilisant la méthode proposée dans [36] est mis sous forme d’un

PID entier en utilisant la procédure donnée par Lee et al. [35]. Le controleur de PID est

C= 2.634(1 + +0.154 5) (3.69)

2.52s

Pour réduire 'amplitude du dépassement de la réponse indicielle en boucle fermée, le
pré-filtre f,(s) = lesﬂ est inséré dans la chaine directe avant le comparateur.

Dans la méthode proposée dans [60], une autre approche est employée pour réduire
la complexité du controéleur obtenu. le controleur obtenu est approximé par un controleur

PID suivi d’un filtre du premier ordre.

157795+ 1

_ _ofIsT o 0.1 ) 3.70
010535 + 1 +0.1s (3.70)

461 (1 -
046151+ 556675

Pour réduire 'amplitude du dépassement de la réponse indicielle en boucle fermée, un

pré-filtre dont la fonction de transfert est f,(s) = est également inséré dans la

1
1.5779 s+1

chaine directe de la boucle de commande.

Pour évaluer les performances des controleurs obtenus en utilisant notre méthode et
celles des controleurs proposés dans [36] et [60], respectivement, les trois controleurs sont
calculés de sorte a avoir le méme dépassement de la réponse indicielle en boucle fermée.

Par conséquent, le modéle de référence choisi pour la synthése du contréleur fractionnaiore

est f(S) = 1_’_%
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Le controleur stabilisant est un controéleur Proportionnel vu que le rapport /7 = 0.4;
a partir de la figure (1.3), on trouve Cy(s) = 2.02. La fonction de transfert de controleur

de suivi de consigne est donnée par

_ —0.4s
C(s) = 1 . (s 1 N 2.02e ) (3.71)

80.1 + 1—e S S

On introduit une consigne et des perturbations de type échelon aux instants ¢t = 0 et
t = 10, respectivement. Les résultats de simulation obtenus sont montrés dans la figure
(3.29). On remarque que le suivi de consigne et le rejet de perturbations s’effectuent plus
rapidement en utilisant le controleur proposé dans [60]. Cependant, les résultats obtenus
en utilisant notre méthode peuvent étre améliorés en réduisant la valeur de la constante

de temps du modéle de référence.

Pour assurer une bonne comparaison, un bruit blanc de variance unité est ajouté a la
sortie du systéme. Les résultats de simulation obtenus avec les trois controéleurs sont mon-
trés dans la figure (3.30). Cette figure montre que les performances de la boucle fermée
sont nettement meilleures en utilisant la méthode proposée.

Pour évaluer la robustesse du systéme de commande vis & vis des variations des para-
métres du systéme, des changements de +20% sont introduits dans les valeurs du gain
statique G, de la constante de temps 7 et du retard 6. Les figures (3.31), (3.32) et (3.33)
montrent les résultats de simulation obtenus avec la méthode proposée et les méthodes
proposées dans [36] et [60], respectivement, pour une variation de +20% du gain statique
Gl. Les figures (3.34) a (3.36), montrent les résultats de simulation obtenus pour une va-
riation £20% de la constante du temps 7, les figures (3.37) a (3.39) donnent les résultats

de simulation obtenus pour une variation +20% du paramétre 6.

La robustesse du systéme de commande est évaluée en utilisant deux critéres qui sont.
- La différence de dépassement et de temps de réponse du systéme en boucle fer-
mée entre la valeur nominale (sans variations) et la valeur obtenue pour +£20% des

paramétres Gg, T et 6.
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T T T T T T T T T
I I I I I I I I I
D —— e | | | | | |
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\ \ \ \ N I [— methode proposce
! : : : : : : : — Leeetal.
| | | | | | | |~ Shams et Lee
08— — —[— - ———— A Lo [ [ [N R I - —
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
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F1G. 3.29: Réponses indicielles de la boucle fermée.

T T - P
| | ——— méthode proposée
I | —— Leeetal
! ! —— Shams et L
! |
- = — = — -+ - -
) |
I I
| |
08-——-——-F4f--—-——-———————-—- - ———— = 4 - —"—-—————-—-
I I
I I
| |
2 ! |
Coe-—-fFfF-———-————————— B e e
S
§ I I
I I
| |
I I
L e A
I I
| |
| |
I I
oo - b 4
I I
I I
I I
| |
L L
0 5 10 15

temps(s)
F1G. 3.30: Réponses indicielles de la boucle fermée avec bruit

- L’intégrale de la valeur absolue de l'erreur (IAE) définie par

rap- [ v (8) — o (8) |t (3.72)

avec : yny(t) est la sortie du systéme pour la valeur nominale des paramétres et
y20%(t) est la sortie obtenue en faisant varier les paramétres de 20%.
Les tableaux (3.2), (3.3) et (3.4) résument les résultats obtenus en faisant varier la valeur
du gain statique Gg, la valeur de la constante du temps 7 et la valeur du retard 0,
respectivement. On note par, M1 la méthode proposée, M2 la méthode de Yongho et al.
[36] et M3 la méthode de Shamsuzzoha [60]. On constate que la variation des paramétres

affecte les performances du systéme, approximativement, de la méme facgon.
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temps(s)

. Méthode pro-

tion sur G

)

ée avec varia

F1G. 3.31: Réponses indicielles de la boucle ferm

-

posée

G,=1
|G =12

--=-G; =08

4
temps(s)

- Méthode

F1G. 3.32: Réponses indicielles de la boucle fermée avec variation sur Gy

proposée dans [36].

temps(s)

: Méthode pro-

Fi1G. 3.33: Réponses indicielles de la boucle fermée avec variation sur Gg

posée dans [60)].
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it e
1k : ///",.-...--.---'
o T=
I’ < —
0.8 ,‘../.,w T=1.2 i
II/ /, T=0.8
.2 ifs
= - if7 i
£ 0.6 i
ils
! //
i
0.4r i I,' 4
11/
iff
i
0.2 il i
y/
0 i i i
[0} 2 4

temps(s)

F1G. 3.3/ Réponses indicielles de la boucle fermée avec variation sur T : Méthode propo-

See.
1+ /’.‘..-....-._.-—--' -----
Pt
I,'
’,/ T =
A v, t=1.2
0.8r- Py s B
4 —==n T =0.8
II I’
L !' /
L I -
§ 0.6 7
i/
i /
1
0.4r i I,' 4
11/
ifd
iff
0.2 il i
4
0 i i i
(6] 2 4 6
temps(s)

F1G. 3.35: Réponses indicielles de la boucle fermée avec variation sur T : Méthode proposée
dans [56].
1) e
-
L e e T=1.2 i
0.8 = t=0.8
2
£ 0.6 1
0.4t :
0.2t :
% 2 4 6 8

temps(s)

F1G. 3.36: Réponses indicielles de la boucle fermée avec variation sur T : Méthode proposée

dans [60].



91

ériques

2

3.8 Exemples num

6=04

Q13108

12

0

temps(s)

F1G. 3.37: Réponses indicielles de la boucle fermée avec variation sur 6 : Méthode propo-

)

See.

R

0-0.4
=

Q13108

12

10

temps(s)

F1G. 3.38: Réponses indicielles de la boucle fermée avec variation sur 6 : Méthode proposée

dans [36].

0=04
0.48
0.32

-

Q13108

12

10

temps(s)

F1G. 3.39: Réponses indicielles de la boucle fermée avec variation sur 6 : Méthode proposée

dans [60].
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TAB. 3.2: Performances de la boucle fermée en fonction de variations de Gy.

Dépassement % Temps de réponse IAE
Méthode | N.V +20% —20% |N.V +20% —20% |+20% —20%
M1 1.79  1.47 22.48 |3.10 4.92 7.49 0.03  0.06
- (-0.32) (+20.69)| - (+1.82) (+4.39)
M2 2.23  0.50 16.93 |4.55 3.85 5.04 0.02 0.04
- (-1.73) (+14.7) | - (-0.7)  (+0.49)
M3 1.99 0 20.31 [1.79  3.26 5.16 0.02 0.04
- (-1.99) (+18.32)| - (+1.47) (+3.37)

TAB. 3.3: Performances de la boucle fermée en fonction de variations de 7.

Dépassement % Temps de réponse IAE
Méthode |[N.V  +20% —20% |N.V  +20% —20% |+20% —20%
M1 1.79 7.28 6.75 |3.10 5.62 8.82 0.02 0.04
- (+549) (+4.96)| - (+252) (+5.72)
M2 2.23  6.31 1.30 |4.55 5.42 2.83 0.02 0.02
- (44.08) (-0.93) | - (+0.87) (-1.72)
M3 1.99 8.83 0.00 |1.79 3.46 3.21 0.02 0.03
- (46.84) (-1.99) | - (+1.67) (+1.42)

TAB. 3.4: Performances de la boucle fermée en fonction de variations de 0.

Dépassement % Temps de réponse IAE
Méthode | N.V  +20% —20% |N.V. +20% —20% |+20% —20%
M1 1.79  11.33 3.97 13.10 9.00 5.86 0.056 0.01
- (4954) (+218)| - (+5.6) (+2.76)
M2 2.23 7.80 4.21 |4.55 9.18 9.99 0.03 0.01
- (4+557) (+1.98)| - (+4.63) (+1.04)
M3 1.99 17.02 3.93 |1.79 5.34 3.49 0.05 0.02
- (+15.03) (+1.94)| - (+3.35) (+L.7)
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3.9 Conclusion

Une structure & 2DDL a été proposée dans ce chapitre, afin de commander un systéme
du premier ordre instable a retard, deux controleurs ont été utilisé , un pour stabiliser le
systéme instable et le deuxiéme controleur sert a commander le modéle stabilisé.

Le controleur C(s) est un controleur fractionnaire ayant une forme simple & implémenter.
C’est pourquoi, nous faisons toujours en sorte que ce dernier soit un filtre fractionnaire
en série avec un controleur PI ou PID. De plus le controleur C(s) doit étre stable afin de
maintenir la stabilité interne du systéme en boucle fermée.

Néanmoins, le systéme a commander étant un systéme a retard, le terme e~% pose alors
un probléme, deux solutions sont alors adoptées :

~9 en utilisant ’approximation de Padé ou

La premiére consiste a approximer le terme e
de Taylor, mais il est connu que ces approximations sont valables que lorsque le rapport
0/ est petit, de plus, les régulateurs obtenus sont trés sensibles aux variations des para-
métres (comme nous 'avons montré a travers les exemples que nous avons présentés).

Pour éviter ce probléme, nous avons proposé une autre maniére de réaliser le controleur

C(s), c’est la structure de la figure (3.22). Dans ce cas, on évite les approximations et

cette structure est bien plus robuste que les structures utilisant des régulateurs PI ou PID.

Dans le prochain chapitre, la structure de commande a deux degrés de liberté sera
appliqué sur un banc d’essai expérimental (le pendule inversé monté sur un chariot)
afin de le maintenir dans sa position d’équilibre instable (position haute) et d’asservir

la position du chariot.



Chapitre 4

Application de commande & 2DDL
pour le contréle d’un pendule inversé

monté sur un chariot

4.1 Introduction

Le pendule inversé constitue un benchmark de choix pour la commande des systémes
non linéaires. En effet, les problémes de commande posés dans un pendule inversé sont,
sensiblement, les mémes que ceux rencontrés a une échelle plus grande dans les grues,
les systémes de transportation industriels (segway, B2) et en robotique [48]. Le pendule
inversé est parmi les systémes les plus difficiles & commander dans le domaine de ’automa-
tique, Il est tres utilisé afin de tester 'efficacité des méthodes de commande développées

théoriquement.

Les systémes réels sont dans la plupart du temps non linéaires, ont des parameétres va-
riables et sont soumis a des perturbations externes. La modélisation de ces systémes méne
trés souvent a des modéles non linéaires, c’est pourquoi, déterminer une loi de commande
pour ce type de systéme reste une tache trés difficile. La linéarisation de ces systémes

est nécessaire. Or, c’est a partir de cette représentation approximative des systémes que
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I’on souhaite construire une loi de commande pour le systéme réel. Cette commande doit,
alors, étre robuste dans le sens ou elle devra assurer une faible sensibilité aux incerti-
tudes sur les paramétres et aux perturbations externes. La linéarisation d’un systéme non
linéaire complexe peut étre de méme complexité, comme exemple, on cite le cas ou le
modeéle linéarisé qui décrit le systéme non linéaire est d’ordre élevée, dans cas, afin de
limiter 'ordre de la fonction de transfert, on choisit d’inclure un retard, lors de la phase
d’approximation. Ce retard permet alors de décrire une partie de la dynamique du sys-

téme d’une maniére plus simple qu’en utilisant un ordre plus élevé.

La commande d’un pendule simple consiste a le redresser en utilisant une commande
non linéaire et le maintenir stable dans sa position d’équilibre instable (position haute).
Cependant, lorsqu’il s’agit d’un pendule inversé monté sur un chariot mobile, sa commande

consiste & :

— d’abord, redresser le pendule inversé depuis sa position stable (position basse) vers
sa position instable (position haute). On utilise pour cela une loi de commande non
linéaire (cette partie n’est pas abordée dans cette thése).

— maintenir stable le pendule dans sa position d’équilibre instable (position haute).

— asservir la position du chariot toute en maintenant le pendule stable.

Ce sont ces deux derniers points qui feront ’objet de ce dernier chapitre, dans lequel nous
utiliserons le schéma de commande a 2DDL. Les détails sur la commande de redressement
est bien présentés dans [10].

Il faut noter, la complexité de la commande d’un tel systéme car il ne dispose que d’une
seule grandeur de commande (la force exercée par le chariot) pour controler I'angle de
rotation du pendule et le déplacement du chariot (systéme sous actionné). Cette com-
plexité est due au fait que I'action sur la force, permettant de déplacer le chariot vers une
position donnée, déstabilise le pendule, et afin de le stabiliser, il faut déplacer le chariot
dans le sens contraire afin de rattraper la chute du pendule.

La stratégie générale de la commande du pendule inversé monté sur un chariot est illustrée

par le schéma fonctionnel de la figure (4.1).
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A 4

Maintenir

Commande Stabilisation

6, =0 — |
P Linéaire (1)
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. P
9p =0 Redressement R Algorlthme Force CHARIOT
—> (Commande non " de sélection > PENDULE X
linéaire)
A

Xref ——|  Commande

Linéaire (2) Poursuite
7y

F1G. 4.1: Schéma du principe de commande du pendule inversé

Afin de maintenir la stabilité du pendule inversé, la commande de redressement est asso-
ciée a la commande de stabilisation et la commande de poursuite, une loi de commutation
appropriée entre les trois commandes (redressement, stabilisation et poursuite) est alors,
nécessaire. Dans notre cas, on applique la commutation quant la valeur absolue de I'angle
est au voisinage de £20°. Lorsque le pendule est situé dans la zone £0.2 rad (£11°) autour
de la position d’équilibre instable 8, = 0, la commande bascule du redressement vers la
commande de stabilisation qui permet de le maintenir dans cette position, La troisiéme

commande consiste a ramener I’ensemble chariot-pendule & une position désirée.

4.2 Description et modélisation de ’ensemble chariot-

pendule

Le pendule inversé monté sur chariot (également appelé systéme chariot-pendule; en
anglais cart-pendulum system) se compose d’une tige en aluminium dont une masse de
forme cylindrique est montée a son extrémité. Cette tige est montée sur un chariot mobile

par une articulation pivotante permettant la rotation du pendule. Le mouvement de ro-
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tation d’un moteur électrique est transformé, par l'intermédiaire d’un ensemble constitué
de deux poulies et d'une courroie crantée, en mouvement de translation du chariot. Le
déplacement du chariot dans un sens ou dans I'autre assure la rotation du pendule. Si le
pendule est dans sa position instable haute, par exemple, quand le pendule penche vers
la droite, le chariot agit pour le rattraper en effectuant un mouvement vers la droite et
vice versa. La photo de la figure (4.2) représente une vue d’ensemble du pendule inversé

monté sur un chariot.

F1G. 4.2: Vue d’ensemble de banc d’essai expérimental du pendule inversé monté sur un

chariot

La modélisation de ’ensemble chariot-pendule utilise le formalisme d’Euler-Lagrange
[11]. Pour ce faire, les coordonnées généralisées sont : le déplacement horizontal du chariot
(noté x) et I'angle de rotation du pendule (noté 6,). On prend comme direction positive
du déplacement du chariot x, le sens de gauche a droite et celui de I'angle 0, est le sens

des aiguilles d’une montre, comme le montre la figure (4.3).
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F1G. 4.3: Schéma de modélisation de ’ensemble chariot-pendule

Le modéle complet décrivant le comportement dynamique du systéme pendule-chariot
est donné par I’équation (4.1), le lecteur désirant connaitre les détails de cette modélisation

peut consulter les références [10] et [34].

hi + bi + ml 6, cos(8,) — ml 9p2 sin(6,) = F
mli cos(6,) + N6, + db, — mglsin(,) = 0

avec h = (M +m) and N = (ml* + J), et ou

M : Masse du chariot (2.3(Kg)), m : Masse du pendule (0.2(Kg) ), | : Demi longueur
de pendule (0.36(m)), g : Intensité de la pesanteur (9.81(m/s?)), F(t) : Force exercée sur
le chariot, b : Frottement de déplacement du chariot (0.05(Ns/m)), d : Frottement du

pendule (0.005(Nms/rad)), J : Moment d’inertie du pendule 0.099(kg.m?).

Le systéme d’équation (4.1) montre que 'accélération du chariot & dépend de I'accé-
lération du pendule Qp Ainsi, lorsque le systéme n’est soumis a aucune force (F(t) = 0),
donc le pendule est soumis qu’a sa propre inertie, si on déplace le pendule de sa position

d’équilibre, ce dernier, se met & osciller en entrainant avec lui le chariot.

4.3 Synthése des controleurs linéaires pour la commande
du pendule inversé

Rappelons que la commande du pendule inversé se déroule en trois phases : redres-

sement, stabilisation et poursuite. La premiére phase qui est le redressement permet de
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ramener le pendule de sa position basse vers sa position haute, la stratégie de redressement
utilisée est basée sur le théoréme de stabilité de Lyapunov qui permet de faire converger
I'énergie du systéme vers la valeur de I'énergie en position haute [10, 34]. La deuxiéme
phase consiste & maintenir la tige du pendule dans sa position instable haute quelque soit
le déplacement du chariot et quelque soit les perturbations éventuelles.

L’objectif de commande que nous développons étant la stabilisation du pendule et 1’as-
servissement de la position du chariot, nous utilisons le modéle linéaire obtenu par linéa-
risation du modéle non linéaire (4.1) autour de point d’équilibre 6, = 0 [10].

Le modéle linéaire obtenu est : X = AX + Bu, y = C X ol

0 1 0 0
0 —bN —gm?21? mid
A — RN—m?2]2 hN—m2i2 RN—m?2]2
0 0 0 1
mlb —mgl m3[3 —d m212d
i 0 hN—m2i? Ng + N(thniQZQ) ~ T N(hN—-m212) |
(4.2)
0
__N
,mQ 2
B=| " C:[1000]
0
—ml
| hN—mZ2[2 i
le vecteur d’état est
T
X=|o i 0 6| (4.3)

Dans le schéma de commande de la figure (4.1), pour synthétiser les controleurs li-
néaires de stabilisation du pendule et d’asservissement de la position du chariot, nous
avons besoins de calculer d’abord les fonctions de transfert entre I'angle 6, et la force
appliquée F(t) d'un coté, et entre x et F(t) de 'autre coté.

Ces deux fonctions de transfert étant instables citeBoussalem2012,Lahouazi2011, nous
devons donc utiliser trois controleurs : un pour stabiliser le pendule d’un coté, d’un autre
cOté, nous utilisant une structure de commande a deux degrés de liberté afin d’asservir
la position du chariot. Dans cette structure, un contréleur est utilisé pour stabiliser le

transfert entre x et F'(t) et un autre controleur pour faire suivre au chariot une position
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de référence donnée.

D’un autre coté, les fonctions de transfert entre 6, et F'(t) et entre x et F(t) ayant le
méme polyndome caractéristique [10, 34|, nous utilisons un seul controleur Cy(s) permet-
tant de stabiliser ces deux fonctions de transfert. Il reste donc qu’un seul controleur C(s)
permettant d’asservir la position du chariot a synthétiser. Nous utilisons donc la structure

de commande a 2DDL de la figure (4.4).

Le modéle linéaire étant d’ordre 4, la synthése du controleur Cs(s) dans le domaine de
Laplace est trés complexe. D’un autre coté, afin de n’utiliser que des controleurs propor-
tionnels, on se base sur le modéle d’état pour calculer une loi de commande stabilisante
par retour d’état statique; Cs(s) est donc un vecteur statique de dimension 4.

Le principe de commande par retour d’état linéaire est de déterminer une commande telle
que les poles de la fonction de transfert du systéme bouclé soient convenablement, placés
dans le demi plan gauche du plan complexe. En remplacant les paramétres du systéme par
leurs valeurs numériques données dans 1’équation (4.1), on obtient les valeurs numériques

des matrices A, B et C' du modéle linéaire (4.2), suivantes.

0 1 0 0 0
0 —0.5786 —0.5339 0.0045 0.3124
A= B = C= [ 100 0]
0 0 0 1 0
0 1.2443  22.2449 —0.189 —0.6719

(4.4)
Les poles de ce modéle étant les valeurs propres de la matrice d’état A, ils sont donnés
par 0,—5.483,4.6099 et —4.8291, le modéle linéaire est donc instable. Une commande
qui stabilisera le modéle linéaire, stabilisera aussi localement le systéme non linéaire au
voisinage du point d’équilibre. Le but sera donc, de réaliser un asservissement modifiant la
matrice d’état du systéme en lui imposant de nouveaux poles. Pour stabiliser le systéme
linéaire une commande par retour d’état Cs(s) est utilisée afin de placer les poles en

—7.55,—-3.24 et —1.04 £ 0.87. On obtient

C, = [~6.3246 — 12.4177 — 109.2723 — 23.7867] (4.5)
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Xrep(S) . v(s) x(s)

4>®—> C(s) Chariot-pendule |—@———»

- A

Cs(s) -+

Fi1G. 4.4: Schéma de commande a 2DDL pour la stabilisation et [’asservissement de la

position du chariot du pendule inversé

La stabilité de la boucle interne implique que 6,(c0) = 0, cela garantit la stabilité du

pendule inversé.

Afin de calculer le controleur permettant d’asservir la position du chariot nous utili-
sons la fonction de transfert, notée Gy (s), entre la nouvelle entrée v(s) délivrée par le

controleur C'(s) et la sortie a controler z(s). Elle est donnée par :

G o= x(s) 0.31242(s + 4.684) (s — 4.504) (4.6)
7 0(s) — (s+7.551) (s + 3.236) (s2 + 2.082 s + 1.706) '

qui peut étre réécrite sous la forme

—1.4071 (s + 4.684)(1 — 0.22 5)
(s +7.551) (s + 3.236) (s2 4 2.082 s + 1.706)

G = (4.7)

La fonction G (s), étant d’ordre 4, cela complique la synthése du controleur C'(s). Dans
le but de réduire la complexité de synthése du controleur fractionnaire C(s), Gyp(s) sera
approximée par des modéles simples, tels que, le modéle du premier ordre a retard ou le
modele du deuxiéme ordre a retard.

La réponse indicielle de G (s) obtenue pour un échelon d’amplitude —1 est représentée
sur la figure (4.5). L’allure de la sortie montre qu’au voisinage de ¢ = 0, la sortie est né-
gative (le modeéle est donc a phase non minimale), cela est justifié par la présence du zéro
instable. Nous utilisons alors un retard pour approximer ce zéro. On constate, également,
que la sortie présente un dépassement, cela nécessite d’utiliser un modéle du second ordre
afin de modéliser ce régime transitoire. D’un autre coté, ce dépassement n’étant pas trés

important, nous utiliserons également un modéle du premier ordre.
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De plus comme nous 'avons vu dans le chapitre 2, nous pouvons également utiliser un
modeéle fractionnaire équivalent au modéle de second ordre. Par conséquent, et dans I'ob-
jectif de comparaison entre plusieurs controleurs, le modéle Gy (s) sera approximé par
trois modéles différents : un modéle du premier ordre a retard, un modéle du second ordre

A retard et un modéle fractionnaire a retard.

0.08 - -

Sortie

. . . . . . . . .
o 1 2 3 a 5 ) 7 8 o 10
Temps(s)

F1G. 4.5: Réponse indicielle en boucle ouverte de G (s)

Afin de mesurer la qualité de ces approximations, on calcule la valeur de I'erreur
moyenne absolue notée (EAM) entre la sortie de G (s) et celle du modéle d’approxima-

tion donnée par
1N
EAM = — — Y 4.8
v 2l (18)

ainsi que la valeur de I’écart maximum entre leurs deux sorties donnée par
Cmaz = Max|y — ;| (4.9)

y étant la sortie de G(s) et y; la sortie du modéle approximant Gy (s).

4.3.1 Approximation par un modéle du premier ordre a retard

La méthode utilisée pour I'identification des paramétres de ce modéle est la méthode
de Broida [63]. L’avantage de cette méthode par rapport aux méthodes graphiques exis-
tantes telles que la méthode de Strejc et la Ziegler-Nichols est qu’elle n’a pas recours au

point d’inflexion souvent difficile & déterminer. Le modéle proposé pour approximer le
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comportement de Gr(s) est un premier ordre avec retard dont la fonction de transfert

est

G0679s
1+7s

Gy = (4.10)

Le principe de cette méthode est de trouver deux points qui correspondent respectivement
a 28% et 40% de la valeur finale. A partir de leur projection sur l'axe des abscisses, on
détermine respectivement deux valeurs de temps t; et t,. Les valeurs de la constante de

temps et du retard peuvent alors étre déterminées a partir des deux équations

0 =28t — 181, (4.12)

Le gain statique est déterminé a partir de la valeur finale de la sortie. En appliquant cette
méthode au modéle (4.6), on obtient les valeurs numériques suivantes des paramétres du

modéle (4.10) :

T7=5.5(1.38—1.16) = 1.21 (4.13)

0=28x1.16—-1.8x1.38=0.76 (4.14)

La valeur de gain statique est Gy = —0.158.

La figure (4.6) montre les réponses indicielles du modeéle Gy (s) (trait fort) et de G1(s)

(trait en pointillées).
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F1G. 4.6: Réponses indicielles de G (s) et du modeéle G1(s)

Comme, il est prévisible, nous constatons que le régime permanent est identique dans
les deux cas, par contre il y a une différence lors du régime transitoire et au voisinage de
t = 0. Les valeurs des critéres (4.8) et (4.9), pour ce modéle du premier ordre sont FAM; =
0.0033 et €42, = 0.0158. Les valeurs de ces deux critéres montrent que ’approximation

de G11(s) par G1(s) est acceptable.

4.3.2 Approximation par un modéle du deuxiéme ordre & retard

La fonction de transfert du modéle de second ordre utilisée pour approximer Gy (s)

est donné par

2 ,—0s
Gowe

52 + 2 Ewys + w2

Gy = (4.15)

Pour trouver les paramétres de Ga(s), il suffit de connaitre les valeurs du premier dépas-
sement, noté M, et du temps de réponse, noté ¢,(5%), comme l'indique la figure (4.7).
Ces valeurs sont substitués dans les équations (2.80) et (2.81) afin de trouver les valeurs
des paramétres w, et £. La valeur du gain statique G est déterminé & partir de la valeur
finale de la sortie. La valeur du retard 6 est donnée par la valeur de l'intersection entre
la tangente au point d’inflexion de la réponse indicielle de G (s) et 'axe des abscisses

comme le montre la figure (4.7).
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F1G. 4.7: Détermination des paramétres du modéle Go(s) a partir de la réponse indicielle

de G[L(S)

Les valeurs numériques des paramétres du modéle Gy(s) obtenus sont : w, = 1.35,

§=038,Gy=—0.158 et 6 =0.5.

La figure (4.8) présente la réponse indicielle de G (s) (trait fort) et celle du modéle du
second ordre Go(s) (trait en pointillés). La figure montre une parfaite adéquation entre

les deux modéles, ce qui valide le modéle trouvé. Ceci est confirmé par les valeurs des

critéres (4.8) et (4.9), EAM, = 5.2829107% et €02, = 0.0052.

0 4
Temps(s)

F1G. 4.8: Réponse indicielle des modéles Grr(s) et Ga(s).
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4.3.3 Approximation par un modéle fractionnaire i retard

La fonction de transfert du modéle non entier utilisé pour approximer Gy (s) est
donnée par

Goefe s

N 4.16
1+ 7sptl (4.16)

frac =

La valeur I'ordre non entier p est calculé en utilisant I’équation (2.82). Connaissons la
valeur du temps de montée t,, et en utilisant ’équation (2.84), on trouve la valeur de
la constante de temps du modéle fractionnaire. Les valeurs numériques du gain statique
et du retard sont identiques & ceux du modéle de second ordre. Finalement, les valeurs
numériques des parameétres du modéle (4.16) sont : Gy = —0.158, 7 = 1.21 et 6 = 0.5.

La figure (4.9) présente la réponse indicielle de Gy (s) (trait fort) et celle du modéle

fractionnaire G q.(s) (trait en pointillés).

Temps(s)

F1G. 4.9: Réponse indicielle du systéme et du modéle d’ordre fractionnaire

Cette figure montre que la dynamique de Gy (s) peut-étre représentée par un modéle
fractionnaire a retard. Les valeurs des critéres (4.8) et (4.9) sont EAM; = 0.0031 et
€maz e, = 0-0214. Il faut noter, néanmoins, que dans ce cas, I'établissement de la réponse

indicielle met plus de temps que celles des modéles entiers.
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4.3.4 Synthése des contrdoleurs pour I’asservissement de la posi-

tion du chariot

La méthode utilisée pour la synthése du controleur permettant d’asservir la position

du chariot est la méthode de commande par modéle interne, le modéle de référence utilisé

1

177577 1a constante de temps du
(&

pour la synthése de ce controleur est donné par f(s) =
modéle est 7. = 1.

- Lorsque le modéle Gy (s) est approximé par un modéle du premier ordre a retard, le

controleur de suivi de consigne C(s), calculé en utilisant la méthode de commande

par modéle interne, est donné par ’équation (2.67). En remplacant les paramétres

par leurs valeurs numériques, on obtient

1 1
=— |4 1 4.1
O = T 31580 [ 0,0766 ( 1o s)] (4.17)

- Lorsque le modéle G (s) est approximé par un modéle du second ordre a retard,

le controleur C(s) prend la forme de I’équation (2.69), on obtient

1

C)= ——
2T 14240

~15.0023 (1 4+ ————
{ 5003( T 18525

+0.4630 s)] (4.18)

- Lorsque le modéle G (s) est approximé par un modéle d’ordre non entier a retard,
le controleur de suivi de consigne est calculé en utilisant la commande IMC présentée
dans [7] pour les modéles d’ordre non entier. Le terme e~ est approximé en utilisant

I’approximation de Taylor d’ordre 1, on obtient

p—1 1
Cfrac = 87 d (1 + —) (419)

T SH
En substituant les valeurs numériques du modele non entier, le controleur C',q4(s)

devient

80'07 1
Clrac = ———— |—15.3165 [ 1+ ——— 4.20
/ 1+ 25 { ( +1.2151-07)} (420)

4.4 Résultats de simulation et résultats expérimentaux

Afin de tester I'efficacité de la méthode proposée et avant d’implémenter les régulateurs

que nous venons de synthétiser sur le banc d’essai expérimental, nous avons, d’abord, testé
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ces controleurs sur le modéle non linéaire du systéme complet pendule inversé chariot-
moteur. I'ordre non entier o du modéle de référence prend les valeurs 0.1,0.2 et 0.3, le
dérivateur d’ordre non entier est approximé en utilisant I’approximation CRONE dans
la bande de fréquences [1072  10%] avec 20 cellules. Ces controleurs seront par la suite

implémentés sur le banc d’essai du pendule inversé pour la valeur a = 0.1.

At =0, on applique la commande de redressement permettant de redresser le pendule
depuis sa position stable (6, = 7) vers sa position instable (¢, = 0 ou 6, = 27). La
commande de stabilisation et d’asservissement de la position du chariot est testée a partir
de t = 30. Pour ce faire, des consignes de valeurs x,.y = 0.1m et x,.;f = —0.1m sont
appliqués respectivement a ¢ = 30 et & ¢ = 55 pour le systéme non linéaire (simulation)

et pour le banc d’essai expérimental.

4.4.1 Résultats obtenus lorsque G (s) est approximée par un mo-

déle du premier ordre & retard

La figure (4.10) montre les résultats de simulation du modéle non linéaire du systéme
pour les valeurs de @ = 0.1, &« = 0.2 et a = 0.3. Les figures (4.11) et (4.12) représentent
respectivement, la position du pendule inversé et son zoom. Les résultats de simulation
montrent ’efficacité du controleur calculé a base du modéle du premier ordre a retard. En
effet, le contréleur permet au chariot de suivre la référence tout en maintenant la stabilité
du pendule dans sa position d’équilibre instable. Lorsque on change la valeur de I'ordre

non entier, o, du modéle de référence, la valeur du dépassement change aussi.

Aprés avoir testé la loi de commande sur le modéle non linéaire du systéme, on I'im-
plémente sur le banc d’essai expérimental. Les résultats expérimentaux de la position du
chariot, position du pendule et la commande appliquée sont donnés dans la figure (4.13).
Cette figure montre que le controleur C'(s) permet de maintenir la stabilité du pendule

dans sa position haute et de faire suivre au chariot la position désirée.
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wnnnnnnns référence

Position du chariot(m)

o’

Il Il Il Il Il Il
(0] 10 20 30 40 50 60 70
Temps(s)

F1G. 4.10: Position du chariot en utilisant le contréleur Cy(s)

Position du pendule(rad)
w
T

Il Il Il Il Il Il
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F1G. 4.11: Position du pendule inversé en utilisant le controleur Cy(s)
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F1G. 4.12: Zoom de [’évolution de theta en utilisant le controleur Cy(s)

4.4.2 Reésultats obtenus lorsque G (s) est approximée par un mo-

déle du second ordre a retard

La figure (4.14) montre 'évolution de la position du chariot et les figures (4.15) et
(4.16) représentent, respectivement, la position du pendule inversé et son zoom. Au vu
de ces résultats de simulation, on constate que la commande délivrée par le régulateur
Csy(s) répond a l'objectif fixé. En effet, aprés avoir ramené le pendule inversé de sa posi-
tion d’équilibre stable (position basse) a la position d’équilibre instable (position haute),
la commande appliquée permet de le maintenir & cette position tout en faisant suivre au

chariot la trajectoire imposée.

Cette loi de commande est appliquée sur le banc d’essai expérimental du pendule
inversé. Les résultats expérimentaux sont donnés par la figure (4.17). Les résultats expé-
rimentaux montrent que le controleur Cy(s) a pu maintenir le pendule dans sa position

d’équilibre instable (position haute) en faisant suivre au chariot la trajectoire imposée.
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F1G. 4.13: Résultats expérimentaur obtenus en utilisant le controleur Cy(s)
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F1G. 4.14: Position du chariot en utilisant le controleur Cs(s)
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F1G. 4.15: Position du pendule inversé en utilisant le controleur Co(s)
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F1G. 4.16: Zoom de la position du pendule inversé en utilisant le controleur Cy(s)

4.4.3 Reésultats obtenus lorsque G (s) est approximée par un mo-

déle fractionnaire a retard

Les résultats de simulations en utilisant le controleur C/,4.(s) sont présentés dans les
figures (4.18), (4.19) et (4.20). Comme il était prévu théoriquement, le chariot ainsi que
le pendule sont stabilisés. En effet, a 'instant ou le pendule atteint sa position d’équilibre
instable (position haute) grace a la commande de redressement, la commande de stabili-
sation permet de le maintenir dans cette position, ainsi, le contréleur C',4.(s) permet au
chariot de suivre la trajectoire imposée en maintenant le pendule dans sa position haute.
Il faut noter que 'étape de redressement prend plus de temps avec le controleur C,q.(5)
qu’avec les deux controleurs C(s) et Cy(s). De plus, le pendule inversé se stabilise plus
lentement.

Les résultats expérimentaux obtenus en utilisant le contréleur C/,4.(s) sont donnés par

la figure (4.21).
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F1G. 4.17: Résultats expérimentauz en utilisant le controleur Cy(s)
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F1G. 4.18: Position du chariot en utilisant le controleur Cfpqc(S)
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F1G. 4.19: Position du pendule inversé en utilisant le controleur Clrqc(S)
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F1G. 4.20: Zoom sur la position du pendule inversé en utilisant le controleur Crrqe(s)

La loi de commande obtenue en utilisant le modéle fractionnaire est appliquée au banc
d’essai expérimental (pendule inversé), cette commande permet de maintenir la stabilité

du pendule inversé a la position d’équilibre instable et d’asservir la position de chariot.

4.4.4 Comparaison entre les résultats obtenus par les trois contro-

leurs

Afin de comparer les résultats expérimentaux obtenus par les trois controleurs de suivi
de consigne C'(s), Ca(s) et Cprqc(s) synthétisés en utilisant les modeéles du premier ordre,
du second ordre et fractionnaire, respectivement, nous présentons dans les figures (4.22)
et (4.23) I'évolution de la position du chariot obtenue entre ¢ = 30 et t = 55 (consigne
positive) et entre ¢ = 55 et ¢ = 70 (consigne négative)(bleu : modéle de premier ordre,
rouge : modéle du second ordre et noir : modéle fractionnaire) .

Rappelons que nous avons utilisés le méme modéle de référence f(s) = H% pour la
synthése des trois controleurs. Pour mesurer les performances de chacun des controleurs,

nous mesurons la valeur du dépassement ; les résultats obtenus sont résumés dans le ta-

bleau (4.1).
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F1G. 4.21: Résultats expérimentaux en utilisant le controleur Clrqq(s)
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F1G. 4.22: Position du chariot pour t(30 : 55)
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F1G. 4.23: Position du chariot pour t(55 : 70)

70

Ces résultats montrent que le contrbéleurs synthétisés par la base des modéles premier

ordre, second ordre et fractionnaire donnent des résultats trés proche puisque le modéle

de référence imposé pour le systéme est le méme.

TAB. 4.1: Paramétres du position du chariot

Performances Temps Modéle 1¢" ordre | Modéle 2 ordre | Modéle non entier
Dépassement (%) | t(30 : 55) | 21.7 23.30 26.7
t(55:70) | 30.30 30.45 30.55
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la structure de commande & 2DDL est utilisée pour commander un
pendule inversé monté sur un chariot qui est un systéme instable, sous actionné et posséde
des non linéarités non négligeables. L’objectif de cette commande est la stabilisation du
pendule inversé et I'asservissement de la position du chariot. Pour ce faire, nous avons
utilisé le modéle linéaire obtenu par linéarisation du modéle non linéaire du systéme
chariot-pendule. Afin de n’utiliser que des controleurs proportionnels, nous avons utilisé
une loi de commande stabilisante par retour d’état statique car le modéle linéaire du
systéme pendule-chariot est d’ordre 4. Le controleur stabilisant permet de maintenir le
pendule dans sa position d’équilibre instable, il permet également de stabiliser le transfert
permettant de synthétiser le controleur de suivi de consigne pour l'asservissement de la
position du chariot. De plus, et afin de réduire la complexité de ce controleur, nous avons
approximé cette fonction de transfert par trois modéles simples differents.

Les simulations effectuées sur le modéle du systéme pendule-chariot-moteur ont permis
de vérifier la validité des controleurs obtenus & base de ces trois modéles. Ces controleurs
ont par la suite été implémenté sur le banc d’essai experimental, les résultats expérimen-

taux ont mis en évidence les avantages de la structure a deux degrés de liberté.
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Les travaux que nous avons mené au cours de cette thése ont eu pour but de développer
une méthode de synthése de controleurs fractionnaires pour la commande des systémes
linéaires instables en particulier. Dans un premier lieu, des controleurs fractionnaires ont
été synthétisés pour un systéme du premier ordre a retard instable, dont deux cas ont
été considérés selon la valeur du rapport /7 soit inférieur ou supérieur a 1. Le systéme
étant commandé en utilisant une structure de commande a deux degrés de liberté. Les
deux objectifs de commande (stabilisation et suivi de consigne) se réalisent séparément en
utilisant deux controleurs distincts. La méthode de synthése utilisée est basée sur 1’équi-
valence entre la structure de commande par modéle interne et la structure de commande
par retour de sortie classique. L’approche considérée pour étudier la stabilité repose prin-
cipalement sur la notion de la stabilité des quasi-polyndémes en utilisant la méthode de
Walton-Marshall. Dans un deuxiéme lieu, la structure de commande a deux degrés de
liberté est utilisée pour la stabilisation du pendule inversé et 1’asservissement du chariot
sur lequel est monté le pendule. [’avantage de la commande & plusieurs degrés de liberté
réside dans le fait que les objectifs de commande tels que suivi de consigne, le rejet de

perturbations, stabilisation... se réalisent séparément I'un de 'autre.

Le premier chapitre a été consacré a la présentation de la méthode de Walton-Marshall
pour I’étude de la stabilité des quasi-polyndmes, cette méthode a été utilisée, par la suite,
pour déterminer les paramétres du controleur stabilisant un systéme du premier ordre a
retard instable. En effet le controleur stabilisant est un correcteur proportionnel (P) si le

rapport 6/7 < 1 et proportionnel dérivé (PD) si le rapport 1 < /7 < 2.
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Dans le deuxiéme chapitre, la premiére partie a été consacré a la représentation de
quelques notions sur la simulation des régulateurs fractionnaires. Dans la deuxiéme partie
du chapitre, la méthode de commande & modéle interne a été abordée. Afin d’obtenir
des controleurs fractionnaires, le modéle de référence utilisé est la fonction de transfert
en boucle fermée de la fonction idéale de Bode. A la fin, une analogie est faite entre le

modéle fractionnaire et le modéle de second ordre.

Dans le troisiéme chapitre, un état de 1’art sur la commande a plusieurs degrés de
liberté a été présenté. La structure a 2DDL a été utilisé pour commander un systéme du
premier ordre a retard instable, deux controleurs ont été utilisés, le premier controleur
sert a stabiliser le systéme instable et le deuxiéme controleur est responsable du suivi de
consigne. Le controleur de suivi de consigne obtenu est un controleur fractionnaire ayant
une forme simple a implémenter. C’est pourquoi, nous faisons toujours en sorte que ce
dernier soit un controleur PI ou PID standard en cascade avec un filtre fractionnaire. De
plus le controleur de suivi de consigne doit étre stable afin de maintenir la stabilité interne

du systéme en boucle fermée.

Le dernier chapitre, a été consacré a la synthése des controleurs pour la commande du
pendule inversé qui se trouve au laboratoire L2CSP. En effet, une commande de stabili-
sation a été appliquée pour stabiliser le pendule inversé et le maintenir dans sa position
instable (le pendule étant redressé). Le deuxiéme controleur est le controleur du suivi
de consigne, il permet d’asservir la position du chariot sur lequel le pendule est monté.
Les simulations en utilisant ces controleurs ainsi que leur implémentation sur le pendule
inversé ont mis en évidence les avantages de la structure a 2DDL utilisée.

Perspectives

— Ajouter le probléme du rejet de perturbations.
— Utiliser la méthode de W-M lorsque le modéle est non entier.

— Refaire le méme travail lorsque le systéme est de second ordre instable.
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— Implémenter cette commande sur d’autre systémes réels.
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130 Résumé

Résumé Une méthode analytique pour la synthése d’un controleur proportionnel intégrale
dérivée (PID) en cascade avec un filtre d’ordre non entier est proposée pour les systémes du pre-
mier ordre & retard instables. L’algorithme de conception est basé sur la méthode de commande
a modele interne (IMC). La structure de commande a deux degrés de liberté (2DDL) est aussi,
utilisée pour améliorer les performances du systéme en boucle fermée. Dans cette structure, un
controleur entier est utilisé pour stabiliser la boucle interne, puis un contréleur fractionnaire est
employé pour améliorer les performances du systéme en boucle fermée. La méthode de Walton-
Marshall utilisée pour ’analyse de la stabilité des systémes & retard, est ensuite utilisée, d’'une
part, pour établir la condition de stabilité interne de la boucle fermée du systéme (la partie
fractionnaire du controleur en particulier), et, d’autre part, pour déterminer les parameétres du
controleur stabilisant proportionnel (P) ou proportionnel dérivée (PD). Une application réelle
est présentée afin d’implémenter la structure de commande & deux degrés de libertés pour la
stabilisation d’un pendule inversé et I’asservissement du chariot sur lequel est monté le pendule.
Mots-clé : Contréleur d’ordre non entier, régulateur PID, Commande par modéle interne, Com-
mande & plusieurs degrés de liberté, Systéme instable, Systéme a retard.

Abstract An analytical design for an integer proportional integral derivative (PID) controller
cascaded with a fractional order filter is proposed for first order unstable processes with time
delay. The design algorithm is based on the internal model control (IMC) paradigm. The two
degrees of freedom (2DOF) control structure is used to improve the performance of the closed-
loop system. In the 20DF control structure an integer order controller is used to stabilize the
inner-loop, then a fractional order controller for the stabilized system is employed to improve the
performance of the closed-loop system. The Walton Marshall’s method, usually used to analyse
the stability of the time delay systems, is then used, on the one hand, to establish the internal
stability condition of the closed-loop system (the fractional part of the controller in particular),
and on the other hand, to seek the set of stabilizing proportional (P) or proportional-derivative
(PD) controller parameters. A application is presented in order to implement the proposed two
degrees of freedom control structure for the stabilization of an inverted pendulum and the set-
point tracking of the car on which the pendulum is mounted.

Keywords : Fractional Order Controller, PID Controllers, Internal Model Control, two degrees

of freedom, unstable system, time delay system.



