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APPLICATION DE LA MÉCANIQUE QUANTIQUE NON
COMMUTATIVE EN RELATIVITÉ ET QUANTIFICATION
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A-Mira de Béjaia et Mr. MOHAMED-MEZIANI Abdelkader, mâıtre de conférences à
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3.1.1 Principe de moindre action et équations de Lagrange . . . . . . . . 82
3.1.2 Formalisme hamiltonien et crochets de Poisson . . . . . . . . . . . . 83
3.1.3 Quantification canonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.2 Le formalisme de Dirac et Bergmann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
3.2.1 Lagrangiens singuliers en physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
3.2.2 Passage au formalisme hamiltonien et égalité faible . . . . . . . . . 90
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3.3.2 Principe de la méthode de Faddeev-Jackiw . . . . . . . . . . . . . . 112
3.3.3 Exemples d’application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
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Introduction générale

La relativité est la théorie de l’espace-temps et de la covariance par excellence. Dès son
apparition sous sa forme restreinte en 1905 avec les travaux d’Einstein sur l’électrodynamique
des corps en mouvement, et qu’elle a ensuite pris sa forme générale en 1915 afin de s’appli-
quer à la gravitation, elle a renversé toute notre conception de l’espace et du temps, et de
leur relation avec la matière. Depuis, elle n’a pas cessé d’enchâıner les succès en expliquant
et en prédisant des phénomènes de physiques.

La contribution majeure de la relativité restreinte est la réconciliation de la mécanique
et l’électromagnétisme, en postulant l’invariance de la vitesse de la lumière dans le vide c et
le principe de la covariance des lois de la nature. Elle a aussi attiré l’attention vers d’autres
phénomènes liés aux changements de repères tels que la nature relative de la simultanéité
des événements, la contraction des longueurs et la dilatation des durées.

La relation de dispersion énergie-impulsion E2 = ~p 2c2 +m2
oc

4 de la relativité restreinte,
appelée aussi la relation d’Einstein, exprime l’énergie E d’une particule en fonction de sa
masse mo et son impulsion ~p. Elle est à la base des équations d’ondes de Klein-Gordon
et de Dirac de la mécanique quantique relativiste, et de la théorie quantique des champs
qui permet d’étudier les processus de création et d’annihilation des particules élémentaires.
L’accord parfait entre les mesures expérimentales et les résultats calculés par des théories
basées sur la relation de dispersion montre que cette dernière est très efficace et qu’elle
contient une grande part de vérité.

Cependant, la relativité restreinte n’est testée que pour des énergies très basses com-
parées aux énergies déployées dans certains processus astronomiques. On parle ici des
rayons cosmiques qui traversent l’univers et arrivent sur terre avec des énergies très élevées
par rapport à ce qu’on produit dans les accélérateurs de particules. En effet, d’après
les prédictions des physiciens, Greisen, Zatsepine et Kouzmine (1966), il existe un seuil
d’énergie, appelé la limite GZK, qu’aucun proton du rayonnement cosmique ne devrait
dépasser une fois détecté sur terre, et cela à cause de leurs interactions avec les photons du
fond diffus cosmologique qui remplissent tout l’espace interstellaire. Une expérience appelée
AGASA menée au Japon a permis d’observer ce qui peut-être des rayons cosmiques ayant
des énergies au-delà de la coupure GZK [40], ce qui pourrait être un signe que la relativité
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Introduction générale

restreinte ne s’applique pas aux énergies extrêmes [34, 35]. Mais récemment, d’autres ob-
servatoires tels que le détecteur HiRes (The High Resolution Fly’s Eye) [41], l’observatoire
astronomique Pierre-Auger [42] et le telescope array (TA) [43] semblent quand à eux être
en accord avec la limite GZK dans leurs observations, ce qui constitue une remise en cause
des résultats de l’expérience AGASA.

D’un autre côté, les différentes approches de la gravité quantique s’accordent sur le fait
que l’échelle de Planck est la frontière à partir de laquelle l’espace-temps doit être quan-
tifié pour devenir granulaire. Ici se pose la question fondamentale : tous les observateurs
s’accorderont-ils sur la valeur de la longueur de Planck lp ? A priori, la réponse est non,
vu le phénomène de contraction des longueurs bien connu en relativité restreinte. Il y a
donc une contradiction entre l’idée d’une longueur de Planck qui doit être le quantum
indivisible de l’espace et la relativité restreinte qui attribue un caractère relatif à la mesure
des longueurs. On a exactement la même chose en ce qui concerne le temps et l’énergie de
Planck (tp et Ep). Mais, ce paradoxe reste purement théorique et entre dans le cadre des
expériences de pensée puisque les moyens actuels ne permettent pas de sonder l’échelle de
Planck.

Dans le but de revisiter et réviser les principes fondateurs de la relativité restreinte,
Giovanni Amelino-Camelia, physicien italien membre de la communauté de la gravité quan-
tique, a élaboré une théorie de relativité spéciale déformée [34, 35, 36, 37, 38, 39], appelée
aussi doublement restreinte (DSR1), en postulant un troisième principe selon lequel l’échelle
de Planck est universelle, en plus des deux principes de base de la relativité restreinte qui
restent intacts. Les conséquences sont les modifications apportées aux équations de la re-
lativité einsteinienne, en particulier, la relation de dispersion énergie-impulsion.

Lee Smolin connu pour sa contribution à la théorie de la gravité à boucles (QLG),
et João Magueijo cosmologue réputé pour sa théorie d’une vitesse variable de la lumière,
ont trouvé un autre moyen de réaliser les trois principes de la relativité spéciale déformée
dans une nouvelle théorie appelée DSR2 [28, 29] plus claire et moins compliquée que la
DSR1 de Giovanni Amelino-Camelia. Cependant, ces théories sont critiquées par certains
scientifiques en disant qu’elles ne sont que des transformations de variables et qu’elles sont
incohérentes, malgré le fait que leurs prédictions diffèrent de celles de la relativité restreinte.

Les crochets fondamentaux du κ-espace des phases de Minkowski qui est à la base de la
relativité spéciale déformée, et d’une façon plus générale, les commutateurs de la mécanique
quantique non commutative ne peuvent pas être obtenus à partir des crochets de Poisson
canoniques. En effet, ils peuvent être interprétés comme une conséquence de transforma-
tions non canoniques ou comme un résultat de la mécanique analytique généralisée aux
systèmes hamiltoniens avec contraintes, précisément, comme des crochets de Dirac [11].

La mécanique analytique dans sa version de Lagrange et Hamilton est la forme la
plus belle de la mécanique classique, vu qu’elle est très puissante dans sa cohérence et
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l’élégance de son formalisme mathématique. Elle repose sur le principe de moindre action
analogue au principe de moindre temps de Fermat connu en optique géométrique, ce qui
lui donne parfois, une dimension métaphysique. Elle est surtout indispensable pour faire
le passage de la mécanique classique à la théorie quantique à l’aide de la quantification
canonique (formulations de Schrödinger et Heisenberg) ou des intégrales de chemins (for-
mulation de Feynman). Cependant, la mécanique analytique dans cette version standard
reste impuissante devant les difficultés liées à la formulation hamiltonienne des systèmes
avec contraintes. Ces derniers sont décrits par des lagrangiens singuliers ce qui rend les
crochets de Poisson sans grand intérêt.

Dans le but de faire une généralisation de la dynamique hamiltonienne aux systèmes
qui présentent des singularités, Dirac [11] et Bergmann [86] ont élaboré un algorithme
itératif en imposant certaines conditions de consistance sur les contraintes, et le premier
résultat fut que les contraintes primaires peuvent générer d’autres contraintes secondaires.
Ces dernières prises ensemble sont ensuite classées en première et en deuxième classe. Di-
rac a montré le lien étroit entre les contraintes de première classe et les symétries de jauge
que peut avoir un système physique. Dans le cas des contraintes de deuxième classe, il a
pu définir un crochet qui porte son nom, capable de bien remplacer le crochet de Poisson
quand le lagrangien est singulier, permettant ainsi d’avoir une formulation hamiltonienne
cohérente d’où la possibilité de faire appel à la quantification canonique malgré la présence
des contraintes.

Cette manière de procéder n’est pas la seule car Faddeev et Jackiw [87] ont introduit
en 1988 une autre approche souvent beaucoup plus simple et moins coûteuse en terme de
temps et de concepts, qui redonne les mêmes crochets de Dirac. En effet, partant d’un
lagrangien linéarisé par rapport aux vitesses, ils obtiennent un système d’équations de pre-
mier ordre, et après inversion de la matrice symplectique, ils aboutissent aux crochets de
Dirac sans aucune classification de contraintes.

L’objectif de cette thèse est d’abord d’étudier dans un premier temps les implications et
les modifications apportées par la théorie de la relativité spéciale déformée à la mécanique
quantique relativiste en essayant de répondre à la question :
* Quelle serait la forme des équations de Dirac et de Klein-Gordon déformées dans l’espace
des positions en DSR et quelles seront leurs implications physiques ?

Nous allons par la suite, nous intéresser aux systèmes hamiltoniens avec contraintes
dans le but d’appréhender le formalisme de Dirac-Bergmann et la méthode de Faddeev-
Jackiw. Par la suite, en se plaçant dans la situation où les équations du mouvement sont
exactement solubles, nous allons étudier la problématique suivante :
* Est-il possible d’utiliser la solution analytique (générale) des équations d’Euler-Lagrange
pour faire une quantification canonique simple et directe ?

Outre, nous nous interrogerons sur le lien éventuel entre le formalisme non commutatif
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et les crochets de Dirac des systèmes singuliers, et sur le rôle des transformations non
canoniques dans la déformation des crochets de Poisson. Autrement dit, nous aborderons
la question :
* Quel est le lien de la mécanique quantique non commutative et la DSR avec les transfor-
mations non canoniques et les systèmes hamiltoniens avec contraintes ?

Afin de bien mener à bout la rédaction de ce manuscrit, nous allons organiser notre
travail en quatre chapitres comme suit : Le premier chapitre sera un rappel de la rela-
tivité spéciale déformée en insistant sur le rôle joué par la théorie des groupes de Lie
dans sa construction et sur son analogie avec la relativité restreinte. Le deuxième chapitre
sera consacré à l’équation de Dirac déformée dans l’espace des impulsions et dans l’espace
des positions, en se préoccupant de satisfaire les considérations de la relativité spéciale
déformée. Dans le troisième chapitre, nous allons présenter les approches de Dirac et de
Faddeev-Jackiw mises au point dans le but de surmonter les problèmes liés à la quantifi-
cation des systèmes avec contraintes. Dans le quatrième et dernier chapitre, nous allons
discuter une autre alternative aux approches précédentes dans le cas où le système est
exactement soluble, en essayant d’exploiter les constantes d’intégration afin de déterminer
les crochets nécessaires à la quantification canonique.
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Chapitre 1

Introduction à la relativité spéciale
déformée (DSR)

1.1 Groupes de Lie de transformations continues

La notion de groupe date de 17 ieme siècle avec les travaux de deux mathématiciens :
le français Evariste Galois (1811-1832) et le norvégien Neils Henrik Abel (1802-1829) sur
la résolution des équations algébriques par la méthode des radicaux en faisant appel aux
groupes des permutations. L’extension de l’utilisation de la théorie des groupes est due
à un autre mathématicien norvégien, Sophus Lie (1842-1899) grâce à ses travaux sur les
groupes de transformations continues et les symétries des équations différentielles.

1.1.1 Algèbres de Lie

1.1.1-a. Définition d’une algèbre de Lie

Une algèbre de Lie est un espace vectoriel L sur le corps K muni d’une deuxième loi
interne notée [ , ] et appelée crochet de Lie, vérifiant les conditions suivantes : ∀X, Y, Z ∈ L
et ∀a, b ∈ K,

1. [X, Y ] = −[Y,X] ⇒ [X,X] = 0 (Antisymétrie) ;

2. [X, aY + bZ] = a[X, Y ] + b[X,Z] (La linéarité) ;

3. [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 (Identité de Jacobi).

Les deux propriétés (1.) et (2.) impliquent que

∀X, Y, Z ∈ L a, b ∈ K [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z].

Exemples :
– L’espace vectoriel R3 muni du produit vectoriel habituel est une algèbre de Lie.
– L’ensemble des matrices n × n (n ∈ N) à éléments dans un corps K noté par fois
gl(n,K) constitue une algèbre de Lie dont le crochet est le commutateur

∀A,B ∈ gl(n,K) [A,B] = AB −BA.

10



Chapitre 1 : Introduction à la relativité spéciale déformée

On a le même cas pour l’algèbre des opérateurs linéaires dans un espaces vectoriel.
En effet, on peut définir le commutateur de deux opérateurs linéaires f et g par :

[f, g] = f ◦ g − g ◦ f.

1.1.1-b. Constantes de structure d’une algèbre de Lie

Soit L une algèbre de Lie de dimension finie r, et soit{ei}, i = 1, 2, ..., r une base
de cette dernière. On appelle les relations de commutation les r2 crochets de Lie [ei, ej],
i, j ∈ {1, 2, 3, ....r}. Puisque le crochet de Lie est une loi interne dans L, alors [ei, ej] se
décompose comme suit :

[ei, ej] =
r∑

k=1

cijkek, (1.1)

où les cijk sont appelés les constantes de structure de l’algèbre de Lie L.
Remarques :
– Les constantes de structure d’une l’algèbre de Lie dépendent du choix de la base.
– L’antisymétrie du crochet de Lie implique que cijk = −cjik, et en particulier ciik = 0.
– L’identité de Jacobi vérifiée par le crochet de Lie implique que

r∑
l=1

cijlclkh + cjklclih + ckilcljh = 0 ∀ i, j, h, k ∈ {1, 2, 3, .., r}. (1.2)

Exemple :
L’ensemble des matrices hermitiennes 2×2 à trace nulle est une R-algèbre de Lie de

dimension trois (3). Si on choisit comme base de cette algèbre les trois matrices

e1 =
1

2

(
0 i
i 0

)
e2 =

1

2

(
0 −1
1 0

)
e3 =

1

2

(
−i 0
0 i

)
,

les relations de commutation de cette algèbre vont être

[e1, e2] = e1 e2 − e2 e1 = e3 ; [e2, e3] = e1 ; [e3, e1] = e2,

d’où les seules constantes de structure non nulles

c123 = −c213 = 1 c231 = −c321 = 1 c312 = −c132 = 1.

1.1.2 Groupes de Lie de transformations de Rn

1.1.2-a. Définition d’un groupe

Soit un ensemble G = {g1, g2, g3, g4, ...} muni d’une loi de composition interne, qui est
une application G×G −→ G qui associe au couple (g1, g2) ∈ G, un élément de G qu’on va
noter multiplicativement g1 g2. L’ensemble G a la structure d’un groupe si les conditions
suivantes sont vérifiées :

11



Chapitre 1 : Introduction à la relativité spéciale déformée

1. ∀ g1, g2, g3 ∈ G, g1 (g2 g3) = (g1 g2) g3 (associativité) ;

2. ∃! e ∈ G tel que e g1 = g1 e = g1 ∀ g1 ∈ G (élément neutre) ;

3. ∀ g1 ∈ G, ∃! g−1
1 ∈ G tel que g1 g

−1
1 = g−1

1 g1 = e (élément symétrique).

Dans le cas où g1 g2 = g2 g1, pour g1, g2 ∈ G, ce groupe est dit abélien, et sa loi de
composition interne est dite commutative (souvent notée (+)).
Remarques :

– Le nombre d’éléments d’un groupe est appelé l’ordre de ce groupe. Il peut être fini ou
infini. Dans le deuxième cas, le groupe est soit continu, soit discret (dénombrable).

– Il se peut qu’il existe un sous-ensemble E = {gα, gβ, gγ, ...} d’un groupe G tel que
tous les éléments de ce denier peuvent être obtenus par composition des éléments de
E. Dans ce cas, les gα, gβ, gγ, ... sont appelés les générateurs du groupe G. Le groupe
G est cyclique s’il possède un seul générateur.

1.1.2-b. Transformations et groupe de transformations

On appelle transformation de l’ensemble E une application bijective de E −→ E.
Par exemple, l’application identité de E définie par IdE : E −→ E où x 7→ x, est une
transformation de E.

Maintenant, soit T un ensemble de transformations d’un ensemble E. Si T muni de
la loi de composition des fonctions possède la structure d’un groupe, alors il est appelé
groupe de transformations de l’ensemble E.

Exemples :

1. L’ensemble de toutes les transformations de l’ensemble E, noté Transf(E), est un
groupe de transformations de E tandis que les autres groupes de transformations de
E sont des sous-groupes de ce dernier.

2. L’ensemble A = {fn,m : R2 −→ R2 ; (x, y) 7−→ (x + n, y − m) \n,m ∈ Z} est
un groupe de transformations de R2. En effet, ∀n,m, n′,m′ ∈ Z, fn,m ◦ fn′,m′ =
fn+n′,m+m′ ∈ A, IdR2 = f0,0 ∈ A, f−1

n,m = f−n,+m ∈ A et l’associativité de la composi-
tion des fonctions assure l’associativité dans A.

1.1.2-c. Les groupes de transformations continues de Rn à plusieurs paramètres

Soit le domaineD appartenant à l’ensembleRn. Un groupe de transformations continues
T de cet ensemble D est un groupe de transformations fa de D où les r paramètres réels
a = (a1, a2, ..., ar) varient d’une manière continue dans un sous-ensemble S ⊂ Rr appelé
espace des paramètres. Autrement dit, nos transformations sont de la forme :

fa : D −→ D (1.3)

x 7−→ x′ = fa(x) = f(x, a).

Comme x, x′ ∈ Rn et a ∈ Rr, ces transformations s’écrivent explicitement

x′ = f(x, a) ⇐⇒ x′i = fi(x1, x2, ..., xn; a1, a2, ..., ar) i = 1, 2, ..., n. (1.4)
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Chapitre 1 : Introduction à la relativité spéciale déformée

Puisqu’il s’agit d’un groupe de transformations, les propriétés qui en découlent directement
sont :

1. ∀ fa, fb ∈ T , ∃c ∈ S tel que fb ◦ fa = fc. Cela veut dire que c est fonction de a et b
qu’on peut écrire

c = ϕ(a, b) ⇐⇒ cα = ϕα(a1, a2, ..., ar; b1, b2, ..., br) α = 1, 2, ..., r.

∀x ∈ Rn (fb ◦ fa) (x) = fc(x) =⇒ f(f(x, a), b) = f(x, ϕ(a, b)). (1.5)

2. ∃a0 ∈ S tel que fa0 = IdRn =⇒ fa0(x) = f(x, a0) = x. Cette relation traduit
l’existence de l’élément neutre. Il s’en suit que ∀x ∈ Rn,

(fa0 ◦ fa) (x) = (fa ◦ fa0) (x) = fa(x) =⇒ ϕ(a, a0) = ϕ(a0, a) = a. (1.6)

3. ∀ fa ∈ T ∃a ∈ S tel que f−1
a = fā ∈ T . Cela implique que ∀x ∈ Rn,

(fa ◦ fa) (x) = (fa ◦ fa) (x) = fa0(x) = x =⇒ ϕ(ā, a) = ϕ(ā, a) = a0. (1.7)

Les paramètres a sont des fonctions de a qu’on va écrire implicitement a = χ(a).

4. Pour fa, fb, fc ∈ T , l’associativité de la loi de la composition de fonctions implique
que :

fc ◦ (fb ◦ fa) = (fc ◦ fb) ◦ fa =⇒ ϕ(ϕ(a, b), c) = ϕ(a, ϕ(b, c)). (1.8)

Si en plus, les fonctions f(x, a), ϕ(a, b) et χ(a) définies auparavant, sont des fonctions
analytiques admettant des dérivées à tout ordre par rapport à leurs arguments, ce groupe
de transformations continues T est un groupe de Lie de transformations à r paramètres.

Exemple :
L’ensemble des applications A = {Tα,β : R −→ R ; x 7−→ 1

α
x + β \(α, β) ∈ R∗ ×R} est

un groupe de Lie de transformations à deux paramètres α et β. En effet, ∀Tα,β, Tγ,δ ∈ A :

Tγ,δ ◦ Tα,β = Tαγ,β
γ

+δ ∈ A T−1
α,β = T 1

α
,−αβ ∈ A T1,0 = IdR ∈ A.

En plus les fonctions f(x, α, β) = 1
α
x + β, ϕ1(α, β; γ, δ) = αγ, ϕ2(α, β; γ, δ) = β

γ
+ δ,

χ1(α, β) = 1
α

et χ2(α, β) = −αβ sont analytiques pour x ∈ R ; (α, γ) ∈ (R∗)2 et (β, δ) ∈ R2.

1.1.2-d. Transformation infinitésimale et algèbre de Lie

Soit un groupe de Lie de transformations à r paramètres dont les équations sont

x′ = f(x, a) ⇐⇒ x′i = fi(x1, x2, ..., xn; a1, a2, ..., ar) i = 1, 2, ..., n. (1.9)

Faisons l’hypothèse que la transformation identité correspond à a0 = 0, ce qui veut dire
que f(x, 0) = x. Si ce n’est pas le cas, il suffit de redéfinir la transformation en remplaçant

f(x, a) par f̃(x, a) = f(x, a+ a0) pour avoir l’égalité f̃(x, 0) = f(x, 0 + a0) = f(x, a0) = x.
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Chapitre 1 : Introduction à la relativité spéciale déformée

À présent, supposons que l’ensemble des paramètres a sont infinitésimaux (|aα| � 1, α =
1, 2, .., r). Le développement de Taylor de la fonction f(x, a) à l’ordre un au voisinage de 0
par rapport à l’argument a, nous permet d’avoir l’approximation

x′i = fi(x, a) ∼= fi(x, 0) +
r∑

α=1

aα
∂fi
∂aα

∣∣
a=0

i = 1, 2, ..., n. (1.10)

Si on pose ξiα(x) = ∂fi
∂aα
|a=0 et vu que f(x, 0) = x, la transformation infinitésimale re-

cherchée aura la forme

x′i = xi +
r∑

α=1

aαξiα i = 1, 2, ..., n. (1.11)

Comme ∂xi
∂xj

= δij, cette transformation peut-être réécrite sous la forme

x′i = xi +
r∑

α=1

aα

n∑
j=1

ξjα
∂xi
∂xj

=

(
1 +

r∑
α=1

aα

n∑
j=1

ξjα
∂

∂xj

)
xi i = 1, 2, ..., n, (1.12)

ce qui va nous permettre d’en déduire l’ensemble des r opérateurs différentiels

Xα =
n∑
j=1

ξjα
∂

∂xj
α = 1, 2, .., r, (1.13)

qui sont les opérateurs (générateurs) infinitésimaux de notre groupe de Lie de transforma-
tions continues. Maintenant, la transformation infinitésimale (1.11) va prendre la forme

x′i = xi +
r∑

α=1

aαXαxi ⇐⇒ x′i = (1 +
r∑

α=1

aαXα)xi (1.14)

et la variation infinitésimale δxi = x′i − xi sera donnée par

δxi =
r∑

α=1

aαξiα ⇐⇒ δxi =
r∑

α=1

aαXαxi i = 1, 2, ..., n. (1.15)

Dans le cas d’une fonction differentiable F (x) = F (x1, x2, ..., xn), la variation infi-
nitésimale est

δF =
n∑
i=1

δxi
∂F (x)

∂xi
=

n∑
i=1

r∑
α=1

aαξiα
∂F (x)

∂xi
⇒ δF =

r∑
α=1

aαXαF (x). (1.16)

Comme les invariants d’un groupe de Lie sont des quantités F (x) telles que δF = 0,
l’équation précédente nous permet de conclure que ces invariants doivent vérifier les équations
aux dérivées partielles

XαF (x) = 0 α = 1, 2, .., r. (1.17)

14
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A présent, il est possible de parler du commutateur (crochet) de deux opérateurs infi-
nitésimaux Xα et Xβ donné par

[Xα, Xβ] = XαXβ −XβXα α, β ∈ {1, 2, ..., r}.

Comme nos r opérateurs infinitésimaux sont définis par les relations Xα =
∑n

i=1 ξiα
∂
∂xi

et

Xβ =
∑n

j=1 ξjβ
∂
∂xj

, un calcul simple montre que

[Xα, Xβ] =
n∑

i,j=1

(
ξiα
∂ξjβ
∂xi
− ξiβ

∂ξjα
∂xi

)
∂

∂xj
α, β ∈ {1, 2, ..., r}. (1.18)

On démontre que les commutateurs de ces opérateurs infinitésimaux ont les propriétés
suivantes( 1) :

1. [Xα, Xβ] = −[Xβ, Xα]

2. [[Xα, Xβ], Xγ] + [[Xβ, Xγ], Xα] + [[Xγ, Xα], Xβ] = 0

3. [Xα, Xβ] =
∑r

λ=1 cαβλXλ, où les cαβλ sont les constantes de structure du groupe de
Lie de transformations, nulles si le groupe de transformations est abélien.

Ces propriétés nous permettent de construire l’algèbre de Lie de notre groupe de Lie de
transformations comme suit : on prend l’ensemble de tous les opérateurs qui sont des
combinaisons linéaires de la forme

∑r
α=1 aαXα où les aα sont des coefficients réels, et on

le munit de loi d’addition des opérateurs et celle de la multiplication d’un nombre réel par
un opérateur de sorte à avoir un R-espace vectoriel de dimension r dont la base est formée
par l’ensembles des opérateurs infinitésimaux {Xα}, α = 1, 2, ..., r. Ensuite, on munit cette
cet espace vectoriel du commutateur des opérateurs pour en faire une algèbre de Lie de
notre groupe de Lie de transformations.

Exemple : Soit le groupe de Lie de transformations de l’ensemble (R∗+×R∗) dépendant
des deux paramètres (a, b) ∈ (R− {−1})2 dont les équations sont :{

x′ = x1+a

y′ = 1
(1+a)(1+b)

y

Pour a et b infinitésimaux, on a le développement limité suivant :{
x′ = x1+a

y′ = 1
(1+a)(1+b)

y
=⇒

{
x′ = xeaLog(x)

y′ = (1 + a)−1(1 + b)−1y
=⇒

{
x′ = x(1 + aLog(x) + ...)
y′ = (1− a+ ...)(1− b+ ...)y

d’où la transformation et les opérateurs infinitésimaux ci-dessous.{
x′ = x+ a xLog(x)
y′ = y − a y − b y =⇒

{
Xa = xLog(x) ∂

∂x
− y ∂

∂y

Xb = −y ∂
∂y

.

1. : Voir les ouvrages [1, 5].
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Il est facile de voir que [Xa, Xb] = 0, preuve que ce groupe est bien abélien. Les invariants
F (x, y) de ce groupe doivent satisfaire le système d’équations{

XaF = 0
XbF = 0

=⇒
{
xLog(x)∂F

∂x
− y ∂F

∂y
= 0

−y ∂F
∂y

= 0,

dont la seule solution possible est la fonction constante F (x, y) = cst.

1.1.3 Groupes de Lie à un seul paramètre

1.1.3-a. Propriétés des transformations à un seul paramètre

Soit le domaine D ∈ Rn dont les éléments sont les x = (x1, x2, ..., xn). Le groupe de
Lie de transformations à un paramètre ε est le groupe de transformations de D dont les
équations sont

x′ = f(x, ε) ⇐⇒ x′i = fi(x, ε) = fi(x1, x2, ..., xn; ε) x, x′ ∈ D (1.19)

où le paramètre ε peut prendre ses valeurs de manière continue dans l’intervalle I ⊂ R.
Donc, pour ε, δ ∈ I, il existe γ = φ(ε, δ) tel que

∀x ∈ Rn f(f(x, ε), δ) = f(x, φ(ε, δ)). (1.20)

Supposons que ε0 = 0 correspond à l’application identité, et ε̄ = ε−1 est la valeur de
notre paramètre relative à la transformation inverse de la transformation x′ = f(x, ε). Des
résultats du paragraphe (§1.1.2-c), on déduit les relations

φ(ε, 0) = φ(0, ε) = ε φ(ε, ε−1) = φ(ε−1, ε) = 0 φ(ε, φ(δ, γ)) = φ(φ(ε, δ), γ). (1.21)

Comme fi(x, 0) = xi, la transformation infinitésimale à un paramètre aura la forme

x′i = xi + εξi(x) ⇒ x′i =

(
1 + ε

n∑
j=1

ξj(x)
∂

∂xj

)
xi (1.22)

où ξi(x) = ∂fi(x,ε)
∂ε

∣∣
ε=0

. On en déduit que les groupes à un paramètre sont abéliens dont le
générateur (opérateur infinitésimal) est l’opérateur différentiel

X =
n∑
i=1

ξi(x)
∂

∂xi
=⇒ Xxi = ξi(x). (1.23)

1.1.3-b. Le premier théorème fondamental de Lie

Soit le groupe de Lie de transformations à un paramètre

x′ = f(x, ε) ⇐⇒ x′i = fi(x, ε) = fi(x1, x2, ..., xn; ε) x, x′ ∈ D ε ∈ I (1.24)
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dont la transformation infinitésimale est donnée par la relation

x′ = x+ εξ(x) ⇐⇒ x′i = xi + εξi(x) x, x′ ∈ D ε ∈ I.

Le premier théorème fondamental de Lie indique qu’il existe une paramétrisation

τ(ε) =

∫ ε

0

Γ(ε) dε =

∫ ε

0

∂φ(a, b)

∂b

∣∣
(a,b)=(ε−1,ε)

dε (1.25)

telle que les transformations (1.24) soient solution du système d’équations différentielles

dx′

dτ
= ξ(x′) ⇐⇒ dx′i

dτ
= ξi(x

′) i = 1, 2, ..., n avec x′(0) = x. (1.26)

Preuve : On va faire la démonstration en trois étapes :

1. A l’aide des relations (1.20) et (1.21), on obtient

f(x′, φ(ε−1, ε+ ∆ε)) = f(f(x, ε), φ(ε−1, ε+ ∆ε)) = f
(
x, φ(ε, φ(ε−1, ε+ ∆ε))

)
= f(x, φ(φ(ε, ε−1), ε+ ∆ε)) = f(x, φ(0, ε+ ∆ε)) = f(x, ε+ ∆ε).

2. Maintenant, supposons que ∆ε est infiniment petit. Dans ce cas, on aura

φ(ε−1, ε+ ∆ε) = φ(ε−1, ε)=0 + ∆ε
∂φ(a, b)

∂b

∣∣
(a,b)=(ε−1,ε)

= Γ(ε) ∆ε.

3. A partir des deux résultats précédents, on tire la relation

f(x, ε+ ∆ε) = f(x′, φ(ε−1, ε+ ∆ε)) = f(x′, φ(ε−1, ε) + Γ(ε) ∆ε)

= f(x′, φ(ε−1, ε)) + Γ(ε) ∆ε
∂f(x′, δ)

∂δ

∣∣
δ=0

.

Puisque f(x′, φ(ε−1, ε)) = f(x′, 0) = x′ et ∂f(x′,δ)
∂δ

∣∣
δ=0

= ξ(x′), on aboutit à l’égalité

f(x, ε+ ∆ε) = x′ + Γ(ε) ∆ε ξ(x′) = f(x, ε) + Γ(ε) ∆ε ξ(x′),

d’où on en déduit que

1

Γ(ε)

dx′

dε
= lim

∆ε−→0

f(x, ε+ ∆ε)− f(x, ε)

Γ(ε)∆ε
= ξ(x′).

Comme τ =
∫ ε

0
Γ(ε) dε =⇒ dτ = Γ(ε) dε, on aura finalement le résultat

dx′

dτ
= ξ(x′) C.Q.F.D
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Le premier théorème fondamental de Lie montre que la transformation infinitésimale
contient l’information essentielle qui determine le groupe de Lie de transformations à un
paramètre. Puisque le système différentiel (1.26) est invariant sous une translations en τ ,
il possible de reparamétriser un groupe donné en terme du paramètre τ de telle sorte que
pour les valeurs τ1 et τ2 de ce paramètre, la loi de composition devient φ(τ1, τ2) = τ1 + τ2.

Exemple : Soit le groupe de transformations de R2 dont les équations sont{
x′ = x eεy

y′ = (ε+ 1) y
=⇒

{
x′ ' x+ ε xy
y′ ' y + ε y

=⇒ X = xy
∂

∂x
+ y

∂

∂y

On a la loi de composition φ(ε, δ) = ε+ δ+ εδ, l’élément neutre ε0 = 0 et l’élément inverse
ε−1 = − ε

1+ε
. Le paramètre τ peut être calculé comme suit :

dτ =
∂φ(a, b)

∂b
|(ε−1,ε) dε =

1

1 + ε
dε =⇒ τ = ln(1 + ε)

Avec ce nouveau paramètre, les transformations de ce groupe prennent la forme{
x′ = x e y(eτ−1)

y′ = eτ y
=⇒

{
dx′

dτ
= x′y′

dy′

dτ
= y′

1.2 Rappels sur le groupe de Lorentz et la relativité

restreinte

Avec la naissance de la théorie de la relativité restreinte (1905), notre conception de l’es-
pace et du temps a changé radicalement et les principes de la physique aussi. Dorénavant,
le temps et l’espace sont devenus relatifs et inséparables de telle sorte que toutes les lois de
la physique doivent essayer au maximum d’attribuer aux variables spatiales et temporelles
des rôles similaires. De plus, le groupe de Galilée de la mécanique newtonienne doit être
remplacé par le groupe de Lorentz. Ce dernier contient les rotations spatiales et les trans-
formations de Lorentz spéciales relatives au changement de repères inertiels. Le principe
de la relativité restreinte impose aussi l’invariance de toutes les lois de la physique sous
l’action de ce groupe.

1.2.1 Cinématique et dynamique relativistes

1.2.1-a. Transformation de Lorentz et loi de composition des vitesses

Après l’échec de la mécanique classique et son impuissance devant les problèmes ren-
contrés au début du siècle précédent, Einstein a énoncé ces deux postulats qui vont servir
de base pour formuler sa théorie de la relativité restreinte :

1. Toutes les lois de la physique ont la même forme dans tous les référentiels Galiléens.
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2. La célérité de la lumière dans le vide c a la même valeur dans tous les référentiels
Galiléens.

Il est évident que la transformation de Galilée de la mécanique classique viole ces principes
vu la loi de composition des vitesses qui en découle, et c’est pour cela que la transformation
propre à la relativité restreinte sera la transformation de Lorentz. Donc, si le repère (R′)
dont les axes sont (O′X ′Y ′Z ′), se déplace en translation uniforme selon l’axe (OX ) par rap-
port au repère (R) dont les axes sont (OXY Z), avec une vitesse d’entrâınement constante
ve , un point occupant la position (x, y, z) à l’instant t par rapport au repère (R), sera vu
dans le repère R′ avec les coordonnées (x′, y′, z′) à l’instant t′ liées par la transformation
de Lorentz 

x′ = γ(x− vet)
t′ = γ(t− ve

c2
x)

y′ = y z′ = z
⇐⇒


x = γ(x′ + vet

′)
t = γ(t′ + ve

c2
x′)

y = y′ z = z′
(1.27)

où c désigne la célérité de la lumière dans le vide, et γ = (1− v2
e

c2
)−

1
2 ≥ 1, car ve < c. Cette

transformation correspond au cas où les deux repères cöıncident à l’instant t = t′ = 0.
Si on fait tendre c −→ ∞, on obtiendra tout simplement la transformation de Galilée.
L’expression de la transformation de Lorentz ci-dessus peut être simplifiée en remplaçant
la vitesse d’entrâınement ve par la rapidité θ définie par la relation

cosh θ =

(
1− v2

e

c2

)− 1
2

= γ =⇒ sinh θ =
ve
c

(
1− v2

e

c2

)− 1
2

=
ve
c
γ. (1.28)

Avec ce nouveau paramètre, la transformation de Lorentz devient
ct′ = ct cosh θ − x sinh θ
x′ = x cosh θ − ct sinh θ
y′ = y
z′ = z

=⇒


ct′

x′

y′

z′

 =


cosh θ − sinh θ 0 0
− sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




ct
x
y
z

 .

(1.29)
Les transformations de Lorentz forment un groupe de Lie de transformations continues

dont la transformation infinitésimale correspond au cas où le paramètre du groupe prend
la valeur infinitésimale δθ. Elle s’obtient en utilisant le fait que cosh δθ ≈ 1 et sinh δθ ≈ δθ
et le résultat sera la transformation

x′ = x− c tδθ
c t′ = c t− xδθ
y′ = y z′ = z

=⇒


δx = −c tδθ
δc t = −xδθ
δy = 0 δz = 0

=⇒


δx = −δθ ct ∂

∂x
x

δc t = −δθ x ∂
∂ct
ct

δy = 0 δz = 0

. (1.30)

L’opérateur infinitésimal de notre groupe est Xθ = −c t ∂
∂x
− x ∂

∂ct
obtenu directement à

partir de la transformation infinitésimale précédente.
Maintenant, soit une particule en mouvement par rapport au repère (R) avec une

vitesse ~v = (vx = dx
dt
, vy = dy

dt
, vz = dz

dt
) qui sera vue dans le repère (R′) avec une vitesse
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~v′ = (v′x = dx′

dt′
, v′y = dy′

dt′
, v′z = dz′

dt′
). A partir de la transformation de Lorentz (1.27), on peut

tirer les relations suivantes : 
dx′ = γ(dx− vedt)
dt′ = γ(dt− ve

c2
dx)

dy′ = dy dz′ = dz
(1.31)

d’où la loi de composition des vitesses relativiste bien connue
dx′

dt′
= γ(dx−vedt)

γ(dt− ve
c2
dx)

dy′

dt′
= dy

γ(dt− ve
c2
dx)

dz′

dt′
= dz

γ(dt− ve
c2
dx)

=⇒


dx′

dt′
=

dx
dt
−ve

1− ve
c2

dx
dt

dy′

dt′
=

dy
dt

γ(1− ve
c2

dx
dt

)

dz′

dt′
=

dz
dt

γ(1− ve
c2

dx
dt

)

=⇒


v′x = vx−ve

1− ve
c2
vx

v′y = vy
γ(1− ve

c2
vx)

v′z = vz
γ(1− ve

c2
vx)

. (1.32)

Il est clair que quand c −→ ∞, on retrouve la loi classique de composition des vitesses.
Maintenant, si on considère un photon de lumière qui se déplace selon l’axe (OX) par
rapport au repère (R) avec la vitesse (vx, vy, vz) = (c, 0, 0), il est clair qu’il aura la vitesse
(v′x, v

′
y, v
′
z) = (c, 0, 0) par rapport au repère(R ′) ( 2), ainsi le principe de l’invariance de la

vitesse de la lumière c est respecté.
Avant de passer au paragraphe suivant, il est très utile de remarquer l’invariance sous

la transformation de Lorentz de la quantité ds définie par

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (1.33)

En effet, d’après les relations (1.31)

ds′2 = c2dt′2 − dx′2 − dy′2 − dz′2 = γ2[(c2 − v2
e)dt

2 − (1− v2
e

c2
)dx2]− dy2 − dz2 = ds2.

Ce résultat est dû au fait que γ2 = (1− v2
e

c2
)−1. A présent, si on suppose que ~dr = (dx, dy, dz)

est le déplacement infinitésimal d’une particule pendant la durée dt par rapport à (R), on
peut définir le temps propre dτ mesuré dans son référentiel propre par

dτ=
ds

c
=

√
dt2− dx2 + dy2 + dz2

c2
=

√
1− 1

c2

(
v2
x+ v2

y + v2
z

)
dt=

√
1− ~v 2

c2
dt. (1.34)

Puisque ds est invariant, il est de même pour dτ , ce qui veut dire que

dτ =

√
1− ~v 2

c2
dt =

√
1−

~v′ 2

c2
dt′. (1.35)

Cette propriété joue un rôle crucial dans la dynamique relativiste. Un calcul analogue
montre que s défini par s2 = c2t2 − x2 − y2 − z2 est aussi un invariant de Lorentz.

2. : En réalité, dans une transformation de Lorentz, c’est le module de la vitesse de la lumière qui est
invariant, pas ses composantes selon les trois axes.
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1.2.1-b. Relation de dispersion énergie-impulsion et dynamique relativiste

Soit une particule de masse au repos mo se déplaçant avec une vitesse ~v = (dx
dt
, dy
dt
, dz
dt

)

par rapport au repère (R) et vue avec la vitesse ~v′ = (dx
′

dt′
, dy

′

dt′
, dz

′

dt′
) dans le repère (R′)

en translation uniforme par rapport à (R) avec la vitesse ve selon l’axe (OX). D’après la
relation (1.35), γ~v

1
dt

= γ~v′
1
dt′

où γ~v = 1√
1−~v 2

c2

et γ~v′ = 1√
1−

~v′ 2
c2

. Multiplions maintenant les

membres de gauche des équations (1.31) par moγ~v′
1
dt′

, et les membres de droite par moγ~v
1
dt

pour aboutir aux relations suivantes :
moγ~v′ = γ(moγ~v − ve

c2
moγ~v

dx
dt

)

moγ~v′
dx′

dt′
= γ(moγ~v

dx
dt
− vemoγ~v)

moγ~v′
dy′

dt′
= moγ~v

dy
dt

moγ~v′
dz′

dt
= moγ~v

dz
dt

⇔


E ′ = γ(E − vepx)
p′x = γ(px − ve

c2
E)

p′y = py
p′z = pz

(1.36)

où les grandeurs ~p = (px, py, pz) et E sont données par

~p =
mo~v√
1− ~v 2

c2

= γ~vmo~v E =
moc

2√
1− ~v 2

c2

= γ~vmoc
2. (1.37)

En realité, on vient de donner les expressions de l’impulsion ~p et de l’énergie E d’une
particule relativiste de masse au repos mo se déplaçant avec une vitesse ~v par rapport à
un repère (R). Dans le cas où |~v| � c, ce qui veut dire que ~v2

c2
� 1, le développement à

l’ordre un nous donne les expressions de la mécanique classique

E = moc
2(1− ~v 2

c2
)−

1
2 ≈ moc

2(1 +
1

2

~v 2

c2
) = moc

2 +
1

2
mo~v

2 lim
c−→∞

~p = mo~v

où moc
2 est l’énergie au repos de notre particule, concept propre à la relativité restreinte.

A partir des relations (1.37), on obtient la relation de dispersion énergie-impulsion

E2 − ~p 2c2 = m2
oc

4

d’où
E =

√
~p 2c2 +m2

oc
4 (1.38)

Le choix de la racine positive vient du fait que d’après les relations (1.37), l’énergie E ≥ 0.
On en déduit aussi, que dans le cas d’une particule sans masse (le photon par exemple), la
relation de dispersion se simplifie sous la forme E = |~p| c. D’après les équations (1.37) et
(1.38), on tire deux définitions différentes du vecteur vitesse

~v =
c2 ~p

E
~v =

∂E

∂~p
=

c2 ~p√
~p 2c2 +m2

oc
4

(1.39)

où l’opérateur ∂
∂~p

= ( ∂
∂px
, ∂
∂py
, ∂
∂pz

) est le gradient par rapport aux impulsions px, py et pz.
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En présence d’un champ de force ~F (~x,~v, t), le principe fondamental de la dynamique
relativiste s’énonce comme suit :

d~p

dt
= ~F (~x,~v, t) ⇒ d

dt

 mo√
1− ~v 2

c2

~v

 = ~F (~x,~v, t). (1.40)

Premièrement, pour les petites vitesses (γ~v ∼= 1) on retrouve le principe de Newton et
deuxièmement, si la force est nulle, on obtient la loi de conservation de l’impulsion. A cela
s’ajoute la relation dE

dt
= c2

E
~F .~p = ~F .~v qui traduit la variation de l’énergie totale (1.37).

1.2.2 Espace de Minkowski et formulation covariante

1.2.2-a. Espace de Minkowski et quadrivecteurs

Vers l’année 1909, le mathématicien russe Hermann Minkowski a imaginé un espace
quadridimensionel, appelé l’espace-temps, afin de reformuler la relativité restreinte d’une
manière élégante et covariante. Dans cet espace, on définit d’abord le quadrivecteur position

(ct, x, y, z)t = (x0, x1, x2, x3)t. (1.41)

Dans ce mémoire, l’indice zéro (0) va désigner la composante temporelle et les indices
{1, 2, 3} désigneront les composantes spatiales des différentes entités de l’ espace-temps.
En plus, les lettres grecques {µ, ν, ρ, γ, ...} en indice courent sur les quatre valeurs 0, 1, 2, 3,
alors que les indices latins {i, j, k, l, ..} prennent seulement les valeurs 1, 2, 3.

Dans l’espace-temps, nous appelons une entité A = (A0, A1, A2, A3) un quadrivecteur,
si ses composantes se transforment par une transformation de Lorentz comme suit :

A′1 = γ(A1 − βA0)
A′0 = γ(A0 − βA1)
A′2 = A2

A′3 = A3

=⇒


A′0

A′1

A′2

A′3

 =


γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




A0

A1

A2

A3

 . (1.42)

Soient maintenant deux quadri-vecteurs A et B. Leur produit scalaire dans l’espace de
Minkowski sera défini par l’expression

AB = A0B0 − A1B1 − A2B2 − A3B3 = A0B0 − ~A. ~B. (1.43)

Le produit scalaire de deux quadrivecteurs est un invariant de Lorentz pour la même raison
que celle de la démonstration de l’invariance de ds défini par l’équation (1.33). Donc, la
métrique ηµν de l’espace de Minkowski s’écrit sous la forme matricielle

η =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 = η−1. (1.44)
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Cette métrique est symétrique (ηµν = ηνµ) et les éléments de la matrice η−1 notés ηµν ,
vérifient l’équation

ηη−1 = η−1η = I4×4 ⇐⇒
3∑

ν=0

ηµν η
νρ = δρµ

3∑
ν=0

ηµν ηνρ = δµρ . (1.45)

Mais puisque η−1 = η, il s’en suit que ηµν = ηµν . Ainsi, le produit scalaire aura l’expression( 3)

AB =
3∑

µ=0

3∑
ν=0

ηµνA
µBν = ηµνA

µBν . (1.46)

Les Aµ sont les composantes contravariantes du quadrivecteur A, et on peut définir ses
composantes covariantes à l’aide de la formule :

Aµ = ηµνA
ν ⇐⇒ Aµ = ηµνAν ⇐⇒

{
A0 = A0

Ai = −Ai . (1.47)

On en déduit que les composantes covariantes du quadrivecteur position sont données par

xµ = ηµνx
ν ⇐⇒ (x0, x1, x2, x3) = (ct,−x,−y,−z) (1.48)

Le produit scalaire AB peut maintenant être réécrit sous la forme

AB = ηµνA
µBν = AνB

ν = ηµνAνBµ = AµBµ. (1.49)

Le tableau ci-dessous contient les principaux quadrivecteurs de l’espace-temps.

Quadrivecteur Définition Expression Carré
Position xµ (ct, x, y, z) = (ct, ~r) xµ x

µ = c2t2 − ~r2 = s2

Déplacement dxµ (dx0, dx, dy, dz) = (c dt, d~r) dxµ dx
µ = c2dt2 − d~r2

infinitésimal = ds2 = c2dτ 2

Vitesse d’une uµ = dxµ

dτ
γ~v(c, vx, vy, vz) = γ~v(c, ~v) dxµ

dτ

dxµ
dτ

= c2

particule

Énergie-impulsion pµ = mou
µ (E

c
, px, py, pz) = γ~vmo(c, ~v) pµp

µ = E2

c2
− ~p2 = m2

oc
2

d’une particule

Nabla ∂µ = ∂
∂xµ

( ∂
∂ct
, ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

) = (c−1∂t, ~∇) ∂µ∂
µ = 1

c2
∂2

∂t2
−∆ = −2

où dτ est le temps propre, mo est la masse au repos d’une particule, ~v sa vitesse, et
γ~v = (1− ~v2

c2
)−

1
2 vérifiant la relation γ~v dτ = dt.

1.2.2-b. Lagrangien et hamiltonien covariants libres

Soit une particule libre de masse au repos mo se déplaçant avec une vitesse ~v, ce qui lui
communique une énergie E et une impulsion ~p ; autrement dit, elle possède le quadrivecteur
énergie-impulsion (pµ) = (E

c
, ~p) = γ~vmo(c, ~v). L’équation covariante

d

dτ
(mo

dxν

dτ
) = 0 ⇐⇒ dpµ

dτ
= 0 µ ∈ {0, 1, 2, 3} (1.50)

3. Nous avons utilisé la convention d’Einstein qui consiste à sommer sur chaque indice figurant deux
fois dans le même mônome tel que l’un soit situé en exposant et l’autre en indice.
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contient le principe fondamental de la dynamique relativiste d~p
dt

= d
dt

(γ~vmo~v) = ~0 et loi de
conservation de l’énergie totale dE

dt
= d

dt
(γ~vmoc

2) = 0 d’une particule libre car γ~v dτ = dt.
L’ensemble des points occupés par notre particule dans l’espace de Minkowski constitue

sa ligne d’univers qui est une courbe quadridimensionnelle. Choisissons une paramétrisation
de cette courbe de (xµ(ω)) = (ct(ω), x(ω), y(ω), z(ω)) où ω est un paramètre quelconque.
Si on prend une action de notre particule de la forme

S =

∫ ω2

ω1

L dω =

∫ ω2

ω1

1

2
mo

dxµ

dω

dxµ
dω

dω =⇒ L =
1

2
mo

dxµ

dω

dxµ
dω

, (1.51)

l’application du principe de moindre action conduit aux équations d’Euler-Lagrange

d

dω

∂L
∂(dxν

dω
)
− ∂L
∂xν

= 0 =⇒ d

dω
(mo

dxν

dω
) = 0. (1.52)

La comparaison de ce résultat avec l’équation (1.50) nous montre que si on souhaite
que le mouvement de notre particule soit régi par la loi de la dynamique relativiste, il faut
identifier le paramètre ω au temps propre τ (dω = dτ). La raison pour laquelle on n’a pas
choisi directement τ comme paramètre réside dans le fait qu’on a la contrainte dxµ

dτ

dxµ
dτ

= c2.
C’est pour ça qu’on a préféré travailler avec un paramètre quelconque ω ensuite l’identifier
au temps propre τ une fois que les équations du mouvement sont obtenues à partir du
lagrangien L. Cela revient à travailler directement avec le lagrangien invariant

L =
1

2
mo

dxµ

dτ

dxµ
dτ

(1.53)

en considérant les composantes dxµ

dτ
, µ = 0, 1, 2, 3 comme étant indépendantes, ensuite

imposer la condition dxµ

dτ

dxµ
dτ

= c2 une fois qu’on a dérivé les équations d’Euler-Lagrange.
A ce stade, il est temps de songer à un hamiltonien covariant H pour notre lagrangien.

Commençons par définir les moments conjugués

p ν =
∂L

∂(dxν
dτ

)
=⇒ p ν = mo

dxµ
dτ

=⇒ dxµ
dτ

=
p ν

mo

(1.54)

où on retrouve bien l’expression du quadrivecteur énergie-impulsion. En utilisant les dernières
relations, le hamiltonien H peut être calculer comme suit :

H = p µ
dxµ
dτ
− L =⇒ H =

pµp
µ

2mo

. (1.55)

L’application des équations de Hamilton nous donne les équations{
dxν
dτ

= ∂H
∂pν

=⇒ dxν
dτ

= pν
mo

dpν

dτ
= − ∂H

∂xν
=⇒ dp ν

dτ
= 0

. (1.56)

Ces deux équations expriment la relation entre le quadrivecteur vitesse et le quadrivecteur
énergie-impulsion, ainsi que la conservation de ce dernier dans le cas d’une particule libre.
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A l’aide des équations de Hamilton (1.56), l’évolution de la fonction g(xµ(τ), pµ(τ)) au
cours de la variation de τ est donnée par

dg

dτ
=

∂g

∂xν

dxν
dτ

+
∂g

∂pν
dpν

dτ
=⇒ dg

dτ
=

∂g

∂xν

∂H
∂pν
− ∂g

∂pν
∂H
∂xν

. (1.57)

Nous venons ainsi de définir le crochet de Poison {H, g} et d’une manière générale, le
crochet de Poisson de deux fonctions f et g de l’espace des phases est défini par la relation

{f, g} = − ∂f

∂xν

∂g

∂pν
+
∂f

∂pν
∂g

∂xν
. (1.58)

Avec cette définition, le crochet de Poisson vérifie les relations suivantes :
{f, g} = −{g, f} =⇒ {f, f} = 0 (L′antisymétrie)
{f, g h} = {f, g}h+ g{f, h} (La règle de Leibniz)
{f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = 0 (L′identité de Jacobi)
{f, g + h} = {f, g}+ {f, h} (La linéarité).

(1.59)

En particulier, les relations de commutation relatives aux variables fondamentales xµ et pµ

de l’espace des phases de Minkowski forment en terme des crochets de Poisson l’algèbre de
Heisenberg

{xµ, xν} = 0 {xµ, pν} = −ηµν {pµ, pν} = 0. (1.60)

A cela s’ajoutent les relations ci-dessous qui nous seront très utiles par la suite

∂f

∂xµ
= −{f, pµ} ∂f

∂pµ
= {f, xµ}. (1.61)

A l’aide de (1.60), le crochet de Poisson prend la forme plus générale

{f, g} = {xµ, xν}
∂f

∂xµ

∂g

∂xν
+ {xµ, pν}

(
∂f

∂xµ

∂g

∂pν
− ∂f

∂pν

∂g

∂xµ

)
+ {pµ, pν}

∂f

∂pµ

∂g

∂pν
. (1.62)

1.2.3 Groupe des transformations de Lorentz générale

1.2.3-a. Groupe de Lorentz des transformations finies et sa transformation in-
finitésimale

La transformation de Lorentz (1.29) réécrite ci-dessous laisse invariant la quantité ds =√
dxµdxµ =

√
c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 ainsi que s =

√
xµxµ =

√
c2t2 − x2 − y2 − z2.

ct′ = ct cosh θ − x sinh θ
x′ = −ct sinh θ + x cosh θ
y′ = y
z′ = z

=⇒


ct′

x′

y′

z′

 =


cosh θ − sinh θ 0 0
− sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



ct
x
y
z

 (1.63)
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où θ est un paramètre réel. Mais cette transformation n’est qu’un cas particulier, elle corres-
pond à la translation uniforme selon l’axe (OX), alors qu’on peut imaginer des mouvements
relatifs selon les autres axes. Donc il s’agit d’une transformation spéciale. En plus, il existe
d’autres transformations de l’espace-temps de Minkowski qui laissent aussi l’élément ds
invariant. Un bon exemple serait la rotation autour de l’axe (OZ) dont les équations sont

ct′ = ct
x′ = x cosϑ+ y sinϑ
y′ = −x sinϑ+ y cosϑ
z′ = z

=⇒


ct′

x′

y′

z′

 =


1 0 0 0
0 cosϑ sinϑ 0
0 − sinϑ cosϑ 0
0 0 0 1



ct
x
y
z

 (1.64)

où ϑ est un paramètre réel. Toutes ces transformations linéaires laissent invariant l’élément
ds ainsi que s =

√
xµxµ.

Les transformations (1.63) et (1.64) sont des cas particuliers de la forme générale de la
transformation de Lorentz qui est

x′0

x′1

x′2

x′3

 =


Λ0

0 Λ0
1 Λ0

2 Λ0
3

Λ1
0 Λ1

1 Λ1
2 Λ1

3

Λ2
0 Λ2

1 Λ2
2 Λ2

3

Λ3
0 Λ3

1 Λ3
2 Λ3

3



x0

x1

x2

x3

 ⇐⇒ x′ = Λx (1.65)

où les Λµ
ν sont des constantes réelles indépendantes des coordonnées xµ. En terme d’indices,

cette transformation va prendre la forme

x′µ = Λµ
ν x

ν (1.66)

et sa différentielle la forme
dx′µ = Λµ

ν dx
ν . (1.67)

L’invariance de l’élément ds2 = ηµνdx
µdxµ impose certaines restrictions sur les éléments

de la matrice Λ. En effet,

ds2 = ds′2 =⇒ ηµνdx
µdxµ = ηγρdx

′ γdx′ ρ =⇒ ηµνdx
µdxµ = ηγρΛ

γ
µ dx

µΛρ
ν dx

ν .

Puisque les dxµ sont indépendants, on obtient par identification la relation

ηµν = Λγ
µ ηγρΛ

ρ
ν ⇐⇒ η = Λt ηΛ. (1.68)

Pour résumer, une transformation de Lorentz est une transformation linéaire de R4 dont
les équations sont

x′µ = Λµ
ν x

ν avec ηµν = Λγ
µ ηγρΛ

ρ
ν . (1.69)

Imaginons maintenant une transformation de Lorentz très proche de la transformation
identité. Autrement dit, une transformation de la forme

x′ = (I4×4 + ω)x (1.70)
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où les éléments de la matrice ω sont infinitésimaux (très proche de zéro (0)). Si on passe
aux indices, on aura l’expression

x′µ = (δµν + ωµν)x
ν . (1.71)

Le fait que (1.71) soit une transformation de Lorentz implique que la matrice (I4×4 +ω) ∈
O(1, 3), ce qui veut dire que

(I4×4 + ω)t η (I4×4 + ω) = η =⇒ η + ωtη + ηω = η. (1.72)

Cette dernière égalité est obtenue en négligeant le terme ωtηω car il s’agit d’une multipli-
cation de deux matrices infinitésimales. Donc la condition sur la matrice ω est

ωtη = −η ω ⇒ ωνµηνρ = −ηµνωνρ ⇒ ηµγηρσωνµηνρ = −ηµγηρσηµνωνρ. (1.73)

Si on pose
ωνµη

µγ = ωνγ (1.74)

la relation (1.73) nous conduit à ce résultat

ωσγ = −ωγσ =⇒ ωσγ = 0 si γ = σ. (1.75)

Ainsi la transformation infinitésimale (1.71) va prendre la forme

x′µ = xµ + ωµρ xρ avec ωµρ = −ωρµ. (1.76)

Cette transformation dépend des paramètres ωµρ vu l’antisymétrie des ωµν (ωµν = −ωνµ),
ce qui fait du groupe de transformations de Lorentz un groupe de Lie de transformations
à six paramètres réels.

Avant de terminer cette sous-section, il est très utile d’expliciter cette transformation
dans les deux cas suivants :

1. Quand seulement ω01 = −ω10 = δθ sont différents de zéro, on aura la transformation

x′µ = xµ + ωµ0 x0 + ωµ1 x1 =⇒ x′µ = xµ + ωµ0 x0 − ωµ1 x1

qui est rien d’autre que la transformation infinitésimale spéciale donnée par (1.30).

2. Maintenant, si ω12 = −ω21 = −δϑ est le seul paramètre non nul, on aura

x′µ = xµ + ωµ1 x1 + ωµ2 x2 =⇒ x′µ = xµ − ωµ1 x1 − ωµ2 x2

Explicitement, il s’agit de la rotation infinitésimale relative à la rotation finie (1.64).
x′1 = x1 + x2δϑ
x′2 = x2 − x1δϑ
x′0 = x0 ; x′3 = x3

=⇒


x′ = x+ yδϑ
y′ = y − xδϑ
ct′ = ct ; z′ = z

(1.77)
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1.2.3-b Opérateurs infinitésimaux et algèbre de Lorentz

Après avoir écrit la transformation infinitésimale de Lorentz (1.76), examinons ses
conséquences sur la variation infinitésimale δF d’une fonction differentiable des coor-
données F (x) = F (xµ) = F (x0, x1, x2, x3).

δF = F (x′)− F (x) = F (xµ + ωµνxν)− F (x) = F (x) + (ωµνxν)
∂F (x)

∂xµ
− F (x)

car les quantités (ωµρxρ) sont infinitésimales. Donc

δF = ωµνxν∂µF (x). (1.78)

En utilisant l’antisymétrie des paramètres ωµν on aura

ωµνxν∂µ =
1

2
(ωµν + ωµν)xν∂µ =

1

2
(ωµν − ωνµ)xν∂µ =

1

2
(ωµνxν∂µ − ωµνxµ∂ν)

ωµνxν∂µ =
1

2
ωµν(xν∂µ − xµ∂ν). (1.79)

La variation infinitésimale δF devient alors

δF =
1

2
ωµν(xν∂µ − xµ∂ν)F (x) = −1

2
ωµνLµνF (x) (1.80)

où les opérateurs différentiels Lµν sont donnés par

Lµν = xµ∂ν − xν∂µ. (1.81)

Il s’agit des opérateurs infinitésimaux (générateurs) du groupe des transformations de Lo-
rentz. En particulier, si prend F (x) = xµ, on pourra écrire la transformation infinitésimale
de Lorentz (1.76) sous la forme

δxµ = x′µ − xµ = −1

2
ωνρLνρx

µ =⇒ x′µ =

(
1− 1

2
ωνρLνρ

)
xµ. (1.82)

Afin de calculer les différents commutateurs relatifs aux générateurs Lµν , nous allons
utiliser le fait que si A,B et C sont trois opérateurs, les propriétés suivantes sont satisfaites.

[A,B + C] = [A,B] + [A,C] ; [A,BC] = B[A,C] + [A,B]C. (1.83)

En effet, procédons par étapes :

1. [xµ, xν ] = 0 [∂µ, ∂ν ] = 0 ;

2. [xµ, ∂ν ] = xµ∂ρ − xµ∂ρ − (∂ρxµ) = −ηρµ ;

3. [Lµν , ∂ρ] = [xµ, ∂ρ]∂ν − [xν , ∂ρ]∂µ = −ηµρ∂ν + ηνρ∂µ

4. [Lµν , xγ] = xµ[∂ν , xγ]− xν [∂µ, xγ] = xµηνγ − xνηµγ ;
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5. [Lµν , xγ∂ρ] = xγ(−ηµρ∂ν + ηνρ∂µ) + (xµηνγ − xνηµγ)∂ρ
= −ηµρxγ∂ν + ηνρxγ∂µ + ηνγxµ∂ρ − ηµγxν∂ρ;

6. [Lµν , Lγρ] = [Lµν , xγ∂ρ]− [Lµν , xρ∂γ] = −ηµρLγν + ηνρLγµ + ηνγLµρ − ηµγLνρ
Donc l’algèbre de Lorentz est donnée par l’ensemble des relations de commutations{

[Lµν , Lγρ] = −ηµρLγν + ηνρLγµ + ηνγLµρ − ηµγLνρ. (1.84)

A présent, on peut démontrer que la variation infinitésimale δF d’une fonction des
coordonnées F (x) sous la transformation infinitésimale de Lorentz (1.76) peut être calculée
à l’aide de la formule

δF = F (x′)− F (x) = [−1

2
ωνρLνρ, F (x)]. (1.85)

A l’aide des relations de commutation ci-dessus et du fait que les xµ commutent avec F (x),
on aura

[−1

2
ωνρLνρ, F (x)] = −1

2
ωνρxν [∂ρ, F (x)] +

1

2
ωνρxρ[∂ν , F (x)].

Mais, comme

[∂µ, F (x)] = ∂µ F (x)− F (x) ∂µ = (∂µF (x)) + F (x) ∂µ − F (x) ∂µ =
∂F (x)

∂xµ

on en déduit que

[−1

2
ωνρLνρ, F (x)] = −1

2
ωνρxν

∂F (x)

∂xρ
+

1

2
ωνρxρ

∂F (x)

∂xν
.

Finalement, on obtient la relation

[−1

2
ωνρLνρ, F (x)] = −1

2
ωνρLνρF (x). (1.86)

La comparaison avec l’équation (1.80) nous donne la relation (1.85) qu’il fallait vérifier.
Dans le cas où F (x) = xµ, on obtiendra la forme suivante de la transformation infinitésimale

δxµ = [−1

2
ωνρLνρ, x

µ]. (1.87)

1.2.4 Lien entre les crochets de Poisson et le groupe de Lorentz

Dans ce qui suit, on envisage de montrer qu’on peut générer le groupe de Lorentz à
l’aide du crochet de Poisson { , } et des variables fondamentales xµ et pν de l’espace des
phases associé au mouvement d’une particule libre, et cela sans faire appel aux opérateurs
infinitésimaux Lµν .

Commençons par le groupe de Lorentz. La transformation infinitésimale de Lorentz de
quadrivecteur position peut s’écrire sous la forme

x′µ − xµ = ωµνxν ⇐⇒ δxµ = ωµνxν . (1.88)
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Puisque le quadrivecteur énergie-impulsion pµ se transforme de la même manière que le
quadrivecteur position, il en résulte que dans une transformation infinitésimale on aura

p′µ − pµ = ωµνpν ⇐⇒ δpµ = ωµνpν . (1.89)

Essayons maintenant de retrouver ces transformation en utilisant le formalisme des crochets
de Poisson. Pour cela, définissons le tenseur moment cinétique Jµν .

Jµν = xµpν − xνpµ =⇒ Jµν = −Jνµ. (1.90)

En utilisant les relations (1.61), on vérifie que {Jµν , x
ρ} = ηργ{Jµν , xγ} = ηργ ∂Jµν

∂p γ
= δρνxµ − δρµxν

{Jµν , p ρ} = −∂Jµν
∂xρ

= −δρµpν + δρνpµ.
(1.91)

Revenons aux transformations infinitésimales (1.88) et (1.89). Vu l’antisymétrie des pa-
ramètres ωµν (ωµν = −ωνµ), ces dernières peuvent s’écrire{

δxµ = 1
2
(ωµνxν − ωνµxν) = 1

2
ωρν(δµρxν − δµνxρ)

δpµ = 1
2
(ωµνpν − ωνµpν) = 1

2
ωρν(δµρpν − δµν pρ)

(1.92)

et la comparaison avec les relations (1.91) nous permet d’écrire que

δxµ = −1

2
ωρν{Jρν , xµ} δpµ = −1

2
ωρν{Jρν , pµ}. (1.93)

On vient de montrer qu’on peut vraiment générer la transformation infinitésimale de Lo-
rentz à l’aide du crochet de Poisson et du tenseur moment cinétique Jµν . En général, Si
f(x, p) est une fonction de l’espace des phases, sa variation infinitésimale sous une trans-
formation de Lorentz s’obtient à l’aide du crochet de Poisson comme suit :

f(x′, p′)− f(x, p) = −1

2
ωµν{Jµν , f} ⇐⇒ δf = −1

2
ωµν{Jµν , f}. (1.94)

Aux résultats précédents, s’ajoute cette remarque : les générateurs Jµν laissent in-
variante l’algèbre de Lorentz (1.84) en terme des crochets de Poisson { , }, au lieu des
commutateurs [ , ] et des opérateurs infinitésimaux Lµν . En effet,

{Jµν , Jγρ} = −∂Jµν
∂xλ

∂Jγρ
∂pλ

+
∂Jµν
∂pλ

∂Jγρ
∂xλ

= −(δλµpν − δλνpµ)(ηρλxγ − ηγλxρ) + (ηνλxµ − ηµλxν)(δλγpρ − δλρpγ)
= ηµρ(xνpγ−xγpν)−ηγµ(xνpρ−xρpν) +ηρν(xγpµ−xµpγ)−ηγν(xρpµ−xµpρ)

{Jµν , Jγρ} = ηµρJνγ − ηγµJνρ + ηρνJγµ − ηγνJρµ (1.95)

Il est facile et très utile de vérifier que la relation de dispersion pρp
ρ = m2c2 est invariante

sous une transformation de Lorentz car

{Jµν , pρpρ} = −∂Jµν
∂xλ

∂(pρp
ρ)

∂pλ
= −(δλµpν − δλνpµ)(2pλ) = 0 (1.96)

La conclusion qu’on peut tirer de ce qui est dit est que le groupe des transformations
de Lorentz est étroitement lié aux crochets de Poisson covariants.
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1.3 La relativité restreinte déformée

La théorie de la relativité doublement restreinte (appelée aussi la relativité restreinte
déformée) qu’on désigne par DSR (de son appellation en anglais : Doubly ou Deformed
Special Relativity) est une correction de la relativité restreinte dans le domaine des énergies
très élevées et des petites distances ainsi que des temps très courts. En réalité, il existe
deux théories principales de ce type : la DSR1 du physicien italien Giovanni Amelino-
camelia [37, 38] et la DSR2 des physiciens Lee Smolin et João Magueijo [28, 29, 31]. Le
résultat le plus remarquable de ces théories est la modification la relation de dispersion
énergie-impulsion E = mc2.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler les grandes lignes de la relativité spéciale déformée
dans le cadre de l’approche de Magueijo-Smolin vu sa simplicité et sa clarté [100].

1.3.1 Motivations

1.3.1-a Résultats théoriques de la théorie quantique de la gravité

L’échelle de Planck joue un rôle fondamental en théorie de gravitation quantique à
boucles selon laquelle la courbure et l’espace-temps seront quantifiés. Le résultat le plus
important de cette théorie est la quantification des surfaces et des volumes, ainsi que l’exis-
tence de quantités indivisibles et minimales de longueur et de durée qui jouent le rôle de
quantum de l’espace-temps. Ces quantités sont la longueur de Planck lp =

√
G~/c3 =

1, 61624.10−35mètres et le temps de Planck tp =
√
G~/c5 = 5, 39121.10−44secondes aux-

quelles s’ajoute aussi l’énergie de Planck Ep = c2
√
c~/G = 1, 956.109joules, où c est la

célérité de la lumière dans le vide, ~ est la constante de Planck réduite, et G la constante
gravitationnelle. C’est seulement à cette échelle que l’image classique d’un espace-temps
continu cesse d’être vraie, et la structure granulaire va prendre place.

Il est connu en relativité restreinte que les transformations de Lorentz conduisent au
phénomènes de contraction des longueurs et de dilatation des durées, en plus d’une trans-
formation bien déterminée de l’énergie. Cela apparemment peut poser un problème en ce
qui concerne la manifestation de l’aspect granulaire de l’espace-temps pour les différents
observateurs inertiels, car on peut toujours se demander pour quel observateur inertiel les
quantités lp, tp et Ep seront elles déterminées ? Par exemple, si pour un observateur, un
phénomène se déroule à une distance supérieure à la longueur de Planck lp, il est possible
qu’un autre observateur en mouvement le voit se produire à une distance bien inférieure
à celle-ci, conséquence directe de la contraction des longueurs. Autrement dit, au moment
où l’espace-temps est continu pour le premier, il est discontinu pour le deuxième. Des ar-
guments similaires peuvent être avancés en ce qui concerne tp et Ep. Cette situation va
violer le principe fondamental de la relativité restreinte selon lequel tous les observateurs
inertiels doivent utiliser les mêmes lois physiques pour décrire la nature, parce que chacun
de nos observateurs peut se distinguer des autres selon qu’il observe l’aspect discontinu de
l’espace-temps ou non.
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Lee Smolin, Joao Magueijo, et Giovanni Amelino-Camelia ont vu la solution dans la
modification des transformations et des lois la théorie de la relativité restreinte pour les
petites distances et les courtes durées (notamment pour des énergies très élevées) sans
toucher aux principe d’équivalence des référentiels inertiels. Pour ce faire, ils ont postulé
un troisième principe en plus des deux postulats de la relativité restreinte selon lequel il
existe une échelle de longueur lp (ou d’énergie Ep) indépendante de tous les observateurs.
Le résultat de cette reformulation est la théorie (ou les théories) de la relativité restreinte
déformée (DSR) qui se veut une théorie qui apporte des modifications à la relativité res-
treinte à l’échelle de Planck en ajoutant un nouveau postulat aux postulats d’Einstein.

1.3.1-b Le paradoxe des rayons cosmiques d’énergie ultra-haute :

Le rayonnement cosmique découvert en 1912 par l’autrichien Viktor Hess, est le résultat
de processus astrophysiques comme l’explosion des étoiles en supernovae, rotation des
étoiles à neutrons, ou d’autres sources qui restent encore un mystère. Il est constitué à près
de 89% de simples protons, de 9% de particules alpha, de 1% de noyaux plus lourds (comme
l’oxygène, le carbone, l’azote ou le fer) et 1% d’électrons, se déplaçant à très grande vitesse
à travers l’univers. Bien que leurs gamme énergétique est extrêmement large, il est prévu
depuis les années (1966) qu’il existe un seuil (la limite GZK), qui est l’énergie maximale
au delà de laquelle aucun rayon cosmique ne sera observer sur terre.

Cette limite est due au fait que pendant leur voyage dans l’univers, les rayons cos-
miques interagissent avec les photons issus du fond diffus cosmologique. Ce dernier, appelé
aussi rayonnement fossile, est un rayonnement électromagnétique d’énergie très basse (le
maximum d’énergie est rayonné à une fréquence voisine de 160 GHz qui correspond à une
longueur d’onde légèrement inférieure à 2 mm, domaine des micro-ondes) et de température
dans les environs de 3 kelvins. Il est considéré comme le reste de l’époque dense et chaude
qu’a connu l’univers il y a 13 milliard d’années et il est présent partout dans l’espace.
Selon les calculs basés sur la relativité restreinte d’Einstein, quand les rayons cosmiques
dont l’énergie est supérieure à 5. 1019 eV rencontrent les photons du l’oceans du fond diffus
cosmologique qui remplit tout, il va y avoir l’une des interactions suivantes :

γ + p −→ ∆+ −→ p+ π0 ou γ + p −→ ∆+ −→ n+ π+

où γ désigne un photon du rayonnement cosmologique, p une particule du rayon cosmique,
∆+ une particule intermédiaire, qui va se désintégrer soit en un proton p ou bien un neutron
n, et dans les deus cas, il y aura aussi création d’un pion π. Donc, un rayon cosmique
d’origine lointaine ne devrait jamais atteindre la terre avec une énergie supérieure à 5.1019

eV à cause ces interactions. C’est ce qui constitue la limite GZK prédite par l’américain
Greisen et indépendamment par les russes Zatsepin et Kuzmin dès 1966.

Le paradoxe du rayonnement cosmique [34, 35], appelé aussi le paradoxe GZK vient
du fait qu’en 2003 [40], des observations faites par l’observatoire astronomique AGASA
(Akeno Giant Air Shower Array, ou en français : Réseau d’Akeno pour les Cascades Géantes
Atmosphériques) situé au Japon, semblent révéler que des rayons cosmiques peuvent arriver
sur terre avec une énergie supérieure à limite GZK, c’est à dire supérieure à EGZK ' 1019
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eV (le rayon le plus énergétique est de 3, 2.1020 eV). Tandis qu’on cherchait à donner des
explications à cette anomalie en remettant en doute la précision des observations et la
source de ces rayons cosmiques très énergétiques car la limite GZK ne s’applique qu’aux
sources distantes, il y a eu des physiciens qui ont proposé des nouvelles théories type DSR
en espérant qu’elles apporteront une solution convaincante à ce paradoxe. Leur idée est
de modifier la relation de dispersion énergie-impulsion pour les domaines des énergies très
élevées car la limite GZK est calculée à base de celle de la relativité restreinte.

Des années après, des observations faites par le détecteur HiRes (The High Resolution
Fly’s Eye) opérant au désert d’Ultah aux États Unis et par l’observatoire astronomique
Pierre-Auger inauguré en 2008 près de la ville de Malargüe en Argentine ont infirmé les
résultats obtenus par l’expérience AGASA en observant la limite GZK [41, 42]. Le télescope
array (TA) qui est le réseau de détecteurs le plus étendu de l’hémisphère Nord dédié à la
recherche de rayons cosmiques, situé aux États-Unis, a aussi obtenu un spectre d’énergie en
accord avec la limite GZK [43], ce qui constitue une autre réfutation de plus des observations
de l’expérience AGASA.

En conclusion, nous pouvons dire qu’à présent, la DSR repose seulement sur les exi-
gences de la gravité quantique à boucles, à savoir, la nécessité de l’aspect discontinu de
l’espace-temps pour faire de la physique à l’échelle de Planck.

1.3.2 κ-espace de Minkowski et κ-algèbre de Lorentz

Récemment, la géométrie non commutative est devenue un outil très puissant pour
aborder certains problèmes de la physique théorique. L’essai de Feynman sur la quantifica-
tion directement à partir des équations du mouvement sans faire appel ni à un lagrangien
ni à un hamiltonien [57, 60, 61, 62, 68, 69, 80, 81, 83, 84], plus certains résultats de la quan-
tification des systèmes hamiltoniens avec contraintes à l’aide du crochet de Dirac [11], ont
donné naissance à la mécanique quantique non commutative dont le cadre mathématique
est la géométrie non commutative. Cette nouvelle mécanique impose la non commutativité
entre les coordonnés en plus de celle entre les coordonnées et les moments conjugués, chose
étrange à la mécanique quantique standard. De nombreuses études ont été faites dans le
cadre de la géométrie non commutative, et des résultats remarquables ont été obtenus
[33, 36, 68, 69], ce qui a fait d’elle une voie qui mérite d’être investie.

Après la publication des travaux de Amelino Camelia [34, 35, 36, 39, 37, 38], et
Magueijo-Smolin [28, 29, 30] sur la relativité restreinte déformée (DSR), il s’est avéré qu’il
existe un espace non commutatif compatible avec cette théorie, permettant de retrouver ses
résultats d’une manière élégante et très cohérente. Il s’agit du κ-espace-temps de Minkowski
[49, 50, 31] qui diffère de l’espace-temps de Minkowski classique (ordinaire) par ces cro-
chets de Poisson déformés . Cela veut dire que les coordonnées (c t, x, y, z) = (x0, x1, x2, x3)
appartenant au κ-espace-temps de Minkowski obéissent aux crochets de Poisson suivants :

{xi, xj} = 0 {xi, x0} = xi/κ. (1.97)

On remarque directement que seul le crochet de Poisson où intervient la coordonnée tem-
porelle ct change d’expression. On dit qu’on a déformé l’espace-temps de Minkowski, et le
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nombre réel κ est le paramètre de déformation dont on précisera la valeur après.
Supposons maintenant qu’une particule occupe le point (x0, x1, x2, x3) du κ-espace-

temps de Minkowski avec l’énergie E = p0c et l’impulsion (px = p1, py = p2, pz = p3).
Cette particule est appelée une κ-particule et l’espace des phases qui lui associé est le
κ-espace des phases de Minkowski dont les crochets de Poisson sont

{xi, xj} = 0 {xi, x0} = xi/κ
{pi, pj} = 0 {pi, p0} = 0
{xi, pj} = δij = −ηij {x0, p0} = −1 + p0/κ
{xi, p0} = 0 {x0, pi} = pi/κ.

(1.98)

La première remarque à constater est que le secteur spatiale reste identique au cas classique.
Autrement dit, il n’y a que les relations où les composantes temporelles apparaissent qui
sont déformée mais, elles retrouvent leurs formes classique si le paramètre κ −→ +∞. Le
contenu de l’équation (1.98) peut être réécrit sous la forme condensée

{xµ, xν} =
1

κ
(xµδν0 − xνδ

µ
0 ) {pµ, pν} = 0 {xµ, pν} = −ηµν +

1

κ
δµ0 p

ν (1.99)

qui est équivalente à la forme

{xµ, xν} =
1

κ
(xµδν0 − xνδµ0) {xµ, pν} = −ηµν +

1

κ
δµ0pν {pµ, pν} = 0. (1.100)

A ce stade, il faut savoir que ces crochets de Poisson déformés ne peuvent pas être
obtenus à l’aide de la définition (1.58), mais on va continuer d’admettre qu’ils vérifient les
propriétés (1.59). A vrai dire, en utilisant les crochets (1.100), il est possible de définir le
crochet de Poisson déformé de deux foctions f et g du κ−espace des phases par l’expression

{f, g} = {xµ, xν}
∂f

∂xµ

∂g

∂xν
+ {xµ, pν}

(
∂f

∂xµ

∂g

∂pν
− ∂f

∂pν

∂g

∂xµ

)
+ {pµ, pν}

∂f

∂pµ

∂g

∂pν
. (1.101)

Le but de cette section est de construire le κ-groupe de transformations de Lorentz,
et cela après avoir déformé les relations de commutations fondamentales. Comme dans le
cas classique, le moment cinétique est toujours considéré comme le générateur du κ-groupe
de transformations de Lorentz, mais à condition d’utiliser les relations (1.100). Mais avant
de procéder à la recherche de ce groupe, on peut se demander quel est impact de cette
déformation sur l’algèbre de Lorentz établie à la section précédente en (1.95).

Le moment cinétique d’une κ−particule occupant le point xµ et ayant le moment
conjuguée pν est défini comme dans le cas classique par la formule

Jµν = xµpν − xνpµ. (1.102)

Maintenant, on doit calculer le crochet de Poisson de {Jµν , Jργ} pour connâıtre le sort
de l’algèbre de Lorentz standard. En utilisant les relations de commutation (1.100), les
propriétés (1.100) et la définition (1.101), on obtient les résultats suivants :
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1.

{Jµν , xρ} = ηρνxµ − ηρµxν +
1

κ
(pµδν0 − pνδµ0)xρ (1.103)

2.

{Jµν , pρ} = −ηµρpν + ηνρpµ −
1

κ
(δν0pµ − δµ0pν)pρ (1.104)

3.
{Jµν , xρpγ} = −ηµγpνxρ + ηνγpµxρ + ηρνxµpγ − ηρµxνpγ (1.105)

4.
{Jµν , Jργ} = −ηµγpνxρ + ηνγpµxρ + ηρνxµpγ − ηρµxνpγ

+ηµρpνxγ − ηνρpµxγ − ηγνxµpρ + ηγµxνpρ

Finalement, le résultat est

{Jµν , Jργ} = −ηµρJνγ + ηνρJµγ − ηνγJµρ + ηµγJνρ. (1.106)

Il est facile de voir en comparant cette relation avec la relation (1.95) que l’algèbre de
Lorentz reste la même dans les deux cas classique et déformé, et cela malgré la déformation
des relations de commutation (crochets de Poisson) des variables fondamentales. Il s’ajoute
à cela le fait que dans les équations (1.103) et (1.104) le terme de la déformation s’annule
quand les indices µ et ν sont spatiaux. Autrement dit,

{Jij, xρ} = ηρjxi − ηρixj, (1.107)

{Jij, pρ} = −ηiρpj + ηjρpi. (1.108)

Ces formules sont analogues aux formules (1.91) établies pour le cas classique. Une fois de
plus, ce sont les crochets où interviennent les composantes temporelles qui sont déformés,
mais il suffit de faire tendre le paramètre de déformation κ vers l’infini pour retrouver les
résultats classiques.

1.3.3 κ-transformation de Lorentz des moments conjugués

1.3.3-a κ-transformation de Lorentz infinitésimale des moments conjugués

Pour construire le groupe de Lorentz déformé, ou tout simplement le κ-groupe de Lo-
rentz, on va commencer par les transformations infinitésimales des coordonnées et des
moments conjugués. Comme le moments cinétique Jµν est le générateur du κ-groupe de
Lorentz, on peut s’en servir pour exprimer la variation infinitésimale δf de n’importe quelle
quantité f(x, p) fonction des coordonnées et des moments conjugués en utilisant l’équation
(1.94) :

δf = {−1

2
ωµνJµν , f(x, p)} (1.109)

où les ωµν sont six paramètres réels infinitésimaux tels que ωµν = −ωνµ. Dans ce para-
graphe, on s’intéressera à la variation (transformation) infinitésimale des moments conjugués
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dans le cadre du κ-groupe de Lorentz. Pour ce faire, il suffit de prendre l’équation (1.109)
et de remplacer f(x, p) par p γ.

δpγ = {−1

2
ωµνJµν , p

γ} = −1

2
ωµνηγρ{Jµν , pρ}. (1.110)

En se servant de la relation (1.104), on obtient

δpγ =
1

2
ωγνpν −

1

2
ωµγpµ +

1

2κ
(ωµ0pµ − ω0νpν)p

γ.

L’antisymétrie des paramètres ωµν et le fait que ν est un indice muet impliquent que

δpγ = −ωµγpµ +
1

κ
ωµ0pµp

γ. (1.111)

Donc, si pγ se transforme en p ′γ dans une κ−transformation infinitésimale de Lorentz, alors

δpγ = p ′γ − pγ = −ωµγpµ +
1

κ
ωµ0pµp

γ. (1.112)

Dans la suite, on va se limiter au cas où seul ω01 = −ω10 = δu sont non nuls. Cette
restriction est dans le but de construire un groupe de transformations à un seul paramètre,
chose possible du point de vue calcul. Si on explicite l’équation (1.111) pour les différentes
valeurs de l’indice γ en prenant en considération la restriction précédente, on aura l’en-
semble des équations δpt = (−px + 1

κ
pxpt) δu δpy = 1

κ
pxpy δu

δpx = (−pt + 1
κ
pxpx) δu δpz = 1

κ
pxpz δu

(1.113)

sachant que p 0 = p 0 ; p i = −pi, et que p 0 = pt = E/c ; p1 = px ; p2 = py ; p3 = pz. On
remarque que toutes les variations infinitésimals dépendent de px, même δpy et δpz, chose
absente dans le cas classique (avant la déformation).

1.3.3-b κ-transformation finie des moments conjugués

Nous avons vu que la propriété la plus remarquable d’un groupe de Lie de transforma-
tions réside dans le fait qu’à partir d’une transformation infinitésimale on peut remonter
aux transformations finies. C’est en principe le contenu du premier théorème fondamental
de Lie. Dans notre cas, la transformation finie des moments conjugués est la solution du
système différentiel ci-dessous déduit de la transformation infinitésimale (1.113).

dp ′t
du

= −p ′x + 1
κ
p ′xp

′
t

dp ′y
du

= 1
κ
p ′xp

′
y

dp ′x
du

= −p ′t + 1
κ
p ′xp

′
x

dp ′z
du

= 1
κ
p ′xp

′
z.

(1.114)
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Les inconnues sont les moments conjugués p ′t, p
′
x, p

′
y, et p ′z et la variable est u qui n’est

rien d’autre que le paramètre réel du groupe de Lorentz spécial déformé.
A présent, passons à la résolution : en effet, à partir des équations (1.114), on obtient

la relation
1

p ′t + p ′x

d(p ′t + p ′x)

du
− 1

p ′t − p ′x
d(p ′t − p ′x)

du
= −2 (1.115)

d’où
d

du
[ ln(

p ′t + p ′x
p ′t − p ′x

) ] = −2. (1.116)

Après une intégration directe

ln(
p ′t + p ′x
p ′t − p ′x

) = −2u+ Cte =⇒ p ′t + p ′x
p ′t − p ′x

= Ae−2u (1.117)

où A et Cte sont des constantes d’intégrations arbitraires, il en résulte l’égalité

p ′x =
−1 + Ae−2u

1 + Ae−2u
p ′t. (1.118)

Remplaçons dans la première équation de système différentiel (1.114)

dp ′t
du

=
(1− Ae−2u

1 + Ae−2u

)
(p ′t −

p ′ 2t
κ

). (1.119)

Nous sommes alors en présence d’une équation différentielle à variables séparables d’où
l’équation ∫

κ

κp ′t − p ′ 2t
dp ′t =

∫
(1− Ae−2u)

(1 + Ae−2u)
du. (1.120)

Après intégration et simplification

Ae−u + eu =
1

B

p ′t
p ′t − κ

=⇒ p ′t =
−κ(Beu + ABe−u)

1− (Beu + ABe−u)
, (1.121)

où B est une constante réelle. Maintenant, en redéfinissant les constantes d’intégration A
et B tel que A = C−D

C+D
et B = C+D

−κ , on aura le résultat

p ′t =
C cosh(u) +D sinh(u)

1 + 1
κ
[C cosh(u) +D sinh(u)]

. (1.122)

L’étape suivante est la détermination de p ′x en utilisant la première équation du système
différentiel (1.114) et cela en remplaçant p ′t par sa valeur ci-dessus.

dp ′t
du

= −p ′x +
1

κ
p ′xp

′
t =⇒ p ′x =

κ

p ′t − κ
dp ′t
du

(1.123)
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ce qui nous permet de conclure que

p ′x = − C sinh(u) +D cosh(u)

1 + 1
κ
[C cosh(u) +D sinh(u)]

. (1.124)

Les valeurs des constantes d’intégration C et D sont déterminées par la condition
p ′t = pt et p ′x = px quand le paramètre u = 0, ce qui va nous donner les expressions

p ′t =
pt cosh(u)− px sinh(u)

1 + 1
κ
[ pt(cosh(u)− 1)− px sinh(u)]

(1.125)

p ′x =
px cosh(u)− pt sinh(u)

1 + 1
κ
[ pt(cosh(u)− 1)− px sinh(u)]

. (1.126)

Pour déterminer p ′y et p ′z, commençons par poser

α = 1 +
1

κ
[pt(cosh(u)− 1)− px sinh(u)]. (1.127)

D’après (1.124) et (1.127), on a

dα

du
=

1

κ
{sinh(u)pt − cosh(u)px} = −α

κ
p ′x =⇒ p ′x = −κ

α

dα

du
. (1.128)

Remplaçons p ′x par cette valeur dans la troisième équation du système différentiel (1.114).

dp ′y
du

=
1

κ
p ′xp

′
y =⇒

dp ′y
du

= − 1

α

dα

du
p ′y, (1.129)

équation que l’on peut résoudre en séparant les variables comme suit :

dp ′y
p ′y

=
−dα
α

=⇒ p ′y =
F

α
=

F

1 + 1
κ
[pt(cosh(u)− 1)− px sinh(u)]

(1.130)

où F est une constante d’intégration dont on peut déterminer la valeur avec la condition
que p ′y = py pour u = 0, ce qui veut dire que F = py. Finalement, on obtient l’expression
suivante de p ′y.

p ′y =
py

1 + 1
κ
[ pt(cosh(u)− 1)− px sinh(u)]

. (1.131)

En suivant la même démarche, on aboutit aussi à l’expression ci-dessous pour p ′z.

p ′z =
pz

1 + 1
κ
[pt(cosh(u)− 1)− px sinh(u)]

. (1.132)

Si par analogie à la relativité restreinte (1.28), et pour une raison qui viendra plus tard
(1.164), on pose

cosh(u) =
1√

1− v2
e

c2

= γ =⇒ sinh(u) =
ve
c√

1− v2
e

c2

=
ve
c
γ (1.133)

38
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où ve est un nouveau paramètre réel, la κ-transformation des moments conjuguées prend
la forme 

E ′ = γ(E−ve px)

1+ 1
κ c
{(γ−1)E−γ ve px}

p ′x =
γ(px− ve

c2
E)

1+ 1
κ c
{(γ−1)E−γ ve px}

p ′y = py
1+ 1

κ c
{(γ−1)E−γ ve px}

p ′z = pz
1+ 1

κ c
{(γ−1)E−γ ve px}

(1.134)

où E = cp t. Cette transformation a été obtenue pour la première fois par Magueijo et
Smolin [28] en déformant les générateurs du groupe de Lorentz, ensuite retrouvée par
Ghosh [31] avec la méthode qu’on vient d’exposer ici.

Le paramètre ve est en effet la vitesse de translation d’un repère inertiel (R′) dont
les axes sont (O′X ′Y ′Z ′) par rapport à un autre repère inertiel (R) dont les axes sont
(OXY Z). Cette translation s’effectue selon l’axe des abscisses (OX). Si une particule à
une impulsion ~p = (px, py, pz) et une énergie E par rapport au repère (R), elle sera vue

dans le repère (R′) avec une impulsion ~p ′ = (p ′x, p
′
y, p

′
z) et une énergie E ′ liées à celles

observées en repère (R) par la transformation (1.134). La remarque qui saute directement
aux yeux est la non linéarité de la nouvelle transformation et le fait que les composantes
py et pz de l’impulsion, qui sont perpendiculaires à la direction du mouvement relatif, ne
restent pas invariantes, ce qui n’est pas le cas en relativité restreinte. En plus de cela, les
équations (1.134) possèdent un nouvel invariant absent avant la déformation : en effet,
on constate que κ c doit avoir la dimension d’une énergie et qu’une particule ayant cette
énergie dans le repère (R), sera vue dans la repère (R′) avec cette même énergie. Un petit
calcul montre facilement que si E = κ c, alors

E ′ =
γ(κ c− v px)

1 + 1
κ c
{(γ − 1)κ c− γ v px}

=
γ(κ c− v px)

1
κ c
{γ(κ c− γ v px)}

= κ c. (1.135)

Si on revient aux postulats de la relativité spéciale déformée selon lesquels l’énergie de
Planck Ep doit avoir la même valeur dans tous les repères inertiels, il conviendra de poser

κ c = Ep, impliquant que κ = Ep
c

. Maintenant, on peut dire que pour des énergies faibles
devant l’énergie de Planck Ep, la transformations (1.134) tend vers la transformation de
Lorentz ordinaire (1.36) relatives aux moments conjuguées, et que la relativité spéciale
déformée n’apporte pas des corrections considérables pour le relativité restreinte sauf dans
le domaine des énergies très élevées, difficiles à atteindre actuellement (énergies proches de
l’énergie de Planck Ep = 1, 956.109joules).

1.3.4 Relation de dispersion de Magueijo-Smolin

En relativité restreinte, il est connu que la relation entre l’impulsion ~p = (px, py, pz)
d’une particule et son énergie E est donnée par la célèbre relation E2 − ~p2c2 = m2

0c
4, où

m0 est la masse au repos de notre particule. Le but de ce paragraphe est de trouver une
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relation qui va jouer le même rôle dans le cadre de la relativité spéciale déformée en se
servant de la transformation (1.134). D’abord, un calcul simple montre que

ηµνp
′µp ′ν =

1

α2
ηµνp

µpν (1.136)

où α = 1 + 1
κ
{(γ − 1)pt − γ vec px} et γ = 1√

1− v
2
e
c2

comme l’indiquent les équations (1.127)

et (1.133). On constate que la quantité ηµνp
µpν n’est pas un invariant dans le cadre de la

relativité spéciale déformée. En utilisant toujours (1.134), on déduit que

α = (1− pt
κ

)(1− p ′t
κ

)−1 = (1− E

Ep
)(1− E ′

Ep
)−1. (1.137)

Remplaçons α par cette valeur dans l’équation (1.136) afin d’obtenir la relation

ηµνp
′µp ′ν

(1− p ′t
κ )2

=
ηµνp

µpν

(1− pt
κ )2

⇐⇒
p ′2t − p ′2x − p ′2y − p ′2z

(1− p ′t
κ )2

=
p2
t − p2

x − p2
y − p2

z

(1− pt
κ )2

(1.138)

qui est invariante par changement de repère dans le cadre de la relativité spéciale déformée.
Après multiplication par c2 (célérité de la lumière), on aura la forme habituelle E2−~p 2 c2

(1− E
Ep

)2 .

L’invariance de cette quantité nous permet de déterminer sa valeur dans le repère où notre
particule est au repos. Dans ce dernier, son impulsion est nulle, seule son énergie au repos
E0 intervient. Autrement dit :

E2 − ~p 2 c2

(1− E
Ep

)2
=

E0
2

(1− E0

Ep
)2

(1.139)

mais, on n’a pas encore trouver la relation entre l’énergie au repos E0 et la masse au repos
m0 pour une particule massive dans le cadre de la relativité spéciale déformée.

Pour ce faire, nous allons commencer par poser E2−~p 2 c2

(1− E
Ep

)2 = M2 c4 par analogie à la

relation de la relativité restreinte sauf que la valeur de M est inconnue pour l’instant. On
en déduit que l’énergie E est donnée par

E =
−M2c4

Ep
+
√

M4c8

E2
p

+ (1− M2c4

E2
p

)(|~p |2c2 +M2c4)

1− M2c4

E2
p

. (1.140)

En réalité, il y a deux solutions possibles, mais celle qu’on a pris tend vers la relation de la
relativité restreinte quand Ep −→ +∞. Pour fixer la valeur de M , on se sert de l’une des
définitions suivantes de la masse au repos d’une particule m0 (la masse physique) [68, 55]

1

m0

= lim
|~p |−→0

1

|~p |
∂E

∂|~p |
1

m0

= lim
|~p |2−→0

2
∂E

∂|~p |2
(1.141)
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qui peuvent être appliquées aux cas de la mécanique newtonienne (E = |~p |2
2M

) et de la

mécanique relativiste (E =
√
|~p |2c2 +M2c4). Dans notre cas,

1

m0

= lim
|~p |−→0

1

|~p |
∂E

∂|~p |
= lim
|~p |−→0

c2E2
p√

|~p |2c2E2
p(E

2
p −M2c4) +M2c4E4

p

=
1

M
(1.142)

ce qui montre que M = m0, et nous permet d’écrire

E 2 − ~p 2c2

(1− E
Ep

)2
= m 2

0 c
4. (1.143)

Cette relation est la relation de dispersion de Magueijo-Smolin [28] determinant le lien
entre l’impulsion spatiale ~p, et l’énergie E d’une particule de masse au repos m0, dans le
cadre de la relativité spéciale déformée. Pour des énergies très inférieures devant l’énergie
de Planck Ep, cette relation tend vers la relation classique de la relativité restreinte. Pour
une particule sans masse (mo = 0) comme c’est le cas pour le photon , elle donne le même
résultat que la relation de dispersion relativiste

E 2 − ~p 2c2 = 0 =⇒ E = |~p| c. (1.144)

A partir de (1.139) et (1.143), on aboutit à l’énergie au repos E0 comme suit :

E0
2

(1− E0

Ep
)2

= m 2
0 c

4 =⇒ E0

1− E0

Ep

= m0c
2 =⇒ E0 =

m0c
2

1 + m0c2

Ep

=
m0c

2Ep
Ep +m0c2

. (1.145)

D’après cette formule, l’énergie au repos E0 d’une particule massive ne dépasse pas le seuil
Ep car m0c2

Ep
> 0.

Pour démonter que la relation de dispersion de Magueijo-Smolin (1.143) est invariante
sous toutes les transformations du groupe de Lorentz déformé, il suffit de vérifier que ses
crochets de Poisson déformés avec les générateurs de ce groupe (Jµν) sont nuls. En effet, à
l’aide des relations de commutation (1.100), les propriétés (1.100) et la définition (1.101),
on aura ces résultats :

{Jµν , p2} = {Jµν , ηργpρpγ} = −2p2

κ
(δν0pµ − δµ0pν) (1.146)

{Jµν ,
1

(1− p0

κ
)2
} = − 2

κ(1− p0

κ
)2

(δµ0pν − δν0pµ) (1.147)

donc

{Jµν ,
p2

(1− p0

κ
)2
} = p2{Jµν ,

1

(1− p0

κ
)2
}+

1

(1− p0

κ
)2
{Jµν , p2} = 0. (1.148)

On déduit que la quantité p2

(1− p0
κ

)2 ne subit aucune variation sous une κ-transformation, ce

qui veut dire qu’elle est un invariant du groupe de Lorentz déformé.
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1.3.5 κ-transformation finie des coordonnées

A présent, nous allons passer à la recherche de la κ-transformation de lorentz des
coordonnées spatio-temporelles. A partir de la relation (1.109), la variation infinitésimale
des coordonnées (ct, x, y, z) = (x0, x1, x2, x3) d’une particule ayant l’énergie E = c pt et
l’impulsion (px, py, pz) appartenant au κ-espace des phases de Minkowski s’obtient par
l’équation

δxγ = {−1

2
ωµνJµν , x

γ} = −1

2
ωµνηγρ{Jµν , xρ}. (1.149)

Ce crochet de Poisson déformé est déjà calculé et il est donné par l’équation (1.103), d’où

δxγ − 1

2
[ωµγxµ − ωγνxν +

1

κ
(pµω

µ0 − pνω0ν)xγ],

mais l’antisymétrie des paramètres ωµν nous permet de déduire que

δxγ = −ωµγxµ −
1

κ
ωµ0pµx

γ. (1.150)

Dans le but de trouver le groupe de Lorentz déformé à un seul paramètre, supposons
que seul ω01 = −ω10 = δu est non nul tandis que les autres paramètres le sont. Si l’indice
γ prend toutes les valeurs possibles, on obtient δ ct = −(x+ 1

κ
px ct) δu δy = − 1

κ
px y δu

δx = −(ct+ 1
κ
px x) δu δz = − 1

κ
px z δu

(1.151)

où x0 = x0 = ct, p1 = −p1 = px, et x1 = −x1 = x ; x2 = −x2 = y ; x3 = −x3 = z.
On remarque que les variations des coordonnées dépendent des moments conjugués, chose
absente en relativité restreinte.

A partir de cette transformation infinitésimale, on peut construire un groupe de trans-
formations à un paramètre. Ce groupe est un sous-groupe du groupe de Lorentz déformé
dépendant de six paramètres réels. La procédure à suivre consiste en premier lieu à résoudre
le système différentiel suivant obtenu grâce à la transformation infinitésimale ci-dessus.

d ct ′

du
= −x ′ − 1

κ
p ′x ct

′ dy ′

du
= − 1

κ
p ′x y

′

dx ′

du
= −ct ′ − 1

κ
p ′x x

′ dz ′

du
= − 1

κ
p ′x z

′.

(1.152)

Commençons la résolution en remplaçant p ′x par son expression (1.128) dans les deux
premières équations du système différentiel précédent :

d ct ′

du
= −x ′ + ct ′

α

dα

du

dx ′

du
= −ct ′ + x ′

α

dα

du
(1.153)

où α = 1+ 1
κ
{(cosh(u)−1)pt−sinh(u)px} comme le montre bien l’équation (1.127). Comme

d

du
(
ct ′

α
) =

1

α

(
d ct ′

du
− ct ′

α

dα

du

)
d

du
(
x ′

α
) =

1

α

(
dx ′

du
− x ′

α

dα

du

)
, (1.154)
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les équations précédentes (1.153) impliquent que

d

du
(
ct ′

α
) = −x

′

α

d

du
(
x ′

α
) = −ct

′

α
. (1.155)

Posons φ = ct ′

α
et χ = −x ′

α
, ce qui va donner le système linéaire

dφ

du
= −χ dχ

du
= −φ =⇒ d2φ

du2
= φ

qui s’intègre facilement pour donner les solutions

φ = A cosh(u) +B sinh(u) =⇒ χ = −A sinh(u)−B cosh(u)

où A et B sont des constantes d’intégrations réelles et arbitraires. Revenons aux variables
initiales et remplaçons α par son expression afin d’obtenir

ct ′ =

[
1 +

1

κ
{(cosh(u)− 1)pt − sinh(u)px}

]
(A cosh(u) +B sinh(u)) (1.156)

x ′ =

[
1 +

1

κ
{(cosh(u)− 1)pt − sinh(u)px}

]
(A sinh(u) +B cosh(u)). (1.157)

La condition x ′ = x et t ′ = t pour u = 0 est réalisée si A = ct et B = −x, d’où la
transformation des coordonnées x et ct :

x ′ =

[
1 +

1

κ
{(cosh(u)− 1)

E

c
− sinh(u)px}

]
(x cosh(u)− ct sinh(u)) (1.158)

t ′ =

[
1 +

1

κ
{(cosh(u)− 1)

E

c
− sinh(u)px}

]
(t cosh(u)− x

c
sinh(u)) (1.159)

Revenons maintenant à y ′ : à partir du système différentiel (1.152) et de la relation
(1.128), on obtient

dy ′

du
= −1

κ
p ′xy

′ =
1

α
y ′
dα

du
=⇒ dy ′

y ′
=
dα

α
=⇒ y ′ = Cα (1.160)

où C est constante d’intégration. Si on pose C = y, nous seront sûrs que y = y ′ quand
u = 0, donc la coordonnée y se transforme comme suit :

y ′ = α y = [1 +
1

κ
{(cosh(u)− 1)

E

c
− sinh(u)px}] y. (1.161)

En suivant les mêmes étapes, nous trouverons que z se transforme d’une manière analogue

z ′ = α z = [1 +
1

κ
{(cosh(u)− 1)

E

c
− sinh(u)px}] z. (1.162)

Maintenant, supposons que (ct, x, y, z) représentent les coordonnées d’une particule par
rapport à un repère (R) ayant une énergie E et une impulsion (px, py, pz). Cette particule
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sera vue dans un autre repère (R′) en translation selon l’axe (OX) avec une vitesse ve,
avec les coordonnées (ct′, x′, y′, z′). Dans le but d’exprimer u en fonction de ve, imaginons
le cas où notre particule est immobile à l’origine du repère (R′), donc son abscisse x′ = 0
quelque soit l’instant t′. Mais par rapport à R, elle se déplace avec la vitesse vx = ve qui
est aussi la vitesse de translation du repère (R′). Utilisons la relation (1.158) avec x′ = 0
pour aboutir au résultat

x cosh(u)− ct sinh(u) = 0

ensuite prenons la différentielle totale

dx cosh(u)− c dt sinh(u) = 0 =⇒ dx

dt
= vx = c tanh(u) = ve. (1.163)

L’égalité ci-dessus peut être inversée comme suit :

tanh(u) =
ve
c

=⇒

√
1− 1

cosh2(u)
=
ve
c

=⇒ cosh(u) =
1√

1− v2
e

c2

= γ (1.164)

d’où on déduit que sinh(u) = 1√
1− v

2
e
c2

ve
c

= γ ve
c

, et ainsi on obtient la transformation


x ′ = α γ (x− vet)
t ′ = α γ (t− ve

c2
x)

y ′ = α y

z ′ = α z

(1.165)

où α = 1 + 1
Ep
{(γ − 1)E − γvepx}.

Cette transformation qu’on appelle la κ-transformation de Lorentz des coordonnées
obtenue par Magueijo, Medeiros, et Kimberly [30], ensuite retrouvée par Ghosh [31] et
Wu-Gao [76] avec d’autres méthodes, ressemble à celle de la relativité restreinte (1.27),
sauf qu’elle est multipliée par le facteur α qui dépend de l’énergie et de l’impulsion de la
particule en question. Donc, en relativité spéciale déformée, la cinématique et la cinétique
sont inséparables contrairement à la relativité restreinte et à la mécanique newtonienne.
En plus, on remarque que les coordonnées y et z subissent une dilation, chose absente en
relativité restreinte. Mais pour des énergies faibles devant Ep, la transformation (1.165)
tend vers la transformation de Lorentz ordinaire, car le facteur α −→ 1 quand Ep −→∞.

1.3.6 κ-composition des vitesses

Après avoir obtenu la κ-transformation de Lorentz (1.165), il convient d’analyser son
impact sur l’invariant spatio-temporel s2 et sur la loi de composition des vitesses. Une
simple manipulation montre que la quantité ηµνx

µx ν cesse d’être invariante en relativité
spéciale déformée car

ηµνx
′µx ′ν = α2 ηµνx

µx ν
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mais d’après (1.137)

α2 =
(

1− pt
κ

)2
(

1− p ′t
κ

)−2

,

d’où l’égalité(
1− p ′t

κ

)2

(c2t′ 2 − x′ 2 − y′ 2 − z′ 2) =
(

1− pt
κ

)2

(c2t2 − x2 − y2 − z2), (1.166)

ce qui traduit le fait qu’en relativité spéciale déformée l’invariant spatio-temporel s2 est

s2 = ηµνx
µxν

(
1− pt

κ

)2

. (1.167)

Il est clair que s2 −→ ηµνx
µxν quand κ −→∞, d’où l’invariant de la relativité restreinte.

Passons à présent à la loi de composition des vitesses d’une κ-particule. Ce qui nous
préoccupe vraiment est la vérification que la célérité de la lumière dans le vide c reste
invariante par changement de repère dans le cadre de la relativité spéciale déformée. Nous
allons nous intéresser au cas d’une κ-particule libre, vu que les photons de la lumière sont
des particule libre qui se déplace avec la vitesse c. D’après (1.165), on a la différentielle

dt ′ = dα γ(t− ve
c2
x) + αγ

(
dt− ve

c2
dx
)
, (1.168)

mais dα = 0 parce que α ne dépend que des moments conjugués qui se conservent natu-
rellement dans le cas d’une particule libre (α = Cte), donc

dt ′ = αγ(dt− ve
c2
dx). (1.169)

Pour les mêmes raisons, on a aussi

dx ′ = αγ(dx− vedt) dy ′ = α dy dz ′ = α dz. (1.170)

Les équations précédentes nous montrent que

v ′x =
dx ′

dt ′
=
αγ(dx− vedt)
αγ(dt− ve

c2
dx)

=
vx − ve

1− ve
c2
vx

(1.171)

v ′y =
dy ′

dt ′
=

α dy

αγ(dt− ve
c2
dx)

=
vy

γ(1− ve
c2
vx)

(1.172)

v ′z =
dz ′

dt ′
=

α dz

αγ(dt− ve
c2
dx)

=
vz

γ(1− ve
c2
vx)

. (1.173)

Ces transformations de vitesses sont identiques au cas de la relativité restreinte, chose
qui assure l’invariance de la vitesse de la lumière c. Donc, le deuxième principe de la
relativité spéciale déformée est satisfait, en plus du troisième selon le quel l’énergie Ep est
invariante par changement de repère.
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1.3.7 Variables canoniques

Il existe une transformation des variables de l’espace des phases déformé vers d’autres
variables qui va nous permettre de faire le lien entre la relativité restreinte et la relativité
spéciale déformée. Ces nouvelles variables qu’on va appelées canoniques, vont jouer un
rôle determinant dans la quantification qui fera l’objet du prochain chapitre. Ces variables
canoniques notées Xµ et P µ s’expriment en fonction des variables habituelles xµ et pµ par
les relations

Pµ =
pµ

1− p0

κ

(1.174)

Xµ = xµ

(
1− p0

κ

)
. (1.175)

La première transformation est apparue dans un article de Jafari-Shariati [71], et elle est
complétée par la deuxième transformation dans l’article [31] de Ghosh et Pal.

Calculons les crochets de Poisson déformés de ces variables canoniques en utilisant les
relations de commutation (1.100), les propriétés (1.100) et la définition (1.101).

1. Puisque les pµ commutent entre eux, alors

{Pµ, Pν} = 0. (1.176)

2. Posons χ =
(
1− p0

κ

)
et passons au crochet {Xµ, Xν}.

{Xµ, Xν} = χ2{xµ, xν}+ χxν{xµ, χ}+ χxµ{χ, xν},

mais d’après (1.101), on a

{xµ, χ} =
δµ0

κ
χ,

d’où
{Xµ, Xν} = 0 (1.177)

3. On termine avec le crochet {Xµ, Pν} sachant que {χ, pν} = 0.

{Xµ, Pν} = χ pν{xµ,
1

χ
}+ {xµ, pν}.

Toujours d’après la définition des crochets déformés (1.101)

{xµ,
1

χ
} = −δµ0

κχ
,

d’où
{Xµ, Pν} = −ηµν . (1.178)
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Effectivement, les crochets de Poissons des variables canoniques Xµ et Pν sont identiques
au cas non déformé (1.60), ce qui va nous permettre de conclure que l’algèbre de Lorentz
(1.106) va rester invariante si on continue à travailler avec ces variables canoniques.

Les transformations (1.174) et (1.175) peuvent être inversées et il est facile de vérifier
que le résultat sera

pµ =
Pµ

(1 + P0

κ
)

(1.179)

xµ = Xµ

(
1 +

P0

κ

)
. (1.180)

A ce stade, on peut commencer la démonstration que les variables canoniques se trans-
forment après un changement de repère à l’aide d’une transformation de Lorentz ordinaire
sans le facteur de déformation α. En utilisant la transformation (1.134), on obtient :

1.
p ′t

1− p ′t
κ

= γ

(
pt

1− pt
κ

− v

c

px
1− pt

κ

)
⇒ P ′t = γ(Pt −

v

c
Px); (1.181)

2.
p ′x

1− p ′t
κ

= γ

(
px

1− pt
κ

− v

c

pt
1− pt

κ

)
⇒ P ′x = γ(Px −

v

c
Pt); (1.182)

3.
p ′y

1− p ′t
κ

=
py

1− pt
κ

⇒ P ′y = Py; (1.183)

et d’une manière analogue, on trouve que P ′z = Pz.

Maintenant, à l’aide de la transformation (1.165), on aura aussi :

1.

ct′
(

1− p ′t
κ

)
= γ

(
ct− v

c
x
)(

1− pt
κ

)
⇒ cT ′ = γ

(
cT − v

c
X
)

; (1.184)

2.

x′
(

1− p ′t
κ

)
= γ(x− vt)

(
1− pt

κ

)
⇒ X ′ = γ(X − vT ); (1.185)

3.

y′
(

1− p ′t
κ

)
= y

(
1− pt

κ

)
⇒ Y ′ = Y ; (1.186)

Un calcul similaire au précédent, montre que Z ′ = Z.

Après les développements qu’on vient de faire, on constate qu’effectivement les va-
riables (Xµ, P µ) sont canoniques parce que leurs crochets de Poisson sont canoniques (non
déformés), et elles obéissent à des transformations de Lorentz ordinaires identiques au cas
de la relativité restreinte. Les conséquences de ce fait sont très importantes car cela va
nous permettre de transformer les formules et les relations de la relativité restreinte de
telle sorte qu’elles soient valables en relativité spéciale déformée en les écrivant d’abord
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en fonction des variables canoniques (Xµ, P µ), pour passer ensuite aux variables habi-
tuelles (xµ, pµ). Par exemple, l’énergie, l’impulsion, la relation de dispersion et la longueur
spatio-temporelle s, s’obtiennent facilement :

~p =
~P

1 + Pt
κ

=⇒ ~p =
γ~vmo~v

1 + γ~vmoc
κ

(1.187)

pt =
Pt

1 + Pt
κ

=⇒ pt =
γ~vmo c

1 + γ~vmoc
κ

(1.188)

ηµνP
µP ν = m2

o c
2 =⇒ ηµνp

µpν

(1− pt
κ

)2
= m2

o c
2 (1.189)

s2 = ηµνX
µXν =⇒ s2 = ηµνx

µxν(1− pt
κ

)2 (1.190)

1.4 Transformations non canoniques

Dans cette dernière section de ce chapitre, nous allons généraliser la procédure discutée
ci-dessus afin de montrer que les crochets déformés peuvent être le résultat d’une transfor-
mation non canonique à partir d’un système décrit par des crochets de Poisson canoniques.
Soit donc le lagrangien régulier L = L(X, Ẋ) qui va donner les équations d’Euler-Lagrange

Ṗi =
∂L

∂Xi

avec Pi =
∂L

∂Ẋi

i = 1, ..., N. (1.191)

La transformation de Legendre nous permet de déduire le hamiltonien 4

H(X,P ) = PiẊi − L(X, Ẋ) (1.192)

et d’obtenir les équations canoniques de Hamilton Ẋi = ∂H
∂Pi

= {Xi, Xj} ∂H
∂Xj

+ {Xi, Pj} ∂H
∂Pj

Ṗi = − ∂H
∂Xi

= {Pi, Xj} ∂H
∂Xj

+ {Pi, Pj} ∂H
∂Pj

(1.193)

d’où les crochets de Poisson canoniques

{Xi, Pj} = δij {Xi, Xj} = {Pi, Pj} = 0. (1.194)

Soit maintenant la transformation X = X(x, p) et P = P (x, p) qui n’est pas forcément
canonique. En utilisant les équations de Hamilton ci-dessus, il est facile de voir que

dH =
∂H

∂Xi

dXi +
∂H

∂Pi
dPi = −ṖidXi + ẊidPi. (1.195)

4. Dans cette section, on va sommer sur les indices répétés deux fois dans une expression mathématique.
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En remplaçant par les nouvelles variables,

dH = −
(
∂Pi
∂xj

ẋj +
∂Pi
∂pj

ṗj

)(
∂Xi

∂xk
dxk +

∂Xi

∂pk
dpk

)
+

(
∂Xi

∂xj
ẋj +

∂Xi

∂pj
ṗj

)(
∂Pi
∂xk

dxk +
∂Pi
∂pk

dpk

)
. (1.196)

Alors

dH =

[(
−∂Pi
∂xj

∂Xi

∂xk
+
∂Xi

∂xj

∂Pi
∂xk

)
ẋj +

(
−∂Pi
∂pj

∂Xi

∂xk
+
∂Xi

∂pj

∂Pi
∂xk

)
ṗj

]
dxk

+

[(
−∂Pi
∂xj

∂Xi

∂pk
+
∂Xi

∂xj

∂Pi
∂pk

)
ẋj +

(
−∂Pi
∂pj

∂Xi

∂pk
+
∂Xi

∂pj

∂Pi
∂pk

)
ṗj

]
dpk. (1.197)

Sachant que d’un autre côté que dH = ∂H
∂xk

dxk + ∂H
∂pk
dpk, les équations de Hamilton vont

prendre la forme non canonique
(
−∂Pi
∂xj

∂Xi
∂xk

+ ∂Xi
∂xj

∂Pi
∂xk

)
ẋj +

(
−∂Pi
∂pj

∂Xi
∂xk

+ ∂Xi
∂pj

∂Pi
∂xk

)
ṗj = ∂H

∂xk(
−∂Pi
∂xj

∂Xi
∂pk

+ ∂Xi
∂xj

∂Pi
∂pk

)
ẋj +

(
−∂Pi
∂pj

∂Xi
∂pk

+ ∂Xi
∂pj

∂Pi
∂pk

)
ṗj = ∂H

∂pk

(1.198)

et sous forme matricielle,

Aẋ+Bṗ =
∂H

∂x
Cẋ+Dṗ =

∂H

∂p
. (1.199)

Ce système se résout en utilisant le fait que toutes les matrices sont inversibles vu que
notre transformation est régulière, et sa solution est ẋ = (B−1A−D−1C)−1

(
B−1 ∂H

∂x
−D−1 ∂H

∂p

)
ṗ = (A−1B − C−1D)−1

(
A−1 ∂H

∂x
− C−1 ∂H

∂p

)
.

(1.200)

A partir de ces équations, on en déduit facilement les crochets
{xi, xj} = ((B−1A−D−1C)−1B−1)ij
{xi, pj} = − ((B−1A−D−1C)−1D−1)ij = −((A−1B − C−1D)−1A−1)Tij
{pi, pj} = − ((A−1B − C−1D)−1C−1)ij .

(1.201)

Il est clair que ces crochets sont complètement déformés et loin des crochets de Poisson
simples et canoniques. Cela nous montre que suite à une transformation non canonique,
les crochets subissent une déformation et perdent leur forme habituelle, contrairement au
cas bien connu des transformations canoniques.

Dans le cas de la DSR, il suffit de commencer par le lagrangien L = 1
2
mηµνẊ

µẊν

décrivant une particule relativiste (Ẋµ = dXµ

dτ
), ce qui va donner naissance aux moments
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P µ = mẊµ et au hamiltonien H = 1
2m
ηµνP

µP ν . Ensuite, il faut effectuer la transformation

déjà vueXµ = xµ
(

1− p0

k

)
et P µ = pµ

(
1− p0

k

)−1

afin de retrouver la relation de Magueijo-

Smolin et les crochets déformés relatifs au κ-espace des phases de Minkowski comme le
montre bien les calculs de la sous-section précédente.

Afin de ne pas refaire des calculs dont on connait déjà l’issue, nous allons prendre un
autre exemple plus simple qui est celui d’une particule de massem et de charge q en présence
d’un champ électromagnétique (A

X
(X, Y ), A

Y
(X, Y ), U(X, Y )) à deux dimensions. Dans

ce cas, le lagrangien est de la forme

L =
1

2
m(Ẋ2 + Ẏ 2) + q

(
ẊA

X
+ Ẏ A

Y

)
− qU

et les moments conjugués sont

P
X

= mẊ + qA
X

P
Y

= mẎ + qA
Y
.

Cela va nous conduire au hamiltonien bien connu

H =
1

2m

(
(P

X
− qA

X
)2 + (P

Y
− qA

Y
)2
)

+ qU

et aux seuls crochets de Poisson non nuls

{X,P
X
} = 1 {Y, P

Y
} = 1.

Afin de faire cöıncider les moments avec les impulsions, opérons ce changement de
variables

X = x Y = y P
X

= px + qAx(x, y) P
Y

= py + qAy(x, y)

qui va se traduire par cette expression simple du hamiltonien précédent

H =
1

2m

(
p2
x + p2

y

)
+ qU

où le potentiel vecteur est complètement absorbé. Remplaçons dans (1.198) afin d’accéder
aux équations de mouvement ẋk = ∂H

∂pk

q
(
∂Aj
∂xk
− ∂Ak

∂xj

)
ẋj − ṗk = ∂H

∂xk

qui peuvent s’écrire explicitement sous la forme (Bz = ∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y
)

−ṗx + qBzẏ = ∂H
∂x

ẋ = ∂H
∂px

−qBzẋ− ṗy = ∂H
∂y

ẏ = ∂H
∂py

⇔


0 −1 qBz 0
1 0 0 0
−qBz 0 0 −1

0 0 1 0



ẋ
ṗx
ẏ
ṗy

 =


∂H
∂x
∂H
∂px
∂H
∂y
∂H
∂py

 .
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Après inversion, on aboutit aux équations de Hamilton


ẋ
ṗx
ẏ
ṗy

=


0 1 0 0
−1 0 0 qBz

0 0 0 1
0 −qBz −1 0




∂xH
∂pxH
∂yH
∂pyH

 ⇒


ẋ = ∂H

∂px

ṗx = −∂H
∂x

+ qBz
∂H
∂py

ẏ = ∂H
∂py

ṗy = −∂H
∂y
− qBz

∂H
∂px

d’où les crochets déformés relatifs aux variables (x, px, y, py)

{x, px} = 1 {px, py} = qBz = q

(
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
{y, py} = 1

tandis que les autres crochets sont nuls. Précisément, c’est le crochet {px, py} qui a subi un
changement de telle sorte qu’on y voit réapparâıtre le potentiel vecteur déjà absorbé dans
l’expression du hamiltonien. Autrement dit, après une transformation non canonique, l’in-
teraction avec le potentiel vecteur (Ax, Ay) est transposée du hamiltonien H aux crochets
{px, py}.

Dans un deuxième exemple, prenons le lagrangien de l’oscillateur harmonique L =
1
2
m(Ẋ2+Ẏ 2)− 1

2
mω2(X2+Y 2). Cette fois-ci, les moments conjugués sont P

X
= mẊ et P

Y
=

mẎ , et le hamiltonien H = 1
2m

(
P 2
X

+ P 2
Y

)
+ 1

2
mω2(X2 + Y 2). Les crochets de Poisson non

nuls sont {X,P
X
} = 1 et {Y, P

Y
} = 1. Procédons à ce stade à la transformation non

canonique

X = x− θ

2
py Y = y +

θ

2
px P

X
= px P

Y
= py θ ∈ R

d’où la nouvelle expression du hamiltonien

H =
1

2m

(
p2
x + p2

y

)
+

1

2
mω2

(
x2 + y2 + θ(ypx − xpy) +

1

4
θ2
(
p2
x + p2

y

))
.

A partir de (1.198), on aura les équations du mouvement −ṗk = ∂H
∂xk

ẋk +
(
−∂Xj

∂pk
+ ∂Xk

∂pj

)
ṗj = ∂H

∂pk

qui peuvent s’écrire explicitement sous la forme
−ṗx = ∂H

∂x

ẋ+ θṗy = ∂H
∂px

−ṗy = ∂H
∂y

ẏ − θṗx = ∂H
∂py

⇒


ẋ
ṗx
ẏ
ṗy

=


0 1 θ 0
−1 0 0 0
−θ 0 0 1
0 0 −1 0




∂xH
∂pxH
∂yH
∂pyH

 .
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Il en découle les crochets déformés suivants :

{x, px} = 1 {x, y} = θ {y, py} = 1

tandis que les autres crochets sont nuls. Il est clair que les nouvelles coordonnées ne com-
mutent pas ({x, y} = θ), ce qui est une caractéristique fondamentale qui va engendrer une
mécanique quantique non commutative après la quantification canonique.

Pour récapituler, nous avons démontré qu’une transformation non canonique peut être
à l’origine des crochets de Poisson déformés qui sont à la base de la mécanique quantique
non commutative et de la DSR.
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Chapitre 2

L’équation de Dirac Déformée

L’équation de Dirac est un des piliers de la théorie quantique et du modèle standard de
la physique des particules. Elle est écrite en 1928 par le physicien britannique Paul Dirac
dans le but de généraliser la démarche de Schrödinger au cas relativiste, et d’éviter les para-
doxes et les difficultés liés à l’équation de Klein-Gordon. Cette équation a pu remédier aux
problèmes, même bien au-delà, elle s’est montrée capable de prédire des résultats physiques
importants, à savoir, l’existence du positron, l’antiparticule de l’électron, le dédoublement
des niveaux d’énergie de l’atome d’Hydrogène avec beaucoup plus de précision, etc ...Après
la théorie de la ”seconde quantification” des champs, elle est devenue l’équation du champs
spinoriel, indispensable pour étudier les processus de création et l’annihilation des parti-
cules fermioniques.

L’origine de l’équation de Dirac vient évidement de la relation de dispersion énergie-
impulsion bien connue en relativité restreinte, mais surtout du génie de Dirac qui a pensé à
une procédure exceptionnelle pour enfin écrire une équation linéaire du premier ordre par
rapport au temps, invariante, et symétrique du point de vue relativiste.

Cette relation de dispersion prend une forme différente dans le cadre de la relativité
spéciale déformée. Elle est remplacée par la relation de Magueijo-Smolin (1.143), ce qui
nous amène à nous préoccuper de la forme que doit alors prendre l’équation de Dirac
une fois déformée. Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord essayer d’écrire l’équation
de Dirac déformée dans l’espace des moments conjugués et chercher le spectre d’énergie
d’une κ-particule libre afin de le comparer au cas non déformé de la relativité restreinte.
Par la suite, nous allons essayer de travailler dans l’espace des positions en construisant
un principe de correspondance déformé compatible avec les crochets déformés de la DSR,
ce qui va nous permettre d’écrire et d’étudier les équations de Klein-Gordon et de Dirac
déformées, mais cette fois-ci dans l’espace des positions.

2.1 L’équation de Dirac en relativité restreinte

Le but de cette partie est de rappeler les principales propriétés de l’équation de Dirac
dont nous aurons besoin dans la deuxième partie qui sera consacrée à l’équation de Dirac
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dans le cadre de la relativité spéciale déformée. Pour plus de détails et d’informations, la
consultation des références [8, 10, 12, 15, 16, 17] sera très utile et bénéfique.

2.1.1 Le principe de correspondance et l’équation de Klein-Gordon

Pour écrire une équation quantique susceptible de décrire l’état d’une particule relati-
viste, la démarche la plus naturelle réside dans l’utilisation du principe de correspondance
et de la relation de dispersion énergie-impulsion. Autrement dit, en partant des crochets
de Poisson fondamentaux (1.60)

{xµ, xν} = 0 {xµ, pν} = −ηµν {pµ, pν} = 0, (2.1)

il faut d’abord trouver des opérateurs différentiels X̂µ et P̂ ν tels que leurs commutateurs
obéissent aux règles (Algèbre de Heisenberg)[

X̂µ, X̂ν
]

= 0
[
X̂µ, P̂ ν

]
= −i}ηµν

[
P̂ µ, P̂ ν

]
= 0,

ce qui est possible si on prend X̂µ = xµ et P̂ ν = i}∂ν . Explicitement,

X̂1= x1= x X̂2= x2= y X̂3= x3= z X̂0= x0= ct

P̂ 1= i~ ∂
∂x1

= −i~ ∂
∂x

P̂ 2= i~ ∂
∂x2

= −i~ ∂
∂y

P̂ 3= i~ ∂
∂x3

= −i~ ∂
∂z

P̂ 0= i~ ∂
∂x0

= i~ ∂
c∂t
.

(2.2)
Le démarche directe d’avoir une équation linéaire à partir de la relation de dispersion
énergie-impulsion de la relativité restreinte E −

√
~p2c2 +m2

oc
4 = 0, est de l’écrire sous la

forme E2 = ~p2c2 + m2
oc

4. Maintenant, avec le principe de correspondance ci-dessus, nous
obtenons l’équation de Klein-Gordon d’une particule libre(

−~2 ∂
2

∂t2
+ c2~2∆ +m2

oc
4

)
φ(t, ~r) = 0 (2.3)

qu’on peut réécrire sous la forme(
∆− 1

c2

∂2

∂t2
+
(moc

~

)2
)
φ = 0, (2.4)

d’où la forme covariante ci-dessous.(
∂µ∂µ −

(moc

~

)2
)
φ = 0. (2.5)

C’est une équation aux dérivées partielles linéaire du second ordre par rapport au
temps ainsi qu’à l’espace. Donc, pour déterminer complètement φ(x) à n’importe quel
instant ultérieur à l’instant initial t0, il faut connâıtre simultanément φ(t0, ~r) et sa dérivée
∂φ
∂t

(t0, ~r) à cet instant initial, chose absente en théorie quantique non relativiste où il suffit
de connâıtre la fonction d’onde à l’instant initial pour déterminer son évolution ultérieure.
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L’invariance relativiste de l’équation de Klein-Gordon est évidente et immédiate de fait que
dans une transformation de Lorentz l’opérateur ∂µ∂µ est invariant, et φ(x) est un scalaire.

L’équation de Klein-Gordon sous sa forme (2.3) ne peut pas se mettre sous la forme

i~
∂

∂t
φ = Ĥφ (2.6)

où Ĥ est opérateur différentiel linéaire. Donc, il semble qu’il n’existe pas de hamilto-
nien pour l’équation de Klein-Gordon, ce qui n’est pas souhaitable du tout en mécanique
quantique, car l’opérateur hamiltonien joue un rôle fondamental dans la détermination de
l’opérateur d’évolution et des grandeurs qui se conservent.

Pour remédier à cette situation, il est possible de transformer notre équation en équation
du premier ordre par rapport au temps t, ce qui va nous permettre d’en déduire un hamil-
tonien [21]. Ecrivons d’abord l’équation de Klein-Gordon sous la forme

~2 ∂
2

∂t2
φ(−→r , t) =

(
−~2c2∆ +m2c4

)
φ(−→r , t) (2.7)

ensuite, introduisons deux nouvelles fonctions ϕ(−→r , t) et χ(−→r , t) de telle sorte que{
ϕ(−→r , t) + χ(−→r , t) = φ(−→r , t)

mc2 (ϕ(−→r , t)− χ(−→r , t)) = i~ ∂
∂t
φ(−→r , t).

(2.8)

Remplaçons maintenant dans (2.7) afin d’obtenir l’équation

mc2i~
∂

∂t
(ϕ− χ) =

(
−~2c2∆ +m2c4

)
(ϕ+ χ) . (2.9)

Sachant que la deuxième équation de (2.8) est équivalente à

i~
∂

∂t
(ϕ+ χ) = mc2 (ϕ− χ) (2.10)

il est possible d’en déduire que{
i~∂ϕ

∂t
= −~2

2m
∆(ϕ+ χ) +mc2ϕ

i~∂χ
∂t

= ~2

2m
∆(ϕ+ χ)−mc2χ

(2.11)

d’où l’équation matricielle

i~
∂

∂t

[
ϕ
χ

]
= − ~2

2m
∆

[
1 1

−1 −1

] [
ϕ
χ

]
+mc2

[
1 0
0 −1

] [
ϕ
χ

]
. (2.12)

Finalement, cette équation aura la forme réduite (qui est aussi la forme de Schrödinger)

i~
∂Φ

∂t
=

(
− ~2

2m
∆
(
σ3 + iσ2

)
+mc2σ3

)
Φ (2.13)
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où Φ = [ϕ χ]t et {σ0, σ1, σ2, σ3} sont les matrices de Pauli. On en déduit que l’opérateur
hamiltonien associé à l’équation de Klein-Gordon est

Ĥ = − ~2

2m
∆
(
σ3 + iσ2

)
+mc2σ3. (2.14)

C’est un opérateur différentiel et matriciel qui peut agir sur des fonctions à deux com-
posantes. Cependant, l’équation (2.13) est du premier degré par rapport au temps, du
deuxième degré par rapport à l’espace, ce qui viole la symétrie exigée par la relativité. Il
s’ajoute à cela le fait que l’équation de Klein-Gordon reste toujours une équation qui décrit
une particule de spin 0, d’où la nécessité d’une autre équation relativiste pour le spin 1/2.

2.1.2 L’équation de Dirac

Dans le but de trouver une équation d’onde relativiste de premier ordre par rapport
au temps, ce qui implique qu’elle sera aussi du premier ordre par rapport aux coordonnées
spatiales afin que la symétrie relativiste entre les coordonnées spatio-temporelles soit ap-
parente, Dirac a suivi la démarche historique suivante : au lieu de prendre le carré de la
relation de dispersion énergie-impulsion E =

√
~p2c2 +m2

oc
4, il a plutôt cherché à la mettre

sous la forme
E = c~α.~p+ βmoc

2 (2.15)

où ~α et β sont des entités dont on précisera la nature par la suite. Le choix de cette forme
est dû à deux raisons : la première est la linéarité et la deuxième est la symétrie entre
les variables (coordonnées) spatio-temporelles quand on va passer à la version quantique

(Ê = i}∂t et
−→
p̂ = −i}~∇).

Maintenant, il faut que

E2 =
(
c~α.~p+ βmoc

2
)2 ⇒ c2~p2 +m2

oc
4 =

(
c~α.~p+ βmoc

2
)2
. (2.16)

Nous avons

(c~α.~p+ βmoc
2)

2
= (c~α.~p+ βmoc

2) (c~α.~p+ βmoc
2)

= c~α.~p c~α.~p+ c~α.~pβmoc
2 + βmoc

2c~α.~p+ βmoc
2βmoc

2

d’où l’égalité (
c~α.~p+ βmoc

2
)2

= c2 ~α.~p ~α.~p+moc
3 (~α.~p β + β ~α.~p) +β2m2

oc
4. (2.17)

Par identification avec l’équation (2.16), on aboutit aux relations
~α.~p ~α.~p = ~p2

~α.~p β + β~α.~p = 0
β2 = 1

(2.18)
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Explicitement, cela revient à dire que
(α1)2 (p1)2 +(α2)2 (p2)2 +(α3)2 (p3)2 +(α1α2+α2α1) p1p2+(α1α3+α3α1) p1p3

+(α2α3+α3α2) p2p3= (p1)2 + (p2)2 + (p3)2

(βα1+α1β) p1+(βα2+α2β) p2+(βα3+α3β) p3= 0

β2= 1.
(2.19)

Pour que ces relations soient justes indépendamment des pi, i ∈ {1, 2, 3} , il faut que{
(α1)2 = (α2)2 = (α3)2 = β2 = 1
αiαj + αjαi = αiβ + βαi = 0 i 6= j.

(2.20)

Ces relations ne peuvent être satisfaites par des nombres réels. En effet, il s’agit de
matrices carrées 4 × 4 à éléments complexes qui sont données en représentation standard
par

β =

(
I2×2 0

0 −I2×2

)
αi =

(
0 σi

σi 0

)
(2.21)

où I2×2 = σ0 = σ0 est la matrices identité 2× 2, et les σi sont les matrice de Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
= −σ1 σ2 =

(
0 −i
i 0

)
= −σ2 σ3 =

(
1 0
0 −1

)
= −σ3. (2.22)

Les matrices αi et β sont aussi hermitiennes, ce qui veut dire que

(αi)† = αi ; β† = β (2.23)

où le symbole ”†” indique la matrice adjointe (la transposée de la matrice conjuguée).

A ce stade, le principe de correspondance ~p→ −i~~∇, nous permet d’avoir le hamiltonien
de Dirac

ĤD = −i~c αi∂i + βmoc
2 = −i~c ~α.~∇+ βmoc

2 (2.24)

ainsi que l’équation de Dirac d’une particule libre de masse m0, dont la forme est donnée
par

i~
∂ψ

∂t
= ĤDψ = {−i~c ~α.~∇+ βmoc

2}ψ. (2.25)

Il est clair que la fonction d’onde ψ(x) = ψ(~r, t) doit être un vecteur-colonne à quatre
composantes

ψ(x) =


ψ1(x)
ψ2(x)
ψ3(x)
ψ4(x)

 (2.26)

ce qui fait de l’équation de Dirac un système différentiel de quatre équations aux dérivées
partielles.
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Pour montrer la symétrie et la covariance relativiste de l’équation de Dirac, commençons
par introduire les matrices γµ définies par les relations

γ0 = β γi = βαi. (2.27)

Les relations (2.20) impliquent que les matrices γµ vérifient les équations suivantes :

γµγν + γνγµ = 2 ηµν =⇒ (γ0)2 = 1 (γ1)2 = (γ2)2 = (γ3)2 = −1 (2.28)

et
(γ0)† = γ0 (γi)† = (βαi)† = (αi)†β† = αβ = −βα = −γi. (2.29)

Pour obtenir la forme covariante de l’équation (2.25), il suffit de la multiplier à gauche par
la matrice 1

~cβ et d’utiliser les définitions (2.27). L’équation résultante est donnée par

iγ0∂0ψ =
(
−iγi∂i +

moc

~

)
ψ

d’où (
iγµ∂µ −

moc

~

)
ψ = 0. (2.30)

On va conclure ce paragraphe par cette remarque importante. Puisque l’équation de
Dirac a un hamiltonien bien déterminé, on va s’en servir pour montrer qu’elle décrit bien

une particule de spin 1/2. Au début, démontrons que le moment cinétique orbital
~̂
L =

−i~~r∧ ~∇ n’est pas une grandeur conservée. Cela revient à vérifier que les trois composantes

du
~̂
L ne commutent pas avec le hamiltonien de Dirac ĤD (2.24). Ces dernières s’expriment

en fonction de tenseur de Levi-Civita complètement antisymétrique εijk défini par

εijk =


1 si les indices i j k sont une permutation paire des indices 1 2 3
−1 si les indices i j k sont une permutation impaire des indices 1 2 3
0 si deux indices sont égaux.

(2.31)
On choisit aussi ε123 = 1, alors les composantes du moment cinétique vont s’exprimer sous
la forme

L̂i = i~ εijkxj∂k (2.32)

où L̂1 = L̂x, L̂
2 = L̂y, et L̂3 = L̂z. Calculons maintenant le commutateur [ĤD, L̂

j].

[ĤD, L̂
j] =[−i~c αi∂i + βmoc

2 , i~ εjkhxk∂h] = [−i~c αi∂i , i~ εjkhxk∂h]
= ~2c αiεjkh[∂i, xk∂h] = ~2c αiεjkh[∂i, xk]∂h = −~2c αiδikε

jkh∂h

d’où
[ĤD, L̂

j] = −~2c εjihαi∂h = −~2c εjkiαk∂i. (2.33)

Ce résultat montre que le moment cinétique orbital n’est pas conservé, donc le moment
cinétique du spin doit être non nul pour que le moment cinétique total de la particule
(libre) soit conservé pour des considérations physiques (symétrie sous l’action du groupe
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des rotations qui est un sous−groupe du groupe de Lorentz). Calculons maintenant le
commutateur [ĤD,

~
2
Σj] sachant que

Σj =

(
σj 0
0 σj

)
⇔ ~Σ =

(
~σ 0
0 ~σ

)
(2.34)

Mais d’abord, il faut savoir que les matrices σi de Pauli vérifient la propriété suivante de
l’algèbre su(2) :

[
σi

2
,
σj

2
] = −i εijkσk

2
= 2i εijk

σk

2
. (2.35)

Il est préférable de calculer les commutateurs [β,Σj] et [αi,Σj] en premier,

[β,Σj] =

(
I2×2 0

0 −I2×2

)(
σj 0
0 σj

)
−
(
σj 0
0 σj

)(
I2×2 0

0 −I2×2

)
[β,Σj] = 0 (2.36)

et

[αi,Σj] =

(
0 σi

σi 0

)(
σj 0
0 σj

)
−
(
σj 0
0 σj

)(
0 σi

σi 0

)
=

(
0 [σi, σj]

[σi, σj] 0

)
= −2i εijk

(
0 σk

σk 0

)
d’où

[αi,Σj] = 2i εjkiαk. (2.37)

Sachant que

[ĤD,
~
2

Σj] = [−i~c αi∂i + βmoc
2,
~
2

Σj] = − i
2
~2c ∂i[α

i,Σj] +
~
2
moc

2[β,Σj], (2.38)

et à l’aide des égalités (2.36) et (2.37), on déduit que

[ĤD,
~
2

Σj] = +~2c εjkiαk∂i. (2.39)

A l’aide des égalités (2.33) et (2.39), on voit que

[ĤD, L̂
j +

~
2

Σj] = [ĤD, L̂
j] + [ĤD,

~
2

Σj] = 0 (2.40)

donc le moment cinétique qui se conserve est
~̂
J =

~̂
L+ ~S où ~S = ~

2
~Σ, en plus

~S2 =
~2

4
[(Σ1)2 + (Σ2)2 + (Σ3)2] =

3

4
~2 I4×4 =

1

2
(
1

2
+ 1)~2 (2.41)

preuve que l’équation de Dirac décrit bel et bien une particule relativiste de spin égal à
1/2.
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2.1.3 L’équation de Dirac dans l’espace des impulsions

Soit une particule relativiste libre de masse mo et de spin 1/2. La fonction d’onde ψ
qui lui associée est solution de l’équation de Dirac (2.30).(

iγµ∂µ −
moc

~

)
ψ = 0 (2.42)

qui peut se mettre sous la forme (2.25)

i~
∂ψ

∂t
= ĤD ψ =

(
−i~c ~α.~∇+ βmoc

2
)
ψ. (2.43)

Puisque notre particule est sans interaction avec le milieu extérieur, son hamiltonien
ĤD = −i~c ~α~∇ + βmoc

2 ne dépend pas des coordonnées spatio-temporelles, ce qui fait

qu’il commute avec l’opérateur impulsion
~̂
P = −i~~∇. Nous pouvons donc trouver des

fonctions propres communes à ces deux opérateurs. On sait que les fonctions propres de
l’opérateur impulsion sont des ondes planes, pour cette raison cherchons des solutions de
l’équation (2.42) de la forme

ψ(x) = u(p) e−
i
~pνx

ν

(2.44)

où p = (p0, p1, p2, p3) sont quatre constantes réelles dont on précisera la signification phy-
sique après, et u(p) est un spineur à quatre composantes indépendantes des coordonnées
xµ. Autrement dit

u(p) =


u1(p)
u2(p)
u3(p)
u4(p)

 . (2.45)

Injectons cette forme de la solution dans l’équation (2.42), sachant que ∂µ

(
u(p) e−

i
~pνx

ν
)

=

i
~pµu(p) e−

i
~pνx

ν

. L’équation (2.42) devient alors

1

~
{γµpµ −moc} u(p) e−

i
~pνx

ν

= 0

d’où l’on en déduit que le spineur u(p) doit être une solution du système d’équations
algébriques

{γµpµ −mo c} u(p) = 0. (2.46)

Il s’agit de l’équation de Dirac écrite dans l’espace des impulsions qui décrit une particule
libre. C’est un système algébrique homogène de quatre équations, ce qui veut dire que le
déterminant de la matrice γµpµ −moc doit être nul pour avoir des solutions différentes de
zéro. On ne va pas résoudre directement ce système, on va faire plutôt appel à une transfor-
mation spéciale qui fera l’objet du paragraphe qui viendra. Pour l’instant, la multiplication
de l’équation (2.46) par la matrice β et l’utilisation des relations γ0 = β, γi = βαi nous
donne

{βγ0p0 + βγipi − βm0c} u(p) = 0 =⇒ {p0 − ~α.~p− βm0c} u(p) = 0.
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Si on pose E = p0c, l’équation (2.46) va s’écrire sous la forme

{c~α.~p+ βm0c
2}︸ ︷︷ ︸

HD

u(p) = E u(p) (2.47)

ce qui montre qu’il s’agit bien d’un problème aux valeurs propres où on souhaite trouver
les vecteurs propres u(p) et les valeurs propres E de la matrice HD = c~α.~p+ βm0c

2 ( 1).

2.1.4 La transformation de Foldy-Wouthuysen (FW) et le spectre
d’énergie d’une particule libre

2.1.4-a. Le principe de la transformation FW

Désignons par M une matrice complexe n× n dont on souhaite déterminer les valeurs
propres λ et les vecteurs propres v. On a donc, le problème aux valeurs propres

Mv = λv. (2.48)

Soit U une autre matrice complexe et U−1 sa matrice inverse, ce qui veut dire que

UU−1 = U−1U = In×n. (2.49)

Avec ces conditions, on peut énoncer ces propriétés :

1. Si λ est une valeur propre de M avec le vecteur propre v, alors λ est une valeur
propre de la matrice N = UMU−1 avec le vecteur propre w = Uv.
En effet,

Mv = λv =⇒ UMIn×n v = Uλv =⇒ UMU−1 Uv = λ Uv

Nw = λw. (2.50)

2. Si λ est une valeur propre de N avec la vecteur propre w, alors λ est une valeur
propre de la matrice M avec le vecteur propre v = U−1w.
En effet,

Nw = λw =⇒ UMU−1w = λw =⇒ U−1UM U−1w = U−1λw

M U−1w = λ U−1w =⇒Mv = λv. (2.51)

On en déduit que les matrices M et N ont les mêmes valeurs propres et leurs vecteurs
propres sont liés par la relation v = U−1w ⇐⇒ w = Uv.

1. : Il faut faire la différence entre l’opérateur ĤD (avec circonflexe) défini auparavant et la matrice
HD (sans circonflexe).
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Cette propriété peut être exploitée pour calculer les valeurs propres et les vecteurs
propres de la matrice M . Il suffit de trouver une matrice inversible U telle que la matrice
N = UMU−1 soit diagonale de la forme

N =


a1 0 · · · 0
0 a2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · an

 . (2.52)

Dans ce cas, les valeurs propres de N sont les λi = ai, i = 1, 2, ..., n, et ses vecteurs propres
ont les expressions

w1 =


1
0
...
0

 w2 =


0
1
...
0

 · · · wn =


0
0
...
1

 . (2.53)

Cela étant fait, les valeurs propres de la matrice M sont aussi les λi = ai, i = 1, 2, ..., n,
tandis que ses vecteurs propres vi s’obtiennent en utilisant la relation

vi = U−1wi =⇒ vi =


U−1

1i

U−1
2i

.

.
U−1
ni

 (2.54)

où les U−1
ji sont les éléments de la matrice inverse U−1. Donc, nous avons diagonalisé une

matrice dans le but de déterminer ses valeurs et ses vecteurs propres.

2.1.4-b. La transformation FW

La transformation de Foldy-Wouthuysen (FW) est une transformation unitaire conçue
en 1950 pour les équations d’onde des particules fermioniques afin étudier leurs limites non
relativistes [27]. Dans le cas de l’équation (2.47), elle consiste à transformer la matrice HD

en HF telle que
HF = UHDU

−1 (2.55)

où U est une matrice complexe 4× 4 de la forme

U = cos θ +
β~α.~p

|~p|
sin θ = cos θ +

~γ.~p

|~p|
sin θ (2.56)

θ ∈ R et |~p| =
√
pipi =

√
(p1)2 + (p2)2 + (p3)2 étant le module de l’impulsion ~p.

Commençons par vérifier que U−1 est donnée par

U−1 = cos θ − β~α.~p

|~p|
sin θ. (2.57)
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En effet,

UU−1 = cos2 θ − β~α.~p β~α.~p

|~p|2
sin2 θ.

Calculons le produit matriciel β~α~pβ~α~p séparément :

β~α.~p β~α.~p = βαipiβαjpj = −β2αiαjpipj = −1
2
(αiαj + αiαj)pipj

−1
2
(αiαjpipj + αiαjpipj) = −1

2
(αiαjpipj + αjαipjpi)

−1
2
(αiαj + αjαi)pjpi = −δijpjpi = −pipi

d’où
β~α.~p β~α.~p = −|~p|2. (2.58)

Il est clair maintenant que

UU−1 = cos2 θ − −|~p|
2

|~p|2
sin2 θ = 1. (2.59)

On vérifie d’une manière analogue que U−1U = 1.
Notre transformation est unitaire comme le montre le calcul ci-dessous :

U † =
(

cos θ + β~α.~p
|~p| sin θ

)†
= cos θ + (βαipi)†

|~p| sin θ

= cos θ + (αi)†β†pi

|~p| sin θ = cos θ + αiβpi

|~p| sin θ

= cos θ − βαipi

|~p| sin θ = cos θ − β~α.~p
|~p| sin θ

donc
U † = U−1. (2.60)

Au lieu de calculer directement HF = UHDU
−1, il est préférable de démontrer d’abord

que HDU
−1 = UHD, ce qui va nous permettre de simplifier la manipulation des différents

termes. En effet,

HDU
−1 = c~α.~p cos θ + βm0c

2 cos θ − c~α.~pβ~α~p|~p| sin θ − βm0c
2 β~α.~p
|~p| sin θ

= cos θ c~α.~p+ cos θ βm0c
2 + β ~α.~p|~p| sin θ c~α.~p+ β ~α.~p|~p| sin θ βm0c

2

=
(

cos θ + β ~α.~p|~p| sin θ
)
c~α~p+

(
cos θ + β ~α.~p|~p| sin θ

)
βm0c

2

=
(

cos θ + β~α.~p
|~p| sin θ

)
(c~α~p+ βm0c

2)

et effectivement, on a

HDU
−1 = UHD =⇒ HF = UHDU

−1 = U2HD. (2.61)

L’étape suivante est d’expliciter la matrice U2 à l’aide de (2.58) :

U2 =
(

cos θ+β~α.~p
|~p| sin θ

)2

= cos2 θ + 2β~α.~p|~p| sin θ cos θ + β~α.~p
|~p|

β~α.~p
|~p| sin2 θ

= cos2 θ − sin2 θ + β~α.~p
|~p| 2 sin θ cos θ
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d’où

U2 = cos 2θ +
β~α.~p

|~p|
sin 2θ. (2.62)

Maintenant, il est de temps de passer au calcul de la matrice HF :

HF = UHDU
−1 = U2HD =

(
cos 2θ + β~α.~p

|~p| sin 2θ
)

(c~α.~p+ βm0c
2)

= cos 2θ c~α.~p+ β~α.~p
|~p| sin 2θ βm0c

2 + cos 2θ βm0c
2 + β~α.~p

|~p| sin 2θ c~α.~p

= c~α.~p cos 2θ − β2m0c
2 ~α.~p
|~p| sin 2θ + βm0c

2 cos 2θ − c ~α.~pβ
|~p| ~α.~p sin 2θ

= c~α.~p cos 2θ −m0c
2 ~α.~p
|~p| sin 2θ + βm0c

2 cos 2θ − c β2 ~α.~pβ
|~p| ~α.~p sin 2θ

= c~α.~p cos 2θ −m0c
2 ~α.~p
|~p| sin 2θ + βm0c

2 cos 2θ + c β |~p|
2

|~p| sin 2θ

(2.63)

et finalement, le résultat est

HF = c~α.~p

(
cos 2θ − m0c

|~p|
sin 2θ

)
+ βm0c

2

(
cos 2θ +

|~p|
m0c

sin 2θ

)
. (2.64)

Le premier terme de l’expression de la matrice HF n’est pas diagonal, contrairement
au deuxième. C’est pour cette raison qu’on va choisir une valeur de θ notée θ0 de sorte à
l’annuler ce qui va nous permettre d’obtenir une matrice diagonale. Donc θ0 doit découler
de la condition

cos 2θ0 −
m0c

|~p|
sin 2θ0 = 0 =⇒ tan 2θ0 =

|~p|
m0c

. (2.65)

Il est utile aussi d’exprimer sin 2θ0 et cos 2θ0 en fonction de |~p| comme suit :

sin 2θ0 =
tan 2θ0√

1 + tan2 2θ0

=
|~p|c√

|~p|2c2 +m2
0c

4
(2.66)

cos 2θ0 =
1√

1 + tan2 2θ0

=
m0c

2√
|~p|2c2 +m2

0c
4
. (2.67)

Remplaçons dans l’expression (2.64) pour obtenir HF en fonction de |~p| :

HF = β

(
m2

0c
4√

|~p|2c2 +m2
0c

4
+

|~p|2c2√
|~p|2c2 +m2

0c
4

)
d’où la forme réduite

HF = β
√
|~p|2c2 +m2

0c
4. (2.68)

Explicitement, la matrice HF s’écrit comme étant

HF =


√
|~p|2c2 +m2

0c
4 0 0 0

0
√
|~p|2c2 +m2

0c
4 0 0

0 0 −
√
|~p|2c2 +m2

0c
4 0

0 0 0 −
√
|~p|2c2 +m2

0c
4

 .

(2.69)
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Quand on remplace θ par la valeur θ0 dans l’expression (2.56) de U , la matrice résultante
sera

U0 = cos θ0 +
β~α.~p

|~p|
sin θ0. (2.70)

Mais

cos θ0 =

√
1

2
(1 + cos 2θ0) =

√√
|~p|2c2 +m2

0c
4 +m2

0c
4

2
√
|~p|2c2 +m2

0c
4

d’où

cos θ0 =

√
|~p|2c2 +m2

0c
4 +m2

0c
4

(2
√
|~p|2c2 +m2

0c
4 (
√
|~p|2c2 +m2

0c
4 +m2

0c
4))

1
2

, (2.71)

et

sin θ0 =

√
1

2
(1− cos 2θ) =

√√
|~p|2c2 +m2

0c
4 −m0c2

2
√
|~p|2c2 +m2

0c
4

d’où

sin θ0 =
|~p|c

(2
√
|~p|2c2 +m2

0c
4 (
√
|~p|2c2 +m2

0c
4 +m2

0c
4))

1
2

, (2.72)

donc

U0 =

√
|~p|2c2 +m2

0c
4 +m2

0c
4 + c β~α.~p

(2
√
|~p|2c2 +m2

0c
4 (
√
|~p|2c2 +m2

0c
4 +m2

0c
4))

1
2

. (2.73)

Après ce long calcul, il est temps de songer à interpréter nos résultats du point de vue
physique. On a commencé par rechercher une onde plane solution de l’équation de Dirac
libre dont la forme est exprimée par l’équation (2.44). On a abouti au problème aux valeurs
propres (2.47), ensuite on a fait appel à la transformation de Foldy-Wouthuysen afin de
le résoudre. Regardons maintenant l’expression (2.69) de la matrice HF qui montre qu’elle
est bien diagonale, cela implique que ses valeurs propres sont E = ±

√
|~p|2c2 +m2

0c
4 qui

sont aussi les valeurs propres de la matrice HD du problème aux valeur propres (2.47).
Cette forme de l’énergie nous rappelle la relation de dispersion énergie-impulsion E =√
|~p|2c2 +m2

0c
4 d’une particule relativiste, donc on peut interpréter les choses comme suit :

la fonction d’onde (2.44) peut décrire une particule libre d’impulsion ~p, d’énergie E1 =√
|~p|2c2 +m2

0c
4 et de spin 1/2, ou bien, son antiparticule ayant le même spin et l’énergie

E2 = −
√
|~p|2c2 +m2

0c
4.

2.2 L’équation de Dirac déformée dans l’espace des

impulsions

Après avoir rappelé quelque propriétés de l’équation de Dirac ordinaire valable dans le
cadre de la relativité restreinte, il est naturel de chercher une équation de Dirac déformée
qui va jouer un rôle similaire en relativité spéciale déformée. Plusieurs articles de la physique
théorique traitant ce sujet sont publiés, dont on peut citer les travaux d’Alain Bérard, Hervé
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Mohrbach et Subir Ghosh avec leurs collaborateurs [32], ainsi que les travaux d’autres
physiciens [39, 49, 56, 66, 70, 74, 75, 78].

2.2.1 L’équation de Dirac déformée dans l’espace des impulsions

Soit une κ-particule libre de masse au repos mo ayant l’énergie E = c p0 et l’impulsion
~p = (p1, p2, p3). Pour écrire l’équation de Dirac déformée qui va la décrire dans le cadre de
la relativité spéciale déformée, on va utiliser les variables canoniques (Xµ, P µ) définies au
chapitre précédent par les relations (1.174) et (1.175). C’est-à-dire, les relations

P µ =
p µ

1− λcp 0

Xµ = xµ (1− λcp0)

où λ = 1
Ep

= 1
c κ

, et Ep est l’énergie de Planck. En variables canoniques, l’équation de Dirac

déformée relative à une κ-particule libre, doit prendre la même forme que l’équation (2.46)
qui décrit une particule relativiste libre dans l’espace des impulsions (moments conjugués).
Autrement dit, notre équation sera

(γµPµ −moc)u(P ) = 0 (2.74)

où les γµ sont les matrices de Dirac et u(P ) est un spineur à quatre composantes. Revenons
maintenant aux coordonnées (xµ, pµ) afin d’avoir la forme(

γµ
pµ

1− λcp 0

−moc

)
u(p) = 0. (2.75)

Cette équation est l’équation de Dirac déformée décrivant une κ-particule libre dans l’es-
pace des impulsions, écrite pour la première fois par A. Bérard et ses collaborateurs [32].
On remarque que quand λ est très petit (ce qui veut dire que Ep −→ ∞), cette équation
tend vers l’équation de Dirac (2.46) de la relativité restreinte. Il est aussi utile de voir que
cette équation peut se mettre sous la forme

(γµp µ −moc (1− λcp 0)) u(p) = 0. (2.76)

En multipliant à gauche par γ0, et en utilisant le fait que γ0 = β et γ0γi = αi, on
aboutit à l’expression (

E − c~α.~p− βmoc
2

(
1− E

Ep

))
u(p) = 0 (2.77)

d’où la relation

(c ~α.~p+ βmoc
2) u(p) =

(
1 +

βmoc
2

Ep

)
Eu(p). (2.78)

Dans le but d’écrire cette équation de la forme HD(~p )u(p) = E u(p) où HD(~p ) sera la
matrice hamiltonienne de Dirac déformée, multipliant l’équation précédente à gauche par
la matrice (1 + βmoc2

Ep
)−1 = (1 + λmoc

2β)−1. D’abord, un petit calcul montre que

(1 + λmoc
2β)−1 =

1− λβmoc
2

1− λ2m2
oc

4
. (2.79)
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L’équation (2.78) devient alors

1− βλmoc
2

1− λ2m2
oc

4
(c ~α.~p+ βmoc

2) u(p) = E u(p) (2.80)

puis après développement,(
−λm2

oc
4

1− λ2m2
oc

4
+

mo

1− λ2m2
oc

4
c2β +

1− λmoc
2β

1− λ2m2
oc

4
c~α.~p

)
u(p) = E u(p). (2.81)

Posons A = −λm2
oc

4

1−λ2m2
oc

4 , B = mo
1−λ2m2

oc
4 et C = 1−λmoc2β

1−λ2m2
oc

4
( 2). L’équation précédente va se

simplifier sous la forme

(A+B c2β + C c~α.~p ) u(p) = E u(p) (2.82)

et on en déduit que la matrice hamiltonienne de Dirac déformée est

HD = A+B c2β + C c~α.~p. (2.83)

Quand Ep tend vers l’infini (donc λ tend vers zéro), cette matrice tend vers la matrice
hamiltonienne de Dirac ordinaire (2.47). En plus, il faut mentionner que la matrice HD

n’est pas hermitienne. En effet,

H†D = A† +B c2β† + ~α†.C† c~p = A+B c2β + ~α.C c~p

= A+B c2β + ~α.1−λmoc
2β

1−λ2m2
oc

4 c~pA+B c2β + 1+λmoc2β
1−λ2m2

oc
4 c~α.~p 6= HD.

Avant de chercher une transformation de Foldy-Wouthuysen similaire à celle de la partie
précédente pour le hamiltonien HD, nous allons lui faire subir une première transformation
de sorte à obtenir un nouveau hamiltonien hermitien HB qui va résoudre le problème de
son non hermicité.

2.2.2 La première transformation du HD

Dans ce paragraphe, nous allons essayer de détailler la première transformation ap-
pliquée à la matrice HD parue pour la première fois dans l’article [32]. Premièrement,
remarquons que d’après la relation (2.79), on peut tirer le résultat suivant :

C −1 =

(
1− λmoc

2β

1− λ2m2
oc

4

)−1

= 1 + λmoc
2β. (2.84)

Cherchons maintenant une matrice D telle que D 2 = C−1. Puisque C−1 = 1 + λmoc
2β,

cherchons D de la forme D = a+ bβ. En effet,

D 2 = a2 + b2 + 2abβ = 1 + λmoc
2β

2. : A et B sont des nombres réels alors que C est une matrice carrée diagonale 4× 4.
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puis par identification, on aura

{
a2 + b2 = 1
2ab = λmoc

2 =⇒


a =

√
1
2
(1 +

√
1− λ2m2

oc
4)

b =

√
1
2

λ2m2
oc

4

(1+
√

1−λ2m2
oc

4)
.

(2.85)

Après avoir trouver l’expression de la matrice D, passons à la recherche de la matrice
D−1. Pour cela, remarquons que

DC = D (D−1D−1) = D−1 (2.86)

d’où

D−1 = DC = (a+ bβ)

(
1

1− λ2m2
oc

4
− λmoc

2

1− λ2m2
oc

4
β

)
D−1 =

a− bλmoc
2

1− λ2m2
oc

4
+
b− aλmoc

2

1− λ2m2
oc

4
β = r + sβ (2.87)

où r = a−bλmoc2
1−λ2m2

oc
4 et s = b−aλmoc2

1−λ2m2
oc

4 , tandis que a et b sont donnés par (2.85).
A ce stade, on peut construire la matrice HB transformée de la matrice HD à l’aide de

la matrice D et son inverse. Autrement dit,

HB = DHDD
−1 = D(A+B c2β + C c~α.~p)D−1 = A+Bc2β + cDCαipiD−1. (2.88)

Le résultat précédent est dû au fait que les matrices D, D−1 et β sont diagonales, donc elles
commutent entre elles. En plus, A et B sont des réels multipliés par la matrice identité I4×4

qui commute avec toutes les matrices 4 × 4. Pour continuer, utilisons les relations (2.86)
et (2.87), d’où il en résulte que

HB = A+Bβ + (r + sβ)αipi(r + sβ)

= A+B c2β + c (r + sβ)(r − sβ)~α~p

HB = A+B c2β + c (r2 − s2)~α~p. (2.89)

Calculons maintenant (r2 − s2) séparément à partir de la relation (2.87) :

r2 − s2 =
a2 − b2

1− λ2m2
oc

4
. (2.90)

D’un autre coté, les relations (2.85) nous permettent de voir que

a2−b2=
(1− λ2m2

oc
4) +

√
1− λ2m2

oc
4

(1 +
√

1− λ2m2
oc

4)

a2 − b2 =
√

1− λ2m2
oc

4. (2.91)
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Remplaçons ce résultat dans l’équation (2.90) pour aboutir à la relation

r2 − s2 = (1− λ2m2
oc

4)−
1
2 . (2.92)

Enfin, l’expression finale de HB s’obtient en injectant ce résultat dans l’expression (2.89) :

HB = A+B c2β − (1− λ2m2
oc

4)−
1
2 c~α.~p. (2.93)

A première vue, l’expression de ce hamiltonien HB apparâıt plus simple et plus élégante
que celle de HD de l’équation (2.81). En plus, ce hamiltonien HB tend aussi vers l’hamil-
tonien de Dirac (2.47) de la relativité restreinte quand λ tend vers zéro (Ep −→ ∞).
Contrairement au hamiltonien HD, ce nouveau hamiltonien HB est hermitien. Donc, on
peut être sûr que ses valeurs propres sont réelles et peuvent être observées dans des expe-
riences. Il est de même pour HD, car ces deux hamiltoniens possèdent les mêmes valeurs
propres (voir le paragraphe 2.1.4).

2.2.3 La transformation de Foldy-Wouthuysen déformée

Le but de ce paragraphe est d’appliquer au hamiltonien HB (matrice hamiltonienne)
une transformation analogue à la transformation de Foldy-Wouthuysen étudiée dans la
première partie de ce chapitre. D’après la relation (2.93), le hamiltonien HB peut se mettre
sous la forme

HB = A+
1√

1− λ2m2
oc

4

(√
1− λ2m2

oc
4B c2β − c ~α.~p

)
. (2.94)

Posons alors
M =

√
1− λ2m2

oc
4B =⇒ M =

mo√
1− λ2m2

oc
4

(2.95)

et cherchons une matrice U , ayant la même forme que celle utilisée auparavant, qui va nous
permettre de diagonaliser le hamiltonien HB. C’est-à-dire, une transformation de la forme

U = cos θ +
β~α.~p

|~p|
sin θ. (2.96)

Le nouveau hamiltonien HF sera défini par la relation

HF = UHBU
−1 = A+

1√
1− λ2m2

oc
4
U(Mc2β − c~α.~p)U−1. (2.97)

Calculons d’abord U(Mc2β − c~α.~p)U−1 séparément. Afin d’éviter de refaire les mêmes
calculs déjà faits, remarquons que Mc2β−c~α.~p a la même forme que le hamiltonien du Dirac
de la relativité restreinte moc

2β − c~α.~p auquel on a appliqué une transformation de FW
dans la première partie de ce chapitre. La seule différence est que dans ce cas on a M à la
place de mo mais les deux étant des réels, ce qui leur donne la même nature mathématique.
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On conclut qu’il suffit de remplacer mo par M dans les résultats du paragraphe (2.1.4-b)
sans refaire tous les calculs. Autrement dit, à partir de la relation (2.61) et du calcul qui
la précède, on aura directement

U(Mc2β − c~α.~p)U−1 = U2(Mc2β − c~α.~p). (2.98)

En utilisant la relation (2.64) et le calcul qui la précède aussi, on aboutit au résultat

U−1(Mc2β − c~α.~p)U = c~α.~p

(
cos 2θ−Mc

|~p|
sin 2θ

)
+βMc2

(
cos 2θ+

|~p|
Mc

sin 2θ

)
. (2.99)

Remplaçons dans l’équation (2.97) pour avoir enfin l’expression du HF sous la forme

HF= A+
1√

1− λ2m2
oc

4

(
c~α.~p

(
cos 2θ − Mc

|~p|
sin 2θ

)
+ βMc2

(
cos 2θ +

|~p|
Mc

sin 2θ

))
.

(2.100)
Pour que le hamiltonien HF soit diagonal, il faut éliminer le terme où figure le produit

~α.~p, et pour ce faire, il suffit de choisir une valeur θ = θ̃ vérifiant la condition

cos 2θ̃ − Mc

|~p|
sin 2θ̃ = 0 =⇒ tan 2θ̃ =

|~p|
Mc

=⇒ tan 2θ̃ =
|~p|
√

1− λ2m2
oc

4

moc
. (2.101)

On en déduit facilement que

cos 2θ̃ =
1√

tan2 2θ̃ + 1
=

moc√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2

(2.102)

et que

sin 2θ̃ =

√
1− cos2 2θ̃ =

|~p|
√

1− λ2m2
oc

4√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2
. (2.103)

Avec cette valeur θ̃, le hamiltonien HF se réduit à la forme diagonale

HF = A+
1√

1− λ2m2
oc

4

(
βMc2

(
cos 2θ̃ +

|~p|
Mc

sin 2θ̃

))
.

Explicitement,

HF =
−λm2

oc
4

1− λ2m2
oc

4
+

βmoc
2

1− λ2m2
oc

4

(
cos 2θ̃ +

|~p|
√

1− λ2m2
oc

4

moc
sin 2θ̃

)
.

Compte tenu des relation (2.102) et (2.103), l’expression finale de HF est

HF =
−λm2

oc
4

1− λ2m2
oc

4
+

βc

1− λ2m2
oc

4

√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2. (2.104)
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Chapitre 2 : L’équation de Dirac Déformée

Ce hamiltonien est diagonal et hermitien, en plus, il tend vers le hamiltonien de l’équation
(2.68) quand λ −→ 0.

Avant de terminer avec la transformation FW, exprimons la matrice de transformation
Ũ en fonction de l’impulsion ~p. En utilisant la relation (2.102), on aura

cos θ̃ =

√
1

2
(1 + cos2θ̃)=

√
1

2

√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2 +moc√

|~p|2(1− λ2m2
oc

4) +m2
oc

2

d’où

cos θ̃ =

√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2 +moc

(2
√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2(
√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2 +moc))

1
2

(2.105)

et

sin θ̃ =

√
1

2
(1− cos2θ̃)=

√
1

2

√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2 −moc√

|~p|2(1− λ2m2
oc

4) +m2
oc

2

d’où

sin θ̃ =
|~p|
√

(1− λ2m2
oc

4)

(2
√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2(
√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2 +moc))

1
2

(2.106)

Finalement, en remplaçant dans (2.96), on aboutit à cette expression de Ũ

Ũ =

√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2 +moc+

√
(1− λ2m2

oc
4)β~α.~p

(2
√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2(
√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2 +moc))

1
2

. (2.107)

Il faut remarquer que Ũ tend vers U0 donnée par l’expression (2.73) quand λ −→ 0.

2.2.4 Interprétation des résultats

Le hamiltonien de Dirac déformé HD dont l’expression est donnée par (2.83) a les
mêmes valeurs propres que les hamiltoniens HB et HF dont les expressions sont données
respectivement par les équations (2.93) et (2.104), parce que ces deux derniers sont obtenus
par les transformations suivantes : HB = DHDD

−1 et HF = UHBU
−1 (voir le paragraphe

2.1.4-a de ce chapitre). Si on regarde bien le hamiltonien HF , on vera qu’il est diagonal,
car la matrice β est diagonale. En effet,

HF =

 −λm2
oc

4+c
√
|~p|2(1−λ2m2

oc
4)+m2

oc
2

1−λ2m2
oc

4 I2×2 0

0
−λm2

oc
4−c
√
|~p|2(1−λ2m2

oc
4)+m2

oc
2

1−λ2m2
oc

4 I2×2

 (2.108)

où I2×2 est la matrice identité 2 × 2 et λ = 1/Ep. On en déduit directement que les deux
valeurs propres de HF sont :

E1 =
−λm2

oc
4 + c

√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2

1− λ2m2
oc

4
(2.109)
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E2 =
−λm2

oc
4 − c

√
|~p|2(1− λ2m2

oc
4) +m2

oc
2

1− λ2m2
oc

4
(2.110)

sachant que chacune d’entre elles est dégénérée deux fois. Elles sont aussi les valeurs propres
du hamiltonien de Dirac déformé HD. Ce résultat a été obtenu par A. Bérard et ses col-
laborateurs [32]. Donc, dans le cadre la relativité spéciale déformée, l’équation de Dirac
déformée libre nous montre que l’impulsion ~p d’une κ-particule libre et son énergie E sont
reliées par l’une des deux relations ci-dessous.

E =
−m2

oc
4

Ep
± c

√
|~p|2(1− m2

oc
4

E2
p

) +m2
oc

2

1− m2
oc

4

E2
p

. (2.111)

A première vue, on remarque que E −→ ±c
√
|~p|2 +m2

oc
2 quand Ep −→ ∞. Donc,

pour des énergies petites devant l’énergie de Planck Ep, les résultats de l’équation de Dirac
déformée tendent vers ceux de l’équation ordinaire. La deuxième remarque importante
qu’on peut ajouter est le fait que cette relation énergie-impulsion n’est rien d’autre que la
relation obtenue au chapitre précédent exprimée par la relation (1.140). Cela veut dire que
l’expression (2.111) de l’énergie satisfait la relation de dispersion de Magueijo-Smolin E2−
|~p|2c2 = m2

oc
4 (1− E

Ep
)2. Pour conclure, on peut dire que l’équation de Dirac déformée décrit

à la fois une particule libre du spin 1/2 avec une énergie E1=
−m

2
oc

4

Ep
+ c

√
|~p|2(1−m

2
oc

4

E2
p

)+m2
oc

2

1−m
2
oc

4

E2
p

et

son antiparticule ayant aussi un spin 1/2 et une énergie E2=
−m

2
oc

4

Ep
− c

√
|~p|2(1−m

2
oc

4

E2
p

)+m2
oc

2

1−m
2
oc

4

E2
p

,

car cette équation a deux valeurs propres dont chacune est dégénérée deux fois, donc elle
possède quatre vecteurs propres correspondant aux quatre projections possibles du spin :
1
2
, −1

2
pour la particule, et 1

2
, −1

2
pour l’antiparticule.

2.3 L’équation de Dirac déformée dans l’espace des

positions

2.3.1 Principe de correspondance dans le κ-espace de Minkowski

Afin d’écrire une équation de Dirac déformée dans l’espace des positions, il faut déterminer
un principe de correspondance à partir du κ-espace des phases de Minkowski [46, 47]. Clas-
siquement, nous avons les crochets déformés suivants :

{xµ, xν} = λ (xµδν0 − xνδ
µ
0 )

{xµ, pν} = −ηµν + λpνδµ0

{pµ, pν} = 0

(2.112)
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où λ = 1
κ

= c
Ep

. Notre objectif est de trouver des opérateurs différentiels hermitiques X̂µ

et P̂ µ vérifiant les relations de commutation

[
X̂µ, X̂ν

]
= i~λ

(
X̂µδν0 − X̂νδµ0

)
[
X̂µ, P̂ ν

]
= i~

(
−ηµν + λP̂ νδµ0

)
[
P̂ µ, P̂ ν

]
= 0

(2.113)

où ~ est la constante de Planck réduite (~ = h/ (2π)) et le commutateur [A,B] = AB−BA.
En s’inspirant du principe de correspondance ordinaire (non déformé), nous avons pu

déterminer par la méthode essai et erreur, les opérateurs suivants :{
X̂µ = xµ − i~λδµ0xν ∂

∂xν

P̂ µ = i~ ∂
∂xµ

⇔

{
X̂µ = xµ − i~λδµ0xν∂ν
P̂ µ = i~∂µ.

(2.114)

qui s’écrivent explicitement,

X̂1= x1= x X̂2= x2= y X̂3= x3= z X̂0= ct− i~λxν∂ν
P̂ 1= i~ ∂

∂x1
= −i~ ∂

∂x
P̂ 2= i~ ∂

∂x2
= −i~ ∂

∂y
P̂ 3= i~ ∂

∂x3
= −i~ ∂

∂z
P̂ 0= i~ ∂

∂x0
= i~ ∂

c∂t
.

(2.115)
Seul l’opérateur X̂0 associé au temps x0 = ct a subi une déformation, mais on retrouve
l’expression habituelle quand λ→ 0 (Ep → +∞). Essayons de montrer que les opérateurs
(2.114) vérifient bien les commutateurs (2.113). En effet,

1.
[
P̂ µ, P̂ ν

]
= [i~∂µ, i~∂ν ] = 0

2.
[
X̂µ, P̂ ν

]
= [xµ − i~λδµ0xρ∂ρ, i~∂ν ] = i~ [xµ, ∂ν ]− i~λδµ0 (i~) [xρ∂ρ, ∂

ν ]

= i~(−ηµν)− i~λδµ0 (i~) [xρ, ∂ν ] ∂ρ = −i~ηµν − i~λδµ0 (i~) (−ηρν)∂ρ

= −i~ηµν + i~λδµ0 (i~∂ν) = i~
(
−ηµν + λδµ0 P̂

ν
)

3.
[
X̂µ, X̂ν

]
= [xµ − i~λδµ0xρ∂ρ , xν − i~λδν0xσ∂σ]

= [xµ, xν ] + [xµ,−i~λδν0xσ∂σ]− [i~λδµ0xρ∂ρ,xν ] + [i~λδµ0xρ∂ρ,i~λδν0xσ∂σ]

= 0− i~λδν0xσ [xµ, ∂σ]− i~λδµ0xρ [∂ρ,x
ν ] + i~λδµ0 i~λδν0 [xρ∂ρ,x

σ∂σ]

= −i~λδν0xσ(−δµσ)− i~λδµ0xρ
(
δνρ
)

+ 0 = i~λ (δν0x
µ − i~δµ0xν)

= i~λ (δν0x
µ − δµ0xν − i~δν0δ

µ
0 (xρ∂ρ − xσ∂σ))

= i~λ (δν0 (xµ − i~δµ0xρ∂ρ)− δ
µ
0 (xν − i~δν0xσ∂σ))

= i~λ
(
δν0X̂

µ − δµ0 X̂ν
)
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On conclut qu’il est possible de construire un principe de correspondance pour le
κ−espace de Minkowski en déformant uniquement l’opérateur associé au temps, alors que
les autres opérateurs restent identiques aux opérateurs du principe de correspondance non
déformé.

2.3.2 L’équation de Klein-Gordon déformée dans l’espace des po-
sitions

Maintenant, nous allons utiliser le principe de correspondance discuté ci-dessus afin
d’écrire une équation de Klein-Gordon déformée [46, 47]. Autrement dit, commençant par
la relation de dispersion énergie-impulsion de Magueijo-Smolin sous la forme

E2 − ~p2c2 −m2c4

(
1− 2

E

Ep
+
E2

E2
p

)
= 0 (2.116)

il suffit de faire la substitution

E → i~∂t px → −i~∂x py → −i~∂y pz → −i~∂z (2.117)

pour déduire que la fonction d’onde de Klein-Gordon déformée φ(−→r , t) va obéir à l’équation
linéaire aux dérivées partielles

∆φ− 1

c2

∂2φ

∂t2
− m2c2

~2
φ+

m2c2

~2

(
2i

~
Ep

∂φ

∂t
+

~2

E2
p

∂2φ

∂t2

)
= 0 (2.118)

où ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 est l’opérateur de Laplace. C’est une équation de deuxième degré
qui tend vers l’équation de Klein-Gordon ordinaire quand Ep → +∞. Il est utile de la
réécrire sous l’expression(

1− m2c4

E2
p

)
∂2φ

∂t2
− 2

i

~
m2c4

Ep

∂φ

∂t
− c2∆φ+ +

m2c4

~2
φ = 0 (2.119)

d’où son complexe conjugué qui aura la forme(
1− m2c4

E2
p

)
∂2φ∗

∂t2
+ 2

i

~
m2c4

Ep

∂φ∗

∂t
− c2∆φ∗ + +

m2c4

~2
φ∗ = 0. (2.120)

Multiplions la première équation par φ∗ et le deuxième par φ, ensuite calculons leur
différence afin d’avoir l’équation(

1− m2c4

E2
p

)(
φ∗
∂2φ

∂t2
− φ∂

2φ∗

∂t2

)
−2

i

~
m2c4

Ep

(
φ∗
∂φ

∂t
+ φ

∂φ∗

∂t

)
−c2 (φ∗∆φ− φ∆φ∗) = 0

(2.121)
qui devient après transformation,

∂

∂t

((
1− m2c4

E2
p

)(
φ∗
∂φ

∂t
− φ∂φ

∗

∂t

)
−2i

~
m2c4

Ep
φ∗φ

)
+~∇.

(
−c2φ∗~∇φ+ c2φ~∇φ∗

)
= 0.

(2.122)
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Cette équation est une équation de conservation du type ∂ρ
∂t

+ ~∇. ~J = 0 si on pose
ρ = i

(
1− m2c4

E2
p

) (
φ∗ ∂φ

∂t
− φ∂φ∗

∂t

)
+2

~
m2c4

Ep
|φ|2

~J = −ic
2
(
φ∗~∇φ− φ~∇φ∗

)
.

(2.123)

Comme la fonction ρ est réelle (ρ = ρ∗) , elle peut être interprétée comme une densité de
charge à un facteur près contenant la charge.

Maintenant, cherchons une solution de cette équation sous forme d’une onde plane de
la forme

φ(−→r , t) = u e−
i
~pµx

µ

= u e−
i
~(Et−~p.−→r ) (2.124)

où u est une constante. Après injection, on aura(
−~p

2

~2
+

E2

~2c2
+
m2c2

~2

(
−1 + 2i

~
Ep

(
−iE

~

)
+

~2

E2
p

(
−E

2

~2

)))
u e−

i
~(Et−~p.−→r ) = 0 (2.125)

d’où la relation de dispersion de Magueijo-Smolin

E2 − ~p2c2 = m2c4

(
1− E

Ep

)2

(2.126)

ce qui est tout à fait naturel car elle est à la base de l’équation de Klein-Gordon déformée
ci-dessus.

Il faut savoir aussi qu’il est possible de transformer notre équation en équation du
premier ordre par rapport au temps t, ayant deux composantes, ce qui va nous permettre
d’en déduire son hamiltonien. En effet, si on pose A = m2c4

Ep
et B = 1− m2c4

E2
p

= 1− A
Ep
, un

calcul trivial montre que la relation de Magueijo-Smolin peut prendre la forme(
E − A

B

)2

=
~p2c2 +m2c4

B
+
A2

B2
. (2.127)

Cela va nous permettre d’écrire l’équation de Klein-Gordon déformée sous la forme(
i~
∂

∂t
− A

B

)2

φ(−→r , t) =

(
−~2c2

B
∆ +

m2c4

B
+
A2

B2

)
φ(−→r , t). (2.128)

Maintenant, introduisons de nouvelles fonctions ϕ(−→r , t) et χ(−→r , t) telles que{
ϕ(−→r , t) + χ(−→r , t) = φ(−→r , t)
mc2

B
(ϕ(−→r , t)− χ(−→r , t)) =

(
i~ ∂

∂t
− A

B

)
φ(−→r , t).

(2.129)

et remplaçons dans (2.128)

mc2

B

(
i~
∂

∂t
− A

B

)
(ϕ− χ) =

(
−~2c2

B
∆ +

m2c4

B
+
A2

B2

)
(ϕ+ χ) . (2.130)
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Sachant que la deuxième équation de (2.129) est équivalente à(
i~
∂

∂t
− A

B

)
(ϕ+ χ) =

mc2

B
(ϕ− χ) , (2.131)

il est possible d’en déduire le système suivant :{
i~∂ϕ

∂t
= −~2

2m
∆(ϕ+ χ) + mc2−A

B
ϕ

i~∂χ
∂t

= ~2

2m
∆(ϕ+ χ)− mc2+A

B
χ

(2.132)

qui s’écrit sous forme matricielle

i~
∂

∂t

[
ϕ
χ

]
= − ~2

2m
∆

[
1 1

−1 −1

][
ϕ
χ

]
+mc2

 1

1+mc2

Ep

0

0 − 1

1−mc2
Ep

[ ϕ
χ

]
. (2.133)

Posons Φ = [ϕ χ]t afin de réécrire cette équation sous la forme réduite (qui est aussi la
forme de Schrödinger)

i~
∂Φ

∂t
=

(
− ~2

2m
∆
(
σ3 + iσ2

)
+mc2

(
1

1 + mc2

Ep

σ3 + σ0

2
+

1

1− mc2

Ep

σ3 − σ0

2

))
Φ. (2.134)

On voit ici apparâıtre les matrices de Pauli {σ0, σ1, σ2, σ3}. L’expression de l’opérateur
hamiltonien associé à l’équation de Klein-Gordon déformée est

Ĥ = − ~2

2m
∆
(
σ3 + iσ2

)
+

mc2

1 + mc2

Ep

σ3 + σ0

2
+

mc2

1− mc2

Ep

σ3 − σ0

2
. (2.135)

Dans la limite Ep → +∞, ce hamiltonien se simplifie sous la forme (2.14).

2.3.3 L’équation de Dirac déformée dans l’espace des positions

Dans le but de généraliser la démarche de Dirac au cas de la relativité spéciale déformée
[46, 47], nous allons chercher des matrices αi, i = 1..3 et β de telle sorte que la relation de
dispersion de Magueijo-Smolin

E2 = ~p2c2 +m2c4

(
1− E

Ep

)2

(2.136)

s’écrive sous la forme

E2 =

(
c ~α.~p+ βmoc

2

(
1− E

Ep

))2

(2.137)

d’où

E2= c2 ~α.~p ~α.~p+moc
3

(
1− E

Ep

)
(~α.~p β + β ~α.~p) +β2m2

oc
4

(
1− E

Ep

)2

. (2.138)
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Par identification avec l’équation du départ, on aura les relations
~α.~p ~α.~p =~p2

~α.~p β + β~α.~p = 0
β2 = 1.

(2.139)

C’est exactement les propriétés (2.18) des matrices de Dirac bien connues en mécanique
quantique relativiste. Maintenant, on déduit de (2.137) que

E = c ~α.~p+ βmoc
2

(
1− E

Ep

)
. (2.140)

A l’aide de la correspondance

E → i~∂t px → −i~∂x py → −i~∂y pz → −i~∂z (2.141)

l’équation de Dirac déformée aura la forme [46]

i~∂tΨ = −i~c ~α.~∇Ψ + βmoc
2

(
Ψ− i~

Ep
∂tΨ

)
(2.142)

où Ψ(~r, t) est un spineur de Dirac ayant quatre composantes (Ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4)t). Il est
évident que quand Ep → +∞, on retrouve l’équation non déformée. Afin de déterminer le

hamiltonien Ĥ de notre équation, on va d’abord l’écrire sous la forme

i~
(

1 +
moc

2

Ep
β

)
∂tΨ = −i~c ~α.~∇Ψ + βmoc

2Ψ (2.143)

et comme
(

1 + moc2

Ep
β
)−1

=
E2
p

E2
p−m2

oc
4

(
1− moc2

Ep
β
)
, elle deviendra

i~∂tΨ =
E2
p

E2
p −m2

oc
4

(
1− moc

2

Ep
β

)(
−i~c ~α.~∇+ βmoc

2
)

Ψ (2.144)

d’où le hamiltonien du premier degré

Ĥ =
E2
p

E2
p −m2

oc
4

(
1− moc

2

Ep
β

)(
−i~c ~α.~∇+ βmoc

2
)
. (2.145)

Rappelons-nous que le hamiltonien de Dirac non déformé est ĤD = −i~c ~α.~∇ + βmoc
2,

donc

Ĥ =
E2
p

E2
p −m2

oc
4

(
1− moc

2

Ep
β

)
ĤD (2.146)

Vérifions à présent que notre équation décrit bien une particule de spin 1
2

en calculant

le commutateur
[
Ĥ, L̂j + ~

2
Σj
]

où les L̂j sont les composantes du moment cinétique orbital
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et les ~
2
Σj celles du spin. En effet, l’utilisation des résultats (2.33), (2.36), et (2.39) nous

permet d’avoir [
Ĥ, L̂j

]
=

E2
p

E2
p−m2

oc
4

(
1− moc2

Ep
β
) [
ĤD, L̂

j
]

= − E2
p

E2
p−m2

oc
4

(
1− moc2

Ep
β
)
~2c εjkiαk∂i.

Ce résultat montre que le moment cinétique orbital n’est pas conservé, donc le moment
cinétique du spin doit être non nul. En effet, on a aussi[

Ĥ, ~
2
Σj
]

=
[

E2
p

E2
p−m2

oc
4

(
1− moc2

Ep
β
)
ĤD , ~

2
Σj
]

=
E2
p

E2
p−m2

oc
4

((
1− moc2

Ep
β
) [
ĤD,

~
2
Σj
]

+
[
1− moc2

Ep
β, ~

2
Σj
]
ĤD

)
=

E2
p

E2
p−m2

oc
4

(
1− moc2

Ep
β
) [
ĤD,

~
2
Σj
]

=
E2
p

E2
p−m2

oc
4

(
1− moc2

Ep
β
)
~2c εjkiαk∂i.

Alors, le moments cinétique total Ĵ j = L̂j + ~
2
Σj est conservé car[

Ĥ, L̂j +
~
2

Σj

]
= 0. (2.147)

A ce stade, introduisons les matrices γµ de Dirac définies par les relations γ0 = β et
~γ = β~α. La multiplication à gauche de (2.142) par la matrice β nous permet d’en déduire
la forme

i~γ0∂tΨ + i~c−→γ .~∇Ψ−moc
2

(
Ψ− i~

Ep
∂tΨ

)
= 0. (2.148)

Sachant que ∂0 = c−1∂t et que (∂1, ∂2, ∂3) = ~∇, notre équation devient(
i

(
γµ +

moc
2

Ep
δµ0

)
∂µ −

moc

~

)
Ψ = 0. (2.149)

Cette forme est très proche de la forme covariante de l’équation de Dirac ordinaire (avant
la déformation). D’ailleurs, quand Ep → +∞, on la retrouve bien.

Avant de passer à la sous-section suivante, il est intéressant de souligner que si on pose
λ = 1

Ep
, le hamiltonien déformé va prendre la forme

Ĥ =
(

1−λmoc2β
1−λ2m2

oc
4

)(
−i~c ~α.~∇+ βmoc

2
)

Ĥ = 1−λmoc2β
1−λ2m2

oc
4 c ~α.

(
−i~~∇

)
+ moc2

1−λ2m2
oc

4β − λm2
oc

4

1−λ2m2
oc

4 .
(2.150)

Nous avons là exactement une expression identique à l’expression (2.83) écrite dans l’espace
des impulsions. Cela veut dire que si on se propose de trouver une solution sous forme d’une
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onde plane d’expression ψ(~r, t) = u(p)e−
i
~(Et−~p.−→r ) de l’équation i~∂tψ = Ĥψ, on aboutira

à l’équation aux valeurs propres(
1− λmoc

2β

1− λ2m2
oc

4
c ~α.~p+

moc
2

1− λ2m2
oc

4
β − λm2

oc
4

1− λ2m2
oc

4

)
u(p) = Eu(p) (2.151)

qui est exactement identique à l’équation (2.82) qu’on a déjà résolue à l’aide de la trans-
formation de Foldy- Wouthuysen déformée (FWD). On peut donc conclure en affirmant
que les formulations dans l’espace des positions et dans l’espace des impulsions sont com-
patibles.

2.3.4 L’équation de continuité et la densité de courant

Dans ce qui suit, nous allons chercher la densité de probabilité de présence relative à
l’équation de Dirac déformée (2.142). Rappelons d’abord que la matrice A† adjointe de
la matrice A n’est rien d’autre que la transposée de la matrice conjuguée de A (A† =
(A∗)t = (At)

∗
) et que (AB)† = B†A†. Sachant que les matrices αi et β anticommutent et

que (αi)
†

= αi et β† = β, l’adjointe de l’équation

i~∂tΨ = −i~c αi∂iΨ +moc
2βΨ− i~moc

2

Ep
β ∂tΨ (2.152)

sera l’équation

−i~∂tΨ† = i~c ∂iΨ†αi +moc
2Ψ†β + i~

moc
2

Ep
∂tΨ

†β. (2.153)

Maintenant, si on multiplie la première équation par Ψ†

i~ à gauche et la deuxième par −Ψ
i~ à

droite et qu’on prend leur somme, on aura la relation

i~Ψ†∂tΨ + ∂tΨ
† Ψ= −

(
Ψ†αi∂iΨ− ∂iΨ†αiΨ

)
−moc

2

Ep

(
Ψ†β∂tΨ + ∂tΨ

† βΨ
)

(2.154)

d’où l’équation [46]

∂t

(
Ψ†Ψ +

moc
2

Ep
Ψ†βΨ

)
+ ∂i(Ψ

†cαiΨ) = 0. (2.155)

Cette dernière est une équation de continuité de la forme ∂ρ
∂t

+ ~∇. ~J = 0 si on pose ρ = Ψ†
(

1 + moc2

Ep
β
)

Ψ

~J = Ψ†c~αΨ.
(2.156)

Nous avons donc une densité de probabilité de présence ρ = Ψ†
(

1 + moc2

Ep
β
)

Ψ qui a subi

une déformation vu l’apparition du terme moc2

Ep
β, et une densité du courant de probabilité

~J = Ψ†c~αΨ sans modification par rapport au cas non déformé.
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Explicitement, la densité ρ a l’expression

ρ(−→r , t) =

(
1 +

moc
2

Ep

)(
|Ψ1|2 + |Ψ2|2

)
+

(
1− moc

2

Ep

)(
|Ψ3|2 + |Ψ4|2

)
.

Pour que ρ soit positive quelque soit ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4)t, il faut que mo � Ep
c2
. Autrement

dit, la masse au repos mo de notre particule doit être inférieure à la masse de Planck
mp = Ep

c2
' 2, 17651× 10−8 Kg. Cette condition est loin de poser des problèmes dans le cas

des particules élémentaires qu’on souhaite décrire, car la masse de la plus lourde d’entre
elles (le quark top) est approximativement égale à 3.09 × 10−25 Kg. Il reste quand même
que les deux premières composantes de ψ et les deux dernières n’apparaissent pas d’une
façon symétrique dans l’expression de la densité ρ, ce qui n’est pas le cas d’ordinaire où
ρ = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 + |Ψ3|2 + |Ψ4|2 .

À la fin du présent chapitre, nous pouvons dire que nous avons démontré la possibilité
d’écrire une équation de Dirac déformée dans l’espace des impulsions ainsi que dans l’espace
des positions, en accord avec les exigences de la relativité spéciale déformée.
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Chapitre 3

La mécanique analytique généralisée
aux systèmes avec contraintes

La mécanique analytique est une formulation mathématique très élégante, très ana-
lytique de la mécanique classique. En effet, à l’aide du principe de moindre action issu
du calcul variationnel, les équations du mouvement s’obtiennent à partir d’un lagrangien
scalaire contrairement à la mécanique vectorielle de Newton. Ensuite, en utilisant la trans-
formation de Legendre, il est possible de passer à la formulation hamiltonienne qui joue
un rôle capital dans la description quantique des systèmes classiques. Cependant, elle se
heurte à de grandes difficultés en présence de systèmes décrits par des lagrangiens singuliers
(appelés aussi systèmes hamiltoniens avec contraintes).

Ces systèmes sont souvent présents en physique théorique, comme c’est le cas en
électromagnétisme, en relativité, en physique des particules,. . . Toutes les théories de jauge
s’accompagnent de contraintes, d’où l’intérêt des physiciens comme Dirac [11], Bergmann
[86], Faddeev et Jackiw [87], Gitman [18], Hojman [94, 95], Müller-Kirsten [20], Henneaux
[19],... pour ces systèmes particuliers. En effet, c’est la quantification de ces derniers qui
pose problème, car les crochets de Poisson ne sont plus adaptés à ce genre de situations,
ce qui crée des anomalies quand on procède à une quantification canonique d’une façon
”näıve” en postulants les relations de commutation qui en découlent.

Dans ce chapitre, nous allons essayer d’exposer l’essentiel de deux approches différentes
d’aborder ce problème, à savoir d’une part le formalisme de Dirac et Bergmann, et d’autre
part la méthode de Faddeev et Jackiw. Dans ces deux cas, nous allons voir qu’à cause des
contraintes, la solution consiste à remplacer les crochets de Poisson par des crochets un
peu plus compliqués obtenus par des voies différentes, mais en gardant toujours le même
esprit de la mécanique analytique et de la quantification canonique.

3.1 Rappel de la mécanique analytique

En mécanique analytique, la description des systèmes se fait à l’aide de fonctions sca-
laires comme le lagrangien L, le hamiltonien H, l’action S, ... évitant ainsi le caractère
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vectoriel des variables dynamiques. La physique ne subit aucun changement par rapport
au formalisme newtonien (principe fondamental de la dynamique, théorème de l’énergie
cinétique, théorème du moment cinétique...), mais d’un point de vue mathématique, les
choses sont loin d’être les mêmes car la mécanique analytique donne naissance à des for-
malismes généraux, élégants et puissants où les symétries et les invariances deviennent
apparentes. Par exemple, la détermination directe des intégrales premières et la facilité du
traitement des contraintes holonomes en sont des avantages. Elle s’adapte naturellement
aux exigences de la physique moderne, que ce soit la physique statistique, la relativité, la
mécanique quantique, la théorie des champs,...

3.1.1 Principe de moindre action et équations de Lagrange

Classiquement, la connaissance à un instant t des N coordonnées généralisées
q(t) = (q1(t), q2(t), q3(t), ..., qN(t)) ainsi que les N vitesses généralisées q̇(t) = dq(t)

dt
=

(q̇1(t), q̇2(t), q̇3(t), ..., q̇N(t)) d’un système mécanique permet de connâıtre parfaitement son
état. Le nombre N est le nombre de degrés de liberté de notre système (sa dimension).
Comprendre l’évolution de ce dernier nécessite l’introduction d’une action S(q) qui est une
fonctionnelle de q(t) définie par l’intégrale suivante :

S(q) =

tf∫
ti

L(q(t), q̇(t), t)dt (3.1)

où L(q(t), q̇(t), t) est le lagrangien du système et (ti, tf ) sont les instants initial et final.
Pour aller du point q(ti) de l’espace des configurations occupé à l’instant ti vers le point
q(tf ) occupé à l’instant tf , le système a une infinité de chemins possibles, mais le principe
de moindre action (principe de Hamilton) stipule que la trajectoire physique est celle qui
rend l’action stationnaire. Autrement dit, il faut que δS(q) = 0, ce qui va nous donner les
équations du mouvement comme le montre la démarche suivante 1 :

δS(q) =

∫ tf

ti

δL(q(t), q̇(t), t)dt =

∫ tf

ti

(
∂L
∂qi
δqi + ∂L

∂q̇i
δq̇i

)
dt i = 1...N

=

∫ tf

ti

[
∂L
∂qi
δqi + ∂L

∂q̇i
δ d
dt
qi

]
dt =

∫ tf

ti

[
∂L
∂qi
δqi + ∂L

∂q̇i

d
dt
δqi

]
dt

=

∫ tf

ti

[
∂L
∂qi
δqi + d

dt

(
∂L
∂q̇i
δqi

)
− d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
δqi

]
dt

donc

δS(q) =

∫ tf

ti

[
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

]
δqidt+

[
∂L

∂q̇i
δqi

]tf
ti︸ ︷︷ ︸

=0

. (3.2)

1. Nous allons adopter la convention d’Einstein en sommant sur les indices répétés deux fois dans une
expression mathématique.
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Le dernier terme s’annule, car δq(ti) = δq(tf ) = 0 (tous les chemins passent par les points
q(ti) et q(tf ), donc ils ne subissent pas de variations en ces points), et comme les coor-
données généralisées q(t) sont indépendantes entre elles, leurs variations δq(t) le sont aussi.
Donc, pour que l’action S(q) soit stationnaire (δS(q) = 0) il faut que

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0 i = 1...N. (3.3)

Il s’agit d’équations différentielles de deuxième degré qui portent le nom des équations
d’Euler-Lagrange. Elles régissent l’évolution de notre système en respectant le principe de
moindre action. Il est à signaler que lagrangien n’est pas unique, car si on remplace L par
L′ = αL+ d

dt
f(q, t) dans l’expression de l’action S(q), les équations d’Euler-Lagrange seront

identiques à condition que α soit une constante réelle et f(q, t) une fonction dépendant
seulement du temps et des coordonnées généralisées.

Maintenant, plaçons-nous dans le cas où le système mécanique subit des contraintes dues
à des forces de liaison qui peuvent restreindre son mouvement. Dans ce cas, les variables
dynamiques q(t) ne peuvent pas varier librement, mais en respectant ces contraintes. Le
cas qui nous intéresse est celui des contraintes holonomes ayant la forme φ(q(t), t) = 0
étudiées depuis Lagrange en faisant appel à des multiplicateurs intermédiaires.

Supposons alors que notre système présente M contraintes holonomes φm(q(t), t) = 0,
m = 1...M . Si L est le lagrangien du départ avec N degrés de liberté, la méthode des
multiplicateurs notés λm = λm(t), m = 1...M consiste à introduire un nouveau lagrangien

L̃ = L+ λm(t)φm(q, t) (3.4)

et de prendre les équations d’Euler-Lagrange comme s’il s’agissait d’un système de N +
M degrés de liberté (q, λ). Autrement dit,

∂L̃
∂qi
− d

dt
∂L̃
∂q̇i

= 0 ⇒ ∂L
∂qi
− d

dt
∂L
∂q̇i

= −λm∂φm
∂qi

i = 1...N

∂L̃
∂λm
− d

dt
∂L̃
∂λ̇m

= 0 ⇒ φm(q, t) = 0 m = 1...M.
(3.5)

La résolution de ces équations du mouvement déterminera l’évolution de l’état de notre
système sous l’effet des contraintes holonomes φm(q, t) = 0, m = 1...M .

3.1.2 Formalisme hamiltonien et crochets de Poisson

La transformation de Legendre constitue le lien-clé entre le formalisme lagrangien et
le formalisme hamiltonien car elle permet de construire la fonction de Hamilton H à par-
tir de la fonction de Lagrange L. Nous introduisons d’abord les N nouvelles variables
pi = ∂L

∂q̇i
(q, q̇, t) appelées les moments conjugués, on peut ainsi écrire les équations d’Euler-

Lagrange sous la forme

pi =
∂L

∂q̇i
(q, q̇, t) ṗi =

∂L

∂qi
i = 1...N. (3.6)
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Les équations pi = ∂L
∂q̇i

(q, q̇, t) doivent être inversées par rapport aux vitesses généralisées

q̇ afin de remplacer ces dernières par leurs expressions q̇ = q̇(q, p, t) dans le hamiltonien
H(q, p, t) ci-dessous

H(q, p, t) = piq̇i − L = piq̇i(q, p, t)− L. (3.7)

Afin d’appliquer le principe de moindre action avec H, remarquons d’abord que L =
piq̇i −H, ce qui implique que

δS =

tf∫
ti

δLdt =

tf∫
ti

δ (pi q̇i −H (q, p, t)) dt

=

tf∫
ti

(
δpiq̇i + piδq̇i − ∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi

)
dt

=

tf∫
ti

d
dt

(piδqi) dt+

tf∫
ti

((
q̇i − ∂H

∂pi

)
δpi −

(
ṗi + ∂H

∂qi

)
δqi

)
dt

= (piδqi) |
tf
ti +

tf∫
ti

((
q̇i − ∂H

∂pi

)
δpi −

(
ṗi + ∂H

∂qi

)
δqi

)
dt.

Le premier terme est nul car tous les chemins passent par les extrémités q(ti) et q(tf ) où
δq(ti) = δq(tf ) = 0. Finalement

δS =

tf∫
ti

[(
q̇i −

∂H

∂pi

)
δpi −

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi

]
dt. (3.8)

Les variations (δq, δp) sont indépendantes car les variables (q, p) le sont, et le seul moyen
de s’assurer que δS = 0 est d’imposer à la trajectoire physique de vérifier les équations
canoniques de Hamilton

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
i = 1.....N. (3.9)

C’est un système de 2N équations différentielles du premier degré équivalent aux N
équations d’Euler-Lagrange de deuxième degré.

A ce stade, introduisons les crochets de Poisson qui n’ont cessé d’être d’une grande
importance dans divers domaines de la physique mathématique surtout lorsqu’il s’agit de
procéder à une quantification canonique d’un système classique. Soit f = f(q, p, t) une
grandeur physique qui dépend des coordonnées généralisées, des moments conjugués et du
temps, sa dérivée totale par rapport au temps est

df

dt
=
∂f

∂t
+

(
∂f

∂qi
q̇i +

∂f

∂pi
ṗi

)
. (3.10)
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A l’aide des équations canoniques (3.9) on aura

df

dt
=
∂f

∂t
+

(
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi

)
⇒ df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H} (3.11)

où {f,H} est le crochet de Poisson de f et H. D’une manière générale, le crochet de Poisson
de deux fonctions f(q, p, t) et g(q, p, t) se définit par

{f, g} =
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
. (3.12)

Il suffit de prendre f = qi ensuite f = pi et d’utiliser la relation (3.11) pour avoir les
équations canoniques

q̇i = {qi, H} ṗi = {pi, H} i = 1...N. (3.13)

La définition (3.12) nous permet de calculer les crochets fondamentaux relatifs aux variables
canoniques (q, p), et cela nous donne

{qi, qj} = 0 {pi, pj} = 0 {qi, pj} = δij i, j = 1...N (3.14)

où δij est le symbole Kronecker (δij = 0 si i 6= j et δij = 1 si i = j). Il est possible d’utiliser
ces crochets afin de réécrire le crochet {f, g} sous la forme

{f, g} = {qi, qj}
∂f

∂qi

∂g

∂pj
+ {qi, pj}

∂f

∂qi

∂g

∂pj
+ {pi, qj}

∂f

∂pi

∂g

∂qj
+ {pi, pj}

∂f

∂pi

∂g

∂pj
. (3.15)

On déduit aussi de l’expression (3.12) les propriétés suivantes des crochets de Poisson :
si α et β sont deux réels, et f, g et h trois fonctions qui dépendent de q, p et t, alors

1. {f, g} = −{g, f} ⇒ {f, f} = 0 (Antisymétrie)

2. {αf + βg, h} = α {f, h} +β {g, h} (Linéarité)

3. {f g, h} = f {g, h}+ {f, h} g (Règle de Leibniz)

4. {f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = 0 (Identité de Jacobi).

(3.16)

3.1.3 Quantification canonique

Un des problèmes centraux de la physique théorique est l’étude du comportement d’un
système à l’échelle microscopique, où toute approximation classique cesse d’être valable et
aboutit à des résultats erronés. Il s’agit là de la question de quantification et du passage
de la version classique vers une description quantique d’un certain nombre de phénomènes
de la nature.

La quantification canonique d’un système classique se fait à l’aide du formalisme ha-
miltonien : aux grandeurs classiques f(q, p, t) et g(q, p, t) définies dans l’espace des phases,
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on fait correspondre des opérateurs hermitiques f̂ = f(q̂, p̂, t) et ĝ = g(q̂, p̂, t) agissant dans
l’espace des états (un espace de Hilbert) dont le commutateur vérifie la relation[

f̂ , ĝ
]

= f̂ ĝ − ĝf̂ = i~{̂f, g} (3.17)

où {̂f, g} est l’opérateur associé au crochet de Poisson {f, g}, ~ = h/2π est la constante de
Planck réduite. On voit bien le rôle crucial joué par les crochets de Poisson dans cette re-
lation et comment ils permettent d’introduire la constante caractéristique de la mécanique
quantique (~). Avec la définition (3.17), les commutateurs satisfont toutes les propriétés
énumérées dans (3.16). Cette manière de faire les choses n’est pas aussi simple qu’il parâıt,
elle se heurte à un problème majeur lié à l’ordre des opérateurs qui ne commutent pas en
général. Heureusement qu’une grande partie des systèmes physiques sont décrit d’une façon
simple, ce qui facilite leur quantification. En particulier, les 2N opérateurs q̂i et p̂j corres-
pondants aux 2N variables fondamentales qi et pj obéissent aux relations de commutation
de base

[q̂i, p̂j] = i~δij [q̂i, q̂j] = 0 [p̂i, p̂j] = 0 i, j = 1...N. (3.18)

On distingue deux représentations de la mécanique quantique élaborées indépendamment
par Heisenberg et Schrödinger. Dans la représentation de Heisenberg, les opérateurs évoluent
dans le temps tandis que la fonction d’état |Ψ〉H du système demeure constante. L’équation

d’évolution temporelle d’un opérateur Â dans cette représentation est régie par l’équation

dÂ

dt
= − i

~

[
Â, Ĥ

]
+
∂Â

∂t
(3.19)

sachant que Ĥ est l’opérateur hamiltonien de ce système. On en déduit facilement les
équations de Heisenberg bien connues

dq̂i
dt

= − i
~

[
q̂i, Ĥ

]
i = 1...N (3.20)

dp̂i
dt

= − i
~

[
p̂i, Ĥ

]
i = 1...N. (3.21)

Par contre dans la représentation de Schrödinger, les opérateurs restent constants alors
que l’état |Ψ (t)〉S varie dans le temps en obéissant à la fameuse équation de Schrödinger

i~
d

dt
|Ψ (t)〉S = Ĥ |Ψ (t)〉S .

Les deux représentations sont mathématiquement différentes, mais équivalentes du point
de vue physique, car elles sont liées par une transformation unitaire et conduisent aux
mêmes prédictions sur le plan expérimental.
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3.2 Le formalisme de Dirac et Bergmann

Les systèmes hamiltoniens avec contraintes constituent une classe large de systèmes
physiques décrits par des lagrangiens singuliers. Cela veut dire que les moments conjugués
définis à partir de ces derniers ne sont pas tous inversibles par rapport aux vitesses
généralisées, ce qui est dû à la présence de contraintes dans les espaces des phases propres
à ces systèmes. Le hamiltonien peut toujours être construit à l’aide de la transformation
de Legendre mais les équations canoniques quant à elles, elles doivent être corrigées de
telle sorte qu’elles contiennent les contraintes en question.

Pour atteindre cette fin, l’algorithme de Dirac et Bergmann permet dans un premier
temps de déterminer toutes les contraintes d’un système avec un processus itératif en
imposant des conditions de consistance. Les crochets de Poisson seront ensuite remplacer
par les crochets de Dirac qui sont plus adéquats en présence de contraintes, permettant ainsi
de quantifier une large catégorie de systèmes singuliers. Les crochets fondamentaux relatifs
aux coordonnées et aux moments conjugués sont ainsi modifiés, ce qui peut être considéré
comme une origine physique des travaux mathématiques en ”géométrie non commutative”.

3.2.1 Lagrangiens singuliers en physique

Dans le cas d’un système décrit par N coordonnées généralisées qi et leurs vitesses
associées q̇i, le principe de moindre action conduit aux équations d’Euler-Lagrange ∂L

∂qi
−

d
dt
∂L
∂q̇i

= 0 qu’on peut réécrire explicitement sous la forme

∂2L

∂q̇j∂q̇i
q̈j =

∂L

∂qi
− ∂2L

∂qj∂q̇i
q̇j −

∂2L

∂t∂q̇i
i, j = 1...N. (3.22)

On voit bien apparâıtre la matrice hessienne [Hij] =
[

∂2L
∂q̇i∂q̇j

]
donnée par

[Hij] =


∂L

∂q̇1∂q̇1
· · · ∂L

∂q̇1∂q̇N
...

. . .
...

∂L
∂q̇N∂q̇1

· · · ∂L
∂q̇N∂q̇N

 . (3.23)

Si le det (Hij) 6= 0, il est possible d’inverser [Hij] et d’exprimer les accélérations q̈i comme
étant des fonctions des positions qi et des vitesses q̇i. Dans ce cas, le lagrangien de notre
système est régulier. Dans le cas contraire où det (Hij) = 0, les équations d’Euler-Lagrange
vont donner naissance à des relations entre les positions et les vitesses sans faire intervenir
les accélérations. Cette situation est étrangère à la mécanique classique newtonienne dont le

principe fondamental s’exprime justement à l’aide des accélérations (m−→a =
−→
F ). Autrement

dit, cette fois-ci, notre lagrangien est bien singulier.
La singularité d’un lagrangien autonome 2 L = L(q, q̇) n’est pas sans conséquences sur

la formulation hamiltonienne. Essayons donc d’en analyser l’impact en commençant par

2. Cela veut dire que le lagrangien ne dépend explicitement du temps
(
∂L
∂t = 0

)
.
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rappeler la définition des moments conjugués pi = ∂L
∂q̇i

(q, q̇), i = 1...N. Pour aller plus loin,
il est temps d’inverser cette relation par rapport aux vitesses q̇ ce qui n’est possible que

dans le cas où la matrice jacobienne
[
∂pi
∂q̇j

]
est inversible, résultat bien connu de la théorie

des fonctions implicites. Mais, comme[
∂pi
∂q̇j

]
=

[
∂

∂q̇j

(
∂L

∂q̇i

)]
=

[
∂2L

∂q̇j∂q̇i

]
= [Hij] (3.24)

on se retrouve en présence de la matrice hessienne [Hij] . Cela veut dire que si la matrice
[Hij] n’est pas inversible, on ne pourra pas exprimer toutes les vitesses en fonctions des
coordonnées et des moments conjugués en utilisant les relations pi = ∂L

∂q̇i
, i = 1...N. En ef-

fet, si M est égal à dim ([Hij])−rang([Hij]) , on verra apparâıtre M relations φm(q, p) = 0,
m = 1...M liant les coordonnées et les moments conjugués sans faire intervenir les vi-
tesses. Il s’agit là des contraintes primaires de la formulation hamiltonienne. On qualifie
aussi de contraintes primaires les restrictions physiques que nous imposons nous même
à notre système 3 indépendamment de la définition des moments conjugués. Le choix de
ces contraintes n’est pas unique car il est toujours possible de les redéfinir avec de nou-
velles combinaisons et réarrangements, mais il y a certaines conditions de régularité qu’il
faut satisfaire comme par exemple le fait que les contraintes doivent être indépendantes,
dérivables par rapport à leurs arguments et avoir des différentielles non nulles quand on
remplace ces contraintes par des zéros dans les expressions de ces dernières 4.

Pour donner forme à tout ce qui vient d’être dit, arrêtons-nous pour observer le cas du

lagrangien L = (yẋ+ẏ)2

2
+ cos(xy)ż − z2

2
. La matrice hessienne dans ce cas est

[Hij] =

[
∂2L

∂ẋi∂ẋj

]
=

 y2 y 0
y 1 0
0 0 0

 avec (ẋ1, ẋ2, ẋ3) = (ẋ, ẏ, ż).

Le déterminant de cette matrice est nul, ce qui veut dire que notre lagrangien est singulier,
et comme le rang de cette dernière est égal à un, on s’attend à avoir deux contraintes
primaires. Effectivement,

px = ∂L
∂ẋ

= y (yẋ+ ẏ)

py = ∂L
∂ẏ

= yẋ+ ẏ

pz = ∂L
∂ż

= cos(xy)

⇒ px − ypy = 0
pz − cos(xy) = 0

.

Nous avons deux contraintes primaires φ1 = px − ypy = 0 et φ2 = pz − cos(xy) = 0.
Ici par exemple, il faut éviter les choix du type

√
φ1 = 0, |φ2| = 0 et 1

y
φ1 = 0 vu les

problèmes liés aux domaines de définition et à la dérivation qui en résultent. Il ne faut pas
non plus prendre 1

2
(φ1)2 + φ1φ2 = 0 dont la différentielle totale est nulle quand φ1 et φ2

3. Par exemple, une contrainte primaire physique sera d’imposer à un point de ne pas quitter un cercle
ou un plan incliné.

4. Pour plus de détails, consulter la référence [19] page 7.
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s’annulent au même temps. Par contre, il est possible de redéfinir les contraintes comme
étant 3φ1 + φ2 = 0 et φ1 − 2φ2 = 0.

En physique, à part les lagrangiens de la mécanique classique et certain cas en théorie
des champs (le lagrangien de Klein-Gordon et le lagrangien de Schrödinger), pratiquement
tous les systèmes sont décrits par des lagrangiens qui présentent des singularités dues aux
contraintes.

2.2.1-a. Lagrangiens linéaires par rapport à une vitesse

Le meilleur exemple est en théorie quantique des champs, là où la densité lagrangienne
L du champ de Dirac ψ (t, ~x) décrivant les particules fermioniques de spin 1

2
est linéaire

par rapport aux vitesses (∂0ψ et ∂0ψ). En effet,

L = ψ (iγµ∂µ −m)ψ = iψγ0∂0ψ + iψγi∂iψ −mψψ

où les γµ (µ = 0, 1, 2, 3) sont les quatre matrices de Dirac et ψ (t, x) = ψ+ (t, x) γ0. Les
moments conjugués sont Πψ = ∂L

∂∂0ψ
= iψγ0 et Πψ = ∂L

∂∂0ψ
= 0. Nous sommes bel et bien en

présence de deux contraintes Πψ − iψγ0 = 0 et Πψ = 0.

Un exemple beaucoup plus simple sera de prendre le lagrangien L = (z − e−y) ẋ− x2

2
ẏ+

y cos(x)ż − V (x, y, z) . Trois contraintes primaires surgissent de la définition des moments
conjugués px − z + e−y = 0, py + x2

2
= 0 et pz − y cos(x) = 0.

2.2.1-b. Lagrangiens homogènes par rapport aux vitesses

Ce type de lagrangiens L (q, q̇, t) vérifient la condition d’homogénéité

L (q, λq̇, t) = λL (q, q̇, t) ∀λ ∈ R.

Le lagrangien d’une particule relativiste en est un bon exemple physique. En effet, en
relativité restreinte l’action d’une particule libre prend la forme

S = −mc
∫ √

ηµνdxµdxν = −mc
∫ √

ηµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ = −mc

∫ √
ηµν ẋµẋνdτ

où xµ = (x0 = ct, x1 = x, x3 = y, x3 = z) représente le quadrivecteur position de notre
particule, ηµν = (1,−1,−1,−1) est la métrique de Minkowski et τ un paramètre réel
permettant de paramétriser sa ligne d’univers de telle sorte que xµ = xµ(τ). On vérifie
aisément que le lagrangien L = −mc

√
ηµν ẋµẋν est homogène par rapport aux vitesses ẋµ

L (xµ, λẋµ) = −mc
√
ηµνλ2ẋµẋν = λL (xµ, ẋµ) .

Le passage au formalisme hamiltonien s’accompagne de la contrainte primaire ηµνp
µpν =

m2c2, ce qui prouve que notre lagrangien est bien singulier. Même chose avec le lagrangien

un peu plus simple L = 1
2
m
(
ẋ2

ż
+ ẏ2

ż

)
− V (x, y, z) ż qui présente la contrainte primaire

pz + 1
2m

(
p2
x + p2

y

)
+ V = 0.
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2.2.1-c. Lagrangiens avec symétrie de jauge

Il est connu que la densité lagrangienne du champ de Maxwell

L = −1

4
F µνFµν (3.25)

est invariante sous la transformation de jauge Aµ → Aµ + ∂µχ où χ = χ(t, ~x), sachant que

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ et Aµ =
(
V
c
, ~A
)
. Ici, V désigne le potentiel scalaire, ~A le potentiel

vecteur et c est célérité de la lumière dans le vide. Les moments conjugués définis par
Πµ = ∂L

∂∂0Aµ
= Fµ0 contiennent la contrainte primaire Π0 = 0, preuve de la singularité de

notre lagrangien.

Le lagrangien L = (ẋ−ẏ)2

2
− (x− y) lui aussi est un invariant de jauge sous la transfor-

mation x̃ = x + ε (t) et ỹ = y + ε (t) où ε (t) est une fonction quelconque dépendant du
temps. Il possède effectivement la contrainte primaire px − py = 0.

3.2.2 Passage au formalisme hamiltonien et égalité faible

En présence de contraintes primaires φm(q, p) = 0, (m = 1....M) , les équations de
Hamilton doivent être corrigées de manière à les respecter. Pour ce faire, on construit
d’abord le hamiltonien Hc = piq̇i−L qui sera indépendant des vitesses généralisées q̇ (voir
page 111). Ensuite, on procède par analogie au formalisme lagrangien avec contraintes en
remplaçant le hamiltonien canonique Hc par le hamiltonien total HT donné par

HT (p, q) = Hc(p, q) + λmφm(q, p) (3.26)

où les quantités λm seront appelées les multiplicateurs de Dirac 5. Les équations du mouve-
ment s’obtiennent à l’aide du principe de moindre action (δS = 0) d’une manière analogue
au cas régulier explicité dans la première section de ce chapitre à condition de remplacer
H par HT . En effet,

δS = δ

tf∫
ti

[piq̇i −HT ] dt =

tf∫
ti

δ [(piq̇i −Hc)− λmφm] dt

=

tf∫
ti

[
(
q̇i − ∂Hc

∂qi

)
δpi −

(
ṗi + ∂Hc

∂pi

)
δqi − δλmφm − λm∂φm

∂qi
δqi − λm∂φm

∂pi
δpi]dt

=

tf∫
ti

[
(
−ṗi − ∂Hc

∂qi
− λm∂φm

∂qi

)
δqi +

(
q̇i − ∂Hc

∂pi
− λm∂φm

∂pi

)
δpi − φmδλm]dt.

5. Dans le cas d’un point se déplaçant à deux dimensions librement sur le cercle unité, le hamiltoninien

total sera HT =
p2x
2 +

p2y
2 + λ(x2 + y2 − 1).
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La dynamique de notre système décrit par le hamiltonien HT (p, q) résulte de la condition
δS = 0 qui est vérifiée quand

ṗi = −∂Hc
∂qi
− λm∂φm

∂qi
i = 1...N

q̇i = ∂Hc
∂pi

+ λm
∂φm
∂pi

i = 1...N

φm = 0 m = 1...M.

(3.27)

Il s’agit des équations canoniques de Hamilton qui tiennent compte de la présence des
contraintes primaires φm = 0.

Soit maintenant la fonction F (q, p) définie dans l’espace des phases. A l’aide des équations
du mouvement (3.27), on peut déterminer son évolution comme suit :

Ḟ = ∂F
∂qi
q̇i + ∂F

∂pi
ṗi

=
(
∂F
∂qi

∂Hc
∂pi
− ∂F

∂pi

∂Hc
∂qi

)
+ λm

(
∂F
∂qi

∂φm
∂pi
− ∂F

∂pi

∂φm
∂qi

)
; φm = 0

Ḟ = {F,Hc}+ λm {F, φm} ; φm = 0. (3.28)

où { , } désigne les crochets de Poisson. Donc, il est possible d’avoir les équations dyna-
miques à l’aide des crochets de Poisson à condition d’utiliser les contraintes φm = 0 une
fois que les crochets sont calculés.

Il est commode de réécrire l’équation précédente sous la forme

Ḟ = ( {F,Hc}+ λm {F, φm} )|φm=0. (3.29)

Calculons maintenant le crochet {F,HT} où HT est le hamiltonien total (3.26).

{F,HT} = {F,Hc + λmφm} = {F,Hc}+ λm {F, φm}+ {F, λm}φm. (3.30)

Le dernier crochet est inconnu, mais si on utilise le fait que les φm = 0, il va s’annuler
automatiquement d’où on tire la relation

{F,HT} |φm=0 = ( {F,Hc}+ λm {F, φm} )|φm=0. (3.31)

Par comparaison avec (3.29), on déduit facilement l’équation d’évolution de F (q, p)

Ḟ = {F,HT} |φm=0. (3.32)

En particulier, les équations canoniques s’écriront

q̇i = {qi, HT} |φm=0 ; ṗi = {pi, HT} |φm=0. (3.33)

On voit bien que le hamiltonien total HT joue le même rôle que le hamiltonien canonique
H à condition de travailler sur la surface des contraintes (φm = 0).

A ce stade, introduisons avec Dirac la notion d’égalité faible : tandis que les égalités
fortes (ordinaires ”=”) sont valables dans tout l’espace des phases, les égalités faibles (”≈”)
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sont valables seulement sur la surface des contraintes, ce qui veut dire, une fois qu’on a
utilisé les relations φm = 0. Autrement dit, Si F (q, p) et G(q, p) sont deux fonctions de
l’espace des phases, alors 6

F ≈ G ⇔ F |φm=0 = G|φm=0 ⇔ F −G = κmφm m = 1...M (3.34)

où κm sont des coefficients définis dans l’espace des phases. On remarque qu’on obtient
F = G si on pose φm = 0. Comme cas particulier, il est clair que φm ≈ 0,m = 1...M. Du
coup, les équations (3.29) et (3.32) vont s’écrire

Ḟ ≈ {F,Hc}+ λm {F, φm} Ḟ ≈ {F,HT} . (3.35)

Pour être sûr d’avoir les bonnes équations du mouvement, il faut d’abord développer tous
les crochets de Poisson, ensuite imposer les contraintes aux résultats. Il s’agit là d’une
règle à ne jamais enfreindre avec les égalités faibles. Comme cas particulier de l’équation
précédente, les équations de Hamilton auront les expressions

q̇i ≈ {qi, HT} ; ṗi ≈ {pi, HT} i = 1...N. (3.36)

Nous allons terminer par un exemple d’application résumant tout ce qui a été dit, en
examinant le cas du lagrangien L = e−y ẋ

2

2
+ sin(x)ẏ − V (x, y) . Les moments conjugués

sont px = e−yẋ et py = x, d’où l’existence de la contrainte primaire φ1 = py − sin(x) = 0.
Le hamiltonien canonique est

Hc = ẋpx + ẏpy − L = (eypx) px + ẏpy − 1
2
e−y (eypx)

2 − sin(x)ẏ + V (x, y)

= 1
2
eyp2

x + (py − sin(x))ẏ + V (x, y) = 1
2
eyp2

x + φ1ẏ + V (x, y)

Hc =
1

2
eyp2

x + V (x, y) .

On voit bien que le hamiltonien canonique Hc ne dépend pas des vitesses. Le hamiltonien
total sera alors

HT = Hc + λ1φ1 =
1

2
eyp2

x + V (x, y) + λ1(py − sin(x))

et les équations de Hamilton

ẋ = eypx
ẏ = λ1

ṗx = −∂V
∂x

+ λ1 cos(x)

ṗy = −1
2
eyp2

x − ∂V
∂y

φ1 = py − sin(x) = 0.

Une petite manipulation montre que ces équations sont équivalentes aux équations

(ẍ− ẏ) e−y = −∂V
∂x

+ cos(x)ẏ ẋ cos(x) = −∂V
∂y
− ẋ2

2
e−y

qui ne sont que les équations d’Euler-Lagrange qu’on aurait pu avoir directement à partir
du lagrangien de départ, ce qui montre l’équivalence des deux formulations.

6. Pour la démonstration de la dernière égalité, voir la référence [2] page 8.
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3.2.3 Algorithme de Dirac-Bergmann et contraintes secondaires

Les contraintes primaires φm′ = 0,m′ = 1...M doivent être vérifiées tout au long de
l’évolution du système qui les présente, ce qui revient à dire qu’elles se conservent dans le
temps (φm′ ≈ 0⇒ φ̇m′ ≈ dφm′

dt
≈ 0). Remplaçons dans (3.35) afin d’avoir les conditions de

consistance qui doivent être respectées par les contraintes primaires.

φ̇m′ ≈ 0 ⇔ {φm′ , Hc}+ λm {φm′ , φm} ≈ 0 m′ = 1...M. (3.37)

Il s’agit d’un système d’équations algébriques non homogène qui va nous permettre d’accéder
à plus d’informations sur les multiplicateurs de Dirac λm,m = 1...M . L’étude de ces condi-
tions de consistance va se solder par une des quatre situations suivantes :

1. Les conditions de consistance vont nous conduire au moins à une équation fonda-
mentalement fausse du type 1 = 0, comme c’est le cas du lagrangien L = x − αẋ qui est
inconsistant. En effet, l’équation d’Euler-Lagrange ∂L

∂x
= d

dt
∂L
∂ẋ

=⇒ 1 = 0. Nous somme en
présence d’une seule contrainte primaire φ1 = px + α ≈ 0 et le hamiltonien canonique est
Hc = −x. La condition de consistance sera

φ̇1 = 0⇒ {φ1, Hc}+ λ1 {φ1, φ1} ≈ 0⇒ 1 ≈ 0.

On voit bien apparâıtre une anomalie et il ne faut pas essayer d’aller plus loin avant de
modifier notre lagrangien, car notre action n’admet pas d’extremum.

2. Les conditions de consistance permettront de fixer toutes les valeurs des multiplica-
teurs λm,m = 1...M et notre procédure s’arrêtera aussi. Le lagrangien L = e−yẋ−cos(x)ẏ−
xy par exemple a deux contraintes primaires φ1 = px − e−y ≈ 0 et φ2 = py + cos(x) ≈ 0.
Le hamiltonien canonique dans ce cas est

Hc = ẋpx + ẏpy − e−yẋ+ cos(x)ẏ + xy = ẋ(px − e−y) + ẏ(py + cos(x)) + xy = xy.

Les conditions φ̇1 ≈ 0 et φ̇2 ≈ 0 vont se traduire par les relations

{φ1, Hc}+ λ1 {φ1, φ1}+ λ2 {φ1, φ2} ≈ 0⇒ λ2 ≈
y

e−y + sin(x)

{φ2, Hc}+ λ1 {φ2, φ1}+ λ2 {φ2, φ2} ≈ 0⇒ λ1 ≈ −
x

e−y + sin(x)
.

Il est maintenant possible d’utiliser les contraintes afin d’écrire λ1 ≈ − x
px+sin(x)

et λ2 ≈
y

px+sin(x)
, car on vient de terminer avec les crochets de Poisson.

3. Il se peut que les conditions de consistance débouchent sur des équations qui ne
contiennent pas de contradictions mais permettent seulement de déterminer quelque pa-
ramètres λm (pas tous), ce qui va aussi mettre fin à la procédure. Dans le cas du lagrangien
L = 2xyẋ + x2ẏ + wż − w2

2
qui présente quatre contraintes primaires φ1 = px − 2xy ≈ 0,

φ2 = py − x2 ≈ 0, φ3 = pz −w ≈ 0 et φ4 = pw ≈ 0, le hamiltonien canonique sera Hc = w2

2

et le hamiltonien total aura l’expression

HT = w2/2 + λ1 (px − 2xy) + λ2

(
py − x2

)
+ λ3(pz − w) + λ4pw.
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Appliquons les conditions de consistance φ̇m ≈ 0,m = 1...4 aux contraintes φ1, φ2, φ3 et
φ4.

φ̇1 ≈ 0⇒ {φ1, HT} ≈ 0⇒ 0 ≈ 0

φ̇2 ≈ 0⇒ {φ2, HT} ≈ 0⇒ 0 ≈ 0

φ̇3 ≈ 0⇒ {φ3, HT} ≈ 0⇒ −λ4 ≈ 0⇒ λ4 ≈ 0

φ̇4 ≈ 0⇒ {φ4, HT} ≈ 0⇒ −w + λ3 ≈ 0⇒ λ3 ≈ w.

Dans cette situation les multiplicateurs λ1 et λ2 sont quelconques et ne peuvent pas être
fixés par les conditions de consistance.

4. Les conditions de consistance peuvent donner naissance à des nouvelles relations
χk(q, p) ≈ 0, k = 1...K1 liant les moments conjugués et des positions sans faire intervenir
les multiplicateurs λm et indépendamment des contraintes primaires φm. Il s’agit là de
contraintes secondaires qui diffèrent des contraintes primaires par le fait qu’elles ont un
caractère dynamique qui résulte de l’utilisation des équations de conservation φ̇m ≈ 0,
tandis que les contraintes primaires sont des conséquences de la définition des moments
conjugués pi = ∂L

∂q̇i
.

Les contraintes secondaires χk(q, p) ≈ 0 doivent aussi être préservées dans le temps
χ̇k(q, p) ≈ 0. Pour ce faire, utilisons l’équation (3.35), ce qui va donner naissance aux
conditions de consistance ci-dessous, conditions que les contraintes secondaires doivent
satisfaire à leur tour.

χ̇k ≈ 0 ⇒ {χk, Hc}+ λm {χk, φm} ≈ 0 k = 1...K1. (3.38)

Ces conditions prises avec les conditions (3.37) vont constituer les nouvelles conditions
de consistance dont l’analyse va nous conduire à nouveau vers l’une des quatre situations
précédentes. Ce qui veut dire qu’on peut tomber sur K2 nouvelles contraintes secondaires
(quatrième cas) qui vont donner lieu à de nouvelles conditions de consistance qu’il faut
prendre en considération. On va continuer ainsi jusqu’à l’épuisement de toutes les conditions
de consistance et la détermination de toutes les contraintes secondaires avec un certain
nombre de multiplicateurs λm . Ce processus est appelé l’algorithme de Dirac- Bergmann.

Pour illustrer ce qui vient d’être dit, choisissons par exemple le lagrangien L = 1
2
ẋ2+xẏ+

cos(z)ż− xy2

2
. La définition des moments conjugués va s’accompagner des deux contraintes

primaires φ1 = x − py ≈ 0 et φ2 = cos(z) − pz ≈ 0. Avec ces contraintes, le hamiltonien

canonique sera Hc = p2
x

2
+ xy2

2
, d’où le hamiltonien total

HT = p2
x/2 + xy2/2 + λ1(x− py) + λ2(cos(z)− pz).

Utilisons maintenant les conditions de consistance

φ̇1 ≈ 0⇒ {φ1, Hc}+ λ2{φ1, φ2} ≈ 0⇒ px + x ≈ 0

φ̇2 ≈ 0⇒ {φ2, Hc}+ λ1{φ2, φ1} ≈ 0⇒ 0 ≈ 0.

On voit apparâıtre une contrainte secondaire χ1 = px+x ≈ 0, d’où la condition supplémentaire

χ̇1 ≈ 0⇒ {χ1, Hc}+ λ1{χ1, φ1}+ λ2{χ1, φ2} ≈ 0⇒ λ1 ≈ −y + px
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La procédure se termine ici car il n’y a pas de nouvelles contraintes. On a pu fixer λ1 ≈
−y + px mais λ2 peut prendre n’importe quelle valeur et les conditions de consistance
resteront satisfaites. La solution générale s’écrit alors

λ =

[
λ1

λ2

]
≈
[
−y + px

v

]
≈
[
−y + px

0

]
+ v

[
0
1

]
où v est une fonction quelconque des coordonnées et des moments conjugués et qui peut
dépendre aussi du temps (v = v(q, p, t)).

Avec un lagrangien consistant, l’algorithme de Dirac-Bergmann se solde par la détermination
de toutes les contraintes secondaires χk(q, p) ≈ 0, k = 1...K, en plus des M contraintes pri-
maires φm ≈ 0. Puisque ces contraintes secondaires seront traitées presque sans distinctions
avec les contraintes primaires, il convient de les noter par commodité

φk ≈ 0 k = M + 1...K +M (3.39)

L’ensemble de toutes les contraintes dont le nombre est J = K +M sera désigné alors par

φj ≈ 0 j = 1...J (3.40)

et elles vont définir les conditions de consistance

{φj, Hc}+ λm {φj, φm} ≈ 0 m = 1...M ; j = 1...J. (3.41)

On obtient ainsi un système de J équations algébriques linéaires non homogènes avec
M inconnues λm dont la solution générale s’écrit sous la forme

λm = Λm (p, q) + Vm (p, q) m = 1...M (3.42)

où Λm est une solution particulière et Vm la solution générale du système homogène

Vm {φj, φm} = 0 m = 1...M. (3.43)

En principe, Vm = vaVam (p, q) où Va (p, q) , a = 1...A représentent A vecteurs indépendants
avec M composantes, et va des coefficients arbitraires qui peuvent dépendre des coor-
données, des moments conjugués et du temps. Autrement dit, la solution générale du
système (3.41) est

λm = Λm (p, q) + vaVam (p, q) . (3.44)

Remplaçons ce résultat dans l’expression du hamiltonien total HT = Hc + λmφm

HT = Hc + Λmφm + vaVamφm = H ′ + vaφa (3.45)

où
H ′ = Hc + Λmφm φa = Vamφm m = 1...M ; a = 1...A. (3.46)
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Les φa = Vamφm, a = 1...A sont des combinaisons linéaires de contraintes primaires φm,
donc elles sont aussi des contraintes primaires. A l’aide de (3.35), on déduit que la variation
dans le temps de toute fonction F (q, p) définie dans l’espace des phases va obéir à l’équation

Ḟ ≈ {F,H ′}+ va{F, φa} . (3.47)

En particulier, les équations du mouvement peuvent s’écrire

q̇i ≈ {qi, H ′}+ va{qi, φa} i = 1...N (3.48)

ṗi ≈ {pi, H ′}+ va{pi, φa} i = 1...N. (3.49)

Deux cas ce distinguent : le premier, lorsque les vecteurs Va (p, q) , a = 1...A sont tous
nuls et avec eux les φa = 0, ce qui va se traduire par des équations du mouvement bien
déterminées. Le deuxième correspond au cas contraire, et les équations du mouvement vont
dépendre de coefficients complètement arbitraires va(q, p, t), a = 1...A.

3.2.4 Contraintes de première et de deuxième classe

Revenons maintenant aux conditions de consistance que doivent vérifier les contraintes
primaires et secondaires φj, j = 1...J

{φj, Hc}+ λm {φj, φm} ≈ 0 m = 1...M j = 1...J. (3.50)

où J = M + K sachant que M est le nombre de contraintes primaires et K celui des
contrainte secondaires. Remarquons que si pour un certain indice j′ on a les crochets
{φj′ , φm} ≈ 0, l’équation ci-dessus se réduira à la forme simple

{φj′ , Hc} ≈ 0 (3.51)

et on perd complètement tous les multiplicateurs λm, ce qui veut dire que cette équation
n’impose pas de conditions sur ces multiplicateurs. Pour cette raison, on fait une distinction
fondamentale entre les contraintes dites de première classe et les contraintes de seconde
classe. Selon Dirac, on dit qu’une fonction F (q, p) est de première classe si son crochet de
Poisson avec chacune des contraintes primaires et secondaires φj, j = 1...J est nul sur la
surface des contraintes. Autrement dit,

{F, φj} ≈ 0 ⇔ {F, φj} = κjj′φj′ (3.52)

où les coefficients κjj′ = κjj′(q, p) sont des fonctions de q et p. Si par contre la fonction
F (q, p) n’est pas de première classe, elle est dite automatiquement de deuxième classe
({F, φj} ≈/ 0 du moins pour un seul j). Le hamiltonien total HT par exemple est de
première classe par construction car les relations de consistance (3.50) s’écrivent aussi sous
la forme

{φj, HT} ≈ 0 ∀j = 1...J. (3.53)
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Dans un cas particulier, une contrainte φj′ (primaire ou secondaire) est appelée contrainte
de première classe si ses crochets de Poisson avec les autres contraintes sont faiblement
égals à zéro

{φj′ , φj} ≈ 0 ∀j = 1...J. (3.54)

Il faut savoir qu’une contrainte primaire peut être de deuxième classe comme une contrainte
secondaire peut être de première classe ; les deux classifications n’ont rien à avoir l’une avec

l’autre. Il est intéressant de savoir que ∀j = 1...J, la
(
φj
)2

est de première classe.
Dans le cas du lagrangien L = 1

2
ẋ2 + xẏ + cos(z)ż − xy, nous avons deux contraintes

primaires φ1 = x− py ≈ 0 et φ2 = cos(z)− pz et une contrainte secondaire φ3 = x+ px. La
contrainte φ2 est de première classe car {φ2, φ1} = 0 ≈ 0 et {φ2, φ3} = 0 ≈ 0 tandis que
les contraintes φ1 et φ3 sont de deuxième classe vu que {φ1, φ3} = 1 ≈/ 0.

Avant de terminer cette sous-section, il très utile de vérifier que le hamiltonien H ′ et
les contraintes primaires φa, a = 1...A donnés par l’équation (3.46) sont de première classe.
En effet, on a vu que {Hc, φj} + Λm {φm, φj} ≈ 0 et que Vam {φm, φj} ≈ 0, ce qui va se
traduire par

{H ′, φj} = {Hc + Λmφm, φj} = {Hc, φj}+ {Λmφm, φj}
= {Hc, φj}+ Λm {φm, φj}+ {Λm, φj}φm
≈ 0 + {Λm, φj}φm ≈ 0 ∀j = 1...J

et
{φa, φj} = {Vamφm, φj} = Vam {φm, φj}+ {Vam, φj}φm

≈ 0 + {Vam, φj}φm ≈ 0 ∀j = 1...J.

De la même manière, il est aussi possible de démontrer facilement en utilisant la règle
de Leibniz et l’identité de Jacobi, que le crochet de Poisson de deux quantités F (q, p) et
G(q, p) de première classe est une quantité de première classe.

3.2.5 Contraintes de première classe comme générateurs de symétrie
de jauge

Comme le montre l’équation (3.35), l’évolution d’une grandeur F = F (q, p), définie
dans l’espace des phases, est gouvernée par l’équation

Ḟ ≈ {F,H ′}+ va{F, φa} (3.55)

où les va(q, p, t), a = 1...A sont des coefficients arbitraires qui peuvent dépendre du temps
et les φa, a = 1...A sont des contraintes primaires de première classe comme on vient de
le voir dans la sous-section précédente. Plaçons nous dans le cas où les contraintes φa ne
sont pas toutes nulles et supposons que nous connaissons les conditions initiales q0 et p0 à
l’instant t0, ce qui veut dire que F0 = F (q0, p0). A un instant ultérieur t0 + δt très proche
du premier (δt ' 0), Notre grandeur F va subir la variation

F (t0 + δt) = F0 + Ḟ δt (3.56)
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F ≈ F0 + {F,H ′} δt+ va {F, φa} δt. (3.57)

Comme les coefficients va(q, p, t), a = 1...A sont complètement arbitraires, on peut les
choisir autrement. C’est à dire avec les coefficients v′a, a = 1...A, on aura

F ′(t0 + δt) = F0 + {F,H ′} δt+ v′a {F, φa} δt (3.58)

ce qui nous donne la différence

δF = F ′ − F = δt(v′a − va) {F, φa} . (3.59)

Posons εa(t) = δt(v′a − va), a = 1...A pour avoir la forme

δF = F ′ − F ⇒ δF = εa(t) {F, φa} . (3.60)

Les εa(t), a = 1...A sont des fonctions infinitésimales car δt est infinitésimal et arbitraires
car v′a et va le sont aussi. Donc la connaissance des conditions initiales n’est pas suffi-
sante pour déterminer l’état ultérieur de notre système à cause de la présence des coeffi-
cients va, a = 1...A complètement arbitraires. Cela veut dire, que la solution générale des
équations du mouvement va contenir des fonctions arbitraires, ce qui est une propriété fon-
damentale des théories de jauge. En plus, l’équation (3.60) montre que la transformation
de jauge infinitésimale est générée par les contraintes φa, a = 1...A qui sont des contraintes
primaires de première classe.

Dirac va plus loin en postulant que les contraintes secondaires de première classe vont
générer elles aussi des transformations de jauge qui laissent invariant l’état du système
étudié, ce qui est connu sous le nom de ”conjecture de Dirac”. Il a même défini un ha-
miltonien étendu HE qui est égal au hamiltonien total plus les contraintes secondaires de
premières classe φb multipliées par des coefficients arbitraires ṽb(q, p, t) (HE = HT + ṽbφb)
afin de prendre ces dernières en considération. Mais à vrai dire, ce postulat qui fonctionne
presque tout le temps n’est pas juste, car on trouve dans la littérature des contre-exemples
qui le contredisent 7.

Afin de bien illustrer ces résultats, considérons d’abord le lagrangien L = (yẋ+xẏ)2

2
− xy

ayant une seule contrainte primaire φ = xpx − ypy car

px = ∂L
∂ẋ

= y (yẋ+ xẏ)
py = ∂L

∂ẏ
= x (yẋ+ xẏ)

⇒ xpx − ypy = 0. (I)

La condition de consistance φ̇ ≈ 0 va se solder par la relation 0 ≈ 0, ce qui montre que
φ = xpx − ypy est la seule contrainte de notre lagrangien et qu’elle est une contrainte de
première classe. D’après Dirac, elle va générer une transformation de jauge infinitésimale
à l’aide de la relation

δF = ε(t) {F, φ1} = ε(t) {F, xpx − ypy}

7. Pour plus d’analyse et de discussion voir les référence [1] et [2] page 21 et page 17 respectivement.
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où F est une fonction définie dans l’espace des phases et ε(t) une fonction arbitraire qui
dépend du temps. En particulier,

δx = ε(t)x δy = −ε(t)y δpx = −ε(t)px δpy = ε(t)py (3.61)

d’où l’on en déduit que

yδx+ xδy = 0 ⇒ ẏδx+ yδẋ+ ẋδy + xδẏ = 0. (II)

Le lagrangien du départ L = (yẋ+xẏ)2

2
− xy va alors subir la transformation

δL = (yẋ+ xẏ) (ẏδx+ yδẋ+ ẏδx+ xδẏ)− (yδx+ xδy)

et en utilisant (II), on obtient
δL = 0.

Il clair que ce lagrangien est invariant de jauge sous la transformation générée par la
contrainte primaire de première classe φ1 = xpx − ypy.

Dans un deuxième temps, prenons le lagrangien L = (ẋ− z)(ẏ − x). Par définition, les
moments conjugués sont

px = ẏ − x py = ẋ− z pz = 0

ce qui donne naissance à la contrainte primaire φ1 = pz ≈ 0. Sachant qu’à partir des
relations précédentes ẏ = px + x et ẋ = py + z, le hamiltonien canonique aura la forme
Hc = pxpy + zpx + xpy. La condition de consistance pour la contrainte primaire φ1 = pz
est {φ1, Hc} + λ1 {φ1, φ1} ≈ 0 ⇒ px ≈ 0. La condition de consistance pour la contrainte
secondaire χ1 = px est {χ1, Hc} + λ1 {χ1, φ1} ≈ 0 ⇒ py ≈ 0. La condition de consistance
pour la deuxième contrainte secondaire χ2 = py est {χ2, Hc}+λ1 {χ2, φ1} ≈ 0⇒ 0 ≈ 0, ce
qui achève le processus. Ces contraintes sont toutes de première classe vu que

{χ1, φ1} = {χ2, φ1} = {χ1, χ2} = 0.

D’après Dirac, ces contraintes vont générer la transformation de jauge infinitésimale

δF = ε1(t) {F, φ1}+ ε2(t) {F, χ1}+ ε3(t) {F, χ2}

où F est une fonction définie dans l’espace des phases et ε1(t), ε2(t) et ε3(t) des fonctions
arbitraires qui dépendent du temps. En particulier,

δx = ε2(t) δy = ε3(t) δz = ε1(t) δpx = 0 δpy = 0 δpz = 0.

mais comme px = ẏ − x, py = ẋ− z et pz = 0, on en déduit

δpx = δẏ − δx δpy = δẋ− δz δpz = 0.
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En utilisant les deux relations précédentes, on obtient

0 = ε̇3(t)− ε2(t) 0 = ε̇2(t)− ε1(t) ⇒ ε1(t) = ε̈3(t) ε2(t) = ε̇3(t)

et finalement, on aura

δx = ε̇3(t) δy = ε3(t) δz = ε̈3(t).

Le lagrangien L = (ẋ− z)(ẏ − x) va subir la variation

δL = (δẋ− δz)(ẏ − x) + (ẋ− z)(δẏ − δx)
= (ε̈3(t)− ε̈3(t))(ẏ − x) + (ẋ− z)(ε̇3(t)− ε̇3(t)) = 0.

Notre lagrangien est effectivement un invariant de jauge sous la transformation générée par
les contraintes de première classe (primaires et secondaires). Le hamiltonien étendu sera
alors HE = HT + ṽ1χ1 + ṽ2χ2 où les coefficients ṽ1(q, p, t) et ṽ2(q, p, t) sont complètement
arbitraires.

3.2.6 Contraintes de deuxième classe comme origine du crochet
de Dirac

Les contraintes de première classe génèrent des transformations de jauge, qu’en est-il des
contraintes de deuxième classe ? Dans ce qui suit, on va supposer que toutes les contraintes
de notre système (primaires et secondaires) sont de deuxième classe et les notera ξr, r =
1...R, où les ξm,m = 1...M dénotent les contraintes primaires et les ξk, k = M + 1...R = J
désignent les contraintes secondaires. On peut alors écrire les conditions de consistance
sous la forme

{ξr, HT} ≈ {ξr, Hc}+ λm {ξr, ξm} ≈ 0 m = 1...M et r = 1...R. (3.62)

Il ne faut pas oublier que seules les contraintes primaires figurent dans l’expression du
hamiltonien total

HT = Hc + λmξm m = 1...M. (3.63)

Ecrivons maintenant (3.62) sous la forme matricielle suivante :


{ξ1, ξ1} · · · {ξ1, ξM}

...
. . .

...
...

. . .
...

{ξR, ξ1} · · · {ξR, ξM}




λ1
...
...
λM

 ≈

−{ξ1, Hc}
−{ξ2, Hc}

...

...
−{ξR, Hc}

 ⇔ [Ω]
−→
λ ≈ −→η (3.64)

où −→
λ = [λ1λ2...λM ]t −→η = [−{ξ1, Hc} ...− {ξR, Hc}]t. (3.65)
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Donc [Ω] est une matrice avec R lignes et M colonnes. Introduisons la matrice carrée anti-
symétrique ∆ = [{ξr, ξr′}]r,r′=1...R qui est construite avec toutes les contraintes de deuxième
classe et qui contient la matrice Ω comme bloc,

∆ =


{ξ1, ξ1} · · · {ξ1, ξM} {ξ1, ξM+1} · · · {ξ1, ξR}

...
. . .

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
{ξR, ξ1} · · · {ξR, ξM} {ξR, ξM+1} · · · {ξR, ξR}

 = [Ω ω] (3.66)

où le bloc ω est une matrice avec R lignes et R−M colonnes. Il est possible de démontrer
comme l’a fait Dirac, 8 que si toutes les contraintes sont de deuxième classe, le déterminant
det(∆) ≈/ 0⇒ det(∆) 6= 0. Comme notre matrice ∆ est antisymétrique et son déterminant
est non nul, elle doit être de dimension paire, car le déterminant d’une matrice anti-
symétrique impaire A est nul. Cela veut dire que le nombre de contraintes de deuxième
classe d’un système singulier est pair. La matrice inverse de ∆ notée ∆−1 vérifie la relation

∆rr′∆
−1
r′r′′ = δrr′′ r, r′, r′′ = 1...R. (3.67)

A présent, soit le vecteur-colonne à R composantes

−→
θ = [λ1 λ2 ...λM 0 ... 0←−−→R−M zéro]t = [

−→
λ
−→
0 ]t =

[ −→
λ
−→
0

]
. (3.68)

Calculons le produit matriciel ∆
−→
θ par bloc

∆
−→
θ = [Ω ω]

[ −→
λ
−→
0

]
= [Ω]

−→
λ (3.69)

ensuite par comparaison avec (3.64), on aura l’équtaion

∆
−→
θ ≈ −→η . (3.70)

Utilisons le fait que la matrice ∆ est inversible afin d’arriver aux relations

−→
θ ≈ ∆−1−→η ⇔ θr ≈ ∆−1

rr′ηr′ r, r′ = 1...R (3.71)

mais comme
−→
θ = [

−→
λ
−→
0 ]t = [λ1 λ2 ...λM 0 ... 0←−−→R−M zéro

]t, cela va se traduire explicitement
par

θm = λm ≈ ∆−1
mr′ηr′ m = 1...M, r′ = 1...R

θr = 0 ≈ ∆−1
rr′ηr′ r = M + 1...R, r′ = 1...R.

(3.72)

Comme les éléments de matrice ∆ sont les crochets {ξr, ξr′} , r, r′ = 1...R, on va désigner
les éléments de sa matrice inverse ∆−1par {ξr, ξr′}−1 , r, r′ = 1...R, ce qui revient à écrire

∆rr′ = {ξr, ξr′} ∆−1
rr′ = {ξr, ξr′}−1 r, r′ = 1...R. (3.73)

8. Consulter la référence [11] page 39 pour la démonstration.
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A l’aide (3.65) et (4.29), on aura finalement les expressions des multiplicateurs λm,m =
1...M.

λm ≈ −{ξm, ξr′}−1 {ξr′ , Hc} m = 1...M, r′ = 1...R

0 ≈ −{ξr, ξr′}−1 {ξr′ , Hc} r = M + 1...R, r′ = 1...R.
(3.74)

L’équation d’évolution d’une grandeur F (q, p) est donnée par Ḟ ≈ {F,Hc}+λm {F, ξm} .
Avec les nouvelles valeurs des multiplicateurs λm, on peut réécrire les choses sous la forme

Ḟ ≈ {F,Hc} − {F, ξm} {ξm, ξr′}−1 {ξr′ , Hc} m = 1...M et r′ = 1...R. (3.75)

Puisque d’après (3.74), −{ξr, ξr′}−1 {ξr′ , Hc} ≈ 0 pour r = M + 1...R , rien ne va changer
si on écrit

Ḟ ≈ {F,Hc} − {F, ξr} {ξr, ξr′}−1 {ξr′ , Hc} r, r′ = 1...R. (3.76)

En posant
{F,Hc}D = {F,Hc} − {F, ξr} {ξr, ξr′}−1 {ξr′ , Hc} (3.77)

l’équation précédente va avoir la forme réduite

Ḟ ≈ {F,Hc}D . (3.78)

Nous avons ainsi défini le crochet de Dirac {F,Hc}D de F et Hc. La généralisation est
immédiate au cas de deux fonctions f et g de l’espace des phases dont le crochet de Dirac
est donné par

{f, g}D = {f, g} − {f, ξr} {ξr, ξr′}−1 {ξr′ , g} . (3.79)

Sachant que toutes les contraintes ξr, r = 1...R doivent satisfaire les conditions de consis-
tance {ξr, HT} ≈ 0, il est facile d’obtenir la propriété

{F,HT}D = {F,HT} − {F, ξr} {ξr, ξr′}−1 {ξr′ , HT}≈0

{F,HT}D ≈ {F,HT} ≈ Ḟ . (3.80)

En particulier, les équations de Hamilton peuvent alors se mettre sous la forme condensée

q̇i ≈ {qi, Hc}D ; ṗi ≈ {pi, Hc}D i = 1...N (3.81)

ce qui nous rappelle les équations de Hamilton écrites à l’aide des crochets de Poisson
dans le cas régulier. Il ne faut pas perdre de vue que ces équations sont écrites en terme
d’égalités faibles, ce qui signifie qu’elles s’appliquent sur la surface des contraintes là où les
ξr = 0,r = 1...R.

Le crochet de Dirac a les mêmes propriétés que le crochet de Poisson en plus de quelques
autres. Autrement dit, si α et β sont deux réels, f, g et h trois fonctions qui dépendent de
q et p, alors

{f, g}D = −{g, f}D ⇒ {f, f}D = 0 (Antisymétrie)

{αf + βg, h}D = α {f, h}D +β {g, h}D (Linéarité)

{fg, h}D = f {g, h}D + {f, h}D g (Règle de Leibniz)

{f, {g, h}}D + {h, {f, g}}D + {g, {h, f}}D = 0 (Identité de Jacobi)

{f, ξr}D = 0 (ξr contrainte de deuxième classe)

{f,G}D ≈ {f,G} (G fonction de première classe)
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Essayons de vérifier les deux dernières propriétés.
1. La cinquième propriété :

{f, ξr′′}D = {f, ξr′′} − {f, ξr} {ξr, ξr′}−1 {ξr′ , ξr′′}
= {f, ξr′′} − {f, ξr} δrr′′ = {f, ξr′′} − {f, ξr′′} = 0.

Cette propriété montre que les crochets de Dirac sont compatibles avec les contraintes de
deuxième classe ξr, r = 1...R et qu’on peut les remplacer (ces contraintes) directement par
zéro dans ces crochets quand elles y figurent avant même de les calculer.

2. La sixième propriété (voir (3.52)) :

{f,G}D = {f,G} − {f, ξr} {ξr, ξr′}−1 {ξr′ , G}≈0 ≈ {f,G} .

Cela veut dire que sur la surface des contraintes, les crochets de Dirac contenant des
fonctions de première classe se réduisent aux crochets de Poisson.

Nous allons terminer cette sous-section par l’exemple du lagrangien L = ẋ2

2
+ xẏ − xy,

qui a une contrainte primaire φ1 = py−x ≈ 0 et une contrainte secondaire φ2 = px+x ≈ 0.
Comme {φ1, φ2} = −1 6= 0, ces contraintes sont de deuxième classe et on va noter ξ1 = φ1,
et ξ2 = φ2. La matrice des contraintes dans ce cas est

∆ =

[
0 {ξ1, ξ2}

{ξ2, ξ1} 0

]
=

[
0 −1
1 0

]
⇒ ∆−1 =

[
0 1
−1 0

]
.

et le crochet de Dirac de deux fonctions f(q, p) et g(q, p) est

{f, g}D = {f, g} − {f, ξ1}∆−1
12 {ξ2, g} − {f, ξ2}∆−1

21 {ξ1, g}

{f, g}D = {f, g} − {f, py − x} {px + x, g}+ {f, px + x} {py − x, g} .

Après un calcul direct, les crochets relatifs aux variables fondamentales seront

{x, y}D = −1 {x, px}D = 0 {x, py}D = 0
{y, px}D = −1 {y, py}D = 1 {px, py}D = 0.

(3.82)

On remarque que {x, y}D 6= 0 et que {x, px}D 6= 1, ce qui constitue une grande différence si

on compare avec les crochets de Poisson. A partir du hamiltonien canonique Hc = p2
x

2
+xy,

on peut obtenir les équations du mouvement à l’aide des relations ẋ ≈ {x,Hc}D , ẏ ≈
{y,Hc}D , ṗx ≈ {px, Hc}D et ṗy ≈ {py, Hc}D, comme suit :

ẋ ≈ −x ẏ ≈ −px + y
ṗx ≈ x ṗy ≈ −x.

Ces équations prises avec les contraintes py−x = 0 et px +x = 0 contiennent les équations
ẍ = ẏ − y et ẋ = −x qui ne sont que les équations d’Euler-Lagrange obtenues à partir du
lagrangien du départ L = ẋ2

2
+ xẏ − xy.
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3.2.7 Symétrie de jauge et crochet de Dirac

Plaçons nous maintenant dans le cas mixte d’un lagrangien singulier présentant des
contraintes de première classe γs, s = 1...S, susceptibles de générer des transformations de
jauge et des contraintes de deuxième classe ξr, r = 1...R (R est pair). Pour fixer la jauge,
introduisons des conditions supplémentaires ζs (q, p) ≈ 0, s = 1...S dont le nombre est égal
au nombre des contraintes de première classe. Ces conditions de fixation de jauge doivent
être préservées dans le temps

ζ̇s ≈ {ζs, HT} ≈ 0 ⇒ {ζs, Hc}+ λm {ζs, φm} ≈ 0 m = 1...M. (3.83)

Ces équations prises avec les autres conditions de consistance relatives aux contraintes γs
et ξr doivent fixer les multiplicateurs λm définitivement sans donner naissance à d’autres
contraintes (secondaires) ou nous conduire à une contradiction. Cela veut dire que si on
pose (ψ1 , ..., ψR ;ψ

R+1
, ..., ψ

R+S
;ψ

R+S+1
, ...ψ

R+2S
) = (ξ1 , ..., ξR ; γ1 , ..., γS ; ζ1 , ..., ζS), l’ensemble

des ψ
h
, h = 1...R + 2S sera le nouveau ensemble de contraintes de notre système et elles

seront toutes de deuxième classe. On peut ainsi définir la matrice des contraintes

∆ =

 {ψ1, ψ1} · · ·
{
ψ1, ψR+2S

}
...

. . .
...{

ψ
R+2S

, ψ1

}
· · ·

{
ψ
R+2S

, ψ
R+2S

}
 (3.84)

Cette matrice est inversible vu que nos nouvelles contraintes sont de deuxième classe (∆−1

existe). Un raisonnement analogue au raisonnement fait précédemment nous permettra de
définir le crochet de Dirac

{f, g}D = {f, g} − {f, ψ
h
}∆−1

hh′{ψh′ , g} h, h′ = 1...R + 2S. (3.85)

De ce fait, on a converti un système ayant des contraintes de première classe en un
système avec seulement des contraintes de deuxième classe à l’aide de conditions de fixation
de jauge, ce qui nous a permis de définir le crochet de Dirac qui va jouer un rôle crucial
dans la quantification canonique de ce type de systèmes singuliers.

Le lagrangien L = 1
2
ẋ2 + xẏ+ z2ż− xy a deux contraintes primaires (φ1 = x− py, φ2 =

z2 − pz) et une contrainte secondaire χ1 = φ3 = x+ px. Les contraintes ξ1 = φ1 et ξ2 = φ3

sont de deuxième classe alors que la contrainte γ1 = φ2 est de première classe. Fixons la
jauge avec la condition supplémentaire ζ1 = z ≈ 0 vérifiant la relation {ζ1, γ1} = −1 ≈/ 0.
A partir de l’ensemble {ψ1 = z2− pz, ψ2 = x− py, ψ3 = x+ px, ψ4 = z}, on aura la matrice
des contraintes

∆ =
[{
ψ
h
, ψ

h′

}
h,h′=1...4

]
=


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

 ⇒ ∆−1 =


0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


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car le déterminant det (∆) = 1. On en déduit l’expression suivante du crochet de Dirac

{f, g}
D

= {f, g} − {f, ψ1}∆−1
14 {ψ4, g} − {f, ψ2}∆−1

23 {ψ3, g}
−{f, ψ3}∆−1

32 {ψ2, g} − {f, ψ4}∆−1
41 {ψ1, g}

{f, g}
D

= {f, g}+ {f, ψ1} {ψ4, g}+ {f, ψ2} {ψ3, g} − {f, ψ3} {ψ2, g} − {f, ψ4} {ψ1, g} .

Si on considère le cas des variables canoniques (x, y, z, px, py, pz) , on aura les 15 crochets
de Dirac suivants :

{x, y}D = −1 {x, z}D = 0 {y, z}D = 0
{x, px}D = 0 {x, py}D = 0 {x, pz}D = 0
{y, px}D = −1 {y, py}D = 1 {y, pz}D = 0
{z, px}D = 0 {z, py}D = 0 {z, pz}D = 0
{px, py}D = 0 {px, pz}D = 0 {py, pz}D = 0.

3.2.8 Quantification canonique des systèmes avec contraintes

Maintenant, ayant une image assez complète de la formulation hamiltonienne classique
des systèmes avec contraintes, il faut trouver le moyen de leur donner une version quantique.
Deux cas se distinguent : le cas où toutes les contraintes sont de première classe, et le cas
où elles se mélangent avec des contraintes de deuxième classe.

1. Quantification de Dirac des systèmes avec seulement des contraintes de
première classe

Il est possible, selon Dirac, de quantifier ce genre de systèmes en gardant les mêmes
relations de commutation relatives aux systèmes réguliers, à condition que la fonction
d’onde vérifie certaines conditions supplémentaires dues à la présence de ces contraintes.
Autrement dit, soit un système ayant seulement S contraintes γs, s = 1...S toutes de
première classe. Cela veut dire que

{γs, γs′} ≈ 0⇔ {γs, γs′} = css′s′′γs′′ s, s′, s′′ = 1...S (3.86)

où les css′s′′ sont des fonctions des coordonnées et des moments conjugués. Comme le
hamiltonien H ′ est de première classe (page 97), il s’en suit que

{γs, H ′} ≈ 0 ⇔ {γs, H ′} = bss′γs′ s, s′ = 1...S (3.87)

où les bss′ sont aussi des fonctions des coordonnées et des moments conjugués. Pour faire
le passage vers la mécanique quantique, cherchons d’abord des opérateurs hermitiques q̂i
et p̂i agissant dans un espace de Hilbert tels que leurs commutateurs soient

[q̂i, q̂i′ ] = 0 [q̂i, p̂i′ ] = i~δii′ [p̂i, p̂i′ ] = 0 i, i′ = 1...N (3.88)
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où N est le nombre de degré de liberté de notre système. Ensuite, à l’aide de ces derniers,
il faut faire correspondre aux contraintes γs, s = 1...S et au hamiltonien H ′ des opérateurs
hermitiques γ̂s, s = 1...S, Ĥ ′ vérifiant les relations de commutation

[γ̂s, γ̂s′ ] = ĉss′s′′ γ̂s′′ [γ̂s, Ĥ
′] = b̂ss′ γ̂s′ (3.89)

où les ĉss′s′′ et b̂ss′ sont les opérateurs associés aux coefficients css′s′′ et bss′ respectivement.
Pour une raison qui viendra juste après, il est très important que ces opérateurs (ĉss′s′′ et
b̂ss′) soient à gauche des opérateurs γ̂s, s = 1...S dans les expressions ci-dessus. Maintenant,
on peut écrire l’équation de Schrödinger

i~
∂

∂t
Ψ = Ĥ ′Ψ. (3.90)

Classiquement nous avons γs = 0, s = 1...S, ce qui va se traduire dans le domaine quantique
par les équations supplémentaires sur la fonction d’onde Ψ

γ̂sΨ = 0 s = 1...S. (3.91)

Il est très utile de remarquer que

[γ̂s, γ̂s′ ]Ψ = (γ̂sγ̂s′ − γ̂s′ γ̂s)Ψ = γ̂s(γ̂s′Ψ)− γ̂s′(γ̂sΨ) = 0 (3.92)

or d’un autre côté, [γ̂s, γ̂s′ ] = ĉss′s′′ γ̂s′′ , ce qui implique que

[γ̂s, γ̂s′ ]Ψ = ĉss′s′′ γ̂s′′Ψ = ĉss′s′′(γ̂s′′Ψ) = 0. (3.93)

Les deux équations donnent les mêmes résultats sans anomalies. Le raisonnement est ana-
logue avec les commutateurs [γ̂s, Ĥ

′], car

[γ̂s, Ĥ
′]Ψ = γ̂s(Ĥ

′Ψ)− Ĥ ′(γ̂sΨ) = γ̂s(i~
∂

∂t
Ψ) = i~

∂

∂t
(γ̂sΨ) = 0. (3.94)

Nous avons utilisé le fait que les contraintes γ̂s = γs(q̂, p̂) ne dépendent pas du temps, du
coup,

[
∂
∂t
, γ̂s
]

= 0. D’un autre côté, comme [γ̂s, Ĥ
′] = b̂ss′ γ̂s′ , on aura l’implication

[γ̂s, Ĥ
′]Ψ = b̂ss′ (γ̂s′Ψ) = 0. (3.95)

C’est pour ces raisons qu’il faut que les opérateurs ĉss′s′′ et b̂ss′ soient à gauche des
opérateurs γ̂s, s = 1...S dans les expressions des commutateurs ci-dessus. Ceci étant fait, il
nous reste un problème majeur car on ne peut pas toujours être dans cette situation vu que
les opérateurs ne commutent pas entre eux et que leur ordre est très important, contraire-
ment aux variables classiques. La non-commutativité est une propriété liée profondément
à la physique.

Un bon exemple pour mettre ces résultats en pratique est l’étude du lagrangien L =
1
2
ẋ2+zẏ+yż−V (x) ayant les deux contraintes primaires γ1 = py−z ≈ 0 et γ2 = pz−y ≈ 0.

L’algorithme de consistance montre qu’il s’agit des seules contraintes et que H ′ = Hc =
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1
2
p2
x+V (x). Puisque {py−z, pz−y} = 0, nos contraintes sont de première classe, donc pour

quantifier le système décrit par ce lagrangien, les opérateurs correspondant aux variables
fondamentales doivent être les mêmes utilisées dans le cas régulier. Autrement dit,

x̂ = x ŷ = y ẑ = z

p̂x = −i~ ∂
∂x

p̂y = −i~ ∂
∂y

p̂z = −i~ ∂
∂z

et donc
Ĥ ′ = 1

2
p̂2
x + v(x̂) = −~2 ∂2

∂x2 + V (x)

γ̂1 = p̂y − ẑ = −i~ ∂
∂y
− z γ̂2 = p̂z − ŷ = −i~ ∂

∂z
− y.

Classiquement nous avons {γ1, γ2} = {γ1, H
′} = {γ2, H

′} = 0, ce qui va être transposé au
cas quantique pour donner les commutateurs

[γ̂1, γ̂2] =
[
γ̂1, Ĥ

′
]

=
[
γ̂2, Ĥ

′
]

=

[
γ̂1, i~

∂

∂t
− Ĥ ′

]
=

[
γ̂2, i~

∂

∂t
− Ĥ ′

]
= 0.

Ces opérateurs commutent, donc il est possible de leur trouver des fonctions propres com-
munes. La fonction d’onde décrivant l’état quantique de notre système Ψ = Ψ(x, y, z, t)
sera alors une solution du système d’équations i~ ∂

∂t
Ψ = Ĥ ′Ψ, γ̂1Ψ = 0 et γ̂2Ψ = 0. Expli-

citement,
i~∂Ψ

∂t
= −~2 ∂2Ψ

∂x2 + V (x)Ψ

−i~∂Ψ
∂y
− zΨ = 0 −i~∂Ψ

∂z
− yΨ = 0.

2. Quantification des systèmes avec contraintes de deuxième classe

Maintenant, supposons que notre système ne possède classiquement que des contraintes
de deuxième classe ξr, r = 1...R. Ici, il n’est pas possible de quantifier en imposant des
conditions de type ξ̂rΨ = 0 comme on vient de le faire précédemment. En effet, ces condi-
tions impliquent

[ξ̂r, ξ̂r′ ]Ψ = (ξ̂rξ̂r′ − ξ̂r′ ξ̂r)Ψ = ξ̂r

(
ξ̂r′Ψ

)
− ξ̂r′

(
ξ̂rΨ
)

= 0. (3.96)

Mais classiquement on a au moins un crochet {ξr, ξr′} ≈/ 0 ce qui va se traduire sur le plan
quantique par le commutateur [ξ̂r, ξ̂r′ ] 6= ĉrr′r′′ ξ̂r′′ , d’où

[ξ̂r, ξ̂r′ ]Ψ 6= 0. (3.97)

Ces deux équations sont incompatibles l’une avec l’autre d’où l’anomalie.
C’est ici que le crochet de Dirac va trouver sa raison d’être car il est compatible avec

les contraintes secondaires. Par analogie au cas régulier (sans contraintes), on va quantifier
canoniquement notre système en imposant aux opérateurs de satisfaire les relations de
commutation
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[
f̂ , ĝ
]

= [f (q̂, p̂) , g (q̂, p̂)] = i~ ̂{f (q, p) , g (q, p)}D (3.98)

où f̂ et ĝ sont les opérateurs hermitiques associés aux fonctions f (q, p) et g (q, p) définies
dans l’espace des phases. Autrement dit, le crochet de Poisson a cédé sa place au crochet
de Dirac dans la quantification canonique, en particulier,

[q̂i, q̂i′ ] = i~{̂qi, qi′}D [q̂i, p̂i′ ] = i~{̂qi, pi′}D [p̂i, p̂i′ ] = i~ ̂{pi, pi′}D i, i′ = 1...N. (3.99)

Pour trouver de tels opérateurs vérifiant de tels commutateurs, on peut se servir de nos
contraintes de deuxième classe en imposant que ξ̂r = ξr(q̂, p̂) = 0, r = 1...R. Ainsi dans la
représentation de Schrödinger, l’équation d’onde décrivant notre système sera

i~
∂

∂t
Ψ = Ĥc(q̂, p̂)Ψ. (3.100)

Cette procédure se généralise facilement au cas où notre système possède des contraintes
de première classe en plus des contraintes secondaires. Nous avons déjà vu qu’à l’aide de
conditions de fixation de jauge, il est toujours possible de définir des crochets de Dirac en
présence de contraintes de première classe. Une fois que cela est fait, nous n’avons plus
qu’à utiliser la procédure présentée ci-dessus (3.99). Il est même possible de procéder de
cette manière quand toutes les contraintes sont de première classe en fixant la jauge au
lieu d’utiliser la quantification de Dirac déjà discutée dans la sous-section précédente.

Mais comme dans le cas de cette dernière, le problème de la non commutativité des
opérateurs dans le domaine quantique, rend les choses très délicates car l’ordre est très
important et a des conséquences physiques. A cela s’ajoute le fait d’inverser la matrice des
contraintes qui peut conduire à des crochets difficiles à satisfaire par les opérateurs associés
comme dans le cas du lagrangien L = ẋ2

2
+ xẏ − V (x, y) qui semble trivial et qui donne

naissance au crochet de Dirac {x, y}D = − 1
1+∂2

yV (x,y)
difficile à réaliser du fait que x et y

ne commutent pas.
En mécanique classique, le problème d’un point de charge q et de masse m se déplaçant

dans le plan xy sous l’infuence d’un champ ~B = B0
~k magnétique homogène orienté dans

la direction z, peut être décrit par le lagrangien L = 1
2
m~v2 + q ~A.~v − qV où ~v = (ẋ, ẏ)

est le vecteur vitesse, ~A = ~A(x, y) est le potentiel vecteur du champ magnétique ~B et

V = V (x, y) est le potentiel scalaire. Dans la jauge ~A = B0

2

(
−y~i+ x~j

)
, le lagrangien

devient après simplification

L =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
+
qB0

2
(xẏ − yẋ)− qV (x, y) .

On va considérer la limite où qB0

m
� 1⇒ m

qB0
� 1⇒ m

qB0
' 0 qui correspond à un champ

magnétique très intense, dans ce cas, on peut négliger le terme de masse et le lagrangien
va devenir linéaire par rapport aux vitesses

L =
qB0

2
(xẏ − yẋ)− qV (x, y) .
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Nous sommes alors en présence de deux contraintes primaires φ1 = px + qB0

2
y ≈ 0 et

φ2 = py − qB0

2
x ≈ 0 qui vont nous permettre de construire le hamiltonien canonique

Hc = qV (x, y) . Le hamiltonien total HT = Hc+λ1φ1+λ2φ2 et les conditions de consistance
{φj, HT} ≈ 0 vont déterminer les multiplicateurs λ1 et λ2.

{φ1, Hc}+ λ2 {φ1, φ2} ≈ 0⇒ −q∂V
∂x

+ λ2qB0 ≈ 0⇒ λ2 ≈
1

B0

(
∂V

∂x

)
{φ2, Hc}+ λ1 {φ2, φ1} ≈ 0⇒ −q∂V

∂y
− λ1qB0 ≈ 0⇒ λ1 ≈

1

B0

(
∂V

∂y

)
.

Par conséquent, on n’a pas de contraintes secondaires et comme {φ1, φ2} = qB0 ≈/ 0, les
deux contraintes φ1 et φ2 sont de deuxième classe. Il sera commode alors de les noter ξ1 et
ξ2 dans cet ordre. Calculons maintenant la matrice des contraintes ∆.

∆ = qB0

[
0 1
−1 0

]
⇒ ∆−1 =

1

qB0

[
0 −1
1 0

]
.

A ce stade, il est possible de définir le crochet de Dirac de deux fonctions f et g par
l’expression

{f, g}D = {f, g}+
1

qB0

( {f, ξ1} {ξ2, g} − {f, ξ2} {ξ1, g}).

Dans ce cas particulier, les crochets non nuls des variables fondamentales sont

{x, y}D = − 1

qB0

{x, px}D =
1

2
{y, py}D =

1

2
{px, py}D = −qB0

4
.

Les opérateurs correspondants x̂, ŷ, p̂x et p̂y qui doivent être hermitiques vont vérifier
les relations de commutation

[x̂, ŷ] = − i}
qB0

[x̂, p̂x] =
i}
2

[ŷ, p̂y] =
i}
2

[p̂x, p̂y] = −i}
4
qB0

tandis que les autres commutateurs doivent être nuls. On remarque déjà que le commuta-
teur [x̂, ŷ] est différent de 0, ce qui peut conduire à une sorte de ”géométrie non commuta-
tive”. Dans la représentation de Schrödinger, il est possible de réaliser la première relation
en choisissant d’une façon symétrique

x̂ = x− i}
2qB0

∂

∂y
ŷ = y +

i}
2qB0

∂

∂x
. (I)

Les opérateurs p̂x et p̂y s’obtiennent en transposant les contraintes px + qB0

2
y = 0 et

py − qB0

2
x = 0 au domaine quantique, c’est-à-dire,

p̂x + qB0

2
ŷ = 0 ⇒ p̂x = − qB0

2
ŷ

p̂y − qB0

2
x̂ = 0 ⇒ p̂y = qB0

2
x̂.
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En utilisant les relations (I), on obtient les opérateurs recherchés

p̂x = −qB0

2
y − i}

4

∂

∂x
p̂y =

qB0

2
x− i}

4

∂

∂y
.

Maintenant, si on met de côté le problème de l’ordre des opérateurs, il est possible d’écrire
l’équation de Schrödinger sous la forme

i~
∂Ψ

∂t
= ĤcΨ ; i~

∂Ψ

∂t
= qV (x̂, ŷ) Ψ.

Pour récapituler, nous avons commencé par un lagrangien linéaire par rapport aux
vitesses ce qui a donné naissance à deux contraintes primaires de deuxième classe. A l’aide
de ces contraintes, nous avons construit les crochets de Dirac ce qui a rendu possible la
quantification canonique. Finalement nous avons écrit l’équation de Schrödinger après avoir
choisi les bons opérateurs différentiels vérifiant l’algèbre des commutateurs.

3.3 L’approche de Faddeev et Jackiw

Nous avons vu dans la section précédente que le formalisme développé par Dirac est
très puissant et cohérent mais il nécessite beaucoup de concepts comme la classification en
contraintes de première et de deuxième classe ainsi que le calcul d’un nombre considérable
de crochets de Poisson. En 1988, une autre méthode d’étudier les systèmes singuliers a vu
le jour sous la direction de Faddeev et de Jackiw. Leur approche repose sur la géométrie
symplectique qui consiste d’abord à linéariser le lagrangien par rapport aux vitesses et
ensuite à inverser la matrice symplectique obtenue à l’aide des équations d’Euler-Lagrange.
L’intérêt principal de leur méthode c’est qu’ils arrivent dans beaucoup de situations à
dériver directement les crochets de Dirac avec le moins possible de concepts et sans calculer
aucun crochet de Poisson contrairement à la démarche de Dirac.

3.3.1 Linéarisation du lagrangien par rapport aux vitesses

Considérons le lagrangien singulier autonome L(qi, q̇i), i = 1...N dont la matrice hes-

sienne
[

∂2L
∂q̇i∂q̇j

]
est de rang R < N. Cela veut dire qu’il est possible d’inverser les équations

pi = ∂L
∂q̇i

(qj, q̇j) seulement par rapport à R vitesses généralisées q̇a, a = 1...R en les écrivant
comme étant des fonctions des autres vitesses, des coordonnées généralisées et des moments
conjugués

q̇a = fa(qj, pb, q̇β) a, b = 1...R; β = R + 1...N ; j = 1...N (3.101)

et les autres relations ne sont que les N −R contraintes primaires

φα = pα − gα(qj, pb) b = 1...R;α = R + 1...N ; j = 1...N. (3.102)

Le hamiltonien canonique sera alors

H = piq̇i − L(qj, q̇j) = paq̇a + pαq̇α − L(qj, q̇b, q̇β) a, b = 1...R;α, β = R + 1...N
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soit
H = pafa(qj, pb, q̇β) + gα(qj, pb)q̇α − L(qj, fb(qk, pc, q̇γ), q̇β) (3.103)

où i,j, k = 1...N ; a,b,c = 1...R et α, β, γ = R + 1...N. On se propose maintenant de
démontrer en utilisant (3.101) et (3.102) que ce hamiltonien H = H(qi, pa) ne dépend pas
des vitesses généralisées, ce qui revient à vérifier que ∂H

∂q̇ρ
= 0, ρ = R + 1...N. Nous avons

∂L(qj, fb(qk, pc, q̇γ), q̇β)

∂q̇ρ
=
∂L(qj,Γb, q̇β)

∂q̇ρ
|Γb=fb(qk,pc,q̇γ) +

∂L(qj, fb(qk, pc, q̇γ),Λβ)

∂q̇ρ
|Λβ=q̇β ,

or
∂

∂q̇ρ
L(qj,Γb, q̇β)|Γb=fb(qk,pc,q̇γ) = pρ = gρ(qj, pb)

car pρ = ∂L
∂q̇ρ

= gρ(qj, pb), ρ = R + 1...N, et

∂L(qj, fb(qk, pc, q̇γ),Λβ)

∂q̇ρ
|Λβ=q̇β =

∂L(qj, fb,Λβ)

∂fa
|Λβ=q̇β

∂fa(qk, pc, q̇γ)

∂q̇ρ
= pa

∂fa(qk, pc, q̇γ)

∂q̇ρ

car q̇a = fa(qk, pc, q̇γ), a = 1...R et pa = ∂L
∂q̇a
. Cela revient à dire que

∂

∂q̇ρ
L(qj, fb(qk, pc, q̇γ), q̇β) = gρ(qj, pb) + pa

∂fa(qk, pc, q̇γ)

∂q̇ρ
.

A présent, en utilisant (3.103), il est facile de vérifier que ∂H
∂q̇ρ

= 0 comme suit :

∂H

∂q̇ρ
= pa

∂fa(qj, pb, q̇β)

∂q̇ρ
+ gα(qj, pb)δαρ −

∂

∂q̇ρ
L(qj, fb(qk, pc, q̇γ), q̇β) = 0 C.Q.F.D.

Pour avoir un lagrangien linéaire par rapport aux vitesses, il suffit d’utiliser la trans-
formation de Legendre H = piq̇i − L et les contraintes (3.102). En effet,

L = piq̇i −H(qj, pa) = paq̇a + pαq̇α −H(qj, pa) (3.104)

d’où
L(qj, q̇j, pb) = paq̇a + gα(qj, pb)q̇α −H(qj, pb) (3.105)

où a, b = 1...R;α = R + 1...N et i, j = 1...N. Le lagrangien L(qj, q̇j, pb) dépend de N
coordonnées généralisées et de leurs vitesses généralisées auxquelles s’ajoutent R moments
conjugués ce qui est le prix de transformer le lagrangien de départ. Pour appliquer les
équations d’Euler-Lagrange à ce lagrangien, il faut voir les qj et les pb comme étant des
variables indépendantes et pour ce faire il ne faut surtout pas remplacer les q̇a par leurs
expressions données par (3.101). En effet, nous aurons

d
dt

∂L
∂q̇a

= ∂L
∂qa

⇒ ṗa =
∂gβ(qj ,pb)

∂qa
q̇β − ∂H(qj ,pb)

∂qa

d
dt

∂L
∂q̇α

= ∂L
∂qα

⇒ d
dt
gα(qj, pb) =

∂gβ(qj ,pb)

∂qα
q̇β − ∂H(qj ,pb)

∂qα

d
dt

∂L
∂ṗa

= ∂L
∂pa

⇒ 0 = q̇a +
∂gβ(qj ,pb)

∂pa
q̇β − ∂H(qj ,pb)

∂pa

(3.106)
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d’où les N +R équations différentielles
ṗa − ∂gβ(qj ,pb)

∂qa
q̇β +

∂H(qj ,pb)

∂qa
= 0

∂gα(qj ,pb)

∂qc
q̇c −

(
∂gβ(qj ,pb)

∂qα
− ∂gα(qj ,pb)

∂q
β

)
q̇β +

∂gα(qj ,pb)

∂pc
ṗc +

∂H(qj ,pb)

∂qα
= 0

q̇a +
∂gβ(qj ,pb)

∂pa
q̇β − ∂H(qj ,pb)

∂pa
= 0.

(3.107)

où a,b,c = 1...R et α, β = R + 1...N. Ces dernières prises avec les contraintes (3.102) sont
équivalentes aux équations qu’on peut obtenir à partir du lagrangien de départ L(qi, q̇i),
i = 1...N qui n’est pas forcément linéaire par rapport aux vitesses généralisées q̇i, i = 1...N .

Prenons comme exemple, le lagrangien L = (ẋ+xẏ)2

2
+ e−w ż

2

2
+ sin(z)ẇ − zw2

2
, alors les

moments conjugués seront

px = ẋ+ xẏ py = x(ẋ+ xẏ) pz = e−wż pw = sin(z)

d’où l’on en déduit l’inversion

ẋ = px − xẏ py = xpx ż = ewpz pw = sin(z).

En remplaçant dans le hamiltonien H = ẋpx + ẏpy + żpz + ẇpw − L, on obteint

H =
p2
x

2
+ ew

p2
z

2
+
zw2

2

et le lagrangien linéaire L = ẋpx + ẏpy + żpz + ẇpw −H sera alors

L = pxẋ+ xpxẏ + pz ż + sin(z)ẇ −
(
p2
x

2
+ ew

p2
z

2
+
zw2

2

)
. (3.108)

Les variables indépendantes maintenant sont x, y, z, w, px et pz contrairement au moments
py et pw qui sont donnés par les relations py = xpx et pw = sin(z) (des contraintes).

3.3.2 Principe de la méthode de Faddeev-Jackiw

Afin de traiter les variables qi, i = 1...N et pa, a = 1...R sur le même pied d’égalité et
mettre le lagrangien (3.105) sous une forme condensée, introduisons les nouvelles variables
ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξN+R) définies par ξi = qi, i = 1...N et ξN+a = pa, a = 1...R. Alors

L = AI(ξ)ξ̇I −H(ξ) I = 1...N +R (3.109)

où Aa(ξ) = pa, a = 1...R, Aα(ξ) = gα(qj, pb), α = R + 1...N et AN+a(ξ) = 0, a = 1...R.
Autrement dit,

ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξN , ..., ξN+R) = (q1, q2, ..., qN , p1, p2, ..., pR)
A(ξ) = (A1, A2, ..., AN+R) = (p1, p2, ..., pR, gR+1, ..., gN , 0, ..., 0).

(3.110)
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Notre lagrangien est autonome linéaire par rapport aux vitesses, et les équations d’Euler-
Lagrange d

dt
∂L
∂ξ̇I
− ∂L

∂ξI
= 0 nous conduisent aux relations

∂AI
∂ξJ

ξ̇J −
∂AJ
∂ξI

ξ̇J +
∂H

∂ξI
= 0. (3.111)

Après transformation (
∂AJ
∂ξI
− ∂AI
∂ξJ

)
ξ̇J =

∂H

∂ξI
(3.112)

soit

fIJ ξ̇J =
∂H

∂ξI
I, J = 1...N +R. (3.113)

A ce stade on voit bien apparâıtre la matrice symplectique fIJ =
(
∂AJ
∂ξI
− ∂AI

∂ξJ

)
qui est une

matrice antisymétrique.
Le hamiltonien canonique obtenu à partir du lagrangien précédent sera exactement

H(ξ) et les équations canoniques dont on suppose l’existence doivent être de la forme

ξ̇I = {ξI , H} ξ̇I = {ξI , ξJ}
∂H

∂ξJ
. (3.114)

Pour l’instant, on va mettre du coté la nature du crochet {, }. Pour aller de l’avant on
distingue deux cas : le premier est lorsque la matrice f est inversible et le deuxième cor-
respond au cas contraire. Si la matrice f−1 existe, il est facile d’utiliser (3.113) pour avoir
la relation

ξ̇I = f−1
IJ

∂H

∂ξJ
(3.115)

et une comparaison directe avec (3.114) nous permet d’avoir les crochets

{ξI , ξJ} = f−1
IJ . (3.116)

Nous avons ainsi obtenu les crochets relatifs aux variables fondamentales d’où la possibilité
de procéder à une quantification canonique, car le crochet {ξI , ξJ} n’est rien d’autre que
le crochet de Dirac de ξI et ξJ obtenu par l’approche de Faddeev-Jackiw.

Maintenant, examinons le cas où la matrice f est singulière de rang R1 < N +R. Dans
ce cas, elle a N +R−R1 modes-zéros v(m)(ξ) indépendants (m = 1...N +R−R1) vérifiant
la relation

v(m)f = 0 v
(m)
I fIJ = 0. (3.117)

La multiplication à droite de (3.113) par l’un des v(m) va en principe donner naissance aux
contraintes 9

0 = v
(m)
I

∂H

∂ξI
= φm(ξ) m = 1...N +R−R1. (3.118)

9. Il se peut qu’on n’obtient pas de contraintes, seulement des identités de type (0=0). Cela est dû à la
présence de symétrie de jauge dont le traitement est expliqué ci-dessous.

113
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Ces contraintes φm(ξ) = 0,m = 1...N+R−R1 sont des relations entre les ξI , I = 1...N+R
qui doivent se conserver dans le temps

φ̇m =
d

dt
φm =

∂φm
∂ξI

ξ̇I = 0. (3.119)

Pour ce faire, on va ajouter au lagrangien (3.109) ou bien des termes de la forme
(
λm

∂φm
∂ξI

ξ̇I

)
,

ou bien de la forme 10
(
λ̇mφm(ξ)

)
et il en résultera un nouveau lagrangien linéaire par rap-

port aux ξ̇I et λ̇m ayant l’expression

L = AI(ξ)ξ̇I + φm(ξ)λ̇m −H(ξ) I = 1...N +R,m = 1...N +R−R1. (3.120)

Il faut que cela soit clair, les λm,m = 1...N+R−R1 doivent être traités comme de nouvelles
variables indépendantes. Après une petite transformation, les équations d’Euler-Lagrange
cette fois-ci seront (

∂AJ
∂ξI
− ∂AI

∂ξJ

)
ξ̇J + ∂φm

∂ξI
λ̇m = ∂H

∂ξI

−∂φm
∂ξJ

ξ̇J = 0.
(3.121)

Ces dernières équations traduisent la conservation des contraintes φm au cours du temps.
Réécrivons les équations précédentes sous forme matricielle[ (

∂AJ
∂ξI
− ∂AI

∂ξJ

)
∂φm
∂ξI

−∂φm
∂ξJ

0

]
︸ ︷︷ ︸

f

[
ξ̇J
λ̇m

]
=

[
∂H
∂ξI

0

]
(3.122)

où la nouvelle matrice f est carrée antisymétrique de dimension (N +R)+(N +R−R1) =
2(N +R)−R1. A ce stade, on distingue trois cas :

1. f est inversible et les crochets fondamentaux s’obtiennent à l’aide de f−1. Autrement
dit, {ξI , ξJ} = f−1

IJ et l’algorithme se termine ici.
2. f est singulière mais les modes-zéro ne donnent aucune nouvelle contrainte, signe

de présence de symétrie de jauge. Dans ce cas, des conditions supplémentaires ζn(ξ) = 0
sont nécessaires afin de fixer la jauge. On les introduit dans le lagrangien (3.120) en lui
ajoutant des termes de la forme ω̇nζn(ξ) où les ωn sont des multiplicateurs, ensuite il faut
écrire les équations d’Euler-Lagrange par rapport aux variables ξI , λm et ωn. Le choix et
le nombre de conditions de jauge ζn(ξ) doivent se faire de telle sorte à avoir une nouvelle
matrice f inversible d’un seul coup, ce qui va nous donner les crochets {ξI , ξJ} = f−1

IJ . Cela
veut dire que les conditions de jauge doivent être indépendantes des autres contraintes et
aussi indépendantes entre elles.

3. f est singulière et la recherche des modes-zéro se solde par l’obtention de nouvelles
contraintes, il faut alors les ajouter au lagrangien (3.120) avec des multiplicateurs, ensuite
recommencer la procédure à partir de zéro avec le nouveau lagrangien qui en résulte.

10. En effet, λm
∂φm

∂ξI
ξ̇I = d

dt (λmφm(ξ))− λ̇mφm(ξ).
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Chapitre 3 : La mécanique analytique généralisée

Il faut continuer dans cette démarche jusqu’à ce qu’on obtient les crochets {ξI , ξJ}, soit
par une matrice f inversible, soit après fixation de jauge. Une fois que cela est fait, on
peut procèder à une quantification canonique à l’aide de ces crochets. Il est clair à présent
qu’avec Faddeev et Jackiw, on ne fait pas de distinction entre les contraintes contrairement
au formalisme de Dirac.

3.3.3 Exemples d’application

1. Nous considérons d’abord le problème simple d’une particule non relativiste de charge

q et de masse m, en présence d’un champ magnétique intense constant
−→
B 0 orienté dans la

direction z. Dans ce cas, le terme de masse peut être négligé et le lagrangien se réduira à
la forme

L =
qB0

2
(xẏ − yẋ)− qV (x, y).

Ce lagrangien est déjà linéaire par rapport aux vitesses et les d’Euler-Lagrange peuvent se
mettre sous la forme

2η

(
0 1
−1 0

)
︸ ︷︷ ︸

f

(
ẋ
ẏ

)
=

(
q ∂V (x,y)

∂x

q ∂V (x,y)
∂y

)

où η = qB0

2
. La matrice f est non singulière et son inverse est

f−1 =
1

2η

(
0 −1
1 0

)
=

(
{x, x} {x, y}
{y, x} {y, y}

)
.

et on conclut que {x, y} = − 1
2η

= − 1
qB0

. Pour calculer les autres crochets, on peut utiliser
le fait qu’ici px = −ηy et py = ηx.

2. Dans un deuxième cas, considérons le système décrit par le lagrangien

L =
1

2
(yẋ+ xẏ)2 − xy.

En utilisant le fait que py = xpx
y

, on obtient le hamiltonien canonique H = 1
2
p2
x

y2 +xy, ce qui
nous permettra de linéariser le lagrangien précédent à l’aide de la relation L = ẋpx+ẏpy−H.
Autrement dit,

L = zẋ+
xz

y
ẏ − 1

2

z2

y2
− xy

où z = px.
Les variables indépendantes sont maintenant x, y et z, et les équations d’Euler-Lagrange

vont prendre la forme matricielle 0 z
y
−1

− z
y

0 −x
y

1 x
y

0


︸ ︷︷ ︸

f

 ẋ
ẏ
ż

 =

 y

− z2

y3 + x
z
y2

 .
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La matrice f est antisymétrique singulière vu que det(f) = 0. Le seul mode-zéros est
( −x y z ), mais cela ne donne pas naissance à de nouvelles contraintes. Donc, la matrice
f reste toujours singulière et on a pas de contraintes, ce qui est le signe que nous sommes
bien en présence d’une symétrie de jauge. Nous choisissons la condition de jauge y = 1 en
ajoutant le terme ω̇(y − 1) au lagrangien du départ afin d’avoir le nouveau lagrangien

L = zẋ+
xz

y
ẏ − 1

2

z2

y2
− xy + ω̇(y − 1)

et les équations d’Euler-Lagrange
0 z

y
−1 0

− z
y

0 −x
y

1

1 x
y

0 0

0 −1 0 0


︸ ︷︷ ︸

f


ẋ
ẏ
ż
ω̇

 =


y

− z2

y3 + x
z
y2

0

 .

La matrice f−1 existe et elle est donnée par

f−1 =


0 0 1 x

y

0 0 0 −1
−1 0 0 − z

y

−x
y

1 z
y

0

 =


{x, x} {x, y} {x, z} {x, ω}
{y, x} {y, y} {y, z} {y, ω}
{z, x} {z, y} {z, z} {z, ω}
{ω, x} {ω, y} {ω, z} {ω, ω}


d’où les crochets

{x, y} = 0 ; {y, z} = 0 ; {x, z} = 1.

Pour avoir les crochets avec py, on utilise la relation py = xpx
y

= xpx = xz.

3. Terminons par l’étude du lagrangien non linéaire L = ẋ2

2
+ x2

2
ẏ − x2

2
y. Sachant

que les moments conjugués sont px = ẋ et py = x2

2
, la transformation de Legendre H =

ẋpx + ẏpy − L, nous permet de construire le hamiltonien

H =
p2
x

2
+
x2

2
y.

Toujours à l’aide de la transformation de Legendre, on peut écrire que L = ẋpx + ẏpy−H,

et en utilisant la relation py = x2

2
, on obtient le lagrangien linéaire

L = zẋ+
x2

2
ẏ − z2

2
− x2

2
y

où z = px, ce qui fait que x, y et z doivent-être considérés comme étant des variables
indépendantes.
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Les équations d’Euler-Lagrange vont alors prendre la forme matricielle 0 x −1
−x 0 0
1 0 0


︸ ︷︷ ︸

f

 ẋ
ẏ
ż

 =

 xy
x2

2

z



où la matrice f est singulière (det(f) = 0) et antisymétrique dont le seul mode-zéro est
v = ( 0 1 x ). La multiplication à gauche du système précédent par ce mode-zéro nous
permet d’avoir la contrainte x

2
+ z = 0 (car x 6= 0). Pour que cette dernière se conserve

dans le temps ( ẋ
2

+ ż = 0), nous allons ajouter au lagrangien précédent le terme λ̇(x
2

+ z)
et le résultat sera ce lagrangien

L = zẋ+
x2

2
ẏ − z2

2
− x2

2
y + λ̇(

x

2
+ z)

où λ est un multiplicateur de Lagrange qu’on doit traiter comme une nouvelle variable.
Les nouvelles équations d’Euler-Lagrange vont prendre la forme

0 x −1 +1/2
−x 0 0 0
1 0 0 1
−1/2 0 −1 0


︸ ︷︷ ︸

f


ẋ
ẏ
ż

λ̇

 =


xy
x2

2

z
0

 .

Cette fois-ci la matrice f est antisymétrique inversible car det(f) = x2 6= 0, et la matrice
inverse est

f−1 =


0 − 1

x
0 0

1
x

0 − 1
2x
− 1
x

0 1
2x

0 −1
0 1

x
1 0

 =


{x, x} {x, y} {x, z} {x, λ}
{y, x} {y, y} {y, z} {y, λ}
{z, x} {z, y} {z, z} {z, λ}
{λ, x} {λ, y} {λ, z} {λ, λ}


Il s’en suit que

{x, y} = −1/x ; {y, z} = −1/(2x) ; {x, z} = 0.

Pour avoir le reste des crochets, il ne faut pas perdre de vue que z = px et py = x2

2
.

Ces exemples montrent qu’effectivement, l’approche de Faddeev et de Jackiw permet de
déterminer les crochets de Dirac directement sans passer par le formalisme de ce dernier.
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Chapitre 4

La méthode des constantes
d’intégration pour la détermination
directe des crochets de Dirac

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les travaux de Dirac et de Bergmann sur
les systèmes hamiltoniens avec contraintes constituent un outil très puissant. En effet, ils
ont mis en place un formalisme hamiltonien généralisé permettant de quantifier canonique-
ment ces systèmes bien qu’ils soient issus de lagrangiens singuliers et cela en abandonnant
les crochets de Poisson pour les crochets de Dirac qui sont mieux adaptés à la présence
de contraintes. A cela s’ajoute la méthode de Faddeev et de Jackiw qui est une approche
symplectique directe ayant moins de concepts, mais capablde de déterminer les crochets
fondamentaux indispensables à une éventuelle quantification canonique.

Maintenant, essayons d’analyser cette situation : classiquement, la résolution analytique
des équations du mouvement d’un système nous permet de connâıtre l’évolution de son état
d’une façon exacte en partant de conditions initiales bien déterminées. Autrement dit, la
solution contient en principe toutes les informations relatives à notre système. La question
légitime qui va se poser maintenant est la suivante : est ce qu’il est possible de déduire
les crochets de Dirac (où de Poisson) nécessaires à la quantification directement à partir
de cette solution analytique ? Cela revient à dire, quand un système est classiquement
intégrable, est-il possible de le quantifier sans passer par le formalisme de Dirac ni par la
méthode Faddeev-Jackiw, ce qui va nous épargner beaucoup de temps et de concepts ? En
effet, en théorie des champs par exemple, on peut toujours avoir la solution libre, mais
alors pourquoi ne pas l’utiliser pour faire une quantification directe ? Il est à ajouter à
cela le fait qu’on peut se servir de logiciels du calcul formel tels que Maple, Mathematica
et Maxima pour trouver beaucoup de solutions analytiques des équations du mouvement,
pour ensuite les utiliser afin d’obtenir directement les crochets.

Comme réponse à cette problématique, nous allons exposer dans ce chapitre, une nou-
velle approche pour quantifier les systèmes classiquement solubles [85]. En effet, en s’ins-
pirant de la quantification canonique de l’oscillateur harmonique dans la représentation
de Heisenberg, nous allons construire une nouvelle méthode permettant de retrouver les
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mêmes résultats que les méthodes de Dirac et de Faddeev, mais d’une autre façon très
simple et accessible sans exiger des outils mathématiques très avancés. Nous allons d’abord
vérifier la validité de notre méthode en l’appliquant à des systèmes réguliers bien connus en
mécanique quantique, ensuite viendra l’étape la plus importante où nous nous intéresserons
aux systèmes hamiltoniens avec contraintes, afin de démontrer qu’en partant d’un lagran-
gien singulier autonome, on peut à l’aide de notre procédure arriver aux mêmes résultats
que ceux obtenus à l’aide du formalisme de Dirac et de Bergmann ou en suivant la procédure
de Faddeev et Jackiw. Nous terminerons le chapitre avec une application en théorie quan-
tique des champs.

4.1 Motivation

L’oscillateur harmonique est l’un des systèmes les plus rencontrés en physique théorique
à commencer par la mécanique classique jusqu’à la théorie quantique des champs en passant
par la mécanique quantique. Sa simplicité et l’intégrabilité de ses équations du mouvement
font de lui un des premiers systèmes auxquels on pense afin de valider les nouvelles théories
et approches. Il suffit de se rappeler des premières applications de Planck, Schrödinger et
Heisenberg.

Dans ce paragraphe, nous allons attirer l’attention sur une propriété capitale de l’oscil-
lateur harmonique à une dimension dans la représentation de Heisenberg. Ici, les opérateurs
position et impulsion (x̂(t), p̂(t)) dépendent du temps et obéissent dans leurs évolutions aux
équations de Heisenberg

dx̂(t)
dt = 1

i} [x̂(t), Ĥ(t)]

dp̂(t)
dt = 1

i} [p̂(t), Ĥ(t)]
⇒

dx̂(t)
dt = p̂(t)

m

dp̂(t)
dt = −mω2x̂(t)

(4.1)

où le hamiltonien est

Ĥ(t) =
1

2m
p̂(t)2 +

1

2
mω2x̂(t)2 (4.2)

et le commutateur fondamental est

[x̂(t), p̂(t)] = x̂(t)p̂(t)− p̂(t)x̂(t) = i}. (4.3)

L’intégration de ce système est immédiate et la solution est

x̂(t) =

√
}

2mω

(
â e−iωt + â†eiωt

)
; p̂(t) =

√
}

2mω
(−imω â e−iωt + imω â†eiωt) (4.4)

où â et â† sont les constantes d’intégration devenues respectivement les opérateurs d’annihi-
lation et de création après la quantification dans le but d’assurer l’hermicité des opérateurs
x̂(t) et p̂(t), ce qui veut dire x(t)† = x̂(t) et p̂(t)† = p̂(t).
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Il est possible d’avoir la même solution avec le formalisme de Lagrange. En effet, le
lagrangien classique de l’oscillateur harmonique est donné par

L =
1

2
mẋ(t)2 − 1

2
mω2x(t)2 (4.5)

et l’équation d’Euler-Lagrange d
dt
∂L
∂ẋ
− ∂L

∂x
= 0 conduit à l’équation différentielle

d2x

dt2
+ ω2x = 0 sachant que p(t) =

∂L

∂ẋ
. (4.6)

La solution de ces deux équations sera exactement identique à la solution (4.4) des équations
de Heisenberg (4.1) si on remplace les variables classiques (x(t), p(t)) et les constantes
d’intégration par des opérateurs de telle sorte à vérifier les conditions x(t)† = x̂(t) et p̂(t)† =
p̂(t). Mais l’avantage d’utiliser les commutateurs réside dans la possibilité de travailler en
respectant l’ordre des opérateurs.

Les expressions (4.4) peuvent être inversées par rapport aux opérateurs â et â†

â =

√
2mω

}
(x̂(t) + i

p̂(t)

mω
)eiωt ; â† =

√
2mω

}
(x̂(t)− i p̂(t)

mω
)e−iωt. (4.7)

A partir de la relation (4.3), on déduit que

[â, â†] = 1, (4.8)

en plus, si on remplace la solution (4.4) dans l’expression de notre hamiltonien, on aura

Ĥ(t) = Ĥ = }ω
(
â†â+

1

2

)
. (4.9)

A ce stade, on peut remarquer une propriété très importante : les équations (4.4), (4.8)
et (4.9) impliquent que

[x̂(t), Ĥ(t)] =
[√

}
2mω

(
â e−iωt + â†eiωt

)
, }ω

(
â†â+ 1

2

)]
= }ω

√
}

2mω

(
e−iωt

[
â, â†

]
â+ eiωtâ†

[
â†, â

])
= }ω

√
}

2mω

(
âe−iωt − â†eiωt

)
= i2}ω

√
}

2mω

(
−âe−iωt + â†eiωt

)
[x̂(t), Ĥ(t)] = i}

dx̂(t)

dt
. (4.10)

Un calcul analogue avec les équations (4.4), (4.8) et (4.9) montre que

[p̂(t), Ĥ(t)] = i}
dp̂(t)

dt
. (4.11)
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A première vue, il est clair qu’il ne s’agit que des équations de Heisenberg, mais des
équations qu’on a obtenues en travaillant directement avec la solution (4.4) et le com-
mutateur (4.8). Cela veut dire que ce commutateur relatif aux opérateurs de création et
d’annihilation (qui sont aussi les constantes d’intégration des équations du mouvement
avant la quantification) est compatible avec les équations de Heisenberg.

Il est possible d’inverser les choses en commençant directement par la solution (4.4)
qu’on peut obtenir à l’aide de l’équation d’Euler-Lagrange (4.6), ensuite l’injecter dans
l’expression du hamiltonien (4.2) afin d’appliquer les équation de Heisenberg (4.1) et de
déduire l’expression du commutateur (4.8) sans utiliser le commutateur fondamental (4.3).
Une fois que cela est fait, il est possible d’avoir (4.3) à partir de (4.4) et (4.8). En effet, le
lagrangien classique de l’oscillateur harmonique est

L =
1

2
mẋ(t)2 − 1

2
mω2x(t)2 (4.12)

et l’équation d’Euler-Lagrange d
dt
∂L
∂ẋ
− ∂L

∂x
= 0 conduit à l’équation différentielle

d2x

dt2
+ ω2x = 0. (4.13)

La solution générale de cette équation est

x(t) =

√
}

2mω

(
a e−iωt + beiωt

)
(4.14)

où a et b sont deux constantes d’intégration. Le fait que cet exemple soit simple fait que
le passage au domaine quantique se fait en remplaçant a et b par des opérateurs â et b̂ de
telle sorte que x̂† = x̂, d’où la condition b̂ = â†.

Comme p(t) = ∂L
∂ẋ

= mẋ(t), la solution sera identique à (4.4)

x̂(t) =

√
}

2mω

(
â e−iωt + â†eiωt

)
; p̂(t) =

√
}mω

2
(−iâ e−iωt + iâ†eiωt). (4.15)

Le hamiltonien classique est H = p2

2
+ 1

2
mω2x2 et son correspondant quantique sera Ĥ =

p̂2

2
+ 1

2
mω2x̂2. Injectons la solution précédente dans ce dernier pour avoir Ĥ = }ω

(
â†â+ 1

2

)
.

A ce stade, imposons à x̂(t) de satisfaire l’équation de Heisenberg
dx̂(t)
dt = 1

i} [x̂(t), Ĥ]
sachant que le commutateur d’un opérateur avec lui même est nul à cause de l’antisymétrie.
Autrement dit, on a

dx̂(t)

dt
= i

√
}ω
2m

(
−âe−iωt + â†eiωt

)
(4.16)

et
1

i}
[x̂, Ĥ] =

1

i}

[√
}

2mω

(
â e−iωt + â†eiωt

)
, }ω

(
â†â+

1

2

)]
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1

i}
[x̂, Ĥ] = −iω

√
}

2mω
(e−iωt

[
â, â†

]
â+ eiωtâ†

[
â†, â

]
)

1

i}
[x̂, Ĥ] = i

√
}ω
2m

(−e−iωt
[
â, â†

]
â+ eiωtâ†

[
â, â†

]
). (4.17)

L’identification directe avec l’équation (4.16) nous donne le crochet bien connu
[
â, â†

]
= 1.

Maintenant, à l’aide de (4.15), on peut calculer le crochet fondamental [x̂, p̂] comme suit :

[x̂, p̂] = [

√
}

2mω

(
â e−iωt + â†eiωt

)
,

√
}mω

2
(−iâ e−iωt + iâ†eiωt)] (4.18)

=
}
2

(
i[â, â†]− i[â†, â]

)
= i}. (4.19)

Nous avons ainsi obtenu le crochet [x̂, p̂] = i} en faisant le chemin inverse, car d’habitude,
ce crochet est postulé au départ ce qui est l’essence même de la quantification canonique.
Dans le reste de ce chapitre, nous allons pousser les choses plus loin afin de faire de cette
propriété une nouvelle approche d’étude des systèmes avec contraintes.

4.2 Propriété fondamentale des constantes d’intégration

Dans cette section, nous allons démontrer une propriété remarquable des constantes
d’intégration d’un système différentiel issu des équations de Hamilton. Soit un système à
N degrés de liberté dont l’état est déterminé par la connaissance à tout instant de ses
variables fondamentales qui sont ses coordonnées généralisées q = (q1, q2, ..., qN) et ses
moments conjugués p = (p1, p2, ..., pN). Soient maintenant f = f(q, p) et g = g(q, p) deux
fonctions de ces variables et du temps. Dans le cas général, leur crochet est défini par

{f, g} =
N∑

i,j=1

{qi, qj}
∂f

∂qi

∂g

∂qj
+

N∑
i,j=1

{pi, pj}
∂f

∂pi

∂g

∂pj
+

N∑
i,j=1

{qi, pj}
(
∂f

∂qi

∂g

∂pj
− ∂f

∂qj

∂g

∂pi

)
(4.20)

qui peut-être un crochet de Poisson où un crochet de Dirac, cela dépend des crochets
fondamentaux {qi, qj}, {pi, pj} et {qi, pj}. Ce qui importe, c’est qu’il soit antisymétrique
et bilinéaire et qu’il vérifie la règle de Liebniz et l’identité de Jacobi.

A ce stade, supposons que les variables fondamentales q et p sont des fonctions du temps
et de nouvelles grandeurs 1 R = (R1, R2, ..., RM), c’est-à-dire q = q(R, t) et p = p(R, t). Le

1. M = 2N correspond au cas régulier. Pour les systèmes avec contraintes M ≺ 2N, car chaque
contrainte élimine une variable.
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crochet (4.20) devient alors

{f, g} =
∑N

i,j=1

∑M
k,l=1 {qi, qj}

∂f
∂Rk

∂Rk
∂qi

∂g
∂Rl

∂Rl
∂qj

+
∑N

i,j=1

∑M
k,l=1 {pi, pj}

∂f
∂Rk

∂Rk
∂pi

∂g
∂Rl

∂Rl
∂pj

+
∑N

i,j=1

∑M
k,l=1 {qi, pj}

(
∂f
∂Rk

∂Rk
∂qi

∂g
∂Rl

∂Rl
∂pj
− ∂f

∂Rk

∂Rk
∂qj

∂g
∂Rl

∂Rl
∂pi

)
=
∑M

k,l=1

[∑N
i,j=1 {qi, qj}

∂Rk
∂qi

∂Rl
∂qj

+
∑N

i,j=1 {pi, pj}
∂Rk
∂pi

∂Rl
∂pj

+
∑N

i,j=1 {qi, pj}
(
∂Rk
∂qi

∂Rl
∂pj
− ∂Rk

∂qj

∂Rl
∂pi

) ]
∂f
∂Rk

∂g
∂Rl

et finalement,

{f, g} =
M∑

k,l=1

{Rk, Rl}
∂f

∂Rk

∂g

∂Rl

. (4.21)

Cette propriété est valable pour n’importe quel type de crochets. En particulier,

{qi, H} =
M∑

k,l=1

{Rk, Rl}
∂qi
∂Rk

∂H

∂Rl

; {pi, H} =
M∑

k,l=1

{Rk, Rl}
∂pi
∂Rk

∂H

∂Rl

(4.22)

où H est le hamiltonien du système.
On a aussi

dqi
dt

=
M∑
k=1

∂qi
∂Rk

dRk

dt
+
∂qi
∂t

;
dpi
dt

=
M∑
k=1

∂pi
∂Rk

dRk

dt
+
∂pi
∂t
. (4.23)

A présent, injectons les relations (4.22) et (4.23) dans les équations de Hamilton dqi
dt

=

{qi, H} et dpi
dt

= {pi, H} afin d’aboutir aux équations

M∑
k=1

∂qi
∂Rk

dRk

dt
+
∂qi
∂t

=
M∑

k,l=1

{Rk, Rl}
∂qi
∂Rk

∂H

∂Rl

i = 1...N (4.24)

M∑
k=1

∂pi
∂Rk

dRk

dt
+
∂pi
∂t

=
M∑

k,l=1

{Rk, Rl}
∂pi
∂Rk

∂H

∂Rl

i = 1...N. (4.25)

Supposons maintenant que lesRk, k = 1...M cöıncident avec les constantes d’intégration,
ce qui veut dire que dRk

dt
= 0, k = 1...M . Dans ce cas, posons Rk = Ck, k = 1...M, et les

équations précédentes vont se réduire à la forme

∂qi
∂t

=
M∑

k,l=1

{Ck, Cl}
∂qi
∂Ck

∂H

∂Cl
;

∂pi
∂t

=
M∑

k,l=1

{Ck, Cl}
∂pi
∂Ck

∂H

∂Cl
i = 1...N. (4.26)

Partant des crochets définis à l’aide des variables fondamentales, nous avons pû faire le
lien avec les constantes d’intégration et cela sans préciser s’il s’agit de crochets de Poisson
ou de Dirac. Dans la suite, cette propriété va constituer le fondement de la méthode des
constantes d’intégration applicable à la fois aux systèmes réguliers et singuliers.
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4.3 Méthode des constantes d’intégration (CI)

Dans cette section, nous allons inverser le raisonnement précédent en utilisant le résultat
(4.26) afin de construire une nouvelle approche de détermination des crochets relatifs aux
systèmes exactement solubles. Soit un système décrit classiquement par un lagrangien
autonome L(q, q̇), où q = (q1, q2, ..., qN) représentent les coordonnées généralisées, q̇ =
(q̇1, q̇2, ..., q̇N) les vitesses généralisées et N le nombre de ses degrés de liberté. L’état de ce
dernier est régi par les équations d’Euler-Lagrange

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 i = 1...N (4.27)

où les moments conjugués sont définis par

pi =
∂L

∂ẋi
(q, q̇, t) i = 1...N. (4.28)

Supposons que nous disposons de la solution générale de ces équations

q(t) = q̃(t, C) ⇔ qi(t) = q̃i(t, C)

p(t) = p̃(t, C) ⇔ pi(t) = p̃i(t, C)
i = 1...N (4.29)

où C = (C1, C2, ..., CM) est l’ensemble des M constantes d’intégration de nos N équations
différentielles (4.27) de deuxième degré (s’il n’y a pas de contraintes, M = 2N). On peut
inverser ces expressions par rapport aux constantes C pour aboutir à des relations du type

C = C̃(t, q(t), p(t))⇔ Cl = C̃l(t, q(t), p(t)) l = 1...M. (4.30)

Avant d’aller plus loin, il faut distinguer deux cas : le premier, c’est lorsqu’il n’y a pas
de fonctions arbitraires dans la solution (pas de symétrie de jauge), le deuxième est le cas
contraire. Dans ce dernier cas, il faut d’abord choisir les fonctions arbitraires une bonne
fois pour toute, en ajoutant de nouvelles conditions (fixer la jauge) avant de passer au
formalisme hamiltonien et d’introduire un quelconque crochet.

Maintenant, le hamiltonien H peut-être exprimé en fonction des C = (C1, C2, ..., CM)
en utilisant (4.29) directement

H =
N∑
i=1

p̃i(t, C)
·
q̃i(t, C)− L(q̃(t, C),

·
q̃(t, C)) = H(C). (4.31)

La méthode des constantes d’intégration (CI) consiste à utiliser la propriété (4.26) pour cal-
culer les crochets relatifs aux constantes d’intégrations ({Ci, Cj}, i, j = 1...2N). Autrement
dit, à l’aide des équations de Hamilton

∂
∂t
q̃i(t, C) = {q̃i(t, C) , H(C)} i = 1...N

∂
∂t
p̃i(t, C) = {p̃i(t, C) , H(C)} i = 1...N

(4.32)
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qu’on peut réécrire sous la forme

∂
∂t
q̃i(t, C) =

∑M
k,l=1{Ck, Cl}

∂q̃i
∂Ck

∂H
∂Cl

i = 1...N

∂
∂t
p̃i(t, C) =

∑M
k,l=1{Ck, Cl}

∂p̃i
∂Ck

∂H
∂Cl

i = 1...N.
(4.33)

Ces 2N équations contiennent en principe M(M−1)/2 crochets inconnus en plus des M
crochets {Ck, Ck} qui sont nuls et des autres qu’on peut obtenir par antisymétrie. Pour les
déterminer, il faut procéder par identification des termes des membres de droite avec ceux
des membres de gauche et on s’attend à ce que ces crochets ne dépendent pas du temps car
il s’agit de crochets entre des constantes. Pour s’assurer de faire une identification juste, il
ne faut pas perdre de vue que ces équations doivent être vérifiées quel que soit le temps t
et quelles que soient les valeurs des constantes d’intégration Ck, k = 1...M car elles sont
complètement indépendantes.

Mais, avec cette procédure, seuls les crochets qui contiennent au moins une constante
d’intégration figurant dans l’expression deH(C) sont accessibles. Pour résoudre ce problème,
il suffit d’ajouter au lagrangien des termes supplémentaires multipliés par des coefficients,
de refaire toute la procédure de telle sorte à avoir à disposition tous les crochets des
constantes d’intégration, et ensuite d’annuler ces coefficients. Autrement dit, si par exemple
le crochet {Cj, Ck} n’est pas accessible et si l’une de ces constantes apparait dans l’expres-
sion de la coordonnée généralisée qi, il serait très prometteur d’ajouter au lagrangien un
terme de la forme ηqi et refaire tous les calculs pour poser η = 0 à la fin. Maintenant, il
suffit d’utiliser ces crochets et les expressions (4.29) pour déduire les crochets relatifs aux
variables fondamentales (q, p). Une fois que cela est fait, nous pouvons quantifier notre
système canoniquement en introduisant des opérateurs q̂ et p̂ tels que le commutateur de
deux fonctions de ces opérateurs f(q̂, p̂) et g(q̂, p̂) soit

[f(q̂, p̂), g(q̂, p̂)] = i~ ̂{f(q, p), g(q, p)}. (4.34)

Pour récapituler, notre méthode consiste premièrement à résoudre les équations d’Euler-
Lagrange de notre système et d’en déduire les moments conjugués, ensuite à remplacer la
solution générale dans l’expression du hamiltonien et à imposer à cette solution de vérifier
les équations de Hamilton écrites à l’aide de crochets de constantes d’intégration, ce qui
va nous permettre d’avoir ces crochets par identification et de les utiliser pour déduire les
crochets fondamentaux. La dernière étape est la quantification canonique de notre système.

Bien que notre approche (appelée dans le reste de ce manuscrit la méthode CI) n’est
applicable qu’aux systèmes classiquement solubles, elle est directe, simple et sans forma-
lisme approprié, elle ne demande que la maitrise des méthodes de la mécanique analytique.
D’ailleurs, on en parle même pas de contraintes et d’algorithme itératif pour les déterminer,
contrairement à Dirac et Faddeev-Jackiw. En effet, la solution générale contient tout, car
le nombre de constantes d’intégrations indépendantes nous renseigne sur les contraintes
de deuxième classe, et la présence de fonctions arbitraires dans la solution sur la symétrie
de jauge et les contraintes de première classe, sans avoir besoin d’une classification des
contraintes comme le fait Dirac.
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Mais, il est possible de nous reprocher à première vue le fait que notre approche
nécessite la solution générale contrairement aux deux autres approches. C’est vrai qu’avec
les méthodes de Dirac et Faddeev-Jackiw, il est possible d’avoir les crochets sans avoir
besoin de résoudre les équations du mouvement. Cependant, une fois que le système est
quantifié, il faut quand même résoudre les équations de Heisenberg, or pratiquement, tous
les systèmes physiques à part les systèmes libres n’ont pas de solutions analytiques, d’où le
besoin de faire appel à la théorie des perturbations. Ce que nous proposons dans notre ap-
proche est d’utiliser la solution libre qui est accessible pour quantifier à l’aide des constantes
d’intégration, ensuite d’introduire un développement perturbatif pour déterminer la cor-
rection sur les crochets. Dans les deux cas, cela revient à la même chose, car avoir les
crochets exactes ne sert pas à grand-chose quand on n’a pas la solution exacte, et dans le
cas contraire, la méthode des constantes d’intégration peut nous donner les crochets exacts.
L’essentiel, c’est que les différentes approches quand elles sont applicables aboutissent aux
mêmes résultats .

Nous allons terminer cette section par l’exemple du lagrangien régulier autonome L =
1
2
mẋ(t)2 qui décrit une particule libre de masse m se déplaçant à une dimension. L’équation

d’Euler-Lagrange d
dt
∂L
∂ẋ
− ∂L

∂x
= 0 nous donne l’équation du mouvement d2x

dt2
= 0, dont la

solution générale est
x(t) = a t+ b (4.35)

où a et d sont les constantes d’intégrations. Le moment conjugué se calcule à l’aide de la
définition p(t) = ∂L

∂ẋ
, d′où

p(t) = mẋ(t) = ma (4.36)

que nous remplaçons dans l’expression du hamiltonien de notre particule

H =
1

2m
p2 =

m

2
a2. (4.37)

Maintenant, il suffit juste d’utiliser l’équation dx(t)
dt

= {x(t), H} sous la forme (4.33) afin
d’avoir le crochet {a, b}. En effet, d’après (4.35) et (4.37)

dx(t)
dt

= {x(t), H} ⇒ ∂x
∂t

= {a, b}∂x
∂a

∂H
∂b

+ {b, a}∂x
∂b

∂H
∂a

⇒ a = {b, a}ma

d’où

{b, a} =
1

m
. (4.38)

On vient d’aboutir au crochet {b, a} directement à partir des équations du mouvement et de
la relation (4.33) et surtout sans utiliser le crochet fondamental {x, p}. On peut maintenant
se servir de ce résultat pour le calculer sachant que {x, x} = {p, p} = 0. D’après (4.35) et
(4.36), on déduit

{x, p} = {at+ b,ma} = mt{a, a}+m{b, a} = 0 +m(
1

m
) = 1 (4.39)
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qui est le bon crochet de Poisson relatif aux variables fondamentales x et p obtenu en
utilisant les constantes d’intégration de la solution générale.

Un autre exemple sera la particule amortie décrite par le lagrangien régulier non au-
tonome L = 1

2
m e

α
m
tẋ(t)2. Le mouvement est régi par l’équation différentielle ẍ + α

m
ẋ = 0

dont la solution générale est

x(t) = ae−
α
m
t + b p(t) =

∂L

∂ẋ
= −aα. (4.40)

Remplaçons dans le hamiltonien du système H = 1
2m
e−

α
m
t p(t)2, pour avoir l’expression

H =
α2

2m
a2e−

α
m
t. (4.41)

Utilisons maintenant l’équation dx(t)
dt

= {x(t), H} pour déterminer le crochet {a, b} à l’aide
de (4.40) et (4.41) comme suit :

−a α
m
e−

α
m
t = {a, b}∂x

∂a
∂H
∂b

+ {b, a}∂x
∂b

∂H
∂a

= α2

m
e−

α
m
ta{b, a}.

Par identification membre à membre, on obtient le crochet {a, b} = 1
α
. Un calcul simple

montre que ce résultat implique que {x, px} = 1, car

{x, px} = {ae−
α
m
t + b,−aα} = {b,−aα} = α{a, b} = α(

1

α
) = 1. (4.42)

4.4 Choix des constantes d’intégration

Notre approche (CI) repose entièrement sur la connaissance de la solution générale
q̃i(t, C) et p̃i(t, C) avec toutes les constantes d’intégration indépendantes Ck, k = 1...M .
Or, il est bien connu que ces constantes peuvent toujours être redéfinies, ce qui veut dire
choisies autrement. Mais rien n’empêche que notre approche reste valable car la propriété
(4.33) qui en est le fondement, est démontrée d’une façon générale sans restriction sur le
choix des constantes. Autrement dit, les relations

∂
∂t
q̃i(t, C) =

∑M
k,l=1{Ck, Cl}

∂q̃i
∂Ck

∂H
∂Cl

i = 1...N

∂
∂t
p̃i(t, C) =

∑M
k,l=1{Ck, Cl}

∂p̃i
∂Ck

∂H
∂Cl

i = 1...N
(4.43)

sont vérifiées quelque soit le choix des constante Ck, k = 1...M. D’après (4.21), la même
chose peut-être dite du crochet

{f, g} =
M∑

k,l=1

{Ck, Cl}
∂f

∂Ck

∂g

∂Cl
. (4.44)
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Maintenant, redéfinissons les constantes Ck, k = 1...M par les relations Ck = C̃k(D)
où les D = (D1, .., DM) représentent les nouvelles constantes. Les relations inverses Dk =
D̃k(C) vont nous permettre de calculer le crochet

{Dk′ , Dl′} =
M∑

k,l=1

{Ck, Cl}
∂Dk′

∂Ck

∂Dl′

∂Cl
(4.45)

ce qui montre qu’en principe, les crochets des nouvelles constantes diffèrent de ceux des
constantes du départ. Néanmoins, pour deux fonctions de l’espace des phases f et g, le
crochet {f, g} est indépendant du choix des constantes d’intégration. D’après (4.44), on a

{f, g} =
M∑

k,l=1

{Ck, Cl} ∂f
∂Ck

∂g
∂Cl

=
M∑

k,l=1

M∑
k′,l′=1

{Ck, Cl} ∂f
∂Dk′

∂Dk′
∂Ck

∂g
∂Dl′

∂Dl′
∂Cl

=
M∑

k′,l′=1

(
M∑

k,l=1

{Ck, Cl}∂Dk′∂Ck

∂Dl′
∂Cl

)
∂f
∂Dk′

∂g
∂Dl′

{f, g} =
M∑

k′,l′=1

{Dk′, Dl′}
∂f

∂Dk′

∂g

∂Dl′
. (4.46)

Nous voyons bien que le crochet se calcule de la même manière que ce soit avec les Ck, k =
1...M ou avec les Dk, k = 1...M, et en particulier, la redéfinition des constantes n’affecte
pas les crochets des variables fondamentales q et p. De la même manière, on démontre que
les relations (4.43) auront la même forme, c’est à dire

∂
∂t
q̆i(t,D) =

∑M
k,l=1{Dk, Dl} ∂q̆i∂Dk

∂H
∂Dl

i = 1...N

∂
∂t
p̆i(t,D) =

∑M
k,l=1{Dk, Dl} ∂p̆i∂Dk

∂H
∂Dl

i = 1...N
(4.47)

où q̆i(t,D) = q̃i(t, C̃(D)) et p̆i(t, C) = p̃i(t, C̃(D)), i = 1...N.
Revenons au cas de l’exemple d’une particule libre étudiée fin de la section précédente.

Soient c et d les nouvelles constantes liées aux anciennes constantes a et b par les relations

a = cd b = ec + sin(d) + 1 (4.48)

où ec = exp(c). A partir de (4.35) et (4.36) on aura

x(t) = cd t+ ec + sin(d) + 1 ; p(t) = m cd ⇒ H =
m c2d2

2
. (4.49)

Pour calculer le crochet {c, d}, utilisons l’équation dx(t)
dt

= {x(t), H} avec la solution
précédente :

∂x
∂t

= {c, d}∂x
∂c

∂H
∂d

+ {d, c}∂x
∂d

∂H
∂c

⇒ cd = {c, d}(d t+ ec)(mc2d) + {d, c}(ct+ cos(d))(mcd2)

⇒ cd = {c, d} (mc2ecd−mc cos(d)d2)

⇒ cd = cd m (cec − d cos(d)) {c, d}
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{c, d} =
1

m

1

cec − d cos(d)
. (4.50)

Ce crochet est compatible avec la transformation (4.48) car, d’après (4.38),

{a, b} = − 1
m
⇒ {c, d}∂a

∂c
∂b
∂d

+ {d, c}∂a
∂d

∂b
∂c

= − 1
m

⇒ {c, d} (d cos(d)− cec) = − 1
m

⇒ {c, d} = 1
m

1
cec−d cos(d)

.

On peut s’en servir pour vérifier que le crochet fondamental {x, p} = 1. En effet, d’après
(4.49) on déduit

{x, p} = {c, d}∂x
∂c

∂p
∂d

+ {d, c}∂x
∂d

∂p
∂c

= {c, d}( (d t+ ec) mc− (c t+ cos (d)) md)

=
(

1
m

1
cec−d cos(d)

)
(mcec −md cos(d)) = 1.

Sur cet exemple, il est facile de faire le lien entre le choix des constantes d’intégration
et les valeurs de x(t) et p(t) à un instant t = 0. Par exemple, le choix x(t) = at + b
et p(t) = ma peut découler des conditions x(0) = b et p(0) = ma. De même, le choix de
x(t) = cd t+ec+sin(d)+1 et p(t) = mcd, peut résulter des conditions x(0) = ec+sin(d)+1
et p(0) = mcd. D’une manière générale, quand c’est nécessaire, il est toujours possible de
lier le choix des constantes d’intégration à des conditions sur les coordonnées et moments
conjugués qui doivent être vérifiées à un instant donné.

Dans le cas d’un lagrangien singulier L(q, q̇) décrivant un système de N degrés de
liberté, le nombre de constantes d’intégration est inférieur au nombre des coordonnées et
des moments conjugués pris ensemble (M ≺ 2N) car la présence de contraintes fait que
certaines variables fondamentales sont liées entre elles. Du coup, seulement M conditions
sur ces constantes sont suffisantes pour les bien choisir et les autres seront des conséquences
de celles-ci. Par exemple, examinons le cas du lagrangien L = ẋ2

2
+yẋ−xy où on va essayer

de choisir nos constantes d’intégration {a, b, c, d} telles que

x(0) = a y(0) = b px(0) = c py(0) = d. (4.51)

Les équations du mouvement sont ẍ+ ẏ = −y et ẋ− x = 0, dont la solution générale est

x(t) = Aet y(t) = −A
2
et +Be−t

px = ∂L
∂ẋ

= A
2
et +Be−t py = ∂L

∂ẏ
= 0

(4.52)

sachant que A et B sont deux constantes d’intégration, ce qui veut dire qu’on manque à
priori de deux constantes pour satisfaire le choix (4.51). Pour avoir x(0) = a et y(0) = b,
il suffit que A = a et B = a

2
+ b, d’où

x(t) = aet y(t) = a
2

(e−t − et) + be−t (4.53)

mais cela implique aussi que

px = a
2

(et + e−t) + be−t py = 0. (4.54)
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Il en résulte que px(0) = a+b et py(0) = 0. Après comparaison avec (4.51), on constate qu’il
faut que c = a+ b et d = 0, ce qui veut dire que nous sommes libres de choisir uniquement
deux constantes et les deux autres en découlent. Cela est dû au fait que notre lagrangien
possède les deux contraintes px = x+ y et py = 0, d’où les restrictions px(0) = x(0) + y(0)
et py(0) = 0.

4.5 Applications aux systèmes réguliers

Dans ce qui suit, nous allons donner des exemples qui illustrent bien notre approche
afin de vérifier sa validité sur des systèmes réguliers déjà connus en physique théorique.

4.5.1 Oscillateurs harmonique et isotonique

Comme on vient de le voir dans la première section, le lagrangien de l’oscillateur har-
monique à une dimension est donné par L = 1

2
m (ẋ(t)2 − ω2x(t)2), d’où l’équation du

mouvement ẍ + ω2x = 0 et le moment conjugué p(t) = ∂L
∂ẋ

= mẋ(t). La solution générale
s’écrit

x(t) = a cos(ωt) + b sin(ωt)
p(t) = mω(−a sin(ωt) + b cos(ωt))

(4.55)

où a et b sont des constantes d’intégration. Remplaçons cette solution dans le hamiltonien
du système H = 1

2m
p(t)2 + 1

2
mω2x(t)2 pour avoir après simplification

H =
1

2
mω2(a2 + b2). (4.56)

Utilisons l’équation dx(t)
dt

= {x(t), H} pour calculer le crochet {a, b}.

−aω sin(ωt) + bω cos(ωt) = {a cos(ωt) + b sin(ωt) , 1
2
mω2(a2 + b2)}

= 1
2
mω2( cos(ωt){a, b2}+ sin(ωt){b, a2})

= mω2 (b cos(ωt){a, b} − a sin(ωt){a, b}) .

Par identification membre à membre, on obtient {a, b} = 1
mω
. On peut vérifier facilement

que {x, px} = 1 comme suit :

{x, px} = {a cos(ωt) + b sin(ωt) , mω(−a sin(ωt) + b cos(ωt))}
= mω cos2(ωt){a, b} −mω sin2(ωt){b, a}
= mω

(
cos2(ωt) + sin2(ωt)

)
{a, b} = mω · 1

mω
= 1.

Nous allons essayer d’appliquer notre approche dans le cas d’un oscillateur isotonique
décrit par le Lagrangien régulier L = 1

2
ẋ2 − 1

2
ω2x2 − k

x2 . L’équation d’Euler-Lagrange

ẍ+ ω2x− 2k
x3 = 0 est non linéaire et d’après [98] sa solution générale est

x(t) = 1
Aω

√
(A4ω2 − 2k) sin2(wt+ φ) + 2k

px(t) = ẋ(t) = (A4ω2−2k) sin(wt+φ) cos(wt+φ)

A
√

(A4ω2−2k) sin2(wt+φ)+2k

(4.57)
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où A et φ sont les constantes d’intégration. Injectons cette solution dans le hamiltonien
H = 1

2
p2
x+

1
2
ω2x2 + k

x2 afin de l’exprimer en fonction de A et φ. Après simplilications on
arrive à

H =
A4ω2 + 2k

2A2
. (4.58)

En utilisant l’équation de Hamilton ẋ = {x,H} et la propriété (4.33) on aura

∂x

∂t
= {A, φ} ∂x

∂A

∂H

∂φ
+ {φ,A}∂x

∂φ

∂H

∂A
(4.59)

d’où ∂x
∂t

= {φ,A}∂x
∂φ

∂H
∂A

. On aura ainsi le crochet {φ,A} = ∂x
∂t
/
(
∂x
∂φ

∂H
∂A

)
= A3ω

A4ω2−2k
. Main-

tenant il est possible de déterminer le crochet fondamental {x, px} à l’aide de la relation
(4.21) comme suit :

{x, px} = {A, φ} ∂x
∂A

∂px
∂φ

+ {φ,A}∂x
∂φ

∂px
∂A

=
A3ω

A4ω2 − 2k

(
− ∂x
∂A

∂px
∂φ

+
∂x

∂φ

∂px
∂A

)
.

Un calcul un peu long montre que − ∂x
∂A

∂px
∂φ

+ ∂x
∂φ

∂px
∂A

= A4ω2−2k
A3ω

, d’où le résultat {x, px} = 1
qui n’est rien d’autre que le crochet de Poisson bien connu quand le lagrangien est régulier
(sans contraintes).

4.5.2 Particule dans un champ électrique constant

Soit une particule de masse m et charge qe se déplaçant à deux dimensions sous l’in-
fluence d’un champ électrique ~E = E0

~j. Le lagrangien dans ce cas est L = 1
2
m(ẋ2 +

ẏ2) − qeE0y, et les équations du mouvement sont ẍ = 0 et ÿ = − qeE0

m
. Après intégration

immédiate, on aura

x(t) = at+ b y(t) = − qeE0

2m
t2 + ct+ d

px(t) = ma py(t) = −qeE0t+mc
(4.60)

où a, b, c et d sont les constantes d’intégration. Le hamiltonien H = 1
2m

(p2
x + p2

y) + qeE0y
s’exprime en fonction de la solution précédente sous la forme

H =
1

2
m(a2 + c2) + qeE0d. (4.61)

Les équations du mouvement dxi(t)
dt

= {xi(t), H}, i = 1, 2 impliquent

a = mt{a, c}c+ qeE0t{a, d}+m{b, a}a+m{b, c}c+ qeE0{b, d}

− qeE0

m
t+ c = mt{c, a}a+ qeE0t{c, d}+m{d, a}a+m{d, c}c.

Par identification membre à membre, on en déduit que les seuls crochets non nuls sont
{b, a} = 1

m
et {d, c} = 1

m
. A l’aide de ce résultat et de la solution (4.60), un calcul simple

montre que {x, y} = {px, py} = 0, {x, py} = {px, y} = 0 et {x, px} = {y, py} = 1. Ce
sont les crochets fondamentaux obtenus avec notre méthode sans utiliser la définition des
crochets de Poisson.
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4.5.3 Particule dans un champ magnétique constant

En présence d’un champ magnétique constant ~B = B0
~k, le lagrangien d’une particule de

masse m et charge qe est L = 1
2
m(ẋ2+ẏ2)− 1

2
qeB0(yẋ−xẏ) où on a choisi le potentiel vecteur

~A = B0

2
(−y~i + x~j). Les équations du mouvement seront alors ẍ = qeB0

m
ẏ et ÿ = − qeB0

m
ẋ,

sachant que leur solution est donnée par

x(t) = a cos(ωt) + b sin(ωt) + c ; y(t) = −a sin(ωt) + b cos(ωt) + d

px(t) = 1
2
mω(−a sin(ωt) + b cos(ωt)− d)

py(t) = −1
2
mω(a cos(ωt) + b sin(ωt)− c)

(4.62)

où ω = qeB0

m
et a, b, c et d sont les constantes d’intégration. Remplaçons cette solution

dans le hamiltonien de notre système

H =
1

2m
(~p− qe ~A)2 =

1

2m

(
p2
x + p2

y + qeB0(ypx − xpy) + q2
e

B2
0

4
(x2 + y2)

)
(4.63)

pour avoir

H =
1

2
mω2(a2 + b2). (4.64)

Comme H ne dépend que a et b, on ne pourra pas donc avoir le crochet {c, d} avec notre
méthode. Pour y remédier, on va tout refaire avec le nouveau lagrangien L = 1

2
m(ẋ2 +

ẏ2)− 1
2
mω(yẋ− xẏ)− ηmω x, (ω = qeB0

m
), ensuite on va poser η = 0 pour retrouver notre

exemple. Le choix du terme ηmω x est dû au fait que dans la solution précédente x dépend
de la constante c. Les équations du mouvement seront maintenant ẍ = ωẏ−ηω et ÿ = −ωẋ
et la solution générale

x(t) = a cos(ωt) + b sin(ωt) + c ; y(t) = −a sin(ωt) + b cos(ωt) + ηt+ d

px(t) = 1
2
mω(−a sin(ωt) + b cos(ωt)− ηt− d)

py(t) = −1
2
mω(a cos(ωt) + b sin(ωt) + 2η

ω
− c).

(4.65)

Dans ce cas H = 1
2m

(
p2
x + p2

y + qeB0(ypx − xpy) + q2
e
B2

0

4
(x2 + y2)

)
+ ηmω x et il s’exprime

en fonction de cette solution sous la forme

H =
1

2
mω2(a2 + b2) + ηmω c+m

η2

2
. (4.66)

Avant d’aller plus loin, on remarque qu’il suffit de poser η = 0 pour retrouver la solution
et le hamiltonien précédents. Avec les équations de Hamilton dxi(t)

dt
= {xi(t), H}, i = 1, 2,
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il est possible de déterminer les différents crochets relatifs aux constantes a, b, c et d.

ω(−a sin(ωt) + b cos(ωt)) = mω2 cos(ωt)b{a, b}+ ηmω cos(ωt){ a, c}
+mω2 sin(ωt)a{b, a}+ ηmω sin(ωt){ b, c}
+mω2a{c, a}+mω2b{c, b}

ω(−a cos(ωt)− b sin(ωt)) + η = −mω2 sin(ωt)b{a, b} − ηmω sin(ωt){ a, c}
+mω2 cos(ωt)a{b, a}+ ηmω cos(ωt){b, c}
+mω2a{d, a}+mω2b{d, b}+ ηmω{d, c}.

Par identification, on conclut que les seuls crochets non nuls sont {a, b} = 1
mω

et {c, d} =
− 1
mω
. Ces derniers ne dépendent pas de η, donc ils restent inchangés si on pose η = 0,

ce qui veut dire qu’ils sont aussi les crochets relatifs au lagrangien du départ. Un calcul
trivial à l’aide de ce résultat montre que {x, y} = {px, py} = 0, {x, py} = {px, y} = 0 et
{x, px} = {y, py} = 1. Par exemple, on va déterminer le crochet {x, y} à partir de (4.62).

{x, y} = {a cos(ωt) + b sin(ωt) + c,−a sin(ωt) + b cos(ωt) + d}
= {a, b} cos2(ωt) + {a, d} cos(ωt)− {b, a} sin2(ωt)

+ {b, d} sin(ωt)− {c, a} sin(ωt) + {c, b} cos(ωt) + {c, d}
= 1

mω
cos2(ωt)− (− 1

mω
) sin2(ωt) + (− 1

mω
) = 0.

Il est même possible de vérifier que les vitesses ne commutent pas, propriété connue en

présence d’un champ magnétique, en utilisant les premières relations de (4.62)
{ẋ, ẏ} = {−aω sin(ωt) + bω cos(ωt),−aω cos(ωt)− bω sin(ωt)}

= ω2 sin2(ωt){a, b} − ω2 cos2(ωt){b, a} = ω2{a, b} = ω
m

= qeB0

m2 .

4.6 Applications aux systèmes avec contraintes

A ce stade vient le moment où nous allons essayer de montrer l’intérêt de notre approche
dans l’analyse des systèmes avec contraintes. En effet, sans formalisme spécifique, on arrive
à dériver les crochets de Dirac à l’aide de la solution générale et de l’identification directe.

4.6.1 Exemples de lagrangiens singuliers sans symétrie de jauge

1. Considérons d’abord le lagrangien L = 1
2
m(ṙ2 + r2θ̇2) + w(r − R) décrivant une

particule libre de se déplacer sur un cercle du rayon R. Les équations d’Euler-Lagrange
sont mr̈ = mrθ̇2 + w, d

dt
(mr2θ̇) = 0 et r −R = 0 dont la solution générale est

r = R θ = at+ b w = −mRa2

pr = 0 pθ = mR2a pw = 0
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où a et b désignent des constantes d’intégration. Le hamiltonien est H = p2
r

2m
+

p2
θ

2mr2 −w(r−
R) = 1

2
mR2a2. En utilisant l’équation θ̇ = {θ,H}, on obtient

a = {at+ b,
1

2
mR2a2} ⇒ a =

1

2
mR2{b, a2} ⇒ a = mR2a{b, a} ⇒ {b, a} =

1

mR2
. (4.67)

Après un calcul simple et direct en utilisant la solution précédente, on peut voir que
les seuls crochets non nuls sont {θ, pθ} = 1 et {θ, w} = −2a

R
= − 2

mR3pθ. Ces crochets sont
les mêmes qu’on aurait pu obtenir à l’aides des méthodes de Dirac et Faddeev-Jackiw.

2. Soit le lagrangien singulier autonome L = ẋ2

2
+xẏ−yż, d’où on obtient les équations

d’Euler-Lagrange
ẍ− ẏ = 0 ẋ+ ż = 0 ẏ = 0
px = ẋ py = x pz = −y (4.68)

dont la solution analytique est

x(t) = at+ b y(t) = c z(t) = −at+ d

px(t) = a py(t) = at+ b pz(t) = −c.
(4.69)

Il serait très intéressant de s’arrêter ici pour analyser cette solution. Premièrement, ce
lagrangien ne possède pas de symétrie de jauge car il ne contient pas de fonctions arbitraires
du temps dans la solution générale des équations du mouvement (pas de contraintes de
première classe). Deuxièmement, notre système à trois degré de liberté (x, y, z), ce qui veut
dire que dans le cas régulier, il doit avoir six constantes d’intégration alors qu’ici il y en
a juste quatre. Donc, ce lagrangien est singulier avec deux contraintes de deuxième classe
φ1 = py − x = 0 et φ2 = pz + y = 0 ({φ1, φ2}CP = −1). On voit bien que la solution
générale contient tous ce qui est relatif aux contraintes que ça soit leur nombre ou leurs
types.

Si on remplace la solution ci-dessus dans le hamiltonien H = p2
x

2
on aura

H =
a2

2
(4.70)

ce qui veut dire que seuls les crochets où la constante a apparait sont accessibles. Pour
y remédier, travaillons d’abord avec le lagrangien L = ẋ2

2
+ xẏ − yż − λx − ξy, ensuite

posons λ = ξ = 0 (λ et ξ sont des coefficients réels, pas des multiplicateurs). Les nouvelles
équations du mouvement seront

ẍ− ẏ + λ = 0 ẋ+ ż + ξ = 0 ẏ = 0
px = ẋ py = x pz = −y (4.71)

et la solution générale sera

x(t) = −λ
2
t2 + at+ b y(t) = c z(t) = λ

2
t2 − at− ξt+ d

px(t) = −λt+ a py(t) = −λ
2
t2 + at+ b pz(t) = −c.

(4.72)
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Dans ce cas, le hamiltonien H = p2
x

2
+ λx+ ξy aura l’expression

H =
1

2
a2 + λb+ ξc. (4.73)

A ce stade, il suffit d’utiliser les équations dx
dt

= {x,H} et dz
dt

= {z,H} pour déterminer
tous les crochets relatifs aux constantes d’intégration par identification comme le montre
le calcul ci-dessous :

−λt+ a = tλ{a, b}+ ξt{a, c}+ a{b, a}+ ξ{b, c}
λt− a− ξ = −tλ{a, b} − ξt{a, c}+ a{d, a}+ λt{d, b}+ ξ{d, c}.

Par identification directe, on obtient les crochets suivants :

{a, b} = −1 ; {a, c} = 0 ; {a, d} = −1 ; {b, c} = 0 ; {b, d} = 0 ; {c, d} = 1. (4.74)

Un calcul direct en utilisant ces résultats et la solution (4.72) montre que tous les crochets
fondamentaux sont nuls sauf

{x, px} = 1 ; {px, py} = −1 ; {px, z} = −1 ; {y, z} = 1 ; {z, pz} = 1. (4.75)

Ces crochets ne dépendent pas des paramètres λ et ξ, donc ils vont restés inchangés si on
pose λ = ξ = 0. Autrement dit, ils sont aussi les crochets relatifs au lagrangien du départ
L = ẋ2

2
+ xẏ − yż. Il est clair qu’il ne s’agit pas de crochets de Poisson car ce lagrangien

est singulier. Afin d’être sûr de nos crochets, il suffit de les utiliser pour développer les
équations de Hamilton dxi

dt
= {xi, H} et dpi

dt
= {pi, H}, ensuite de vérifier qu’elles sont

équivalentes aux équations d’Euler-Lagrange d
dt
∂L
∂ẋi
− ∂L

∂xi
= 0 (voir l’exemple ci-dessous).

3. Soit une particule se mouvant en présence d’un champ électromagnétique ( ~E =

ξ(x~i+ y~j), ~B = B0
~k), où nous supposons que le terme de masse est négligeable devant les

autres. Le lagrangien dans cette situation va se réduire à la forme L = −1
2
qeB0(yẋ− xẏ)−

1
2
qeξ(x

2 + y2), et les équations du mouvement seront

ẋ+ ξ
B0
y = 0 ẏ − ξ

B0
x = 0

px = ∂L
∂ẋ

= −1
2
qeB0y py = ∂L

∂ẏ
= 1

2
qeB0x.

(4.76)

Après intégration, on obtient

x(t) = a cos(ωt) + b sin(ωt) y(t) = a sin(ωt)− b cos(ωt)

px(t) = −1
2
qeB0(a sin(ωt)− b cos(ωt)) ; py(t) = 1

2
qeB0(a cos(ωt) + b sin(ωt))

(4.77)

où a et b sont des constantes et ω = ξ
B0
. Le hamiltonien H = 1

2
qeξ(x

2 + y2) s’exprime en
fonction de cette solution sous la forme

H =
1

2
qeξ(a

2 + b2). (4.78)
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Déterminons le crochet {a, b} à l’aide de l’équation dx(t)
dt

= {x(t), H} comme suit :

−ωa sin(ωt) + ωb cos(ωt) = {a cos(ωt) + b sin(ωt), 1
2
qeξ(a

2 + b2)}
= 1

2
qeξ cos(ωt){a, b2}+ 1

2
qeξ sin(ωt){b, a2}

= qeξ cos(ωt)b{a, b}+ qeξ sin(ωt)a{b, a}.

Par identification, on obtient {a, b} = ω
qeξ

= 1
qeB0

, ce qui va nous permettre de calculer les
crochets fondamentaux.

{x, y} = − cos2(ωt){a, b}+ sin2(ωt){b, a} = −{a, b} = − 1
qeB0

{x, px} = −1
2
qeB0

(
− cos2(ωt){a, b}+ sin2(ωt){b, a}

)
= −qeB0{b, a} = 1

2

{x, py} = 1
2
qeB0 (sin(ωt) cos(ωt){a, b}+ sin(ωt) cos(ωt)(ωt){b, a}) = 0

{y, px} = −1
2
qeB0 (− sin(ωt) cos(ωt){a, b} − sin(ωt) cos(ωt)(ωt){b, a}) = 0

{y, py} = 1
2
qeB0

(
sin2(ωt){a, b} − cos2(ωt){b, a}

)
= qeB0{a, b} = 1

2

{px, py} = −1
4

(qeB0)2 (sin2(ωt){a, b} − cos2(ωt){b, a}
)

= (qeB0)2 {a, b} = −1
4
qeB0.

On remarque que {x, y} 6= 0, {px, py} 6= 0 et {x, px} = {y, py} 6= 1, ce qui veut dire que
ce ne sont pas des crochets de Poisson. En réalité, il s’agit de crochets de Dirac calculés
directement par notre méthode CI.

Pour être sûr de la justesse de nos résultats, déterminons d’abord les équations de
Hamilton en se servant de ces crochets sachant que H = 1

2
qeξ(x

2 + y2) :

ẋ = {x,H} ⇒ ẋ = 1
2
qeξ{x, y2} ⇒ ẋ = qeξy{x, y} ⇒ ẋ = − ξ

B0
y

ẏ = {y,H} ⇒ ẏ = 1
2
qeξ{y, x2} ⇒ ẏ = qeξx{y, x} ⇒ ẏ = ξ

B0
x

ṗx = {px, H} ⇒ ṗx = qeξx{px, x}+ qeξy{px, y} ⇒ ṗx = −1
2
qeξx

ṗy = {py, H} ⇒ ṗy = qeξx{py, x}+ qeξy{py, y} ⇒ ṗy = −1
2
qeξy.

Un calcul très facile montre que la solution (4.77) vérifie ces équations, ce qui valide notre
approche pour cet exemple.

4.6.2 Exemples de lagrangiens singuliers avec symétrie de jauge

1. Commençons par le lagrangien L = 1
2
(ẋ − ẏ)2 − (x− y). Les équations d’Euler-

Lagrange se réduisent à l’équation du mouvement ẍ − ÿ = −1, dont la solution générale
est

x(t) = −1
2
t2 + at+ b+ ε(t) ; y(t) = ε(t)

px(t) = −t+ a ; py(t) = t− a (4.79)

où a et b sont des constantes d’intégration et ε(t) une fonction arbitraire du temps, ce qui
est une preuve de l’invariance de jauge de notre lagrangien. En effet, une petite variation δε
va s’accompagner des variations infinitésimales δx = δε et δy = δε, d’où la transformation
de jauge x̃ = x+ α(t) et ỹ = y + α(t) où α(t) = δε.
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Pour fixer la jauge, utilisons par exemple la condition y(t) + 1
2
py(t) · px(t) = 0, ce qui

va s’accompagner de la solution

x(t) = b− 1
2
a2 ; y(t) = 1

2
t2 − at+ 1

2
a2

px(t) = −t+ a ; py(t) = t− a. (4.80)

Avec cette solution, le hamiltonien H = 1
2
p2
x + (x− y) aura l’expression

H =
1

2
a2 + b (4.81)

et l’équation dpx
dt

= {px, H} va nous donner le crochet {a, b} directement.

−1 = {−t+ a,
1

2
a2 + b} ⇒ −1 = {a, b} ⇒ {a, b} = −1. (4.82)

Calculons maintenant les crochets fondamentaux à partir de (4.80).

{x, y} = {b− 1
2
a2, 1

2
t2 − at+ 1

2
a2} = −t{b, a}+ a{b, a} = −t+ a = px = −py

{x, px} = {b− 1
2
a2,−t+ a} = {b, a} = 1

{x, py} = {b− 1
2
a2, t− a} = −{b, a} = −1

{y, px} = {1
2
t2 − at+ 1

2
a2,−t+ a} = 0

{y, py} = {1
2
t2 − at+ 1

2
a2, t− a} = 0

{px, py} = {−t+ a, t− a} = 0.

Avec ces crochets, les équations de Hamilton vont nous fournir les bonnes équations du
mouvement :

ẋ = {x,H} ⇒ ẋ = {x, 1
2
p2
x + (x− y)} ⇒ ẋ = px{x, px}−{x, y} ⇒ ẋ = px−px ⇒ ẋ = 0

ẏ = {y,H} ⇒ ẏ = {y, 1
2
p2
x + (x− y)} ⇒ ẏ = px{y, px}+ {y, x} ⇒ ẏ = −px

ṗx = {px, H} ⇒ ṗx = {px, 1
2
p2
x + (x− y)} ⇒ ṗx = {px, x} − {px, y} ⇒ ṗx = −1

ṗy = {py, H} ⇒ ṗy = {py, 1
2
p2
x+(x− y)} ⇒ ṗy = px{py, px}+{py, x}−{py, y} ⇒ ṗy = 1.

Ces équations sont vérifiées par la solution (4.80), ce qui montre que nos crochets sont
justes.

2. Dans le cas du lagrangien L = 1
2
(yẋ+ xẏ)2, la solution générale s’obtient en posant

Q = xy ⇒ Q̇ = yẋ+ xẏ et le résultat sera

x(t) = (at+ b) ε(t) ; y(t) = 1
ε(t)

px(t) = a
ε(t)

; py(t) = (a2t+ ab) ε(t)
(4.83)

où ε(t) une fonction arbitraire du temps. Afin de déterminer la transformation de jauge
infinitésimale qui laisse notre lagrangien invariant, imaginons une variation infinitésimale
δε de la fonction ε(t), ce qui va se traduire par une variation δx = (at+ b) δε et une
variation δy = − δε

ε(t)2 . Utilisons maintenant (4.83) pour avoir la transformation de jauge
recherchée

δx = xyδε ; δy = −y2δε. (4.84)
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Fixons la jauge par la condition supplémentaire y− 1 = 0⇒ ε(t) = 1, et la solution (4.83)
devient

x(t) = at+ b ; y(t) = 1
px(t) = a ; py(t) = a2t+ ab

(4.85)

ensuite remplaçons cette solution dans H = 1
2
p2
x

y2

H =
1

2
a2. (4.86)

L’équation dx
dt

= {x,H} va nous donner directement le crochet {a, b} comme suit :

a = {at+ b,
1

2
a2} ⇒ a = a{b, a} ⇒ {b, a} = 1 ⇒ {a, b} = −1.

Calculons maintenant les crochets fondamentaux à partir de (4.85).
{x, y} = {at+ b, 1} = 0
{x, px} = {at+ b, a} = {b, a} = 1
{x, py} = {at, ab}+ {b, a2t}+ {b, ab} = at{a, b}+ 2at{b, a}+ b{b, a} = at+ b = x
{y, px} = {1, a} = 0
{y, py} = {1, a2t+ ab} = 0
{px, py} = {a, a2t+ ab} = a{a, b} = −a = −px.

3. Le modèle de Christ-Lee [97] est décrit par le lagrangien singulier L = 1
2
(ṙ2 + r2(θ̇−

z)2) − V (r), où r et θ sont coordonnées polaires, z est une autre coordonnée généralisée,
et V (r) est un potentiel. Dans le cas où V (r) = 1

2
r2, les équations d’Euler-Langange

sont r̈ = r(θ̇ − z)2 − r, d
dt

(r2(θ̇ − z)) = 0 et 0 = −r2(θ̇ − z), et la solution générale est
r = a cos(t) + b sin(t), θ(t) = ε(t) et z(t) = ε̇(t), où a et b sont les seules constantes
d’intégration et ε(t) est une fonction arbitraire du temps. En effet, notre lagrangien est
un invariant de jauge sous la transformation r̃ = r, θ̃ = θ + α(t) et z̃ = z + α̇(t), où α(t)
est une fonction arbitraire de temps. Afin de fixer la jauge, nous choisissons ε(t) = 0 et la
solution se simplifie sous la forme

r = a cos(t) + b sin(t) θ(t) = 0 z(t) = 0. (4.87)

On en déduit que

pr(t) = ṙ(t) = −a sin(t) + b cos(t) pθ(t) = 0 pz(t) = 0 (4.88)

et le hamiltonien sera H = ṙpr + θ̇pθ + żpz − L = 1/2(a2 + b2). En utilisant l’équation
ṙ = {r,H}, on obtient par identification le crochet des constantes d’intégration {a, b} = 1.
Un calcul direct montre que {r, pr} = 1 tandis que les autres crochets sont nuls.
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4.7 Lagrangien de Hojman-Urrutia

Il y a au moins deux motivations physiques pour l’étude de la théorie associée à ce
lagrangien que nous allons souligner brièvement. La première remonte à la publication
de Hojman et Urrutia [94] où ils ont pu construire des lagrangiens linéaires pour deux
systèmes d’équations différentielles de second ordre pour lesquels il n’existe pas en principe,
de lagrangiens de second ordre par rapport aux vitesses (selon la classification de Douglas
[93]). La deuxième motivation remonte aux travaux de Feynman, rapporté par Dyson [92],
qui a obtenu le premier groupe des équations de Maxwell à partir des équations classiques
du mouvement en imposant certains crochets entre les coordonnées et les vitesses. Ce
travail a été étendu au deuxième groupe des équations de Maxwell [63]. Bien que dans
cette approche des ”crochets de Feynman” on a besoin à priori d’aucune structure de
lagrangien ou de hamiltonien, Hojman et Shepley [95] ont montré en utilisant les conditions
d’Helmholtz l’existence d’un lagrangien qui peut-être associé à ces crochets de Feynman.
En particulier, afin de tester leur méthode, ils ont étudié les équations du mouvement
suivantes :

ẍ = −ẏ ÿ = −y (4.89)

qui ne sont pas dérivables d’un lagrangien. En transformant ce système en système de
premier ordre ẋ = z, ẏ = ω, ż = −ω et ω̇ = −y, ils ont trouvé le lagrangien correspondant
(en utilisant les constantes d’intégration mais dans un contexte différent du nôtre)

L = (y + z)ẋ+ ωż +
1

2

(
ω2 − 2yz − z2

)
. (4.90)

Ce lagrangien est singulier car il est du premier ordre par rapport aux vitesses. Il a été
étudié dans l’approche de Dirac par Kulshreshtha [96] et dans l’approche de Fadeev-Jackiw
par Barcelos [88]. Nous n’allons pas reproduire leurs calculs ici, mais plutôt appliquer la
méthode de CI qui s’avère être beaucoup plus simple.

4.7.1 Premier cas : ω est une variable

Les équations d’Euler-Lagrange sont
ẏ + ż = 0
0 = ẋ− z
.
ω =

.
x− y − z

0 = ż + ω

⇔


.
x = z
.
y = ω
.
z = −ω
.
ω = −y

(4.91)

ce qui implique que
..
y = −y et

..
x = −ẏ. La solution générale est donnée par
x = a cos(t) + b sin(t) + ct+ d
y = −b cos(t) + a sin(t)
z = −a sin(t) + b cos(t) + c
ω = a cos(t) + b sin(t)

(4.92)
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et le hamiltonien par

H = −1

2

(
ω2 − 2yz − z2

)
= −1

2

(
a2 + b2 − c2

)
. (4.93)

A partir de l’équation de Hamilton ẋ = {x,H}, nous obtenons l’égalité

b cos(t)− a sin(t) + c = (−{a, b} b+ {a, c} c) cos(t) + ({a, b} a+ {b, c} c) sin(t)

+ ({b, c} b+ {a, c} a) t+ ({b, d} b+ {a, d} a− {c, d}) c

et de la même manière pour y, on aura

a cos(t) + b sin(t) = (−{a, b} a+ {b, c} c) cos(t)− ({a, b} b+ {a, c} c) sin(t).

Par identification directe, on aboutit aux crochets

{a, b} = {c, d} = −1

{a, c} = {a, d} = {b, c} = {b, d} = 0
(4.94)

et finalement à
{x, y} = {z, ω} = 1 {y, ω} = −1

{x, z} = {x, ω} = {y, z} = 0.
(4.95)

Il est très intéressant ici de procéder à une quantification canonique, où les opérateurs
associés aux variables fondamentales doivent satisfaire les commutateurs

[x̂, ŷ] = [ẑ, ω̂] = i} [ŷ, ω̂] = −i}
[x̂, ẑ] = [x̂, ω̂] = [ŷ, ẑ] = 0.

(4.96)

Il est alors possible de choisir ces opérateurs comme suit :

x̂ = x ŷ = −i}∂x − z ẑ = z ω̂ = −i}∂z. (4.97)

Comme H = −1
2

(ω2 − 2zy − z2) , l’équation de Schrödinger sera

i}∂tΨ = −1

2

(
ω̂2 − 2ẑŷ − ẑ2

)
Ψ (4.98)

d’où la forme explicite

i}
∂

∂t
Ψ(t, x, z) =

}2

2

∂2

∂z2
Ψ(t, x, z)− i} z ∂

∂x
Ψ(t, x, z)− z2

2
Ψ(t, x, z). (4.99)
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4.7.2 Deuxième cas : ω est une constante

Ce cas avec ω = k = constante, étudié aussi par Barcelos [88] dans l’approche de
Faddeev-Jackiw, est intéressant car il conduit à une théorie de jauge selon Kulshreshtha
[96] qui a fait l’étude dans l’approche de Dirac. Les équations d’Euler-Lagrange sont

.
z = 0
.
x− z = 0
.
x− z − y = 0

(4.100)

dont la solution générale est triviale

x = at+ b (4.101)

y = 0

z = a.

Cette solution ne contient pas de fonctions arbitraires du temps, donc il n’y a aucune
symétrie de jauge, conclusion partagée avec Barcelos. Le hamiltonien se réduit à la forme

H = −1

2

(
k2 − 2yz − z2

)
= −1

2
k2 +

1

2
a2 (4.102)

et en utilisant l’équation
.
x = {x,H} , il facile d’obtenir directement le crochet

{a, b} = −1.

Après un calcul facile et direct, on obtient les crochets suivants :

{x, z} = 1 {x, y} = {y, z} = 0. (4.103)

Cette fois-ci, afin de faire une quantification canonique, on va choisir les opérateurs
x̂ = x, ŷ = 0 et ẑ = −i}∂x, et l’équation de Schrödinger sera

i}
∂

∂t
Ψ(t, x) = −}2

2

∂2

∂x2
Ψ(t, x)− k2

2
Ψ(t, x). (4.104)

4.8 Application en théorie des champs

Dans cette section, nous allons essayer d’utiliser notre approche dans le contexte quan-
tique afin de retrouver les relations de commutations bien connues en électrodynamique
quantique.
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Chapitre 4 : La méthode des constantes d’intégration

4.8.1 Champ scalaire

Le champ réel de Klein-Gordon Φ est décrit par la densité lagrangienne

L =
1

2
∂µΦ∂µΦ− m2

2
Φ2 (4.105)

si on pose ~ = c = 1. L’équation d’Euler-Lagrange ∂µ
∂L

∂(∂µΦ)
− ∂L

∂Φ
= 0 donne naissance à

l’équation du mouvement
∂2
t Φ−∆Φ +m2Φ = 0 (4.106)

dont la solution générale est

Φ =

∫
d~k
(
fk(x)a(~k) + f ∗k (x)a†(~k)

)
(4.107)

où fk(x) = e−ikx√
(2π)32ω~k

, kx = −~k~x + k0t et ω~k = k0 =
√
~k2 +m2 (~ = c = 1). Les a(~k) sont

des opérateurs et les a†(~k) leurs opérateurs adjoints.
Sachant que

ΠΦ =
∂L

∂Φ̇
= Φ̇ =

∫
d~k
(
−ik0fk(x)b(~k) + ik0f

∗
k (x)a†(~k)

)
(4.108)

on peut écrire l’opérateur hamiltonien H=
∫
d~x
(

ΠΦΦ̇− L
)

à l’aide de la solution précédente

sous la forme

H =

∫
d~kk0

1

2

(
a†(~k)a(~k) + a(~k)a†(~k)

)
=

∫
d~kk0N(~k) (4.109)

où N(~k) = 1
2

(
a†(~k)a(~k) + a(~k)a†(~k)

)
.

Puisque nous allons travailler directement dans le contexte quantique, les équations de
Heisenberg

Φ̇ =
−i
~

[Φ, H] (4.110)

écrites à l’aide des opérateurs et commutateurs vont remplacer les équations de Hamilton
qui s’expriment en terme du crochets. Sachant qu’on a déjà posé ~ = 1, calculons Φ̇ et
−i[Φ,H].

Φ̇ =

∫
d~k
(
−ik0fk(x)a(~k) + ik0f

∗
k (x)a†(~k)

)
(4.111)

Φ̇ = −i
∫
d~k

∫
d~k′k′0

(
fk(x)δ(~k − ~k′)a(~k′)− f ∗k (x)δ(~k − ~k′)a†(~k′)

)
(4.112)

et

−i[Φ,H] = −i
∫
d~k

∫
d~k′k′0

(
fk(x)[a(~k), N(~k′)] + f ∗k (x)[a†(~k), N(~k′)]

)
. (4.113)
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En utilisant les relations précédentes et l’équations de Heisenberg Φ̇ = −i[Φ,H], on obtient
par identification directe les relations

a(~k′)δ(~k − ~k′) = [a(~k), N(~k′)]

−a†(~k′)δ(~k − ~k′) = [a†(~k), N(~k′)].
(4.114)

D’un autre coté, sachant que N(~k′) = 1
2

(
a†(~k′)a(~k′) + a(~k′)a†(~k′)

)
et à l’aide de la

relation [A,BC] = B [A,C] + [A,B]C bien connue des commutateurs, on aura

[a(~k), N(~k′)] = 1
2
a†(~k′)[a(~k), a(~k′)] + 1

2
[a(~k), a†(~k′)]a(~k′)

+1
2
a(~k′)[a(~k), a†(~k′)] + 1

2
[a(~k), a(~k′)]a†(~k′)

(4.115)

[a†(~k), N(~k′)] = 1
2
a†(~k′)[a†(~k), a(~k′)] + 1

2
[a†(~k), a†(~k′)]a(~k′)

+1
2
a(~k′)[a†(~k), a†(~k′)] + 1

2
[a†(~k), a(~k′)]a†(~k′).

(4.116)

Maintenant, en faisant une identification entre les équations (4.114), (4.115) et (4.116), on
obtient les relations de commutation

[a(~k), a†(~k′)] = δ(~k − ~k′) ; [a(~k), a(~k′)] = [a†(~k), a†(~k′)] = 0. (4.117)

Il s’agit bien des relations relatives aux opérateurs de création et d’annihilation connues en
théorie quantique des champs dans le cas d’un champ scalaire réel. Le calcul est analogue
mais plus long dans le cas du champ scalaire complexe.

4.8.2 Champ spinoriel

La densité lagrangienne du champ de Dirac Ψ est

L = iΨγµ∂µΨ−mΨΨ (4.118)

(γµ matrice de Dirac), ce qui nous donne en appliquant le principe de moindre action les
équations de Dirac

iγµ∂µΨ−mΨ = 0 ; iΨγµ
←−
∂ µ +mΨ = 0 (4.119)

dont la solution générale est

Ψ =

∫ 2∑
s=1

d~k
(
fk(x)bs(~k)us(k) + f ∗k (x)d†s(

~k)vs(k)
)

(4.120)

Ψ = Ψ†γ0 =

∫ 2∑
s=1

d~k
(
f ∗k (x)b†s(

~k)ūs(k) + fk(x)ds(~k)v̄s(k)
)

(4.121)
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où fk(x) =
√

m
(2π)3ω~k

e−ikx, kx = −~k~x + k0t et ω~k = k0 =
√
~k2 +m2. Les bs(~k) et ds(~k)

sont des opérateurs, et les b†s(
~k) et d†s(

~k) leurs opérateurs adjoints respectivement, et les
bispineurs us(k) et vs(k) ont les expressions

us(k) =

√
ω~k +m

2m

(
χs
~σ~k

ω~k+m
χs

)
vs(k) =

√
ω~k +m

2m

(
~σ~k

ω~k+m
χs

χs

)
(4.122)

où χ1 =

(
1
0

)
et χ2 =

(
0
1

)
sachant que les matrice ~σ = (σ1, σ2, σ3) sont les matrices

de Pauli. Il ne faut pas perdre de vue que ūs(k) = us(k)†γ0 et v̄s(k) = vs(k)†γ0.
Maintenant passons à la formulation hamiltonienne en commençant par les moments

conjugués qui sont donnés par ΠΨ = ∂L/∂Ψ̇ = iΨγ0 et ΠΨ = ∂L/∂
•
Ψ = 0. Le hamiltonien

H se réduit après simplification à la forme

H =

∫
d~x

(
ΠΨΨ̇ + ΠΨ

·
Ψ− L

)
=

∫
d~xiΨ†∂tΨ. (4.123)

En injectons la solution (4.120) dans l’expression de ce hamiltonien, on obtient finalement

H =

∫
d~kk0

2∑
s=1

(
b†s(
~k)bs(~k)− ds(~k)d†s(

~k)
)

=

∫
d~kk0

2∑
s=1

Ns(~k) (4.124)

où Ns(~k) =
(
b†s(
~k)bs(~k)− ds(~k)d†s(

~k)
)
.

A ce stade, dans le but d’utiliser l’équation de Heisenberg Ψ̇ = 1
i} [Ψ,H] = 1

i
[Ψ,H] ,

calculons d’abord Ψ̇ et −i [Ψ, H] :

Ψ̇ =

∫ 2∑
s=1

d~k
(
−ik0fk(x)us(k)bs(~k) + ik0f

∗
k (x)d†s(

~k)vs(k)d†s(
~k)
)

(4.125)

−i [Ψ,H] = −i
∫ 2∑

s=1

d~k
(
fk(x)us(k)

[
bs(~k),H

]
+ f ∗k (x)vs(k)

[
d†s(
~k),H

])
. (4.126)

Maintenant, on obtient par identification les relations

k0bs(~k) =
[
bs(~k),H

]
k0d
†
s(
~k) = −

[
d†s(
~k),H

]
. (4.127)

Sachant que H=
∫
d~k′k′0

∑2
s′=1 Ns′(~k

′), les relations précédentes deviennent

k0bs(~k) =

∫
d~k′k′0

2∑
s′=1

[
bs(~k), Ns′(~k

′)
]

k0d
†
s(
~k) = −

∫
d~k′k′0

2∑
s′=1

[
d†s(
~k), Ns′(~k

′)
]

(4.128)
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d’où les commutateurs [
bs(~k), Ns′(~k

′)
]

= bs′(~k
′)δss′δ(~k − ~k′) (4.129)[

d†s(
~k), Ns′(~k

′)
]

= −d†s′(~k
′)δss′δ(~k − ~k′). (4.130)

Pour continuer, il faut prendre en considération le fait que le champ de Dirac décrit des
fermions et qu’il est indispensable de travailler avec des anticommutateurs [, ]+ à la place
des commutateurs [, ] = [, ]− pour satisfaire le principe d’exclusion de Pauli. Pour cela,
on va utiliser la relation bien connue [A,BC]− = −B [A,C]+ + [A,B]+C . Maintenant,

sachant Ns′(~k
′) = b†s′(

~k′)bs′(~k
′)− ds′(~k′)d†s′(~k′), calculons les commutateurs ci-dessous.[

bs(~k), Ns′(~k
′)
]

= −b†s′(~k′)
[
bs(
~k), bs′(~k

′)
]

+
+
[
bs(
~k), b†s′(

~k′)
]

+
bs′(~k

′)

+ds′(~k
′)
[
bs(
~k), d†s′(

~k′)
]

+
−
[
bs(
~k), ds′(~k

′)
]

+
d†s′(

~k′)
(4.131)

[
d†s(
~k), Ns′(~k

′)
]

= −b†s′(~k′)
[
d†s(
~k), bs′(~k

′)
]

+
+
[
d†s(
~k), b†s′(

~k′)
]

+
bs′(~k

′)

+ds′(~k
′)
[
d†s(
~k), d†s′(

~k′)
]

+
−
[
d†s(
~k), ds′(~k

′)
]

+
d†s′(

~k′).
(4.132)

Par identification des équations (4.129) et (4.131) on aura[
bs(
~k), b†s′(

~k′)
]

+
= δss′δ(~k − ~k′). (4.133)

Une deuxième identification entre équations (4.130) et (4.132) nous donnera aussi[
d†s(
~k), ds′(~k

′)
]

+
= δss′δ(~k − ~k′) ⇒

[
ds′(~k

′), d†s(
~k)
]

+
= δss′δ(~k − ~k′). (4.134)

On en déduit encore par identification que les autres commutateurs apparaissant dans les
équations (4.131) et (4.132) sont nuls. Pour avoir les autres commutateurs, il faut aussi

utiliser l’équation de Heisenberg
·

Ψ = −i
[
Ψ, H

]
et les calculs seront presque les mêmes.

Ces résultats sont exactement identiques aux résultats de la quantification canonique du
champ de Dirac.

4.8.3 Le neutrino de Majorana

Dans la représentation de Majorana [21] des matrices γµ, µ = 0...3, l’équation de Dirac
devient réelle avec quatre composantes de Ψ. Dans ce cas, on démontre [99] qu’il est possible
de réécrire la densité lagrangienne comme une somme d’une densité Ll décrivant un champs
complexe à deux composantes gaucher η, et d’une autre Ld décrivant un champs complexe
à deux composantes droitier ξ (L = Ll + Ld). La densité lagrangienne d’un neutrino de
Majorana gaucher [99] est donnée par 2

Ll = η†iσ̄µ∂µη −
m

2

(
ηT iσ2η − η†iσ2η∗

)
(4.135)

2. Pour un neutrino droitier, Ld = ξ†iσµ∂µξ + m
2

(
ξT iσ2ξ − ξ†iσ2ξ∗

)
, où σµ = (σ0, σ1, σ2, σ3).
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où σ̄µ = (σ0,−σ1,−σ2,−σ3) et η est un champ complexe à deux composantes 3. Les
équations d’Euler-Lagrange conduisent à l’équation de Majorana σ̄µ∂µη + mσ2η∗ = 0,
dont la solution générale est

η(t, ~x) =

∫ 2∑
s=1

d~k
(
fk(x)as(~k)w(1)

s (k) + f ∗k (x)a†s(
~k)w(2)

s (k)
)

(4.136)

où fk(x) =
√

m
(2π)3k0

e−ikx, k0 =
√
~k2 +m2, as(~k) et a†s(

~k) sont des opérateurs. Les w(1)
s (k)

et w(2)
s (k) sont deux spineurs qui peuvent être exprimés à l’aide des spineurs χ1 = (1 0)T

et χ2 = (0 1)T comme suit :

w(1)

s (k) =

√
k0 +m

2m

(
1− ~σ.~k

k0 +m

)
1√
2
χs ; w(2)

s (k) =

√
k0 +m

2m

(
1− ~σ.~k

k0 +m

)
iσ2

√
2
χs.

(4.137)

En utilisant la solution (4.136), le hamiltonien H= 1
2

∫
d~xi(η†∂tη − ∂tη

†η) va s’écrire
sous la forme

H =

∫
d~kk0

2∑
s=1

a†s(
~k)as(~k) =

∫
d~kk0

2∑
s=1

Ns(~k). (4.138)

A partir de l’équation de Heisenberg η̇ = 1
i

[η,H], on obtient les égalités

k0as(~k) =

∫
d~k′k′0

2∑
s′=1

[
as(~k), Ns′(~k

′)
]

(4.139)

k0a
†
s(
~k) = −

∫
d~k′k′0

2∑
s′=1

[
a†s(
~k), Ns′(~k

′)
]

(4.140)

où Ns(~k) = a†s(
~k)as(~k). On en déduit directement les crochets[

as(~k), Ns′(~k
′)
]

= as′(~k
′)δss′δ(~k − ~k′) (4.141)[

a†s(
~k), Ns′(~k

′)
]

= −a†s′(~k
′)δss′δ(~k − ~k′). (4.142)

Pour les fermions, nous utiliserons la propriété [A,BC] = −B [A,C]+ + [A,B]+ C afin
d’exprimer ces commutateurs au moyen des anticommutateurs comme suit :[

as(~k), Ns′(~k
′)
]

= −a†s′(~k
′)
[
as(~k), as′(~k

′)
]

+
+
[
as(~k), a†s′(

~k′)
]

+
as′(~k

′) (4.143)

et [
a†s(
~k), Ns′(~k

′)
]

= −a†s′(~k
′)
[
a†s(
~k), as′(

~k′)
]

+
+
[
a†s(
~k), a†s′(

~k′)
]

+
as′(

~k′). (4.144)

3. σ̄µ∂µ = ∂t − ~σ.~∇ où σ = (σ1, σ2, σ3) sont les matrices de Pauli.
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Par l’identification des équations (4.141) et (4.143), nous obtenons la règle d’anticommu-
tation [

as(~k), as′(~k
′)
]

+
= 0

[
as(~k), a†s′(

~k′)
]

+
= δss′δ(~k − ~k′). (4.145)

De la même manière, l’identification entre les équations (4.142) et (4.144) nous donne[
a†s(
~k), a†s′(

~k′)
]

+
= 0

[
a†s(
~k), as′(~k

′)
]

+
= δss′δ(~k − ~k′) (4.146)

Ces règles de commutation sont exactement identiques aux résultats de la quantification
canonique du champ Majorana [99].

4.8.4 Champ vectoriel

Dans le cas du champ de Maxwell, la densité lagrangienne L = −1
4
F µνFµν conduit

aux équations du mouvement ∂ν∂νA
µ −∂µ∂νAν = 0 sachant que Fµν = ∂µAν − ∂νAµ où

Aµ = (A0, ~A) est le quadrivecteur potentiel. Pour fixer la jauge, on va utiliser les conditions

de Coulomb ~O · ~A = 0 et A0 = 0, ce qui réduit les équations du mouvement à la forme
∂ν∂νA

µ = 0. Dans ce cas la solution générale peut s’écrire comme étant

Aµ =

∫ 2∑
λ=1

d~kεµλ(k)
(
fk(x)aλ(~k) + f ∗k (x)a†λ(

~k)
)

(4.147)

où fk(x) = e−ikx√
(2π)32ω~k

, kx = −~k~x + k0t et ω~k = k0 =
√
~k2 +m2 =

∣∣∣~k∣∣∣ (~ = c = 1 et

m = 0). Les aλ(~k) sont des opérateurs et les a†λ(
~k) leurs opérateurs adjoints. Les deux

quadrivecteurs εµλ(k) = (ε0
λ(k), ~ελ(k)), λ = 1...2 vérifient les relations

ε0
λ(k) = 0 ~ελ(k) · ~k = 0 ~ελ(k) · ~ελ′(k) = δλλ′ ~ε1(k) ∧ ~ε2(k) = ~k/|~k|. (4.148)

Sachant que les moments conjugués sont Πµ = ∂L
∂Ȧµ

= −F 0µ, le hamiltonien sera

H =

∫
d~x
(

ΠµȦµ − L
)

=

∫
d~x

2
( ~E2 + ~B2) (4.149)

où ~B =
−→
rot ~A et ~E = −∂t ~A. A l’aide de la solution (4.147), il aura l’expression

H =

∫
d~kk0

2∑
λ=1

1

2

(
a†λ(

~k)aλ(~k) + aλ(~k)a†λ(
~k)
)

=

∫
d~kk0

2∑
λ=1

Nλ(~k). (4.150)

Afin d’utiliser les équations de Heisenberg, calculons Ȧµ et [Aµ,H] séparément.

Ȧµ = −i
∫ 2∑

λ=1

d~kεµλ(k)
(
fk(x) k0aλ(~k)− f ∗k (x) k0a

†
λ(
~k)
)

(4.151)
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-i[Aµ,H]=−i
∫ 2∑

λ=1

d~kεµλ(k) ( fk(x)

∫
d~k′k′0

2∑
λ′=1

[
aλ(~k), Nλ′(~k

′)
]

+ f ∗k (x)

∫
d~k′k′0

2∑
λ′=1

[
a†λ(

~k), Nλ′(~k
′)
]
)

(4.152)

Sachant que Ȧµ = 1
i} [Aµ,H] = 1

i
[Aµ,H] et à l’aide des résultats précédents, on obtient par

identification

k0aλ(~k) =

∫
d~k′k′0

2∑
λ′=1

[
aλ(~k), Nλ′(~k

′)
]

(4.153)

k0a
†
λ(
~k) = −

∫
d~k′k′0

2∑
λ′=1

[
a†λ(

~k), Nλ′(~k
′)
]

(4.154)

ce qui implique que [
aλ(~k), Nλ′(~k

′)
]

= aλ′(~k
′)δλλ′δ(~k − ~k′) (4.155)[

a†λ(
~k), Nλ′(~k

′)
]

= −a†λ′(~k
′)δλλ′δ(~k − ~k′). (4.156)

Par ailleurs, Nλ(~k) = 1
2

(
a†λ(

~k)aλ(~k) + aλ(~k)a†λ(
~k)
)
, donc[

aλ(~k), Nλ′(~k
′)
]

=
1

2
a†λ′(

~k′)
[
aλ(~k), aλ′(~k

′)
]

+
1

2

[
aλ(~k), a†λ′(

~k′)
]
aλ′(~k

′)

+
1

2
aλ′(~k

′)
[
aλ(~k), a†λ′(

~k′)
]

+
1

2

[
aλ(~k), aλ′(~k

′)
]
a†λ′(

~k′) (4.157)

[
a†λ(

~k), Nλ′(~k
′)
]

=
1

2
a†λ′(

~k′)
[
a†λ(

~k), aλ′(~k
′)
]

+
1

2

[
a†λ(

~k), a†λ′(
~k′)
]
aλ′(~k

′)

+
1

2
aλ′(~k

′)
[
a†λ(

~k), a†λ′(
~k′)
]

+
1

2

[
a†λ(

~k), aλ′(~k
′)
]
a†λ′(

~k′). (4.158)

Par comparaison des deux dernières équations avec les équations (4.155) et (4.156) on aura

les relations de commutations relatives aux opérateurs a†λ(
~k) et aλ(~k) qui sont[

aλ(~k), a†λ′(
~k′)
]

= δλλ′δ(~k − ~k′) (4.159)

tandis que les autres commutateurs sont nuls. Ce résultat est bien connu en théorie quan-
tique des champs quand il s’agit de quantifier le champ de Maxwell dans la jauge de
Coulomb, ce qui montre la validité de notre approche.

4.9 La méthode des constantes d’intégration perturbée

Le but de cette section est de démontrer que notre approche peut être étendue d’une
façon naturelle au cas des systèmes solubles ayant subis de petites perturbations non
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linéaires. Soit donc le lagrangien perturbé L = L0(q, q̇)−εV (q) où ε est un petit paramètre
proche de zéro (|ε| ' 0 ⇔ |ε| � 1) et V (q) un potentiel dépendant des coordonnées
généralisées q = (q1, q2, ..., qN). Les équations d’Euler-Lagrange dans ce cas seront

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 ⇒ d

dt

∂L0

∂q̇i
− ∂L0

∂qi
= −ε∂V

∂qi
avec pi=

∂L

∂q̇i
i = 1...N. (4.160)

Dans un premier temps, posons ε = 0 afin d’étudier le lagrangien L0(q, q̇). Les N
équations du mouvement seront d

dt
∂L0

∂q̇i
− ∂L0

∂qi
= 0 dont la solution générale qu’on suppose

connue est de la forme q
L
(t) = q̃

L
(t, C) et p

L
(t) = ∂L0

∂q̇
= p̃

L
(t, C), où C = (C1, C2, ..., CM)

est l’ensemble des M constantes d’intégration. On va supposer que ces dernière sont choi-
sies à l’aide de M conditions que les 2N variables fondamentales doivent satisfaire à un
instant donné t0 (voir la page 129). La méthode des constantes d’intégration va alors nous
permettre d’avoir tous leurs crochets {Ck, Cl}L .

La méthode des perturbations [23] consiste d’abord à supposer que la correction sur
la solution est de la forme q = q̃

L
(t, C) + εqp + O(ε2) et p = p̃

L
(t, C) + εpp + O(ε2). La

suite sera d’injecter cette quantité dans (4.160) et de prendre un développement limité
à l’ordre un au voisinage de ε = 0. Par identification par rapport à ε, il est possible
d’avoir les équations différentielles que doivent vérifier les corrections qp . La théorie des
perturbations [23] nous enseigne aussi que la résolution de ces dernières va donner naissance
à de nouvelles constantes d’intégration supplémentaires en plus des constantes pertinentes
Ck de la solution libre q̃

L
(t, C). Autrement dit, on aura qp = qp(t, C,G). Ces nouvelles

constantes G = (G1, ..., GM) doivent-être éliminées car elles sont juste le prix de l’utilisation
de la méthode des perturbations. Pour ce faire, nous allons utiliser les mêmes conditions
déjà imposées à la solution q

L
(t) et p

L
(t), mais cette fois-ci sur la solution perturbée q =

q̃
L
(t, C)+εqp et p = q̃

L
(t, C)+εpp parce que le choix des constantes n’affecte pas la validité

de la méthode CI. La solution approximative sera alors de la forme

q = q̃
L
(t, C) + εq̃p(t, C) +O(ε2). (4.161)

Quant aux moments conjugués, ils s’obtiennent à l’aide de la relation pi = ∂L
∂q̇i

= ∂L0

∂q̇i
, ils

seront de la forme
p = p̃

L
(t, C) + εp̃p(t, C) +O(ε2). (4.162)

Si H0(q, p) est le hamiltonien relatif au lagrangien libre L0(q, q̇), le hamiltonien associé
au lagrangien L = L0(q, q̇)− εV (q) sera de la forme

H = H0(q, p) + εV (q). (4.163)

L’injection de (4.161) et (4.162) dans cette expression, suivie d’un développement limité à
l’ordre un, nous permet d’avoir l’approximation

H = H0(q̃
L
, p̃

L
) + ε

(
q̃
i p

∂H0

∂qi
(q̃
L
, p̃

L
) + p̃

i p

∂H0

∂pi
(q̃
L
, p̃

L
) + V (q̃

L
)

)
+O(ε2). (4.164)
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Posons

H1 = q̃
i p

∂H0

∂qi
(q̃
L
, p̃

L
) + p̃

i p

∂H0

∂pi
(q̃
L
, p̃

L
) + V (q̃

L
) (4.165)

d’où
H = H0(q̃

L
, p̃

L
) + εH1 +O(ε2). (4.166)

Afin d’appliquer la méthodes des constantes d’intégration, il est naturel de supposer que
les crochets {Ck, Cl} subissent eux aussi une perturbation de la forme

{Ck, Cl} = {Ck, Cl}L + ε{Ck, Cl}p +O(ε2). (4.167)

Maintenant, connaissant les égalités (4.161), (4.162), (4.166) et (4.167), appliquons
la propriété (4.33) en ne gardant que les termes du développement limité à l’ordre un
au voisinage de ε = 0. Ensuite par identification par rapport à ε, nous aboutissons aux
relations

∂q̃iL
∂t

=
M∑

k,l=1

{Ck, Cl}L
∂q̃iL
∂Ck

∂H0

∂Cl

∂q̃ip
∂t
−

M∑
k,l=1

{Ck, Cl}L
(
∂q̃iL
∂Ck

∂H1

∂Cl
+

∂q̃ip
∂Ck

∂H0

∂Cl

)
=

M∑
k,l=1

{Ck, Cl}p
∂q̃iL
∂Ck

∂H0

∂Cl
.

(4.168)

Le résultat est analogue pour les moments conjugués p. La première équation nous permet
d’avoir les crochets {Ck, Cl}L , chose déjà faite car il s’agit de l’équation relative au lagran-
gien libre L0. En remplaçant dans la deuxième, on accède aux corrections {Ck, Cl}p après
une identification directe.

Afin d’avoir les crochets des variables fondamentales q et p, nous allons utiliser ce
résultat en plus de la solution (4.161) et (4.162). Par exemple,

{qi, pj} ' {q̃iL + εq̃ip , p̃jL + εp̃jp}

'
M∑

k,l=1

{Ck, Cl}
∂(q̃iL+εq̃ip)

∂Ck

∂(p̃jL+εp̃jp )

∂Cl

'
M∑

k,l=1

({Ck, Cl}L + ε{Ck, Cl}p)
∂(q̃iL+εq̃ip)

∂Ck

∂(p̃jL+εp̃jp )

∂Cl

'
M∑

k,l=1

{Ck, Cl}L
(
∂q̃iL
∂Ck

∂p̃jL
∂Cl

+ ε
(
∂q̃ip
∂Ck

∂p̃jL
∂Cl

+
∂q̃iL
∂Ck

∂p̃jp
∂Cl

))
+ ε{Ck, Cl}p

∂q̃iL
∂Ck

∂p̃jL
∂Cl

.

Comme application, soit le lagrangien L = ẋ2

2
+xẏ−y−ε (ey + cos(x)) , où le paramètre

ε est infinitésimal (|ε| ' 0). Les équations d’Euler-Lagrange nous donnent les équations du
mouvement

ẍ = ẏ + ε sin(x)
ẋ = −1− εey. (4.169)

Il est clair que ce système n’est pas du tout trivial et il est peu probable qu’il soit exacte-
ment soluble vu qu’il est non linéaire. Pour cette raison, nous allons nous contenter d’un
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développement perturbatif de la solution autour de petit paramètre ε. Ecrivons la solution
sous la forme approximative

x = x
L

+ εxp +O(ε2)
y = y

L
+ εyp +O(ε2)

(4.170)

et injectons dans le système ci-dessus, en prenant un développement limité à l’orde 1 au
voisinage de ε = 0.

(ẍ
L
− ẏ

L
) + (ẍp − ẏp − sin(xL))ε+O(ε2) = 0

(ẋ
L

+ 1) + (ẋp + ey) ε+O(ε2) = 0.
(4.171)

Par identification par rapport à ε, on obtient le système

ẍ
L
− ẏ

L
= 0 ẋ

L
+ 1 = 0

ẍp − ẏp − sin(x
L
) = 0 ẋp + eyL = 0

(4.172)

dont résolution se fait par ordre croissant de ε en commençant par la solution libre qui est

x
L

= −t+ a y
L

= b (4.173)

où les constantes d’intégration a et b sont choisies de telles sorte que x
L
(0) = a et y

L
(0) = b.

Les corrections seront alors

xp = −eb t+ c yp = − cos(t− a) + d (4.174)

où c et d sont deux nouvelles constantes d’intégration dont il faut de se débarrasser. Rem-
plaçons dans (4.170)

x = (−t+ a) + ε (−eb t+ c) +O(ε2)
y = b+ ε (− cos(t− a) + d) +O(ε2).

(4.175)

A ce stade, imposons les conditions x(0) = a et y(0) = b déjà utilisées ci-dessus avec la
solution libre, ce qui va se traduire par les relations c = 0 et d = cos(a), d’où la solution
perturbée

x = −t+ a− εeb t+O(ε2)
y = b+ ε(− cos(t− a) + cos(a)) +O(ε2).

(4.176)

Injectons maintenant cette solution dans le hamiltonien H = p2
x

2
+ y + ε (ey + cos(x))

et prenons un développement limité à l’ordre 1, sachant que px = ẋ et py = x, afin d’avoir
le hamiltonien sous la forme

H =
1

2
+ b+ ε

(
2eb + cos(a)

)
+O(ε2). (4.177)

Le crochet {a, b} va à son tour s’écrire sous la forme d’un développement limité

{a, b} = {a, b}
L

+ ε{a, b}p +O(ε2). (4.178)

L’équation ẋ = {x,H} = {a, b}
(
∂x
∂a

∂H
∂b
− ∂x

∂b
∂H
∂a

)
développée à l’ordre un, devient

−1− ε eb ' {a, b}
L

+ ε
(
{a, b}p + 2eb{a, b}

L

)
+O(ε2) (4.179)
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Chapitre 4 : La méthode des constantes d’intégration

d’où
−1 = {a, b}

L
− eb − 2eb{a, b}

L
= {a, b}p. (4.180)

Cela nous donne les crochets {a, b}
L

= −1 et {a, b}p = eb, ainsi que le développement du
crochet

{a, b} = −1 + εeb +O(ε2). (4.181)

Il est intéressant de voir que l’équation ẏ = {y,H} = {a, b}
(
∂y
∂a

∂H
∂b
− ∂y

∂b
∂H
∂a

)
conduit au

même résultat. En effet, après un développement limité, on aura

ε sin(t− a) = −ε{a, b}
L

sin(t− a) ⇒ {a, b}
L

= −1. (4.182)

Maintenant, le crochet {x, y} va se calculer comme suit :

{x, y} = {a, b}
(
∂x

∂a

∂y

∂b
− ∂x

∂b

∂y

∂a

)
= −1 + εeb +O(ε2) (4.183)

mais b = y
L

= y − εyp +O(ε2), d’où

{x, y} = −1 + εeyL +O(ε2) = −1 + εey−εyp+O(ε2) +O(ε2). (4.184)

Comme ey−εyp−O(ε2) = eye−εyp−O(ε2) = ey (1− εyp +O(ε2)) , la relation va prendre la forme

{x, y} = −1 + εey +O(ε2). (4.185)

Le calcul des crochets où figurent px et py se fait de la même manière en utilisant le fait
que px = ẋ = −1− εey ' −1− ε eb et py = x.

4.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé une nouvelle approche permettant d’avoir les cro-
chets relatifs à un système soluble en travaillant directement avec les constantes d’intégration
de la solution générale des équations du mouvement. Cela est possible grâce à une propriété
très importante (voir (4.26)) qu’on a démontrée dans le cas général sans préciser le type
de crochets en question. La nouveauté dans cette démarche réside dans le fait de traiter
les constantes d’intégration comme étant des variables, ce qui nous rappelle le théorème
de Jacobi de mécanique analytique.

Avec notre méthode, nous avons d’abord retrouvé les crochets de Poisson dans le cas de
lagrangiens réguliers, ensuite nous l’avons appliquée aux systèmes avec contraintes et cela
a donné les crochets de Dirac, ce qui a rendu possible une application en théorie quantique
des champs.

Notre approche est pratique car elle est très directe, facile et sans formalisme spécial,
mais elle repose entièrement sur la connaissance de la solution analytique, ce qui consti-
tue son point faible. Mais on a pu l’appliquer aux systèmes libres, cas où la solution est
accessible, ensuite on a utilisé la méthode des perturbations pour aller plus loin.
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L’objectif de la première partie de cette thèse de doctorat est l’étude de certains aspects
des corrections de la théorie de la relativité spéciale déformée (DSR) de Magueijo-Smolin,
apportées à la mécanique quantique relativiste. En effet, leur théorie qui constitue une
déformation des équations de la relativité de telle sorte qu’elles soient en accord avec le
principe de l’invariance de l’échelle de Planck, modifie aussi les équations de Klein-Gordon
et de Dirac en y introduisant des termes supplémentaires non négligeables dans cas des
énergies très élevées.

Nous avons repris rapidement la démarche de S. Ghosh [31] qui consiste à retrouver
les résultats de Magueijo-Smolin en partant du κ-espace des phases de Minkowski dont
l’algèbre de Lorentz associée reste covariante, même après la déformation des crochets
de Poisson fondamentaux relatifs aux coordonnées et moments conjugués. En se servant
du premier théorème fondamental de Lie, nous avons obtenu dans un premier temps, la
transformation déformée finie des moments conjugués dans le cadre de la DSR, dont le
caractère non linéaire fait en sorte qu’elle garde invariante l’énergie de Planck. La relation
de dispersion énergie-impulsion elle aussi a subi une déformation assurant sa covariance
sous la nouvelle transformation. Le résultat est la relation de Magueijo-Smolin identique à
la relation classique dans le cas des particules sans masse.

La transformation relative aux coordonnées obtenue dans le cadre de la relativité
spéciale déformée est caractérisée par sa dépendance des moments conjugués, ce qui rend
la cinématique et la dynamique inséparables, contrairement à la relativité restreinte. La
loi de composition des vitesses qui en découle ne pose aucun problème car elle est iden-
tique au cas relativiste, ainsi l’invariance de la célérité de la lumière dans le vide est assurée.

Grâce aux variables canoniques obéissant à des crochets de Poisson non déformés et se
transformant suivant une transformation de Lorentz ordinaire, nous avons montrer que le
passage entre la relativité spéciale déformée et la relativité restreinte se fait d’une façon
naturelle et immédiate. L’étude des transformations non canoniques faite juste après, nous
a permis de constater qu’elles peuvent être à l’origine des crochets déformés qui sont à la
base de la DSR et de la mécanique quantique non commutative.
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L’équation de Dirac déformée constitue une bonne illustration de l’utilité des variables
canoniques : écrite d’abord dans l’espace des impulsions, on a pu la résoudre à l’aide
d’une transformation de Foldy-Wouthuysen, ce qui nous a permis de calculer son spectre
d’énergie. Les résultats ont été en accord avec la relation de dispersion de Magueijo-Smolin,
et la conclusion fut qu’effectivement, cette équation permet bien de décrire une particule
et son antiparticule de spin 1/2.

Par la suite, nous avons écrit une équation de Klein-Gordon et une équation de Dirac
déformées mais cette fois-ci dans l’espace des positions en utilisant un principe de corres-
pondance conçu à partir des crochets de Poisson déformés qui sont à la base de la DSR.
Pour vérifier la validité de notre approche, nous avons cherché des solutions sous forme
d’ondes planes et le résultat fut l’obtention des équations déjà écrites dans l’espace des
impulsions qui contiennent la relation de Magueijo-Smolin. Après, Nous avons déterminé
les courants conservés qui peuvent être interprétés comme une densité de charges dans le
cas de l’équation de Klein-Gordon et comme une densité de probabilité de présence dans
le cas de l’équation de Dirac.

Dans la deuxième partie de ce travail, l’objectif est l’étude des méthodes de quan-
tification des systèmes décrits par des lagrangiens singuliers, ce qui donne naissance aux
systèmes hamiltoniens avec contraintes. En effet, nous avons essayé de comprendre les prin-
cipes de base des méthodes de Dirac et de Faddeev-Jackiw en commençant par montrer
leur nécessité à la compréhension de ce genre de systèmes. Avec ces dernières, les crochets
Poisson cèdent leur place aux crochets de Dirac qui sont mieux adaptés à la présence
des contraintes comme le montre les exemples nombreux qu’on a étudiés. Ces crochets
permettent de procéder à une quantification canonique, et du coup, ils peuvent être in-
terprétés comme une origine possible de la mécanique quantique non commutative, en plus
des transformations non canoniques.

L’apport principal de notre travail est l’élaboration d’une approche alternative aux
précédentes, appelée ”méthode des constantes d’intégration (CI)”. Comme son nom l’in-
dique, l’idée est l’utilisation directe des constantes d’intégration de la solution générale
comme moyen d’aboutir aux crochets de Dirac. Après avoir expliqué son fondement mathé-
matique, nous avons pu d’abord l’appliquer à des systèmes réguliers afin de démontrer
qu’elle redonne les crochets de Poisson bien connus en mécanique analytique. L’étape sui-
vante était l’application avec succès de cette méthode aux systèmes avec contraintes de
tous genres afin de retrouver les crochets de Dirac qu’on aurait pu avoir avec les autres
approches.

La théorie quantique des champs a fait l’objet d’une application de la méthode des
constantes d’intégration. En effet, rien qu’avec les solutions des champs libres, nous avons
redérivé facilement les relations de commutation relatives aux opérateurs de création et
d’annihilation, aussi bien dans le cas du champ spinoriel de Dirac que du champ vectoriel
de Maxwell. Dans un dernier temps, nous avons donné une version perturbée de notre
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approche afin qu’elle soit utile et utilisable dans le cas des systèmes qu’on peut résoudre
par un développement en séries perturbatives.

Tels sont les résultats les plus importants de notre travail d’une manière générale.
Maintenant, il y a certaines questions qu’on peut se poser concernant le même sujet qui
vont nous servir de perspectives :

* L’importance de l’échelle de Planck est démontrée par les théories de la gravité quan-
tique, alors : Peut-on déduire la relativité spéciale déformée à partir de la théorie de
la gravité quantique ?

* Comment faire de la théorie quantique des champs en respectant la symétrie de la
relativité spéciale déformée ? Et qu’apportera-t-elle à la physique des particules ?

* La méthode des constantes d’intégration, n’est-elle pas applicable en relativité générale
dans le cas du champ gravitationnel faible (gravité linéaire) ?

* Comment rendre la méthode des constantes d’intégration applicable aux systèmes
hamiltoniens avec contraintes non intégrables ?

* Est-il possible de déterminer les crochets de Dirac relatifs à un système donné sans
avoir besoin ni d’un lagrangien ni d’un hamiltonien, peut-être uniquement en utilisant
la solution générale ?

* Existe-t-il un lien entre notre méthode des constantes d’intégration et les intégrales
de chemins ?
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