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Introduction générale

La relativité est la théorie de 1’espace-temps et de la covariance par excellence. Des son
apparition sous sa forme restreinte en 1905 avec les travaux d’Einstein sur I’électrodynamique
des corps en mouvement, et qu’elle a ensuite pris sa forme générale en 1915 afin de s’appli-
quer a la gravitation, elle a renversé toute notre conception de I'espace et du temps, et de
leur relation avec la matiere. Depuis, elle n’a pas cessé d’enchainer les succes en expliquant
et en prédisant des phénomenes de physiques.

La contribution majeure de la relativité restreinte est la réconciliation de la mécanique
et I’électromagnétisme, en postulant I'invariance de la vitesse de la lumiere dans le vide ¢ et
le principe de la covariance des lois de la nature. Elle a aussi attiré I'attention vers d’autres
phénomenes liés aux changements de reperes tels que la nature relative de la simultanéité
des événements, la contraction des longueurs et la dilatation des durées.

La relation de dispersion énergie-impulsion E? = p?c? +m?2c? de la relativité restreinte,
appelée aussi la relation d’Einstein, exprime ’énergie FF d’une particule en fonction de sa
masse m, et son impulsion p. Elle est a la base des équations d’ondes de Klein-Gordon
et de Dirac de la mécanique quantique relativiste, et de la théorie quantique des champs
qui permet d’étudier les processus de création et d’annihilation des particules élémentaires.
L’accord parfait entre les mesures expérimentales et les résultats calculés par des théories
basées sur la relation de dispersion montre que cette derniere est tres efficace et qu’elle
contient une grande part de vérité.

Cependant, la relativité restreinte n’est testée que pour des énergies tres basses com-
parées aux énergies déployées dans certains processus astronomiques. On parle ici des
rayons cosmiques qui traversent l'univers et arrivent sur terre avec des énergies tres élevées
par rapport a ce qu'on produit dans les accélérateurs de particules. En effet, d’apres
les prédictions des physiciens, Greisen, Zatsepine et Kouzmine (1966), il existe un seuil
d’énergie, appelé la limite GZK, qu’aucun proton du rayonnement cosmique ne devrait
dépasser une fois détecté sur terre, et cela a cause de leurs interactions avec les photons du
fond diffus cosmologique qui remplissent tout I’espace interstellaire. Une expérience appelée
AGASA menée au Japon a permis d’observer ce qui peut-étre des rayons cosmiques ayant
des énergies au-dela de la coupure GZK [40], ce qui pourrait étre un signe que la relativité
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restreinte ne s’applique pas aux énergies extrémes [34, 35]. Mais récemment, d’autres ob-
servatoires tels que le détecteur HiRes (The High Resolution Fly’s Eye) [41], 'observatoire
astronomique Pierre-Auger [42] et le telescope array (TA) [43] semblent quand & eux étre
en accord avec la limite GZK dans leurs observations, ce qui constitue une remise en cause
des résultats de I'expérience AGASA.

D’un autre coté, les différentes approches de la gravité quantique s’accordent sur le fait
que l’échelle de Planck est la frontiere a partir de laquelle ’espace-temps doit étre quan-
tifié pour devenir granulaire. Ici se pose la question fondamentale : tous les observateurs
s’accorderont-ils sur la valeur de la longueur de Planck [, 7 A priori, la réponse est non,
vu le phénomene de contraction des longueurs bien connu en relativité restreinte. Il y a
donc une contradiction entre I'idée d'une longueur de Planck qui doit étre le quantum
indivisible de I'espace et la relativité restreinte qui attribue un caractere relatif a la mesure
des longueurs. On a exactement la méme chose en ce qui concerne le temps et 1’énergie de
Planck (t, et E,). Mais, ce paradoxe reste purement théorique et entre dans le cadre des

expériences de pensée puisque les moyens actuels ne permettent pas de sonder 1’échelle de
Planck.

Dans le but de revisiter et réviser les principes fondateurs de la relativité restreinte,
Giovanni Amelino-Camelia, physicien italien membre de la communauté de la gravité quan-
tique, a élaboré une théorie de relativité spéciale déformée [34, 35, 36, 37, 38, 39], appelée
aussi doublement restreinte (DSR1), en postulant un troisieme principe selon lequel ’échelle
de Planck est universelle, en plus des deux principes de base de la relativité restreinte qui
restent intacts. Les conséquences sont les modifications apportées aux équations de la re-
lativité einsteinienne, en particulier, la relation de dispersion énergie-impulsion.

Lee Smolin connu pour sa contribution a la théorie de la gravité a boucles (QLG),
et Joao Magueijo cosmologue réputé pour sa théorie d'une vitesse variable de la lumiere,
ont trouvé un autre moyen de réaliser les trois principes de la relativité spéciale déformée
dans une nouvelle théorie appelée DSR2 [28, 29] plus claire et moins compliquée que la
DSR1 de Giovanni Amelino-Camelia. Cependant, ces théories sont critiquées par certains
scientifiques en disant qu’elles ne sont que des transformations de variables et qu’elles sont
incohérentes, malgré le fait que leurs prédictions different de celles de la relativité restreinte.

Les crochets fondamentaux du k-espace des phases de Minkowski qui est a la base de la
relativité spéciale déformée, et d’'une facon plus générale, les commutateurs de la mécanique
quantique non commutative ne peuvent pas étre obtenus a partir des crochets de Poisson
canoniques. En effet, ils peuvent étre interprétés comme une conséquence de transforma-
tions non canoniques ou comme un résultat de la mécanique analytique généralisée aux
systémes hamiltoniens avec contraintes, précisément, comme des crochets de Dirac [11].

La mécanique analytique dans sa version de Lagrange et Hamilton est la forme la
plus belle de la mécanique classique, vu qu’elle est tres puissante dans sa cohérence et
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I’élégance de son formalisme mathématique. Elle repose sur le principe de moindre action
analogue au principe de moindre temps de Fermat connu en optique géométrique, ce qui
lui donne parfois, une dimension métaphysique. Elle est surtout indispensable pour faire
le passage de la mécanique classique a la théorie quantique a l'aide de la quantification
canonique (formulations de Schrodinger et Heisenberg) ou des intégrales de chemins (for-
mulation de Feynman). Cependant, la mécanique analytique dans cette version standard
reste impuissante devant les difficultés liées a la formulation hamiltonienne des systemes
avec contraintes. Ces derniers sont décrits par des lagrangiens singuliers ce qui rend les
crochets de Poisson sans grand intérét.

Dans le but de faire une généralisation de la dynamique hamiltonienne aux systemes
qui présentent des singularités, Dirac [11] et Bergmann [86] ont élaboré un algorithme
itératif en imposant certaines conditions de consistance sur les contraintes, et le premier
résultat fut que les contraintes primaires peuvent générer d’autres contraintes secondaires.
Ces dernieres prises ensemble sont ensuite classées en premiere et en deuxieme classe. Di-
rac a montré le lien étroit entre les contraintes de premiere classe et les symétries de jauge
que peut avoir un systeme physique. Dans le cas des contraintes de deuxieme classe, il a
pu définir un crochet qui porte son nom, capable de bien remplacer le crochet de Poisson
quand le lagrangien est singulier, permettant ainsi d’avoir une formulation hamiltonienne
cohérente d’ou la possibilité de faire appel a la quantification canonique malgré la présence
des contraintes.

Cette maniere de procéder n’est pas la seule car Faddeev et Jackiw [87] ont introduit
en 1988 une autre approche souvent beaucoup plus simple et moins cotiteuse en terme de
temps et de concepts, qui redonne les mémes crochets de Dirac. En effet, partant d’un
lagrangien linéarisé par rapport aux vitesses, ils obtiennent un systeme d’équations de pre-
mier ordre, et apres inversion de la matrice symplectique, ils aboutissent aux crochets de
Dirac sans aucune classification de contraintes.

L’objectif de cette these est d’abord d’étudier dans un premier temps les implications et
les modifications apportées par la théorie de la relativité spéciale déformée a la mécanique
quantique relativiste en essayant de répondre a la question :

* Quelle serait la forme des équations de Dirac et de Klein-Gordon déformées dans 1’espace
des positions en DSR et quelles seront leurs implications physiques ?

Nous allons par la suite, nous intéresser aux systemes hamiltoniens avec contraintes
dans le but d’appréhender le formalisme de Dirac-Bergmann et la méthode de Faddeev-
Jackiw. Par la suite, en se plagant dans la situation ou les équations du mouvement sont
exactement solubles, nous allons étudier la problématique suivante :

* Est-il possible d’utiliser la solution analytique (générale) des équations d’Euler-Lagrange
pour faire une quantification canonique simple et directe ?

Outre, nous nous interrogerons sur le lien éventuel entre le formalisme non commutatif
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et les crochets de Dirac des systemes singuliers, et sur le role des transformations non
canoniques dans la déformation des crochets de Poisson. Autrement dit, nous aborderons
la question :

* Quel est le lien de la mécanique quantique non commutative et la DSR avec les transfor-
mations non canoniques et les systémes hamiltoniens avec contraintes ?

Afin de bien mener a bout la rédaction de ce manuscrit, nous allons organiser notre
travail en quatre chapitres comme suit : Le premier chapitre sera un rappel de la rela-
tivité spéciale déformée en insistant sur le role joué par la théorie des groupes de Lie
dans sa construction et sur son analogie avec la relativité restreinte. Le deuxieme chapitre
sera consacré a I’équation de Dirac déformée dans I'espace des impulsions et dans I’espace
des positions, en se préoccupant de satisfaire les considérations de la relativité spéciale
déformée. Dans le troisieme chapitre, nous allons présenter les approches de Dirac et de
Faddeev-Jackiw mises au point dans le but de surmonter les problemes liés a la quantifi-
cation des systemes avec contraintes. Dans le quatrieme et dernier chapitre, nous allons
discuter une autre alternative aux approches précédentes dans le cas ou le systeme est
exactement soluble, en essayant d’exploiter les constantes d’intégration afin de déterminer
les crochets nécessaires a la quantification canonique.



Chapitre 1

Introduction a la relativité spéciale
déformée (DSR)

1.1 Groupes de Lie de transformations continues

La notion de groupe date de 17 ™€ siecle avec les travaux de deux mathématiciens :
le francais Evariste Galois (1811-1832) et le norvégien Neils Henrik Abel (1802-1829) sur
la résolution des équations algébriques par la méthode des radicaux en faisant appel aux
groupes des permutations. L’extension de l'utilisation de la théorie des groupes est due
a un autre mathématicien norvégien, Sophus Lie (1842-1899) grace a ses travaux sur les
groupes de transformations continues et les symétries des équations différentielles.

1.1.1 Algebres de Lie

1.1.1-a. Définition d’une algebre de Lie

Une algebre de Lie est un espace vectoriel L sur le corps K muni d’une deuxieme loi
interne notée [, | et appelée crochet de Lie, vérifiant les conditions suivantes : VXY, Z € L
et Va,b € KK,

L [X,)Y]=-]V,X] = [X,X]=0 (Antisymétrie) ;
2. [X,aY +0Z] =a]lX,Y]| +bX, Z] (La linéarité) ;
3. (X Y 2+ V.2, X]]+ [Z,[X,Y]] =0  (Identité de Jacobi).
Les deux propriétés (1.) et (2.) impliquent que
VXY, ZelL abekK [aX +bY, Z] = alX, Z] + b]Y, Z].
Exemples :
— L’espace vectoriel R® muni du produit vectoriel habituel est une algebre de Lie.

— L’ensemble des matrices n x n (n € IN) a éléments dans un corps K noté par fois
gl(n, K) constitue une algebre de Lie dont le crochet est le commutateur

VA, B € gl(n,K) [A,B] =AB— BA.
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Chapitre 1 : Introduction a la relativité spéciale déformée

On a le méme cas pour ’algebre des opérateurs linéaires dans un espaces vectoriel.
En effet, on peut définir le commutateur de deux opérateurs linéaires f et ¢ par :

[figl=fog—gof.

1.1.1-b. Constantes de structure d’une algebre de Lie

Soit L une algeébre de Lie de dimension finie r, et soit{e;}, i = 1,2,...,r une base
de cette derniere. On appelle les relations de commutation les 72 crochets de Lie [e;, e;],
i,j € {1,2,3,...r}. Puisque le crochet de Lie est une loi interne dans L, alors [e;, e;] se

décompose comme suit :
-

[€i7€j] = ZCz‘jkek, (1'1)

k=1

ou les ¢;;, sont appelés les constantes de structure de l’algebre de Lie L.

Remarques :
— Les constantes de structure d’une ’algebre de Lie dépendent du choix de la base.
— L’antisymétrie du crochet de Lie implique que c¢;jr = —cji, et en particulier ¢, = 0.

— L’identité de Jacobi vérifiée par le crochet de Lie implique que

r

Zciﬂclkh—i—cjklclih +Ckilcljh =0 Vi,j, h,k € {1,2,3,..,7’}. (12)
=1
Exemple :
L’ensemble des matrices hermitiennes 2x2 a trace nulle est une R-algebre de Lie de
dimension trois (3). Si on choisit comme base de cette algebre les trois matrices

) ) el
2\ % 0 2\1 O 2 0 1
les relations de commutation de cette algebre vont étre

le1,e0] =e1ea —eger =e3  ; es,es] =er ; [es,eq] = ey,
d’ott les seules constantes de structure non nulles

Cla3 = —Cz13 = 1 Cog1 = —C321 = 1 c312 = —C132 = L.

1.1.2 Groupes de Lie de transformations de R"

1.1.2-a. Définition d’un groupe

Soit un ensemble G = {¢1, g2, g3, g4, ...} muni d’une loi de composition interne, qui est
une application G x G — G qui associe au couple (g1, g2) € G, un élément de G qu’on va
noter multiplicativement ¢, go. L’ensemble G a la structure d’un groupe si les conditions
suivantes sont vérifiées :

11



Chapitre 1 : Introduction a la relativité spéciale déformée

1.V g1,92,93 € G, g1(9293) = (q1 92) g3 (associativité) ;
2. dleeGtelque egr=gie=¢g1 VYV g € G (élément neutre);
3.V €G, 3 gt € G tel que g1 g7 = g7 g1 = e (élément symétrique).
Dans le cas ol g1 9o = ¢g2¢1, pour g1,92 € G, ce groupe est dit abélien, et sa loi de

composition interne est dite commutative (souvent notée (+)).
Remarques :

— Le nombre d’éléments d’un groupe est appelé 'ordre de ce groupe. Il peut étre fini ou
infini. Dans le deuxieéme cas, le groupe est soit continu, soit discret (dénombrable).

— II se peut qu’il existe un sous-ensemble £ = {g,, 93, gy, ...} d'un groupe G tel que
tous les éléments de ce denier peuvent étre obtenus par composition des éléments de
E. Dans ce cas, les gq, g3, g, ... sont appelés les générateurs du groupe G. Le groupe
G est cyclique s’il possede un seul générateur.

1.1.2-b. Transformations et groupe de transformations

On appelle transformation de ’ensemble E une application bijective de £ — F.
Par exemple, 'application identité de E définie par Idg : E — E ou x + =z, est une
transformation de F.

Maintenant, soit 7" un ensemble de transformations d'un ensemble E£. Si 7" muni de
la loi de composition des fonctions possede la structure d’un groupe, alors il est appelé
groupe de transformations de ’ensemble FE.

Exemples :

1. L’ensemble de toutes les transformations de I’ensemble F, noté Transf(FE), est un
groupe de transformations de F tandis que les autres groupes de transformations de
E sont des sous-groupes de ce dernier.

2. L’ensemble A = {f,,, : R? — R?; (z,y) — (z +n,y —m) \n,m € Z} est
un groupe de transformations de R? En effet, Vn,m,n',m’ € Z, fuom o form =
frotn'mim € A, Idg2 = foo € A, n_,%l = f_n+m € A et I'associativité de la composi-
tion des fonctions assure ’associativité dans A.

1.1.2-c. Les groupes de transformations continues de R" a plusieurs parametres

Soit le domaine D appartenant a I’ensemble R"™. Un groupe de transformations continues
T de cet ensemble D est un groupe de transformations f, de D ou les r parametres réels
a = (ay,as, ...,a,) varient d’'une maniére continue dans un sous-ensemble S C R" appelé
espace des parametres. Autrement dit, nos transformations sont de la forme :

fo : D—D (1.3)
v— 2’ = fo(z) = f(z,0a).

Comme z, 2’ € R" et a € R", ces transformations s’écrivent explicitement

= flr,a) <= z.=fi(x1,29,...,x0;0a1,0a9,...;a,) i=1,2 ... n. (1.4)

12
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Puisqu’il s’agit d’un groupe de transformations, les propriétés qui en découlent directement
sont :

1.V fo, fo€T,3dceS tel que f,o f, = f.. Cela veut dire que c est fonction de a et b
qu’on peut écrire

c=yp(a,b) <= co=pala,a,...,a,;b1,bs,...,0;) a=1,2,...r.

Vo e R" (foo fo) () = felx) = [(f(z,a),b) = f(z,¢(a,b)). (1.5)

2. 3a® € S tel que foo = Idrn = fpo(x) = f(x,a°) = x. Cette relation traduit
I'existence de 1’élément neutre. Il s’en suit que Vx € R",

(fao © fa> (l’) = (fa © ftzo) (ZL‘) = fa(x) = QD(CL?aO) = Qo(a()?a) = a. (16)
3.Vf, €T Jae S tel que ;! = f; € T. Cela implique que Vo € R",

(fao fa) (@) = (fao fo) () = fu(z) =2 = ¢(@,a) = p(a,a) =a’. (L7

Les parametres @ sont des fonctions de a qu’on va écrire implicitement a = y(a).

4. Pour f,, fp, fo € T, l'associativité de la loi de la composition de fonctions implique
que :

fco(fbofa) = (fcofb)ofa = @(‘P(aab)ac) :Qp(aago(bac))' (18)

Si en plus, les fonctions f(x,a), ¢(a,b) et x(a) définies auparavant, sont des fonctions
analytiques admettant des dérivées a tout ordre par rapport a leurs arguments, ce groupe
de transformations continues 7 est un groupe de Lie de transformations a r parametres.

Exemple :

L’ensemble des applications A = {T,3: R — R; 2 +— fo+ \(o, ) € R* X R} est
un groupe de Lie de transformations & deux parametres a et 3. En effet, VT, 3, 7,5 € A :
-1
T,50T,5= ng% cA Tos=Ti apcA Tip = Idg € A.
En plus les fonctions f(z,a,8) = Lo + 8, ¢1(, 557,0) = a7, wala, 5i7,6) = 2+,
x1(a, B) = L et xa(av, ) = —a sont analytiques pour z € R; (a,7) € (R*)* et (8, 0) € R%.

1.1.2-d. Transformation infinitésimale et algebre de Lie
Soit un groupe de Lie de transformations a r parametres dont les équations sont
¥ =f(r,a) < 2= fi(v1,22,..., 001,02, ...,a,) 1=1,2,....n. (1.9)

Faisons I’hypotheése que la transformation identité correspond a a® = 0, ce qui veut dire
que f(x,0) = x. Si ce n’est pas le cas, il suffit de redéfinir la transformation en remplagant

f(x,a) par f(x,a) = f(x,a+ a®) pour avoir I'égalité f(z,0) = f(z,0+a’) = f(z,ad") = z.

13
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A présent, supposons que l’ensemble des parametres a sont infinitésimaux (|a.| < 1, a =
1,2,..,7). Le développement de Taylor de la fonction f(z,a) a l’ordre un au voisinage de 0
par rapport a I'argument a, nous permet d’avoir I’approximation

7 = fi(z,a) 2 fi(z,0) +Z af’ i=1,2,...,n. (1.10)

Si on pose () = 8fl la=0 €t vu que f(x,0) = z, la transformation infinitésimale re-
cherchée aura la forme

x;:xi+zaa€ia 1=12..n (1'11)
a=1

Comme g"l = 0;5, cette transformation peut-étre réécrite sous la forme
L

r n axl r n a -
SC;:iL'i—i-Zaaija%: (14_20[&2&}&%) Ty 221,2,...,71, (112)
a=1 j=1 J a=1 j=1 J

ce qui va nous permettre d’en déduire ’ensemble des r opérateurs différentiels

0
X‘”:Z@“a_:cj a=1,2 ., (1.13)
j=1

qui sont les opérateurs (générateurs) infinitésimaux de notre groupe de Lie de transforma-
tions continues. Maintenant, la transformation infinitésimale (1.11) va prendre la forme

x; =ux; + ZaaXaxi < QJ; = (1 + Z aaXa):C’i (114)

a=1 a=1
et la variation infinitésimale dx; = x — z; sera donnée par

s T

or; = Zaa&a — du; = Zaa X i=1,2,...,n. (1.15)
a=1 a=1
Dans le cas d’une fonction differentiable F'(z) = F(xy,x9,...,x,), la variation infi-

nitésimale est

r

OF = Zémz Zz%ém il 0F =) " ao XoF(x). (1.16)

i=1 a=1 a=1

Comme les invariants d'un groupe de Lie sont des quantités F(z) telles que 0F = 0,
I’équation précédente nous permet de conclure que ces invariants doivent vérifier les équations

aux dérivées partielles
X, F(x)=0 a=1,2,.,r. (1.17)
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A présent, il est possible de parler du commutateur (crochet) de deux opérateurs infi-
nitésimaux X, et Xz donné par

[Xa,Xﬁ] = XaXﬁ — XgXa a, b e {1,2, ...,7"}.

Comme nos r opérateurs infinitésimaux sont définis par les relations X, = > &a% et
_ N\ 3 .
Xg=>Y, i1 @gE, un calcul simple montre que

L 0Gs L 06\ O
Xa,X = i 7 i %) — o, D e 1,2,...,7" . 1.18
o= 3 (652 -2 ) g afeliar) 0
On démontre que les commutateurs de ces opérateurs infinitésimaux ont les propriétés
suivantes( ) :

1. [Xa, X5 = —[X5, Xa]
2. [[Xa, Xpl, X5] + [[Xp, Xy, Xo] + [[X5, Xa, Xp] = 0

3. [Xa, X5 = D 0L, CaprXn, ol les cqpy sont les constantes de structure du groupe de
Lie de transformations, nulles si le groupe de transformations est abélien.

Ces propriétés nous permettent de construire I’algebre de Lie de notre groupe de Lie de
transformations comme suit : on prend l’ensemble de tous les opérateurs qui sont des
combinaisons linéaires de la forme )| _ a,X, ol les a, sont des coefficients réels, et on
le munit de loi d’addition des opérateurs et celle de la multiplication d'un nombre réel par
un opérateur de sorte a avoir un R-espace vectoriel de dimension r dont la base est formée
par 'ensembles des opérateurs infinitésimaux {X,}, a = 1,2, ..., r. Ensuite, on munit cette
cet espace vectoriel du commutateur des opérateurs pour en faire une algebre de Lie de
notre groupe de Lie de transformations.

Exemple : Soit le groupe de Lie de transformations de 'ensemble (R** xR*) dépendant
des deux parametres (a,b) € (R — {—1})” dont les équations sont :

ZE/ — lera
(oo
Y = araoam¥

Pour a et b infinitésimaux, on a le développement limité suivant :

{ x = xlte . { z' = gelos() . { ¥ =x(1+alLog(x)+..)

V' = wraamY Y =00+a)(1+b) "y Y =(1-a+.)(1-b+.)y

d’ou la transformation et les opérateurs infinitésimaux ci-dessous.

{ Xo=wLog(r) & —y &

/
= L
{93 x + ax Log(z) e ko
b= "Ygpy

y=y—ay—by

1. : Voir les ouvrages [1, 5].
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Il est facile de voir que [X,, X}] = 0, preuve que ce groupe est bien abélien. Les invariants
F(z,y) de ce groupe doivent satisfaire le systeme d’équations

X, F=0 . x Log(x g—i—y%—g:O
X, F =0 —y % =0,

dont la seule solution possible est la fonction constante F'(x,y) = cst.

1.1.3 Groupes de Lie a un seul parametre

1.1.3-a. Propriétés des transformations a un seul parametre

Soit le domaine D € R™ dont les éléments sont les © = (z1,z3,...,x,). Le groupe de
Lie de transformations a un parametre € est le groupe de transformations de D dont les
équations sont

¥ =f(r,e) <= 2= filz,e) = fi(x1, 29, ..., 70;€) v, ' €D (1.19)

ou le parametre € peut prendre ses valeurs de maniere continue dans l'intervalle I C R.
Dong, pour €, € I, il existe v = ¢(e, d) tel que
Vr e R" f(f(z,e),0) = f(z,¢(g,0)). (1.20)

Supposons que €’ = 0 correspond & l'application identité, et & = 7! est la valeur de
notre parametre relative a la transformation inverse de la transformation 2’ = f(z,¢). Des

résultats du paragraphe (§1.1.2-c), on déduit les relations

¢<57 0) = ¢(075) = ¢(€v 571) = ¢(€71? 6) =0 ¢(57 ¢(57 7)) = ¢(¢(57 5)77)‘ (1'21)

Comme f;(z,0) = x;, la transformation infinitésimale & un parametre aura la forme
r; = x; + & (x) = r;= |1+ ei:fj(m)i T (1.22)
2 2 J:1 aw‘j

ou &(x) = %‘5:0‘ On en déduit que les groupes a un parametre sont abéliens dont le

générateur (opérateur infinitésimal) est 'opérateur différentiel

X =3 &@)5

1.1.3-b. Le premier théoreme fondamental de Lie

Soit le groupe de Lie de transformations a un parametre

= f(z,e) <= ;= filzx,e) = fi(x1, 22, ...,2n;€) r,2'eD eel (1.24)
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dont la transformation infinitésimale est donnée par la relation
o=z +efx) = x =uz;+ () r,2' €D ee€l.

Le premier théoreme fondamental de Lie indique qu’il existe une paramétrisation

: = 0¢(a,b
7(8)2/0 I'(e) des:/o ¢g; )|(a’b):(€1,€) de (1.25)

telle que les transformations (1.24) soient solution du systéme d’équations différentielles

dz’ , dx! N /
= = — L =&(x =1,2,... = . 1.2
- &(z") o &x') i , 2,1 avec 2(0) ==z (1.26)

Preuve : On va faire la démonstration en trois étapes :

1. A l'aide des relations (1.20) et (1.21), on obtient
fl@' ¢(e7h e+ Ae)) = f(f(x.€), p(e™ e + Ac)) = f(x,6(e, (e e + Ac)))
= f(z,¢(d(e,e7"), e + Ac)) = f(,6(0,¢ + Ac)) = f(z, e+ Ae).

2. Maintenant, supposons que Ae est infiniment petit. Dans ce cas, on aura

0¢>(a, b) |
ob (a,b)=(e71,e)

ple ™t e+ Ac) =oplete)_o+ Ae =T'(e) Ae.

3. A partir des deux résultats précédents, on tire la relation

flz e+ Ae) = f(2',0(c e+ Ac)) = f(2/, 071, e) + () A¢)

/ -1 0 ZE,,5
= f@ o) + T A HED)

= {(2'), on aboutit a 'égalité

. _ _ _ of(@',0)
Puisque f(2',¢(e7!,¢)) = f(2/,0) = 2’ et =55 ‘5:0

flr,e+Ae) =2' +T(e) Ac&(2)) = f(x,e) + T'(e) Ac ('),

d’ol on en déduit que

1 d;y’_ ) f(x,é‘—l—Ag)_f(xag)_ /
R

Comme 7 = [ I'(¢) de = dr =T'(¢) de, on aura finalement le résultat
dx’'
p £(2) C.Q.F.D
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Le premier théoreme fondamental de Lie montre que la transformation infinitésimale
contient 'information essentielle qui determine le groupe de Lie de transformations a un
parametre. Puisque le systeme différentiel (1.26) est invariant sous une translations en 7,
il possible de reparamétriser un groupe donné en terme du parametre 7 de telle sorte que
pour les valeurs 71 et 75 de ce parametre, la loi de composition devient ¢(7y,72) = 71 + To.

Exemple : Soit le groupe de transformations de R? dont les équations sont

{m’:mefy . {m’:x—i—axy 9] 0

—— X: J— -
y=@E+1y Y ~y+ey xyax+yay

On a la loi de composition ¢(g,d) = €+ § + &4, 'élément neutre e° = 0 et 1’élément inverse

el = —15z- Le parametre 7 peut étre calculé comme suit :
dop(a,b 1
dT:%l(s—lys) de = 1+€d5 = 7=In(l+¢)

Avec ce nouveau parametre, les transformations de ce groupe prennent la forme

o — g eu(E=1) @y
! __ T i dy'
y =¢y @ _

1.2 Rappels sur le groupe de Lorentz et la relativité
restreinte

Avec la naissance de la théorie de la relativité restreinte (1905), notre conception de l'es-
pace et du temps a changé radicalement et les principes de la physique aussi. Dorénavant,
le temps et I'espace sont devenus relatifs et inséparables de telle sorte que toutes les lois de
la physique doivent essayer au maximum d’attribuer aux variables spatiales et temporelles
des roles similaires. De plus, le groupe de Galilée de la mécanique newtonienne doit étre
remplacé par le groupe de Lorentz. Ce dernier contient les rotations spatiales et les trans-
formations de Lorentz spéciales relatives au changement de reperes inertiels. Le principe
de la relativité restreinte impose aussi l'invariance de toutes les lois de la physique sous
I’action de ce groupe.

1.2.1 Cinématique et dynamique relativistes

1.2.1-a. Transformation de Lorentz et loi de composition des vitesses

Apres I'échec de la mécanique classique et son impuissance devant les problemes ren-
contrés au début du siecle précédent, Einstein a énoncé ces deux postulats qui vont servir
de base pour formuler sa théorie de la relativité restreinte :

1. Toutes les lois de la physique ont la méme forme dans tous les référentiels Galiléens.
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2. La célérité de la lumiere dans le vide ¢ a la méme valeur dans tous les référentiels
Galiléens.

Il est évident que la transformation de Galilée de la mécanique classique viole ces principes
vu la loi de composition des vitesses qui en découle, et c’est pour cela que la transformation
propre a la relativité restreinte sera la transformation de Lorentz. Donc, si le repere (R')
dont les axes sont (O’ X'Y’Z’"), se déplace en translation uniforme selon I'axe (OX) par rap-
port au repere (R) dont les axes sont (OXY Z), avec une vitesse d’entrainement constante
v , un point occupant la position (z,y, z) a l'instant ¢ par rapport au repere (R), sera vu
dans le repere R’ avec les coordonnées (2,1, 2’) a l'instant ¢’ liées par la transformation
de Lorentz

v =7(x — vet) z =7(2" + vet')
t =(t — —g x) — t=(t'+ %a') (1.27)
Y=y ==z y=y z2=7

ou ¢ désigne la célérité de la lumiere dans le vide, et v = (1 — Z—é)*% > 1, car v, < c. Cette
transformation correspond au cas ou les deux reperes coincident a linstant ¢t = ¢’ = 0.
Si on fait tendre ¢ — o0, on obtiendra tout simplement la transformation de Galilée.
L’expression de la transformation de Lorentz ci-dessus peut étre simplifiée en remplacant
la vitesse d’entrainement v, par la rapidité 6 définie par la relation

2\ —3 2\ —1
coshf = <1 — v_> = = sinh § = <1 — v_) = 7. (1.28)
c c

c? c?

Avec ce nouveau parametre, la transformation de Lorentz devient

ct' = ctcosh@ — xsinh 6 ct’ coshf —sinhf 0 0 ct
2’ = xcoshf — ctsinh 6 ' | | —sinh# coshd 0 0 x
Y=y v |~ 0 0 10 Y
2=z Z 0 0 01 z

(1.29)

Les transformations de Lorentz forment un groupe de Lie de transformations continues

dont la transformation infinitésimale correspond au cas ou le parametre du groupe prend

la valeur infinitésimale d6. Elle s’obtient en utilisant le fait que cosh 60 =~ 1 et sinh §0 ~ &6
et le résultat sera la transformation

¥ =z —ctdl St = —ctdh ox = =00 ct a%x
ct' =ct—1x60 = { dct=—x60 = ¢ bet=—00z Lt . (1.30)
y=y ==z oy=0 0z=0 Sy=0 02=0

L’opérateur infinitésimal de notre groupe est Xy = —ct-Z B — :L’m obtenu directement a

partir de la transformation infinitésimale précédente.
Maintenant, soit une particule en mouvement par rapport au repere (R) avec une

vitesse ¥ = (v, = % v, = ¥y, = £) qui sera vue dans le repere (R') avec une vitesse

de vy T de)
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d;
/ dz’ yv

v = (v, = G Vy = G U = dt,) A partir de la transformation de Lorentz (1.27), on peut

tirer les relations suivantes :
dx’ = y(dx — v.dt)
dt' = y(dt — %dx) (1.31)
dy =dy dz =dz

d’otu la loi de composition des vitesses relativiste bien connue

dx

dax’ ~(dr—vedt) de’ _ _gp —Ve

_— = d / — Vz—Ve
A 10 W RS v = 55
dy
dy’ dy dy’ di I Vy
= = ——— & ey — _ dt V= —L
dt’ 'y(dt—zjedz) dat’ ~(1— v; (éf) — y 7(1,;%%) . (1.32)
dz’ d d I __ v
di/ = dt—i—ed dz' df v, 7(1_5761, )
'Y( o2 CC) ar ’Y( _vidi) 2 Yz
c2 dt

Il est clair que quand ¢ — o0, on retrouve la loi classique de composition des vitesses.
Maintenant, si on considere un photon de lumiere qui se déplace selon I'axe (OX) par
rapport au repere (R) avec la vitesse (v, vy, v,) = (¢,0,0), il est clair qu’il aura la vitesse
(), vy, v%) = (¢, 0,0) par rapport au repere(R’) (2)_ ainsi le principe de l'invariance de la
vitesse de la lumiere ¢ est respecté.

Avant de passer au paragraphe suivant, il est tres utile de remarquer I'invariance sous

la transformation de Lorentz de la quantité ds définie par
ds® = dt* — da® — dy* — d2°. (1.33)

En effet, d’apres les relations (1.31)
2
ds”? = Adt” — da"* — dy”* — dz” = *[(* — v?)dt* — (1 — U—;)dx2] —dy? — d2* = ds”.
¢

Ce résultat est di au fait que v* = (1— C2) L. A présent, si on suppose que dr = (dz, dy, dz)
est le déplacement infinitésimal d’une particule pendant la durée dt par rapport a (R), on
peut définir le temps propre dr mesuré dans son référentiel propre par

ds dz? + dy? + dz? 1 U2
=2 \/dt2 s i \/1——(v2+v2+v2)dt—y/1—v—dt. (1.34)
c 2 2 2

Puisque ds est invariant, il est de méme pour d7, ce qui veut dire que

=2 72
:,/1—1;—2611&:\/1—“6—2@’. (1.35)

Cette propriété joue un role crucial dans la dynamique relativiste. Un calcul analogue

montre que s défini par s? = ?t? — 22 — y? — 22 est aussi un invariant de Lorentz.

2. : En réalité, dans une transformation de Lorentz, c’est le module de la vitesse de la lumiere qui est
invariant, pas ses composantes selon les trois axes.
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1.2.1-b. Relation de dispersion énergie-impulsion et dynamique relativiste

. . , . - dx dy dz

Soit une particule de masse au repos m, se deplixgant avlecdlfne /VlteSSG 7= (%9 %)
par rapport au repére (R) et vue avec la vitesse v = (45,92 92) dans le repere (R')
en translation uniforme par rapport a (R) avec la vitesse v, selon 'axe (OX). D’apres la

relation (1.35), a3 = Yy Ol Vg = —=—=5 et v, = \/%72 Multiplions maintenant les
1-2

182
2

membres de gauche des équations (1.31) par m,7y et les membres de droite par mo”ygé

L
v dt’)
pour aboutir aux relations suivantes :

Moy d:,’)/(mo%?’ - Z_imor)/ﬁ %) E' = ’Y(E - Uepac)

MoV G = V(M5 G — VeMos) Py =7(ps — BE) 136
dy’ dy ~ ;) ( : )

movv/ d_t’/ moYs at p}/ - py

MoV G = MoV G p:=p:

= VMo (1.37)

En realité, on vient de donner les expressions de I'impulsion p et de I’énergie E d’une
particule relativiste de masse au repos m, se déplacant avec une vitesse v par rapport a

un repere (R). Dans le cas ou |U] < ¢, ce qui veut dire que f—j < 1, le développement a

I’ordre un nous donne les expressions de la mécanique classique

2 ?72 _1 2 1 172 2 1 -2 . — —
E =m,c (1—§) 2R M, (1—|—§§):moc +§mov C11_1}110010:77101)
oll myc? est I'énergie au repos de notre particule, concept propre a la relativité restreinte.
A partir des relations (1.37), on obtient la relation de dispersion énergie-impulsion

E? — 522 = m2c
d’ou

p2c? +m2ct (1.38)
Le choix de la racine positive vient du fait que d’apres les relations (1.37), I’énergie £ > 0.
On en déduit aussi, que dans le cas d’une particule sans masse (le photon par exemple), la
relation de dispersion se simplifie sous la forme E = |p]c. D’apres les équations (1.37) et
(1.38), on tire deux définitions différentes du vecteur vitesse

25 OF 2 5
I g=2" = cp (1.39)
E op /P22 + m2ct

S Tond o _ (0 o0 b
ol 'opérateur 5= = ( 302" Do B

) est le gradient par rapport aux impulsions p,, p, et p,.
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En présence d’un champ de force F (Z,7,t), le principe fondamental de la dynamique
relativiste s’énonce comme suit :

— = [(Z,7,t) = — | —==0| = Fz,v,1). (1.40)

o~

Premierement, pour les petites vitesses (77 = 1) on retrouve le principe de Newton et
deuxiemement, si la force est nulle, on obtient la loi de conservation de 'impulsion. A cela

s’ajoute la relation 4 = %ﬁ.ﬁ: F.7 qui traduit la variation de I'énergie totale (1.37).

1.2.2 Espace de Minkowski et formulation covariante

1.2.2-a. Espace de Minkowski et quadrivecteurs

Vers 'année 1909, le mathématicien russe Hermann Minkowski a imaginé un espace
quadridimensionel, appelé 'espace-temps, afin de reformuler la relativité restreinte d’une
maniere élégante et covariante. Dans cet espace, on définit d’abord le quadrivecteur position

(ct,x,y,2)" = (2° 2, 2%, %)\ (1.41)
Dans ce mémoire, I'indice zéro (0) va désigner la composante temporelle et les indices
{1,2,3} désigneront les composantes spatiales des différentes entités de I’ espace-temps.
En plus, les lettres grecques {u, v, p,, ...} en indice courent sur les quatre valeurs 0, 1, 2, 3,
alors que les indices latins {1, j, k, [, ..} prennent seulement les valeurs 1,2, 3.

Dans I'espace-temps, nous appelons une entité A = (A%, A, A%, A%) un quadrivecteur,
si ses composantes se transforment par une transformation de Lorentz comme suit :

A = y(A' — BAY) A v =68 0 0 A°
A0 = y(A° — pAL) Al = v 00 Al
A= A2 7 a2 |7 o 0 10 A2 (1.42)
AB = A3 AP 0 0 01 A3

Soient maintenant deux quadri-vecteurs A et B. Leur produit scalaire dans l'espace de
Minkowski sera défini par I’expression

AB=A"B° — A'B' — A?B* - A*B*> = A"B’ — A.B. (1.43)

Le produit scalaire de deux quadrivecteurs est un invariant de Lorentz pour la méme raison
que celle de la démonstration de I'invariance de ds défini par ’équation (1.33). Donc, la
métrique 7, de I'espace de Minkowski s’écrit sous la forme matricielle

1 0 0 0

o -1t 0 o |

lo o -1 0 |77 (L44)
00 0 -1
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1

Cette métrique est symétrique (1, = n,,) et les éléments de la matrice =" notés n*",

vérifient I’équation
3 3
m =0T =Ts = > mun” =0 > n"n,=0.  (145)
v=0 v=0

Mais puisque n~* = 1, il s’en suit que 7, = n*”. Ainsi, le produit scalaire aura I'expression )

3 3
AB=>"> n,A"B" =, A" B". (1.46)

pn=0 v=0
Les A* sont les composantes contravariantes du quadrivecteur A, et on peut définir ses

composantes covariantes a 1’aide de la formule :

_ 40
Ay =AY — AP =t A, — { ﬁo ; _AAi . (1.47)

On en déduit que les composantes covariantes du quadrivecteur position sont données par
Ty, = 77#1/37’/ <~ (l’o, Ty, X2, .Tg) = (Cta -, Y, —Z) (148)
Le produit scalaire A B peut maintenant étre réécrit sous la forme

AB - nMVAM BV - AVBV — T]MVAVBM — AMBM. (149)

Le tableau ci-dessous contient les principaux quadrivecteurs de 1’espace-temps.

Quadrivecteur Définition | Expression Carré
Position at (ct,z,y,z) = (ct,T) x,xt =Pt — = §?
Déplacement dx* (da?, dz,dy,dz) = (cdt,dr) | dz,dzt = Adt* — dr*
infinitésimal = ds? = 2dr?
Vitesse d'une wt = (e, vy, vy, v:) = (e, T) dj—:df—: = c?
particule
. . - 2
Energie-impulsion | p* = mou” | (£, pa, py, p:) = v5molc, 0) | pup* = & — p* = m2c?
d’une particule
) 9 0 0 0\_ (—19 o _ 107 _
Nabla au—dm—u (%,ﬁ,d—y,a)—(c @,V) 8M8“—c—2W—A——
ou dr est le temps propre, m, est la masse au repos d’une particule, ¥ sa vitesse, et

ve = (1 — g—;)_% vérifiant la relation vz dr = dt.

1.2.2-b. Lagrangien et hamiltonien covariants libres

Soit une particule libre de masse au repos m, se déplacant avec une vitesse U, ce qui lui
communique une énergie £ et une impulsion p’; autrement dit, elle possede le quadrivecteur
énergie-impulsion (p*) = (£, ) = ymo(c, ). L’équation covariante

d dx” dp*
o) =0 = =

3. Nous avons utilisé la convention d’Einstein qui consiste a sommer sur chaque indice figurant deux
fois dans le méme monome tel que 1'un soit situé en exposant et 'autre en indice.

0 1 e {0,1,2,3} (1.50)
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contient le principe fondamental de la dynamique relativiste Z—It’ =2 4 (5 moT) = 0 et loi de
conservation de 1’énergie totale ‘il—f = %(%7 m,c?) = 0 d’une particule libre car vy dr = dt.

L’ensemble des points occupés par notre particule dans ’espace de Minkowski constitue
sa ligne d’univers qui est une courbe quadridimensionnelle. Choisissons une paramétrisation
de cette courbe de (z#(w)) = (ct(w), z(w), y(w), z(w)) ol w est un parametre quelconque.

Si on prend une action de notre particule de la forme

w2 “21  dxtdx 1 dxt dx
S = Ldw= —my— —+=d — E: —£ 1.51
/w “ /w 2" dw dw “ “dw dw’ ( )

1 1

I’application du principe de moindre action conduit aux équations d’Euler-Lagrange

d oL oL d dz”
T 8(%) 0z, 0 - dw(mo 7 ) =0. (1.52)

La comparaison de ce résultat avec I’équation (1.50) nous montre que si on souhaite
que le mouvement de notre particule soit régi par la loi de la dynamique relativiste, il faut
identifier le parametre w au temps propre 7 (dw = d7). La raison pour laquelle on n’a pas
choisi directement 7 comme parametre réside dans le fait qu’on a la contrainte dx: d;: =2
C’est pour ¢a qu’on a préféré travailler avec un parametre quelconque w ensuite 1'identifier
au temps propre 7 une fois que les équations du mouvement sont obtenues a partir du

lagrangien L. Cela revient a travailler directement avec le lagrangien invariant

1 dz* dx dz,

L= 1.53
2 *dr dr ( )

en considérant les composantes dL , = 0,1,2,3 comme étant indépendantes, ensuite

imposer la condition dcf: dj;“ = ¢? une fois qu'on a dérivé les équations d’Euler-Lagrange.

A ce stade, il est temps de songer a un hamiltonien covariant H pour notre lagrangien.
Commencons par définir les moments conjugués

oL dx, dz, p"
vo__ — [g— o E e 1 4
p O(dz) b=y dr  m, (1.54)

dr

ol on retrouve bien I'expression du quadrivecteur énergie-impulsion. En utilisant les dernieres
relations, le hamiltonien H peut étre calculer comme suit :

Ao Dup”
H=p'—+-L — H =" 1.55
pt dr 2m, ( )
L’application des équations de Hamilton nous donne les équations
de, __ OH dr, __ Dv
= o = "=
T T om, = o =0

Ces deux équations expriment la relation entre le quadrivecteur vitesse et le quadrivecteur
énergie-impulsion, ainsi que la conservation de ce dernier dans le cas d’une particule libre.
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A D'aide des équations de Hamilton (1.56), I'’évolution de la fonction g(x,(7),p" (7)) au
cours de la variation de 7 est donnée par

@_agdx,, @gﬁ N @_898%_05]87’%
dr Oz, dr ~ Op¥ dr dr Oz, 0p Op'Ox,

(1.57)

Nous venons ainsi de définir le crochet de Poison {#,g} et d’une maniere générale, le
crochet de Poisson de deux fonctions f et g de 'espace des phases est défini par la relation

of 99  df dg

{f.9} 92,00 op O, (1.58)
Avec cette définition, le crochet de Poisson vérifie les relations suivantes :
{f,g}=—{9,f} = {f,.f}=0 (L'antisymétrie)
{f,gh} ={f,9th+g{f,h} (La regle de Leibniz) (1.59)
{f,{g,h}} +{h,{f,9}} +{g9,{h, f}} =0 (L'identité de Jacobi) '
{fog+h}={f gt +{f. h} (La linéarité).

En particulier, les relations de commutation relatives aux variables fondamentales x* et p*
de I'espace des phases de Minkowski forment en terme des crochets de Poisson 1’algebre de
Heisenberg

{z' 2"} =0 {z",p"} = =t {p",p"} =0. (1.60)
A cela s’ajoutent les relations ci-dessous qui nous seront tres utiles par la suite
af
= —{f,p" ={f, 1.61
G = L) o = o) (1.61)

A T’aide de (1.60), le crochet de Poisson prend la forme plus générale

dx, 0p, Op, Oz, P D . . 0Dy

(1.62)

of 0
(.0} = (o g2

1.2.3 Groupe des transformations de Lorentz générale

1.2.3-a. Groupe de Lorentz des transformations finies et sa transformation in-
finitésimale

La transformation de Lorentz (1.29) réécrite ci-dessous laisse invariant la quantité ds =

Vdzrdr, = /c2dt? — dz? — dy? — dz? ainsi que s = VTFPT, = VA2 — a2 —y? — 22
ct' = ct cosh — x sinh 0 ct’ coshff —sinhf 0 0 ct
2’ = —ct sinh @ 4+ z cosh 6 . | | —sinhf coshf 0 0 T (1.63)
Yy =y 7 0 0 10 Y '
2=z z 0 0 01 z
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ou 0 est un parametre réel. Mais cette transformation n’est qu’un cas particulier, elle corres-
pond a la translation uniforme selon ’axe (O X), alors qu’on peut imaginer des mouvements
relatifs selon les autres axes. Donc il s’agit d’une transformation spéciale. En plus, il existe
d’autres transformations de l’espace-temps de Minkowski qui laissent aussi ’élément ds
invariant. Un bon exemple serait la rotation autour de 'axe (OZ) dont les équations sont

ct' =ct ct/ 1 0 0 0 ct
¥’ = xcos+ysind | | 0 cos? sind 0 x
y = —wsmd+ycosd v | | 0 —sind cosd 0 Yy (1.64)

ou ¥ est un parametre réel. Toutes ces transformations linéaires laissent invariant 1’élément

ds ainsi que s = \/xFx,,.
Les transformations (1.63) et (1.64) sont des cas particuliers de la forme générale de la

transformation de Lorentz qui est

[L’/O AO 0 AO ) AO ) AO 3 [L’O
x/l AlO All A12 A13 xl ,
:E/B A3 0 AS L AS ) A3 5 $3

ou les A*, sont des constantes réelles indépendantes des coordonnées z#. En terme d’indices,
cette transformation va prendre la forme

't =AY (1.66)

et sa différentielle la forme
da't = A*, dz”. (1.67)

L’invariance de I'élément ds? = 1, dz"dz" impose certaines restrictions sur les éléments
de la matrice A. En effet,

ds® = ds” = nudetde’ =n,,de"Vda’? = ndetdet = 0,7, dat AP, da.
Puisque les dz# sont indépendants, on obtient par identification la relation
Mo =N A7, = p=AlgA (1.68)

Pour résumer, une transformation de Lorentz est une transformation linéaire de R* dont
les équations sont

ot = A ¥ avec N = N7, 1 p A, (1.69)

Imaginons maintenant une transformation de Lorentz tres proche de la transformation
identité. Autrement dit, une transformation de la forme

v’ = (Ipa+w)a (1.70)
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ou les éléments de la matrice w sont infinitésimaux (tres proche de zéro (0)). Si on passe
aux indices, on aura 1’expression

't = (0", +wh,))x". (1.71)

Le fait que (1.71) soit une transformation de Lorentz implique que la matrice (I4x4 +w) €
0O(1,3), ce qui veut dire que

(Lixa +w)'n(Ixa +w) =1 — n+wn+nw=n. (1.72)
Cette derniere égalité est obtenue en négligeant le terme w'nw car il s’agit d’une multipli-
cation de deux matrices infinitésimales. Donc la condition sur la matrice w est

wn=-nw = W=, = W n,=-r"n.w, (1.73)
Si on pose
w” =W (1.74)

la relation (1.73) nous conduit & ce résultat
Wil = —w’ = wr=0 siy=o. (1.75)
Ainsi la transformation infinitésimale (1.71) va prendre la forme
ot =gt + W, avec WP = —wPH. (1.76)

Cette transformation dépend des parametres w*? vu l'antisymétrie des w” (W = —w"*),
ce qui fait du groupe de transformations de Lorentz un groupe de Lie de transformations
a six parametres réels.

Avant de terminer cette sous-section, il est tres utile d’expliciter cette transformation
dans les deux cas suivants :

1. Quand seulement w® = —w!'® = §6 sont différents de zéro, on aura la transformation

Ph=at+ w0V +wtley;, =  aH =zt 4+ w00 — gt
qui est rien d’autre que la transformation infinitésimale spéciale donnée par (1.30).

2 _ 21

2. Maintenant, si w' —w* = =01 est le seul parametre non nul, on aura

/ /
=t oM e F e, = =gt —wtal —w?a?

Explicitement, il s’agit de la rotation infinitésimale relative a la rotation finie (1.64).

2t =2t + 2269 ¥ =z + ydd
=22 — 269 — y =y — x0v (1.77)
20 =2%; 23 =23 ' =ct; Z==z2
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1.2.3-b Opérateurs infinitésimaux et algebre de Lorentz

Apres avoir écrit la transformation infinitésimale de Lorentz (1.76), examinons ses
conséquences sur la variation infinitésimale 6F d’une fonction differentiable des coor-
données F(z) = F(a") = F(a2° 2, 22, 23).

OF
OF = F(2') — F(x) = F(a" + wx,) — F(z) = F(z) + (w"z,) 8:15;6) — F(x)
car les quantités (w"”x,) sont infinitésimales. Donc
OF = w"x,0,F (z). (1.78)

En utilisant 'antisymétrie des parametres w”” on aura

1 1 1
wx,0, = §(w”” + W)z, 0, = §(w’“’ —w)x,0, = §(w’“’:v,,0u —wx,0,)

wx,0, = %w“”(a:yau —2,0,). (1.79)
La variation infinitésimale § F' devient alors
OF = %w’“’(:@@u —x,0,)F(x) = —%w’“’LWF(x) (1.80)
ou les opérateurs différentiels L,, sont donnés par
L., = 2,0, — x,0,. (1.81)

Il s’agit des opérateurs infinitésimaux (générateurs) du groupe des transformations de Lo-
rentz. En particulier, si prend F'(xz) = x*, on pourra écrire la transformation infinitésimale
de Lorentz (1.76) sous la forme

1 1
dat =o't — ot = —3 WPL,at = a2t = <1 -5 w””Ll,p> . (1.82)

Afin de calculer les différents commutateurs relatifs aux générateurs L,,, nous allons
utiliser le fait que si A, B et C' sont trois opérateurs, les propriétés suivantes sont satisfaites.

[A,B+ C] =[A, B] + [A,C] ; [A, BC| = B[A,C] + [A, B]C. (1.83)
En effet, procédons par étapes :
[*Tm x,,] =0 [aw 8,,] =0
Ty, Oy = 1,0, — 2,0, — (0p74) = — Ny ;
nz ] = [xu: 0 }a - [.Z‘,,, ap]a,u = _nupazz + ﬁupau
o

vy Ty = Tpl0yy 0] — 2, [0, 4] = TNy — Ty ;

~ W N =

-
L
- [L
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5. [Lyw, 7y0p] = 5 (=1up0y + M0pOu) + (Tuthy — Tu1uy )0y
= —NupTy Oy + MupTo Oy + MonTp0p — Npry T Oy
6. [Lyws Lol = [Lyws T4 0p] = [Lyws p05] = =1pp Ly + Mup Loy + Mor Ly — Mpr Ly
Donc I'algebre de Lorentz est donnée par 'ensemble des relations de commutations

{ (L Lypl = =MoLy + Mup Loy + Moy Ly — My Ly (1.84)

A présent, on peut démontrer que la variation infinitésimale §F d’une fonction des
coordonnées F'(x) sous la transformation infinitésimale de Lorentz (1.76) peut étre calculée
a l'aide de la formule

SF = F(a') — Fla) = [—% WLy, F(2)]. (1.85)

A T'aide des relations de commutation ci-dessus et du fait que les z,, commutent avec F'(x),

on aura 1 1 1
[—=WwW”L,,, F(z)] = —5 w”x,[0,, F(x)] + B wx,[0,, F(x)].

2

Mais, comme
OF(x)
(O, F(2)] = 0, F(2) = F(2) 0y = (9uF () + F(2) 9 = F(2) O = —5-=
on en déduit que
1 1 OF(z) 1 OF(x)

WL F WPy 2N T ey 22\

[ 9 W vps (.T)] 9 W Ty 31"’ + 9 w xp 81'”
Finalement, on obtient la relation

1 vp 1 vp
[—5 WLy, F(z)] = W L,,F(z). (1.86)

La comparaison avec I’équation (1.80) nous donne la relation (1.85) qu’il fallait vérifier.
Dans le cas ou F'(z) = x*, on obtiendra la forme suivante de la transformation infinitésimale

1
ozt = [—§ WLy, x"]. (1.87)

1.2.4 Lien entre les crochets de Poisson et le groupe de Lorentz

Dans ce qui suit, on envisage de montrer qu’on peut générer le groupe de Lorentz a
'aide du crochet de Poisson {, } et des variables fondamentales x* et p” de 'espace des
phases associé au mouvement d’une particule libre, et cela sans faire appel aux opérateurs
infinitésimaux L, .

Commencons par le groupe de Lorentz. La transformation infinitésimale de Lorentz de
quadrivecteur position peut s’écrire sous la forme

ot -t =W, = dzt = wz,. (1.88)
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Puisque le quadrivecteur énergie-impulsion p* se transforme de la méme maniere que le
quadrivecteur position, il en résulte que dans une transformation infinitésimale on aura
/

pt —pt=whp, — opt = wp,. (1.89)

Essayons maintenant de retrouver ces transformation en utilisant le formalisme des crochets
de Poisson. Pour cela, définissons le tenseur moment cinétique .J,,,.
Juw = TuPy — TuDy — S = —Jup (1.90)
En utilisant les relations (1.61), on vérifie que
{Tus 2} = 07 T} = 5 = b, — Sfir, o)
8w '
{J,uzupp} = _8_9:0 = _55291/ + 5517#'

Revenons aux transformations infinitésimales (1.88) et (1.89). Vu l'antisymétrie des pa-
rametres wh” (wh” = —w""), ces derniéres peuvent s’écrire

ot = Gy — wa,) = (O, — 0L,) (1.92)
Sph = %(wuvpy — whp,) = %wf’”(dgp,, — 6kp,) .
et la comparaison avec les relations (1.91) nous permet d’écrire que
1 1
o2 = —w {2} W' = =5 o (1.93)

On vient de montrer qu’on peut vraiment générer la transformation infinitésimale de Lo-

rentz a l'aide du crochet de Poisson et du tenseur moment cinétique J,,. En général, Si

f(z,p) est une fonction de l'espace des phases, sa variation infinitésimale sous une trans-

formation de Lorentz s’obtient a ’aide du crochet de Poisson comme suit :

1 1

f',p) — flz,p) = —§w“”{JW,f} — of = —iw’“’{JW,f}. (1.94)

Aux résultats précédents, s’ajoute cette remarque : les générateurs J,, laissent in-

variante 'algebre de Lorentz (1.84) en terme des crochets de Poisson {, }, au lieu des
commutateurs [, | et des opérateurs infinitésimaux L, . En effet,

0J,, 0J. 0J,, 0J.
T Jo ¥ = — Lo G pr OJyp
s Sy} Oxy Op? + op*r 0x)
= —(5,;\]9” - 53%)(%»% - %A%) + (nm% - m%)(@m - 5;\177)
= Nup(TuDy = T3P0) = Ny (T0Dp = TpPu) + Mpu (TP — TuDy) — 1w (TP — T D))

{ s o} = Mppdvy = Myudup + Npw sy — NI pp (1.95)
2

Il est facile et tres utile de vérifier que la relation de dispersion p,p” = m?c? est invariante

sous une transformation de Lorentz car

0J,, O(p,p°
(it} = =S 20E) (32, — 62) o) = 0 (1.90)

La conclusion qu’on peut tirer de ce qui est dit est que le groupe des transformations
de Lorentz est étroitement lié aux crochets de Poisson covariants.

30



Chapitre 1 : Introduction a la relativité spéciale déformée

1.3 La relativité restreinte déformée

La théorie de la relativité doublement restreinte (appelée aussi la relativité restreinte
déformée) qu’on désigne par DSR (de son appellation en anglais : Doubly ou Deformed
Special Relativity) est une correction de la relativité restreinte dans le domaine des énergies
tres élevées et des petites distances ainsi que des temps tres courts. En réalité, il existe
deux théories principales de ce type : la DSR1 du physicien italien Giovanni Amelino-
camelia [37, 38] et la DSR2 des physiciens Lee Smolin et Joao Magueijo [28, 29, 31]. Le
résultat le plus remarquable de ces théories est la modification la relation de dispersion
énergie-impulsion F = mc?.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler les grandes lignes de la relativité spéciale déformée
dans le cadre de 'approche de Magueijo-Smolin vu sa simplicité et sa clarté [100].

1.3.1 Motivations

1.3.1-a Résultats théoriques de la théorie quantique de la gravité

L’échelle de Planck joue un role fondamental en théorie de gravitation quantique a
boucles selon laquelle la courbure et ’espace-temps seront quantifiés. Le résultat le plus
important de cette théorie est la quantification des surfaces et des volumes, ainsi que I’exis-
tence de quantités indivisibles et minimales de longueur et de durée qui jouent le role de
quantum de 'espace-temps. Ces quantités sont la longueur de Planck [, = /Gh/c3 =
1,61624.10"%metres et le temps de Planck t, = \/Gh/c® = 5,39121.10"*secondes aux-
quelles s’ajoute aussi I'énergie de Planck E, = ¢*y/ch/G = 1,956.10% oules, ou ¢ est la
célérité de la lumiere dans le vide, h est la constante de Planck réduite, et GG la constante
gravitationnelle. C’est seulement a cette échelle que 'image classique d'un espace-temps
continu cesse d’étre vraie, et la structure granulaire va prendre place.

Il est connu en relativité restreinte que les transformations de Lorentz conduisent au
phénomenes de contraction des longueurs et de dilatation des durées, en plus d’une trans-
formation bien déterminée de I’énergie. Cela apparemment peut poser un probleme en ce
qui concerne la manifestation de 'aspect granulaire de I'espace-temps pour les différents
observateurs inertiels, car on peut toujours se demander pour quel observateur inertiel les
quantités [,, t, et E, seront elles déterminées? Par exemple, si pour un observateur, un
phénomene se déroule a une distance supérieure a la longueur de Planck [, il est possible
qu'un autre observateur en mouvement le voit se produire a une distance bien inférieure
a celle-ci, conséquence directe de la contraction des longueurs. Autrement dit, au moment
ou l'espace-temps est continu pour le premier, il est discontinu pour le deuxiéme. Des ar-
guments similaires peuvent étre avancés en ce qui concerne t, et E,. Cette situation va
violer le principe fondamental de la relativité restreinte selon lequel tous les observateurs
inertiels doivent utiliser les mémes lois physiques pour décrire la nature, parce que chacun
de nos observateurs peut se distinguer des autres selon qu’il observe 'aspect discontinu de
I’espace-temps ou non.
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Lee Smolin, Joao Magueijo, et Giovanni Amelino-Camelia ont vu la solution dans la
modification des transformations et des lois la théorie de la relativité restreinte pour les
petites distances et les courtes durées (notamment pour des énergies tres élevées) sans
toucher aux principe d’équivalence des référentiels inertiels. Pour ce faire, ils ont postulé
un troisieme principe en plus des deux postulats de la relativité restreinte selon lequel il
existe une échelle de longueur [, (ou d’énergie E,) indépendante de tous les observateurs.
Le résultat de cette reformulation est la théorie (ou les théories) de la relativité restreinte
déformée (DSR) qui se veut une théorie qui apporte des modifications a la relativité res-
treinte a 1’échelle de Planck en ajoutant un nouveau postulat aux postulats d’Einstein.

1.3.1-b Le paradoxe des rayons cosmiques d’énergie ultra-haute :

Le rayonnement cosmique découvert en 1912 par ’autrichien Viktor Hess, est le résultat
de processus astrophysiques comme l’explosion des étoiles en supernovae, rotation des
étoiles a neutrons, ou d’autres sources qui restent encore un mystere. Il est constitué a pres
de 89% de simples protons, de 9% de particules alpha, de 1% de noyaux plus lourds (comme
I'oxygene, le carbone, I’azote ou le fer) et 1% d’électrons, se déplagant a tres grande vitesse
a travers I'univers. Bien que leurs gamme énergétique est extrémement large, il est prévu
depuis les années (1966) qu'il existe un seuil (la limite GZK), qui est ’énergie maximale
au dela de laquelle aucun rayon cosmique ne sera observer sur terre.

Cette limite est due au fait que pendant leur voyage dans l'univers, les rayons cos-
miques interagissent avec les photons issus du fond diffus cosmologique. Ce dernier, appelé
aussi rayonnement fossile, est un rayonnement électromagnétique d’énergie tres basse (le
maximum d’énergie est rayonné a une fréquence voisine de 160 GHz qui correspond a une
longueur d’onde légerement inférieure & 2 mm, domaine des micro-ondes) et de température
dans les environs de 3 kelvins. 11 est considéré comme le reste de I’époque dense et chaude
qu’a connu l'univers il y a 13 milliard d’années et il est présent partout dans l’espace.
Selon les calculs basés sur la relativité restreinte d’Einstein, quand les rayons cosmiques
dont I’énergie est supérieure a 5. 101 eV rencontrent les photons du 1'oceans du fond diffus
cosmologique qui remplit tout, il va y avoir I'une des interactions suivantes :

y4+p— AT — pt7° ou Y+p— AT —n+xt

ou 7 désigne un photon du rayonnement cosmologique, p une particule du rayon cosmique,
AT une particule intermédiaire, qui va se désintégrer soit en un proton p ou bien un neutron
n, et dans les deus cas, il y aura aussi création d’un pion 7. Donc, un rayon cosmique
d’origine lointaine ne devrait jamais atteindre la terre avec une énergie supérieure a 5.10°
eV a cause ces interactions. C’est ce qui constitue la limite GZK prédite par 'américain
Greisen et indépendamment par les russes Zatsepin et Kuzmin des 1966.

Le paradoxe du rayonnement cosmique [34, 35|, appelé aussi le paradoxe GZK vient
du fait qu’en 2003 [40], des observations faites par I’observatoire astronomique AGASA
(Akeno Giant Air Shower Array, ou en francais : Réseau d’Akeno pour les Cascades Géantes
Atmosphériques) situé au Japon, semblent révéler que des rayons cosmiques peuvent arriver
sur terre avec une énergie supérieure a limite GZK, c’est a dire supérieure & Eqzx ~ 10
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eV (le rayon le plus énergétique est de 3,2.10° eV). Tandis qu'on cherchait & donner des
explications a cette anomalie en remettant en doute la précision des observations et la
source de ces rayons cosmiques tres énergétiques car la limite GZK ne s’applique qu’aux
sources distantes, il y a eu des physiciens qui ont proposé des nouvelles théories type DSR
en espérant qu’elles apporteront une solution convaincante a ce paradoxe. Leur idée est
de modifier la relation de dispersion énergie-impulsion pour les domaines des énergies tres
élevées car la limite GZK est calculée a base de celle de la relativité restreinte.

Des années apres, des observations faites par le détecteur HiRes (The High Resolution
Fly’s Eye) opérant au désert d’Ultah aux Etats Unis et par l'observatoire astronomique
Pierre-Auger inauguré en 2008 pres de la ville de Malargiie en Argentine ont infirmé les
résultats obtenus par 'expérience AGASA en observant la limite GZK [41, 42]. Le télescope
array (TA) qui est le réseau de détecteurs le plus étendu de I'hémisphere Nord dédié a la
recherche de rayons cosmiques, situé aux Etats—Unis, a aussi obtenu un spectre d’énergie en
accord avec la limite GZK [43], ce qui constitue une autre réfutation de plus des observations
de 'expérience AGASA.

En conclusion, nous pouvons dire qu’a présent, la DSR repose seulement sur les exi-
gences de la gravité quantique a boucles, a savoir, la nécessité de 'aspect discontinu de
I’espace-temps pour faire de la physique a 1’échelle de Planck.

1.3.2 k-espace de Minkowski et k-algebre de Lorentz

Récemment, la géométrie non commutative est devenue un outil tres puissant pour
aborder certains problemes de la physique théorique. L’essai de Feynman sur la quantifica-
tion directement a partir des équations du mouvement sans faire appel ni a un lagrangien
ni & un hamiltonien [57, 60, 61, 62, 68, 69, 80, 81, 83, 84|, plus certains résultats de la quan-
tification des systemes hamiltoniens avec contraintes a 1’aide du crochet de Dirac [11], ont
donné naissance a la mécanique quantique non commutative dont le cadre mathématique
est la géométrie non commutative. Cette nouvelle mécanique impose la non commutativité
entre les coordonnés en plus de celle entre les coordonnées et les moments conjugués, chose
étrange a la mécanique quantique standard. De nombreuses études ont été faites dans le
cadre de la géométrie non commutative, et des résultats remarquables ont été obtenus
(33, 36, 68, 69], ce qui a fait d’elle une voie qui mérite d’étre investie.

Apres la publication des travaux de Amelino Camelia [34, 35, 36, 39, 37, 38|, et
Magueijo-Smolin [28, 29, 30] sur la relativité restreinte déformée (DSR), il s’est avéré qu'il
existe un espace non commutatif compatible avec cette théorie, permettant de retrouver ses
résultats d’une maniere élégante et tres cohérente. Il s’agit du k-espace-temps de Minkowski
[49, 50, 31] qui differe de l'espace-temps de Minkowski classique (ordinaire) par ces cro-
chets de Poisson déformés . Cela veut dire que les coordonnées (ct,z,y, z) = (2, zt, 2% 23)
appartenant au k-espace-temps de Minkowski obéissent aux crochets de Poisson suivants :

{227} =0 {2%,2°} = 2 /K. (1.97)

On remarque directement que seul le crochet de Poisson ot intervient la coordonnée tem-
porelle ¢t change d’expression. On dit qu’on a déformé 'espace-temps de Minkowski, et le

33



Chapitre 1 : Introduction a la relativité spéciale déformée

nombre réel k est le parametre de déformation dont on précisera la valeur apres.
Supposons maintenant qu’'une particule occupe le point (z°, 2!, 22 23) du k-espace-

temps de Minkowski avec 'énergie £ = p°c et Uimpulsion (p, = p*,p, = p*,p. = p*).

Cette particule est appelée une k-particule et ’espace des phases qui lui associé est le

r-espace des phases de Minkowski dont les crochets de Poisson sont

cos
Py} = P} =
{z8,p°} =0 {2, p'} = p'/~.

La premiere remarque a constater est que le secteur spatiale reste identique au cas classique.
Autrement dit, il n’y a que les relations ou les composantes temporelles apparaissent qui
sont déformée mais, elles retrouvent leurs formes classique si le parametre k — 400. Le
contenu de 1'équation (1.98) peut étre réécrit sous la forme condensée

1 1
{a#,2") = —(atoy —av0f)  {p"p} =0  {2".p} =0+ 0pp (1.99)
qui est équivalente a la forme

1 1
{x,ua «%V} = E(ﬂf;ﬁuo - xuéu(J) {*Tu?pzz} = _77,uzz + Eéuopu {pmpu} = 0- (1'100)

A ce stade, il faut savoir que ces crochets de Poisson déformés ne peuvent pas étre
obtenus a I'aide de la définition (1.58), mais on va continuer d’admettre qu'’ils vérifient les
propriétés (1.59). A vrai dire, en utilisant les crochets (1.100), il est possible de définir le
crochet de Poisson déformé de deux foctions f et g du k—espace des phases par I’expression

of 09  Of g
Oz, Op, Op, Oz,

of Og
) + {pmpu}%ap
" v

(0) = fmen) g 57 4 G (1.101)

Le but de cette section est de construire le s-groupe de transformations de Lorentz,
et cela apres avoir déformé les relations de commutations fondamentales. Comme dans le
cas classique, le moment cinétique est toujours considéré comme le générateur du k-groupe
de transformations de Lorentz, mais a condition d’utiliser les relations (1.100). Mais avant
de procéder a la recherche de ce groupe, on peut se demander quel est impact de cette
déformation sur l'algebre de Lorentz établie a la section précédente en (1.95).

Le moment cinétique d’'une sk—particule occupant le point z, et ayant le moment
conjuguée p, est défini comme dans le cas classique par la formule

J,uy =TuPv — TuvPpu- (1102)

Maintenant, on doit calculer le crochet de Poisson de {J,,,J,,} pour connaitre le sort
de l'algebre de Lorentz standard. En utilisant les relations de commutation (1.100), les
propriétés (1.100) et la définition (1.101), on obtient les résultats suivants :
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1.

{ T, Tp} = Ny — Moy + %(puéyo — Do), (1.103)
2. |
{uwspo} = =1uppr + 1oy = —(0u0pp = G010 )P, (1.104)
3.
{ s oy} = =1 Dup + o Pup + Npu LDy — NppTuly (1.105)
4.

{Juws Jon} = =MpaPuTp + NurPu®p + Npw TPy — NpuTuPy
FNupPr Ty — NupPpuly — M ZpPp + NyuluPp

Finalement, le résultat est
{Juw Jpv} = NupJvy T Nopduy = Moy Jup + My Jup- (1.106)

Il est facile de voir en comparant cette relation avec la relation (1.95) que 'algebre de
Lorentz reste la méme dans les deux cas classique et déformé, et cela malgré la déformation
des relations de commutation (crochets de Poisson) des variables fondamentales. 11 s’ajoute
a cela le fait que dans les équations (1.103) et (1.104) le terme de la déformation s’annule
quand les indices i et v sont spatiaux. Autrement dit,

{Jij7 l‘p} = TpjTi — Npily, (1‘107)

{Jij: 0o} = —MipPj + Mjppi- (1.108)
Ces formules sont analogues aux formules (1.91) établies pour le cas classique. Une fois de
plus, ce sont les crochets ou interviennent les composantes temporelles qui sont déformés,
mais il suffit de faire tendre le parametre de déformation k vers 'infini pour retrouver les
résultats classiques.

1.3.3 k-transformation de Lorentz des moments conjugués

1.3.3-a x-transformation de Lorentz infinitésimale des moments conjugués

Pour construire le groupe de Lorentz déformé, ou tout simplement le x-groupe de Lo-
rentz, on va commencer par les transformations infinitésimales des coordonnées et des
moments conjugués. Comme le moments cinétique J,, est le générateur du s-groupe de
Lorentz, on peut s’en servir pour exprimer la variation infinitésimale d f de n’importe quelle
quantité f(x,p) fonction des coordonnées et des moments conjugués en utilisant I’équation
(1.94) :

5 = (=5 (2, 9)) (1.109)

ou les w"” sont six parametres réels infinitésimaux tels que w*” = —w"#. Dans ce para-
graphe, on s'intéressera a la variation (transformation) infinitésimale des moments conjugués
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dans le cadre du k-groupe de Lorentz. Pour ce faire, il suffit de prendre I’équation (1.109)
et de remplacer f(x,p) par p”.

1 1
op’ = {_5(#“’/‘]/%]97} - _§wwmp{*]w>pp}' (1.110)

En se servant de la relation (1.104), on obtient

1.1 1 )
0pY = WPy = SW TP + %(W“Opu —w”p,)p".

L’antisymétrie des parametres w*” et le fait que v est un indice muet impliquent que
L o
op” = —w"p, + —w"pup7. (1.111)
K
Donc, si p? se transforme en p’? dans une k—transformation infinitésimale de Lorentz, alors
l; 1 0
5p’Y =p v p'Y — _w#’YpM + _wﬂ pﬂp"{. (1112)
K

Dans la suite, on va se limiter au cas ot seul w” = —w!® = Ju sont non nuls. Cette
restriction est dans le but de construire un groupe de transformations a un seul parametre,
chose possible du point de vue calcul. Si on explicite I’équation (1.111) pour les différentes
valeurs de l'indice 7 en prenant en considération la restriction précédente, on aura l'en-
semble des équations

ope = (—ps + +papr) Su Opy = +Dapy Ou
(1.113)
0ps = (—pt + 2pups) Ou op: = Lpgp. ou

sachant que p® =pg; p' = —p;, et que p® =p; = E/c; p' =p, ; p> =p,; p° =p.. On
remarque que toutes les variations infinitésimals dépendent de p,, méme dp, et dp,, chose
absente dans le cas classique (avant la déformation).

1.3.3-b k-transformation finie des moments conjugués

Nous avons vu que la propriété la plus remarquable d’un groupe de Lie de transforma-
tions réside dans le fait qu’a partir d’une transformation infinitésimale on peut remonter
aux transformations finies. C’est en principe le contenu du premier théoreme fondamental
de Lie. Dans notre cas, la transformation finie des moments conjugués est la solution du
systeme différentiel ci-dessous déduit de la transformation infinitésimale (1.113).

dp', 1 dp;, 1
ETi 2 e 2 A e 5
(1.114)
dp!, 1 dp’, 1
Pr— —pi+plpl o= plipl.
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Les inconnues sont les moments conjugués pj, pi, py, et p, et la variable est u qui n’est
rien d’autre que le parametre réel du groupe de Lorentz spécial déformé.

A présent, passons a la résolution : en effet, a partir des équations (1.114), on obtient
la relation

1 d /! !/ 1 d ! /
pi+p,  du pi—p, du
d’ou y , .
pt+pm
—|In(—/———)| = 2. 1.116
)] (1.116)
Apres une intégration directe
p/+p/ p/+p/
In(—F—=) = —2u+C"* = —F—=2=Ae™ (1.117)
Pt =Pz Py =Py

ol A et C* sont des constantes d’intégrations arbitraires, il en résulte 1’égalité

, =1+ Ae

=— D} 1.118
P 1 + Ae*2“ Py ( )
Remplagons dans la premiere équation de systeme différentiel (1.114)
dp’, 1 — Ae v pi?
aw ~ e P o) )

Nous sommes alors en présence d’une équation différentielle a variables séparables d’ou

I’équation
K (1— Ae™?v)
——dp, = | ————%du. 1.12
//fpé—p? P /(1+A6‘2“) ! (1.120)

Apres intégration et simplification

1 pj , —k(Be"+ ABe™)

Aiu U— _ e =
¢ e Bp,—k Pt 1 — (Be* + ABe™)’

(1.121)

ou B est une constante réelle. Maintenant, en redéfinissant les constantes d’intégration A

et B tel que A = g;—g et B = %, on aura le résultat

, C cosh(u) + D sinh(u)

Pr=17 1]C cosh(u) + Dsinh(u)]’ (1.122)

L’étape suivante est la détermination de p’, en utilisant la premiere équation du systeme
différentiel (1.114) et cela en remplacant p; par sa valeur ci-dessus.

dp’, 1 k dp)
jt =-p,+t-pwp, = P, = =
u K

1.12
pi— K du (1.123)

37



Chapitre 1 : Introduction a la relativité spéciale déformée

ce qui nous permet de conclure que

Pl = Cl'smh(u) +D cosh.(u) ' (1.124)
1+ +[C cosh(u) + D sinh(u)]

Les valeurs des constantes d’intégration C' et D sont déterminées par la condition
pi=pt et pi. = p, quand le parametre v = 0, ce qui va nous donner les expressions

P! = : pi cosh(u) — p, Sinh(u)‘ (1.125)
1+ ~[pi(cosh(u) — 1) — p, sinh(u)]
P = : pa cosh(u) — py sinh(u)' . (1.126)
1+ =[pi(cosh(u) — 1) — p, sinh(u)]
Pour déterminer p; et p’, commengons par poser
1
a =1+ —[p/(cosh(u) — 1) — p, sinh(u)]. (1.127)
K
D’apres (1.124) et (1.127), on a
d 1 d
d_z = E{sinh(u)pt — cosh(u)p,} = —%p; = p.= —gi. (1.128)
Remplagons p/, par cette valeur dans la troisieme équation du systeme différentiel (1.114).
dp, 1, , dp’, 1da ,
apy _ 1 . Py 20 1.129
du lipxpy du ocdupy’ ( )

équation que 'on peut résoudre en séparant les variables comme suit :

dp, —da F F

= —— / = — =
I o Pv=084 14 L[pe(cosh(u) — 1) — p, sinh(u)]

(1.130)

ou F' est une constante d’intégration dont on peut déterminer la valeur avec la condition
que p; = py pour u = 0, ce qui veut dire que F' = p,. Finalement, on obtient I’expression
suivante de p.

/ py
_ ) 1.131
Pv=17 L[ pi(cosh(u) — 1) — p, sinh(u)] ( )
En suivant la méme démarche, on aboutit aussi a I'expression ci-dessous pour p’.
p’ bz (1.132)

" 1+ Lpu(cosh(u) — 1) = p,sinh(u)]

Si par analogie a la relativité restreinte (1.28), et pour une raison qui viendra plus tard
(1.164), on pose

1 Ve
— sinh(u) = ——¢— = “—Cw (1.133)

—:r)/
V1-% 1-4%
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ou v, est un nouveau parametre réel, la x-transformation des moments conjuguées prend

la forme
( El — Y(E—ve pz)
1+-2{(v—=1) E—yve pz}
p/ _ 7(px_%E)
T 14+ {(v=1) E—yvepsz}

1.134
o N ( )
Py = I T{G-0) By oo pa}

Pl = P
[ 7% {01 E—vvepa}

ol F = cpy. Cette transformation a été obtenue pour la premiere fois par Magueijo et
Smolin [28] en déformant les générateurs du groupe de Lorentz, ensuite retrouvée par
Ghosh [31] avec la méthode qu’on vient d’exposer ici.

Le parametre v, est en effet la vitesse de translation d'un repere inertiel (R') dont
les axes sont (O'X'Y’Z’) par rapport a un autre repére inertiel (R) dont les axes sont
(OXYZ). Cette translation s’effectue selon 'axe des abscisses (OX). Si une particule a
une impulsion p' = (py, py, p.) et une énergie E par rapport au repere (R), elle sera vue
dans le repere (R') avec une impulsion pl = (pl,py,ph) et une énergie E' lides a celles
observées en repere (R) par la transformation (1.134). La remarque qui saute directement
aux yeux est la non linéarité de la nouvelle transformation et le fait que les composantes
py et p, de I'impulsion, qui sont perpendiculaires a la direction du mouvement relatif, ne
restent pas invariantes, ce qui n’est pas le cas en relativité restreinte. En plus de cela, les
équations (1.134) possedent un nouvel invariant absent avant la déformation : en effet,
on constate que k¢ doit avoir la dimension d'une énergie et qu'une particule ayant cette
énergie dans le repeére (R), sera vue dans la repere (R') avec cette méme énergie. Un petit
calcul montre facilement que si E = k¢, alors

L+ {(y=Dwe—yop}  Z{vlke—yvp)}
Si on revient aux postulats de la relativité spéciale déformée selon lesquels 1’énergie de
Planck E, doit avoir la méme valeur dans tous les reperes inertiels, il conviendra de poser

=Kc (1.135)

kc = I, impliquant que Kk = % Maintenant, on peut dire que pour des énergies faibles
devant I’énergie de Planck E,, la transformations (1.134) tend vers la transformation de
Lorentz ordinaire (1.36) relatives aux moments conjuguées, et que la relativité spéciale
déformée n’apporte pas des corrections considérables pour le relativité restreinte sauf dans
le domaine des énergies tres élevées, difficiles a atteindre actuellement (énergies proches de
I’énergie de Planck E, = 1,956.10%joules).

1.3.4 Relation de dispersion de Magueijo-Smolin

En relativité restreinte, il est connu que la relation entre l'impulsion p' = (ps, py, ps)
d’une particule et son énergie E est donnée par la célebre relation E? — p2c? = m2c?, ol
myg est la masse au repos de notre particule. Le but de ce paragraphe est de trouver une
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relation qui va jouer le méme role dans le cadre de la relativité spéciale déformée en se
servant de la transformation (1.134). D’abord, un calcul simple montre que

v 1 v
NuwvP /,up/ - ? Wupup (1136)

1

ot a =1+ 2{(y—p — y%p,} et v = — comme l'indiquent les équations (1.127)

et (1.133). On constate que la quantité 7, p"p” n’est pas un invariant dans le cadre de la
relativité spéciale déformée. En utilisant toujours (1.134), on déduit que

Dt pg -1 E E' -1
a=1-—)1-=—=)"=1—-—=)1—-—=)"". 1.137
=By -By= - - ) (1137)
Remplagons « par cette valeur dans ’équation (1.136) afin d’obtenir la relation
I, IV JTNY 212 12 12 2,2 .2 .2
e g Pr7Pe 7Py 7Pz PiTPaT Dy TP g

=g G- (1- 22 1-E)

qui est invariante par changement de repere dans le cadre de la relativité spéciale déformée.

Apres multiplication par ¢® (célérité de la lumiere), on aura la forme habituelle %.
Ep

L’invariance de cette quantité nous permet de déterminer sa valeur dans le repere ou notre
particule est au repos. Dans ce dernier, son impulsion est nulle, seule son énergie au repos
Ey intervient. Autrement dit :

By B (1.139)
(1-%)2 (-3 '

mais, on n’a pas encore trouver la relation entre I’énergie au repos Fj et la masse au repos
mg pour une particule massive dans le cadre de la relativité spéciale déformée.

. FE2_52 2 L
Pour ce faire, nous allons commencer par poser L )CQ = M?c* par analogie a la

(-,
relation de la relativité restreinte sauf que la valeur de M est inconnue pour 'instant. On
en déduit que I’énergie E est donnée par

Ay JMEE (1 M (15]2¢2 4 M2t
E=—— - ! :

— (1.140)

B

En réalité, il y a deux solutions possibles, mais celle qu’on a pris tend vers la relation de la
relativité restreinte quand F, — +oo. Pour fixer la valeur de M, on se sert de I'une des
définitions suivantes de la masse au repos d’une particule mq (la masse physique) [68, 55]

1 . 1 0F 1 ) OF
— = lim

mo  [5l—o |p| 0|7 mo  |F2—o0  O|p|? ( )
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qui peuvent étre appliquées aux cas de la mécanique newtonienne (E = %) et de la
mécanique relativiste (E = \/|p'|?c? + M?2c*). Dans notre cas,
1 OF cE? 1
mo  lpl—0 [P 0P| 1pl—0 P[22 EB2(E2 — M?2c*) + M2c*E* M
ce qui montre que M = my, et nous permet d’écrire
E2 _ 722
T = mad. (1.143)
1-%)

Cette relation est la relation de dispersion de Magueijo-Smolin [28] determinant le lien
entre I'impulsion spatiale p; et I’énergie E d’une particule de masse au repos mg, dans le
cadre de la relativité spéciale déformée. Pour des énergies tres inférieures devant ’énergie
de Planck L), cette relation tend vers la relation classique de la relativité restreinte. Pour
une particule sans masse (m, = 0) comme c’est le cas pour le photon , elle donne le méme
résultat que la relation de dispersion relativiste

E? — 5% =0 — E = |plc (1.144)

A partir de (1.139) et (1.143), on aboutit a I'énergie au repos Ey comme suit :

Ey? E 2 ’E
;E =mict = OE =mec® = Ey= Moc > = o€ Ty (1.145)
(1—32)2 1— 14 M= B, + moc?
P P P

D’apres cette formule, I’énergie au repos Ey d’'une particule massive ne dépasse pas le seuil
2
E, car = > 0.
P E,

Pour démonter que la relation de dispersion de Magueijo-Smolin (1.143) est invariante
sous toutes les transformations du groupe de Lorentz déformé, il suffit de vérifier que ses
crochets de Poisson déformés avec les générateurs de ce groupe (J,,) sont nuls. En effet, a
'aide des relations de commutation (1.100), les propriétés (1.100) et la définition (1.101),
on aura ces résultats :

2 2
{Juw. 0"} = {Jows " Doy } = —%(51/029# — OuoPv) (1.146)
1 2
{Jp,y7 m} = —m((guopy — 5V0plj') (1147)
donc
p2 2 1 1 2
{‘]MV? m} =p {Jﬂlﬁ (1 — @)2} + (1 _ @)Q{Jm/vp } = 0. (1148)

2

On déduit que la quantité (I_Z’—LO)Z ne subit aucune variation sous une k-transformation, ce
K

qui veut dire qu’elle est un invariant du groupe de Lorentz déformé.
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1.3.5 k-transformation finie des coordonnées

A présent, nous allons passer a la recherche de la k-transformation de lorentz des
coordonnées spatio-temporelles. A partir de la relation (1.109), la variation infinitésimale
des coordonnées (ct,z,y,z) = (2%, 2%, 2%, 2*) d’'une particule ayant I'énergie £ = cp; et
I'impulsion (p,,py,p.) appartenant au k-espace des phases de Minkowski s’obtient par
I’équation

1 1
oY = {_Ewuujuwxv} = _gw“”nw{t]uw%}- (1‘149)
Ce crochet de Poisson déformé est déja calculé et il est donné par I’équation (1.103), d’ou
1 1
a7 = gl = L — )T,

mais 'antisymétrie des parametres w”” nous permet de déduire que
1
617 = —w"z, — —w"p,a7. (1.150)
K

Dans le but de trouver le groupe de Lorentz déformé a un seul parametre, supposons
que seul W = —w!® = fu est non nul tandis que les autres parametres le sont. Si I'indice
~ prend toutes les valeurs possibles, on obtient

dct = —(x + p, ct) bu 0y = —<py y ou
(1.151)
ox = —(ct + Lp, x) ou 0z = —<p, 2z 0u
ona’ =xg=ct,pt = —pr=pg,etat = -2, =a; 22 =~ =y ; 23 = —x35 = 2.

On remarque que les variations des coordonnées dépendent des moments conjugués, chose
absente en relativité restreinte.

A partir de cette transformation infinitésimale, on peut construire un groupe de trans-
formations a un parametre. Ce groupe est un sous-groupe du groupe de Lorentz déformé
dépendant de six parametres réels. La procédure a suivre consiste en premier lieu a résoudre
le systeme différentiel suivant obtenu grace a la transformation infinitésimale ci-dessus.

det’ _ 1 1.1 41 dy’ 1.1 .1
duw — ¥ /ipl“Ct du = " ®Pz2Y
(1.152)
de’ _ g 11 dz' 1,1 1
du ct WPl du = wPaz~ -

Commencgons la résolution en remplagant p! par son expression (1.128) dans les deux
premieres équations du systeme différentiel précédent :

det" — , ct'da da:’__t, x' da (1.153)
du a du du a du ‘
olt @ = 142 {(cosh(u) —1)p; —sinh(u)p, } comme le montre bien I'équation (1.127). Comme
d ct’ 1 fdet’  ct'da d x' 1 (dz!  x'do
Sl L 4 2Ey== _reoa 1.154
du(a) a(du adu) du(a) a(du ozdu)’ ( )
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les équations précédentes (1.153) impliquent que

d ct’ x’ d x' ct’
Sl (= = 1.155
du( o ) « du( « ) a ( )
Posons ¢ = %/ et x = —%, ce qui va donner le systeme linéaire
dg dx d*¢
_— = — _— = — et _— =
du X du ¢ du? ¢

qui s’integre facilement pour donner les solutions
¢ = Acosh(u) + Bsinh(u) — X = —Asinh(u) — B cosh(u)

ou A et B sont des constantes d’intégrations réelles et arbitraires. Revenons aux variables
initiales et remplagons « par son expression afin d’obtenir

ct’ = [1 + l{(cosh(u) —1)p — sinh(u)px}} (A cosh(u) + Bsinh(u)) (1.156)
K

7! = [1 + %{(cosh(u) —1)p — sinh(u)pz}] (Asinh(u) + B cosh(u)). (1.157)
La condition z’ = x et t' = ¢ pour u = 0 est réalisée si A = ¢t et B = —z, d’ou la
transformation des coordonnées x et ct :

' = [1 + %{(cosh(u) — 1)% — sinh(u)pw}] (z cosh(u) — ct sinh(u)) (1.158)

, 1 E T .
t'= |1+ ;{(Cosh(u) — 1)? — sinh(u)ps } | (tcosh(u) — - sinh(u)) (1.159)

Revenons maintenant a y’ : a partir du systeme différentiel (1.152) et de la relation
(1.128), on obtient

dy’ 1 1 ,d dy" _d
W oy = N y _ & — y'=Ca (1.160)
du K a” du y! «

ou C est constante d’intégration. Si on pose C' = y, nous seront surs que y = y’ quand
u = 0, donc la coordonnée y se transforme comme suit :

1 E
y' =ay=[1+ —{(cosh(u) — 1)— — sinh(u)p, }] y. (1.161)
K c
En suivant les mémes étapes, nous trouverons que z se transforme d’'une maniere analogue
, 1 E
z'=az=[1+ —{(cosh(u) — 1)— — sinh(u)p, }] z. (1.162)
K c

Maintenant, supposons que (ct, z, y, z) représentent les coordonnées d’une particule par
rapport a un repere (R) ayant une énergie E et une impulsion (p,, py, p.). Cette particule
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sera vue dans un autre repere (R') en translation selon 'axe (OX) avec une vitesse v,
avec les coordonnées (ct’, 2,1/, 2'). Dans le but d’exprimer u en fonction de v, imaginons
le cas ou notre particule est immobile a l'origine du repere (R’), donc son abscisse 2/ = 0
quelque soit 'instant ¢'. Mais par rapport a R, elle se déplace avec la vitesse v, = v, qui
est aussi la vitesse de translation du repere (R’). Utilisons la relation (1.158) avec 2’ = 0
pour aboutir au résultat

x cosh(u) — ctsinh(u) =0

ensuite prenons la différentielle totale

d
dx cosh(u) — cdtsinh(u) =0 — d—f = v, = ¢ tanh(u) = v,. (1.163)
L’égalité ci-dessus peut étre inversée comme suit :
tanh(u) = = = /1 ! T h(w) ! (1.164)
anh(u) = — - = — cosh(u) = ———= = .
c cosh?(u) ¢ L i

2

1

d’ott on déduit que sinh(u) = Y = % et ainsi on obtient la transformation

ole
(VYN

1—

x' = avy(x — vt)
t'=ay(t— )
y'=ay
z'=az

(1.165)

ona=1+ ELP{(,Y - 1)E - ’yvepz}'

Cette transformation qu’on appelle la k-transformation de Lorentz des coordonnées
obtenue par Magueijo, Medeiros, et Kimberly [30], ensuite retrouvée par Ghosh [31] et
Wu-Gao [76] avec d’autres méthodes, ressemble a celle de la relativité restreinte (1.27),
sauf qu’elle est multipliée par le facteur o qui dépend de ’énergie et de I'impulsion de la
particule en question. Donc, en relativité spéciale déformée, la cinématique et la cinétique
sont inséparables contrairement a la relativité restreinte et a la mécanique newtonienne.
En plus, on remarque que les coordonnées y et z subissent une dilation, chose absente en
relativité restreinte. Mais pour des énergies faibles devant E,, la transformation (1.165)
tend vers la transformation de Lorentz ordinaire, car le facteur « — 1 quand E,, — o0.

1.3.6 k-composition des vitesses

Apres avoir obtenu la k-transformation de Lorentz (1.165), il convient d’analyser son
impact sur 'invariant spatio-temporel s? et sur la loi de composition des vitesses. Une
simple manipulation montre que la quantité 7,,x#z" cesse d’étre invariante en relativité
spéciale déformée car

T]ul’x/p,x/y — O[2 T]'uyx'ul‘y
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mais d’apres (1.137)
-2
w= (1) (1-2)
K K

d’ou 'égalité

p/ 2 p 2
(1__t> (C2t/2_x/2_y/2_212):(1__t> (2 — 2 — y? — 23, (1.166)
K K

ce qui traduit le fait qu’en relativité spéciale déformée 'invariant spatio-temporel s? est

2 _ Lo P2
s° =t (1 - ;) . (1.167)
Il est clair que s> — 7, 2"2” quand k — oo, d’out 'invariant de la relativité restreinte.
Passons a présent a la loi de composition des vitesses d'une k-particule. Ce qui nous
préoccupe vraiment est la vérification que la célérité de la lumiere dans le vide c¢ reste
invariante par changement de repere dans le cadre de la relativité spéciale déformée. Nous
allons nous intéresser au cas d’une s-particule libre, vu que les photons de la lumiere sont
des particule libre qui se déplace avec la vitesse c. D’apres (1.165), on a la différentielle

dt' = da y(t—%x)—i-ow (dt—%dx) : (1.168)

mais da = 0 parce que «a ne dépend que des moments conjugués qui se conservent natu-
rellement dans le cas d’une particule libre (o = C*), donc

Ve
dt' = ary(dt — = dz). (1.169)
Pour les mémes raisons, on a aussi
dr' = ay(dx — v.dt) dy' = ady dz' = adz. (1.170)

Les équations précédentes nous montrent que

, dx’  ay(dx — v.dt) Vg — Ve

= — = = 1.171
Ve dt’"  ay(dt — % dx) — % Uy ( )
dy’ ady v
e = = Y 1.172
Yy T ay(dt — %dr) (1 - %v,) (1.172)
/
" dz _ adz _ U, (1.173)

=T dqt ay(dt — % dx) (1 — Hv,)

Ces transformations de vitesses sont identiques au cas de la relativité restreinte, chose
qui assure l'invariance de la vitesse de la lumiere c. Donc, le deuxieme principe de la
relativité spéciale déformée est satisfait, en plus du troisieme selon le quel I'énergie E), est
invariante par changement de repere.
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1.3.7 Variables canoniques

Il existe une transformation des variables de ’espace des phases déformé vers d’autres
variables qui va nous permettre de faire le lien entre la relativité restreinte et la relativité
spéciale déformée. Ces nouvelles variables qu’on va appelées canoniques, vont jouer un
role determinant dans la quantification qui fera I’objet du prochain chapitre. Ces variables
canoniques notées X* et P* s’expriment en fonction des variables habituelles x* et p* par
les relations

P
Xu=a (1= %) . (1.175)

La premiere transformation est apparue dans un article de Jafari-Shariati [71], et elle est
complétée par la deuxieme transformation dans I'article [31] de Ghosh et Pal.

Calculons les crochets de Poisson déformés de ces variables canoniques en utilisant les
relations de commutation (1.100), les propriétés (1.100) et la définition (1.101).

1. Puisque les p, commutent entre eux, alors
{Pu, P} =0. (1.176)
2. Posons x = (1 — £) et passons au crochet {X,,, X, }.

{X;u Xu} - X2{$w I,,} + Xxu{x;u X} + Xxu{Xa Il/}u

mais d’apres (1.101), on a

00
{z,,x} = %x,

d’ou
(X, X} =0 (1.177)
3. On termine avec le crochet {X,, P, } sachant que {x,p,} = 0.

1
{X/u P} = va{xm ;} + {xwpv}‘

Toujours d’apres la définition des crochets déformés (1.101)

— _Zmo
{xlﬂ - IQX7
d’ou
{X/u Pl/} = —Nuv- (1178)
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Effectivement, les crochets de Poissons des variables canoniques X, et P, sont identiques
au cas non déformé (1.60), ce qui va nous permettre de conclure que I'algebre de Lorentz
(1.106) va rester invariante si on continue a travailler avec ces variables canoniques.

Les transformations (1.174) et (1.175) peuvent étre inversées et il est facile de vérifier
que le résultat sera

P
P
z, =X, (1+£). (1.180)

A ce stade, on peut commencer la démonstration que les variables canoniques se trans-
forment apres un changement de repere a ’aide d’une transformation de Lorentz ordinaire
sans le facteur de déformation «. En utilisant la transformation (1.134), on obtient :

1.
p:ﬁ 2 R 2 v ‘
1_17_;:7(1_%_51_%) = Py=q(B - FR); (1.181)
2. "
P Pz U D v
o :7(1_ﬂ—;1_m> = Po=q(F - R); (1.182)
3. N .
Yy y ;L
Yy =  Py,=F; (1.183)

et d’'une maniere analogue, on trouve que P/, = P,.

Maintenant, a 'aide de la transformation (1.165), on aura aussi :

1.
(1P (- Y (12 _ _ %),
ot (1 H)—’y(d Cx) (1 K) = cT_7<cT CX), (1.184)
r(1-kt) 1D X' = ~y(X —T); 1.1
2 (1= = v(x — vt) - = = (X —T); (1.185)
3.
(1P (1P 'y
y( H)—y( K) = Y=Y (1.186)

Un calcul similaire au précédent, montre que Z' = Z.

Apres les développements qu’on vient de faire, on constate qu’effectivement les va-
riables (X*, P*) sont canoniques parce que leurs crochets de Poisson sont canoniques (non
déformés), et elles obéissent a des transformations de Lorentz ordinaires identiques au cas
de la relativité restreinte. Les conséquences de ce fait sont tres importantes car cela va
nous permettre de transformer les formules et les relations de la relativité restreinte de
telle sorte qu’elles soient valables en relativité spéciale déformée en les écrivant d’abord
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en fonction des variables canoniques (X*, P*), pour passer ensuite aux variables habi-
tuelles (z#, p#). Par exemple, I’énergie, 'impulsion, la relation de dispersion et la longueur
spatio-temporelle s, s’obtiennent facilement :

P Vg MU

p = = )= ————— 1.187
P Yo Mo C

Pe =7 e = Pe = W (1.188)

LoV

PP =i = e =i (1189)

s% = N X"XY = ¥ =o'l - &)2 (1.190)
K

1.4 Transformations non canoniques

Dans cette derniere section de ce chapitre, nous allons généraliser la procédure discutée
ci-dessus afin de montrer que les crochets déformés peuvent étre le résultat d’'une transfor-
mation non canonique a partir d’un systéme décrit par des crochets de Poisson canoniques.
Soit donc le lagrangien régulier L = L(X, X ) qui va donner les équations d’Euler-Lagrange

oL oL
= = — ,=1,..., V. 1.1
X, avec P i=1,..,N (1.191)

P, .
0X;

La transformation de Legendre nous permet de déduire le hamiltonien
H(X,P)=PX, - L(X,X) (1.192)
et d’obtenir les équations canoniques de Hamilton

X, = g—g = {Xan}aa_)Z- ‘I'{X“Pj}g_g

: oH oH oH (1'193)
b= =55, =10 X} ox; +{P B} op;
d’ou les crochets de Poisson canoniques
{Xi, Py =05  {Xi, X3} ={F P} =0. (1.194)

Soit maintenant la transformation X = X (z,p) et P = P(x,p) qui n’est pas forcément
canonique. En utilisant les équations de Hamilton ci-dessus, il est facile de voir que

H H . .
_ O Y ap — _pax, 4 Xudp. (1.195)

H =
d 0X; 0P,

4. Dans cette section, on va sommer sur les indices répétés deux fois dans une expression mathématique.
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En remplacant par les nouvelles variables,

oF, . 0P . 0X; 0X;
dH = — (—l’ + —pj) (—dl‘k + o dpk>
k

ox;"’  Op, Oy, 9)
0X; . 0X; . oP, OF;
Ihip i) (2 . 11
+ (8;5] T; + apj p]) (8£Ck dxy, + apk dpk) ( 96)

Alors
JH - _838Xi+8Xi8P’i bt _8Pi8Xi+8Xi8]% N de
B Ox; Oz, Oz, Oxy, J Opj Oz, Opj Oxy, Pj F
{(_8131-6)(@4_5’)@83)& (_aﬂaxi+axiaﬂ> '}d
Ox; Opr, ~ Oz Opy. ) Op; Opr ~ Opj Opx P @Pk-

(1.197)

Sachant que d’un autre coté que dH = g—idxk + gTdepk’ les équations de Hamilton vont
prendre la forme non canonique

<_@%+%@> '._1_(_@% aia_P> ) — O
Oxj Oxy, Ox; Oxy, J Op; Oxp, Op; Oxy, J Oz,
(1.198)
0P AX; | X, 0P\ .. 9P AX; | X, 0P\ . _ OH
( 9z; Opy, + Oz 3Pk> Tj ( dp; Opi T op; 8pk> Pj = ops
et sous forme matricielle,
. . OH . . OH
At 4+ Bp = — Cit+ Dp=—. (1.199)
ox op

Ce systeme se résout en utilisant le fait que toutes les matrices sont inversibles vu que
notre transformation est réguliére, et sa solution est

i=(B'A - DC) (B - pion)

1.200
p=(ATB - CID) (AT - oo, (1:200)

A partir de ces équations, on en déduit facilement les crochets

{xi,z;} = ((B1A - D_lc')_lB_l)ij
{zi,p;} = — (B~'A - D*lc’)*lDfl)ij =—((A'B - CilD)flAfl)iTj (1.201)
{pi,pj} = —((A"'B-C7'D)~'C™),;.

Il est clair que ces crochets sont completement déformés et loin des crochets de Poisson
simples et canoniques. Cela nous montre que suite a une transformation non canonique,
les crochets subissent une déformation et perdent leur forme habituelle, contrairement au
cas bien connu des transformations canoniques.

Dans le cas de la DSR, il suffit de commencer par le lagrangien L = %mnWX D¢

, . . o . y 1 . .
décrivant une particule relativiste (X* = %), ce qui va donner naissance aux moments
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P* = mX* et au hamiltonien H = ﬁUWP“P”. Ensuite, il faut effectuer la transformation
-1
déjavue X* =a# (1 — %0 et P = pt (1 — %0) afin de retrouver la relation de Magueijo-

Smolin et les crochets déformés relatifs au x-espace des phases de Minkowski comme le
montre bien les calculs de la sous-section précédente.

Afin de ne pas refaire des calculs dont on connait déja I'issue, nous allons prendre un
autre exemple plus simple qui est celui d'une particule de masse m et de charge ¢ en présence
d’un champ électromagnétique (A, (X,Y), A, (X,Y),U(X,Y)) a deux dimensions. Dans
ce cas, le lagrangien est de la forme

1 . . . .
L=5m(X2+7?) 4+ (XA, +74,) - qu

et les moments conjugués sont

P :mX—l—qAX PY:mY+qu.

X

Cela va nous conduire au hamiltonien bien connu

1
H = . ((PX —qA )+ (P, — qAY)Q) +qU

et aux seuls crochets de Poisson non nuls
{X,PX}:1 {Y,Py}zl.

Afin de faire coincider les moments avec les impulsions, opérons ce changement de
variables

X=x Y=y szpx+qAx(x,y) Pyzpy+qu($’y)

qui va se traduire par cette expression simple du hamiltonien précédent

1

ou le potentiel vecteur est completement absorbé. Remplagons dans (1.198) afin d’accéder
aux équations de mouvement

. _ OH
T = @
9A;  9AL\ . . 9H
q(aTi‘an)%‘_Pk—m
qui peuvent s’écrire explicitement sous la forme (B, = % — ag;””)

i . _ oH oH
T = Opa o 1 0 0 0 px _ Opa
—qB.i —p, = I —qB. 0 0 -1 Y o1
_om 0 0 1 0 |]p ol
Y= Oy Opy
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Apres inversion, on aboutit aux équations de Hamilton

i = O0H
T 0 1 0 0 . H 81?%8[{ o
P | | —1 0 0 ¢B. Op, H N Do = —5, T qua_py
g 0 0 0 1 o,H j= o
py 0 _qu —1 0 apyH s OH OH

d’out les crochets déformés relatifs aux variables (z, p,, y, py)

DA, 0A, B
{z,p.} =1 {ps,py} =¢B. = q<a—x ~ ) {y,p,} =1

tandis que les autres crochets sont nuls. Précisément, c’est le crochet {p,, p,} qui a subi un
changement de telle sorte qu’on y voit réapparaitre le potentiel vecteur déja absorbé dans
Iexpression du hamiltonien. Autrement dit, apres une transformation non canonique, I'in-
teraction avec le potentiel vecteur (A, A,) est transposée du hamiltonien H aux crochets
{Pes Dy }-

Dans un deuxieme exemple, prenons le lagrangien de l'oscillateur harmonique L =
%m(XQ—i-YQ)—%me(XZ—I—YQ). Cette fois-ci, les moments conjugués sont P_ = mX et P =
mY’, et le hamiltonien H = 5 (P2 + P?) + 1mw?(X? + Y?2). Les crochets de Poisson non
nuls sont {X,P_} = 1 et {Y,P } = 1. Procédons a ce stade a la transformation non
canonique

0 0
X:x—gpy Y:y+§px P, =p, P =p, 0€R
d’ou la nouvelle expression du hamiltonien

1 1 1
H = 5— (0% +p,) + 5mw” (932 + 4+ 0(ype — wpy) + 767 (0] +p§)) :

A partir de (1.198), on aura les équations du mouvement

S _ 0H
_pk_axk

; _0Xj  OXy ) OH
xk—i_( apk+3pj)p]_3pk

qui peuvent s’écrire explicitement sous la forme

- __ OH
—Pz = 5,

' ' or T 0 1 6 0 o, H
&+ 0py = 5, _ p.| | -1 0 0 0|9 H
—p, =2 g | | -00 0 1| 9H
. . ) — H
§— Op, = 27}5 Dy 0 0 -1 0 8py
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Il en découle les crochets déformés suivants :

{z,p.} =1 A{z,y}=0 {y,p,}=1

tandis que les autres crochets sont nuls. Il est clair que les nouvelles coordonnées ne com-
mutent pas ({z,y} = ), ce qui est une caractéristique fondamentale qui va engendrer une
mécanique quantique non commutative apres la quantification canonique.

Pour récapituler, nous avons démontré qu’une transformation non canonique peut étre
a l'origine des crochets de Poisson déformés qui sont a la base de la mécanique quantique
non commutative et de la DSR.
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Chapitre 2

L’équation de Dirac Déformée

L’équation de Dirac est un des piliers de la théorie quantique et du modele standard de
la physique des particules. Elle est écrite en 1928 par le physicien britannique Paul Dirac
dans le but de généraliser la démarche de Schrodinger au cas relativiste, et d’éviter les para-
doxes et les difficultés liés a I’équation de Klein-Gordon. Cette équation a pu remédier aux
problemes, méme bien au-dela, elle s’est montrée capable de prédire des résultats physiques
importants, a savoir, ’existence du positron, I'antiparticule de 1’électron, le dédoublement
des niveaux d’énergie de I'atome d’Hydrogene avec beaucoup plus de précision, etc ...Apres
la théorie de la ”seconde quantification” des champs, elle est devenue ’équation du champs
spinoriel, indispensable pour étudier les processus de création et I’annihilation des parti-
cules fermioniques.

L’origine de I’équation de Dirac vient évidement de la relation de dispersion énergie-
impulsion bien connue en relativité restreinte, mais surtout du génie de Dirac qui a pensé a
une procédure exceptionnelle pour enfin écrire une équation linéaire du premier ordre par
rapport au temps, invariante, et symétrique du point de vue relativiste.

Cette relation de dispersion prend une forme différente dans le cadre de la relativité
spéciale déformée. Elle est remplacée par la relation de Magueijo-Smolin (1.143), ce qui
nous amene a nous préoccuper de la forme que doit alors prendre I'équation de Dirac
une fois déformée. Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord essayer d’écrire I'équation
de Dirac déformée dans l'espace des moments conjugués et chercher le spectre d’énergie
d’une k-particule libre afin de le comparer au cas non déformé de la relativité restreinte.
Par la suite, nous allons essayer de travailler dans I'espace des positions en construisant
un principe de correspondance déformé compatible avec les crochets déformés de la DSR,
ce qui va nous permettre d’écrire et d’étudier les équations de Klein-Gordon et de Dirac
déformées, mais cette fois-ci dans l'espace des positions.

2.1 L’équation de Dirac en relativité restreinte

Le but de cette partie est de rappeler les principales propriétés de I’équation de Dirac
dont nous aurons besoin dans la deuxieme partie qui sera consacrée a 1’équation de Dirac
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dans le cadre de la relativité spéciale déformée. Pour plus de détails et d’informations, la
consultation des références [8, 10, 12, 15, 16, 17] sera tres utile et bénéfique.

2.1.1 Le principe de correspondance et I’équation de Klein-Gordon

Pour écrire une équation quantique susceptible de décrire I’état d’une particule relati-
viste, la démarche la plus naturelle réside dans I'utilisation du principe de correspondance
et de la relation de dispersion énergie-impulsion. Autrement dit, en partant des crochets
de Poisson fondamentaux (1.60)

{xﬂ’ xlj} =0 {Iu’py} =—n" {plt’pV} =0, (2'1)
il faut d’abord trouver des opérateurs différentiels XM et P tels que leurs commutateurs
obéissent aux regles (Algebre de Heisenberg)
e %] =0 [0 =i [P =0,
ce qui est possible si on prend X0 =gt et PY = ihd". Explicitement,
Xl=zl=g X2= 2=y X3= 3= XO0= 0= ¢t
Pl=ihzl-= —ihd P*=ihzl= —ihZ P=ihjf-= —ihi P'=ihzl-=in%;

cot”

(2.2)
Le démarche directe d’avoir une équation linéaire a partir de la relation de dispersion
énergie-impulsion de la relativité restreinte £ — /p?c? + m2c* = 0, est de I'écrire sous la
forme E? = p?c? + m2c*. Maintenant, avec le principe de correspondance ci-dessus, nous
obtenons I’équation de Klein-Gordon d’une particule libre

2
(—hQ% + ARPA + mgc4) o(t,7) =0 (2.3)

qu’on peut réécrire sous la forme

1 02 MyC\ 2
(A—c—@*( h>)¢=0’ (24)

d’ou la forme covariante ci-dessous.

(aﬂau - (%)3 ¢ = 0. (2.5)

C’est une équation aux dérivées partielles linéaire du second ordre par rapport au
temps ainsi qu’a l'espace. Donc, pour déterminer completement ¢(z) a n’importe quel
instant ultérieur a l'instant initial ¢y, il faut connaitre simultanément ¢(to, ) et sa dérivée
%(to, ') & cet instant initial, chose absente en théorie quantique non relativiste ou il suffit
de connaitre la fonction d’onde a 'instant initial pour déterminer son évolution ultérieure.
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Chapitre 2 : L’équation de Dirac Déformée

L’invariance relativiste de I’équation de Klein-Gordon est évidente et immédiate de fait que
dans une transformation de Lorentz 'opérateur 0*0,, est invariant, et ¢(z) est un scalaire.
L’équation de Klein-Gordon sous sa forme (2.3) ne peut pas se mettre sous la forme

L0 -
ih=0 = Ho (2.6)

ot H est opérateur différentiel linéaire. Donc, il semble qu’il n’existe pas de hamilto-
nien pour I’équation de Klein-Gordon, ce qui n’est pas souhaitable du tout en mécanique
quantique, car I'opérateur hamiltonien joue un role fondamental dans la détermination de
I'opérateur d’évolution et des grandeurs qui se conservent.

Pour remédier a cette situation, il est possible de transformer notre équation en équation
du premier ordre par rapport au temps ¢, ce qui va nous permettre d’en déduire un hamil-
tonien [21]. Ecrivons d’abord I'équation de Klein-Gordon sous la forme

62

hQ@ (7, 1) = (—h* A +m*c*) ¢(7,t) (2.7)

ensuite, introduisons deux nouvelles fonctions (7, ¢) et x(7,t) de telle sorte que

p(7 ) + x(T 1) = 6(7 1) 28)
mc? (p(7,t) — x(7,1)) = ihZ (7, 1). '
Remplagons maintenant dans (2.7) afin d’obtenir 1’équation
mczih% (¢ —x) = (-P°A+m*c*) (¢ + X).- (2.9)
Sachant que la deuxieme équation de (2.8) est équivalente a
L0
ih=> (04 x) = me® (9 = X) (2.10)
il est possible d’en déduire que
{ ih%2 = E—ZfA(go + x) +mcip (2.11)
ih%—f = %A(gp +x) — mc*y

d’ou I’équation matricielle

GRS P MR ]

Finalement, cette équation aura la forme réduite (qui est aussi la forme de Schrodinger)

P h?
iha—: (——A (03 + iaz) +m0203) o (2.13)

~~

2.12)

ot 2m
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Chapitre 2 : L’équation de Dirac Déformée

ot @ =[p x|" et {0° 0,02 6%} sont les matrices de Pauli. On en déduit que I'opérateur
hamiltonien associé¢ a 1’équation de Klein-Gordon est

) 12
H = —2—A (0% +io?) +mc’o®. (2.14)
m

C’est un opérateur différentiel et matriciel qui peut agir sur des fonctions a deux com-
posantes. Cependant, I’équation (2.13) est du premier degré par rapport au temps, du
deuxieme degré par rapport a ’espace, ce qui viole la symétrie exigée par la relativité. Il
s’ajoute a cela le fait que I’équation de Klein-Gordon reste toujours une équation qui décrit
une particule de spin 0, d’ou la nécessité d'une autre équation relativiste pour le spin 1/2.

2.1.2 L’équation de Dirac

Dans le but de trouver une équation d’onde relativiste de premier ordre par rapport
au temps, ce qui implique qu’elle sera aussi du premier ordre par rapport aux coordonnées
spatiales afin que la symétrie relativiste entre les coordonnées spatio-temporelles soit ap-
parente, Dirac a suivi la démarche historique suivante : au lieu de prendre le carré de la
relation de dispersion énergie-impulsion E = /p?c? + m2c4, il a plutot cherché a la mettre
sous la forme

E = ca.p+ fmoc? (2.15)

ou & et 3 sont des entités dont on précisera la nature par la suite. Le choix de cette forme
est dii a deux raisons : la premiere est la linéarité et la deuxieme est la symétrie entre
les variables (coordonnées) spatio-temporelles quand on va passer a la version quantique

A~ % —
(E =ihd; et p = —ihV).
Maintenant, il faut que

E? = (co?.ﬁ—l— ﬁmoc2)2 = PP+ mict = (cc?.ﬁ—i— ﬁmoc2)2 . (2.16)
Nous avons

(c@.F+ Bmo®)? = (ca.f+ Bmoc?) (c.F+ Bmoc?)
= cA.p cd.p+ cd.pBmyc? + fmoc*ed.p+ Bmoc? Bm,c?
d’ou I'égalité
(c@.F+ Bme?)’ = & @.F a.f+m,c (@F B+ B a.p)+52miet. (2.17)

Par identification avec 1’équation (2.16), on aboutit aux relations

ap=p
B+ BAF=0 (2.18)
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Explicitement, cela revient a dire que
(@) (p1)* +(a®)? (p2)” +(a”)? (ps)” +(a'a®+a%al) pipat+(a’a®+a’al) pips
+(a’aP+ata?) paps= (p1)° + (p2)* + (ps)°
(Ba' +a! B) p14+(Ba’+a2B) pot(Ba’+a383) ps=0

p2=1.
(2.19)
Pour que ces relations soient justes indépendamment des p;, i € {1,2,3}, il faut que
(01 = (02 = (0" = = 1 220)
o'dd +alat =a'f+ ot =0 i # 7. '

Ces relations ne peuvent étre satisfaites par des nombres réels. En effet, il s’agit de
matrices carrées 4 x 4 a éléments complexes qui sont données en représentation standard

par
_( Lx2 O i (0 o
(e 0 ) (2 ) oo

oll Irys = 0¥ = 0y est la matrices identité 2 x 2, et les o° sont les matrice de Pauli

01 0 —i 1 0
01:<1 0)2—01 02:(2. 0 >:—02 03:(0 _1):—03. (2.22)

Les matrices o' et 3 sont aussi hermitiennes, ce qui veut dire que

(@) =o' B =8 (2.23)

ou le symbole ”1” indique la matrice adjointe (la transposée de la matrice conjuguée).

A ce stade, le principe de correspondance g — —ihV, nous permet d’avoir le hamiltonien
de Dirac ) '
Hp = —ihica'0; + fm,c® = —ihicd.V + fm,c’ (2.24)

ainsi que I’équation de Dirac d’une particule libre de masse mg, dont la forme est donnée

par
z’h%—f = Hptp = {—ihc@.V + Bmoc? L ip. (2.25)

Il est clair que la fonction d’onde () = (7, t) doit étre un vecteur-colonne a quatre
composantes

(z)
() = %Ex; (2.26)

ce qui fait de ’équation de Dirac un systeme différentiel de quatre équations aux dérivées
partielles.
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Chapitre 2 : L’équation de Dirac Déformée

Pour montrer la symétrie et la covariance relativiste de I’équation de Dirac, commencons
par introduire les matrices v* définies par les relations

V=5 v = Bal. (2.27)
Les relations (2.20) impliquent que les matrices v vérifient les équations suivantes :
P =2 = ()P =1 () =) = () =1 (2:28)
et
(")'=1" (")'=(Ba) = ()5 = af = —fa=—" (2.29)

Pour obtenir la forme covariante de I’équation (2.25), il suffit de la multiplier & gauche par
la matrice %B et d’utiliser les définitions (2.27). L’équation résultante est donnée par

i = (=iv'd, + 1) o

d’ou e
(i’y“@u - ) b =0. (2.30)
On va conclure ce paragraphe par cette remarque importante. Puisque ’équation de
Dirac a un hamiltonien bien déterminé, on va s’en servir pour montrer qu’elle décrit bien

une particule de spin 1/2. Au début, démontrons que le moment cinétique orbital L =
—1hr”" AV n’est pas une grandeur conservée. Cela revient a vérifier que les trois composantes

du L ne commutent pas avec le hamiltonien de Dirac Hy, (2.24). Ces dernieres s’expriment

en fonction de tenseur de Levi-Civita complétement antisymétrique % défini par
1 si les indices ¢ j k£ sont une permutation paire des indices 123
glib = ¢ —1 si les indices 7 j k sont une permutation impaire des indices 123
0 si deux indices sont égaux.
(2.31)

On choisit aussi €!?® = 1, alors les composantes du moment cinétique vont s’exprimer sous
la forme
L' = ih&* ;0 (2.32)

on ' =1, [*= [A/y, et L3 = L,. Calculons maintenant le commutateur [I:I b, L7 ].

[ﬁD, f/J] =[—ihc a'0; + Bmoc? | ihel*ha,0y] = [—ihe &'0; , ih e, 0)]
= h%ca'e’™[0;, 21,0 = h?cale?™[0;, x1]0n = —h%c aidy,e?*ho),
d70il A A . .. . . .
[Hp, '] = —h*ce’™a’0), = —h*ce™ako;. (2.33)

Ce résultat montre que le moment cinétique orbital n’est pas conservé, donc le moment
cinétique du spin doit étre non nul pour que le moment cinétique total de la particule
(libre) soit conservé pour des considérations physiques (symétrie sous I'action du groupe
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Chapitre 2 : L’équation de Dirac Déformée

des rotations qui est un sous—groupe du groupe de Lorentz). Calculons maintenant le
commutateur [Hp, 437] sachant que

, ol 0 = g 0
i . =
by _( 0 J]) & x (O 5) (2.34)

Mais d’abord, il faut savoir que les matrices o de Pauli vérifient la propriété suivante de
l'algebre su(2) :

ot ol o o

il R Y (2.35)

Il est préférable de calculer les commutateurs [3, 7] et [af, ¥7] en premier,

; I 0 ol 0 ol 0 I 0
J1 2X2 ) . . 2x2
[572 ] N ( O _[2><2 ) ( O o’ ) ( O o’ ) < O —[2><2 >

8,51 =0 (2.36)

et . .
P < 0 o ol 0
iy — , .
w2 =0 5) (5 )5 2 ) (0 0)
— 0 [O-iao-j] _ ijk 0 ak
_< [0, 07] 0 )__225 o 0
d’out
[af, ¥9] = 2i eP¥a®, (2.37)
Sachant que
g Iy PR 2 N Uo iyl o o j
[Hp, 527] = [—ihca’0; + Pm,c ,523] = —571 colat, ]+ 5 1MoC 18, 7], (2.38)

et a l'aide des égalités (2.36) et (2.37), on déduit que

~  h_. .
[Hp, 52]] = +hice*ako;. (2.39)

A Taide des égalités (2.33) et (2.39), on voit que

.. h_ . - h.
[Hp, L’ + 523] = [Hp, L’ + [Hp, 529] =0 (2.40)
donc le moment cinétique qui se conserve est J=L+Sous= ’—; en plus
<DL 212 3y21 _ B2 11 2
52 = TS+ (22 4 (5] = 1 Las = 55 + 1 (2.41)

preuve que 1’équation de Dirac décrit bel et bien une particule relativiste de spin égal a
1/2.
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Chapitre 2 : L’équation de Dirac Déformée

2.1.3 L’équation de Dirac dans ’espace des impulsions

Soit une particule relativiste libre de masse m, et de spin 1/2. La fonction d’onde 1
qui lui associée est solution de 1'équation de Dirac (2.30).

myC
(iyﬂaﬂ - ) ¥ =0 (2.42)
qui peut se mettre sous la forme (2.25)
. a¢ R 2 o . = — 2
zha = Hp ¢ = (—ihcd.V + Bmyc” | . (2.43)
Puisque notre particule est sans interaction avec le milieu extérieur, son hamiltonien
Hp = —ihcaV + Bmyc® ne dépend pas des coordonnées spatio-temporelles, ce qui fait
qu’il commute avec 'opérateur impulsion P = —ihV. Nous pouvons donc trouver des

fonctions propres communes a ces deux opérateurs. On sait que les fonctions propres de
I'opérateur impulsion sont des ondes planes, pour cette raison cherchons des solutions de
I'équation (2.42) de la forme

V() = ulp) e i (2.44)
ou p = (p°, pt, p?, p®) sont quatre constantes réelles dont on précisera la signification phy-

sique apres, et u(p) est un spineur a quatre composantes indépendantes des coordonnées
. Autrement dit

=
3

1

(
2
(
(

<

u(p) = (2.45)

e

3P

4

3
~— — — —

I
3

Injectons cette forme de la solution dans I’équation (2.42), sachant que 0, (u(p) ef%p”‘ry> =

pyx”

Lpuu(p) e P L’équation (2.42) devient alors

1 _ 4 v
7 1Pu = moch ulp) e7nP =0

d’ott 'on en déduit que le spineur u(p) doit étre une solution du systéme d’équations
algébriques

{+"'pu — moc} u(p) = 0. (2.46)
Il s’agit de 1’équation de Dirac écrite dans I’espace des impulsions qui décrit une particule
libre. C’est un systeme algébrique homogene de quatre équations, ce qui veut dire que le
déterminant de la matrice v*p, — m,c doit étre nul pour avoir des solutions différentes de
zéro. On ne va pas résoudre directement ce systeme, on va faire plutot appel a une transfor-
mation spéciale qui fera ’objet du paragraphe qui viendra. Pour I'instant, la multiplication
de 'équation (2.46) par la matrice 3 et I'utilisation des relations 7° = 3, 4* = Ba’ nous
donne

{87°po + By'pi — Bmoct u(p) =0 = {p° — a.p'— fmoc} u(p) = 0.
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Si on pose E = p’c, 'équation (2.46) va s’écrire sous la forme

{ca.p+ ﬂﬂ’LQCQ}: u(p) = E u(p) (2.47)

-

Hp

ce qui montre qu’il s’agit bien d’un probleme aux valeurs propres ou on souhaite trouver

les vecteurs propres u(p) et les valeurs propres E de la matrice Hp = ca.p’+ Bmoc? (V.

2.1.4 Latransformation de Foldy-Wouthuysen (FW) et le spectre
d’énergie d’une particule libre
2.1.4-a. Le principe de la transformation FW

Désignons par M une matrice complexe n x n dont on souhaite déterminer les valeurs
propres A et les vecteurs propres v. On a donc, le probleme aux valeurs propres

Mv = . (2.48)
Soit U une autre matrice complexe et U~! sa matrice inverse, ce qui veut dire que
UU=U1'U = Lixn. (2.49)

Avec ces conditions, on peut énoncer ces propriétés :

1. Si A est une valeur propre de M avec le vecteur propre v, alors A est une valeur
propre de la matrice N = UMU ™! avec le vecteur propre w = Uw.
En effet,
Mv=M= UMI,,v=Ul = UMU "' Uv=\Uv

Nw = \w. (2.50)

2. Si A est une valeur propre de N avec la vecteur propre w, alors A est une valeur

propre de la matrice M avec le vecteur propre v = U~ lw.
En effet,

Nw= = UMU w=>\v=U"'"UM U 'w=U"\w

MU 'w=AU" w= Mv= ). (2.51)

On en déduit que les matrices M et N ont les mémes valeurs propres et leurs vecteurs
propres sont liés par la relation v = U~ lw <= w = Uv.

1. : 1l faut faire la différence entre 'opérateur Hp (avec circonflexe) défini auparavant et la matrice
Hp (sans circonflexe).
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Cette propriété peut étre exploitée pour calculer les valeurs propres et les vecteurs
propres de la matrice M. Il suffit de trouver une matrice inversible U telle que la matrice
N = UMU! soit diagonale de la forme

ap 0 -+ 0
0 ay -+ 0

N=| T T (2.52)
0 0 - a,

Dans ce cas, les valeurs propres de N sont les \; = a;,7 = 1,2, ..., n, et ses vecteurs propres
ont les expressions

1 0 0
0 1 0

wy = | . wy = | . w,=1 . |- (2.53)
0 0 1

Cela étant fait, les valeurs propres de la matrice M sont aussi les \; = a;,7 = 1,2,...,n,
tandis que ses vecteurs propres v: s’obtiennent en utilisant la relation
Uy
Us;!
vi = U w - Vi = . (254)

-1
Um'

ou les U ng sont les éléments de la matrice inverse U . Donc, nous avons diagonalisé une
matrice dans le but de déterminer ses valeurs et ses vecteurs propres.

2.1.4-b. La transformation FW

La transformation de Foldy-Wouthuysen (FW) est une transformation unitaire congue
en 1950 pour les équations d’onde des particules fermioniques afin étudier leurs limites non
relativistes [27]. Dans le cas de 1'équation (2.47), elle consiste a transformer la matrice Hp

en Hp telle que
Hp =UHpU™* (2.55)

ou U est une matrice complexe 4 x 4 de la forme
Uzcos@—l—MsinH:cosG%—MsinG (2.56)
|7l |7l
0 € Ret |p] =+/pipi = /(p)? + (p?)2 + (p?)? étant le module de 'impulsion p.
Commencons par vérifier que U1 est donnée par

—

pa.p

U™l =cosf —
|71

sin 6. (2.57)
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En effet,

pa.p pa.p .
TSIH 9
p

Calculons le produit matriciel SapBap séparément :

UU' = cos’ —

pappap= Ba'p'Balp = —Fa'ddp’p = —j(aal +a'ad)p'p’
—3(@alp'p! +alalp'p’) = (a a’p'p’ +a’alp’p’)
_%(aiaj +adad)pipi = _(')‘ijpjpi — _pipf
d’out
pa.p pa.p=—|p. (2.58)
Il est clair maintenant que
UU =cos? 6 — il sin?f = 1. (2.59)

|p1?

On vérifie d’une maniére analogue que U1U = 1.
Notre transformation est unitaire comme le montre le calcul ci-dessous :

Ut = <COS€+BH sm&) —COSQ—I—(BH) sin 0

= cosf + & )‘i’fT sinf = cos @ + |,C_31p sin
= cosf — B?ﬂp sinf = cos @ — Bﬁp sin
donc
Ut=uv-" (2.60)

Au lieu de calculer directement Hr = UHpU ™!, il est préférable de démontrer d’abord
que HpU™! = UHp, ce qui va nous permettre de s1mphﬁer la manipulation des différents
termes. En effet,

HpU™' = ca.pcos + Bmyc? cosh — ca. pﬁﬁp sinf — 5m0026ﬁp sin ¢

= cos 0 ca.p'+ cosf Bmyc? +6|_1 smﬁcap—i-ﬁ‘ sin 6 Bmc?
= cos@+5|$sm9> cap+<cos€~|—ﬁ|psm9> Bmoc?
= cosQ—l—Bapsnw) (cdp + Bmoc?)

et effectivement, on a
HpU ' =UHp — Hp =UHpU ™' = U*Hp. (2.61)
L’étape suivante est d’expliciter la matrice U? a I'aide de (2.58) :

U? = <cos€+'8apsm0>2

= cos?f + 2ﬂ|"ﬁ1p sin @ cos 6 + ’Bﬁpﬁﬁp sin? 6

= cos?f — sin 0+Bﬁp281n90080
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d’ou

—»

U? = cosQ@—l—

]p P sin 20. (2.62)

Maintenant, il est de temps de passer au calcul de la matrice Hp :

Hyr =UHpU'=U?Hp = ((:0529 + ﬁHp 51n29) (ca.p'+ Bmgc?)
= cos 20 ca.p+ BIT sin 260 Smyc? + cos 20 Bmoc® + BH” sin 20 ca.p
= ca.p cos 20 — 62m002 ?Tp sin 20 + fmoc? cos 20 — O‘gga P sin 20 (2.63)
= ca.p'cos 20 — myc? H sin 20 + Bmgc? cos 20 — 62‘”” a.p sin 20
= ca.p'cos 20 — myc? H sin 20 + Bmyc? cos 20 + ¢ 6‘ sin 260

et finalement, le résultat est
Hp = ﬁ(cos 20 — ‘_1 sm 29) + Bmc? <cos 20 —|— |_1 sm 29> (2.64)

Le premier terme de ’expression de la matrice Hp n’est pas diagonal, contrairement
au deuxieme. C’est pour cette raison qu’on va choisir une valeur de 6 notée 6, de sorte a
I’annuler ce qui va nous permettre d’obtenir une matrice diagonale. Donc 6, doit découler
de la condition

P

cos 260y — € sin 200 =0 — tan 20y = ) (2.65)
| 7 moc
Il est utile aussi d’exprimer sin 26, et cos 26, en fonction de |p] comme suit :
tan 26
ST e — ple (2.66)
V1+tan?26,  +/|p|2c? + mict
1 2
cos 260y = = Mo¢ . (2.67)
V1+tan?26,  +/|p|2c? + mict
Remplagons dans 'expression (2.64) pour obtenir Hp en fonction de [p] :
mgc Iz
Hp =§ = +
" ( |p12c? + m3ct |pl2c? + m%c4>
d’ou la forme réduite
Hp = £/ |p|2c? + mict. (2.68)
Explicitement, la matrice Hr s’écrit comme étant
V|P2e? + méct 0 0 0
0 VP12 + mict 0 0
Hyp = 5
0 0 —/|p]?c? + mgct 0
0 0 0 —/|p]2c? + mict
(2.69)
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Quand on remplace 6 par la valeur §, dans I'expression (2.56) de U, la matrice résultante
sera

Uy = cos b, + H P in 0. (2.70)
Mais
/17122 1 4
cos by = ( + cos 26)) ’ﬁl ¢+ mige! + mige
|]51202 +m2 C4
d’ot
ou 2.2 21 2 4
cos by = [pc? + mic! + mye (2.71)
- 19 *
(2 VP22 + mget (\/IpPe + miet + miet))2
et
2.2 1_ 2
sinfy = \/ — cos 20) |ﬁ1 €2+ mgc! — moc
1p12c? + mict
d’ou
. |ple
sinfy = e (2.72)
(2 /[P + mie! (VIpT2e? + miet + micet))2
d
- p12¢2 + mict + mc* + ¢ fa.p
(2.73)

(2 VPR + m3ct (VIR + m3c’ + m3ct)):

Apres ce long calcul, il est temps de songer a interpréter nos résultats du point de vue
physique. On a commencé par rechercher une onde plane solution de 1’équation de Dirac
libre dont la forme est exprimée par I’équation (2.44). On a abouti au probleme aux valeurs
propres (2.47), ensuite on a fait appel a la transformation de Foldy-Wouthuysen afin de
le résoudre. Regardons maintenant I’expression (2.69) de la matrice Hr qui montre qu’elle
est bien diagonale, cela implique que ses valeurs propres sont F = ++/|p]2¢2 + m3c* qui
sont aussi les valeurs propres de la matrice Hp du probleme aux valeur propres (2.47).
Cette forme de ’énergie nous rappelle la relation de dispersion énergie-impulsion F =
|p12c2 + m3c* d’'une particule relativiste, donc on peut interpréter les choses comme suit :

la fonction d’onde (2.44) peut décrire une particule libre d’impulsion p, d’énergie E; =
VD122 + mict et de spin 1/2, ou bien, son antiparticule ayant le méme spin et I'énergie

Ey = —/|pI?c® + m3c*.

2.2 L’équation de Dirac déformée dans ’espace des
impulsions

Apres avoir rappelé quelque propriétés de I’équation de Dirac ordinaire valable dans le

cadre de la relativité restreinte, il est naturel de chercher une équation de Dirac déformée

qui va jouer un role similaire en relativité spéciale déformée. Plusieurs articles de la physique
théorique traitant ce sujet sont publiés, dont on peut citer les travaux d’Alain Bérard, Hervé
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Mohrbach et Subir Ghosh avec leurs collaborateurs [32], ainsi que les travaux d’autres
physiciens [39, 49, 56, 66, 70, 74, 75, 78].

2.2.1 L’équation de Dirac déformée dans I’espace des impulsions

Soit une k-particule libre de masse au repos m, ayant I’énergie E = c¢pg et 'impulsion
7= (p*, p?, p?®). Pour écrire I'équation de Dirac déformée qui va la décrire dans le cadre de
la relativité spéciale déformée, on va utiliser les variables canoniques (X*, P*) définies au
chapitre précédent par les relations (1.174) et (1.175). C’est-a-dire, les relations

pH
pr=_—r XF =z (1 = Ae
1— \epo ( Po)
ou = EL,, = i, et I, est I'énergie de Planck. En variables canoniques, 1’équation de Dirac

déformée relative a une k-particule libre, doit prendre la méme forme que I’équation (2.46)
qui décrit une particule relativiste libre dans ’espace des impulsions (moments conjugués).
Autrement dit, notre équation sera

(V" Py = moc)u(P) =0 (2.74)

ou les v# sont les matrices de Dirac et u(P) est un spineur a quatre composantes. Revenons
maintenant aux coordonnées (z*, p*) afin d’avoir la forme

p
(7M1——;cpo _ moc) u(p) = 0. (2.75)

Cette équation est ’équation de Dirac déformée décrivant une k-particule libre dans 1’es-
pace des impulsions, écrite pour la premiere fois par A. Bérard et ses collaborateurs [32].
On remarque que quand A est tres petit (ce qui veut dire que E, — 00), cette équation
tend vers I’équation de Dirac (2.46) de la relativité restreinte. Il est aussi utile de voir que
cette équation peut se mettre sous la forme

(Y'p . — moc (1 — Aepo)) u(p) = 0. (2.76)

En multipliant & gauche par 7%, et en utilisant le fait que 7° = 8 et 49" = o, on
aboutit a I'expression

(E — c@.p — fm,c? (1 - E£>) u(p) =0 (2.77)

p

d’ou la relation )
pfmoc

(c@.p+ Bmoc®) u(p) = (1 + E, ) Eu(p). (2.78)

Dans le but d’écrire cette équation de la forme Hp(p)u(p) = Eu(p) ou Hp(p) sera la
matrice hamiltonienQne de Dirac déformée, multipliant I’équation précédente a gauche par
la matrice (1 + WE—‘;}C)_I = (1 4+ dmyc?B)~t. D’abord, un petit calcul montre que

1= ABm,c?

20\—1
(1—0—)\moc 5) m.

(2.79)
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L’équation (2.78) devient alors

1 — BAm,c?

T a0 (CAD+ Bmoc?) u(p) = E u(p) (2.80)

puis apres développement,

—Am2ct m 9 1 — Am,c?B
° 2 — T cap =F : 2.81
(1 —AZm2ct 1 — Nmct cht 1 — A2m2ct ca-p) ulp) u(p) (281)
Posons A = %, B = =325z et C = i:i’gb—nggiff (2) L’équation précédente va se
simplifier sous la forme ’ ’
(A+ BB+ Cca.p) ulp) = E u(p) (2.82)

et on en déduit que la matrice hamiltonienne de Dirac déformée est
Hp = A+ BB+ Ccap. (2.83)

Quand E, tend vers l'infini (donc A tend vers zéro), cette matrice tend vers la matrice
hamiltonienne de Dirac ordinaire (2.47). En plus, il faut mentionner que la matrice Hp
n’est pas hermitienne. En effet,

Hi,=At+Bgt+at.Clep= A+ BB +a.Ccp
— A+ BAB+ @ 2mes (A + BAf + Hmell g 5o [,

1-A2m2ct 1—A2m2ct
Avant de chercher une transformation de Foldy-Wouthuysen similaire a celle de la partie
précédente pour le hamiltonien Hp, nous allons lui faire subir une premiere transformation
de sorte a obtenir un nouveau hamiltonien hermitien Hg qui va résoudre le probleme de
son non hermicité.

2.2.2 La premiere transformation du Hp

Dans ce paragraphe, nous allons essayer de détailler la premiere transformation ap-
pliquée a la matrice Hp parue pour la premiere fois dans article [32]. Premiérement,
remarquons que d’apres la relation (2.79), on peut tirer le résultat suivant :

_ 23\ !
cl= (M) = 1+ MmocB. (2.84)

1 — A2m2ct

Cherchons maintenant une matrice D telle que D? = C~1. Puisque C71 = 1 + Am,c?83,
cherchons D de la forme D = a + b3. En effet,

D? =a%> +b* +2abB =1 4+ dm,c*B

2. : A et B sont des nombres réels alors que C' est une matrice carrée diagonale 4 x 4.
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puis par identification, on aura

A1 CL:\/%(]_—’— 1 — X2m2c?)
{ 2ab = dm,c? — p— [1__ micd (2.85)
2 (14+4/1-22m2ct)’

Apreés avoir trouver expression de la matrice D, passons a la recherche de la matrice
p )
D=1, Pour cela, remarquons que

DC=D(D'D')=D" (2.86)
d’ou . A
D™ =DC = (a+bh) (1 — A2m2ct 1 —T)\n;:ngc‘lﬁ)
N )
our = ‘1’:5’\)2‘;”1%‘; et s = I{:i/?\;z%ijv tandis que a et b sont donnés par (2.85).

A ce stade, on peut construire la matrice Hp transformée de la matrice Hp a 'aide de
la matrice D et son inverse. Autrement dit,

Hg=DHpD ' =D(A+ BB+ Ccap)D' = A+ BB +cDCa’'p’D™. (2.88)

Le résultat précédent est dii au fait que les matrices D, D! et 3 sont diagonales, donc elles
commutent entre elles. En plus, A et B sont des réels multipliés par la matrice identité Iy 4
qui commute avec toutes les matrices 4 x 4. Pour continuer, utilisons les relations (2.86)
et (2.87), d’ou il en résulte que

Hg = A+ BB+ (r+sB)a'p'(r+sB)
= A+ BB +c(r+sB)(r—sp)ap
Hp = A+ BB+ c(r? — s*)ap. (2.89)
Calculons maintenant (r? — s?) séparément & partir de la relation (2.87) :

a’ — b?
22—
1 — A2m2ct

(2.90)

D’un autre coté, les relations (2.85) nous permettent de voir que

) b2—(1 — X2m2ct) + /1 — N2m2ct

a’— o
1 — X2m2ct)
a? — b? = /1 — X\2m2ct. (2.91)
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Remplagons ce résultat dans ’équation (2.90) pour aboutir a la relation
r?—st=(1- )\2m§c4)’%. (2.92)
Enfin, 'expression finale de Hp s’obtient en injectant ce résultat dans l’expression (2.89) :
Hp=A+ B8 — (1= X2m2c) 2 ca.p. (2.93)

A premiere vue, I'expression de ce hamiltonien Hpg apparait plus simple et plus élégante
que celle de Hp de ’équation (2.81). En plus, ce hamiltonien Hp tend aussi vers ’hamil-
tonien de Dirac (2.47) de la relativité restreinte quand A tend vers zéro (E, — 00).
Contrairement au hamiltonien Hp, ce nouveau hamiltonien Hpg est hermitien. Donc, on
peut étre sur que ses valeurs propres sont réelles et peuvent étre observées dans des expe-
riences. Il est de méme pour Hp, car ces deux hamiltoniens possedent les mémes valeurs
propres (voir le paragraphe 2.1.4).

2.2.3 La transformation de Foldy-Wouthuysen déformée

Le but de ce paragraphe est d’appliquer au hamiltonien Hp (matrice hamiltonienne)
une transformation analogue a la transformation de Foldy-Wouthuysen étudiée dans la
premiere partie de ce chapitre. D’apres la relation (2.93), le hamiltonien Hp peut se mettre
sous la forme

1
Hp=A+ ——— (s/l — N2m2ciB 3 — c&'.ﬁ) . (2.94)
V1= A2m2ct

m
M =+/1-XNXm2c*B = M=——>— (2.95)

V1= XNm2ct
et cherchons une matrice U, ayant la méme forme que celle utilisée auparavant, qui va nous
permettre de diagonaliser le hamiltonien Hpg. C’est-a-dire, une transformation de la forme

Posons alors

— —

pa.p

7]

Le nouveau hamiltonien Hp sera défini par la relation

U =cosf+ sin 6. (2.96)

1
V91— A2m2ct

Calculons d’abord U(Mc*f — ca.p)U~! séparément. Afin d’éviter de refaire les mémes
calculs déja faits, remarquons que M c?8—ca.p a la méme forme que le hamiltonien du Dirac
de la relativité restreinte m,c?8 — cd.p auquel on a appliqué une transformation de FW
dans la premiere partie de ce chapitre. La seule différence est que dans ce cas on a M a la
place de m, mais les deux étant des réels, ce qui leur donne la méme nature mathématique.

Hp=UHgU '= A+ U(McB —ca.p)Ut. (2.97)
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On conclut qu’il suffit de remplacer m, par M dans les résultats du paragraphe (2.1.4-b)
sans refaire tous les calculs. Autrement dit, a partir de la relation (2.61) et du calcul qui
la précede, on aura directement

UMcB — cap) U = U*(Mc*B — cd.p). (2.98)

En utilisant la relation (2.64) et le calcul qui la précede aussi, on aboutit au résultat
UM S — cd.p)U = ca.p (COS 20— 7 ®sin 29) +BMc? <cos 20—1— 71 sm 20> . (2.99)
Remplagons dans 1'équation (2.97) pour avoir enfin I'expression du Hp sous la forme

1
= A4— ( o?ﬁ(cos 20 — H stQ) + BMc? (COSQQ—l— ]’51 s1n20))

(2.100)
Pour que le hamiltonien Hr soit diagonal, il faut éliminer le terme ou figure le produit
a.p, et pour ce faire, il suffit de choisir une valeur # = 6 vérifiant la condition

18

1]/ 1 — A2m2ct

cos 260 — H “sin20 =0 = tan20 = — tan26 = (2.101)
c
On en déduit facilement que
. 1 myC
cos 20 = (2.102)

Vtan220 + 1 /[p1P(1 = X?mgct) + mic?

. - 1T — \2m2ch
sin2d = /1 — cos2 25 — 17! o€ . (2.103)

VIPP(1 = Amict) + mic?

Avec cette valeur 0, le hamiltonien Hp se réduit & la forme diagonale

et que

1 ~ 1l
Hi=A4+ —u—— M2 (cos 20 —|— sm 2«9))
r V1= A2m2ct (B

Explicitement,

24 2 T— \em
Hp = AT + frmoc ( cos 20 + P n20>

L—X2m2ct 1 — Nm2ct

Compte tenu des relation (2.102) et (2.103), 'expression finale de Hp est

—Am?ct

Hr =
P Nemee

)\2m264 \/|17| — A2m2ct) + m2c2. (2.104)
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Ce hamiltonien est diagonal et hermitien, en plus, il tend vers le hamiltonien de I’équation
(2.68) quand A — 0.

Avant de terminer avec la transformation FW, exprimons la matrice de transformation
U en fonction de I'impulsion §. En utilisant la relation (2.102), on aura

- 1 _ 1 2(1 — \2m2ch 2.2 i
cosf = _(1 + 00529): - \/|ﬁ1 ( mic ) + mic + mec
2 2P V) + mie

d’ou
= VPP = X2m2ct) + m2c? + myc (2.105)
o (2 V1511 = X2m2ch) + m2e(V/[pPP(1 = Nm2ct) + m2¢ + moc)) '
et
- 1 - 1 2(1 — X2m2c4 22 _
sinf =4/ =(1 — cos20)=4 | = \/‘ﬁ] ( m2ct) +m2c m,cC
2 2 /IR — X2m2ct) + m2c?
d’ou
7 1 — 22t
sin ¢ 1V ( m2ct) 2.106)

=

@ VIR = i)+ mZe (/[P (L= Wm2ch) + m2cE + moc)
Finalement, en remplagant dans (2.96), on aboutit a cette expression de U

77— \/|]512(1 — A2m2ct) + m2c® + moc + /(1 — X2m2c)pa.p (2.107)

1.

V1P = Amgct) + me? (V[P (1 = Pm3ct) + m3e? + moc))2

Il faut remarquer que U tend vers Up donnée par 'expression (2.73) quand A — 0.

2.2.4 Interprétation des résultats

Le hamiltonien de Dirac déformé Hp dont l'expression est donnée par (2.83) a les
mémes valeurs propres que les hamiltoniens Hg et Hp dont les expressions sont données
respectivement par les équations (2.93) et (2.104), parce que ces deux derniers sont obtenus
par les transformations suivantes : Hg = DHpD ' et Hp = UHgU ! (voir le paragraphe
2.1.4-a de ce chapitre). Si on regarde bien le hamiltonien Hp, on vera qu’il est diagonal,
car la matrice 3 est diagonale. En effet,

—Am2ct +c\/\ﬁ|2 (1—=X2m2ct)+m2c2

1 0
224 2x2
H — 1-A masc 2108
F —)\mgc‘i—c\/\ﬁ]Q(1—>\2m§c4)+m(2,c2 I ( )
0 1-XZm2ct 2Xx2

ol Iy est la matrice identité 2 x 2 et A = 1/E,. On en déduit directement que les deux

valeurs propres de Hp sont :

C=am2t + e /[pP (1 — N2m2ct) + m2c?
1 —A2m2ct

E (2.109)
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—xm2ct — /[Pl (1 — A2m2ct) + m2c?
1 —A2m2ct
sachant que chacune d’entre elles est dégénérée deux fois. Elles sont aussi les valeurs propres
du hamiltonien de Dirac déformé Hp. Ce résultat a été obtenu par A. Bérard et ses col-
laborateurs [32]. Done, dans le cadre la relativité spéciale déformée, 1’équation de Dirac

déformée libre nous montre que I'impulsion p’d’une r-particule libre et son énergie F sont
reliées par I'une des deux relations ci-dessous.

By = (2.110)

L c\/\zﬂ ) + m2c?

m2ct
1-— EQ

(2.111)

A premiere vue, on remarque que E — £c/|p]? + m2c¢? quand E, — oo. Donc,
pour des énergies petites devant ’énergie de Planck F),, les résultats de ’équation de Dirac
déformée tendent vers ceux de l’équation ordinaire. La deuxieme remarque importante
qu’on peut ajouter est le fait que cette relation énergie-impulsion n’est rien d’autre que la
relation obtenue au chapitre précédent exprimée par la relation (1.140). Cela veut dire que
'expression (2. 111) de I'énergie satisfait la relation de dispersion de Magueijo-Smolin E? —

1p12c® = m2c* (1— 5 £32 Pour conclure, on peut dire que I'’équation de Dirac déformée décrit

2.4
PP e
p

a la fois une particule libre du spin 1/2 avec une énergie F1= — et
I_L
2 4 E%
2.4
,% ,C\/‘ﬁ]Q(l,%)ergcz
son antiparticule ayant aussi un spin 1/2 et une énergie Fr= — " ,
1— o
EQ

car cette équation a deux valeurs propres dont chacune est dégénérée deux f01s donc elle
possede quatre vecteurs propres correspondant aux quatre projections possibles du spin :

%, —% pour la particule, et %, —% pour 'antiparticule.

2.3 L’équation de Dirac déformée dans ’espace des
positions

2.3.1 Principe de correspondance dans le rk-espace de Minkowski

Afin d’écrire une équation de Dirac déformée dans I’espace des positions, il faut déterminer
un principe de correspondance a partir du x-espace des phases de Minkowski [46, 47]. Clas-
siquement, nous avons les crochets déformés suivants :

{zH 2"} = X (xHof — "0y
{at,p"} = = + \p" 6y (2.112)
{r*,p"} =0
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<
Ep

et P* vérifiant les relations de commutation

ou A = % = =. Notre objectif est de trouver des opérateurs différentiels hermitiques Xn

:Xu, X} — ih\ (Xﬂag - X"(sg)
:XM, PV] — ih (—nW + APV55> (2.113)
Pr P =0

ou h est la constante de Planck réduite (A = h/ (27)) et le commutateur [A, B] = AB— BA.
En s’inspirant du principe de correspondance ordinaire (non déformé), nous avons pu
déterminer par la méthode essai et erreur, les opérateurs suivants :

Xt = ot — bk z 2 X = ot — ihA6Lx" D,
. & . (2.114)
Pt =ihg2- Pr = ihor.
m
qui s’écrivent explicitement,
Xl=zl=yz X2= 2=y X3= 3= 2 XO0= ¢t — ihAz"d,
pl_ ;% 0 _ 0 DP2_ ;%0 _ ;0 pP3_,;5 0 _ 50 pPO_ ;5 0 _ ;%0
P = Zha_m_ —’LFL% P = ’Lha—m— —lha—y P = Zha_wg_ —Zha P = Zha_xo_ th_c%
(2.115)

Seul l'opérateur X0 associé au temps 2° = ct a subi une déformation, mais on retrouve
I'expression habituelle quand A — 0 (E, — +00). Essayons de montrer que les opérateurs
(2.114) vérifient bien les commutateurs (2.113). En effet,

1. [15#,15”} — [ih0",ihd"] = 0

2. [Xu, Pv} = [a# — iRASE2P,, ihd”) = ih[at, ] — ihASE (ih) [2°D),, 0]
— (=) — RS (iR) [27, 87 0, = —ilmt — kS (i) (=P,
— —il™ + ihASE (ihd¥) = il (—n/w + Aé{fﬁ”)

3. [X“,X”] = [z# — ihASf 2P0, , x¥ — ihASz7 0,
= [z#, 2¥] + [z#, —iRASf 27 0y] — [iRASE 0, 2" ] + [iRAI 2P D, ihAE 27 O,
=0 — ihASg 7 [x#, 05] — iRASE 2P [D,,2"] + iRASHTRAGG (2P0, 27 O]
= —ihAS§ a7 (—61) — ihAShar (85) + 0 = ihA (dyat — ihdhz")
= ih\ (0g " — oy x” — ihdy oy (2P0, — x70,))
= ihA (0 (z# — ihofxPd,) — o (x¥ — ihdfx70,))
— ihA (X — 9 X)

73



Chapitre 2 : L’équation de Dirac Déformée

On conclut qu’il est possible de construire un principe de correspondance pour le
r—espace de Minkowski en déformant uniquement 1'opérateur associé au temps, alors que
les autres opérateurs restent identiques aux opérateurs du principe de correspondance non
déformé.

2.3.2 L’équation de Klein-Gordon déformée dans I’espace des po-
sitions
Maintenant, nous allons utiliser le principe de correspondance discuté ci-dessus afin

d’écrire une équation de Klein-Gordon déformée [46, 47]. Autrement dit, commengant par
la relation de dispersion énergie-impulsion de Magueijo-Smolin sous la forme

E  E?
2 99 2 4 o
E—pc—mc(l—?ip—i-E—g)—O (2.116)
il suffit de faire la substitution
E — iho; P — —iho, py — —tho, p. — —ih0, (2.117)

pour déduire que la fonction d’onde de Klein-Gordon déformée (b(?, t) va obéir a I’équation
linéaire aux dérivées partielles

10% m2c? m2c? ( h 0¢ h? 32¢)

- = — + N——+ =5 | =0 2.118

c? Ot? h? ¢ h? E, 0t E2 Ot? ( )
ou A = 6‘9; 3 —|— © o+ a <= est 'opérateur de Laplace. C’est une équation de deuxieme degré
qui tend vers lequatlon de Klein-Gordon ordinaire quand FE, — +oo. Il est utile de la
réécrire sous ’expression

m2ct\ 0%¢ i m2ct 26 m2ct
1— —2— A =0 2.119
( )at2 FE, o AT TRo (2.119)
d’out son complexe conjugué qui aura la forme
m2ct\ 0%¢* i m2c* O¢ m?2ct
1-— 2 *Ao* *=0. 2.120
( Eg)at2+hEpat CAP TG0 (2.120)

Multiplions la premiere équation par ¢* et le deuxieme par ¢, ensuite calculons leur
différence afin d’avoir I’équation

m2c L0 foaton z m2ct qb op* . o
(1-755) (05 — 0% ) 255 (050 + 6% )~ (00 - 986) =0
(2.121)

p

qui devient apres transformation,

0 m?c dp 09" 2im2ct | - o =\
= ((1 3 ) <¢ O ) -5 5 <z>) +V. (—02¢ Vo + Vo ) ~0
(2.122)
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Cette équation est une équation de conservation du type % +V.J =0sion pose

p=i(1-%5) (6% — 0%) +322
T=—ic’ <¢*v¢—¢v¢*).

(2.123)

Comme la fonction p est réelle (p = p*), elle peut étre interprétée comme une densité de
charge a un facteur pres contenant la charge.

Maintenant, cherchons une solution de cette équation sous forme d’une onde plane de
la forme

(T, 1) =u e~ iPu = gy ¢~ h (BB (2.124)

ol u est une constante. Apres injection, on aura

- 2 2 2 - 2 2

D E m2c < h ( zE) k < E ))) (B 7)
L E o (CE) (L2 ) ) w et (BT — g (2.125)
( ERNEREE B\ ) B\ R

p

d’ou la relation de dispersion de Magueijo-Smolin

E\?2
E? — p*c® = m2ct (1 — —> (2.126)
Ly
ce qui est tout a fait naturel car elle est a la base de ’équation de Klein-Gordon déformée
ci-dessus.
Il faut savoir aussi qu’il est possible de transformer notre équation en équation du

premier ordre par rapport au temps t, ayant deux compozsimtes ce qui va rious permettre

d’en déduire son hamiltonien. En effet, si on pose A = mE; et B=1-— mE§ =1- R
calcul trivial montre que la relation de Magueijo-Smolin peut prendre la forme
A\? ) 2.4 A2
p_4) _petme A (2.127)
B B B?

Cela va nous permettre d’écrire 1’équation de Klein-Gordon déformée sous la forme

2
<m2 _ é) ST, 1) = (‘iCQA + m;C4 + 2—2) &(7,1). (2.128)

Maintenant, introduisons de nouvelles fonctions ¢(7,t) et x (7, ) telles que

P(T,8) + x(7,1) = ¢(7, 1)
2 R o (2.129)
= (o(7,1) = x(7, 1) = (ih — 4) o(7,1).
et remplagons dans (2.128)
me2 22 m2ct 2
5 <h%—g)(gp—x):( 775) A+ iz —l—%)(g@—i—x). (2.130)
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Sachant que la deuxieme équation de (2.129) est équivalente a

(ih% - %) (p+x) = % (v —x), (2.131)

ih22 = SEN(p+ ) + mea
ot ' (e ) s 4 (2.132)
ih% = A+ x) — M52 x

qui s’écrit sous forme matricielle

1 0
L0 | h? L1 ") 14 @
h— =——A 2 p . 2.1
Z@t{x} 2m [_1 -1 [X}+mc 0 1 [X] (2.133)

Posons ® =[p x|’ afin de réécrire cette équation sous la forme réduite (qui est aussi la
forme de Schrédinger)

) h2 1 3 0 1 3 _ 50
ma—: (——A (03+i02) +mc2< 2‘7 to + i )) o, (2.134)

mc mc?
1+ o 2 1— B 2

On voit ici apparaitre les matrices de Pauli {09, 0!, 0% 03}. L’expression de I'opérateur
hamiltonien associé a I’équation de Klein-Gordon déformée est

R 52 2 3., 0 2 3 _ 0
A=A (o? io?) 4 —C T F0 , mC o0 (2.135)
2m 14 me2 2 1_m2 9
E, E,

Dans la limite £, — 400, ce hamiltonien se simplifie sous la forme (2.14).

2.3.3 L’équation de Dirac déformée dans I’espace des positions

Dans le but de généraliser la démarche de Dirac au cas de la relativité spéciale déformée
[46, 47], nous allons chercher des matrices af,i = 1..3 et 3 de telle sorte que la relation de
dispersion de Magueijo-Smolin

E 2
E? = g2 + m?ct <1 — E) (2.136)

p

s’écrive sous la forme

E 2
E? = <c a.p+ Bmyc? (1 - —)) (2.137)

EP
d’ou
E E\?
E*=c apa.p+m,c (1 — E) (@.p B+ B a.p)+52mict <1 — E) . (2.138)
p p
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Chapitre 2 :
Par identification avec 1’équation du départ, on aura les relations
a.pa.p=p?
a.ppf+pap=0 (2.139)
B2 =1.

C’est exactement les propriétés (2.18) des matrices de Dirac bien connues en mécanique

quantique relativiste. Maintenant, on déduit de (2.137) que

E
E =c d.jp+ Bmyc? (1 — —) (2.140)
Ep
A Taide de la correspondance
E — iho; P — —1iho, py — —tho, p. — —ih0, (2.141)
'équation de Dirac déformée aura la forme [46]
1hoyW = —ihe A.VV + Bmy,c® | ¥ — Eatlll (2.142)
p

ou U(7,t) est un spineur de Dirac ayant quatre composantes (U = (;, ¥y, 15, 1,)"). Il est
évident que quand E, — +00, on retrouve I’équation non déformée. Afin de déterminer le

hamiltonien H de notre équation, on va d’abord 1’écrire sous la forme

2
ih (1 4 et B) 8,0 = —ihc .V + Bim,c2T (2.143)
P
2 -1 E? 2
et comme (1 + %6) = e taa (1 — s ﬁ) , elle deviendra
z% m,c? ; = 2
AR BT — i ( - B, B) <—zhc a.V + pmec ) v (2.144)
d’ott le hamiltonien du premier degré
A~ E? m,c> -
_ P 0 o 2
H = W (]_ — Ep 6) (—’LhC a.V + 5moc ) . (2145)
Rappelons-nous que le hamiltonien de Dirac non déformé est Hp = —ihe av + Smec?,
donc 2 ,
A m,C ~
H=—2"__(1--2 H 2.146
Eg—mgc4< E, 5) P (2.146)

Vérifions a présent que notre équation décrit bien une particule de spin % en calculant

le commutateur [If[ , i+ gEj } ot les L7 sont les composantes du moment cinétique orbital
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et les 237 celles du spin. En effet, I'utilisation des résultats (2.33), (2.36), et (2.39) nous

permet d’avoir
A AL 2 A A .
[1,0] = st (1 225) [, ]
_ E2 <1 . moC 5) h2c 23k g, ka

E2— m2 P!

Ce résultat montre que le moment cinétique orbital n’est pas conservé, donc le moment
cinétique du spin doit étre non nul. En effet, on a aussi

.49 = [t (- m29) 0 0]
— E2E§12¢4 <( _ Mﬁ) [HD’gzj] + [ _ moc 5 hzj] )

E2 mec & Awl]
- E2 mQC4 (1 - o B) |:HD7E2]]
= 7z E:ﬂc‘l <]_ _ moc B) hZngkz ka

Alors, le moments cinétique total J 74 = LJ + 23 est conservé car
. B
A1+ 55| =0, (2.147)

A ce stade, introduisons les matrices v* de Dirac définies par les relations 7° = 3 et
4 = pa. La multiplication a gauche de (2.142) par la matrice § nous permet d’en déduire
la forme

; 0
120, T + il VW — moc (qf - ;—at ) — 0. (2.148)

p

Sachant que 9y = ¢719; et que (91,0, 03) = V, notre équation devient

2
<i (7 mE"C 0) 9, — %) U =0 (2.149)
p

Cette forme est tres proche de la forme covariante de I’équation de Dirac ordinaire (avant
la déformation). D’ailleurs, quand E, — 400, on la retrouve bien.

Avant de passer a la sous-section suivante, il est intéressant de souligner que si on pose
A= Eip, le hamiltonien déformé va prendre la forme

i1 = () (<ihe @V + Bmec?)

2.150
ﬁ— 1-Amoc?f . hﬁ mec? ﬁ m ct ( )
1-A2m2ct ca. t 1 A2m2ct 1— >\2m2c4

Nous avons la exactement une expression identique & ’expression (2.83) écrite dans I’espace
des impulsions. Cela veut dire que si on se propose de trouver une solution sous forme d’une
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(Bt—p.7)

onde plane d’expression (7, t) = u(p)e_% de I’équation ihd;) = Hip, on aboutira

a I’équation aux valeurs propres
2 2 2.4
(1 — Am,c?3 MyC Am?c

————cap+ —
1 — A2m2ct L /\ngc‘lﬁ 1 — A2m2ct

) u(p) = Fu(p) (2.151)

qui est exactement identique a I’équation (2.82) qu’on a déja résolue a 'aide de la trans-
formation de Foldy- Wouthuysen déformée (FWD). On peut donc conclure en affirmant
que les formulations dans I'espace des positions et dans I'espace des impulsions sont com-
patibles.

2.3.4 L’équation de continuité et la densité de courant

Dans ce qui suit, nous allons chercher la densité de probabilité de présence relative a
I’équation de Dirac déformée (2.142). Rappelons d’abord que la matrice AT adjointe de
la matrice A n’est rien d’autre que la transposée de la matrice conjuguée de A (AT =
(A%)" = (A")*) et que (AB)" = BTA. Sachant que les matrices o/ et 3 anticommutent et
que (o/)Jr = o et BT = B, 'adjointe de I’équation

2
0,0 = —ihic '0;0 + m, BT — z‘hmhic 3 8,0 (2.152)
p
sera ’équation
2
—ihd Ut = ihe U al + m,AU B+ z‘hm];c 9,03, (2.153)
p

. . . oy . by N RN
Maintenant, si on multiplie la premiere équation par %= a gauche et la deuxieme par == a

’ ih ih
droite et qu’on prend leur somme, on aura la relation

2
W0, 4 00t U= — (Wlaia, 0 — 0,00 0) — 2= (U150, + 90 BU)  (2.154)
p
d’ou I'équation [46]
My C? ,
D

Cette derniere est une équation de continuité de la forme % +V.J =0sion pose

p=wi(1+m28) v

B (2.156)
J = Uleal.
Nous avons donc une densité de probabilité de présence p = Wt (1 + %ﬁﬁ) ¥ qui a subi

myc?
Ep

J = Ute@¥ sans modification par rapport au cas non déformé.

une déformation vu ’apparition du terme [, et une densité du courant de probabilité
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Explicitement, la densité p a ’expression

(7 0) = (1 ) (b )+ (1 25 ) (o ).

p

Pour que p soit positive quelque soit ¢ = (¢, 1)y, 15, 1,)", il faut que m, < % Autrement
dit, la masse au repos m, de notre particule doit étre inférieure a la masse de Planck
my, = % ~ 2.17651 x 1078 Kg. Cette condition est loin de poser des problémes dans le cas
des particules élémentaires qu’on souhaite décrire, car la masse de la plus lourde d’entre
elles (le quark top) est approximativement égale a 3.09 x 1072 Kg. Il reste quand méme
que les deux premieres composantes de ¥ et les deux dernieres n’apparaissent pas d’une
facon symétrique dans 'expression de la densité p, ce qui n’est pas le cas d’ordinaire ou
p=|Wl” + [Waf” + [Wg|” 4 [0y *.

A la fin du présent chapitre, nous pouvons dire que nous avons démontré la possibilité
d’écrire une équation de Dirac déformée dans I’espace des impulsions ainsi que dans ’espace
des positions, en accord avec les exigences de la relativité spéciale déformée.
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Chapitre 3

La mécanique analytique généralisée
aux systemes avec contraintes

La mécanique analytique est une formulation mathématique tres élégante, tres ana-
lytique de la mécanique classique. En effet, a I'aide du principe de moindre action issu
du calcul variationnel, les équations du mouvement s’obtiennent a partir d'un lagrangien
scalaire contrairement a la mécanique vectorielle de Newton. Ensuite, en utilisant la trans-
formation de Legendre, il est possible de passer a la formulation hamiltonienne qui joue
un role capital dans la description quantique des systemes classiques. Cependant, elle se
heurte a de grandes difficultés en présence de systemes décrits par des lagrangiens singuliers
(appelés aussi systemes hamiltoniens avec contraintes).

Ces systemes sont souvent présents en physique théorique, comme c’est le cas en
électromagnétisme, en relativité, en physique des particules,. .. Toutes les théories de jauge
s’accompagnent de contraintes, d’ou I'intérét des physiciens comme Dirac [11], Bergmann
[86], Faddeev et Jackiw [87], Gitman [18], Hojman [94, 95], Miiller-Kirsten [20], Henneaux
[19],... pour ces systemes particuliers. En effet, c’est la quantification de ces derniers qui
pose probleme, car les crochets de Poisson ne sont plus adaptés a ce genre de situations,
ce qui crée des anomalies quand on procede a une quantification canonique d’une fagon
"naive” en postulants les relations de commutation qui en découlent.

Dans ce chapitre, nous allons essayer d’exposer ’essentiel de deux approches différentes
d’aborder ce probleme, a savoir d'une part le formalisme de Dirac et Bergmann, et d’autre
part la méthode de Faddeev et Jackiw. Dans ces deux cas, nous allons voir qu’a cause des
contraintes, la solution consiste a remplacer les crochets de Poisson par des crochets un
peu plus compliqués obtenus par des voies différentes, mais en gardant toujours le méme
esprit de la mécanique analytique et de la quantification canonique.

3.1 Rappel de la mécanique analytique

En mécanique analytique, la description des systemes se fait a 1’aide de fonctions sca-
laires comme le lagrangien L, le hamiltonien H, 'action S, ... évitant ainsi le caractere
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vectoriel des variables dynamiques. La physique ne subit aucun changement par rapport
au formalisme newtonien (principe fondamental de la dynamique, théoreme de I'énergie
cinétique, théoreme du moment cinétique...), mais d’un point de vue mathématique, les
choses sont loin d’étre les mémes car la mécanique analytique donne naissance a des for-
malismes généraux, élégants et puissants ou les symétries et les invariances deviennent
apparentes. Par exemple, la détermination directe des intégrales premieres et la facilité du
traitement des contraintes holonomes en sont des avantages. Elle s’adapte naturellement
aux exigences de la physique moderne, que ce soit la physique statistique, la relativité, la
mécanique quantique, la théorie des champs,...

3.1.1 Principe de moindre action et équations de Lagrange

Classiquement, la connaissance a un instant ¢ des N coordonnées généralisées
q(t) = (qi(t), q2(t), q3(t),...,qn(t)) ainsi que les N vitesses généralisées ¢(t) = d‘fd—gﬂ =
(G1(t), 42(t), Gs(t), ..., 4n(t)) d’un systéme mécanique permet de connaitre parfaitement son
état. Le nombre N est le nombre de degrés de liberté de notre systéme (sa dimension).
Comprendre 1’évolution de ce dernier nécessite I'introduction d’une action S(g) qui est une
fonctionnelle de ¢(t) définie par l'intégrale suivante :

ly

S(q) = / Lig(t), d(t), t)dt (3.1)

ou L(q(t),q(t),t) est le lagrangien du systeme et (t;, t7) sont les instants initial et final.
Pour aller du point ¢(¢;) de I'espace des configurations occupé a l'instant ¢; vers le point
q(tf) occupé a l'instant ty, le systeme a une infinité de chemins possibles, mais le principe
de moindre action (principe de Hamilton) stipule que la trajectoire physique est celle qui
rend 'action stationnaire. Autrement dit, il faut que 65(q) = 0, ce qui va nous donner les
équations du mouvement comme le montre la démarche suivante !

tr
/5L §(1), t)dt = / (g—iéqﬂrg’—ééqi)dt i=1.N
5 8L5 dt = v IL 5q; 4+ L d5a. 1 dt
=/ qi + Z4i| At = o G+ 5o 30%

_ /t;f [3—;5%‘ +4 (g—éa%) — 4 (2—) 5%] gt

donc . .
P TOL  d oL oL _ 1"

55((1)—/“ {aql 90 ]5 it + {8%5(1}“. (3.2)
—_——

=0

1. Nous allons adopter la convention d’Einstein en sommant sur les indices répétés deux fois dans une
expression mathématique.
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Le dernier terme s’annule, car dq(t;) = dq(tf) = 0 (tous les chemins passent par les points
q(t;) et q(ts), donc ils ne subissent pas de variations en ces points), et comme les coor-
données généralisées ¢(t) sont indépendantes entre elles, leurs variations dq(t) le sont aussi.
Donc, pour que I'action S(q) soit stationnaire (§.5(q) = 0) il faut que

oL d oL
dq;  dtog

0 i=1..N. (3.3)

Il s’agit d’équations différentielles de deuxieme degré qui portent le nom des équations
d’Euler-Lagrange. Elles régissent 1’évolution de notre systéme en respectant le principe de
moindre action. Il est a signaler que lagrangien n’est pas unique, car si on remplace L par
L' = aL+ % f(g,t) dans 'expression de 'action S(q), les équations d’Euler-Lagrange seront
identiques a condition que « soit une constante réelle et f(g,t) une fonction dépendant
seulement du temps et des coordonnées généralisées.

Maintenant, placons-nous dans le cas ou le systeme mécanique subit des contraintes dues
a des forces de liaison qui peuvent restreindre son mouvement. Dans ce cas, les variables
dynamiques ¢(t) ne peuvent pas varier librement, mais en respectant ces contraintes. Le
cas qui nous intéresse est celui des contraintes holonomes ayant la forme ¢(q(t),t) = 0
étudiées depuis Lagrange en faisant appel a des multiplicateurs intermédiaires.

Supposons alors que notre systeme présente M contraintes holonomes ¢,,(q(t),t) = 0,
m = 1..M. Si L est le lagrangien du départ avec N degrés de liberté, la méthode des
multiplicateurs notés \,, = A, (t), m = 1...M consiste a introduire un nouveau lagrangien

L =L+ MAy(t)dm(q, 1) (3.4)

et de prendre les équations d’Euler-Lagrange comme s’il s’agissait d’un systeme de N +
M degrés de liberté (g, ). Autrement dit,

L  d oL __ AL _ d AL _ _y O¢m s

0q; dt 8¢; — 0 = 0q; dt 8q¢; )\m 0q; i=1.N (3 5)
oL d 0L )
el e Ul dm(q,t) =0 m=1.M.

La résolution de ces équations du mouvement déterminera 1’évolution de 1’état de notre
systeme sous 'effet des contraintes holonomes ¢,,(¢,t) =0, m = 1...M.

3.1.2 Formalisme hamiltonien et crochets de Poisson

La transformation de Legendre constitue le lien-clé entre le formalisme lagrangien et
le formalisme hamiltonien car elle permet de construire la fonction de Hamilton H a par-
tir de la fonction de Lagrange L. Nous introduisons d’abord les N nouvelles variables
pi = g—i(q, q,t) appelées les moments conjugués, on peut ainsi écrire les équations d’Euler-
Lagrange sous la forme

LA )
pz—a. 4,9, pz—aqi

i

i=1..N. (3.6)
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Les équations p; = g—(’;(q, gd,t) doivent étre inversées par rapport aux vitesses généralisées
¢ afin de remplacer ces derniéres par leurs expressions ¢ = (g, p,t) dans le hamiltonien
H(q,p,t) ci-dessous
H(q,p,t) = pigi — L = pigi(q, p, 1) — L. (3.7)
Afin d’appliquer le principe de moindre action avec H, remarquons d’abord que L =
pi¢; — H, ce qui implique que

ly ly

0S = /5Ldt = /5(pi ¢ — H (q,p,t)) dt
t; t;
ty

= / (5]%% + pidg; — 2—55% — 2—55]01) dt
t;
tr tr

- [t f (o) m- o) o)

ti t;
ty

[ (- 3 om = (3 2 60

ti

= (pidq)

Le premier terme est nul car tous les chemins passent par les extrémités ¢(¢;) et g(ty) ou
dq(t;) = 0q(ts) = 0. Finalement

ly

oH OH
= 7 — —— — | D+ = | dt. .
o5 / [(qz api) P (pz - 8%‘) 5%] I (3 8)
t;

Les variations (g, dp) sont indépendantes car les variables (¢, p) le sont, et le seul moyen
de s’assurer que 0S5 = 0 est d'imposer a la trajectoire physique de vérifier les équations
canoniques de Hamilton

_8H .}__8H
_6]% ’ b= dq;

Gi t=1....N. (3.9)
C’est un systeme de 2N équations différentielles du premier degré équivalent aux N
équations d’Euler-Lagrange de deuxieme degré.

A ce stade, introduisons les crochets de Poisson qui n’ont cessé d’étre d’une grande
importance dans divers domaines de la physique mathématique surtout lorsqu’il s’agit de
procéder a une quantification canonique d'un systeme classique. Soit f = f(q,p,t) une
grandeur physique qui dépend des coordonnées généralisées, des moments conjugués et du
temps, sa dérivée totale par rapport au temps est

dt ot dg; ' Op;
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A T’aide des équations canoniques (3.9) on aura

df _of  (0foH ofoHN  _  df _0

f —|— {f,H} (3.11)
ou {f, H} est le crochet de Poisson de f et H. D’une maniere générale, le crochet de Poisson
de deux fonctions f(q,p,t) et g(q,p,t) se définit par

_0f dg  Of dg
{f,g} B 0q; Op; Op; 5%"

(3.12)

11 suffit de prendre f = ¢; ensuite f = p; et d’utiliser la relation (3.11) pour avoir les
équations canoniques

La définition (3.12) nous permet de calculer les crochets fondamentaux relatifs aux variables
canoniques (¢, p), et cela nous donne

{¢,¢;} =0  Api,pj} =0 A{ag,pj} =065 4, j=1.N (3.14)
ou 0;; est le symbole Kronecker (0;; = 0sii # j et §;; = 1 sii = j). Il est possible d’utiliser
ces crochets afin de réécrire le crochet {f, g} sous la forme

af o

{f,g}Z{qi,q]}a o, I 4 {gip j} +{ Dinq J} +{ ip ]} af 39

Pj

(3.15)

On déduit aussi de 'expression (3.12) les propriétés suivantes des crochets de Poisson :
si a et [ sont deux réels, et f, g et h trois fonctions qui dépendent de ¢, p et t, alors

L{f,gy=~{9.f} = {f,f}=0

2. {af +Bg,h} = a{f.h} +8{g,h}

3.{f g, h}t=f{g,h}+{f,h} g

4. {fAg.h}y +{r{f, 93} + {9, {h f}} =0

Antisymétrie)
Linéarité)

Regle de Leibniz)
Identité de Jacobi).

(3.16)

A~~~ I/~ —~

3.1.3 Quantification canonique

Un des problemes centraux de la physique théorique est I’étude du comportement d’un
systeme a 1’échelle microscopique, ou toute approximation classique cesse d’étre valable et
aboutit a des résultats erronés. Il s’agit la de la question de quantification et du passage
de la version classique vers une description quantique d’un certain nombre de phénomenes
de la nature.

La quantification canonique d’'un systeme classique se fait a ’aide du formalisme ha-
miltonien : aux grandeurs classiques f(q,p,t) et g(q, p,t) définies dans ’espace des phases,
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on fait correspondre des opérateurs hermitiques ]?: f(q,p,t) et g = g(q,p,t) agissant dans
I'espace des états (un espace de Hilbert) dont le commutateur vérifie la relation

73] = g a5 = inlr. 0} (3.17)
ol {/f,?} est 'opérateur associé au crochet de Poisson {f, g}, i = h/2m est la constante de
Planck réduite. On voit bien le role crucial joué par les crochets de Poisson dans cette re-
lation et comment ils permettent d’introduire la constante caractéristique de la mécanique
quantique (k). Avec la définition (3.17), les commutateurs satisfont toutes les propriétés
énumérées dans (3.16). Cette maniere de faire les choses n’est pas aussi simple qu’il parait,
elle se heurte a un probleme majeur lié¢ a 'ordre des opérateurs qui ne commutent pas en
général. Heureusement qu’une grande partie des systemes physiques sont décrit d’une fagon
simple, ce qui facilite leur quantification. En particulier, les 2NV opérateurs ¢; et p; corres-
pondants aux 2N variables fondamentales g; et p; obéissent aux relations de commutation
de base

On distingue deux représentations de la mécanique quantique élaborées indépendamment
par Heisenberg et Schrodinger. Dans la représentation de Heisenberg, les opérateurs évoluent
dans le temps tandis que la fonction d’état |¥) ,; du systeme demeure constante. L’équation
d’évolution temporelle d'un opérateur A dans cette représentation est régie par I’équation

dA i, .1 0A
—:——AH}JF— 3.19
AL (819)

sachant que H est I'opérateur hamiltonien de ce systéme. On en déduit facilement les
équations de Heisenberg bien connues

% _ _% .l i=1.N (3.20)
‘Zi — _% B i=1.N (3.21)

Par contre dans la représentation de Schrodinger, les opérateurs restent constants alors
que I'état |V (t)) 4 varie dans le temps en obéissant a la fameuse équation de Schrédinger

L d 3
ih e |0 (1) s = H W ().

Les deux représentations sont mathématiquement différentes, mais équivalentes du point
de vue physique, car elles sont liées par une transformation unitaire et conduisent aux
mémes prédictions sur le plan expérimental.
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3.2 Le formalisme de Dirac et Bergmann

Les systemes hamiltoniens avec contraintes constituent une classe large de systemes
physiques décrits par des lagrangiens singuliers. Cela veut dire que les moments conjugués
définis a partir de ces derniers ne sont pas tous inversibles par rapport aux vitesses
généralisées, ce qui est du a la présence de contraintes dans les espaces des phases propres
a ces systemes. Le hamiltonien peut toujours étre construit a l'aide de la transformation
de Legendre mais les équations canoniques quant a elles, elles doivent étre corrigées de
telle sorte qu’elles contiennent les contraintes en question.

Pour atteindre cette fin, 'algorithme de Dirac et Bergmann permet dans un premier
temps de déterminer toutes les contraintes d'un systeme avec un processus itératif en
imposant des conditions de consistance. Les crochets de Poisson seront ensuite remplacer
par les crochets de Dirac qui sont plus adéquats en présence de contraintes, permettant ainsi
de quantifier une large catégorie de systemes singuliers. Les crochets fondamentaux relatifs
aux coordonnées et aux moments conjugués sont ainsi modifiés, ce qui peut étre considéré
comme une origine physique des travaux mathématiques en ”géométrie non commutative”.

3.2.1 Lagrangiens singuliers en physique

Dans le cas d'un systeme décrit par N coordonnées généralisées ¢; et leurs vitesses

associées ¢;, le principe de moindre action conduit aux équations d’Euler-Lagrange g—; —
1

49L _ () qu'on peut réécrire explicitement sous la forme
dt 0¢;

0L . 0L 0*L . 0L

T g =Ty .1 =1...N. .22
06,067 ~ 9q,  0q,04 "~ 9tog, " (3:22)

. . N . . 2 ’
On voit bien apparaitre la matrice hessienne [H;;| = [ ag- 8%} donnée par
LV
oL L oL
941041 94194N
[Hij) = : : : (3.23)
_oL oL
94N Iq1 94N OgN

Si le det (H;;) # 0, il est possible d’inverser [H;;] et d’exprimer les accélérations §; comme
étant des fonctions des positions ¢; et des vitesses ¢;. Dans ce cas, le lagrangien de notre
systeme est régulier. Dans le cas contraire ou det (H;;) = 0, les équations d’Euler-Lagrange
vont donner naissance a des relations entre les positions et les vitesses sans faire intervenir
les accélérations. Cette situation est étrangere a la mécanique classique newtonienne dont le
principe fondamental s’exprime justement a l’aide des accélérations (mE> = ?) Autrement
dit, cette fois-ci, notre lagrangien est bien singulier.

La singularité d'un lagrangien autonome? L = L(q, ¢) n’est pas sans conséquences sur
la formulation hamiltonienne. Essayons donc d’en analyser l'impact en commencant par

2. Cela veut dire que le lagrangien ne dépend explicitement du temps (%—f = 0) .

87



Chapitre 3 : La mécanique analytique généralisée

rappeler la définition des moments conjugués p; = g—;(q, G),i = 1...N. Pour aller plus loin,
il est temps d’inverser cette relation par rapport aux vitesses ¢ ce qui n’est possible que

dans le cas ol la matrice jacobienne [gg?} est inversible, résultat bien connu de la théorie
J

des fonctions implicites. Mais, comme

i) = o (5] = [agaal = a2

on se retrouve en présence de la matrice hessienne [H;;]. Cela veut dire que si la matrice
[H;;] n’est pas inversible, on ne pourra pas exprimer toutes les vitesses en fonctions des
coordonnées et des moments conjugués en utilisant les relations p; = g—i,i =1...N. En ef-
fet, si M est égal a dim ([H;;]) —rang([H,;]) , on verra apparaitre M relations ¢,,(¢,p) = 0,
m = 1...M liant les coordonnées et les moments conjugués sans faire intervenir les vi-
tesses. Il s’agit la des contraintes primaires de la formulation hamiltonienne. On qualifie
aussi de contraintes primaires les restrictions physiques que nous imposons nous méme
a notre systéme?® indépendamment de la définition des moments conjugués. Le choix de
ces contraintes n’est pas unique car il est toujours possible de les redéfinir avec de nou-
velles combinaisons et réarrangements, mais il y a certaines conditions de régularité qu’il
faut satisfaire comme par exemple le fait que les contraintes doivent étre indépendantes,
dérivables par rapport a leurs arguments et avoir des différentielles non nulles quand on
remplace ces contraintes par des zéros dans les expressions de ces dernieres?.

Pour donner forme a tout ce qui vient d’étre dit, arrétons-nous pour observer le cas du

lagrangien L = M + cos(xy)z — é La matrice hessienne dans ce cas est
21, y> y 0
[Hy;) = —— =1y 1 0 avec (21, &2, 23) = (2,9, 2).

Le déterminant de cette matrice est nul, ce qui veut dire que notre lagrangien est singulier,
et comme le rang de cette derniere est égal a un, on s’attend a avoir deux contraintes
primaires. Effectivement,

pe =% =yyi+7) P —up, = 0

_6_L: . . x y )
py—gg yr+y = p, — cos(zy) =0
p. = 5 = cos(zy)

Nous avons deux contraintes primaires ¢, = p, — yp, = 0 et ¢ = p, — cos(zy) = 0.
Ici par exemple, il faut éviter les choix du type v¢1 = 0, |p2| = 0 et i@ = 0 vu les
problemes liés aux domaines de définition et a la dérivation qui en résultent. Il ne faut pas

non plus prendre ; (61)° + dr¢2 = 0 dont la différentielle totale est nulle quand ¢y et ¢,

3. Par exemple, une contrainte primaire physique sera d’imposer a un point de ne pas quitter un cercle
ou un plan incliné.
4. Pour plus de détails, consulter la référence [19] page 7.
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s’annulent au méme temps. Par contre, il est possible de redéfinir les contraintes comme
étant 3@51 + ¢2 =0et ¢1 - 2¢2 = 0.

En physique, a part les lagrangiens de la mécanique classique et certain cas en théorie
des champs (le lagrangien de Klein-Gordon et le lagrangien de Schrodinger), pratiquement
tous les systemes sont décrits par des lagrangiens qui présentent des singularités dues aux
contraintes.

2.2.1-a. Lagrangiens linéaires par rapport a une vitesse

Le meilleur exemple est en théorie quantique des champs, 1a ou la densité lagrangienne
L du champ de Dirac v (t, %) décrivant les particules fermioniques de spin % est linéaire
par rapport aux vitesses (Oyt et 0yvb). En effet,

L =9 (9", — m) ¥ = iy 0p) + ipy'0p — may)
ou les v (1 =0,1,2,3) sont les quatre matrices de Dirac et ¢ (t,2) = " (t,2)7°. Les

moments conjugués sont II, = aa m = )70 et I = 8‘35 = = = (. Nous sommes bel et bien en

présence de deux contraintes Il — ipy? =0 et IT;

Un exemple beaucoup plus simple sera de prendre le lagrangien L = (z —e™Y) & — —y~|—
ycos(z)z —V (x,y, z) . Trois contraintes primaires surgissent de la définition des moments
conjugués p, —z+e ¥ =0, p, + % =0et p, —ycos(z) =0.
2.2.1-b. Lagrangiens homogenes par rapport aux vitesses

Ce type de lagrangiens L (g, ¢,t) vérifient la condition d’homogénéité
L(g,Aq,t) = AL (q,4,1) VA ER.

Le lagrangien d’une particule relativiste en est un bon exemple physique. En effet, en
relativité restreinte ’action d’une particule libre prend la forme

dz+ dxv
S = —mc/\/nw,dxl‘dx" = —mc/ nuyd—i%dT = —mc/\/nw,x'“f’dT

0

ou z# = (2° = ct,2' = 2,23 = y, 23 = 2) représente le quadrivecteur position de notre

particule, 7, = (1,—1,—1,—-1) est la métrique de Minkowski et 7 un parametre réel
permettant de paramétriser sa ligne d’univers de telle sorte que x# = x#(7). On vérifie
aisément que le lagrangien L = —mcy/7,,@#1" est homogene par rapport aux vitesses a#

L (a#, A\it) = —mer/nu AN2ara = AL (z*, 2) .

Le passage au formalisme hamiltonien s’accompagne de la contrainte primaire 7,,p"p” =

m?c?, ce qui prouve que notre lagrangien est bien singulier. Méme chose avec le lagrangien

P2

un peu plus simple L = —m =+ ﬁ) — V (z,y,2) 2 qui présente la contrainte primaire

p:+ 5= (2412 +V =0.

z
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2.2.1-c. Lagrangiens avec symétrie de jauge
Il est connu que la densité lagrangienne du champ de Maxwell

1
L=—1F"F, (3.25)

est invariante sous la transformation de jauge A, — A, + d,x ou x = x(t, %), sachant que
F, = 0,A, —0,A, et A, = (%,ff) . Ici, V' désigne le potentiel scalaire, Ale potentiel
vecteur et ¢ est célérité de la lumiere dans le vide. Les moments conjugués définis par
II, = aai—LAN = I},p contiennent la contrainte primaire Il = 0, preuve de la singularité de
notre lagrangien.

Le lagrangien L = @ — (z — y) lui aussi est un invariant de jauge sous la transfor-
mation & = x4+ (t) et § = y + e (t) ou € () est une fonction quelconque dépendant du

temps. Il possede effectivement la contrainte primaire p, — p, = 0.

3.2.2 Passage au formalisme hamiltonien et égalité faible

En présence de contraintes primaires ¢,,(¢,p) = 0, (m = 1....M), les équations de
Hamilton doivent étre corrigées de maniere a les respecter. Pour ce faire, on construit
d’abord le hamiltonien H. = p;¢; — L qui sera indépendant des vitesses généralisées ¢ (voir
page 111). Ensuite, on procede par analogie au formalisme lagrangien avec contraintes en
remplacant le hamiltonien canonique H. par le hamiltonien total Hy donné par

Hr(p,q) = He(p,q) + Andm(q, p) (3.26)

ol les quantités ), seront appelées les multiplicateurs de Dirac?®. Les équations du mouve-
ment s’obtiennent a I’aide du principe de moindre action (65 = 0) d’une maniére analogue

au cas régulier explicité dans la premiere section de ce chapitre a condition de remplacer
H par Hy. En effet,

tr tr

08 = 5/ [pig; — Hr]dt = /5 [(pidi — He) — Ao dt

ti ti
ty

:/[<q‘i_

= /[ (=1 = 9 = An %) Sas+ (6 — 9= = M) 0pi = GmOAndt.

o) s — (1 + 9= ) 80s = ONmm — A 92805 — A G 3t

™ g ™ Opi

5. Dans le cas d’un point se déplagant & deux dimensions librement sur le cercle unité, le hamiltoninien
2 2
total sera Hp = %= + ’;i F @24y —1).
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La dynamique de notre systéme décrit par le hamiltonien Hr (p, ¢) résulte de la condition
0S5 = 0 qui est vérifiée quand

pi= =% — ), G i=1..N
G = 9e 4 ), G i=1..N (3.27)
¢m =10 m=1..M.

Il s’agit des équations canoniques de Hamilton qui tiennent compte de la présence des
contraintes primaires ¢, = 0.

Soit maintenant la fonction F'(gq, p) définie dans I'espace des phases. A 'aide des équations
du mouvement (3.27), on peut déterminer son évolution comme suit :

D _ OF, 4 OF .

Fo= ag; 1i T op Pi
_ (oFoH. _ OF OH, OF 0bm _ OF 96m \ . _
o (3%‘ Op; dpi Jq; > + Am <6qi Op; Bp; Oq; > i Om =0

ou { , } désigne les crochets de Poisson. Donc, il est possible d’avoir les équations dyna-
miques a l'aide des crochets de Poisson a condition d’utiliser les contraintes ¢,, = 0 une
fois que les crochets sont calculés.

Il est commode de réécrire I'équation précédente sous la forme

F=({F,H} + M A{F. 6} )4, _o- (3.29)
Calculons maintenant le crochet {F, Hy} ot Hr est le hamiltonien total (3.26).
{F,Hr} ={F,H. + A0} = {F, H.} + Ao {F, o} + {F, A} O (3.30)

Le dernier crochet est inconnu, mais si on utilise le fait que les ¢,, = 0, il va s’annuler
automatiquement d’ou on tire la relation

{F7 HT} |¢m:0 = ({F7 Hc} + A {Fv ¢m}) dm=0" (331)
Par comparaison avec (3.29), on déduit facilement 1’équation d’évolution de F'(q,p)
F = {F, Hr} |y, —o- (3.32)
En particulier, les équations canoniques s’écriront
¢ = {ai, Hr} lgpn=0 pi = {pi, Hr} |4,,=0- (3.33)

On voit bien que le hamiltonien total Hy joue le méme role que le hamiltonien canonique
H a condition de travailler sur la surface des contraintes (¢, = 0).

A ce stade, introduisons avec Dirac la notion d’égalité faible : tandis que les égalités
fortes (ordinaires ”=") sont valables dans tout 1’espace des phases, les égalités faibles ("~")
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sont valables seulement sur la surface des contraintes, ce qui veut dire, une fois qu’on a
utilisé les relations ¢, = 0. Autrement dit, Si F(q,p) et G(q,p) sont deux fonctions de
'espace des phases, alors®

F~G & F

dm=0 = G bm=0 = F—-G= I{mqu m=1.M (334)

ou k,, sont des coefficients définis dans 'espace des phases. On remarque qu’on obtient
F = G si on pose ¢, = 0. Comme cas particulier, il est clair que ¢, = 0,m = 1...M. Du
coup, les équations (3.29) et (3.32) vont s’écrire

Fr{F H)Y + My {F, ¢} F~{F Hr}. (3.35)

Pour étre sur d’avoir les bonnes équations du mouvement, il faut d’abord développer tous
les crochets de Poisson, ensuite imposer les contraintes aux résultats. Il s’agit la d’une
regle a ne jamais enfreindre avec les égalités faibles. Comme cas particulier de 1’équation
précédente, les équations de Hamilton auront les expressions

¢ ~{q, Hry ;  pi={pi, Hr} i=1.N. (3.36)

Nous allons terminer par un exemple d’application résumant tout ce qui a été dit, en
examinant le cas du lagrangien L = 6*9%2 + sin(x)y — V (x,y) . Les moments conjugués
sont p, = e Y& et p, = x, d’olt 'existence de la contrainte primaire ¢; = p, — sin(z) = 0.
Le hamiltonien canonique est

He = ipe +9py — L = (e"ps) po + 9py — 3€7¥ (e¥ps)” — sin(x)y + V (2, y)

= %eypi + (py - sin(x))g) +V (:L‘, Z/) = %eypi + oy +V (Z‘, y)

1
Hc - §eypi' + V (xay) :

On voit bien que le hamiltonien canonique H. ne dépend pas des vitesses. Le hamiltonien
total sera alors

1
Hp = H,+ Moy = 56%5 +V (x,y) + M(py — sin(z))

et les équations de Hamilton

. . oV
T =e¥p, Pe = — 55 + A1 cos(z) '
. ) ¢1 = p, —sin(x) = 0.

Une petite manipulation montre que ces équations sont équivalentes aux équations

(I —gle ¥ = T + cos(x)y icos(r) = —— — —e ¥

qui ne sont que les équations d’Euler-Lagrange qu’on aurait pu avoir directement a partir
du lagrangien de départ, ce qui montre I'équivalence des deux formulations.

6. Pour la démonstration de la derniere égalité, voir la référence [2] page 8.
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3.2.3 Algorithme de Dirac-Bergmann et contraintes secondaires

Les contraintes primaires ¢,,, = 0,m' = 1...M doivent étre vérifiées tout au long de
I’évolution du systeme qui les présente, ce qui revient a dire qu’elles se conservent dans le
temps (¢py ~ 0 = ¢y ~ % ~ 0). Remplacons dans (3.35) afin d’avoir les conditions de
consistance qui doivent étre respectées par les contraintes primaires.

¢m’ ~ 0 < {¢m’a Hc} + )‘m {¢m’a ¢m} ~ 0 m/ =1...M. (337)

Il s’agit d'un systeme d’équations algébriques non homogene qui va nous permettre d’accéder
a plus d’informations sur les multiplicateurs de Dirac A,,,m = 1...M. L’étude de ces condi-
tions de consistance va se solder par une des quatre situations suivantes :

1. Les conditions de consistance vont nous conduire au moins a une équation fonda-
mentalement fausse du type 1 = 0, comme c’est le cas du lagrangien L = x — ax qui est
inconsistant. En effet, 'équation d’Euler-Lagrange % = %g—’; —> 1 = 0. Nous somme en
présence d'une seule contrainte primaire ¢ = p, + a ~ 0 et le hamiltonien canonique est
H, = —z. La condition de consistance sera

Q.bl:O:{¢1aﬂc}+>\1{¢1,¢1}%0$1%0.

On voit bien apparaitre une anomalie et il ne faut pas essayer d’aller plus loin avant de
modifier notre lagrangien, car notre action n’admet pas d’extremum.

2. Les conditions de consistance permettront de fixer toutes les valeurs des multiplica-
teurs \,,, m = 1...M et notre procédure s’arrétera aussi. Le lagrangien L = e Y& —cos(z)y—
xy par exemple a deux contraintes primaires ¢; = p, —e ¥ = 0 et ¢ = p, + cos(z) =~ 0.
Le hamiltonien canonique dans ce cas est

H, = ip, + ypy, — e Vi + cos(x)y + zy = &(p, — e7Y) + y(p, + cos(z)) + xy = xy.

Les conditions ¢; & 0 et ¢y &~ 0 vont se traduire par les relations

{1, He} + M {1, 01} + {1, 02} = 0= Ny = y

e~Y + sin(x)
T
eY +sin(z)

{¢2a HC} + >\1 {¢27 ¢l} + )\2 {¢2, ¢2} ~0= )\1 ~ —

Il est maintenant possible d’utiliser les contraintes afin d’écrire \; ~ Z ) et \y =~

++sin(x
I#m(w), car on vient de terminer avec les crochets de Poisson. ! (

3. 11 se peut que les conditions de consistance débouchent sur des équations qui ne
contiennent pas de contradictions mais permettent seulement de déterminer quelque pa-
rametres A, (pas tous), ce qui va aussi mettre fin a la procédure. Dans le cas du lagrangien
L = 2xyz + 2%y + wz — 5 qui présente quatre contraintes primaires ¢; = p, — 2ry ~ 0,
G2 =p, —1* =0, ¢p3=p, —w ~ 0 et ¢4 = p, ~ 0, le hamiltonien canonique sera H, = %2
et le hamiltonien total aura I’expression

Hr = w*/24 X (py — 22y) + A2 (py — 2°) + A3(p> — w) + Aapy.
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Appliquons les conditions de consistance gz.Sm ~ 0,m = 1...4 aux contraintes ¢y, ¢9, ¢3 et
» |
P ~0={¢,Hr} =0=0=0
by 0= {¢y, H} 0= 0~ 0
QZB3%0:>{¢3,HT}%0:>—/\4%O:>)\4%0
¢4%0${¢4,HT}zO$—w+/\3%0$)\3%w.

Dans cette situation les multiplicateurs A; et Ay sont quelconques et ne peuvent pas étre
fixés par les conditions de consistance.

4. Les conditions de consistance peuvent donner naissance a des nouvelles relations
Xxt(q,p) = 0,k = 1...K; liant les moments conjugués et des positions sans faire intervenir
les multiplicateurs \,, et indépendamment des contraintes primaires ¢,,. Il s’agit la de
contraintes secondaires qui different des contraintes primaires par le fait qu’elles ont un
caractere dynamique qui résulte de 'utilisation des équations de conservation ¢m ~ 0,
tandis que les contraintes primaires sont des conséquences de la définition des moments
conjugués p; = g—é.

Les contraintes secondaires xx(q,p) ~ 0 doivent aussi étre préservées dans le temps
Xx(q,p) = 0. Pour ce faire, utilisons 'équation (3.35), ce qui va donner naissance aux
conditions de consistance ci-dessous, conditions que les contraintes secondaires doivent
satisfaire a leur tour.

xe =0 = {xk, H}+ Mo {xh,Om} =0 k=1.K;. (3.38)

Ces conditions prises avec les conditions (3.37) vont constituer les nouvelles conditions
de consistance dont 'analyse va nous conduire a nouveau vers I'une des quatre situations
précédentes. Ce qui veut dire qu’on peut tomber sur Ky nouvelles contraintes secondaires
(quatrieme cas) qui vont donner lieu & de nouvelles conditions de consistance qu'il faut
prendre en considération. On va continuer ainsi jusqu’a I’épuisement de toutes les conditions
de consistance et la détermination de toutes les contraintes secondaires avec un certain
nombre de multiplicateurs )\, . Ce processus est appelé 'algorithme de Dirac- Bergmann.

Pour illustrer ce qui vient d’étre dit, choisissons par exemple le lagrangien L = %:t2+a:y+
cos(z)z — % La définition des moments conjugués va s’accompagner des deux contraintes
primaires ¢; = x — p, ~ 0 et ¢ = cos(z) — p, ~ 0. Avec ces contraintes, le hamiltonien

canonique sera H, = %?” + %, d’ott le hamiltonien total
Hyp = p2/24 2y /2 4+ M (z — py) + Aa(cos(z) — p2).
Utilisons maintenant les conditions de consistance

9@1 ~ 0= {¢1, He} + Mafo1, 92} 0= p, + 2~ 0
9252 %0:>{¢2,HC}+)\1{¢2,¢1}%0:>0%0

On voit apparaitre une contrainte secondaire y; = p,+x =~ 0, d’ou la condition supplémentaire
x1~0={xi, H:} + M{x1, 01} + X{x, o2} = 0= M = —y+p,
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La procédure se termine ici car il n’y a pas de nouvelles contraintes. On a pu fixer \; ~
—y + p, mais Ay peut prendre n’importe quelle valeur et les conditions de consistance
resteront satisfaites. La solution générale s’écrit alors

M —Y + Dz —Y + Dz 0
(][] [ )l
ou v est une fonction quelconque des coordonnées et des moments conjugués et qui peut
dépendre aussi du temps (v = v(q, p,t)).
Avec un lagrangien consistant, I’algorithme de Dirac-Bergmann se solde par la détermination
de toutes les contraintes secondaires y(q,p) ~ 0,k = 1...K, en plus des M contraintes pri-

maires ¢, ~ 0. Puisque ces contraintes secondaires seront traitées presque sans distinctions
avec les contraintes primaires, il convient de les noter par commodité

o~ 0 k=M+1.K+M (3.39)
L’ensemble de toutes les contraintes dont le nombre est J = K 4+ M sera désigné alors par
¢;~0 jg=1.J (3.40)

et elles vont définir les conditions de consistance
{p;, H} + A {0, &m} = 0 m=1.M;j=1..J. (3.41)

On obtient ainsi un systeme de J équations algébriques linéaires non homogenes avec
M inconnues ), dont la solution générale s’écrit sous la forme

Am =N (p,9) + Vi (p, Q) m=1.M (3.42)
ou A,, est une solution particuliere et V,, la solution générale du systeme homogene
Vi {®j, om} =0 m=1...M. (3.43)

En principe, V,,, = voVam (p,q) ou V,, (p, q) ,a = 1...A représentent A vecteurs indépendants
avec M composantes, et v, des coefficients arbitraires qui peuvent dépendre des coor-
données, des moments conjugués et du temps. Autrement dit, la solution générale du
systeme (3.41) est

A = A (D, @) + VaVam (P, q) - (3.44)

Remplagons ce résultat dans 'expression du hamiltonien total Hyr = H. + A\,
Hr = Hc + Am¢m + Uavam¢m =H' + va¢a (345)
ol

H = H, + Apom b0 = Vi rm m=1.M; a=1..A. (3.46)
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Les ¢ = Vam®m,a = 1...A sont des combinaisons linéaires de contraintes primaires ¢,,,
donc elles sont aussi des contraintes primaires. A 1'aide de (3.35), on déduit que la variation
dans le temps de toute fonction F (g, p) définie dans I’espace des phases va obéir a I’équation

Fa{F HY} +0{F ¢} (3.47)
En particulier, les équations du mouvement peuvent s’écrire
¢ ~ {qi, H'} + v.{q, 0o} 1=1...N (3.48)

pi = {pi, H'} + va{pi, ba} i=1.N. (3.49)

Deux cas ce distinguent : le premier, lorsque les vecteurs V, (p,q),a = 1...A sont tous
nuls et avec eux les ¢, = 0, ce qui va se traduire par des équations du mouvement bien
déterminées. Le deuxieme correspond au cas contraire, et les équations du mouvement vont
dépendre de coefficients completement arbitraires v,(q, p,t),a = 1...A.

3.2.4 Contraintes de premiere et de deuxieme classe

Revenons maintenant aux conditions de consistance que doivent vérifier les contraintes
primaires et secondaires ¢;,j = 1....J

{¢), HY + A {0, 0m} =0  m=1.M j=1.J (3.50)

ou J = M + K sachant que M est le nombre de contraintes primaires et K celui des
contrainte secondaires. Remarquons que si pour un certain indice j* on a les crochets
{¢;7, dm} = 0, I'équation ci-dessus se réduira a la forme simple

{¢;, H} ~ 0 (3.51)

et on perd completement tous les multiplicateurs A,,, ce qui veut dire que cette équation
n’impose pas de conditions sur ces multiplicateurs. Pour cette raison, on fait une distinction
fondamentale entre les contraintes dites de premiere classe et les contraintes de seconde
classe. Selon Dirac, on dit qu'une fonction F'(q,p) est de premiere classe si son crochet de
Poisson avec chacune des contraintes primaires et secondaires ¢;,j = 1...J est nul sur la
surface des contraintes. Autrement dit,

{F, ¢]} ~ 0 ~ {F, ¢J} = /ﬁ;jj’¢j/ (352)

ou les coefficients ;5 = kj;(¢,p) sont des fonctions de ¢ et p. Si par contre la fonction
F(q,p) n'est pas de premiere classe, elle est dite automatiquement de deuxieme classe
({F,¢;} & 0 du moins pour un seul j). Le hamiltonien total Hy par exemple est de
premiere classe par construction car les relations de consistance (3.50) s’écrivent aussi sous
la forme

{¢;, Hr} =0 Vj=1... (3.53)
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Dans un cas particulier, une contrainte ¢; (primaire ou secondaire) est appelée contrainte
de premiere classe si ses crochets de Poisson avec les autres contraintes sont faiblement
égals a zéro

{¢j,0;} =0 Vi=1...J (3.54)

I1 faut savoir qu’une contrainte primaire peut étre de deuxieme classe comme une contrainte
secondaire peut étre de premiere classe ; les deux classifications n’ont rien a avoir I'une avec
Iautre. Il est intéressant de savoir que Vj = 1...J, la (¢j)2 est de premiere classe.

Dans le cas du lagrangien L = %$2 + a9y + cos(z)Z — xy, nous avons deux contraintes
primaires ¢; = x —p, = 0 et ¢ = cos(z) — p, et une contrainte secondaire ¢3 = z + p,. La
contrainte ¢ est de premiere classe car {¢q, p1} = 0 = 0 et {¢9, 93} = 0 = 0 tandis que
les contraintes ¢ et ¢3 sont de deuxieme classe vu que {¢1,p3} =1 % 0.

Avant de terminer cette sous-section, il tres utile de vérifier que le hamiltonien H' et
les contraintes primaires ¢,,a = 1...A donnés par I’équation (3.46) sont de premiere classe.
En effet, on a vu que {H, ¢;} + Ay {dm, ¢} = 0 et que Vo, {dm, ¢} = 0, ce qui va se
traduire par

{Hl7¢j}

{Hc + AP, (b]} = {H07 (bj} + {Am(bmﬂ (bj}
{HC7 ¢j} + Am {Qbma Qb]} + {Ama Qb]} ¢m
0+ {Am, ¢} b~ 0 Vj=1.J

Q

{Qbaa ¢]} = {Vam¢mu Qb]} = %m {Cbm, Cbg} + {Vam7 ¢j} ¢m
20+ Vi 6} b =0 W5 =1...J.

De la méme maniere, il est aussi possible de démontrer facilement en utilisant la regle
de Leibniz et l'identité de Jacobi, que le crochet de Poisson de deux quantités F'(q,p) et
G(q,p) de premiere classe est une quantité de premiere classe.

3.2.5 Contraintes de premiere classe comme générateurs de symétrie
de jauge

Comme le montre ’équation (3.35), I’évolution d’'une grandeur F' = F(q,p), définie
dans l'espace des phases, est gouvernée par 1’équation

Fa{F H} +v,{F ¢.} (3.55)

ou les v,(q,p,t),a = 1...A sont des coefficients arbitraires qui peuvent dépendre du temps
et les ¢,,a = 1...A sont des contraintes primaires de premiere classe comme on vient de
le voir dans la sous-section précédente. Plagons nous dans le cas ou les contraintes ¢, ne
sont pas toutes nulles et supposons que nous connaissons les conditions initiales gy et py a
I'instant to, ce qui veut dire que Fy = F'(qo,po). A un instant ultérieur ¢t + dt tres proche
du premier (6t ~ 0), Notre grandeur F' va subir la variation

F(ty+0t) = Fy + F'6t (3.56)
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F ~ Fy+ {F, H'} 6t + v, {F, ¢} 6. (3.57)

Comme les coefficients v,(q,p,t),a = 1...A sont completement arbitraires, on peut les
choisir autrement. C’est a dire avec les coefficients v/, a = 1...A, on aura

F'(to+ 0t) = Fo + {F,H'} 6t + v, {F, ¢, } 0t (3.58)
ce qui nous donne la différence
OF = F' — F = 0t(v), — va) {F, dpa} - (3.59)

Posons g,(t) = 6t(v), — v,),a = 1...A pour avoir la forme

SF=F —F = 6F=c,(t){F ¢u.}. (3.60)

Les e4(t),a = 1...A sont des fonctions infinitésimales car dt est infinitésimal et arbitraires
car v, et v, le sont aussi. Donc la connaissance des conditions initiales n’est pas suffi-
sante pour déterminer I’état ultérieur de notre systeme a cause de la présence des coeffi-
cients v,,a = 1...A complétement arbitraires. Cela veut dire, que la solution générale des
équations du mouvement va contenir des fonctions arbitraires, ce qui est une propriété fon-
damentale des théories de jauge. En plus, I’équation (3.60) montre que la transformation
de jauge infinitésimale est générée par les contraintes ¢,,a = 1...A qui sont des contraintes
primaires de premiere classe.

Dirac va plus loin en postulant que les contraintes secondaires de premiere classe vont
générer elles aussi des transformations de jauge qui laissent invariant 1’état du systeme
étudié, ce qui est connu sous le nom de ”"conjecture de Dirac”. Il a méme défini un ha-
miltonien étendu Hp qui est égal au hamiltonien total plus les contraintes secondaires de
premieres classe ¢, multipliées par des coefficients arbitraires 0y(q, p,t) (Hg = Hp + Opp)
afin de prendre ces dernieres en considération. Mais a vrai dire, ce postulat qui fonctionne
presque tout le temps n’est pas juste, car on trouve dans la littérature des contre-exemples
qui le contredisent 7.

Afin de bien illustrer ces résultats, considérons d’abord le lagrangien L = M —xy
ayant une seule contrainte primaire ¢ = xp, — yp, car
oL . .
Pe = 5 =y (yi +2y)
. . = TPy — =0. I
e el A »

La condition de consistance gzﬁ ~ 0 va se solder par la relation 0 ~ 0, ce qui montre que
¢ = xp, — ypy est la seule contrainte de notre lagrangien et qu’elle est une contrainte de
premiere classe. D’apres Dirac, elle va générer une transformation de jauge infinitésimale
a ’aide de la relation

OF = c(t){F, ¢} = e(t) {F, xp. — yp,}

7. Pour plus d’analyse et de discussion voir les référence [1] et [2] page 21 et page 17 respectivement.
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ou F est une fonction définie dans l'espace des phases et £(t) une fonction arbitraire qui
dépend du temps. En particulier,

or=e(t)r Ody=—c(t)y Op,=—e(t)p. p, =e(t)p, (3.61)
d’ott I'on en déduit que
yor+zoy=0 = yor+yox + oy + xdy = 0. (IT)

Le lagrangien du départ L = — xy va alors subir la transformation

0L = (y& + zy) (yox + yot + yox + x0y) — (ydx + xdy)

et en utilisant (II), on obtient

0L = 0.

Il clair que ce lagrangien est invariant de jauge sous la transformation générée par la
contrainte primaire de premiere classe ¢1 = xp, — yp,.

Dans un deuxiéme temps, prenons le lagrangien L = (& — z)(y — x). Par définition, les
moments conjugués sont

Pe=Y—2 py=2—2 p,=0

ce qui donne naissance a la contrainte primaire ¢; = p, ~ 0. Sachant qu’a partir des
relations précédentes y = p, + x et & = p, + 2z, le hamiltonien canonique aura la forme
H. = p,p, + zpy + xp,. La condition de consistance pour la contrainte primaire ¢; = p,
est {¢1, H.} + M {o1,01} = 0 = p, = 0. La condition de consistance pour la contrainte
secondaire x; = p, est {x1, H.} + M {x1,$1} = 0 = p, = 0. La condition de consistance
pour la deuxieme contrainte secondaire x2 = py, est {x2, H.} + A1 {x2, 1} = 0= 0~ 0, ce
qui acheve le processus. Ces contraintes sont toutes de premiere classe vu que

X101} = {x2, 1} = {x1, x2} = 0.
D’apres Dirac, ces contraintes vont générer la transformation de jauge infinitésimale
OF = er() {F, ¢} + e2(t) {F, xa} +e3(t) {F) x2}

ou F est une fonction définie dans l'espace des phases et 1(t), €2(t) et £3(t) des fonctions
arbitraires qui dépendent du temps. En particulier,

dr =e9(t) dy=-e3(t) odz=¢1(t) 6p,=0 oJp,=0 Ip,=0.
mais comme p, =y — T, py, =& — z et p, = 0, on en déduit

0p, = 0y — dox 0py = 0% — 0z op, = 0.
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En utilisant les deux relations précédentes, on obtient
0=2E3(t) —ea(t) 0=263(t) —e1(t) = e1(t) =£&3(t)  ea(t) =£3(t)
et finalement, on aura
dr =¢é3(t) dy=e3(t) 0z =2E;3(t).
Le lagrangien L = (& — z)(y — x) va subir la variation

5L = (0 — 62)(j — o) + (i — 2)(8) — o)
= (&5(1) — E5(1)(5 — 7) + (& — 2)(Exlt) — &5(8) =0

Notre lagrangien est effectivement un invariant de jauge sous la transformation générée par
les contraintes de premiere classe (primaires et secondaires). Le hamiltonien étendu sera
alors Hp = Hr + 01x1 + Uyx2 ou les coefficients v1(q, p,t) et 02(q, p,t) sont completement
arbitraires.

3.2.6 Contraintes de deuxieme classe comme origine du crochet
de Dirac

Les contraintes de premiere classe génerent des transformations de jauge, qu’en est-il des
contraintes de deuxieme classe 7 Dans ce qui suit, on va supposer que toutes les contraintes
de notre systéme (primaires et secondaires) sont de deuxiéme classe et les notera &.,r =
1...R, ou les &,,, m = 1...M dénotent les contraintes primaires et les £, k=M +1..R=J
désignent les contraintes secondaires. On peut alors écrire les conditions de consistance
sous la forme

(&, Hr} ~ {&, Ho} + A &, Ent = 0 m=1.Metr=1.R. (3.62)

Il ne faut pas oublier que seules les contraintes primaires figurent dans ’expression du

hamiltonien total
Hr = H.+ \p.ém m=1...M. (3.63)

Ecrivons maintenant (3.62) sous la forme matricielle suivante :

et o a1 a T | :ﬁigﬂ _
- f . ; o [ N~T (3.64)

{§R;§1} {§Rv.§M} )‘;‘” i —{&;,Hc} i
N =]t T == {8, Ho) o — (€, HT (3.65)
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Donc [©] est une matrice avec R lignes et M colonnes. Introduisons la matrice carrée anti-
symétrique A = [{&,, &}, ., g qui est construite avec toutes les contraintes de deuxieme
classe et qui contient la matrice {2 comme bloc,

641 - &6t {&8mmt - {6, 8R)

{SR;Sl} {SR,‘SM} {SRaéM—‘rl} {fR,‘fR}

ol le bloc w est une matrice avec R lignes et R — M colonnes. Il est possible de démontrer
comme I’a fait Dirac,® que si toutes les contraintes sont de deuxieéme classe, le déterminant
det(A) #£0 = det(A) # 0. Comme notre matrice A est antisymétrique et son déterminant
est non nul, elle doit étre de dimension paire, car le déterminant d’une matrice anti-
symétrique impaire A est nul. Cela veut dire que le nombre de contraintes de deuxieme
classe d’un systéme singulier est pair. La matrice inverse de A notée A~! vérifie la relation

AN =0 ' " =1..R. (3.67)

A présent, soit le vecteur-colonne a R composantes

_>
— —— A
0 =M1 A2 ... A 0] = [A 0] = : 3.68
1 A2 A Q. Oroyr ] [ N ] (3.68)
Calculons le produit matriciel A 6 par bloc
X ~
A =0 5| =13 (3.69)
ensuite par comparaison avec (3.64), on aura 1’équtaion
_>
A ~T. (3.70)
Utilisons le fait que la matrice A est inversible afin d’arriver aux relations
%
0 ~AT'77 o 0.~Aln. r,r' =1..R (3.71)

mais comme ¢ = [X 0] = [\ Ay .Ay 0. 0, L 1%, cela va se traduire explicitement

par
O = Ay & A:nlr,nr/ m=1.M,r"=1.R
0, =0 A n. r=M+1.R, " =1..R.

Comme les éléments de matrice A sont les crochets {,,&}, r,r" = 1...R, on va désigner
212 . . _ —1 . . N s .
les éléments de sa matrice inverse A~ 'par {&,, &}, r,r' = 1...R, ce qui revient & écrire

= {&., 6} AL =g, 617" r,r’ =1..R. (3.73)

8. Consulter la référence [11] page 39 pour la démonstration.

(3.72)
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A Daide (3.65) et (4.29), on aura finalement les expressions des multiplicateurs \,,, m =
1...M.

Am = _{gmufT’}_l {é'r’ch} m=1...M, r=1.R
0~ —{&. &6} {6 He} r=M+1.R, ' =1..R.
L’équation d’évolution d’une grandeur F(q, p) est donnée par F' ~ {F, H.}4+Ap, {F, &} -
Avec les nouvelles valeurs des multiplicateurs ),,, on peut réécrire les choses sous la forme

Fa{FH}—{F &} {&m &0} {6 HY  m=1.Metr' =1..R. (3.75)

Puisque d’apres (3.74), — {&,, &} ' {&, H.} =~ 0 pour r = M + 1...R , rien ne va changer
si on écrit

(3.74)

Fr{FH}—{F &y {6, &) & HY  rr' =1..R. (3.76)
En posant
{F.Ho}p = {F H} = {F.6}{& &) {6, He (3.77)
I’équation précédente va avoir la forme réduite
F~{FH},. (3.78)

Nous avons ainsi défini le crochet de Dirac {F, H.}, de F et H.. La généralisation est
immédiate au cas de deux fonctions f et g de I'espace des phases dont le crochet de Dirac
est donné par

{fvg}D = {fvg} - {fu gr} {graér’}il {fr’,g} . (379)

Sachant que toutes les contraintes &,.,7 = 1...R doivent satisfaire les conditions de consis-
tance {&., Hr} ~ 0, il est facile d’obtenir la propriété

{Fv HT}D = {F7 HT} - {Fa g?"} {57"751“’}71 {57“’7 HT}zO

{F,Hp}, ~{F Hp} ~ F. (3.80)
En particulier, les équations de Hamilton peuvent alors se mettre sous la forme condensée
Gi~{q, Hyp 3 pi~A{pi,Hlp i=1.N (3.81)

ce qui nous rappelle les équations de Hamilton écrites a 1’aide des crochets de Poisson
dans le cas régulier. Il ne faut pas perdre de vue que ces équations sont écrites en terme
d’égalités faibles, ce qui signifie qu’elles s’appliquent sur la surface des contraintes la ou les
&=0r=1..R.

Le crochet de Dirac a les mémes propriétés que le crochet de Poisson en plus de quelques
autres. Autrement dit, si a et § sont deux réels, f, g et h trois fonctions qui dépendent de
q et p, alors

{frotp=—19.ftp = {f.flp=0
{af+Bg.htp =a{f h}p +8{g, h}p
{fo,hyp=flg,h}p+1{fihipg

{fAg.ht}p +{nAf. 9}tp +{9.{h, [}}p =0
{f7§r}D =0

{f.G}p={f.G}

(Antisymétrie)

(Linéarité)

(Regle de Leibniz)

(Identité de Jacobi)

(& contrainte de deuxiéme classe)
(G fonction de premiere classe)
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Essayons de vérifier les deux dernieres propriétés.
1. La cinquieme propriété :

{fa fr”}D - {f’ gr”} - {fa fr} {ém 57“’}71 {gT’a €T”}
- {f7 57“”} - {fa gr}érr” = {f7 57“”} - {fa gr”} = 0.

Cette propriété montre que les crochets de Dirac sont compatibles avec les contraintes de
deuxieéme classe &.,7 = 1...R et qu’on peut les remplacer (ces contraintes) directement par
zéro dans ces crochets quand elles y figurent avant méme de les calculer.

2. La sixieme propriété (voir (3.52)) :

{f> G}D = {f, G} - {f> 67“} {51“7 fr’}_l {57”” G}zo ~ {f> G} :

Cela veut dire que sur la surface des contraintes, les crochets de Dirac contenant des
fonctions de premiere classe se réduisent aux crochets de Poisson.

Nous allons terminer cette sous-section par l’'exemple du lagrangien L = % + xy — 2y,
qui a une contrainte primaire ¢; = p, —x ~ 0 et une contrainte secondaire ¢ = p, +x ~ 0.
Comme {¢1, 2} = —1 # 0, ces contraintes sont de deuxieéme classe et on va noter & = ¢y,
et & = ¢o. La matrice des contraintes dans ce cas est

sLt SO [03] - w[5)

et le crochet de Dirac de deux fonctions f(q,p) et g(q,p) est

{f.9}p={f9y —{/.&} AL {&. g} — {f. &} A% {&. g}
{f.9}p =4f. 9} —{f.py — 2} {ps+ 2.9} +{f, 0o + 2} {py — 2, 9}

Apres un calcul direct, les crochets relatifs aux variables fondamentales seront

{z.y}p = —1 {@,pa}p =0 {z,py}p =0
v, pe}p =1 {v,pytp=1 {pz,py}p =0. (3.82)

On remarque que {z,y}, # 0 et que {z,p,}, # 1, ce qui constitue une grande différence si
on compare avec les crochets de Poisson. A partir du hamiltonien canonique H, = %ﬁ + zy,
on peut obtenir les équations du mouvement a l'aide des relations & ~ {z,H.},, y =~
{v,H.} s D2 = {pes He} et py = {py, H.} ), comme suit :

—Pz + Y
—X.

TR - YR
P =X py%

Ces équations prises avec les contraintes p, —x = 0 et p, + 2 = 0 contiennent les équations
T =19 —yet x=—x quine sont que les équations d’Euler-Lagrange obtenues a partir du
lagrangien du départ L = %2 + xy — xy.
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3.2.7 Symétrie de jauge et crochet de Dirac

Plagons nous maintenant dans le cas mixte d’un lagrangien singulier présentant des
contraintes de premiere classe 7,, s = 1...5, susceptibles de générer des transformations de
jauge et des contraintes de deuxieme classe &.,7 = 1...R (R est pair). Pour fixer la jauge,
introduisons des conditions supplémentaires (s (¢, p) ~ 0,s = 1...5 dont le nombre est égal
au nombre des contraintes de premiere classe. Ces conditions de fixation de jauge doivent
étre préservées dans le temps

(R {CG H =0 = {CG HY+ M {C om0 m=1..M. (3.83)

Ces équations prises avec les autres conditions de consistance relatives aux contraintes v,
et &, doivent fixer les multiplicateurs A, définitivement sans donner naissance a d’autres
contraintes (secondaires) ou nous conduire a une contradiction. Cela veut dire que si on
pose (Y, ViV s Ui Upigirs - Vrins) = (oo §s Ve o V3 s -5 G ), I'ensemble
des ¢, ,h = 1...R + 25 sera le nouveau ensemble de contraintes de notre systeme et elles
seront toutes de deuxieme classe. On peut ainsi définir la matrice des contraintes

{1#1,%} e {wl?wR+25}

A= (3.84)

{wRH's? 1/’1} U {wRus;wmzs}

Cette matrice est inversible vu que nos nouvelles contraintes sont de deuxieme classe (A™!
existe). Un raisonnement analogue au raisonnement fait précédemment nous permettra de
définir le crochet de Dirac

{f.a}p=1{f9} =1/, %}Aﬁ/{whmg} h,h' =1..R+ 28S. (3.85)

De ce fait, on a converti un systeme ayant des contraintes de premiere classe en un
systeme avec seulement des contraintes de deuxieme classe a ’aide de conditions de fixation
de jauge, ce qui nous a permis de définir le crochet de Dirac qui va jouer un role crucial
dans la quantification canonique de ce type de systemes singuliers.

Le lagrangien L = %3'52 + 2y + 2%%2 — xy a deux contraintes primaires (¢ = x — py, o =
2% — p,) et une contrainte secondaire x; = ¢3 = x + p,. Les contraintes £; = ¢ et & = ¢3
sont de deuxieme classe alors que la contrainte v; = ¢o est de premiere classe. Fixons la
jauge avec la condition supplémentaire (; = z &~ 0 vérifiant la relation {(;,71} = —1 % 0.
A partir de Pensemble {1y = 22 — p,, s = & — p,, 3 = T+ p,, ¥4 = 2}, on aura la matrice
des contraintes

0 0 0 1 0 0 O -1

- o 0 10 Lo loo -1 0
A= [{¢h’¢h'}h,h’:1...4:| - 0 —1 0 O = A o 0 1 0 0
-1 0 0 0 1 0 0 0
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car le déterminant det (A) = 1. On en déduit I’expression suivante du crochet de Dirac

{f g}D ={f.9} —{/, wl}Aﬂl (Y4, 9} — {f 92} A531 {43, g}
- {f7 2/’3} A3721 {¢2,g} - {f7 ¢4} Azﬁl {¢17g}

{f,9}, ={f, 9} +{F, i3 {bba, g} + {1, ba} {ubs, 9} = {fs s} {42, 9} — {f v} {1, 9}

Si on considere le cas des variables canoniques (z,y, 2, pz, py, P-) , on aura les 15 crochets
de Dirac suivants :

{I7y}D:_1 {ZE,Z}DZO {yvz}DZO
{xapw}DZO {xvpy}DZO {‘r’pz}D:O
{y.p:}p=-1 {vptp=1 A{y.p:}p=0
{z:p:}p =0 {Z7py}D =0 {zp.}p=0
{pmpy}D =0 {pep:}p=0 {pyvpz}D = 0.

3.2.8 Quantification canonique des systemes avec contraintes

Maintenant, ayant une image assez complete de la formulation hamiltonienne classique
des systemes avec contraintes, il faut trouver le moyen de leur donner une version quantique.
Deux cas se distinguent : le cas ou toutes les contraintes sont de premicre classe, et le cas
ou elles se mélangent avec des contraintes de deuxieme classe.

1. Quantification de Dirac des systéemes avec seulement des contraintes de
premiere classe

Il est possible, selon Dirac, de quantifier ce genre de systemes en gardant les mémes
relations de commutation relatives aux systemes réguliers, a condition que la fonction
d’onde vérifie certaines conditions supplémentaires dues a la présence de ces contraintes.
Autrement dit, soit un systéeme ayant seulement S contraintes vs,s = 1...S toutes de
premiere classe. Cela veut dire que

{%,%'} ~0 < {’757/78’} = Css!s""Ys" S, 8/7 s"=1..8 (386)

ou les cyys sont des fonctions des coordonnées et des moments conjugués. Comme le
hamiltonien H' est de premiere classe (page 97), il s’en suit que

{7, H} =0 & {7, H'} = bsgs s, s =1..8 (3.87)

ol les bsy sont aussi des fonctions des coordonnées et des moments conjugués. Pour faire
le passage vers la mécanique quantique, cherchons d’abord des opérateurs hermitiques ¢;
et p; agissant dans un espace de Hilbert tels que leurs commutateurs soient
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ou N est le nombre de degré de liberté de notre systeme. Ensuite, a ’aide de ces derniers,
il faut faire correspondre aux contraintes v, s = 1...5 et au hamiltonien H' des opérateurs
hermitiques 95, s = 1...5, H' vérifiant les relations de commutation

[Fss 5] = Cosrsn Vs s, H'] = bsAs (3.89)

ou les Ceorgr €t ISSS/ sont les opérateurs associés aux coefficients ¢,y ¢ et by respectivement.
Pour une raison qui viendra juste apres, il est trés important que ces opérateurs (Csy g €t
i)ss/) soient a gauche des opérateurs 45, s = 1...5 dans les expressions ci-dessus. Maintenant,
on peut écrire I’équation de Schrodinger

0 N
ih—U = H'U. 3.90
T (3.90)
Classiquement nous avons v, = 0, s = 1...5, ce qui va se traduire dans le domaine quantique
par les équations supplémentaires sur la fonction d’onde ¥

40 =0 s=1.8. (3.91)
Il est tres utile de remarquer que

[’A}/sa ﬁ/s’]\ll = (fa/s:Ys’ - ’A}/s/’A)/s)‘Ij = ’A}/s(f%’qj) - :Ys’ (PAYS\I]) =0 (392)

or d'un autre c6té, [Ys, Ys'| = 575, c€ qui implique que

[’3/87,3/8’]\1/ = éss’s”ﬂ/s”\:[j = éss’s”(&s”\l}) = 0 (393)

Les deux équations donnent les mémes résultats sans anomalies. Le raisonnement est ana-

A

logue avec les commutateurs [y, H'], car

(o HYJ = 3 (HW) — H'(300) = 4,h o) = B0 (,0) = 0. (394)

Nous avons utilisé le fait que les contraintes 7, = ’Ys((i, p) ne dépendent pas du temps, du
coup, [%,%] = 0. D’un autre c6té, comme [¥,, H'| = bsy9s, on aura I'implication

Bg, HU = byy () = 0. (3.95)

C’est pour ces raisons qu’il faut que les opérateurs ¢,y et ?)SS/ soient a gauche des
opérateurs 7,, s = 1...S dans les expressions des commutateurs ci-dessus. Ceci étant fait, il
nous reste un probléeme majeur car on ne peut pas toujours étre dans cette situation vu que
les opérateurs ne commutent pas entre eux et que leur ordre est tres important, contraire-
ment aux variables classiques. La non-commutativité est une propriété liée profondément
a la physique.

Un bon exemple pour mettre ces résultats en pratique est ’étude du lagrangien L =
22+ 2y+yz—V (z) ayant les deux contraintes primaires v, = p,—z ~ 0 et 7 = p.—y = 0.
L’algorithme de consistance montre qu’il s’agit des seules contraintes et que H' = H.,
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%pi +V (). Puisque {p, — 2, p. —y} = 0, nos contraintes sont de premiere classe, donc pour
quantifier le systeme décrit par ce lagrangien, les opérateurs correspondant aux variables
fondamentales doivent étre les mémes utilisées dans le cas régulier. Autrement dit,

r=u U=y 2=z

0 0 0
5, = —ih s _in? 5, = —inl
P o Py ! dy P a2

et donc . ,
H' = 357 + v(#) = —hgz + V(2)

%Zﬁy_fé:_ma%_z %Zﬁz—@:—ih%—
Classiquement nous avons {7,772} = {71, H'} = {79, H'} = 0, ce qui va étre transposé au
cas quantique pour donner les commutateurs

vl = [0 8] = [ 7] = [snsiny | = ity ] =0

Ces opérateurs commutent, donc il est possible de leur trouver des fonctions propres com-
munes. La fonction d’onde décrivant 1’état quantique de notre systeme W = W(x,y, z,t)
sera alors une solution du systeme d’équations ih%\ll = H'VU, 31V =0 et %V = 0. Expli-

citement,
2

WSl = -5 + V(x)W
—ihGr — 20 =0 —ihL — y¥ = 0.

2. Quantification des systémes avec contraintes de deuxieme classe

Maintenant, supposons que notre systéeme ne possede classiquement que des contraintes
de deuxieme classe &.,r = 1...R. Ici, il n’est pas possible de quantifier en imposant des
conditions de type fr\Il = 0 comme on vient de le faire précédemment. En effet, ces condi-
tions impliquent

€& ¥ = (&b — €)W =& (§0) =& (60) = 0. (3.96)

Mais classiquement on a au moins un crochet {,, &} #0 ce qui va se traduire sur le plan
quantique par le commutateur [&,, & ] # Cpprpn&pr, d’OU

[, &)W # 0. (3.97)

Ces deux équations sont incompatibles 'une avec 'autre d’ou I’anomalie.

C’est ici que le crochet de Dirac va trouver sa raison d’étre car il est compatible avec
les contraintes secondaires. Par analogie au cas régulier (sans contraintes), on va quantifier
canoniquement notre systeme en imposant aux opérateurs de satisfaire les relations de
commutation
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fa] = £ @) 9(@p) = ib{f (@.).9(0.)}p (3.98)

ol f et § sont les opérateurs hermitiques associés aux fonctions f (q,p) et g(q,p) définies
dans I'espace des phases. Autrement dit, le crochet de Poisson a cédé sa place au crochet
de Dirac dans la quantification canonique, en particulier,

[diaCji’] = ih{@li,%"}p [@i,ﬁi'] = ih{@liapi'}p [ﬁuﬁi'} = ih{phpi’}[) i>i, =1..N. (3-99)

Pour trouver de tels opérateurs vérifiant de tels commutateurs, on peut se servir de nos
contraintes de deuxieme classe en imposant que fr =&.(¢,p) = 0,7 = 1...R. Ainsi dans la
représentation de Schrodinger, 1’équation d’onde décrivant notre systeme sera
0 o
ih=VU =H (¢, p)V. (3.100)
ot

Cette procédure se généralise facilement au cas ot notre systeme possede des contraintes
de premiere classe en plus des contraintes secondaires. Nous avons déja vu qu’a 'aide de
conditions de fixation de jauge, il est toujours possible de définir des crochets de Dirac en
présence de contraintes de premiere classe. Une fois que cela est fait, nous n’avons plus
qu’a utiliser la procédure présentée ci-dessus (3.99). Il est méme possible de procéder de
cette maniere quand toutes les contraintes sont de premiere classe en fixant la jauge au
lieu d’utiliser la quantification de Dirac déja discutée dans la sous-section précédente.

Mais comme dans le cas de cette derniere, le probleme de la non commutativité des
opérateurs dans le domaine quantique, rend les choses tres délicates car 'ordre est tres
important et a des conséquences physiques. A cela s’ajoute le fait d’inverser la matrice des
contraintes qui peut conduire a des crochets difficiles a satisfaire par les opérateurs associés
comme dans le cas du lagrangien L = % + 2y — V(z,y) qui semble trivial et qui donne
naissance au crochet de Dirac {z,y}, = difficile a réaliser du fait que x et y
ne commutent pas.

En mécanique classique, le probleme d’un point de charge ¢ et de masse m se déplagant
dans le plan xy sous l'infuence d’un champ B= Bok magnethue ‘homogene orienté dans
la direction z, peut étre décrit par le lagrangien L = mv + AT —qV ol ¥ = (x Y)

1
T 1402V (zy)

est le vecteur vitesse, A= A(:B,y) est le potentiel Vecteur du champ magnétique B et
V = V(x,y) est le potentiel scalaire. Dans la jauge A= % (—y7+ :vj) , le lagrangien
devient apres simplification

4By

— (29 —yz) — qV (z,9).

L=2(2 4% + 5

2
On va considérer la limite ou % >1= q%o <L1l= q%o ~ () qui correspond a un champ
magnétique tres intense, dans ce cas, on peut négliger le terme de masse et le lagrangien
va devenir linéaire par rapport aux vitesses

QBO
2

L= (g —yz) — qV (z,y).
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Nous sommes alors en présence de deux contraintes primaires ¢; = p, + %y ~ 0 et
P2 = py — %x ~ 0 qui vont nous permettre de construire le hamiltonien canonique
H, = qV (z,y) . Le hamiltonien total Hr = H.+A1¢1+ Aa¢s et les conditions de consistance
{¢;, Hr} ~ 0 vont déterminer les multiplicateurs A\; et As.

ov 1 [0V
{01, He} + Ao {01, 02} = 0 = U5 +XqBy =~ 0= Ay & B (%>

oV 1 [oV
JHoF+ A , 0= —qg— - M¢By=0=> X\~ — | — ).
{#2 } 1102, 01} q(’?y 1450 1 Bo (83/)
Par conséquent, on n’a pas de contraintes secondaires et comme {¢y, ¢2} = qBy & 0, les
deux contraintes ¢; et ¢o sont de deuxieme classe. Il sera commode alors de les noter &; et
&5 dans cet ordre. Calculons maintenant la matrice des contraintes A.

B 0 1 L1 o <1
smam[ O] = e [

A ce stade, il est possible de définir le crochet de Dirac de deux fonctions f et g par
I’expression

(f.0}o=1{f 0} + ﬁ( (.6} € g} — (1.6} (61.9)).

Dans ce cas particulier, les crochets non nuls des variables fondamentales sont

! 1 1 9By
{xay}D —_ {l‘7px}D = — {y7py}D —_= 5 {px’py}D — _T

4By 2
Les opérateurs correspondants , ¥y, p, et p, qui doivent étre hermitiques vont vérifier
les relations de commutation

. ih . iR iR ifi

= T 5 ] — & ) - T = ——¢qB
[z, 7] e 2, ] 5 9, Dy] 5 [P, Dy 1 4Bo

tandis que les autres commutateurs doivent étre nuls. On remarque déja que le commuta-
teur [z, 9] est différent de 0, ce qui peut conduire a une sorte de ”géométrie non commuta-
tive”. Dans la représentation de Schrodinger, il est possible de réaliser la premiere relation
en choisissant d’'une facon symétrique

. ih 0 . n th 0 0
T=x— — = —.
2q By Jy y=v 2qBy 0x
Les opérateurs p, et p, s’obtiennent en transposant les contraintes p, + %y =0 et

B, . . N .
py — %22 = 0 au domaine quantique, c’est-a-dire,

~ Bg ~ ~ Bo »
Pe+9529=0 = po=-527
ﬁy—%ﬁ::O = ﬁy:%j
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En utilisant les relations (I), on obtient les opérateurs recherchés

L . qBO ih 0
=TT T T gy
Maintenant, si on met de coté le probleme de 'ordre des opérateurs, il est possible d’écrire
I’équation de Schrodinger sous la forme
ih%—‘f =H.U ; ih%—\f =qV (z,9) V.

Pour récapituler, nous avons commencé par un lagrangien linéaire par rapport aux
vitesses ce qui a donné naissance a deux contraintes primaires de deuxieme classe. A I'aide
de ces contraintes, nous avons construit les crochets de Dirac ce qui a rendu possible la
quantification canonique. Finalement nous avons écrit I’équation de Schrédinger apres avoir
choisi les bons opérateurs différentiels vérifiant ’algebre des commutateurs.

3.3 L’approche de Faddeev et Jackiw

Nous avons vu dans la section précédente que le formalisme développé par Dirac est
tres puissant et cohérent mais il nécessite beaucoup de concepts comme la classification en
contraintes de premiere et de deuxieme classe ainsi que le calcul d’'un nombre considérable
de crochets de Poisson. En 1988, une autre méthode d’étudier les systemes singuliers a vu
le jour sous la direction de Faddeev et de Jackiw. Leur approche repose sur la géométrie
symplectique qui consiste d’abord a linéariser le lagrangien par rapport aux vitesses et
ensuite a inverser la matrice symplectique obtenue a ’aide des équations d’Euler-Lagrange.
L’intérét principal de leur méthode c’est qu’ils arrivent dans beaucoup de situations a
dériver directement les crochets de Dirac avec le moins possible de concepts et sans calculer
aucun crochet de Poisson contrairement a la démarche de Dirac.

3.3.1 Linéarisation du lagrangien par rapport aux vitesses

Considérons le lagrangien singulier autonome L(q;, ¢;), @ = 1...N dont la matrice hes-

sienne [ 6‘2_26% } est de rang R < N. Cela veut dire qu’il est possible d’inverser les équations
10q;

pi = g—é(qj, ;) seulement par rapport a R vitesses généralisées ¢,,a = 1...R en les écrivant
comme étant des fonctions des autres vitesses, des coordonnées généralisées et des moments
conjugués

do = fa(q;, b, 4p) a,b=1.R;6=R+1.N;j=1.N (3.101)

et les autres relations ne sont que les N — R contraintes primaires
o = Da — 9a(4;, Db) b=1.R,a=R+1..N;j=1..N. (3.102)
Le hamiltonien canonique sera alors

H = p4; — L(q), 4j) = Pada + Pada — L(g;, 4b, 45) a,b=1.R;a,f=R+1.N
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Soit
H = pofa(qjpv:d8) + 9a(@5,P6) 40 — L(q5, fo(qks e, Gy), 43) (3.103)

ou i,j,k = 1..N; a,bc = 1..R et a, 3,7 = R+ 1...N. On se propose maintenant de
démontrer en utilisant (3.101) et (3.102) que ce hamiltonien H = H(g;, p,) ne dépend pas
des vitesses généralisées, ce qui revient a vérifier que g—i =0,p= R+ 1...N. Nous avons

3L(q], fb(q.lcapcv Q’y)a Aﬁ)
94,

aL(prb(QhPc»%)aQﬁ) aL(q]aFINQB)

94, 94,

|Fb:fb(‘Zk7p07qW) + |A6=457

or

9 .
6—.L(qj, Lo, 48)|ry=fo(as.edy) = Pp = 9o(d5: b)
dp
car p, = £ = g,(4j, 1), p = R+ L., et

aL(Qj?fb(qpraq"y)?A,B) o aL(QjafbaAﬂ)

IA o |A . afa(QkameJ’y) .
8qp B=4p 8fa B=4p .

_ Gfa(qmpcv(j’y)
8% a :

94,

car go = fo(qr, Pe,4y),a =1..R et p, = gTI;. Cela revient a dire que

afa(Qkupm Q’y)

0 N
——L(qj, [o(qr, Pes 4y), 48) = 9p(a5, ) + Pa 9
P

94,

O0H

A présent, en utilisant (3.103), il est facile de vérifier que 54, = 0 comme suit :
P

OH afa(Qjapbaqﬁ) 9 : .
=P+ 9a(@: Po)00p — 7 L(aj, folars Pes dy),d8) =0 C.QF.D.
6% 3qp J p aqp J v/ 48
Pour avoir un lagrangien linéaire par rapport aux vitesses, il suffit d’utiliser la trans-

formation de Legendre H = p;4; — L et les contraintes (3.102). En effet,

L = pi¢; — H(q;,Pa) = Paba + Pala — H(qj, pa) (3.104)

d’ou

L(4j, 45, pv) = Pada + 9a (a5 Pb)da — H (g5, D) (3.105)
ot a,b = 1..Rjae = R+ 1..N et i,j = 1...N. Le lagrangien L(g;,q;,ps) dépend de N
coordonnées généralisées et de leurs vitesses généralisées auxquelles s’ajoutent R moments
conjugués ce qui est le prix de transformer le lagrangien de départ. Pour appliquer les
équations d’Euler-Lagrange a ce lagrangien, il faut voir les g; et les p, comme étant des
variables indépendantes et pour ce faire il ne faut surtout pas remplacer les ¢, par leurs
expressions données par (3.101). En effet, nous aurons

d 8L __ dL - 9gp(gjpy) - OH(gj.pp)

Wi O - PaT= "o I8 9da

d oL _ dL d A _ Og98(g5.p) o OH(g;,pp)

4t 94e  Oqa = dtgoe(qub) = T 8q. 48 e (3.106)
d oL __ 8L _ 99s(q5,ps) - OH(d;.ps)

dt Opa ~ Opa = 0 = a + Opa B Opa
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d’ou les N 4+ R équations différentielles

_ 99(g5,p) - + OH(g;,p) _

pa 0qa 0qa

990/(q;,0b) + 095(q5,P6)  99a(qj,pv) \ - 990 (q;,Pp) - OH(qj,pp) __

T o ch—( bas T o4, b)qﬁ+ o e + T = 0 (3.107)
G + agﬂézivpb) s — 3H((9§{7J;Pb) —0.

ou a,b,c =1...R et o, = R+ 1...N. Ces derniéres prises avec les contraintes (3.102) sont
équivalentes aux équations qu’on peut obtenir a partir du lagrangien de départ L(g;, ),
1 = 1...N qui n’est pas forcément linéaire par rapport aux vitesses généralisées ¢;, 7 = 1...IV.

Prenons comme exemple, le lagrangien L = M + e‘“’% + sin(z)w — #, alors les
moments conjugués seront

YZ  pw = sin(z)

Pe=d+ay py=x(d+ay) p.=e
d’ou 'on en déduit 'inversion
T =p, — 2y Py = TPz z=eYp, Pw = sin(z).

En remplacant dans le hamiltonien H = @p, + yp, + Zp. + wp, — L, on obteint

2 2 2
D P ZW
H =22 4wtz =7
2+6 2—|— 7

et le lagrangien linéaire L = p, + yp, + 2p. + wp,, — H sera alors

p_i_|_6wp_2+2_w2>_

1
5 5 5 (3.108)

L = pyi + xpy + p.2 + sin(z)w — (

Les variables indépendantes maintenant sont z, y, 2, w, p, et p, contrairement au moments
Py €t Py, qui sont donnés par les relations p, = xp, et p,, = sin(z) (des contraintes).

3.3.2 Principe de la méthode de Faddeev-Jackiw

Afin de traiter les variables ¢;,7 = 1...N et p,,a = 1...R sur le méme pied d’égalité et
mettre le lagrangien (3.105) sous une forme condensée, introduisons les nouvelles variables
€= (&,&,...,ENyr) définies par & = ¢;,1 = 1...N et Eniq = Pa,a = 1...R. Alors

L=A[(&)é — H(E) I=1.N+R (3.109)

ou Ay(§) = pa,a = 1..R, Au(&) = ga(qj,m), = R+ 1..N et Ayia(€) = 0,a = 1...R.
Autrement dit,

é': (517527 "'7§N7 "'7§N+R) = (ql)qQ7 -y 4N, P1, P2, "'7pR) (3 110)
A(g) = (A17A27 "'aAN-‘rR) = (p1’p27 -+»PR; 9R+1, "'7gN707 ,0) '
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Notre lagrangien est autonome linéaire par rapport aux vitesses, et les équations d’Euler-

Lagrange %g—é — g—gL[ = 0 nous conduisent aux relations
0A; - 0A;. OH
— = 0. 3.111
&Y a6 o G
Apres transformation
0A; 8A[> : oOH
= _ = = 3.112
(5 e &= (3112)
soit SH
frs &) == I,J=1..N+R. (3.113)
23]

0A;  0Ar

A ce stade on voit bien apparaitre la matrice symplectique fr; = ( e~ o

) qui est une

matrice antisymétrique.
Le hamiltonien canonique obtenu a partir du lagrangien précédent sera exactement
H(&) et les équations canoniques dont on suppose 'existence doivent étre de la forme

& ={¢&, H} {§I,§J} (3.114)

3&

Pour l'instant, on va mettre du coté la nature du crochet {,}. Pour aller de 'avant on
distingue deux cas : le premier est lorsque la matrice f est inversible et le deuxieme cor-
respond au cas contraire. Si la matrice f~! existe, il est facile d’utiliser (3.113) pour avoir

la relation
= g — 3.115
51 1J 9& ( )

et une comparaison directe avec (3.114) nous permet d’avoir les crochets

(&6} = fry- (3.116)

Nous avons ainsi obtenu les crochets relatifs aux variables fondamentales d’ou la possibilité
de procéder a une quantification canonique, car le crochet {7, &} n’est rien d’autre que
le crochet de Dirac de & et £; obtenu par 'approche de Faddeev-Jackiw.

Maintenant, examinons le cas ou la matrice f est singuliere de rang Ry < N + R. Dans
ce cas, elle a N + R — R; modes-zéros v'™(¢) indépendants (m = 1...N + R — R;) vérifiant
la relation

oM f =0 o™ 1, =0. (3.117)

La multiplication & droite de (3.113) par I'un des v(™ va en principe donner naissance aux
contraintes ?

JOH
9%r

9. Il se peut qu’on n’obtient pas de contraintes, seulement des identités de type (0=0). Cela est dii a la
présence de symétrie de jauge dont le traitement est expliqué ci-dessous.

0:1)[ = om(§) m=1.N+ R — R;. (3.118)
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Ces contraintes ¢,,(£) = 0,m = 1...N + R— R; sont des relations entre les £, 1 = 1...N+R
qui doivent se conserver dans le temps

d O

Equ = af[ f] =0. (3‘119)

ém:

Pour ce faire, on va ajouter au lagrangien (3.109) ou bien des termes de la forme (Am%f 1) ,

ou bien de la forme '° (Am¢m(£ )> et il en résultera un nouveau lagrangien linéaire par rap-

port aux &; et A, ayant 'expression
L=A &+ om@An—H(E)  I=1.N+Rm=1.N+R—R,.  (3.120)

Il faut que cela soit clair, les A\,,,, m = 1...N+ R— R; doivent étre traités comme de nouvelles
variables indépendantes. Apres une petite transformation, les équations d’Euler-Lagrange

cette fois-ci seront
(%’? AR (3.121)
e § g =0.
Ces dernieres équations traduisent la conservation des contraintes ¢, au cours du temps.

Réécrivons les équations précédentes sous forme matricielle

[<%_%> B&H&]:[Q_g] (3.122)

_ 9¢m
5 0 A 0

7

4

ou la nouvelle matrice f est carrée antisymétrique de dimension (N + R)+(N + R — R;) =
2(N + R) — Ry. A ce stade, on distingue trois cas :

1. f est inversible et les crochets fondamentaux s’obtiennent & I'aide de f~!. Autrement
dit, {£1,€,} = f;} et lalgorithme se termine ici.

2. f est singuliere mais les modes-zéro ne donnent aucune nouvelle contrainte, signe
de présence de symétrie de jauge. Dans ce cas, des conditions supplémentaires (,(£) = 0
sont nécessaires afin de fixer la jauge. On les introduit dans le lagrangien (3.120) en lui
ajoutant des termes de la forme w,(,(£) ou les w, sont des multiplicateurs, ensuite il faut
écrire les équations d’Euler-Lagrange par rapport aux variables &7, A\, et w,. Le choix et
le nombre de conditions de jauge (,(£) doivent se faire de telle sorte & avoir une nouvelle
matrice f inversible d’un seul coup, ce qui va nous donner les crochets {£;,&;} = f I_Jl. Cela
veut dire que les conditions de jauge doivent étre indépendantes des autres contraintes et
aussi indépendantes entre elles.

3. f est singuliere et la recherche des modes-zéro se solde par I'obtention de nouvelles
contraintes, il faut alors les ajouter au lagrangien (3.120) avec des multiplicateurs, ensuite
recommencer la procédure a partir de zéro avec le nouveau lagrangien qui en résulte.

10. En effet, A, dag" & = *( G (€)) = Anm (€).
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Il faut continuer dans cette démarche jusqu’a ce qu’on obtient les crochets {&;, &}, soit
par une matrice f inversible, soit apres fixation de jauge. Une fois que cela est fait, on
peut proceder a une quantification canonique a 'aide de ces crochets. Il est clair a présent
qu’avec Faddeev et Jackiw, on ne fait pas de distinction entre les contraintes contrairement
au formalisme de Dirac.

3.3.3 Exemples d’application

1. Nous considérons d’abord le probléme simple d’une particule non relativiste de charge
q et de masse m, en présence d'un champ magnétique intense constant ﬁo orienté dans la
direction z. Dans ce cas, le terme de masse peut étre négligé et le lagrangien se réduira a

la forme
_ qBo

L === (2y —yi) — qV(z,y).

Ce lagrangien est déja linéaire par rapport aux vitesses et les d’Euler-Lagrange peuvent se

mettre sous la forme
0 1\[4@ g2y
20\ 4 ¢ = oV (z,y)
Yy q By
—_——

f

N B, . . 5N .
oun= qTO. La matrice f est non singuliere et son inverse est

f—lzi < 0 —1 ) — ( {$,$} {x,y} >
n\1 0 {v,z7 {y v}
et on conclut que {z,y} = —i = —q%o. Pour calculer les autres crochets, on peut utiliser
le fait qu’ici p, = —ny et p, = nx.

2. Dans un deuxiéme cas, considérons le systéme décrit par le lagrangien

1
L =3(yi +wj)’ —zy.

En utilisant le fait que p, = %, on obtient le hamiltonien canonique H = %Z_% + 2y, ce qui

nous permettra de linéariser le lagrangien précédent a I’aide de la relation L = @p,+yp,—H.

Autrement dit,

. oxz. 122
L=zt+—y—-— —2y
yooo2y

ol 2 = p,.
Les variables indépendantes sont maintenant x, y et z, et les équations d’Euler-Lagrange
vont prendre la forme matricielle

0 % —1 i Y

1 £ 0 z =
Y , Y
!
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La matrice f est antisymétrique singuliere vu que det(f) = 0. Le seul mode-zéros est
( —z y 2z ), mais cela ne donne pas naissance a de nouvelles contraintes. Donc, la matrice
f reste toujours singuliere et on a pas de contraintes, ce qui est le signe que nous sommes
bien en présence d’une symétrie de jauge. Nous choisissons la condition de jauge y = 1 en
ajoutant le terme w(y — 1) au lagrangien du départ afin d’avoir le nouveau lagrangien

1 2
L:zj:—l—%y—é%—xy—l—w(y—l)
et les équations d’Euler-Lagrange
0O 2 —-120 i Yy
z 4 x . 22
1 £ 0 0 z =
y ) y
0 -1 0 0 w 0

¥

La matrice f~! existe et elle est donnée par

0 01 ¢ {z,2} {z,y} {z.2} {20}
pro| 000 =1 {v.2} {y.ut {y.2} {y.w}
-1.00 -2 {z,z} {z,y} {z,2} {zw}
_i 1 f/ 0 {M,I} {w7y} {M,Z} {W,W}
d’out les crochets
{zy}=0 1 Ay,z}=0 ; {z2}=1
Pour avoir les crochets avec p,,, on utilise la relation p, = % = TPy = TZ.
3. Terminons par I'étude du lagrangien non linéaire L = % + %Zy — %y Sachant

que les moments conjugués sont p, = & et p, = %, la transformation de Legendre H =
TPy + Ypy — L, nous permet de construire le hamiltonien
p v

_|_

H —
2 T 9Y

Toujours a l'aide de la transformation de Legendre, on peut écrire que L = @p, +yp, — H,
et en utilisant la relation p, = %, on obtient le lagrangien linéaire

x? 22 2P

[ — i T2
zm+2y 5 2y

ou z = p,, ce qui fait que z, y et z doivent-étre considérés comme étant des variables
indépendantes.
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Les équations d’Euler-Lagrange vont alors prendre la forme matricielle

0 =z -1 T Ty

—z 0 0 =12z

1 0 0 2 2
7

ou la matrice f est singuliere (det(f) = 0) et antisymétrique dont le seul mode-zéro est
v= (0 1 =z ).Lamultiplication a gauche du systeme précédent par ce mode-zéro nous

permet d’avoir la contrainte § + 2z = 0 (car x # 0). Pour que cette derniere se conserve

dans le temps (£ + 2 = 0), nous allons ajouter au lagrangien précédent le terme A(% + 2)
et le résultat sera ce lagrangien

2 Z2 ZL‘2

ST
L=zit+—y————y+ A=
dt Y- Syt (2+z)
ou A est un multiplicateur de Lagrange qu’on doit traiter comme une nouvelle variable.

Les nouvelles équations d’Euler-Lagrange vont prendre la forme

0 z —1 +1/2 T xy
—z 0 0 0 o
1 0 O 1 z z
-1/2 0 -1 0 A 0

7
Cette fois-ci la matrice f est antisymétrique inversible car det(f) = 2% # 0, et la matrice
inverse est

0 -1 0 0 {z,2} {z,y} {z,z} {z,)\}
Fl = : 0 =5 | _| e} vy} {2} {v.\)
0 5 0 -1 {z0} {zu} {z2} {zX}
0z 1 0 Aar yr Az (AL

Il s’en suit que

{.T,y}:—l/$ ) {y>z}:_1/(2x) ) {xVZ}ZO‘

Pour avoir le reste des crochets, il ne faut pas perdre de vue que z = p, et p, = %-.
Ces exemples montrent qu’effectivement, 'approche de Faddeev et de Jackiw permet de

déterminer les crochets de Dirac directement sans passer par le formalisme de ce dernier.
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Chapitre 4

La méthode des constantes
d’intégration pour la détermination
directe des crochets de Dirac

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les travaux de Dirac et de Bergmann sur
les systemes hamiltoniens avec contraintes constituent un outil tres puissant. En effet, ils
ont mis en place un formalisme hamiltonien généralisé permettant de quantifier canonique-
ment ces systemes bien qu’ils soient issus de lagrangiens singuliers et cela en abandonnant
les crochets de Poisson pour les crochets de Dirac qui sont mieux adaptés a la présence
de contraintes. A cela s’ajoute la méthode de Faddeev et de Jackiw qui est une approche
symplectique directe ayant moins de concepts, mais capablde de déterminer les crochets
fondamentaux indispensables a une éventuelle quantification canonique.

Maintenant, essayons d’analyser cette situation : classiquement, la résolution analytique
des équations du mouvement d’un systeme nous permet de connaitre I’évolution de son état
d’une fagon exacte en partant de conditions initiales bien déterminées. Autrement dit, la
solution contient en principe toutes les informations relatives a notre systeme. La question
légitime qui va se poser maintenant est la suivante : est ce qu’il est possible de déduire
les crochets de Dirac (ou de Poisson) nécessaires a la quantification directement a partir
de cette solution analytique? Cela revient a dire, quand un systeme est classiquement
intégrable, est-il possible de le quantifier sans passer par le formalisme de Dirac ni par la
méthode Faddeev-Jackiw, ce qui va nous épargner beaucoup de temps et de concepts? En
effet, en théorie des champs par exemple, on peut toujours avoir la solution libre, mais
alors pourquoi ne pas l'utiliser pour faire une quantification directe? Il est a ajouter a
cela le fait qu’on peut se servir de logiciels du calcul formel tels que Maple, Mathematica
et Maxima pour trouver beaucoup de solutions analytiques des équations du mouvement,
pour ensuite les utiliser afin d’obtenir directement les crochets.

Comme réponse a cette problématique, nous allons exposer dans ce chapitre, une nou-
velle approche pour quantifier les systemes classiquement solubles [85]. En effet, en s’ins-
pirant de la quantification canonique de l'oscillateur harmonique dans la représentation
de Heisenberg, nous allons construire une nouvelle méthode permettant de retrouver les
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mémes résultats que les méthodes de Dirac et de Faddeev, mais d'une autre facon tres
simple et accessible sans exiger des outils mathématiques tres avancés. Nous allons d’abord
vérifier la validité de notre méthode en ’appliquant a des systemes réguliers bien connus en
mécanique quantique, ensuite viendra ’étape la plus importante ot1 nous nous intéresserons
aux systemes hamiltoniens avec contraintes, afin de démontrer qu’en partant d’un lagran-
gien singulier autonome, on peut a l’aide de notre procédure arriver aux mémes résultats
que ceux obtenus a l'aide du formalisme de Dirac et de Bergmann ou en suivant la procédure
de Faddeev et Jackiw. Nous terminerons le chapitre avec une application en théorie quan-
tique des champs.

4.1 Motivation

L’oscillateur harmonique est I'un des systemes les plus rencontrés en physique théorique
a commencer par la mécanique classique jusqu’a la théorie quantique des champs en passant
par la mécanique quantique. Sa simplicité et I'intégrabilité de ses équations du mouvement
font de lui un des premiers systemes auxquels on pense afin de valider les nouvelles théories
et approches. Il suffit de se rappeler des premieres applications de Planck, Schrodinger et
Heisenberg.

Dans ce paragraphe, nous allons attirer ’attention sur une propriété capitale de 1’oscil-
lateur harmonique a une dimension dans la représentation de Heisenberg. Ici, les opérateurs
position et impulsion (z(t), p(t)) dépendent du temps et obéissent dans leurs évolutions aux
équations de Heisenberg

G = sbo.aw o = "
T = 0. A ) B = i)
ot le hamiltonien est . 1
H(t) = 5 (0 + ma?i(0)? (4.2)

et le commutateur fondamental est

[2(t), p(t)] = &(t)p(t) — p(t)(t) = ih. (4.3)
L’intégration de ce systeme est immédiate et la solution est

h ,
z(t) = v (ae ™ +ale™)  pt) = %(—z’mwde’m + imwale™?)  (4.4)

ol a et a' sont les constantes d’intégration devenues respectivement les opérateurs d’annihi-
lation et de création apres la quantification dans le but d’assurer I’hermicité des opérateurs
2(t) et p(t), ce qui veut dire z(t)T = 2(t) et p(t)T = p(t).
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Il est possible d’avoir la méme solution avec le formalisme de Lagrange. En effet, le
lagrangien classique de 1'oscillateur harmonique est donné par

1 1
L= gmi(t)2 - §mw2x(t)2 (4.5)
et I’équation d’Euler-Lagrange %g—ﬁ — g—é = (0 conduit a I’équation différentielle
d*x oL
— +w?’z=0 sachant que  p(t) = (4.6)

dt2 o

La solution de ces deux équations sera exactement identique a la solution (4.4) des équations
de Heisenberg (4.1) si on remplace les variables classiques (z(t),p(t)) et les constantes
d’intégration par des opérateurs de telle sorte & vérifier les conditions x(t)" = Z(¢) et p(t)" =
p(t). Mais l'avantage d’utiliser les commutateurs réside dans la possibilité de travailler en
respectant 'ordre des opérateurs.

Les expressions (4.4) peuvent étre inversées par rapport aux opérateurs a et a'

jw)
I

mTw(ﬂt)H%)e” ; al = 2mTw(i“(t)—z’zm)e‘““t- (4.7)

A partir de la relation (4.3), on déduit que
@,al =1, (18)

en plus, si on remplace la solution (4.4) dans I’expression de notre hamiltonien, on aura
X . 1
H(t)=H = hw alaty ). (4.9)

A ce stade, on peut remarquer une propriété tres importante : les équations (4.4), (4.8)
t (4.9) impliquent que

@), H(t)] = [ Q,jw (ae i+ ate) | hw (afa+ )]
- Qmw (B*ZUJt [EI, (IT} a+ G’MtCLT [dT’ d})
_ 2mw ( e Wt _ zwt)
= *hwy /5= (—ae™™" + ale™)
. dz(t
[E(t), H(t)] = m%. (4.10)
Un calcul analogue avec les équations (4.4), (4.8) et (4.9) montre que
. dp(t
(o), (6] = n (.11
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A premiere vue, il est clair qu’il ne s’agit que des équations de Heisenberg, mais des
équations qu’on a obtenues en travaillant directement avec la solution (4.4) et le com-
mutateur (4.8). Cela veut dire que ce commutateur relatif aux opérateurs de création et
d’annihilation (qui sont aussi les constantes d’intégration des équations du mouvement
avant la quantification) est compatible avec les équations de Heisenberg,.

Il est possible d’inverser les choses en commengant directement par la solution (4.4)
qu’on peut obtenir a 'aide de I’équation d’Euler-Lagrange (4.6), ensuite l'injecter dans
I'expression du hamiltonien (4.2) afin d’appliquer les équation de Heisenberg (4.1) et de
déduire I'expression du commutateur (4.8) sans utiliser le commutateur fondamental (4.3).
Une fois que cela est fait, il est possible d’avoir (4.3) a partir de (4.4) et (4.8). En effet, le
lagrangien classique de 1'oscillateur harmonique est

1 1
L= émj:(t)2 - émwzx(t)z (4.12)
et I’équation d’Euler-Lagrange %g—é — g—g = (0 conduit a I’équation différentielle
d*x 9
ﬁer xz=0. (4.13)
La solution générale de cette équation est
x(t) = h (ae ™" + be™") (4.14)
2mw

ou a et b sont deux constantes d’intégration. Le fait que cet exemple soit simple fait que
le passage au domaine quantique se fait en remplacant a et b par des opérateurs a et b de
telle sorte que 21 = #, d’ott la condition b = af.

Comme p(t) = 9% = mi(t), la solution sera identique & (4.4)
h , , h . ,
B(t) =\ g (@™ wale™) o p(r) = /%(—m et +afe™).  (4.15)

. . . 2 . o
Le hamiltonien classique est H = % + %mwaQ et son correspondant quantique sera H =

52 . . , s . . - At A
%4— %mwaQ. Injectons la solution précédente dans ce dernier pour avoir H = hw (aTa + %) .

dz(t N ~
A ce stade, imposons a Z(t) de satisfaire I’équation de Heisenberg (ng ) :%[:C(t), H]

sachant que le commutateur d’un opérateur avec lui méme est nul a cause de I’antisymétrie.
Autrement dit, on a

di(t huw . .
) _ g, [ (—ae™" +afe™") (4.16)

et
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%[aﬁ, H] = ~iw 2:%0 (e [a,a'] a+e“'a’ [al,a] )
%[f, H =i %(—e—w [a,a] a +e“'al [a,a'] ). (4.17)

L’identification directe avec I'équation (4.16) nous donne le crochet bien connu [a, af] = 1.
Maintenant, a 'aide de (4.15), on peut calculer le crochet fondamental [z, p] comme suit :

h

i | |
T (—ig et + jatet)] (4.18)

(d e—iwt 4 CALTeiwt),
(ila, 6, a]) = in. (4.19)

Nous avons ainsi obtenu le crochet [Z, p] = ih en faisant le chemin inverse, car d’habitude,
ce crochet est postulé au départ ce qui est I'essence méme de la quantification canonique.
Dans le reste de ce chapitre, nous allons pousser les choses plus loin afin de faire de cette
propriété une nouvelle approche d’étude des systemes avec contraintes.

4.2 Propriété fondamentale des constantes d’intégration

Dans cette section, nous allons démontrer une propriété remarquable des constantes
d’intégration d’un systeme différentiel issu des équations de Hamilton. Soit un systeme a
N degrés de liberté dont I'état est déterminé par la connaissance a tout instant de ses
variables fondamentales qui sont ses coordonnées généralisées ¢ = (qi,q2,...,qn) €t ses
moments conjugués p = (p1, pa, ..., pn ). Solent maintenant f = f(q,p) et g = g(q,p) deux
fonctions de ces variables et du temps. Dans le cas général, leur crochet est défini par

afa @fa al of dg  Of 0
{f, 9} = Z{qz’ ]} g+z{ P P J} g+z{q“ Pi (36110_11_8_%3;)

1,j=1
(4.20)
qui peut-étre un crochet de Poisson ou un crochet de Dirac, cela dépend des crochets
fondamentaux {q;, ¢;}, {pi.p;} et {¢,p;}. Ce qui importe, c’est qu’il soit antisymétrique
et bilinéaire et qu’il vérifie la regle de Liebniz et I'identité de Jacobi.
A ce stade, supposons que les variables fondamentales ¢ et p sont des fonctions du temps
et de nouvelles grandeurs! R = (Ry, Ry, ..., Ry), clest-a-dire ¢ = ¢(R,t) et p = p(R,t). Le

1. M = 2N correspond au cas régulier. Pour les systemes avec contraintes M < 2N, car chaque
contrainte élimine une variable.
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crochet (4.20) devient alors
if9) = Zg;tl ZkMJ=1 {qi’ qj}%%%aa_zglg_?"*' ZNJ’:1 Z%:l {piapj}%%};f aa—}%g%
+ Zgjzl Z%:l {Qi7pj} (aégk %ff;—]%g% - %%%%)
= [N 00} SRSy S () e
+ N (g} (O — SR om ) | O 20

et finalement,

af 99
{f.g} = Z{Rk>Rl R, IR, (4.21)

k=1

Cette propriété est valable pour n'importe quel type de crochets. En particulier,

M M
0q; OH Op; OH
i, Hj = R, R ; i, H} = Ry, R 4.22
{a:;, H} ’;{ k l}aR 8R {pi, H} ];{ k z}aR 8Rl ( )
ou H est le hamiltonien du systeme.
On a aussi
dql 0q; dRy 8qZ dpl Op; dRy, 8pl
; . 4.2
ZaRk dt ot Z@Rk dt ot (4.23)
A présent, injectons les relations (4.22) et (4.23) dans les équations de Hamilton % =
{¢;, H} et dp’ = {p;, H} afin d’aboutir aux équations
g ARy | 04 dg; OH
Ry, R} — =1.N 4.24
ZaRk i ot Z{ SRCE T (4.24)
M
Op; dRy sz Op; OH .
— =1...N. 4.2
Z{R’“’Rl OR, OR, (4.25)

— ORy, dt ot

Supposons maintenant que les Ry, k = 1...M coincident avec les constantes d’intégration,

ce qui veut dire que dR’“ =0, k = 1...M. Dans ce cas, posons R, = Cy, k = 1...M, et les
équations précédentes vont se réduire a la forme

(9qz (9ql OH (910Z 5’]01 OH ,
_— —_— =1...N. 4.2
;;{ B Cae 5 k;{ wCae o (4.26)

Partant des crochets définis a ’aide des variables fondamentales, nous avons pu faire le
lien avec les constantes d’intégration et cela sans préciser s’il s’agit de crochets de Poisson
ou de Dirac. Dans la suite, cette propriété va constituer le fondement de la méthode des
constantes d’intégration applicable a la fois aux systemes réguliers et singuliers.
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4.3 Meéthode des constantes d’intégration (CI)

Dans cette section, nous allons inverser le raisonnement précédent en utilisant le résultat
(4.26) afin de construire une nouvelle approche de détermination des crochets relatifs aux
systemes exactement solubles. Soit un systeme décrit classiquement par un lagrangien
autonome L(q,q), ou ¢ = (q1,42, .., qn) représentent les coordonnées généralisées, ¢ =
(41, G2, --., Gn ) les vitesses généralisées et N le nombre de ses degrés de liberté. L’état de ce
dernier est régi par les équations d’Euler-Lagrange

doL oL _

— — = =1..N 4.27
ou les moments conjugués sont définis par
oL
i = —(q,4q,t = 1...N. 4.28
pi =5 (@:4:1) i (4.28)

Supposons que nous disposons de la solution générale de ces équations

p(t) =p(t.C) & pi(t) =pi(t,C)
ou C = (C1,Cy,...,Cyy) est ensemble des M constantes d’intégration de nos N équations

différentielles (4.27) de deuxieme degré (s’il n'y a pas de contraintes, M = 2N). On peut
inverser ces expressions par rapport aux constantes C' pour aboutir a des relations du type

i=1.N (4.29)

C = C(t,qt),pt)) < C, = Ci(t, q(t),p(t)) l=1..M. (4.30)

Avant d’aller plus loin, il faut distinguer deux cas : le premier, c’est lorsqu’il n’y a pas
de fonctions arbitraires dans la solution (pas de symétrie de jauge), le deuxieme est le cas
contraire. Dans ce dernier cas, il faut d’abord choisir les fonctions arbitraires une bonne
fois pour toute, en ajoutant de nouvelles conditions (fixer la jauge) avant de passer au
formalisme hamiltonien et d’introduire un quelconque crochet.

Maintenant, le hamiltonien H peut-étre exprimé en fonction des C' = (C, Cs, ..., Ciy)
en utilisant (4.29) directement

N

H =" ji(t,0)(t,C) = L(d(t, C),q(t,C)) = H(C). (4.31)

=1

La méthode des constantes d’intégration (CI) consiste a utiliser la propriété (4.26) pour cal-
culer les crochets relatifs aux constantes d’'intégrations ({C;, C;}, i, j = 1...2N). Autrement
dit, a I'aide des équations de Hamilton

24(t,.C)= {@(t,C),H(C)} i=1..N

25.(,C) = {p(t,C), H(C)} i=1.N (4.32)
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qu’on peut réécrire sous la forme

9~ . M 0q; oH —
5706, C) = oGk Ol géise, i=1..N (4.33)

~ M 5 .
%pi(t7 C) = Zk,lzl{okacl}ggkg—gl ¢ =1...N.

Ces 2N équations contiennent en principe M (M —1)/2 crochets inconnus en plus des M
crochets {C, Ci} qui sont nuls et des autres qu’on peut obtenir par antisymétrie. Pour les
déterminer, il faut procéder par identification des termes des membres de droite avec ceux
des membres de gauche et on s’attend a ce que ces crochets ne dépendent pas du temps car
il s’agit de crochets entre des constantes. Pour s’assurer de faire une identification juste, il
ne faut pas perdre de vue que ces équations doivent étre vérifiées quel que soit le temps ¢
et quelles que soient les valeurs des constantes d’intégration Cy, k = 1...M car elles sont
completement indépendantes.

Mais, avec cette procédure, seuls les crochets qui contiennent au moins une constante
d’intégration figurant dans I'expression de H(C') sont accessibles. Pour résoudre ce probléme,
il suffit d’ajouter au lagrangien des termes supplémentaires multipliés par des coefficients,
de refaire toute la procédure de telle sorte a avoir a disposition tous les crochets des
constantes d’intégration, et ensuite d’annuler ces coefficients. Autrement dit, si par exemple
le crochet {C}, Ci} n’est pas accessible et si I'une de ces constantes apparait dans 1'expres-
sion de la coordonnée généralisée ¢;, il serait tres prometteur d’ajouter au lagrangien un
terme de la forme ngq; et refaire tous les calculs pour poser n = 0 a la fin. Maintenant, il
suffit d’utiliser ces crochets et les expressions (4.29) pour déduire les crochets relatifs aux
variables fondamentales (¢q,p). Une fois que cela est fait, nous pouvons quantifier notre
systeme canoniquement en introduisant des opérateurs ¢ et p tels que le commutateur de
deux fonctions de ces opérateurs f(q,p) et g(q,p) soit

£(d,5), 9(d, )] = ih{ (g, ) 9(a, )} (4.34)

Pour récapituler, notre méthode consiste premierement a résoudre les équations d’Euler-
Lagrange de notre systeme et d’en déduire les moments conjugués, ensuite a remplacer la
solution générale dans ’expression du hamiltonien et a imposer a cette solution de vérifier
les équations de Hamilton écrites a ’aide de crochets de constantes d’intégration, ce qui
va nous permettre d’avoir ces crochets par identification et de les utiliser pour déduire les
crochets fondamentaux. La derniere étape est la quantification canonique de notre systeme.

Bien que notre approche (appelée dans le reste de ce manuscrit la méthode CI) n’est
applicable qu’aux systemes classiquement solubles, elle est directe, simple et sans forma-
lisme approprié, elle ne demande que la maitrise des méthodes de la mécanique analytique.
D’ailleurs, on en parle méme pas de contraintes et d’algorithme itératif pour les déterminer,
contrairement a Dirac et Faddeev-Jackiw. En effet, la solution générale contient tout, car
le nombre de constantes d’intégrations indépendantes nous renseigne sur les contraintes
de deuxieme classe, et la présence de fonctions arbitraires dans la solution sur la symétrie
de jauge et les contraintes de premiere classe, sans avoir besoin d'une classification des
contraintes comme le fait Dirac.
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Mais, il est possible de nous reprocher a premiere vue le fait que notre approche
nécessite la solution générale contrairement aux deux autres approches. C’est vrai qu’avec
les méthodes de Dirac et Faddeev-Jackiw, il est possible d’avoir les crochets sans avoir
besoin de résoudre les équations du mouvement. Cependant, une fois que le systeme est
quantifié, il faut quand méme résoudre les équations de Heisenberg, or pratiquement, tous
les systemes physiques a part les systemes libres n’ont pas de solutions analytiques, d’otu le
besoin de faire appel a la théorie des perturbations. Ce que nous proposons dans notre ap-
proche est d’utiliser la solution libre qui est accessible pour quantifier a 1’aide des constantes
d’intégration, ensuite d’introduire un développement perturbatif pour déterminer la cor-
rection sur les crochets. Dans les deux cas, cela revient a la méme chose, car avoir les
crochets exactes ne sert pas a grand-chose quand on n’a pas la solution exacte, et dans le
cas contraire, la méthode des constantes d’intégration peut nous donner les crochets exacts.
L’essentiel, c’est que les différentes approches quand elles sont applicables aboutissent aux
mémes résultats .

Nous allons terminer cette section par 'exemple du lagrangien régulier autonome L =
%mi(t)2 qui décrit une particule libre de masse m se déplacant a une dimension. L’équation
d’Buler-Lagrange %g—i — %
solution générale est

7 . 2
= 0 nous donne I'équation du mouvement ‘fng” = 0, dont la

z(t)=at+0b (4.35)

ou a et d sont les constantes d’intégrations. Le moment conjugué se calcule a I'aide de la
définition p(t) = 2L, d'ou

= 37

p(t) = mi(t) = ma (4.36)

que nous remplacons dans ’expression du hamiltonien de notre particule
H=_—p*=—d* (4.37)

Maintenant, il suffit juste d’utiliser I’équation dfl—g) = {x(t), H} sous la forme (4.33) afin

d’avoir le crochet {a,b}. En effet, d’apres (4.35) et (4.37)

dx x i T
1) — fa(t), HY = % ={a,b}%U 4 (} q}d20H

= a={ba}ma

d’ou |
b,a} = —. 4.38
{ha}=— (4.38)
On vient d’aboutir au crochet {b, a} directement a partir des équations du mouvement et de
la relation (4.33) et surtout sans utiliser le crochet fondamental {x, p}. On peut maintenant

se servir de ce résultat pour le calculer sachant que {z,z} = {p,p} = 0. D’apres (4.35) et
(4.36), on déduit

{z,p} ={at + b,ma} = mt{a,a} + m{b,a} =0+ m(%) =1 (4.39)
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qui est le bon crochet de Poisson relatif aux variables fondamentales x et p obtenu en
utilisant les constantes d’intégration de la solution générale.

Un autre exemple sera la particule amortie décrite par le lagrangien régulier non au-
tonome L = gm emn =i (t)%. Le mouvement est régi par I'équation différentielle & -+ 25 =0
dont la solutlon générale est

z(t) = ae"m' +b p(t) = a7 = e (4.40)

Remplacons dans le hamiltonien du systeme H = ﬁe’%t p(t)?, pour avoir Pexpression

a? o
H=_—ad’ " (4.41)
2m
Utilisons maintenant équation % = {4(¢), H} pour déterminer le crochet {a, b} & I'aide
de (4.40) et (4.41) comme suit :
T T T ST

= %e mta{b,a}.

Par identification membre a membre, on obtient le crochet {a,b} = % Un calcul simple
montre que ce résultat implique que {z,p,} = 1, car

{z,p.} = {ae" "' + b, —aa} = {b, —aa} = afa,b} = a(é) =1 (4.42)

4.4 Choix des constantes d’intégration

Notre approche (CI) repose entiérement sur la connaissance de la solution générale
Gi(t,C) et pi(t,C) avec toutes les constantes d’intégration indépendantes Cy, k = 1...M.
Or, il est bien connu que ces constantes peuvent toujours étre redéfinies, ce qui veut dire
choisies autrement. Mais rien n’empéche que notre approche reste valable car la propriété
(4.33) qui en est le fondement, est démontrée d’'une fagon générale sans restriction sur le
choix des constantes. Autrement dit, les relations

~ M 9a; .
%ql(t? C) = Zk,l:l{cka Cl}agvkg_gl 1= 1N
o M o5, .
%pz(t’ O) = Zk,lzl{ok‘a Ol}agkg_é{l 1 = 1N

(4.43)

sont vérifiées quelque soit le choix des constante Cy, k = 1...M. D’apres (4.21), la méme
chose peut-étre dite du crochet

Of 09
{f.9} = Z{Ok,cl 9 9C (4.44)

k=1
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Maintenant, redéfinissons les constantes Cy, k = 1...M par les relations C} = é’k(D)
ot les D = (Dy, .., Dy) représentent les nouvelles constantes. Les relations inverses Dy, =
Dy (C) vont nous permettre de calculer le crochet

6D1§/ 0Dy
{Dy, D} = Z{Ck7Cl 90, ac, (4.45)

k=1

ce qui montre qu’en principe, les crochets des nouvelles constantes different de ceux des
constantes du départ. Néanmoins, pour deux fonctions de ’espace des phases f et g, le
crochet {f, g} est indépendant du choix des constantes d’intégration. D’apres (4.44), on a

M
of 8 df 0Dy dg 0Dy
{figt = > {Ck,Cz}%a—éfl = Z Z {Okvcl}an, OCIZ d[i, dcll

k=1 =1k V=1

M M
_ oD,, 8D of
- Z ( Z {Ok’ Cl} aclz/ aCl;> 0D,/ 8Dg,/

K U/=1 \ k=1

df 9y
{f.g} = Z {Di, Dk (4.46)

kl'=1

Nous voyons bien que le crochet se calcule de la méme maniere que ce soit avec les Cy, k =
1...M ou avec les Dy, k = 1...M, et en particulier, la redéfinition des constantes n’affecte
pas les crochets des variables fondamentales ¢ et p. De la méme maniere, on démontre que
les relations (4.43) auront la méme forme, c’est a dire

20t D) = LMDy DYSE i=1.N .
M . :
4i(t,D) = S {De, DYZESE i=1.N

olt §;(t, D) = Gi(t,C(D)) et pi(t,C) = pi(t,C(D)),i = 1...N.
Revenons au cas de 'exemple d’une particule libre étudiée fin de la section précédente.
Soient ¢ et d les nouvelles constantes liées aux anciennes constantes a et b par les relations

a=cd b=e+sin(d) +1 (4.48)
ou e = exp(c). A partir de (4.35) et (4.36) on aura
. m c*d?
z(t)=cdt+e+sin(d)+1; pt)=med = H= 7 (4.49)
Pour calculer le crochet {c,d}, utilisons 1’équation dzgt) = {xz(t), H} avec la solution
précédente :
5 =l d} g5 +{d 5%

= cd = {c,d}(d t + €°)(mc*d) + {d, c}(ct + cos(d))(mcd?)
= cd = {c,d} (mc*e°d — mccos(d)d?)
= cd = cd m (ce® — dcos(d)) {c,d}
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fedy=—— 1

m ce¢ — dcos(d)

(4.50)

Ce crochet est compatible avec la transformation (4.48) car, d’apres (4.38),

{a,0} = —L = {c,d} 2% + {d,c} 25 = — L
= {c¢,d} (dcos(d) — ce®) = —=

= {c,d} =1 L

m ce—d cos(d) "

On peut s’en servir pour vérifier que le crochet fondamental {x,p} = 1. En effet, d’apres
(4.49) on déduit

{e.py ={e,d} 55+ {d,c} 555
= {c,d}((d t +e°) mc— (c t+cos(d)) md)
— <%chosw)> (mce® —mdcos(d)) = 1.

Sur cet exemple, il est facile de faire le lien entre le choix des constantes d’intégration
et les valeurs de x(t) et p(t) & un instant ¢ = 0. Par exemple, le choix x(t) = at + b
et p(t) = ma peut découler des conditions x(0) = b et p(0) = ma. De méme, le choix de
x(t) = ed t+e“+sin(d)+1 et p(t) = med, peut résulter des conditions z(0) = e“+sin(d)+1
et p(0) = med. D’une maniere générale, quand c’est nécessaire, il est toujours possible de
lier le choix des constantes d’intégration a des conditions sur les coordonnées et moments
conjugués qui doivent étre vérifiées a un instant donné.

Dans le cas d'un lagrangien singulier L(q,¢) décrivant un systéme de N degrés de
liberté, le nombre de constantes d’intégration est inférieur au nombre des coordonnées et
des moments conjugués pris ensemble (M < 2N) car la présence de contraintes fait que
certaines variables fondamentales sont liées entre elles. Du coup, seulement M conditions
sur ces constantes sont suffisantes pour les bien choisir et les autres seront des conséquences
de celles-ci. Par exemple, examinons le cas du lagrangien L = %2 ~+y& — xy oll on va essayer
de choisir nos constantes d’intégration {a, b, ¢, d} telles que

z(0) =a y(0) =10 p:(0) =¢ py(0) =d. (4.51)

Les équations du mouvement sont & + ¢y = —y et £ —x = 0, dont la solution générale est
z(t) = Ae' y(t) = —4e' + Be?

_ 4.52

pr =% =2¢e + Be! py:%zo (4.52)

sachant que A et B sont deux constantes d’intégration, ce qui veut dire qu’on manque a
priori de deux constantes pour satisfaire le choix (4.51). Pour avoir z(0) = a et y(0) = b,
il suffit que A =a et B= 5+ b, dou

z(t) = ae' y(t) =5 (e —e) +be! (4.53)

mais cela implique aussi que

I
e

Pe= 7§ (e +e ) +be ! Py (4.54)
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Il en résulte que p,(0) = a+b et p,(0) = 0. Apres comparaison avec (4.51), on constate qu’il
faut que c = a+0b et d =0, ce qui veut dire que nous sommes libres de choisir uniquement
deux constantes et les deux autres en découlent. Cela est dii au fait que notre lagrangien
possede les deux contraintes p, = x +y et p, = 0, d’ott les restrictions p,(0) = z(0) 4+ y(0)
et p,(0) = 0.

4.5 Applications aux systéemes réguliers

Dans ce qui suit, nous allons donner des exemples qui illustrent bien notre approche
afin de vérifier sa validité sur des systemes réguliers déja connus en physique théorique.

4.5.1 Oscillateurs harmonique et isotonique

Comme on vient de le voir dans la premiere section, le lagrangien de l'oscillateur har-

monique & une dimension est donné par L = 5m (2(t)* — w?x(t)?), d’on I'équation du
mouvement 7 + w?xr = 0 et le moment conjugué p(t) = gL = m(t). La solution générale
s’écrit

z(t) = acos(wt)+ bsin(wt)

p(t) = mw(—asin(wt) + beos(wt)) (4.55)

ou a et b sont des constantes d’intégration. Remplagons cette solution dans le hamiltonien
du systeme H = 5-p(t)? + gmw?xz(t)* pour avoir apres simplification

1
H= imuﬂ(a2 +b?). (4.56)

Utilisons 1'¢ = {z(t), H} pour calculer le crochet {a,b}.

—aw Sin(wt) + bw cos(wt) = {a cos(wt) + bsin(wt) , mw?(a® + b%)}
= 1mw?(cos(wt){a, b?} + sin(wt){b, a})

= mw? (bcos(wt){a, b} — asin(wt){a,b}).

Par identification membre a membre, on obtient {a,b} = ——. On peut vérifier facilement
que {z,p,} = 1 comme suit :

{z,p.} = {acos(wt) + bsin(wt) , mw(—asin(wt) + bcos(wt))}
= mw cos?(wt){a, b} — mw sin?(wt){b, a}
= mw (cos?(wt) + sin*(wt)) {a, b} = mw - 1= = 1.

Nous allons essayer d’appliquer notre approche dans le cas d’un oscillateur isotonique

décrit par le Lagrangien régulier L = 1i? — lw?2? — % L’équation d’Euler-Lagrange
I+ w?r — % = 0 est non linéaire et d’apres [98] sa solution générale est

x(t) = L /(A%w? — 2k) sin®(wt + @) + 2k

- (A% —2k) sin (wt+¢) cos(wt+¢)
pa(t) = i(t) = Ay/(A%w? —2k) sin2 (wi+)+2k

(4.57)
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ou A et ¢ sont les constantes d’intégration. Injectons cette solution dans le hamiltonien
H = %pi+ %w2x2 + m% afin de I'exprimer en fonction de A et ¢. Apres simplilications on

arrive a
Atw? + 2k

S — 4.
H VP (4.58)
En utilisant I’équation de Hamilton & = {z, H} et la propriété (4.33) on aura
Ox _ Ox (‘3H 8x oOH
— 4.59
d'ou & = {¢, A} gz 9% On aura ainsi le crochet {¢, A} = <g£ gﬁ) = m Main-

tenant 11 est possible de déterminer le crochet fondamental {:L‘, p:} a laide de la relation
(4.21) comme suit :

o Op, oz Op, Adw or Op, Oz Op,
={A ¢} — = A )
vk ={A 0k 55 T10 A 5090 = A ok ( 94 06 90 8A>

Un calcul un peu long montre que —g—ﬁ%p; - g; %ﬂ”‘” = A4Z§_2k d’ou le résultat {x,p,} =1

qui n’est rien d’autre que le crochet de Poisson bien connu quand le lagrangien est régulier
(sans contraintes).

4.5.2 Particule dans un champ électrique constant

Soit une particule de masse m et charge g. se déplacant a deux dimensions sous I'in-
fluence d’un champ électrique F = Eyj. Le lagrangien dans ce cas est L = 2 m(a? +
%) — q.Eoy, et les équations du mouvement sont & = 0 et §j = quO
immédiate, on aura

. Apres intégration

_ . geEo42
z(t)=at +b y(t) = =L 2t +ct +d (4.60)
pz(t) = ma py(t) = —qeEot + mc

ou a, b, c et d sont les constantes d’intégration. Le hamiltonien H = ﬁ(pg + pi) + q.Evy
s’exprime en fonction de la solution précédente sous la forme

1
H= 5m(oﬂ + %) + q.Eyd. (4.61)

Les équations du mouvement dzd;t(t) ={z;(t),H}, i = 1,2 impliquent
a = mt{a,ctc+ q.Eot{a,d} + m{b,a}ta + mib, c}c+ q.Eo{b, d}
— Lot 4 o = mt{c,a}a + q.Eot{c,d} + m{d,a}a +m{d,c}c.

Par identiﬁcation membre a membre, on en déduit que les seuls crochets non nuls sont
{b,a} = - et {d,c} = —. A Taide de ce résultat et de la solution (4.60), un calcul simple
montre die {z,5} = {pr.py} = 0, {,,} = {poy} = 0 et {z.52} = {9,p,} = 1. Ce
sont les crochets fondamentaux obtenus avec notre méthode sans utiliser la définition des
crochets de Poisson.
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4.5.3 Particule dans un champ magnétique constant

En présence d’'un champ magnétique constant B= Bolg, le lagrangien d’une particule de
masse m et charge ¢, est L = lm(x'Q—l—y'z) —lquo(yx'—xy) ol on a choisi le potentiel vecteur
QeBO

A= %(—y?+ :cj) Les équations du mouvement seront alors ¥ = qe Ly et g = —E20,
sachant que leur solution est donnée par
x(t) = acos(wt) + bsin(wt) + ¢ ;  y(t) = —asin(wt) + beos(wt) + d
pu(t) = 3mw(—asin(wt) + beos(wt) — d) (4.62)

py(t) = —3mw(acos(wt) + bsin(wt) — ¢)

oun w = qe—o et a, b, ¢ et d sont les constantes d’intégration. Remplacons cette solution
dans le hamﬂtonien de notre systeme

1 -

H=—(p~qA) =

B2
2 2 20 2 2
5 5 (px + 0y + 4eBo(ype — apy) +gc—- (@ +y )) (4.63)

pour avoir

1
H = 5mw?(a2 +b?). (4.64)

Comme H ne dépend que a et b, on ne pourra pas donc avoir le crochet {c,d} avec notre
méthode. Pour y remédier, on va tout refaire avec le nouveau lagrangien L = %m(x'Q +

9% — Imw(yt — 2) — pmw z, (w = %22) ensuite on va poser = 0 pour retrouver notre
exemple. Le choix du terme nmw x est du au fait que dans la solution précédente x dépend
de la constante c. Les équations du mouvement seront maintenant & = wy —nw et §j = —w

et la solution générale

z(t) = acos(wt) + bsin(wt) + ¢ ; y(t) = —asin(wt) + beos(wt) + nt + d
p2(t) = $mw(—asin(wt) + bcos(wt) — nt — d) (4.65)
py(t) = —imw(acos(wt) + bsin(wt) + 22 — ¢).
Dans ce cas H = 2m (pw + py + q.Bo(yp: — xpy) + ¢ (ZB +y )> + nmw z et il s’exprime
en fonction de cette solution sous la forme

1 2
H= §mw2(a2 + %) + pmw ¢ + m%. (4.66)

Avant d’aller plus loin, on remarque qu’il suffit de poser n = 0 pour retrouver la solution

et le hamiltonien précédents. Avec les équations de Hamilton dx;t(t) ={z;(t),H}, 1 =1,2,
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il est possible de déterminer les différents crochets relatifs aux constantes a, b, ¢ et d.

w(—asin(wt) + beos(wt)) = mw? cos(wt)b{a, b} + nmw cos(wt){ a, c}
+mw? sin(wt)a{b, a} + nmw sin(wt){ b, c}
+mw?a{c,a} + mw?b{c, b}
w(—acos(wt) —bsin(wt)) +n = —mw?sin(wt)b{a, b} — nmw sin(wt){ a, c}
+mw? cos(wt)a{b, a} + nmw cos(wt){b, c}
+mw?a{d, a} +mw?b{d,b} + nmw{d, c}.

Par identification, on conclut que les seuls crochets non nuls sont {a,b} = -1 et {c,d} =
—#. Ces derniers ne dépendent pas de 7, donc ils restent inchangés si on pose n = 0,
ce qui veut dire qu’ils sont aussi les crochets relatifs au lagrangien du départ. Un calcul
trivial a 'aide de ce résultat montre que {z,y} = {p..py} =0, {z,p,} = {ps,y} =0 et
{z,p.} ={y,py} = 1. Par exemple, on va déterminer le crochet {z,y} a partir de (4.62).

{z,y} = {acos(wt) + bsin(wt) + ¢, —asin(wt) + bcos(wt) + d}
= {a, b} cos*(wt) + {a,d} cos(wt) — {b, a} sin?(wt)
+ {b, d} sin(wt) — {c, a} sin(wt) + {c, b} cos(wt) + {c, d}
= L cos?(wt) — (——=) sin*(wt) + (=) = 0.

mw mw

Il est méme possible de vérifier que les vitesses ne commutent pas, propriété connue en
présence d'un champ magnétique, en utilisant les premieres relations de (4.62)
{z,y} = {—awsin(wt) + bw cos(wt), —aw cos(wt) — bw sin(wt)}

= w?sin®(wt){a, b} — w? cos*(wt){b, a} = w?{a,b} = £ = Lo,

4.6 Applications aux systemes avec contraintes

A ce stade vient le moment ot nous allons essayer de montrer I'intérét de notre approche
dans 'analyse des systemes avec contraintes. En effet, sans formalisme spécifique, on arrive
a dériver les crochets de Dirac a 'aide de la solution générale et de I'identification directe.

4.6.1 Exemples de lagrangiens singuliers sans symétrie de jauge

1. Considérons d’abord le lagrangien L = Im(i® + 720%) + w(r — R) décrivant une

particule libre de se déplacer sur un cercle du rayon R. Les équations d’Euler-Lagrange

sont mit = mr6? +w, L(mr?0) =0 et r — R = 0 dont la solution générale est

r=R 0=at+b w = —mRa>
pr=0 pp=mR’a  p,=0
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P

ou a et b désignent des constantes d’intégration. Le hamiltonien est H = % + 5t —w(r—
R) = lmR2a?. En utilisant I'équation § = {#, H}, on obtient
L 9o L oap o 2
a= {at+b,§mR a’} =a= §mR {b,a"} = a=mRa{b,a} = {b,a} = 7 (4.67)
m

Apres un calcul simple et direct en utilisant la solution précédente, on peut voir que
les seuls crochets non nuls sont {0, pg} =1 et {,w} = —2¢ = ——25py. Ces crochets sont
les mémes qu’on aurait pu obtenir a 'aides des méthodes de Dirac et Faddeev-Jackiw.

2. Soit le lagrangien singulier autonome L = %2 + 2y —yz, d’ou on obtient les équations
d’Euler-Lagrange

T—y=0 T+2=0 y=20

(4.68)
Pz =X Py =1 P= Y
dont la solution analytique est
z(t) =at+b t)=-c z(t) = —at+d
(" "0 (" Loo)
p(t) = a py(t) =at+0b p.(t) = —c.

Il serait tres intéressant de s’arréter ici pour analyser cette solution. Premierement, ce
lagrangien ne possede pas de symétrie de jauge car il ne contient pas de fonctions arbitraires
du temps dans la solution générale des équations du mouvement (pas de contraintes de
premiere classe). Deuxiémement, notre systeme a trois degré de liberté (z,y, z), ce qui veut
dire que dans le cas régulier, il doit avoir six constantes d’intégration alors qu’ici il y en
a juste quatre. Donc, ce lagrangien est singulier avec deux contraintes de deuxieme classe
1 =py,—x=0cet ¢po =p,+y =0 ({¢1,02}cp = —1). On voit bien que la solution
générale contient tous ce qui est relatif aux contraintes que ¢a soit leur nombre ou leurs
types.

Si on remplace la solution ci-dessus dans le hamiltonien H = %’2” on aura

H=_ (4.70)
2
ce qui veut dire que seuls les crochets ou la constante a apparait sont accessibles. Pour
y remédier, travaillons d’abord avec le lagrangien L = % + zy — yz — A\xr — £y, ensuite
posons A = & =0 (A et € sont des coefficients réels, pas des multiplicateurs). Les nouvelles
équations du mouvement seront

x—yl—k)\:() T+24+EE=0 y=0 (4.71)
Pz =T by=x Pz="Y
et la solution générale sera
x(t) = -3 +at+b y(t)=-c 2(t) =3t —at — &t +d (4.72)
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Dans ce cas, le hamiltonien H = %?” + Ax 4 £y aura 'expression

1
H= §a2 + b+ Ec. (4.73)

A ce stade, il suffit d’utiliser les équations fl—f ={z,H} et % = {z, H} pour déterminer
tous les crochets relatifs aux constantes d’intégration par identification comme le montre
le calcul ci-dessous :

=Mt +a=tMa,b} + &t{a, c} + a{b,a} + £{b, c}
At —a— & =—tMa, b} — &t{a, c} + a{d,a} + X\t{d,b} + &{d, c}.

Par identification directe, on obtient les crochets suivants :
{a,b} = —1; {a,c} =0; {a,d} =—1; {b,c} =0; {b;d} =0; {c,d} =1. (4.74)

Un calcul direct en utilisant ces résultats et la solution (4.72) montre que tous les crochets
fondamentaux sont nuls sauf

{2, 0.} =15 {paypy} = =15 {pay2} = =15 {y, 2} =1; {z,p.} =1L (4.75)

Ces crochets ne dépendent pas des parametres A et £, donc ils vont restés inchangés si on
pose A = & = 0. Autrement dit, ils sont aussi les crochets relatifs au lagrangien du départ
L= % + xy — yz. Il est clair qu’il ne s’agit pas de crochets de Poisson car ce lagrangien
est singulier. Afin d’étre sur de nos crochets, il suffit de les utiliser pour développer les

équations de Hamilton % = {z;,H} et % = {pi, H}, ensuite de vérifier qu’elles sont
équivalentes aux équations d’Euler-Lagrange %% — % = 0 (voir 'exemple ci-dessous).

3. Soit une particule se mouvant en présence d’'un champ électromagnétique (E =
& (33;4— yj), B= BOE), ol nous supposons que le terme de masse est négligeable devant les
autres. Le lagrangien dans cette situation va se réduire a la forme L = —%quo(yj: —xy) —
%qef (22 4+ y?), et les équations du mouvement seront

i+ 5y =0 j—5r=0
e 1.5 m_ 1.5 (4.76)
Pz = 9 QQe oY Py = ay 2Qe 0x.
Apres intégration, on obtient
z(t) = acos(wt) + bsin(wt) y(t) = asin(wt) — bcos(wt) (4.77)

px(t) = —3qeBo(asin(wt) — beos(wt)) 5 py(t) = 2¢.Bo(acos(wt) + bsin(wt))

ol a et b sont des constantes et w = B%' Le hamiltonien H = %qef (z? + y?) s’exprime en
fonction de cette solution sous la forme

H= %qef(aQ +b?). (4.78)
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Déterminons le crochet {a,b} a I'aide de 1’équation d:fl—(tﬂ = {z(t), H} comme suit :

—wasin(wt) + wbcos(wt) =  {acos(wt) + bsin(wt), 1¢.£(a® + b?)}
= 1g.£cos(wt){a, b’} + 2q.&sin(wt){b, a}
= ¢ cos(wt)b{a, b} + q.& sin(wt)a{b,a}.

Par identification, on obtient {a,b} = ;:_g = %%0, ce qui va nous permettre de calculer les
crochets fondamentaux.
_ 2 .2 _ _ 1
{z,y} = —cos*(wt){a, b} + sin”(wt){b,a} = —{a,b} = — &

{z,p.} = —%quo (— cos?(wt){a, b} + sin®(wt){b, a}) = —q.Bo{b,a} = %

{z,py} = 34eBo (sin(wt) cos(wt){a, b} + sin(wt) cos(wt)(wt){b,a}) =0

{y,p:} = —1g.Bo (— sin(wt) cos(wt){a, b} — sin(wt) cos(wt)(wt){b,a}) =0

{y,py} = %QBBO (sinQ(wt){a, b} — cos?(wt){b, a}) = q.Bo{a,b} = %

{Perpy} = =1 (¢.Bo)® (sin(wt){a, b} — cos?(wt){b, a}) = (¢.Bo)’ {a,b} = —1q.By.

On remarque que {z,y} # 0, {ps,py} # 0 et {z,p.} = {y,p,} # 1, ce qui veut dire que
ce ne sont pas des crochets de Poisson. En réalité, il s’agit de crochets de Dirac calculés

directement par notre méthode CI.
Pour étre str de la justesse de nos résultats, déterminons d’abord les équations de
Hamilton en se servant de ces crochets sachant que H = %qef (2 +y?) :

i ={e,H} = i = 3¢.&{z, 9"} = & = ¢.ly{z,y} = & = — 5y
g ={y, H} =y = 3¢.&{y,2°} = § = q.laf{y, 2} = § = o

Pe = {Pe H} = Po = @§0{p2, 2} + @e€y{P2, ¥} = Pr = —5¢:87
Py = {py> H} = Py = qefi{py,f} + Qegy{pyvy} = Py = _%Qegy-

Un calcul tres facile montre que la solution (4.77) vérifie ces équations, ce qui valide notre
approche pour cet exemple.

4.6.2 Exemples de lagrangiens singuliers avec symétrie de jauge

1. Commencons par le lagrangien L = %(:1: — 9)? — (z — y). Les équations d’Euler-

Lagrange se réduisent a 1’équation du mouvement & — ¢ = —1, dont la solution générale
est
— 142 . =
w(t) = -5t +at +b+e(t) ;  y(t)=e(?) (4.79)
p(t)=—t+a ; pt)=t—a

ou a et b sont des constantes d’intégration et (¢) une fonction arbitraire du temps, ce qui
est une preuve de I'invariance de jauge de notre lagrangien. En effet, une petite variation de
va s’accompagner des variations infinitésimales dx = de et dy = de, d’otu la transformation
de jauge T =z + a(t) et § =y + a(t) ou «a(t) = de.
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Pour fixer la jauge, utilisons par exemple la condition y(t) + %py(t) - pe(t) = 0, ce qui
va s’accompagner de la solution

xz(t) =b— %aQ : y(t) = %tQ —at + %az (4.80)
p(t)=—t+a ; pt)=t—a
Avec cette solution, le hamiltonien H = $p2 + (z — y) aura l'expression
H = %aQ +b (4.81)
et I’équation % = {ps, H} va nous donner le crochet {a, b} directement.
—1={-t+a, 1a2 +b} = —1={a,b} = {a,b} = —1. (4.82)

2

Calculons maintenant les crochets fondamentaux a partir de (4.80).

{z,y} ={b—3d* 3t* —at + 3a*} = —t{b,a} + afb,a} = —t + a = p, = —p,

{z,p.} ={b—3a*, —t+a} ={ba} =1

{z,p,} ={b— %a2,t —a} =—{ba} =-1

{y,p:} = {%1&2 —at + %aQ, —t+a} =0

{y,p,} ={3t* —at +3a®,t —a} =0

{pe,py} ={-t+a,t—a}=0.

Avec ces crochets, les équations de Hamilton vont nous fournir les bonnes équations du
mouvement :

i={o,H} = i={z, 5024+ —y)}=>t=pfe,p}—{z.y} =t =p,—p, = 1=0

y={y.H}=y={y.50i+ @ -y} =9=ply.p.} +{y.2} =9=—p

px = {pxaH} =>px = {px, %pi + (ZU —y)} :>px = {px,x} — {px,y} :}px =1

Py = {p?J)H} = Py = {pya %pi—l—(x — y)} = Py = px{py,px}+{py7x}_{py7y} = p, = 1.
Ces équations sont vérifiées par la solution (4.80), ce qui montre que nos crochets sont
justes.

2. Dans le cas du lagrangien L = %(yx + x17)?, la solution générale s’obtient en posant
Q = zy = Q = yi + xy et le résultat sera

o(t) = (at+b)e(t) 5 ylt) = 2

() =25 5 py(t) = (a*t + ab) &(t) (4.83)

ou £(t) une fonction arbitraire du temps. Afin de déterminer la transformation de jauge
infinitésimale qui laisse notre lagrangien invariant, imaginons une variation infinitésimale
de de la fonction £(t), ce qui va se traduire par une variation dxz = (at + b)de et une
variation 0y = —Efﬁ. Utilisons maintenant (4.83) pour avoir la transformation de jauge
recherchée

ox = xyde ; Sy = —1y°0e. (4.84)
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Fixons la jauge par la condition supplémentaire y — 1 = 0 = &(t) = 1, et la solution (4.83)
devient

x(t)=at+b y(t) =1
Pl =a ; pyft) = a’t+ab (485)
ensuite remplagons cette solution dans H = %Z—i
L,
H = 3¢ (4.86)

L’équation % = {z, H} va nous donner directement le crochet {a, b} comme suit :
1
a= {at+b,§a2} = a=a{ba} = {ba}=1 = {a,b} =—-1.

Calculons maintenant les crochets fondamentaux a partir de (4.85).
{z,y} ={at+0,1} =0
{z,p.} ={at+b,a} ={b,a} =1
{x,p,} = {at,ab} + {b, a*t} + {b, ab} = at{a,b} + 2at{b,a} + b{b,a} =at+b=1=x
{yapm} = {17 CL} =0
{y,p,} ={1,a*t +ab} =0
{pe,py} = {a,a®t + ab} = a{a,b} = —a = —p,.

3. Le modele de Christ-Lee [97] est décrit par le lagrangien singulier L = (P2 + r2(0 —
2)?) = V(r), ou r et 6 sont coordonnées polaires, z est une autre coordonnée généralisée,
et V(r) est un potentiel. Dans le cas ot V(r) = 3r?, les équations d’Euler-Langange

sont i = r(f — 2)> — 7, L(r}(0 — 2)) = 0 et 0 = —r?(f — 2), et la solution générale est
r = acos(t) + bsin(t), 6(t) = (t) et z(t) = £(t), ou a et b sont les seules constantes
d’intégration et £(t) est une fonction arbitraire du temps. En effet, notre lagrangien est
un invariant de jauge sous la transformation 7 = r, 0 = 0 + a(t) et Z = z + &(t), ot a(t)
est une fonction arbitraire de temps. Afin de fixer la jauge, nous choisissons e(t) = 0 et la

solution se simplifie sous la forme
r = acos(t) + bsin(t) 6(t) =0 z(t) = 0. (4.87)
On en déduit que
pr(t) =7(t) = —asin(t) + beos(t) po(t) =0 p.(t) =0 (4.88)

et le hamiltonien sera H = 7p, 4 0pg + 2p. — L = 1/2(a® + b®). En utilisant 'équation
7 = {r, H}, on obtient par identification le crochet des constantes d’intégration {a,b} = 1.
Un calcul direct montre que {r,p,} = 1 tandis que les autres crochets sont nuls.
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4.7 Lagrangien de Hojman-Urrutia

Il y a au moins deux motivations physiques pour I'étude de la théorie associée a ce
lagrangien que nous allons souligner brievement. La premiere remonte a la publication
de Hojman et Urrutia [94] ou ils ont pu construire des lagrangiens linéaires pour deux
systemes d’équations différentielles de second ordre pour lesquels il n’existe pas en principe,
de lagrangiens de second ordre par rapport aux vitesses (selon la classification de Douglas
[93]). La deuxiéme motivation remonte aux travaux de Feynman, rapporté par Dyson [92],
qui a obtenu le premier groupe des équations de Maxwell a partir des équations classiques
du mouvement en imposant certains crochets entre les coordonnées et les vitesses. Ce
travail a été étendu au deuxieme groupe des équations de Maxwell [63]. Bien que dans
cette approche des "crochets de Feynman” on a besoin a priori d’aucune structure de
lagrangien ou de hamiltonien, Hojman et Shepley [95] ont montré en utilisant les conditions
d’Helmholtz 'existence d’un lagrangien qui peut-étre associé a ces crochets de Feynman.
En particulier, afin de tester leur méthode, ils ont étudié les équations du mouvement
suivantes :

=y ii=—y (4.89)
qui ne sont pas dérivables d’'un lagrangien. En transformant ce systeme en systeme de
premier ordre & = z, y = w, £ = —w et w = —y, ils ont trouvé le lagrangien correspondant

(en utilisant les constantes d’intégration mais dans un contexte différent du nétre)

1
L=y+2)t+w:+ 5 (w? — 2yz — 2%) . (4.90)

Ce lagrangien est singulier car il est du premier ordre par rapport aux vitesses. Il a été
étudié dans I'approche de Dirac par Kulshreshtha [96] et dans ’approche de Fadeev-Jackiw
par Barcelos [88]. Nous n’allons pas reproduire leurs calculs ici, mais plutot appliquer la
méthode de CI qui s’avere étre beaucoup plus simple.

4.7.1 Premier cas : w est une variable

Les équations d’Euler-Lagrange sont

J+2=0 T =z
O=i-2 & y=u (4.91)
w=r—y-—=z Z=—w
0=z24w w=—y
ce qui implique que y = —y et * = —y. La solution générale est donnée par

x = acos(t) + bsin(t) + ct + d
y = —bcos(t) + asin(t)

z = —asin(t) + beos(t) + ¢

w = acos(t) + bsin(t)

(4.92)
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et le hamiltonien par
H:—1 (w?* = 2yz — 27) _ ! (a* 4+ 0> =) .
2 2

A partir de I'équation de Hamilton & = {x, H}, nous obtenons 1'égalité

(4.93)

beos(t) — asin(t) + ¢ = (— {a,b} b+ {a,c} ¢) cos(t) + ({a,b}a+ {b,c}c) sin(t)

+ ({b,c}b+{a,cta) t+ ({b,d} b+ {a,d}a— {c,d}) c

et de la méme maniere pour y, on aura

acos(t) + bsin(t) = (—{a,b}a+ {b,c}c) cos(t) — ({a,b} b+ {a,c}c) sin(t).

Par identification directe, on aboutit aux crochets

{aa b} = {Ca d} =-1
{a,c} ={a,d} = {b,c} ={b,d} =0
et finalement a
{x7y}:{z’w}:1 {yaw}:_l
{2} ={z,w} ={y, 2} = 0.

(4.94)

(4.95)

Il est tres intéressant ici de procéder a une quantification canonique, ou les opérateurs

associés aux variables fondamentales doivent satisfaire les commutateurs

i) = [2,0] =i [§,0] = —if

—a

(#,2] = [&,0] = [§, 2] = 0.

Il est alors possible de choisir ces opérateurs comme suit :
T==x y = —ihd, — 2 zZ=z w = —iho,.

Comme H = —1 (w? — 22y — 2?), 'équation de Schrodinger sera

1
2
1
ihoW = —3 (@ —229—-2%) ¥
d’ou la forme explicite

h? 8_2 0 22

L, 0 .
Zﬁa\ﬂ(t,x, 2) = ——V(t,x,z) —ih z%\lf(t,x,z) - §W(t,x,z).

2 022
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4.7.2 Deuxiéme cas : w est une constante

Ce cas avec w = k = constante, étudié aussi par Barcelos [88] dans 'approche de
Faddeev-Jackiw, est intéressant car il conduit a une théorie de jauge selon Kulshreshtha
[96] qui a fait ’étude dans I’approche de Dirac. Les équations d’Euler-Lagrange sont

z2=0
x—2=0 (4.100)
r—z—y=20
dont la solution générale est triviale
r=at+b (4.101)
y=0
z = a.

Cette solution ne contient pas de fonctions arbitraires du temps, donc il n’y a aucune
symétrie de jauge, conclusion partagée avec Barcelos. Le hamiltonien se réduit a la forme

1 1 1
H = —5 (k2 —2yz — 22) = —§k2 + §a2 (4.102)

et en utilisant ’équation = = {x, H}, il facile d’obtenir directement le crochet
{a,b} = —1.

Apres un calcul facile et direct, on obtient les crochets suivants :

{2 =1 oy ={ps} =0, (4.103)
Cette fois-ci, afin de faire une quantification canonique, on va choisir les opérateurs
T=uz,9=0et 2= —ihd,, et I'’équation de Schrodinger sera
0 n* o? k2
h—V(t,r) = ———V(t,x) — =V(t, x). 4.104
Wt ) = — oWt w) — W, 2) (4104)

4.8 Application en théorie des champs
Dans cette section, nous allons essayer d’utiliser notre approche dans le contexte quan-

tique afin de retrouver les relations de commutations bien connues en électrodynamique
quantique.
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4.8.1 Champ scalaire

Le champ réel de Klein-Gordon ¢ est décrit par la densité lagrangienne

1 2
L= 50,80"® — %qﬂ (4.105)
si on pose h = ¢ = 1. L’équation d’Euler-Lagrange %;(g—,ﬁ) — g—é = 0 donne naissance a
I’équation du mouvement

OPD — AD +m?® =0 (4.106)

dont la solution générale est
- / aF (fulw)alF) + £ () (7)) (4.107)

ou fr(x) = \/ﬁ, kx = —kI + kot et wp = ko = V k2 +m? (h=c=1). Les a(k) sont

des opérateurs et les aT(E) leurs opérateurs adjoints.
Sachant que

oL . - - -
o= o — - / aF (—iko fulx)o(F) + ko i (x)al (F)) (4.108)
on peut écrire opérateur hamiltonien H= [ d# <H¢<b — E) al’aide de la solution précédente

sous la forme

H = / d/ZkO% (a! Byal®) + a(Bal () = / dFkoN (F) (4.100)

oit N(F) = § (al (R)a() + a(R)a' ()

Puisque nous allons travailler directement dans le contexte quantique, les équations de
Heisenberg '
—1
h
écrites a ’aide des opérateurs et commutateurs vont remplacer les équations de Hamilton

qui s’expriment en terme du crochets. Sachant qu’on a déja posé h = 1, calculons P et
—i[® H].

b= —[d,H] (4.110)

b - / 4k (~iko fu(@)aF) + ko i (2)a (F)) (4.111)
b= / di; / ik, ( Fo(@)d(k = F)a(k) — fr(x)0(k — E’)aT(E')) (4.112)

et

—

i, H] = —i / ik / Ak (fel)a(®). NG+ fi @]l (R), NEY]) . (4.113)
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En utilisant les relations précédentes et I’équations de Heisenberg P = —i[®,H], on obtient
par identification directe les relations

) (4.114)

D’un autre coté, sachant que N(k') = 2 (aT(E’)a(E’) + a(E’)aWE’)) et a l'aide de la

relation [A, BC| = B[A,C] + [A, B] C bien connue des commutateurs, on aura
[a(k), af (K")]a(K')
ol atfarRy T
(@ (R), NF)) = St (B)[af (), (")) + Lot (F), (%) ()
+3a(k)[at (k). af ()] + 3la’ (), a(kK")]a’ (K").
4.11

Maintenant, en faisant une identification entre les équations (4.114), (
obtient les relations de commutation

(4.116)

5) et (4.116), on

a(R),a' () = 6~ F) 5 [a(R), a(®)] = [al (R), o (F")] = 0. (4.117)
Il s’agit bien des relations relatives aux opérateurs de création et d’annihilation connues en

théorie quantique des champs dans le cas d’un champ scalaire réel. Le calcul est analogue
mais plus long dans le cas du champ scalaire complexe.

4.8.2 Champ spinoriel

La densité lagrangienne du champ de Dirac ¥ est
L= iUy 9,V — muW (4.118)

(v* matrice de Dirac), ce qui nous donne en appliquant le principe de moindre action les
équations de Dirac

o« _
o, —m¥ =0 Uy 0, +m¥ =0 (4.119)

dont la solution générale est

= [ S d (b By + £ @i B 0) (4.120)

— wiy0 = / Sk (i (@)L (R)as(k) + f(w)dy (F)os(k) (4.121)

143



Chapitre /4 : La méthode des constantes d’intégration
ou fr(x) = (2;)’;%6_""‘32 kx = —kT + kot et wg = ko = V k2 +m2. Les by(k) et dy(k)

sont des opérateurs, et les bl(/;) et di(lg) leurs opérateurs adjoints respectivement, et les
bispineurs us(k) et vs(k) ont les expressions

N s N &k
uy(k) = /SB[ vk = [ [ G X (4.122)
2m wrtm X 2m Xs

. 1 . .
ol x; = ( 0 ) et xo = ( (1) ) sachant que les matrice & = (0!, 02, 03) sont les matrices

de Pauli. 1l ne faut pas perdre de vue que @ (k) = u, (k)70 et v,(k) = v,(k)T°.
Maintenant passons a la formulation hamiltonienne en commencant par les moments

conjugués qui sont donnés par Iy = IL/OV = i¥A° et Tl = OL/OT = 0. Le hamiltonien
H se réduit apres simplification a la forme

H= / dz <H@\if + gV — L) = / dziv o, (4.123)

En injectons la solution (4.120) dans I'expression de ce hamiltonien, on obtient finalement

2

H= / dkke > (bg(ié)bs(/%’) — Ay (R)d(F) ) / dkkOZN (4.124)

s=1
ot Ny (k) = (B} (F)bs(F) — d(R)di(R))
A ce stade, dans le but d’utiliser Péquation de Heisenberg U = % (U, H] = %[\If, H],
calculons d’abord W et —i [¥, H] :

_ / L (—z’ko Fol@)us (B)by (B) + iko f; (a;)dy/;‘)vs(k)dg(/;)) (4.125)

Ci[W,H] = /de Fol@)ug (k) [ (E),H} + () (k) [di(i%’),HD. (4.126)
Maintenant, on obtient par identification les relations
Fobs(K) = [b(F), H] Rodl(F) = — | al(F), 1] (4.127)

Sachant que H= [ Ak k) S, Ny ('), les relations précédentes deviennent

b B) = [ %S [ N ®)] kol = — [ a3 [ o )
- - (4.128)
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d’ou les commutateurs

[b:(R), Ny ()] = bo (R)3,00(F — ) (4.129)

[dg(/Z), Ns,(/;”)] = —dL(F)6,50(k — ). (4.130)

Pour continuer, il faut prendre en considération le fait que le champ de Dirac décrit des
fermions et qu'il est indispensable de travailler avec des anticommutateurs [, ], a la place

des commutateurs [,] = [,]_ pour satisfaire le principe d’exclusion de Pauli. Pour cela,
on va utiliser la relation bien connue [A, BC|_ = —B[A,C], + [A, B], C' . Maintenant,
sachant Ny (k') = bl,(lg’ Vou (k') — do (K )dl,(l?’ ), calculons les commutateurs ci-dessous.
[0 (B) No(R)| = =B (R [b,0R), b (B + |, 6L (B b ()
T A S S (4.131)
g () |0, (F), L ()] = [b,(R), do ()] dl ()
+ 1+
(AL(F), No(F)| = bR |di(R), by (B)] + |di(R), B (R)] ()
N S & IO S (4.132)
o () |di(R), dl, (8| = iR, do(R)] dl ().
+ I+
Par identification des équations (4.129) et (4.131) on aura
[bS(E), bi,(/%’)] = 5,0k — F). (4.133)
+

Une deuxieme identification entre équations (4.130) et (4.132) nous donnera aussi
L), dy ()]

On en déduit encore par identification que les autres commutateurs apparaissant dans les
équations (4.131) et (4.132) sont nuls. Pour avoir les autres commutateurs, il faut aussi

=00k —F) = |d(B),dl(B)] =aws(E-F).  (4134)
+ +

utiliser I’équation de Heisenberg ¥ = —i [ﬁ, H } et les calculs seront presque les mémes.
Ces résultats sont exactement identiques aux résultats de la quantification canonique du
champ de Dirac.

4.8.3 Le neutrino de Majorana

Dans la représentation de Majorana [21] des matrices v, u = 0...3, ’équation de Dirac
devient réelle avec quatre composantes de W. Dans ce cas, on démontre [99] qu’il est possible
de réécrire la densité lagrangienne comme une somme d’une densité £; décrivant un champs
complexe a deux composantes gaucher 7, et d'une autre £; décrivant un champs complexe
a deux composantes droitier £ (£ = L; + L;). La densité lagrangienne d’un neutrino de
Majorana gaucher [99] est donnée par >

L, =nlic"d,n — % (n"ic®n — nlic®n*) (4.135)

2. Pour un neutrino droitier, £, = ¢fio*0,,& + 7 (fTiazﬁ — ffiazf*) ,ou ot = (0% 01,02, 0%).
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ou o* = (0% —0o',—0? —03) et n est un champ complexe & deux composantes Les

équations d’Euler-Lagrange conduisent a I'équation de Majorana ¢*9,n + mo®n* = 0,
dont la solution générale est

/zﬁkh 2)ay(Ryus? (k) + f (2)al Ry () (4136)

ou fi(x) =, /ﬁe*ikx, ko = Vk2 +m2, ay(k) et ai(g) sont des opérateurs. Les w(" (k)

et w® (k) sont deux spineurs qui peuvent étre exprimés a l'aide des spineurs x; = (1 0)7
et xo2 = (0 1)7 comme suit :

ko +m &k 1 ko +m Gk \ io?
W (k) = 1 e w®P(k) =2 Y\
;" (k) om < ko—l—m) \/§X w (k) om ( ko—l—m> \/§X

(4.137)

En utilisant la solution (4.136), le hamiltonien H= 1 [ dZi(n'd,n — dyn'n) va s’écrire

sous la forme
2

H= / dkko  _ al(k)as(k) = / dkkOZN (4.138)

s=1

A partir de I’équation de Heisenberg 7 = % [n, H], on obtient les égalités

2

ko (F) = / WY [ (), V() (4.139)

koal (B) = / iy S [@(E),NS,(E’)} (4.140)

s'=1

olt Ny(k) = al(k)as(k). On en déduit directement les crochets

[as(/a, NS,(E')} — 4y (F)8,50(k — K (4.141)
[@(E), NS/(E’)] = —al,(F)8,98(k — ). (4.142)
Pour les fermions, nous utiliserons la propriété [A, BC] = —B[A,C], + [A, B], C afin
d’exprimer ces commutateurs au moyen des anticommutateurs comme suit :
[, (), No(F)] = —al (F) [as(R), 0o ()] + [au(B), al, (B)] as() (4.143)
+ +
et ~ ~ ~ ~ ~ . . -
|al(8), No ()| = =al,(#) |al(F), au (i) + [al(R).al(F)] a,(®).  (4144)
+ +

3. 0%0, =0 — 3.V ot o = (1,02, 0%) sont les matrices de Pauli.
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Par I'identification des équations (4.141) et (4.143), nous obtenons la regle d’anticommu-
tation

[aS(E), as/u;f’)} —0 [as(E), ai,(lé")} — 5.00(E — ). (4.145)
+ +
De la méme maniere, l'identification entre les équations (4.142) et (4.144) nous donne
al(Bal (@] =0 [l a0®)] = duwsE - R (4.146)
+ +

Ces regles de commutation sont exactement identiques aux résultats de la quantification
canonique du champ Majorana [99)].

4.8.4 Champ vectoriel

Dans le cas du champ de Maxwell, la densité lagrangienne £ = —iF "FE, conduit
aux équations du mouvement 9”0, A* —0"9,A” = 0 sachant que F,, = 9,4, — 9,4, ou
AP = (A, ff) est le quadrivecteur potentiel. Pour fixer la jauge, on va utiliser les conditions
de Coulomb V- A = 0 et A° = 0, ce qui réduit les équations du mouvement a la forme

0”0, A" = 0. Dans ce cas la solution générale peut s’écrire comme étant
2
w =[S i) (e + fi )l ) (4147
A=1

ou fr(x) = \/%%“’57 kx = —ki + kot et wp = ko = VE2 +m? = ‘E‘ (h=c=1et

m = 0). Les ay(k) sont des opérateurs et les al(k) leurs opérateurs adjoints. Les deux
quadrivecteurs £5 (k) = (e%(k), &\ (k)), A = 1...2 vérifient les relations

Sk)y=0 &) k=0 &(k) - avk)=0w &k)A&k) =k/k.  (4.148)

Sachant que les moments conjugués sont I1* = ;TL = — % le hamiltonien sera
- i di =y 59
H= [ dz <H“Au - L) = [ S+ B (4.149)

ot B =rotA et E = —9,A. A I'aide de la solution (4.147), il aura I'expression

H = / ARk, 22: % (ah(B)ar(F) + ar(R)al () = / Ak, i Ny (). (4.150)

A=1

Afin d’utiliser les équations de Heisenberg, calculons A* et [A,,, H] séparément.
‘ 2
o= =i [ S7 () (o) boas(F) — £io) boa () (4.151)
A=1
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(A, H]=—i / des)\ ( (2) / k'K, i [aA(E),NA/(lZ’)} + fi(z) / d/%”kgi [ag(/%’),NX(E')] )

N=1 N=1
(4.152)

Sachant que A* = = [A,, H] = 1 [A,, H] et & P'aide des résultats précédents, on obtient par
identification
2
koax(F) = / iy [a,\(k;),NX(k’)] (4.153)
N=1
2

koal (F) = / a3 [al (). N ()] (4.154)

N =1
ce qui implique que
[aA(k), NA,(H)} — ay (K)o d(k — K (4.155)
[ ) NA,(E)] = —al, (F)ond(k — ). (4.156)

ax(R), Ny (R = Sal, () [an(B), an (B)] + £ [ar(B), al, (7] ax ()
2 2
4 %ax(/;") [a (). aly (] + % [a (). ax (R)] () (4.157)
[, N (F)] = Sl ) [ ) axe ()] + 5 [a (), oy ()] axe ()
+ %ax(l?) [a;(E), ag,(/?)} + % [GL(E), aX(/Z')} al, (%) (4.158)

Par comparaison des deux dernieres équations avec les équations (4. 155) et (4.156) on aura
les relations de commutations relatives aux opérateurs a:r\(k:) et ax(k) qui sont

[ (B, aA,(E’)} = ok — K (4.159)

tandis que les autres commutateurs sont nuls. Ce résultat est bien connu en théorie quan-
tique des champs quand il s’agit de quantifier le champ de Maxwell dans la jauge de
Coulomb, ce qui montre la validité de notre approche.

4.9 La méthode des constantes d’intégration perturbée

Le but de cette section est de démontrer que notre approche peut étre étendue d’une
facon naturelle au cas des systemes solubles ayant subis de petites perturbations non
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linéaires. Soit donc le lagrangien perturbé L = Lg(q,4) —V (q) ol € est un petit parametre
proche de zéro (le] ~ 0 & |e] < 1) et V(g) un potentiel dépendant des coordonnées
généralisées ¢ = (q1, ¢z, ..., qn ). Les équations d’Euler-Lagrange dans ce cas seront

d oL 0L d OL oL ov oL
- - 0= ——2 - 2= ¢ avec pi—— ¢ =1...N. (4.160)

dt 0¢; g dt 9¢;  Oqi 9q; 9q;
Dans un premier temps, posons € = 0 afin d’étudier le lagrangien Lo(q, q). Les N
équations du mouvement seront %%—If — 88—];0 = 0 dont la solution générale qu’on suppose

connue est de la forme ¢, (t) = ¢, (t,C) et p,(t) = aLO =p,(t,C), ou C = (C1,Cy, ...,Cy)
est I'ensemble des M constantes d’intégration. On Va supposer que ces derniere sont choi-
sies a 'aide de M conditions que les 2N variables fondamentales doivent satisfaire a un
instant donné ¢, (voir la page 129). La méthode des constantes d’'intégration va alors nous
permettre d’avoir tous leurs crochets {Cy, C}, .

La méthode des perturbations [23]| consiste d’abord a supposer que la correction sur
la solution est de la forme ¢ = ¢, (t,C) +eq, + O(?) et p = p, (t,C) + ep, + O(e?). La
suite sera d’injecter cette quantité dans (4.160) et de prendre un développement limité
a 'ordre un au voisinage de € = 0. Par identification par rapport a e, il est possible
d’avoir les équations différentielles que doivent vérifier les corrections g,. La théorie des
perturbations [23] nous enseigne aussi que la résolution de ces derniéres va donner naissance
a de nouvelles constantes d’intégration supplémentaires en plus des constantes pertinentes
Cy, de la solution libre ¢, (¢,C). Autrement dit, on aura ¢, = ¢, (¢,C,G). Ces nouvelles
constantes G = (G, ..., Gpr) doivent-étre éliminées car elles sont juste le prix de I'utilisation
de la méthode des perturbations. Pour ce faire, nous allons utiliser les mémes conditions
déja imposées a la solution ¢, (t) et p, (), mais cette fois-ci sur la solution perturbée ¢ =
q,(t,C)+eq, et p=q,(t,C)+ep, parce que le choix des constantes n’affecte pas la validité
de la méthode CI. La solution approximative sera alors de la forme

¢=q,(t,C) +¢eq,(t,C) + O(e*). (4.161)
Quant aux moments conjugués, ils s’obtiennent a l’aide de la relation p; = % = %, ils
qi qi
seront de la forme
p=7p,(t,C) +¢ep,(t,C) + O(c?). (4.162)

Si Ho(q, p) est le hamiltonien relatif au lagrangien libre Ly(q, ¢), le hamiltonien associé
au lagrangien L = Ly(q,q) — €V (q) sera de la forme

H = Hy(q,p) +V(q). (4.163)

L’injection de (4.161) et (4.162) dans cette expression, suivie d'un développement limité a
I’ordre un, nous permet d’avoir I’approximation

0H, 0H,
H = )+ = (2,500 45, 00,5, 4 V(@) ) + 06, (4160
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Posons 9H -
Hy =G, 752 (00:B0) + Pry 2 (0005,) + V(@) (4.165)
d’olt
H = Hy(G,,p,) +eH + O(e?). (4.166)

Afin d’appliquer la méthodes des constantes d’intégration, il est naturel de supposer que
les crochets {C%, C;} subissent eux aussi une perturbation de la forme

{Ok, Cl} = {Ck,Cl}L + E{Ok, Cl}p + 0(62). (4167)

Maintenant, connaissant les égalités (4.161), (4.162), (4.166) et (4.167), appliquons
la propriété (4.33) en ne gardant que les termes du développement limité a 'ordre un
au voisinage de ¢ = 0. Ensuite par identification par rapport a e, nous aboutissons aux
relations

_ M 5
6qiL o E {C C} BQiL OHy
at 2 k> ~151L°30, ac,

Ny (4.168)

_ M ; _ :
94iy, 94i, oH, 94ip, 9Hy \ __ 94i;, 9Hy
ot 1;—:1{01“ CZ}L (aok aC, + ac, ac, ) — R;I{Chcl}p aC, oC, "

Le résultat est analogue pour les moments conjugués p. La premiere équation nous permet
d’avoir les crochets {Cy, Ci},, chose déja faite car il s’agit de I’équation relative au lagran-
gien libre Lg. En remplacant dans la deuxieme, on accede aux corrections {Cy, C}} apres
une identification directe.

Afin d’avoir les crochets des variables fondamentales ¢ et p, nous allons utiliser ce
résultat en plus de la solution (4.161) et (4.162). Par exemple,

P

{q“p]} = {QZL + gqip ) ﬁ]L + 5]3_7‘19}

aCy, aC,
k,l=1
M O Giy +€qip, ) O(Dj, +€Pjy)
~ 3 ({O G}, + (G C),) ( ber 2 e

12
M=

0g;; Op; 0Gi,, Op; 0q;; Op; 0q;; Op;
{Cr G}, (acﬁ oo, T€ <acz w0 T a0s ac]]:>> +e{Cr G, ac, aCt -
Comme application, soit le lagrangien L = % +zy—y—e (¥ + cos(x)), ou le parametre
¢ est infinitésimal (|e| ~ 0). Les équations d’Euler-Lagrange nous donnent les équations du
mouvement
¥ =17y + esin(z)

PR (4.169)

Il est clair que ce systeme n’est pas du tout trivial et il est peu probable qu’il soit exacte-
ment soluble vu qu’il est non linéaire. Pour cette raison, nous allons nous contenter d’un
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développement perturbatif de la solution autour de petit parametre €. Ecrivons la solution
sous la forme approximative
x=u1x, +ex,+ O(?)
y =1y, +ey,+ O(e?)
et injectons dans le systeme ci-dessus, en prenant un développement limité a 1'orde 1 au
voisinage de ¢ = 0.

(4.170)

(£, = 9,) + (B — gp — sin(zr))e + O(?) = 0

(i, +1) + (&, + e¥) e + O(e2) = 0. (4.171)
Par identification par rapport a €, on obtient le systeme
¥, =9, =0 B, +1=0
Z, — 1y, —sin(z,) =0 et =0 (4.172)

dont résolution se fait par ordre croissant de £ en commencant par la solution libre qui est
r, =—t+a y, =b (4.173)

ou les constantes d’intégration a et b sont choisies de telles sorte que z, (0) = a et y, (0) = b.
Les corrections seront alors

z,=—e"t+ec yp = —cos(t —a)+d (4.174)

ol ¢ et d sont deux nouvelles constantes d’intégration dont il faut de se débarrasser. Rem-
plagons dans (4.170)
v=(—t+a)+e (= t+c)+0(?

y=>b+e (—cos(t —a)+d)+ O(?). (4.175)

A ce stade, imposons les conditions x(0) = a et y(0) = b déja utilisées ci-dessus avec la
solution libre, ce qui va se traduire par les relations ¢ = 0 et d = cos(a), d’ou la solution
perturbée

r=—t+a—cee’t+O0(e?)

y=0b+e(—rcos(t —a) + cos(a)) + O(&?). (4.176)

Injectons maintenant cette solution dans le hamiltonien H = %“2“ +y + e (e¥ + cos(x))
et prenons un développement limité a I'ordre 1, sachant que p, = & et p, = z, afin d’avoir
le hamiltonien sous la forme

H= % + b+ (2" + cos(a)) + O(£). (4.177)

Le crochet {a,b} va a son tour s’écrire sous la forme d’un développement limité
{a,b} = {a,b}, +{a,b}, + O(?). (4.178)

Léquation @ = {z, H} = {a,b} (%292 — 231 développée & I'ordre un, devient

—1—ce"~{a,b}, +¢ ({a b}, +2¢"{a,b},) + O(c) (4.179)
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d’ou
—1={a,b}, — " —2¢{a,b}, = {a,b},. (4.180)
Cela nous donne les crochets {a,b}, = —1 et {a,b}, = €, ainsi que le développement du
crochet
{a,b} = =1 +¢ee’ + O(?). (4.181)
Il est intéressant de voir que I'équation ¢y = {y, H} = {a,b} (g—fl’%—[g - %%—g) conduit au

méme résultat. En effet, apres un développement limité, on aura
esin(t —a) = —e{a, b}, sin(t —a) = {a,b}, = —1. (4.182)
Maintenant, le crochet {x,y} va se calculer comme suit :

_ Gudy _0x0y\ _ | o o2
{z.y} = {a,b} (aa 5~ 3% aa) =—1+ee’"+0(c?) (4.183)

mais b =y, =y — ey, + O(¢?), d’ou
{z,y} = =1 + eVt + O(e?) = —1 + eV~ +0E) L O(e2). (4.184)
Comme e¥~<~0E") = eve=w=0() = ¢¥ (1 — gy, + O(£?)), la relation va prendre la forme
{z,y} = -1 +ee¥ + O(e?). (4.185)

Le calcul des crochets ou figurent p, et p, se fait de la méme maniere en utilisant le fait
quep, =% =—1—ce! ~—1—¢ce’et p, =uz.

4.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé une nouvelle approche permettant d’avoir les cro-
chets relatifs a un systeme soluble en travaillant directement avec les constantes d’intégration
de la solution générale des équations du mouvement. Cela est possible grace a une propriété
tres importante (voir (4.26)) qu'on a démontrée dans le cas général sans préciser le type
de crochets en question. La nouveauté dans cette démarche réside dans le fait de traiter
les constantes d’intégration comme étant des variables, ce qui nous rappelle le théoreme
de Jacobi de mécanique analytique.

Avec notre méthode, nous avons d’abord retrouvé les crochets de Poisson dans le cas de
lagrangiens réguliers, ensuite nous I’avons appliquée aux systemes avec contraintes et cela
a donné les crochets de Dirac, ce qui a rendu possible une application en théorie quantique
des champs.

Notre approche est pratique car elle est tres directe, facile et sans formalisme spécial,
mais elle repose entierement sur la connaissance de la solution analytique, ce qui consti-
tue son point faible. Mais on a pu l'appliquer aux systemes libres, cas ou la solution est
accessible, ensuite on a utilisé la méthode des perturbations pour aller plus loin.
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L’objectif de la premiere partie de cette these de doctorat est I’étude de certains aspects
des corrections de la théorie de la relativité spéciale déformée (DSR) de Magueijo-Smolin,
apportées a la mécanique quantique relativiste. En effet, leur théorie qui constitue une
déformation des équations de la relativité de telle sorte qu’elles soient en accord avec le
principe de l'invariance de 1’échelle de Planck, modifie aussi les équations de Klein-Gordon
et de Dirac en y introduisant des termes supplémentaires non négligeables dans cas des
énergies tres élevées.

Nous avons repris rapidement la démarche de S. Ghosh [31] qui consiste a retrouver
les résultats de Magueijo-Smolin en partant du x-espace des phases de Minkowski dont
I’algebre de Lorentz associée reste covariante, méme apres la déformation des crochets
de Poisson fondamentaux relatifs aux coordonnées et moments conjugués. En se servant
du premier théoreme fondamental de Lie, nous avons obtenu dans un premier temps, la
transformation déformée finie des moments conjugués dans le cadre de la DSR, dont le
caractere non linéaire fait en sorte qu’elle garde invariante ’énergie de Planck. La relation
de dispersion énergie-impulsion elle aussi a subi une déformation assurant sa covariance
sous la nouvelle transformation. Le résultat est la relation de Magueijo-Smolin identique a
la relation classique dans le cas des particules sans masse.

La transformation relative aux coordonnées obtenue dans le cadre de la relativité
spéciale déformée est caractérisée par sa dépendance des moments conjugués, ce qui rend
la cinématique et la dynamique inséparables, contrairement a la relativité restreinte. La
loi de composition des vitesses qui en découle ne pose aucun probleme car elle est iden-
tique au cas relativiste, ainsi 'invariance de la célérité de la lumiere dans le vide est assurée.

Grace aux variables canoniques obéissant a des crochets de Poisson non déformés et se
transformant suivant une transformation de Lorentz ordinaire, nous avons montrer que le
passage entre la relativité spéciale déformée et la relativité restreinte se fait d’une facon
naturelle et immédiate. L’étude des transformations non canoniques faite juste apres, nous
a permis de constater qu’elles peuvent étre a ’origine des crochets déformés qui sont a la
base de la DSR et de la mécanique quantique non commutative.
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L’équation de Dirac déformée constitue une bonne illustration de 'utilité des variables
canoniques : écrite d’abord dans l'espace des impulsions, on a pu la résoudre a l'aide
d’une transformation de Foldy-Wouthuysen, ce qui nous a permis de calculer son spectre
d’énergie. Les résultats ont été en accord avec la relation de dispersion de Magueijo-Smolin,
et la conclusion fut qu’effectivement, cette équation permet bien de décrire une particule
et son antiparticule de spin 1/2.

Par la suite, nous avons écrit une équation de Klein-Gordon et une équation de Dirac
déformées mais cette fois-ci dans I’espace des positions en utilisant un principe de corres-
pondance congu a partir des crochets de Poisson déformés qui sont a la base de la DSR.
Pour vérifier la validité de notre approche, nous avons cherché des solutions sous forme
d’ondes planes et le résultat fut I'obtention des équations déja écrites dans 'espace des
impulsions qui contiennent la relation de Magueijo-Smolin. Apres, Nous avons déterminé
les courants conservés qui peuvent étre interprétés comme une densité de charges dans le
cas de I’équation de Klein-Gordon et comme une densité de probabilité de présence dans
le cas de I’équation de Dirac.

Dans la deuxieme partie de ce travail, l'objectif est 1’étude des méthodes de quan-
tification des systemes décrits par des lagrangiens singuliers, ce qui donne naissance aux
systemes hamiltoniens avec contraintes. En effet, nous avons essayé de comprendre les prin-
cipes de base des méthodes de Dirac et de Faddeev-Jackiw en commencant par montrer
leur nécessité a la compréhension de ce genre de systemes. Avec ces dernieres, les crochets
Poisson cedent leur place aux crochets de Dirac qui sont mieux adaptés a la présence
des contraintes comme le montre les exemples nombreux qu’on a étudiés. Ces crochets
permettent de procéder a une quantification canonique, et du coup, ils peuvent étre in-
terprétés comme une origine possible de la mécanique quantique non commutative, en plus
des transformations non canoniques.

L’apport principal de notre travail est 1’élaboration d’une approche alternative aux
précédentes, appelée "méthode des constantes d’intégration (CI)”. Comme son nom l'in-
dique, l'idée est 'utilisation directe des constantes d’intégration de la solution générale
comme moyen d’aboutir aux crochets de Dirac. Apres avoir expliqué son fondement mathé-
matique, nous avons pu d’abord I'appliquer a des systemes réguliers afin de démontrer
qu’elle redonne les crochets de Poisson bien connus en mécanique analytique. L’étape sui-
vante était I'application avec succes de cette méthode aux systemes avec contraintes de
tous genres afin de retrouver les crochets de Dirac qu’on aurait pu avoir avec les autres
approches.

La théorie quantique des champs a fait I'objet d’une application de la méthode des
constantes d’intégration. En effet, rien qu’avec les solutions des champs libres, nous avons
redérivé facilement les relations de commutation relatives aux opérateurs de création et
d’annihilation, aussi bien dans le cas du champ spinoriel de Dirac que du champ vectoriel
de Maxwell. Dans un dernier temps, nous avons donné une version perturbée de notre
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approche afin qu’elle soit utile et utilisable dans le cas des systemes qu’on peut résoudre
par un développement en séries perturbatives.

Tels sont les résultats les plus importants de notre travail d'une maniere générale.
Maintenant, il y a certaines questions qu’on peut se poser concernant le méme sujet qui
vont nous servir de perspectives :

* L’importance de I’échelle de Planck est démontrée par les théories de la gravité quan-

tique, alors : Peut-on déduire la relativité spéciale déformée a partir de la théorie de
la gravité quantique ?

Comment faire de la théorie quantique des champs en respectant la symétrie de la
relativité spéciale déformée ? Et qu’apportera-t-elle a la physique des particules ?

La méthode des constantes d’intégration, n’est-elle pas applicable en relativité générale
dans le cas du champ gravitationnel faible (gravité linéaire) ?

Comment rendre la méthode des constantes d’intégration applicable aux systemes
hamiltoniens avec contraintes non intégrables ?

Est-il possible de déterminer les crochets de Dirac relatifs a un systeme donné sans
avoir besoin ni d’'un lagrangien ni d’'un hamiltonien, peut-étre uniquement en utilisant
la solution générale ?

Existe-t-il un lien entre notre méthode des constantes d’intégration et les intégrales
de chemins ?
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