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Introduction générale

Depuis apparition de la révolution technologique, le monde a connu une croissance
remarquable dans la taille des organisations. Les petits magasins d’artisanat a [’époque
ont évolué pour devenir des grandes sociétés aujourd’hui. Cependant, ce développement
a engendré de mouveaur problémes qui se posent encore a présent dans de nombreuses
sociétés. Vu que les problemes rencontrés doivent étre résolus mais aussi rassurer le
suivit de l’entreprise d’une meilleure facon, cela a donné un environnement propice @

Uapparition de la recherche opérationnelle(RO).

Une des caractéristiques de la recherche opérationnelle, est qu’elle tente souvent de
rechercher la meilleure solution (appelée solution optimale) pour le modéle représentant
le probléeme auquel on est confronté. Cette « recherche d’optimalité » est un theme
important dans la RO. Ce processus est résumé en un terme dit « optimisation », si cette
derniére est linéaire, il s’agit alors de la programmation linéaire(PL). Celle-ci signifie
que toutes les fonctions mathématiques de ce modéle doivent étre des fonctions linéaires.
Le mot programmation ici est synonyme de planification. Ainsi, la programmation
linéaire implique la planification d’activités pour obtenir un résultat optimal, c’est-a-

dire un résultat qui atteint le mieux le but spécifié¢ parmi toutes les alternatives réalisables.

La programmation linéaire (PL) a été développée en 1947 par G.B.Dantzing et
L.Kantorovich, pour répondre a des problemes complexes que les méthodes classiques n’ar-
riwaient pas a résoudre.

La programmation linéaire est un outil auquel on fait souvent appel dans de nombreuz
probléemes théoriques ou pratiques, il suppose que la solution doit étre représentée en
variables réelles. Sl nécessite de trouver des variables discrétes alors on parle de la

programmation linéaire en nombres entiers (PLNE).

La PLNE n’est autre que étudié les programmes linéaires dont les variables sont en-



tieres, en particulier les variables peuvent étre simplement booléennes {0,1}.0n dit que
les variables sont soumises a des contraintes d’intégrité.

Il apparait que les problemes linéaires en nombres entiers soient relativement difficiles
a résoudre. Apres tout, les probléemes de programmation linéaire peuvent étre résolus.
De maniere extrémement efficace, la seule différence est que les probléemes linéaires en

nombres entiers ont beaucoup moins de solutions a considérer.

Dans notre travail, nous nous intéressons a la résolution des problemes de program-
mation linéaire en nombres entiers par la méthode : « Séparation et Evaluation » ou «
Branch and Bound ».

La méthode de Branch and Bound consiste a énumérer ces solutions d’une maniére
intelligente, cette technique arrive a éliminer les solutions partielles qui ne meénent pas a

la solution que [’on cherche.
Notre travail s’articule autour de 4 chapitres :

Le premier chapitre présente quelques généralités sur la programmation mathématique
et programmation linéaire, et quelques méthodes de résolutions de problemes d’optimisa-
tion : méthode graphique, méthode du simplexe et la méthode dual du simplexe, et nous

avons illuster un exemple pour chaque méthode.

Dans le deuzieme chapitre, on se focalise sur la présentation de la programmation
linéaire en nombre entiers avec quelques problemes pratiques tel que le probleme du sac
a dos, et le probleme de transport. Ensuite, on a introduit la notion de complexité. On a
representé aussi deur méthodes de résolution : la méthode graphique et la méthode des

toncatures (ou Gomory).

Le troisieme chapitre est consacré a la méthode de Branch and Bound. Nous avons
présenté le principe de la méthode et ses trois axes principaux : [’évaluation,la séparation
et la stratégie de parcours, ainsi son algorithme. En particulier, l’algorithme de « branch
and bound » pour le cas binaire {0,1}. A la fin du chapitre, nous avons illuster le

probleme du voyageur de commerce.

Et enfin dans le quatrieme chapitre c’est une simulation numérique des trois exemples
représentés aux chapitres 2 et 3 : probléeme du sac a dos, probleme du transport et le

probléme de voyaguer de commerce, en utilisant le LpSolve IDE.



Chapitre

Rappels sur la programmation
linéaire

Inroduction

Bien qu’on puisse modéliser des problemes d’optimisation et utiliser des logiciels de
programmation linéaire sans connaitre la théorie qui se cache derriére, des notions sont
utiles pour mieux comprendre le sujet. Ce chapitre présente des bases de la programmation
linéaire.

La programmation linéaire est un outil tres puissant de la recherche opérationnelle.
C’est un outil générique qui peut résoudre un grand nombre de problemes. En effet, une
fois un probleme est modélisé sous la forme d’équations ou d’inéquations linéaires, des
méthodes assurent la résolution du probleme de maniere exvacte.

L’objectif de la programmation linéaire (PL) est de trouver la valeur optimale d’une
fonction linéaire sous un systeme d’équations, d’inégalités de contraintes linéaires. La
fonction a optimuser est dite « fonction économique »ou « fonction objectif ». On résout les
problemes de programmation linéaire en utilisant la méthode « graphique »s’il s’agit d’un
programme linéaire a deux variables au plus trois variables ou en utilisant des méthodes

« numeériques ».

1.1 Notions de base

1.1.1 Combinaison linéaire convexe

Sotent vy,vq,...,v, des éléments d'un espace vectoriel, on appelle combinaison linéaire

conveze de ces vecteurs le vecteur V = ajv; + v + ... + .

(073 Z 0
avec I
0Qi =

1=



1.1.2 Ensemble convexe

Une partie C de ’espace est convexe, si étant donné deuxr vecteurs vy et vy appar-

tiennent a C, la combinaison linéaire convexe V = aqv1 + vy appartient aussi a C.

dvec a; > 0,as >0
Oél—f-OzQ:l

CONVERL TIOL COMVeRe

FIGURE 1.1 — Ensemble convexe

1.1.3 Point extréme

V € C est dit point extréeme si 'V ne peut pas étre exprimé comme combinaison linéaire

conveze de deux points de C.

1.1.4 Polyedre et polytope

— Hyperplan est défini par H= {x € RY /JaTx = b }

— Demi-espaces fermés :
H ={zeRN/dTx>b}
H ={zeR¥/dT2z<b}

Un polyédre convexe : est l'intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés de
RN

Un polytope : est un polyedre convexe et borné.



Polgdre comvexe o Polytope

FIGURE 1.2 — Polyedre et polytope

1.2 Programme linéaire

1.2.1 Forme générale d’un programme linéaire :

[1] Le modéle mathématique d’un PL peut se mettre sous la forme suivante :

Max (ou min) Z =35, c;x;
Yot airy <, =ou>b;
.77120, \V/jzl,,n
Le programme comporte :
— La fonction objectif Z a optimiser.

— m contraintes d’égalités ou d’inégalités (contraintes essentielles).

n variables non négatives dites variables de décisions.

Le coefficient de cott de la variable x; est noté c; et celui de la variable x; dans la
contrainte i est noté a;;.
— La 1°™° contrainte a un second membre constant b;.

— Les contraintes simples de positivité ne sont pas incluses dans les m contraintes.

1.2.2 Forme standard d’un programme linéaire :

Comment passer de la forme canonique a la forme standard ?

e On transforme une inéquation de signe (<) en une équation linéaire en additionnant
une variable non négative dite variable d’écart.

e Pour transformer une inéquation de signe (>) en une équation linéaire, on doit
soustraire une variable d’écart.

Modéle de programmation linéaire dont les m contraintes essentielles sont du type (<) :



Forme canonique :

Optimiser  Z =31, ¢;x;
iy @iy < b;

x>0, Vi=1,....n
Sa forme standard s’exprime :

Optimiser  Z =31 ¢jz;

Doty QT+ Ty = by

x>0, Vi=1,....n4+m
Comme nous le savons, si le modéle comporte des inéquations du type (>), il s’agit sim-
plement de soustraire une variable d’écart dans chaque contrainte de ce type pour la trans-
former en équation. Comme nous le verrons aprés, on ne pourra toutefois débuter ’algo-
rithme du simpleze avec cette structure (la solution de départ aura au moins une valeur
négative pour une des variables). Alors il faudre augmenter le modéle en introduisant une

variable artificielle dans chaque contrainte dont on a soustrait une variable d’ecart.

Remarque : On peut toujours écrire un probléeme canonique sous forme standard et

vice versa.

Définitions :
o On dit que z; € R" est une solution réalisable si x; satisfait aux contraintes
essentielles et aux contraintes de positivité..
e Région des solutions réalisables (SR) : c’est l’ensemble des solutions réalisables.
o On dit que x; est une solution optimale si x; est réalisable et si de plus elle

réalise le maximum ou le minimum de Z.

Remarque : Les problemes de minimisation et de maximisation sont équivalents
PULSQUE :

MinZ = —Max(—2)

MaxZ = —Min(—Z2)

1.3 Méthodes de résolutions :

1.3.1 Meéthode graphique :

Elle est aussi appelée résolution géométrique, elle est utilisée généralement pour les

PL sous forme canonique a deuz variables.



Démarche a suivre pour la résolution graphique :

1. On reporte sur un graphique chacune des contraintes du modele et on détermine la
région commune a l’ensemble de ces contraintes. Cette région si elle existe constitue
la région des solutions réalisables.

2. On détermine les coordonnées des points extrémes de la région des solutions réali-
sables SR en les localisant directement sur le graphique en résolvant les équations
des droites qui se coupent.

3. On substitue ensuite les coordonnées de chaque point extréme dans [’expression de
la fonction objectif. Le point extréme qui optimise la fonction objectif correspond a

la solution optimale.

Exemple :

Résoudre le programme linéaire suivant par la méthode graphique :

Max Z = 5x1 + 3x9
S.c.

3x1 + dxy < 15

51 + 2x9 > 10

x1 > 0,29 >0

Sa représentation graphique est :

554
451

Sx14+2x2=10

351

3x1+5x2=15

Fi 05 I 15 1 15 3 15 1 &5 5 55
25

FIGURE 1.3 — Representation graphique des contraintes



Interpretation : D représente la région des solutions admissibles .

Les sommets de la région des solutions admissibles sont :

{(0,0); (2,0); (0,3); (60/57,45/19)}

On calcule la valeur de la fonction objectif pour chacun des sommets :

Z(0,0) =0
Z(2,0) = 10
Z(0,3) =9

Z(60/57,45/19) ~ 12.37
Puisque il s’agit de maximiser la fonction Z alors on prend le point qui donne la valeur
mazimale de 7 qui est le point : (60/57 ,45/19) et la valeur optimale de Z est Z* ~ 12.37.

1.3.2 Meéthode algébrique :

Nous avons présenté divers concepts associés a la programmation linéaire ainsi qu’une
premiere méthode de résolution, soit la méthode graphique pour la résolution des PL a
deux variables. Néanmoins, la plupart des situations présentent un nombre important de
variables de décisions. Donc ils existent d’autres méthodes de résolution efficaces.

Pour ce faire, on utilise les méthodes suivantes :

Méthode du simplexe :

La méthode du simplexe est une méthode itérative, un procédé qui nous permet de
passer d’un point extréme a un autre, de facon que la valeur de la fonctionnelle soit
améliorée.

Cet algorithme s’applique lorsque le PL est sous la forme standard. [2]
Définitions :

Solution de base : considérons un systéme Az=b de m équations et n variables.
Une solution est dite de base si n-m de ses composantes sont nulles, appelés variables
hors bases. Les m autres variables non nulles sont appelés variables de base.

Solution de base réalisable : une solution de base est dite réalisable si elle

satisfait les contraintes de non négativité.

Propriétés du simplexe :

10



e Chaque solution de base réalisable correspond a un point extréme.

e Si la solution optimale existe, il est obligatoirement localisé sur ['un des sommets

du polyedre de solution.

e Le nombre de points extrémes de la région des solutions est fini.

Principe de la méthode :

1. Déterminer une premiere solution de base réalisable, cette solution initiale est le

départ du cheminement vers la solution optimale (si elle existe).

2. Si la solution obtenue en 1 n’est pas optimale, déterminer une autre solution de base
réalisable qui permettrait d’améliorer la fonction objectif (augmentation pour une

mazimisation, diminution pour une minimisation).

3. On répéte cette procédure itérative jusqu’a ce que qu’il ne soit plus possible d’amé-
liorer la fonction objectif. La derniére solution de base réalisable obtenue constitue

la solution optimale au programme linéaire.

11



Organigrame de la méthode du simplexe : Cas d’une maximisation

Modéle de programmation
lingéaire

Ecrire le modéle dans sa forme
stamdard

!

Obrenir une solution de base
réalisable de départ et mettre
en evidence cette solution
dans un tableau du simplexe

" Tous les Cj — Z
L J
LE T Le tableau actuel
Cj—Zp:0 | - donne la solution
optimale
Oy — Z;=0
Appliguer N'opération de ¥ =0 i=1 m Il m'a pas de solution
pivotage, pour construire A= T _|::|
. ILEJ=*1 - optimale avec une
un nouveau tableau du _,J valeur finie pour 7
simplexe Au moins un Ay =0
i
F -

Choix de la variable entrante x,

max {C; — Zy1 = & — 2

IO

Choix de la variable sortante xg

By - [
—=mijin {— =0
PR {.u..““" !

l

Le pivot est I'élément g,

FIGURE 1.4 — Organigramme de la méthode du simplexe
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Tableau du simplexe :

C; Ch Cy . Cnm Crs1 | --- C; . C,

Cg base 1 To . Ton Tma1 | .- x; . Tn b;
Cl T 1 0 ce 0 a1,m+1 P a; R Qp bl
02 ) 0 1 ce 0 a2 m+1 bg
Com  Tm 0 0 . 1 mymt1 | - - - A j . Armn b

Z; Z1 Zo L Lima1 | - Z; . Z, A
Ci—Z; |Ci—21| Cy— 7y Co, — Zp, | Ci=Zi ... | Oy =2y

Choix de la variable entrante :

Cas du mazx : correspond a la variable de la plus grande valeur de C; — Z; avec
C;,—2Z;>0

Cas du min : correspond a la variable de la plus petite valeur de C; — Z; avec
C;—Z; <0

Choix_de la variable sortante :

Dans les deux cas (min ou maz) elle correspond a la variable de la plus petite valeur

de L quec 2o >0
Hi Mir

ir

Critére d’arrét :

Nous arréetons lorsque nous obtenons le critere d’optimalité. L’algorithme du simplexe
s’arréte lorsque :
o C;—7;<0,j € Jg : pour un probléme de mazimisation.

o C;—7;>0,j € Ju : pour un probléme de minimisation.

Exemple :
Détermination de la solution optimale a ['aide de l’algorithme du simplexe :

Soit le programme linéaire :

MaxZ = 2x1 + 229 + 623
S.c.

r1 + 29 + 323 < 48

41’1 + T2 + 6$3 S 60

Lj > O,j = {1a273}

En ajoutant les variable des écarts {xy, x5}, on obtient :

13




Forme Standard :

MaxZ = 2x1 + 225 + 623
S.c.
$1+ZE2+3ZE3+$4:48
4$1+$2+6$3+$5 = 60
z; >0,j={1,2,3,4,5}

Tableaul :
C; 2 2 6 0 0
Cg base | 1 To T3 T4 s | solution de base
0 T4 1 1 3 1 0 48
0 x5 | 4 1 [6] o0 1 60
Z; 0 0 0 0 0 Z=0
C;— Z; 2 2 6 0 0

ddes C; — Z; >0, j € Ju, le critere d’optimalité n'est pas vérifié :
Choix de la varible entrante :

maX{Cj—Zj,C’j—Zj20}:(73—23:6
J€JH

La colonne du pivot est 3, la variable entrante est : x3

Choiz de la varible sortante :

b, b
min{—, —

>0} =min{l16,10} =10
v i3 43 } { }

La ligne du pivot est 2, la variable sortante est : x5

l’operation du pivotage conduit au tableau 2.

Tableau?2 :
C; 2 2 6 0 0
Cg base | x1 Ty T3 Ty T b;
0 oz | -1 [1/2] 0o 1 -1/2]| 18
6 T3 2/8  1/6 1 0 1/6 | 10
Z; 4 1 6 0 1 | Z=60
C; — Z; -2 1 0 0 -1

3{C; —Z; >0,j € Ju}=Cy— Zy; le critére d’optimalité n’est pas vérifié :
Choix de la varible entrante :

La colonne du pivot est 2, la variable entrante est : o

14



Choix de la varible sortante :

bi

bi :
min{—, — > 0} = min{36,60} = 36

o 2 2

La ligne du pivot est 1, la variable sortante est : x4

["operation du pivotage conduit au tableau 3.

Tableausd :
C; 2 2 6 0 0
Cg base | 1 To T3 Ty Ts b;
2 T -2 1 0 2 -1 36
6 T3 1 0 1 -1/3 1/8 4
Z; 2 2 6 2 0 | Z=96

J
-2z o 0 0 -2

0

Du tableau 3,0m a :

C; —Z; <0,5 € Ju, alors le critére d’optimalité est vérifié.

Donc le tableau 3 est optimal.
D’OU la solution optimale du probléme est x* = (0,36,4) et Z* = 96.

Remarque :

Si dans le tableau optimal il existe C; — Z; = 0 pour une variable hors base alors la

solution n’est pas unique.

La dualité [2] :

Un aspect important de la programmation linéaire est la notion de dualité, a tout

programme linéaire appelé par convention PL Primal, on peut associer un autre PL appelé

Dual.

Programme primal

n
Maximiser ) c;x;

j=1
n

> aiixy < b;
=1

1’2207j:1,,n

15

Programme dual

m
Minimiser Y by,
i=1

m
> a5y < ¢
=1

ijO,izl,...,m



Relation Primal-Dual :

Programme Primal 4us——————) Programme Dual

(Ou programme dual)

(Ou programme primal)

Maximiser Z (ou W)

Minimiser W(ou Z)

Nombre de contraintes
— Ala contrainte i
— Contrainte de type =
— Contrainte de type >
—+ Contrainte de type=

Nombre de variables duales
— Correspond a la variable y;
= y; 20
= ;=0
— v, sans restriction de signe

Nombre de variables (de décision)
- x;20

—» x; sans restriction de signe

Nombre de contraintes
— Contrainte de type =
— Contrainte de type <
— Contrainte de type =

Coefficients C; dans la fonction objectif.

Second membre pour la j® contrainte.

Second membre b; de la i®*™¢ contrainte.

Coefficients de la variable y; dans la
fonction objectif.

Coefficient, dans la contrainte i, de la
variable x;(a;;)

Coefficient, dans la contrainte j, de la

variable y; (@; i)
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Propriétés de la dualité :

Le dual du dual est le primal.

La solution du dual est égale auz coiuts réduits du primal, et vice versa.

Etant donné un primal et son dual :

— Soit les deux problémes ont un optimum fini.

— Soit ils sont tous les deux sans solution.

— Soit l'un est sans solution et l'autre sans solution finie.

Pour un primal en maximisation, le cout d’une solution réalisable est inférieur ou
€gal au coiut d’une solution réalisable du dual. Ces cotts sont égaux si et seulement

st les deux solutions sont optimales.

Utilité de la dualité :

La dualité est trés utilisée en PL, notamment pour faciliter les calculs. Pour un PL

a dix variables et deux contraintes ne peut pas étre résolu graphiquement tandis que cela

ne pose pas de probleme pour son dual a deux variables et dix contraintes.

Algorithme dual du simplexe :[2]

La méthode de dual du simplexe a été développée par C.E.Lemke. Le principe de cette

méthode consiste a partir d’une solution non réalisable (z, < 0) obtenir une solution
réalisable (zp > 0).

Les étapes a suivre pour appliquer algorithme dual du simplexe sont :

1.
2.

Ecrire le probleme sous la forme standard.
Multiplier par (—1) les contraintes dont on a soustrait une variable d’écart.

Obtenir une solution de base de départ
—avec C; — Z; <0, j=1,...,n : dans le cas d’une maximisation.

—avec C; — Z; > 0, j=1,...,n : dans le cas d’une minimisation.

Critére de sortie d’une variable : la variable x, sort de la base d’apreés

x,. = minimum { xy;, x, <0 }

Critére d’entrée d’une wvariable : la variable x;, est introduite dans la base

d’apres
(minimisation)
(=) _ e (~(Ci=2)
Bkr mmj{ szj oty < 0}
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(mazimisation)
C’r 7Z7‘

R Ci—Z;
Bkr mlnj{ Mg s Mg < O}

le pivot est fig,

6. Pivoter sur py,. en utilisant les mémes regles que l’algorithme du simpleze.

7. Critére d’optimalité : on obtient une solution de base réalisable optimale si tous
les xp, > 0 et
— (manimisation) tous les C; — Z; > 0.

— (mazimisation) tous les C; — Z; < 0.
8. Si la solution de base n’est pas réalisable, on poursuit ’algorithme (aller en 4).

Ezxemple :
Détermination de la solution optimale a l’aide de [’algorithme dual du simplexe .

Soit le programme linéaire :

Minimaser Z = 90x; + 12025 + 180x3
S.c.

2I1+ZL’2—|—4ZE3 Z 3

3r1+ 229 + 23 > 4

Ty +3x9 —3x3 > 1

x; >0,Vj ={1,2,3}

Soustrayant les variables d’écart et multipliant par (-1) les contraintes, on obtient :

Minimaser Z = 90x; + 12025 + 180x3 + Ox4 + Oxs + Oxg
S.c.
—21’1 — T9 — 4(133 + x4 = -3
—3x1 — 229 — 13 + x5 =—4
—$1—3$2+3$3 +.CE6:—1
z; >0,V ={1,2,3,4,5,6}
Tableau 1 :
C; 90 120 180 0 0 0
Cp base | To T3 Ty Ts Te | solution de base
0 Ty -2 -1 -4 1 0 0 -3
0 5 -2 -1 0 10 i
0 Tg -1 -3 3 0 0 1 -1
Z; 0 0 0 0 0 0 =0
C;—Z; 90 120 180 0 0 0

Variable sortante :
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x = min{xy;, vy < 0} = min{—-3, -4, -1} = -4 = x5

La ligne pivot est k=2 et la variable sortante est xs.

Variable entrante :

—(Cr—2 . —(Cj=7; 90 —120 — ,

~OB) — ming {=C=2) s < 0} = min{ =, =22, <280} — min{30, 60,180} = 30.
La colonne pivot est r=1 et la variable entrante est x1.Le pivot est

fo1 = —3.

L’operation de pivotage conduit au tableau 2.

Tableau 2 :
C; 90 120 180 0 0 0
Cp base T T9 T3 Ty Ts T b;
0 Ty 0 1/3  -10/3 1 -2/3 0| -1/3
90 1 1 2/8 1/3 0o -1/3 0 4/3
0 Tg 0 -7/3 10/3 0 -1/3 1 1/3
Z; 90 60 30 0 -30 0| Z=120
0 30 0

C;i—2; | o 60 150

Variable sortante : x4 (ligne pivot : k=1)

Variable entrante :
—(Cr—Z, . —(Ci—Z.: ) B B '
(Tr): mmj{(,filjj),/hj < 0} = min{ 71105/03, 73/03} = min{45,45} = 45.
Le minimum n’est pas unique. Choisissons j=3.

La variable entrante est x3 et la colonne pivot r=3.le pivot est p13 = —10/3.

En pivotant sur -10/3, on obtient le tableau 3 :

Tableau 3 :

C; 90 120 180 0 0 0
Cg base | To T3 T4 T T b;
180 =z |0 -1/10 1 -3/10 1/5 0| 1/10
90 1 1 7/10 0 1/10 -2/5 0| 13/10
0 T 0 -2 0 0 -1 1 0
Z; 0 45 180  -45 0 0| Z=135
C; — Z; 0 75 0 45 0 0

Puisque xp > 0 pour tout i et que c¢; — z; > 0 (critére d’optimalité pour une

minimisation), le tableau 8 est optimall.
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La solution optimale du probleme est :
xry = 13/10, 1) :0, T3 = 1/10, Ty :0, Ts :O, Te =02"=135

Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons introduit la programmation linéaire en donnant ses carac-
téristiques. L’optimisation d’un probleme de programmation linéaire nécessite ['utilisation
d’une méthode de résolution. Nous avons présenté deux classes de résolution : la réso-
lution graphique et la résolution algébrique. Pour la résolution algébrique on a présenté
deuz algorithmes importants qui sont : ’algorithme du simplexe, et ['algorithme dual du

simplezxe.
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Chapitre

Présentation de la programmation
linéaire en nombres entiers

Inroduction

Dans beaucoup de problemes d’optimisation une solution a valeurs entieres est exi-
gée. Par ezemple dans le probleme de production on cherche le nombre optimal (entier)
de pieces a fabrique, dans ce cas on parle d’un probleme de programmation linéaire en
nombres entiers (PLNE).

La programmation linéaire en nombres entiers est un outil puissant de modélisation.
En effet, de nombreux problemes d’optimisation peuvent étre formulés comme PLNE par-
ticuliers.

Dans ce chapitre nous introduisons les notions de programmation linéaire en nombres
entiers que nous utilisons dans la suite du document. Nous commencons par rappeler les
bases de la PLNE. Ensuite, nous abordons quelques méthodes de résolution des problemes
de la PLNE telle que la méthode graphique, et la méthode de Gomory.

Les programmes linéaires obtenus sont souvent difficiles a résoudre. Malheureusement,
la magorité des algorithmes connus pour résoudre les problemes de PLNE sont exponentiels
car ils consistent a énumérer un grand nombre de solutions. Maintenant il existe un
algorithme qui évite ce grand nombre d’énumérations qui est la méthode de « Branch

and Bound »dont on va parler dans le chapitre 3.



2.1 Principe de la programmation linéaire en
nombres entiers :

2.1.1 Définition de la PLNE :

L’optimisation linéaire en nombres entiers (OLNE) ou La programmation linéaire en
nombres entiers (PLNE) ou integer linear programming (ILP) concerne les programmes
d’optimisation sous contraintes pour lesquels les variables doivent prendre des valeurs en-
tieres. Elle est un domaine trés riche de la programmation mathématique et de linforma-
tique théorique. Les recherches dans ce domaine sont nombreuses et les commencements

étaient avec Gomory en 1955.

2.1.2 Avantages de la PLNE :
[3]

e On peut modéliser plus de problemes comme PLNE que comme programme linéaire
(PL).
e [l y a des méthodes pour résoudre les PLNE, qui sont efficaces en pratique.

e [y a des solveurs qu’on peut utiliser pour appliquer ces méthodes rapidement.

2.1.3 Formulation d’un probleme de PLNE :

[2] La présence de variables entiéres dans un PL modifie profondément la nature des
programmes sous-jacents. Lorsqu’un probléme est linéaire avec des wvariables entieres
nous parlons de la programmation mizste entiere (PLME). Si toutes les variables sont
entiéres, nous utilisons la terminologie de la programmation (pure) en mombres entiers.

Si les valeurs entiéres sont a valeurs 0 et 1 (binaires) nous parlons de programmation 0-1
(binaire)(PLVB).

La forme générale d’un programme linéaire en nombres entiers se présente comme

suit :
Mazimiser (ou minimiser) Z =111+ Cxo + ...+ cpxy,
S.c
a11%1 + a12%2 + . ..+ a1, T (<, =, >)by
<, =,2>)by

2121 + A29%2 + . . . + A2 Ty (

Am1T1 + Apalo + ... + amn$n<§7 = z)bm
r; >0,Vyj=1---,n
zjentier,j =1,---  k(k <n)
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2.2 Deux probléemes pratiques sur la PLNE :

2.2.1 Probleme du sac a dos :

[4] Le probléme du sac a dos fait partie des problémes d’optimisation les plus étudiés
ces longues dernieres années en raison de ses nombreuses applications dans le monde réel.
Il modélise toute situation analogue au remplissage d’un sac a dos, ne pouvant supporter
plus d’un certain poids, avec tout ou partie d’un ensemble donné d’objets ayant chacun
un poids et une valeur et tels que les objets mis dans le sac a dos doient, sans dépasser
le poids mazimum, maximiser la valeur totale.

C’est un probleme linéaire en 0-1 ou encore un probleme en variables bivalentes, c’est-a-
dire, chacune des variables de décision du probléeme ne peut prendre comme valeur que 0
ou 1. Le probleme du sac a dos intervient souvent comme sous-probleme dans plusieurs
domaines : le chargement d’avions ou de bateauzr par exemple dans le domaine de la
logistique, la gestion de portefeuilles dans le domaine de [’économie ou encore la découpe
de matériaux dans le domaine de lindustrie. Vu l'intérét que les problemes de sac a dos

suscitent, il semble intéressant d’en prendre un comme exemple d’application.

Enoncé du probleme :

Soit a remplir un sac ne pouvant supporter que 14kg, par un deux ou trois objets parmi
les trois objets O, Oy, O3 de poids respectifs 4kg, 6kg, Skg et de valeurs respectives 6, 8,
7, tout en mazimisant la valeur totale des objets placés dans le sac. Soit x; la variable

égale au nombre d’objet O; placé dans le sac, 1 <1 < 3.

Modélisation du probleme :

La fonction objectif a maximiser est :
Z = 6x1 + 8xg + Tx3
Les variables x; doivent évidemment étre des entiers,V i,x; € N.
Les contraintes du probleme peuvent étre représentées par le systéme d’inéquations sui-

vant :

45L‘1 + 6£L'2 + 81‘3 S 14
Vi, T; € {0, 1}
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Résoudre ce probleme revient donc a résoudre le programme linéaire en nombres entiers

(P) suivant :

MaxZ = 6x1 + 8x9 + Tx3
4x1 4+ 629 + 83 < 14

r1 <1

T2 S 1

T3 S 1

Vi,z; € N

2.2.2 Probleme de transport :

Description :

Dans un probléme de transport, nous avons certaines origines, ce qui peut représenter
les usines ot mous avons produit des articles et fourni une quantité requise de produits a
un certain nombre de destinations. Cela doit étre fait de maniere a maximiser le profit
ou a minimiser le cout, Ainsi, nous avons les lieux de production comme origines et les
lieux d’approvisionnement en tant que destinations.

Caractéristiques :
— Un probleme de transport est un probleme de minimisation du coit de transport.
— Le probleme de transport a pour but d’acheminer aux moindres cotts des marchan-

dises depuis m origines vers n destinations.

Enoncé du probleme :

[5]

— Une firme automobile a trois usines a Los Angeles, Detroit et New Orléans, et deux
centres de distribution a Denver et Miama.

— Les capacités des trois usines sont de 1000, 1500 et 1200 respectivement, et les

demandes aux centres de distribution sont de 2300 et 1400 voitures.

- Couts :
Denver | Miamz
Los Angeles 80 215
Detroit 100 108
New Orléans 102 68

Représentation offre et demande en tableau :
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Denver Miamzi | offre
Los Angeles 80 215 1000
1000 0
Detroit 100 108 1500
1500 200

New Orléans 102 68 1200
1200
demande 2300 1400

Modélisation du probleme

Min Z = 801’11 + 2151’12 + 100.1'21 + 1081‘22 + 1021‘31 + 681‘32

S.c

(Los Angeles) x11 + x12 = 1000
(Detroit) To1 + Too = 1500
(New Orleans) 31 + T30=1200
(Denver) 11 + xo1 + x31 =2300
(Miami) 12 + Zo9 + X39=1400

Avec m; € N, i={1,2,3} et j={1,2}

2.3 La relaxation linéaire :

La relazation linéaire(ou continue) Rp de P est obtenue par relachement (enlévement)
des contraintes d’intégrité.
Soit F(P) la région des solutions possibles de P :
On a F(P) C F(Rp).[3]

2.3.1 Propriétés de La relaxation linéaire :

[5]

o La valeur de la solution optimale du PL relazé (R,) est une borne supérieure de la
valeur de la solution optimale du probléme (P).

e La valeur d’une solution admissible de P fournit une borne inférieure sur la valeur
de la solution optimale de P.

e Si la solution de R, est entiére (donc admissible pour P), elle est également la

solution optimale de P.
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2.4 Complexité :

La théorie de complexité s’attache a classifier les problemes selon leur difficulté. Un
probléeme est facile sl existe un algorithme efficace pour le résoudre. Un probleme est
difficile s’il appartient a la classe des problemes NP-complets, pour lesquels il est probable
de trouver un jour un algorithme efficace.[7]

La programmation linéaire en nombres entiers appartient a la classe des problemes
NP-complets. Aucun algorithme polynomial n’est donc connu pour sa résolution. Les al-
gorithmes exponentiels comme Branch and Bound sont donc susceptibles de rencontrer

des difficultés si la taille des problémes est importante. [6]

2.5 Résolution des programmes linéaires en nombres
entiers :

Différentes approches ont été étudiées pour la recherche de solutions optimales entiéres
du PLNE.
Actuellement les plus efficaces sont basées sur des algorithmes de recherche arborescente
par séparation et évaluation (Branch-and-Bound), des méthodes de coupes et des relaxa-

tions.

2.5.1 Résolution graphique :

Lorsque la contrainte d’intégralité sur les variables x est relachée, ’ensemble S des
solutions réalisables représente un polyédre. Les contraintes sont représentées graphique-
ment par des demi-plans et leur intersection est un ensemble convexe. Les solutions, si
elles existent, appartiennent a cet ensemble. L’idée est de chercher dans cet ensemble les
valeurs des variables de décision qui minimisent ou maximisent la fonction objectif.

Soit le PLNE suivant a deux variables :

MaxZ = 2x, + 9

1+ T2 S 5 (1)
—x1+ x5 < 0 (2)
6z + 229 < 21 (3)
X1, € N

Résolu graphiquement sur la figure ci-dessous :
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FIGURE 2.1 — Representation graphique des contraintes

Les + indiquent les points a coordonnées entiéres dans le domaine des solutions réa-
lisables (S).
Si on relache la contrainte d’intégrité sur les variables, on obtient :
La solution optimale du PL relazé associé au PNLE est = (11/4 ,9/4) avec un cout de
Z=T7.75.
Et pour le PLNE, loptimum entier est x*=(3,1) avec un cout de Z=7.
Et de cet exemple, on déduit les remarques suivantes qui soulignent la difficulté de la
PLNE [1] :
o L’optimum entier n’est pas forcément un sommet du polyédre, il peut étre a l’inté-
rieur du polyedre.
e Sile PL relaxé avait un optimum entier, ce serait aussi [’'optimum du PLNE.
e Sinon, le cout optimal du PL relaxzé donne une borne supérieure (une borne infé-
rieure en minimisation) du cott optimal du PLNE.
e L’arrondi de la solution du PL relazé (ici le point (2,2) réalisable) n’est pas néces-
sairement optimal pour le PLNE, il pourrait méme ne pas étre réalisable.
e Le polyedre peut étre non vide, mais n’admettre aucune solution entiere.
e On peut construire des cas ou les optima du PLNE et du PL relazé sont aussi
€loignés que l’on veut.
Les méthodes pour la PL ordinaire ne marchent donc pas pour la PLNE puisqu’elles
cherchent un sommet optimal du polyedre qui, en général, n’a pas de coordonnées entieres.

Puisque nos méthodes de résolution des programmes linéaires ne garantissent que la
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non-négativité des solutions, alors que nous voulons également des solutions avec valeurs

entieres, il faut par conséquent faire appel a d’autres techniques de résolution.

Les principauz algorithmes de résolution se divisent en trois catégories [2] :

Types de problemes Techniques de resolution
Problémes de programmation Méthodes de troncaturas
: linéaire en nombres entiers |
1 | (Oucoupes de Gomary)
(PLNE)
Problemes de programmation Méthode de séparation et
(2) linéaire  variables mixtes y|  0'évaluations successives
(PLVM| "Branch and Bound Method”
(3) Prl'_nlfle_me‘s de prt:}lgragj]mf'ntmn Méthode d"énumération
inéaire a variables binaires . partielle
(0-1) (PLVB)

2.5.2 Méthode de Gomory :

La méthode de troncatures (on dit également algorithme du « plan sécant »ou « méthode
de Gomory ») développé par Ralph E. Gomory (1958) fournit une méthode de résolution
des problemes de programmation linéaire en nombres entiers (PLNE).

Le principe de cette méthode est d’introduire de mouvelles contraintes linéaires au
probleme pour réduire le domaine de réalisabilité du probleme relazé.

La procédure consiste a résoudre une suite de problemes relaxés jusqu’a ce qu’une
solution optimale en nombres entiers soit obtenue.

Un probleme de la suite est obtenu du précédent en lui ajoutant une contrainte linéaire

(coupe supplémentaire).
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Description de la méthode [4] :

Apres avoir résolu le programme linéaire relazé a l’aide de ’algorithme du simpleze,
une solution optimale est obtenue. Si elle est entiére, c’est la solution optimale du pro-
gramme linéaire en nombres entiers (P). Sinon, la résolution de (P) n’est pas encore
achevée. Soit a noter * la solution optimale non entiére, x* = (x3,ak,. .. ak ... 2% ).

Sans perdre la généralité, supposons que les variables de base, a l’issue de la méthode du
simplexe, sotent les m premieres variables c’est-a-dire x1,xo,. ..,T,, et que dans le tableau
final, on ait, en faisant varier k de 1 a m, les équations de la forme xk+zzl:+nf+1 AppTp = by
La solution optimale z* est donc telle que x;‘:l;i pour ¢ variant de 1 a m et pour xj=0
pour [> m + 1. Pour tout réel x, [t] désignera le plus grand entier inférieur ou égal a x
et {z} désignera la partie décimale de x alors © = {z} + [x]. Les coupes de Gomory se

déduisent des équations du tableau final comme suit : Pour k, tel que, 1< k< m,

m+n — 1
Tk + 31 kpTp = b
Equivalent a :

Ty + Z;njngﬂ[akp]xp + Z;n:ﬁzlﬂ{dkp}xp = [Bk] + {Bk}

Comme
m4+n - m—+n -
p:m-l—l[akp]xp < ot Grpyp
Alors
xS0 agp)r, < xp + X0 agr
k p=m~+11%kplvp = p p=m~+1 YkpLp
Ou encore

Tp + Z;n:+£+1[akp]xp < by

En tenant compte des contraintes d’intégrité et puisque [l_)k] < by

On a:

Tp + Zzzrn&rl[&kp]xp < [bx]

Ainsi
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Tp + Z;n:t:ﬂ[dkp]xp > {Bk}

Cette derniere inégalité obtenue pour un certain k est appelée coupe de Gomory. En
faisant varier k de 1 a m, il y a donc au plus m coupes de Gomory.

Il faut par la suite résoudre a l’aide de la méthode du simpleze le nouveau programme
linéaire obtenu en ajoutant au programme linéaire précédent ces coupes de Gomory. Ce
mécanisme de rajout des coupes de Gomory ne s’arréte que lorsque la solution optimale

obtenue est entiére.

Exemple d’application :

Résolvant le probleme du sac a dos déja donné.
On a le probleme est modélisé comme suit :

Soit d’abord a résoudre, par la méthode du simpleze, le programme linéaire relaxé (P) :

MaxZ = 6x1 + 819 + Tx3
daq + 625 + 823 < 14

r1 <1

ro <1

x3§1

Sa forme standard :

MaxZ = 6x1 4+ 819 + Tx3
4$1+6$2+81’3—|—ZE4:14
r1+x5=1
To+ 26 =1
133+ZL’7:1

Dans notre cas, la premiere phase c’est-a-dire la recherche de base réalisable n’est pas
nécessaire puisque les variables d’écart x4, x5, g, x7 constituent déja une base réalisable.

La résolution se fera sous forme de tableaux et les pivots seront encadrés.

Tableau 1 :
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solution de base

=0

Z=8

X7

Ze

X5

Xy

xs3

iy

g

7 | Z=15

X7
0
X7
x7
-2
0
1

Te
Te
8
Te

X5
Ts
Ts

Xy
Ty
Xy

€3
x3
€3

X2
X2
X2

€
X
X

base

Cp

SIS S© S

0 -3/2
1 3/2
0 1
0 0

1/4
-1/4
0
0

base
Ty
X5
T2
X
base
X2
€3
base

Tableau 2 :
Cp
Tableau 3 :
Cp
Tableau 4 :
Cp

O D 0 >~

-5 | Z=15
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Tableau 5 :



C; 6 8 7 0 0 0 0
Cp base | xq To T3 Ty Ts T Ty b;

6 1 1 0 0 0 1 -1/2 0 1

0 Ty 0 0 0o -1/8 1/2  3// 1 1/2

8 To 0 1 0 0 0 1 0 1

7 T3 0 0 1 1/8 -1/2  -3/2 0 1/2
Z; 6 8 708 5/2  11/2 0| Z=35/2

C; — Z; 0 0 o -7/8 -5/2 -11/2 0

D’aprés ce tableau final qui sera noté (Tableau 5), v1 = 1, x9 = 1, x5 = 1/2,
ry = x5 = w¢= 0, x7=1/2 La solution optimale non entiére du probleme est donc
z* = (1,1,1/2) et la valeur mazimale que peut avoir la fonction objectif Z correspondant

a cette solution optimale est donc z=35/2= 117,5.

Recherche de la solution optimale de (P) par la méthode des coupes de

Gomory : Du tableau 5, on a le probléme (T) suivant :

r1+x5=1
To + Tg =1

Les coupes de Gomory sont :

{ {—1/8Yxy + {1/2}x5 + {3/4} 26 > {1/2}
{1/8}xy + {—1/2}x5 + {—3/4}xs > {1/2}

Ce qui implique :
1/8x4 + 1/2x5 + 1 /426 > 1/2 das + 2x6 > 4

Par 'introduction de variables d’écart, ces coupes sont transformées en éqalité :

7I4+4J)5+6$6—LL’8:4
I4+4]I5+21’6—Ig:4

Il faut ensuite ajouter ces égalités a (T). Les variables d’écart introduites dans ces
€galités sont précédées du signe moins, le tableau nouvellement obtenu ne sera donc pas
directement réalisable, il faut alors passer par la phase de recherche d’une base réalisable.

Pour cela, il faut introduire des variables artificielles au niveau de ces égalités. Soient yq

et y1 ces variables artificielles, elles sont positives ou nulles.

{7%4+4$5+6I6—SL’8 + Yo =4 {yg = —7x4—4m5—6x6+:€8+4
J]4+4CL’5+2$6 — X9 —|—y1:4 y1:—$4—4x5—21’6+$9+4
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Puis, résoudre le programme linéaire suivant :

Equifualent a:

MaxW = —yg — y1 = 8v4 + 8x5 + 8rs — g — T9 — 8
I'1+ZE5:1

—x4 + 4x5 + 626 + 8x7 =4

To+ 26 =1

8x3 + x4 — 4w — 62 = 4
7x4+4x5+6x6—x8—|—y0=4
$4+4J]5+2$6—l’9+y1:4

MaxW = —yg — y1 = 8v4 + 8x5 + 8rs — rg — T9 — 8
rT1+ x5 =1

—1/824 4+ 1/225+ 3/426 + 27 = 1/2

To+x6 =1

x3;41/8xy — 1/2x5 — 3/4xg =1/2

Try 4+ 4x5 + 616 — 28 + Yo = 4
I4+4l’5+21’6—l‘9—|—y1 =4

Tableau 1 :
C; o o o §8 8 8 0 -1 -1 0 0
Cp base | x1 T3 T3 T4 Ty T Ty Ty Tg Yo Y b;
0 T 10 0 0 10 0 0 0 0 0 1
0 X7 o o0 0 -1/8 1/2 3/4 1 0 0 0 0| 1/2
0 T o 1 0 0 0 1 0 o 0 0 0 1
0 T3 o o0 1 1/8 -1/2 -8/4 0 0 0 0 0| 1/2
0 w |0 0 0 7 6 0 -1 0 1 0| 4
0 Y o 0 0 1 4 2 0 0 -1 0 1 4
W; 0 0 o o o0 0 0 0 0 0 0 =0
c; = W; o o o &8 8 8 0 -1 -1 0 0
Tableau 2 :
C; o o o0 8 8 &8 0 -1 -1 0 0
Cp base | 11 xy @3 T4 Is Tg Ty Tg Tg9g Yo W b;
0 1 10 0 -4 0 -3/2 0 1/4 0 -1/4 0 0
0 7 0o 0 0 -3/4 0 0 1 1/8 0 -1/8 0 0
0 x o 1 0 0 0 1 0 o 0 0 0 1
0 x3 0o 0 1 1 0 0o 0 -1/8 0 1/8 0 1
0 x5 o 0 0 7/4 1 3/2 0 -1/4 0 1/4 0 1
0O yvi |0 0 0 -6 0 -4 0 1 -1 1| 0
W; o o o0 o0 14 8 12 0 -2 2 0| W=S8
c; —W; o 0 0 -6 0 -4 0 1 -1 -2 0
Tableau 3 :
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C; o o o0 8 8 & 0 -1 -1 0o 0
Cg base | ¥y xo T3 Ty Tz Tg Ty Xy Tg Yo Y1 | b;
0 1 1 0o 0 -1/4 0 -1/2 0 0 1/4 0 -1/41 0
0 Ty o 0 0 0o 0 1/2 1 0 1/8 0 -1/8 |0
0 0 1 o 0 0 1 0 0 0 0 0| 1
0 T3 o o0 1 1/4 0 -1/2 0 0 -1/8 0 1/8]| 1
0 T o 0 0 1/4 1 1/2 0 0 -1/4 0 1/4 |1
0 g o o0 0 -6 0 -4 0 1 -1 -1 110

Les variables artificielles sortent de base et sont donc de valeur nulle. Le tableau,
une fois les colonnes des variables artificielles enlevées, est réalisable et 'algorithme du
simplexe pourra se poursuivre. Il ne faut pas oublier de reprendre l’expression contenant
Z dans (P), et de remplacer les variables de base par leurs nouvelles expressions données

par le dernier tableau ci-dessus.

Tableau final :

C; 6 8 7 0 0 0 0 0 0
Cg base | x; Ta T3 Ty Ts T Ty T3 Tg b;
6 1 1 0 0 -1/4 0o -1/2 0 0 1/4 0
0 X7 0 0 0 0 0 1/2 1 0o 1/8 0
8 19 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
7 T3 0 0 1 1/4 0 -1/2 0 0 -1/8 1
0 s |0 0 0 1/ 1 1/2 0 0 -1/4| I
0 g 0 0 0 -0 0 -4 0 1 -1 0
Z; 6 8 7 1/4 0 3/2 0 0 5/8|7Z=15
C; — Z; 0 0 0 -1/4 0 -3/2 0 0 -5/8

C; — Z; <0, lalgorithme du simplexe s’arréte. Bt puisque la solution ici est entiere
on n’a pas besoin de poursuivre le mécanisme des coupes de Gomory.
Comme x1 = 0,29 = 1,23 = 1,05 = 1,04 = ¢ = x7 = 28 = 19 = 0. Kt Z=15 c’est
la valeur totale maximale possible des objets a placer dans le sac. L’optimum discret de

notre probleme est (0, 1, 1), il faut donc choisir de placer dans le sac les objets Oq et Os.
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Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté les concepts de base de la PLNE tel que la
formulation, la relaxation linéaire et sa difficulté de résolution. Or résoudre un probléme
de PLNE est un probleme Difficile.

Ensuite, nous avons vu comment résoudre un PLNE graphiquement et ['une des prin-
cipales méthodes de résolution : coupes de Gomory. Cette derniere permet de couper le
domaine de réalisabilité de sorte de s’approcher de la solution optimale entiéere.

L’inconvénient de la méthode de troncatures est qu’elle fournit souvent une solution
réalisable uniquement a la fin. Contrairement a la méthode arborescente de « Branch and
Bound », qui livre en cours de la recherche une suite de bonnes solutions. Ce qu’on verra

dans le chapitre suivant.
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Chapitre

Méthode de Branch and Bound

Inroduction

On a déja vu une méthode de résolution des problemes de PLNE en utilisant « les
coupes de Gomory ». Les coupes attaquant le probleme de ’extérieur en gardant le domaine
réalisable convexe, ce qui peut étre inefficace dans certaines configurations.

On peut résoudre aussi les problemes de PLNE/PLVM en fractionnant le domaine en
régions faisable bornées par des frontiéres alignées sur des entiers : on sépare ainsi les
domaines, et on évalue quelle région explorer en premier : on appelle cette méthode, la
meéthode de « séparation-évaluation », ou « Branch-and-Bound »en anglais.

L’algorithme de Branch-and-Bound (B&B) (Land et Doig 1960), repose sur une mé-
thode arborescente de recherche d’une solution optimale par séparation et évaluation, en

représentant les états solutions par un arbre d’états, avec des neeuds, et des feuilles.

3.1 Principe de la méthode de Branch-and-Bound :

Pour plusieurs problemes, en particuliers les problemes d’optimisation, l’ensemble de
leurs solutions est fini (en tout cas dénombrable). Il est donc possible en principe d’énumé-
rer toutes ses solutions, et ensuite de prendre la meilleure. L’ inconvénient majeur de cette
approche est le nombre prohibitif du nombre de solutions : il n’est guere évident d’effectuer
cette énumération.

La méthode (BEB) consiste a énumérer ces solutions d’une maniére intelligente en ce
sens que, en utilisant certaines propriétés du probléme en question. Cette technique arrive
a €liminer des solutions partielles qui ne menent pas a la solution que [’on cherche. De
ce fait, on arrive souvent a obtenir la solution recherchée en un temps raisonnable. Bien
entendu, dans le pire cas, on retombe toujours sur l’élimination explicite de toutes les

solutions du probleme.



[8] La méthode BEB est basée sur trois azes principaus :
— L’évaluation.
— La séparation.

— La stratégie de parcours.

3.1.1 L’évaluation :

L’évaluation permet de réduire [’espace de recherche en éliminant quelques sous-
ensembles qui ne contiennent pas la solution optimale. L’objectif est d’essayer d’évaluer
[intéret de exploration d’un sous-ensemble de l’arborescence. Le Branch-and-Bound uti-
lise une élimination de branches dans l’arborescence de recherche de la maniere suivante :
la recherche d’une solution de cout minimal, consiste a mémoriser la solution de plus
bas cott rencontré pendant l’exploration, et a comparer le cout de chaque neeud parcouru
a celui de la meilleure solution. Si le cout du neeud considéré est supérieur au meilleur
cout, on arréte 'exploration de la branche et toutes les solutions de cette branche seront

nécessairement de cout plus élevé que la meilleure solution déja trouvée.

3.1.2 La séparation :

La séparation consiste a diviser le probleme en sous-problémes. Ainsi, en résolvant
tous les sous-problemes et en gardant la meilleure solution trouvée, on est assuré d’avoir
résolu le probleme initial. Cela revient a construire un arbre permettant d’énumérer toutes
les solutions. L’ensemble des neeuds de 'arbre qu’il reste encore a parcourir comme étant
susceptibles de contenir une solution optimale, c¢’est-a-dire encore a diviser, est appelé

ensemble des neeuds actifs.

3.1.3 La stratégie de parcours :

e La largeur d’abord : Cette stratégie favorise les sommets les plus proches de la
racine en faisant moins de séparations du probleme initial. Elle est moins efficace

que les deuz autres stratégies présentées.

e La profondeur d’abord : Cette stratégie avantage les sommets les plus éloignés
de la racine (de profondeur la plus élevée) en appliquant plus de séparations
au probleme initial. Cette voie mene rapidement a une solution optimale en

économisant la mémoire.
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e Le meilleur d’abord : Cette stratégie consiste a explorer des sous-problémes pos-
sédant la meilleure borne. Elle permet aussi d’éviter [’exploration de tous les sous-
problemes qui possédent une mauvaise évaluation par rapport a la valeur optimale.

[9] L’algorithme de BEB construit et parcourt l’arbre de recherche. Sa racine est

le domaine réalisable du probleme initial, du modele PLNE, tandis que les nceuds
représentent les domaines réalisables des sous-problemes. A chaque itération, l’algorithme
de BB résout la relaxation du sous-probléme courant. Cette derniére fournit une borne
inférieure sur la valeur optimale du sous-probleme courant. Différents cas peuvent étre

rencontreés :

e La borne inférieure du neud est supérieure a la meilleure solution réalisable obtenue
par 'algorithme de BB : on peut alors affirmer que la solution optimale globale ne
peut pas étre contenue dans le sous ensemble de solutions représenté par ce neeud.
On élague.

e La solution de la relaxation continue du neud devient la meilleure solution réalisable
du probleme initial si elle est entiere, et que sa valeur optimale est inférieure a celle
obtenue par l'algorithme de BEB jusqu’a présent.

e Finalement, si la borne inférieure obtenue est meilleure que la derniere valeur ob-
tenue par l'algorithme de BEB, mais sa solution n’est pas entiére, le probleme sera
divisé en sous-problemes.

La méthode sera appliquée récursivement au reste des neeuds, et elle s’arréte lorsqu’il n'y

a plus de neud a évaluer.

3.2 Algorithme de Branch-and-Bound (version de
base) :

[7]

. Initialiser avec le calcul d’une solution admissible de valeur Z ou poser Z = 4.
. Résoudre la relazation continue (Rp) et mettre a jour éventuellement Z.

. Appliquer un test d’élagage.

. 87 1l reste des neeuds non élagués alors

Pour chacun des 2 nouveauzr neuds :

1

2

3

4

5. choisir un neud non élagué et brancher sur une des variables.
6

7. Résoudre la relazation continue (Rp) et mettre a jour Z.

8

Revenir a [’étape 3.

38



9. finSi

10. La solution courante Z est optimale.

3.3 Branch-and-Bound : cas des variables binaire O-
1:

[11] La méthode est particuliérement bien adaptée a la résolution de problémes linéaires
en variables booléennes : les inconnues ne peuvent prendre que les valeurs 0-1.

Un algorithme simple pour énumérer toutes les solutions d’un modele 0-1 consiste a :

Choisir un sommet dans [’arbre des solutions ;

Choisir une variable x non encore fixée relativement a ce sommet;

Générer les deuz variables © = 0 et x = 1 (la variable x est dite fizée) : chaque
alternative correspond a un sommet de [’arbre des solutions;

Recommencer a partir d’un sommet pour lequel certaines variables ne sont pas encore

fizées.

A la racine de l’arbre, aucune variable n’est encore fixée, tandis qu’aux feuilles de
Uarbre, toutes les variables ont été fizées. Le nombre de feuilles est 2™ (pour n variables
0-1). Le calcul de borne (ou évaluation) consiste a résoudre la relaxation linéaire en
chaque sommet. L’élagage (ou élimination) consiste a utiliser information tirée de la
résolution de la relaxation linéaire pour éliminer toutes les solutions émanant du sommet

courant.

Un sous-probleme est elagué si une des trois conditions suivantes est satisfaite :
— Test 1 : sa borne supérieure (valeur optimale de la relazation PL) est inférieure ou
égale a Z (valeur de la meilleure solution courante) ;

— Test 2 : sa relaxzation PL n’a pas de solution réalisable ;

— Test 3 : la solution optimale de sa relaxation PL est entiere.

Lorsque le Test 3 est verifié, nous testons si la valeur optimale de la relazation
PL du sous-probleme, Z;, est supérieure a Z*. Si Z; > Z*, alors Z* := Z;, et nous
conservons la solution, qui devient la meilleure solution courante. En résumé, nous

obtenons l’algorithme ci-dessous.

3.3.1 Algorithme de Branch-and-Bound : cas binaire :
[10]

1. Initialisation :
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(a) poser Z* = oo ;

(b) appliquer le calcul de borne et les critéres d’élagage a la racine (aucune variable
fizée).

Critere d’arrét : sl n’y a plus de sous-problémes non élagués, arréter.

Lo

. Branchement :

(a) parmi les sous-probléemes non encore élagués, choisir celui qui a été créé le plus

récemment (s’il y a égalité, choisir celui de plus grande borne supérieure).
(b) appliquer le Test 1 : si le sous-probléme est élagué, retourner en 2.
(¢) brancher sur la prochaine variable non fixée.
4. Calcul de borne :
(a) résoudre la relaxation PL de chaque sous-probléme

(b) arrondir la valeur optimale si tous les parameétres de l'objectif sont entiers.

O

. FElagage : élaguer un sous-probleme st
(a) la borne supérieure est inférieure ou égale a Z* ;
(b) la relaxation PL n'a pas de solution réalisable ;

(c) la solution optimale de la relazation PL est entiére : si la borne supérieure est
strictement supérieure a Z*, Z* est mise a jour et la solution de la relaxation

PL devient la meilleure solution courante

6. Retourner en 2.
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3.4 Probleme du voyageur de commerce :

[11] Le probleme du « voyageur de commerce », ou TSP ( Traveling Salesman
Problem), est le suivant : un représentant de commerce ayant n villes a visiter souhaite
établir une tournée qui lui permette de passer exactement une fois par chaque ville et
de revenir a son point de départ pour un moindre cout, c’est-a-dire en parcourant la
plus petite distance possible. C’est un des problémes les plus anciennement et largement

étudiés en optimisation combinatoire.

Considérons le probleme du voyageur de commerce afin d’introduire la méthode de
Branché& Bound.

Considérons n + 1 wvilles Vi, Va, ..., V,.

Et les distances inter-villes d;;, i; j € {0,..., n}.

Le probleme du voyageur de commerce consiste a donner une tournée allant et revenant
a la ville Vi en passant une fois par chacune des villes.

Une solution de ce probleme s’écrit donc sous la forme d’une liste de villes données
dans lordre de la tournée, que l'on peut noter o(1),...,0(n) ou est une permutation des
n villes.

On a donc clairement n! solutions possibles. Nous avons vu que [’explosion combina-
toire d’une énumération la rend difficilement envisageable dans tous les cas. Néanmoins,
dans cette section, nous nous intéressons aux méthodes énumératives, c’est-a-dire des
méthodes qui explorent l’espace des solutions pour trouver une solution de meilleur cott.

Les méthodes de BranchéIBound essayent d’éviter d’explorer entiérement [’espace des
solutions en utilisant les caractéristiques des solutions optimales et des estimations des
couts des solutions. Malheureusement, ces améliorations ne changent pas la complexité
de ces méthodes qui restent de complexité exponentielle. C’est pourquoi il est souvent
nécessaire de chercher d’autres techniques de résolution. Ce que nous allons voir :

Prenons dans cet exemple 5 villes Vi, Vi, Vi, VaetVy et les distances inter-villes données

par le tableau suivant :

W | Vi|Va| V5| Vi
Wwl—18|41] 2] 3
Vil | —-|7|1]F6
Vol 81 7| =161 6
Vol 211|606~ 4
Vil 71 6] 6] 2| —

Pour construire une méthode énumérative, il faut choisir une facon d’énumérer les
solutions de facon a n’en oublier aucune et en évitant de traiter plusieurs fois la méme

solution. Dans notre exemple, on peut considérer [’arborescence d’énumération suivante :
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FIGURE 3.1 — Arborescence d’énumération

A chaque niveau de l’arborescence en partant de la racine, on fixe quelle ville sera vi-
sitée a la i®™¢ place de la tournée (i = 0, puis i = 1, puis i = 2,... ). Ainsi, chaque neud
correspond & une tournée partielle (et valide) des wvilles. Par exemple, le 4°™¢ neud en
partant de la gauche du niveau ot l'on affecte la 2¢™¢ place, correspond a la tournée par-
tielle { Vo, Va, %, %}. Au rang le plus bas, chaque feuille correspond a une tournée compléte,
c’est-a-dire a une solution du probleme.

Notre but est donc de décider si [’exploration d’une branche est utile avant d’enénu-
mérer toutes les solutions. Pour cela, on va donner une évaluation des solutions que peut
porter une branche, c’est-a-dire donner une borne inférieure des cotuts des solutions de la
branche. Si cette évaluation est plus grande qu’une solution que l’'on connait déja, on peut
¢laguer cette branche, c’est-a-dire éviter de [’explorer.

Dans notre exemple du voyageur de commerce, avant de commencer ’énumération,
tentons de trouver une bonne solution. Par exemple, on peut prendre une heuristique
gloutonne qui consiste a prendre en premier la ville la plus prés de Vg, puis en deuxieme
une ville (parmi les villes restantes) qui soit la plus prés de la premiére, et ainsi de suite.
On obtient ainsi une solution réalisable S; = { Vi, V3, V1, Vi, Vo, o} de cotit c1 = 18. Une
solution réalisable nous donne une bonne supérieure pour notre probleme, et nous savons
que la solution optimale du probleme est au plus de cout 18.

1l nous serait a présent utile de trouver une évaluation du cout de la solution par une
borne inferieure.

En effet, si l'on pouvait par exemple déterminer que la solution optimale est au moins
de cout 18, nous aurions déja résolu notre probleme. Une idée possible ici est de dire que
l’on passe par toutes les villes et que [’on doit donc sortir de chacune des villes pour aller

vers une autre ville. En d’autre terme, le trajet pour aller d’une ville V; a une autre ville
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sera au moins éqgale a la plus petite distance issue de V.

Ainsi, en sommant les couts minimaux de chaque ligne du tableau, on obtient une
valeur qui sera toujours inferieure au cout d’une solution du probléme. Par exemple, ici
on obtient une évaluation de 2+1+3+2+2=9. Une solution de ce probléeme sera donc au
moins de cout 9. Malheureusement, la meilleure solution que nous connaissons est de cout
18, nous devons donc commencer [’énumération.

La premiére branche a gauche issue de la racine de [’arborescence contient toutes les
solutions ou V; est affectée a la place 1.

St l'on applique notre idée d’évaluation a la sous-matrice obtenue en otant la ligne
correspondant a Vi (on connait déja la ville qui suit Vi) et la colonne correspondant a V;
(la ville allant en V; est déja fixée, c’est Vi), on obtient alors 8 pour la somme des cotits
minimauz des lignes. En ajoutant le coit Cyyy, = 8, on sait alors que toute solution de
cette branche a au moins un cout de 16.

On ezplore alors le neud de l'arborescence commengant par {Vo, Vi, Va}. Cela cor-
respond a une matrice ou ['on a o0té les lignes correspondant a Vi et Vi et les colonnes
correspondant a Vi et Vo. La somme des cotts minimaux des lignes restantes est alors de
7. En ajoutant alors le cotut Cy,y, + Cyyv, = 15, on sait que toute solution de cette branche
est au moins de 22. Comme nous connaissons déja une solution de cout 18, on peut donc
éviter d’explorer (élaguer) cette branche.

La figure suivante résume [’exploration compléte de notre arborescence par un parcours
en profondeur. Les valeurs qui accompagnent les neeuds sont les évaluations des branches

et celles qui accompagnent les feuilles sont les cotuts des solutions associées.
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FIGURE 3.2 — Arborescence par parcours de profondeur

Lors de cette exploration, on a pu élaguer totalement la 3™ branche. C’est la der-
niere branche qui nous a conduit a une feuille correspondant a une solution S, =
{Vo, Vi, V3, Vi, Vo } de codt 16. Or, la derniére branche ne peut pas mener a une solution
de meilleur cout que 16, on a pas besoin d’explorer cette dernieére branche. En conclu-
sion, la meilleure solution pour le probléme est de coit 16 et nous connaissons Sy une des

solutions optimales possibles.

Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés a la résolution d’un probleme de PLNE
par la méthode de Branch-and-Bound basée sur l’énumération intelligente des solutions.
En particulier, nous avons illustré un probleme de PLVB, un des problemes les plus

connu qui est le probleme du voyageur de commerce.
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Chapitre

Simulation numérique

Inroduction

Lp solve est un logiciel libre de la Free Software Foundation (licence GNU lesser
general public license). Lp solve est un logiciel de résolution de programmes linéaires et
programmes linéaires en nombres entiers. Ce solveur est basé sur la méthode révisée du

simplexe et une méthode de type Branch-and-Bound pour les PLNE.
LPSolve a au plus 4 arguments qui sont dans [’ordre :

— Obj : expression symbolique représentant la fonction objectif,

— constr (optionnel) : liste des contraintes linéaires qui sont soit des équalités, soit
des inéequalités, soit des expressions bornées définies par expr=a..b,

— bd (optionnel) : séquence d’expressions du type var=a..b specifiant que la variable
var est comprise entre a et b,

— opts (optionnel) : séquence de paramétres option=value pour le solver, o
option est choisi parmi assume, Ip_mazximize, [p_variables, [p_integervariables,
Ip_binaryvariables or lp_depthlimsit.

Résolvant les problemes déja données aux chapitres 2 et 3, en utilisant le solveur LP

Solve IDE :

4.1 Probléme du sac a dos :

Le probleme est comme suit :

/* objective function */

max : 6x1+812+ 713 ;



/* Variable bounds */
4xl +6022 + 828 <= 14,

xl <=1,
2 <=1,
8 <=1;
/¥integer definitions */
it xl, 22, x3;
T LPSolve IDE - 5.5.2.0 - C:\Users\gforcr\Desktop\memoire RO\sac & dos.lp | o S|
Eile -Edit Search Action View Options Help
Q- p B s A W
Source | Matri:-cl =] Dptinnsl (#) FHesuItl
A% Objective funcotion %
max: oxl + Bx2 + Tx3I ; I
A% Variable bounds #*/
4mx] + emZ + 8x3 == 14

x1 == 1z
=2 == 1z
w3 == 1z
A% integer defintions */7

int =1, xZ, x3; I

Lo T v S Y« T (N O 1 N I o

[

FIGURE 4.1 — Programme du probléme du sac & dos (LPSolve IDE)

Le résultat obtenu est :
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LPSolve IDE - 5.5.2.0 - CAUsers\gforcr\Desktop\memoire RO\sac a dos.Ip L= | B S

File  Edit Search Action View Opticns Help
Q- b Bme o~ d a5 X
| S-:uur-:el Matri:-cl =] I:Ipti-:unsl #) Result |
I:”I'IEC“"-"E| Canstraints I Sensitivit_ul
Wariables MILF ...  result I
15 15
1 1] 1]
w2 1 1
w3 1 1

FIGURE 4.2 — Résultat du probléeme du sac & dos (LPSolve IDE)

La solution est (0,1,1)

Ce qui confirme le résultat déja trouvé, en utilisant la méthode de Gomory.
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4.2 Probleme du transport :

Le probleme est comme suit :

/* objective function */
max : 80x1+21522+100x3+108x4+102x5+ 686 ;
/* Variable bounds */

xl +x2 = 1000;
x3+x4 =1500;
x5+2x6=1200;

r1+x8+25=2300;
12414 +26=1400;

& Lpsoive 1bE - 5520 |

Eile Edit Search Action View Options Help

D~ b wmo o~ [[dFH & &
E Source |_- Matm-cl =] Dptlonsl #) Flesult|

/% Oobjective functicon */
min: 80x1 + 215x2 + 100x2 + 108=x4 + 102x5 + &8B=6;

A% Variable bounds */
=1 + =2 1000

x3 + x4 1500;

x5 + =& 12007

x1 + =3 x5 = Z2200;
=2 + =4 xE = 1400;

Wom =1y ok WM

o+ 00

FIGURE 4.3 — Programme du probleme de transport (LPSolve IDE)
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Le résultat obtenu est :

= wesoive i0E - 5520

Eile Edit Search Action Wiew Options Help
O - b W[ [ & 25 &
Source I Matri:-cl =] I:Ipticlnsl #) Fesult |

wWariables result
313200

=1 1000
e u]
w3 1300
=il 200
=5 u]
=6 1200

FIGURE 4.4 — Programme du probléme de transport (LPSolve IDE)
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4.3 Probleme du voyageur de commerce :

Avant d’ecrire le programme de ce probleme posons les variables suivantes :

z1 le chemin de la ville Vi a la ville V;
22 le cheman de la ville Vo a la ville V5
x3 le chemin de la ville Vi a la ville V3
x4 le chemin de la ville Vi a la ville Vy
zd le chemin de la ville Vi a la ville Vj
26 le chemin de la ville V| a la ville V4
x7 le chemin de la ville Vi a la ville V3
28 le chemin de la ville Vi a la ville V;
z9 le chemin de la ville Vs a la ville Vj
210 le chemin de la ville V5 a la ville V;
211 le cheman de la ville V5 a la ville V3
212 le cheman de la ville Vy a la ville V;
218 le chemin de la ville V3 a la ville V;
x14 le chemin de la ville V3 a la ville V3
x15 le chemin de la ville V3 a la ville Vy
16 le chemin de la ville V3 a la ville Vy
x17 le chemin de la ville Vy a la ville Vy
18 le chemin de la ville Vy a la ville V;
219 le chemin de la ville Vy a la ville V,
220 le chemin de la ville Vy a la ville V3

Le probleme est comme suit :

/* Objective function */
min :8v1+4x2+2x3+ 314+ 915+ Tr0+ 127+ 028+ 329+ Tr1 0+ 6211+ 6212+ 22153+ 1214
+0x15+4x16+Txl T+ 6118+ 6x19+2220 ;
/* Variable bounds */

xl + 25 <=1;

2 + 29 <=1;

20 + x10 <=1;

3 + xl8 <=1;

7 + zl4 <=1;

xll + z15 <=1;

x4 + 217 <=1,

8 + xl8 <=1;
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12 + 219 <=1;
216 + 120<=1;

xl + x2 + x5+ x4 =1;
217+ 18 +x19 + 220 =1;
xd + 26 + =7 +18 =1;
29 + x10 + x11 + z12 =1,
2183 + 14 + xld + 216 = 1;
xh + 19 + 213 + x17 =1;
xl + x10 + x14 + v18=1;
22 + x6 + 215 + x19 =1;
x3 + x7 + x11 + 220 =1;
x4 + 28 + 212 + x16 =1;
/* integer defintions */
it xl,22,x23,14,25,26,27,28,09,x10,x11,x12,x13,x14,x15,216,217,218,219,220 ;

LPSelve IDE - 5.5.2.0 - C\Users\gforer\Desktop!

File Edit Search Action View Options Help
O -GE b im0 |#s &% v
Source ‘ Matrixl & Dplionsl # Hesu\l|

/* Objective function */
min:Ex].+4x2+21-13+3x4+|9x5+7x6+].x7+6xE+3x9+TKlD+lel+le2+2x13+lxl4+Gx].5+4x].6+7x].7+6x].E+61-1].9+22-12D ;

1

2z

K

¢ /* Variable bounds */
5 x1 + x5 <=1;

& x2 + x9 <=1;
7 x6 + x10 <=1;
8 x3 + x13 <=1;

s x7 + x14 <=1;

10 x11 + =15 <=1;

11 x4 + =17 <=1;

1z xB + xl18 <=1;

13 x12 + =19 <=1;

18 x16 + x20<=1 ;

15 x1 + x2 + =3+ x4 =1;

16 x17+ x18 +x15 + x20 =1;

17 %5 + =6 + x7 +x8 =1;

18 x5 + x10 + =11 + x12 = 1;
13 x13 + =14 + =15 + xl6 = 1;
20 ®x5 + x9 + x13 + x17 =1;

PR T T S IV IR . B

FIGURE 4.5 — Programme du probleme du voyageur de commerce (LPSolve IDE)
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pae 0 - 5520 - Clser o Desior OO N

File Edit Search  Action View Options Help
Q- d b bwfo o a | v
Source | Matlixl @ Optiohs | @ Flesult|

x6 + w10 <=1;

2 x3 + x13 <=1;

=7 + xld <=1;

10 %11 + =15 <=1;

11 x4 + =17 <=1;

1z x8 + =18 <=1;

13 x12 + x15% <=1;

14 x16 + =x20<=1 ;

15 x1 + =2 + =3+ x4 =1;

18 x17+ x18 +x19% + =20 =1;
17 x5 + x6 + x7 +x8 =1;

18 x99 + =10 + =11 + =12 = 1;
19 13 + =14 + x15 + =16 = 1;

-1

w

z0 %5 + %9 + =13 + =17 =1;

21 x1 + =10 + =14 + x18=1;

2z x2 + mb6 + w15 + %15 =1;

2z %3 + =7 + =11 + =20 =1;

z4a x4 + =8B + =12 + =16 =1;

25 /* integer definticns */

26 int xl,x.2,J;S,xA,x.5,)46,x?,xB,x.9,x.10,x.ll,);12,);13,xl4,xlS,le,xl?,xlB,xlB,xQO;

FIGURE 4.6 — Suite du programme du probléme du voyageur de commerce (LPSolve IDE)

Le résultat obtenu est :
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LPSolve IDE - 5.5

File Edit Search Action View Options Help
O-Elp Bmo | da% & 25| e
Source | Matrixl @ Dptions| @ Result |
Objective | Constraints | Sensitivity
“ariables LFO MILP
16 16

®1 0 0 u] |

w2 0 0 u]

%3 i} i} u]

wd 1 1 1

=5 0 0 u]

=6 1 1 1

H7 0 0 u]

] 0 0 u]

=3 1 1 1

=10 0 0 u]

=11 0 0 u]

w12 0 0 u]

%13 0 0 u]

x14 1 1 1

%15 0 0 u]

#16 0 0 u]

®17 0 0 u]

FIGURE 4.7 — Résultat du probléme du voyageur de commerce (LPSolve IDE)

Search Action

File Edit

Q-=-H P

View

Objective

Constraints

Senszitivity

Options  Help

W =% &5 o
Source I MatriHI @ Dptions| @ Fiesult |

Yariables
w3
wd
=5
=6
W
=]
=3
10
11
w2
13
=14
15
#16
W17
#18
13
w20

—‘DDDDD—‘DDDD—‘DD—‘D—‘D%
o

MILF ...

0

- 00000 =0000=00=0=

u]

result

coocoo-_CocooDOoO=2o00=0 =

FIGURE 4.8 — Suite du résultat du probleme du voyageur de commerce (LPSolve IDE)
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La solution est X*=(0,0,0,1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1)
Le chemin est dans l'ordre suivant : {Vy, Vi, V3, Vi, Vo }
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Conclusion générale et Perspectives

Dans ce mémoire, nous avons traité les programmes linéaires en nombres en-
tiers (PLNE) sont plus complezes a résoudre qu’un programme linéaire tout court
(PL). Pourtant, la plupart des probléemes dans les situations réelles correspondent plutot

a des PLNE qu’a de simples programmes linéaires, d’otu la nécessité de savoir les résoudre.

La résolution des PLNE passe habituellement par la résolution du programme linéaire
relaxé c’est-a-dire du programme linéaire sans les contraintes d’intégrité. Ce programme
linéaire relaxé se résout le plus souvent par la méthode du simplexe. La solution finale
obtenue est optimale mais n’est pas nécessairement entiere, dans ce cas la résolution du
PLNE se poursuit, et cela, toujours a ['aide de la méthode du simplexe mais combinée
soit a des mécanismes de coupe, les coupes de Gomory, soit a la méthode de séparation

et évaluation (Branch and Bound).

La méthode des coupes de Gomory coupe le polyedre et se rapproche de la solution
optimale d’itération en itération, alors que la méthode de BB divise, a chaque itération

le polyedre en parties, et élimine celle qui ne contient pas de solutions entiéeres.

L’inconvénient de la méthode des troncatures est qu’elle augmente de la complexité

du probleme, et sa solution reste irréalisable jusqu’a l’arrét de [’algorithme.

Pour la méthode de Branch and Bound nous avons illustré le probleme du voyageur
de commerce. Ce probleme est toujours d’actualité dans la recherche en informatique,
étant donné le nombre important de problemes réels auzxquels il correspond. Les problemes

dérivés et les extensions en sont trés nombreuz.

Parmi les perspectives de ce mémoire nous identifions deux axes possibles :



Le premier axe est la programmation linéaire mizte en nombres entiers.

Une deuxieme piste intéressante est la possibilité d’avoir un programme non linéaire

en nombres entiers.
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