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THÈME

Application du principe du maximum pour le
Problème de Heisenberg

Présenté par :
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1.2 Systèmes différentiels linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2.1 Exponentielle de matrices . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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2.1.3 Classement des problèmes de contrôle . . . . . . . . . . 18
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Introduction

La théorie du contrôle optimal est un domaine des mathématiques ap-
pliquées qui cherche à déterminer la meilleure manière de contrôler un système
dynamique afin d’optimiser une certaine performance, souvent sous des contraintes
spécifiques. Son origine remonte à la seconde moitié du XXe siècle, en réponse
aux besoins croissants en matière de guidage et de régulation, notamment
dans les secteurs de l’aéronautique et de la dynamique du vol.

Historiquement, la théorie du contrôle optimal s’inscrit dans la continuité
du calcul des variations, une discipline qui étudie comment minimiser ou
maximiser des fonctionnelles. Les premiers développements significatifs ont
été réalisés après la Seconde Guerre mondiale, avec des contributions ma-
jeures liées à la mécanique classique et aux principes variationnels, tels que
les équations d’Euler-Lagrange. Un tournant décisif dans ce domaine a été
marqué par le principe du maximum formulé par Lev Pontriaguine en 1956,
qui fournit des conditions nécessaires pour l’optimalité des solutions aux
problèmes de contrôle. Aujourd’hui, le contrôle optimal trouve des applica-
tions dans divers domaines allant de l’ingénierie aérospatiale à la robotique,
en passant par les systèmes économiques et biologiques. La recherche continue
d’explorer les interactions entre les mathématiques pures et les applications
pratiques, rendant cette discipline essentielle pour le développement des tech-
nologies modernes et l’amélioration des processus industriels.

Un système de contrôle peut être présenter par une famille de champs
de vecteurs (système dynamique). Les propriétés du système de contrôle
dépendent des propriétés des champs de vecteurs et des intéractions entre
eux. L’outil de base qui nous permet de comprendre les intéractions entre
différents champs de vecteurs sera le crochet de Lie.

L’objectif de ce mémoire est de développer des outils qui nous permettront
d’étudier la contrôlabilité des systèmes de contrôle géométrique, en particulier
le problème de Heisenberg qui apparait dans divers domaines mathématiques.
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Ce problème est un modèle de référence important en théorie du contrôle
optimal géométrique. Le groupe de Heisenberg se présente généralement
comme un espace de dimension 3 avec une structure de groupe particulière.
[1],[2],[4],[10].

Ce présent travail est donc divisé en trois chapitres. Voici un bref résumé
sur chacun d’eux :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, on va rappeler le problème de Cauchy et
les systèmes différentiels, ensuite on va introduire les crochets de Lie, puis
on s’intéressera aux variétés différentielles.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème de
contrôle optimal et nous présentons ici quelques notions de base nécessaires
pour l’étude des problèmes de contrôle optimal telles que, la contrôlabilité
des systèmes linéaires et non linéaires ainsi que le principe du maximum.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre qui représente la partie principale de ce
mémoire, nous présentons d’abord le problème de Heisenberg, puis nous al-
lons passer à la résolution de ce problème qui consiste à trouver les géodésiques
minimales.
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Chapitre 1

Quelques rappels
mathématiques

1.1 Problème de Cauchy

Soit I0 un intervalle de R, et t0 un point fixé dans I0.
Soit f une fonction définie et continue sur I0 × Rn à valeurs dans Rn, ainsi
qu’un élément y0 ∈ Rn.
On cherche à trouver une solution y : I0 → Rn telle que :

∀ t ∈ I0, y
′(t) = f(t, y(t)), (1.1)

y(t0) = y0. (1.2)

Ce problème s’appelle problème de Cauchy pour le système différentiel (1.1).
La condition (1.2) s’appelle condition initiale.
La variable t représente le temps, et l’instant t0 représente le temps initial.

1.1.1 Théorème d’existence et d’unicité

1.1.1.1 Théorème d’existence (Cauchy-Péano) :

On suppose que la fonction f est continue dans un voisinage du point
(t0, y0) dans I0 × Rn, alors il existe un intervalle J0 ⊂ I0, au voisinage de t0
et une fonction y ∈ C1(J0) tels que{

∀ t ∈ J0 y′(t) = f(t, y(t))
y(t0) = y0 , t ∈ I.

(1.3)

Définition 1.1 On appelle solution locale du problème (1.3) , la donnée d’un
couple (I, y), où I est un intervalle de R qui est un voisinage de t0 inclu dans
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I0 et où y est une fonction appartenant à C1(I) telle que

∀ t ∈ I y′(t) = f(t, y(t)) et y(t0) = y0.

Définition 1.2 On dit que la solution locale (J, ỹ) prolonge la solution locale
(I, y) si on a I ⊆ J , et ∀ t ∈ I ; y(t) = ỹ(t).

Si de plus I ̸= J , on dit que (J, ỹ) prolonge strictement (I, y).

Définition 1.3 On dit que la solution locale (I, y) est une solution maximale
du problème ((1.3) s’il n’existe pas de solution locale de ce problème qui la
prolonge strictement.

Définition 1.4 On dit que (I, y) est une solution globale de (1.3) dans I0,
si (I, y) est une solution locale de ce problème et si I = I0.

Remarque 1.1 Toute solution globale est maximale ,mais la réciproque est
fausse.

1.1.1.2 Théorème d’unicité[5] ( Cauchy-Lipschitz) :

On suppose que la fonction f est continue sur I0 ×Rn, et qu’il existe une
constante K tel que

∀ t ∈ I0, ∀y, z ∈ Rn : |f(t, y)− f(t, z)| ≤ K|y − z|,

alors le problème (1.3) admet une unique solution.

1.2 Systèmes différentiels linéaires

Considérons le problème de Cauchy dans Rn{
ẏ(t) = A(t)y(t) +B(t)
y(t0) = y0

(1.4)

où les applications t → A(t) ∈ Mn(R) et t → B(t) ∈ Rn sont localement
intégrables sur l’intervalle I considéré.

Définition 1.5 La résolvante du problème (1.4) est la solution du problème
de Cauchy

∂R

∂t
(t, t0) = A(t)R(t, t0), R(t0, t0) = Id

avec R(t, t0) ∈ Mn(R).
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Proposition 1.1 La résolvante possède les propriétés suivantes :
— Pour tout t, t0, t1 ∈ I0 : R(t2, t0) = R(t2, t1)R(t1, t0).
— Pour tout t, t0 ∈ I0 : (R(t1, t0))

−1 = R(t0, t1).

Proposition 1.2 (formule de Duhamel) :
La solution du problème de Cauchy (1.4) est donnée par la formule de varia-
tion de la constante :

y(t) = R(t, t0)y0 +

∫ t

t0

R(t, s)B(s)ds.

Remarque 1.2 Lorsque t0 = 0, on note M(t) = R(t, 0).
Par la formule de variation de la constante, la solution du problème de

cauchy (1.4) peut s’écrire comme suit :

y(t) = M(t)

(
y0 +

∫ t

t0

M(s)−1B(s)ds

)
.

Cas des systèmes autonomes
Considérons le problème de Cauchy dans Rn{

ẏ(t) = Ay(t)
y(0) = y0

où y(t) ∈ Rn, A ∈ Mn(R). La résolvante de ce système est M(t) = etA.
La théorie dit que la solution générale est de la forme :

y(t) = y0e
tA.

1.2.1 Exponentielle de matrices

Définition 1.6 Pour toute matrice A ∈ Mn(R), on définit l’exponentielle de
la matrice A par

exp (A) = eA =
+∞∑
k=0

Ak

k!

qui converge normalement sur tout compact de Mn(R).
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Propriétés : L’exponentielle de matrices réelles ou complexes vérifie les
propriétés suivantes :

— Si on note On la matrice nulle, alors exp (On) = Id.
— Si A et B ∈ Mn(R) (ou Mn(C)), vérifient AB = BA, alors

e(A+B) = eA · eB.

— Pour toute matrice A ∈ Mn(R)(ouMn(C)), la matrice eA est inversible
et (eA)−1 = e−A.

Remarque 1.3 Si A et B ne commutent pas, alors on a en général

e(A+B) ̸= eA · eB.

1.2.1.1 Exponentielle d’une matrice diagonale

Soit la matrice diagonale D d’ordre n

D =


λ1 0 0 · · · 0
0 λ2 0 · · · 0
0 0 λ3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn


On vérifie facilement que

eD =


eλ1 0 0 · · · 0
0 eλ2 0 · · · 0
0 0 eλ3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · eλn


1.2.1.2 Exponentielle d’une matrice nilpotente

Rappel :
Une matrice N est dite nilpotente s’il existe p ∈ N∗ tel que Np soit une

matrice nulle.

Pour une telle matrice nilpotente , l’exponentielle de N est une somme
finie :

eN = exp (N) =

p−1∑
k=0

Ak

k!
.
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1.2.1.3 Exponentielle d’une matrice diagonalisable

Diagonalisation d’une matrice carrée :

Une matrice carrée ∆ est diagonalisable, s’il existe une matrice P inver-
sible et D diagonale, telle que ∆ = PDP−1.
D est la matrice diagonale des valeurs propres de ∆, quant à la matrice de
passage P de la base canonique vers la base où ∆ est diagonale, elle corres-
pond à la matrice des vecteurs propres.

Exponentielle d’une matrice diagonalisable :

Le calcul de l’exponentielle d’une matrice diagonalisable est donné par la
formule suivante :

e∆ = ePDP−1

= PeDP−1.

Méthode de calcul de exp(A) :

Si on utilise la décomposition de Dunford A = ∆+N , avec ∆ diagonali-
sable, N nilpotente et N∆ = ∆N , alors :

eA = e∆eN .

1.3 Variétés différentielles

1.3.1 Rappels de calcul différentiel

Avant de donner la définition d’une variété différentielle, nous allons
d’abord rappeler le calcul différentiel.

Applications différentiables :

Soit U ⊂ Rn un ouvert. Voici quelques propriétés de base :

— Une fonction f : U → R est différentiable en a ∈ U s’il existe une
forme linéaire l : Rn → R telle que

f(a+ h) = f(a) + l(h) + o(h).

— On note Daf := l la différentielle de f au point a et
∂f

∂xi

: U → R les

dérivées partielles de f définies par Daf(h) =
∑n

i=1 hi
∂f

∂xi

(a).
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— Une fonction f : U → R est différentiable dans U , si elle est différentiable
en tout point a ∈ U ; elle est de classe C1 si toutes ses dérivées par-
tielles sont continues.

— Par réccurence : une fonction f : U → R est de classe Ck , si elle est
différentiable et si toutes ses dérivées partielles sont de classe Ck−1.

— f : U → R est lisse ou(C∞) si elle est classe Ck pour tout k ∈ N.

— Une application F : x ∈ U → (f1(x), ..., fp(x)) ∈ Rp est différentiable
(resp. Ck ou lisse) si et seulement si chacune de ses fonctions cor-
données f1, ..., fp est différentiable (resp. Ck ou lisse).

Définitions

Difféomorphisme : Soit U ⊂ Rn et V ⊂ Rp deux ouverts.
Une application f : U → V lisse est un difféomorphisme si elle est
bijective et si son application inverse f−1 est également lisse.

On dit dans ce cas que les ouverts U et V sont difféomorphes.

Immersion : Soit U ⊂ Rn un ouvert. Une application lisse f : U → Rp est
une immersion si sa différentielle est injective en tout point.

Submersion : Soit U ⊂ Rn un ouvert. Une application lisse f : U → Rp

est une submersion si sa différentielle est surjective en tout point.

1.3.2 Rappel de topologie

— Espace topologique : On appelle espace topologique, un couple
(E, T ) où E est un ensemble et T une famille de parties de E vérifiant :

1. ∅ ∈ T, E ∈ T .

2. Une intersection finie d’élément de T appartient à T .

3. Une réunion quelconque d’éléments de T appartient à T .
On appelle T la topologie sur E.

— Espace métrique : Soit E un ensemble non vide.
Si d est une distance sur E, alors (E, d) est un espace métrique.
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— Ouvert : Soit (E, d) un espace métrique et A une partie de E.
On dit qur A est un ouvert de (E, d) si,

∀a ∈ A, ∃ r > 0 | B(a, r) ⊂ A.

— Fermé : Soit (E, d) un espace métrique et A une partie de E.
On dit qur A est un fermé de (E, d) si son complémentaire Ac est un
ouvert de (E, d).

— Soit X un espace topologique.

- On dit que X est à base dénombrable s’il admet une base d’ouverts
dénombrable.

- On dit que X est séparé si deux points distincts admettent des voi-
sinages disjoints.

— Recouvrement : un recouvrement d’un espace topologique M est
une famille (Ui) de parties de M , telle que M = ∪(Ui).

— Géodésique : une géodésique est le chemin le plus court entre deux
points sur une surface. Par exemple, sur une sphère, les géodésiques
sont les arcs de grands cercles.

Théorème 1.3 [3](théorème d’invariance du domaine de Brouwer)
soit U un ouvert de Rn, et f : U → Rn une application continue et

injective.
Alors f(U) est ouvert ,et f : U → f(U) est un homéomorphisme.

Définition 1.7 (Variété topologique)
Une variété topologique est un espace topologique M ,tel que
— l’espace M soit séparé et à base dénombrable.
— tout point de M admet un voisinage de M homéomorphe à un ouvert

d’un espace Rn.

Définition 1.8 (Atlas)
un couple (U,φ), où U est un ouvert de M , et φ : U → Rn est un homéomorphisme
de U sur un ouvert de Rn, s’appelle une carte de M .
Une collection de cartes (Ui, φi) qui recouvrent M est appelée atlas topolo-
gique de M .

Définition 1.9 Pour k ≥ 1, une variété différentiable de classe Ck est une
variété topologique munie d’une classe d’équivalence d’atlas de classe Ck.
Une variété lisse est une variété différentiable de classe C∞.
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1.3.3 Sous-variétés de Rn

Théorème 1.4 [3]
Soit n ≥ p dans N et k dans (N \ {0})∪{∞, ω}. Les propriétés suivantes

d’une partie M de Rn sont équivalentes :
— Définition locale par redressement :

Pour tout x ∈ M , il existe un voisinage U de x dans Rn, un voisinage
V de 0 dans Rn et un Ck-diffémorphisme f : U → V tels que :

f(U ∩ V ) = V ∩ (Rp × {0}).

— Définition locale par fonction implicite :
Pour tout x ∈ M , il existe un voisinage U de x dans Rn, et une ap-
plication f : U → Rn−p de classe Ck qui est une submersion en x, tels
que U ∩M = f−1(0).

— Définition locale par graphe :
Pour tout x ∈ M , il existe un voisinage U de x dans Rn, une identi-
fication par un auto-morphisme lineaire Rn = Rp × Rn−p, un ouvert
V de Rp et une application f : V → Rn−p de classe Ck, tels que
U ∩M = graphe(f).

— Définition locale par paramétrage :
Pour tout x ∈ M , il existe un voisinage U de x dans Rn, un voisinage
V de 0 dans Rp et une application f : V → Rn de classe Ck, tels que
f(0) = x, f soit une immersion en 0, et f soit un homéomorphisme
de V sur U ∩M .

On dit qu’une partie M de Rn est une sous-variété de Rn de dimension p et
de classe Ck, si elle vérifie l’une des propriétés du théorème 1.4.

1.4 Crochet de Lie

1.4.1 Champs de vecteurs

Définition 1.10 Soit M une sous-variété de Rn. On appelle champ de vec-
teurs de classe Ck sur M une application X : M → Rn de classe Ck telle
que X(x) ∈ TaM pour tout x ∈ M . (TaM est l’espace tangent à M en un
point a).

Soient U un ouvert de Rn, X : x 7→
∑

Xj(x)ej un champ de vecteur sur
U , et f une fonction différentiable sur U . Alors, on note X · f la dérivée de
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f selon X donnée par

(X · f)(a) = df(X(a)) =
n∑

j=1

Xj(a)
∂f

∂xj

(a).

Pour cette raison, le champ de vecteur X est souvent noté
∑n

j=1 Xj
∂

∂xj

.

Définition 1.11 (Crochet de Lie)
Soit M une variété de Rn, et soient f et g deux champs de vecteurs sur M .
Le crochet de Lie de f et g est un autre champs de vecteurs dans M défini
comme suit :

[f, g](x) =
∂g

∂x
(x)f(x)− ∂f

∂x
(x)g(x). (1.5)

On a bien sur

[f, g] = −[g, f ] (Antisymétrie)

[f, [g, h]] + [g, [h, f ]] + [h, [f, g]] = 0 (Condition de Jacobi)

Exemple 1.1 Étant donnés deux champs de vecteurs f et g tels que

f =

 1
0
0

 =
∂

∂x
, g =

 1
y
0

 =
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

On calcule le crochet de Lie de f et g :

[f, g] =

[
∂

∂x
;
∂

∂x
+ y

∂

∂y

]
=

∂

∂x

(
∂

∂x
+ y

∂

∂y

)
−
(

∂

∂x
+ y

∂

∂y

)
∂

∂x

=
∂

∂x
· ∂

∂x
+

∂

∂x

(
y
∂

∂y

)
− ∂

∂x
· ∂

∂x
− y

∂

∂y

∂

∂x

=
∂2

∂x2
+ 0− ∂2

∂x2
− 0

[f, g] = 0.

Proposition 2
-Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs constants est nul.
-Le crochet de Lie d’un champ de vecteurs constant avec un champ de vec-
teurs linéaire est un champ de vecteurs constant.
-Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs linéaires est un champ de
vecteurs linéaires.
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Chapitre 2

Généralité sur la théorie du
contrôle optimal

2.1 Théorie du contrôle optimal

Le problème général du contrôle optimal est constitué des définitions sui-
vantes :

2.1.1 Définitions

- Le système du contrôle est caractérisé par le vecteur

x(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t)) ∈ Rn,

qui est appelé vecteur d’état.

- Le vecteur du contrôle est donné par

u(t) = (u1(t), u2(t), · · · , um(t)) ∈ Rm,

qui est une fonction intégrable par rapport à t.

- La variable d’état est gouvernée par le système d’équations différentielles
du premier ordre nommée équation d’état de la forme :

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ [t0, tf ] (2.1)

où ẋ est le vecteur dérivé par rapport au temps t de toutes les compo-
santes de x, et f : R+ × Rn × Rm est une fonction vectorielle.
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Trajectoire admissible
Une trajectoire qui satisfait les contraintes des variables d’état pendant

tout l’intervalle de temps [t0, tf ] est appelée trajectoire admissible.

L’ensemble des trajectoires admissibles sera noté X, (x ∈ X signifie que
la trajectoire x est admissible).

Condition initiale du système
La condition initiale est un cas particulier de l’état ; c’est l’état à l’instant

t = t0 (l’instant initial), elle est donnée par :

x(t0) = x0. (2.2)

Condition finale du système
La condition finale désigne l’état du système à l’instant t = tf , elle est

donnée par :
x(tf ) = x1 (2.3)

avec tf est l’instant final, il peut être fixé ou non.

Le but de la commande
Dans un problème de contrôle, le but de la commande consiste à ramener

l’objet de la position initiale x0 = x(t0), (x0 ∈ M0), à une autre position
x1 = x(tf ) (x1 ∈ M1), où M0 est l’ensemble de départ et M1 est l’ensemble
d’arrivé.

Contrôle admissible
Un contrôle qui satisfait les contraintes du problème pendant tout l’in-

tervalle de temps [t0, tf ] est appelé contrôle admissible.

Classe des commandes admissibles
La classe des commandes admissibles U est constituée de fonctions me-

surables u(t) :
U = {u(t), t ∈ [t0, tf ]}.

Il peut être borné, non borné ou du type bang-bang.

Commande bornée : la commande uj(t) est dite commande bornée, si
elle peut être minorer et majorer par des constantes aj et bj :

aj ≤ uj(t) ≤ bj, j = 1 · · ·m, t ∈ [t0, tf ].
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Notons que l’on peut remplacer uj par vj en posant uj =
1

2
(aj + bj)+

1

2
(aj −

bj)vj et ainsi vj est aussi intégrable et l’on a −1 ≤ vj ≤ 1. Donc lorsque U
est borné, il est toujours pratique de se ramener à des commandes entre −1
et 1.

Commande bang-bang : Un contrôle u ∈ U est appelé contrôle bang-
bang , si pour chaque instant t et chaque indice j = 1 · · ·m, on a |uj(t)| = 1.
Une commande Bang-Bang est alors une commande qui possède au moins
une commutation.

2.1.2 Position du problème

La formulation du problème de contrôle optimal est donnée par l’expres-
sion suivante :

(2.4)



J(tf , u) = g(tf , x(tf )) +

∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t))dt −→ min
u

(1)

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) (2)
x(t0) = x0 ∈ M0 (3)
x(tf ) = x1 ∈ M1 (4)
u ∈ U, t ∈ [t0, tf ] (5)

où
J(tf , u) est la fonction coût (critère de qualité), elle comporte deux partie :

g(tf , x(tf )) est le coût terminal, il a son importance lorsque tf est libre,
sinon il est constant.∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t))dt est le coût intégral, il dépend de l’état du système tout

au long de la trajectoire de la solution, elle dépend aussi du temps t mais
surtout des variables de contrôle u.

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) est le système dynamique du contrôle optimal.

On distingue trois problèmes importants :
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2.1.2.1 Problème de Lagrange

Lorsque g ≡ 0 dans l’expression de la fonctionnelle J , on parlera d’un
problème de Lagrange donné par

min J(tf , u) =

∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t))dt.

On suppose que f0(t, x(t), u(t)) et ses dérivées partielles sont définies et conti-
nues sur R+ × Rn × Rm.

2.1.2.2 Problème de Mayer

Lorsque f0 ≡ 0 dans l’expression de la fonctionnelle J , on parlera d’un
problème de Mayer donné par :

min J(tf , u) = g(tf , x(tf )).

Egalement, il sera supposé que g(tf , x(tf )) et ses dérivées partielles existent
et sont continues sur R+ × Rn.

2.1.2.3 Problème de Bolza

Le problème de Bolza est donné par :

J(tf , u) = g(tf , x(tf ) +

∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t))dt

l’objectif étant de minimiser le coût J .

2.1.3 Classement des problèmes de contrôle

Problème en temps optimal :
On parle d’un problème en temps optimal, lorsque f0(t, x(t), u(t)) = 1 et
g(tf , x(tf )) = 0, et le temps final tf est libre dans l’expression :

min
u

∫ tf

t0

dt.

Problème en coût optimal :
On parle d’un problème en coût optimal, lorsque le temps final tf est fixé
dans l’expression :

min
u

J(tf , u) = g(tf , x(tf ) +

∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t))dt.
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2.2 Contrôlabilité des systèmes dynamiques

La contrôlabilité est un concept fondamental de la théorie du contrôle
optimal. Elle consiste à trouver une commande qui permet à la trajectoire
de passer d’un état initial x0 à un état final xf en un temps fini.

2.2.1 Ensemble accessible

Considérons le système dynamique :{
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))
x(t0) = x0 , t ∈ [t0, tf ]

(2.4)

Définition2.9.[15]
L’ensemble des points accessibles à partir de x0 en un temps tf est :

Acc(x0, tf ) = {xu(tf ), u ∈ U}

Où xu(.) est la solution du système (2.4) associé au contrôle u.
Autrement dit, Acc(x0, tf ) est l’ensemble des extrémités des solutions du
système (2.4), au temps tf lorsque le contrôle u varie (voir figure 2.1).

Figure 2.1 – Ensemble accessible
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2.2.2 Définition de la contrôlabilité

Définition 2.1 Le système (2.4) est dit contrôlable en temps tf si :

Acc(x0, tf ) = Rn.

Autrement dit, pour tous x0, x1 ∈ Rn, il existe un contrôle u tel que la tra-
jectoire associée relie x0 à x1 en temps tf .

Figure 2.2 – Problème de contrôlabilité

Définition 2.2 Le contrôle u et dit extrêmal sur [t0, tf ] si la trajectoire du
système (2.4) du problème de contrôle associée à u vérifie :

x(t) ∈ ∂Acc(x0, t); t ∈ [t0; tf ].

2.2.3 Contrôlabilité des systèmes linéaires

La notion de contrôlabilité a été introduite en 1960 par Kalman pour des
systèmes linaires de la forme ẋ = Ax + Bu. Le concept de cette notion est
l’un des piliers fondamentaux de la théorie du contrôle.

La formulation mathématique d’un système de contrôle linéaire est la
suivante : {

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t)
x(t0) = x0 , t ∈ I = [t0, tf ]

(2.5)

Où I est un intervalle de R+, A,B et r sont trois applications localement
intégrables sur I à valeurs repectivement dans Mn(R),Mn,m(R) et Rn ( avec
n et m deux entiers naturels non nuls).
Où Mn(R) est l’ensemble des matrices réelles de dimensions n,
et Mn,m(R) est l’ensemble des matrices réelles de m lignes et n colonnes.
L’ensemble des contrôles u considéré est l’ensemble des applications mesu-
rables localement bornées sur I à valeurs dans un sous ensemble U ⊂ Rm.
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Contrôlabilité des systèmes linéaire non autonomes :

La solution du système (2.5) en temps t est la suivante :

x(t) = M(t)x0 +

∫ tf

t0

M(t)M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds, ∀t ∈ I.

oùM(.) : I → Mn(R) est la résolvante du système linéaire homogène suivant :

ẋ(t) = A(t)x(t),

définie par {
Ṁ(t) = A(t)M(t)
M(t0) = Id , t ∈ I

Où Id est la matrice identité.

Théorème 2.1 [15] Le système (2.5) est contrôlable en temps tf si et seule-
ment si la matrice de contrôlabilité

C(t) =

∫ tf

t0

M(t)−1B(t)B(t)T (M(t)−1)Tdt,

est inversible.
où B(t)T est la transposée de B(t) et M(t)−1 est l’inverse de M(t).

Remarque 2.1 Cette condition dépend de tf , mais ne dépend pas du point
initial x0. Autrement dit, si un système linéaire non autonome est contrôlable
en temps tf depuis x0, alors il est contrôlable en temps tf depuis tout point.

Théorème 2.2 [15]
Considérons le système

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t).

Où les applications A,B sont de classe C∞ sur [t0, tf ]. Définissons par récurrence

B0(t) = B(t),

Bi+1(t) = A(t)Bi(t)−
∂Bi

∂t
(t).

1. S’il existe t ∈ [t0, tf ] tel que

V ect{Bi(t)v | , v ∈ Rm, i ∈ {0, · · · , n− 1}} = Rn,
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alors le système est contrôlable en temps tf .

2. Si de plus les applications A,B sont analytiques sur [t0, tf ], alors le système
est contrôlable en temps tf , si et seulement si :

∀t ∈ [t0, tf ] V ect{Bi(t)v | , v ∈ Rm, i ∈ {0, · · · , n− 1}} = Rn.

Exemple 2.1 Montrer que le système ẋ(t) = A(t)x(t)+B(t)u(t)+r(t), avec

A(t) =

 t 1 0
0 t3 0
0 0 t2

 , B(t) =

 0
1
1


est contrôlable en temps quelconque.

On a A,B sont des applications de classe C∞ sur [t0, tf ]. Définissons alors

•B0(t) = B(t) =

 0
1
1


=⇒ Ḃ0(t) =

 0
0
0


•B1(t) = B0+1(t) = AB0 − Ḃ0(t) =

 1
t3

t2


=⇒ Ḃ1(t) =

 0
3t2

2t


•B2(t) = B1+1(t) = AB1 − Ḃ1(t) =

 t+ t3

t6 − 3t2

t4 − 2t


=⇒ Ḃ2(t) =

 1 + 3t2

6t5 − 6t
4t3 − 2


On peut vérifier aisément que :

det(B0, B1, B2) = −2t4 + t3 − 3t2 + 2t ̸= 0 ∀t ̸= 0.

De plus les matrices A et B sont analytiques alors le système est contrôlable
en un temps quelconque.
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Contrôlabilité des systèmes linéaires autonomes :

Le système (2.5) est dit autonome lorsque les matrices A et B ne dépendent
pas de t. Dans ce cas, le système s’écrit sous la forme suivante :{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + r(t)
x(t0) = x0 , t ∈ I

(2.6)

Dans ce cas, la matrice M(t) = eAt est la solution du système associée au
contrôle u s’écrit, pour tout t ∈ I :

x(t) = eAt

(
x0 +

∫ t∗

t0

e−As(B(s)u(s) + r(s))ds

)
.

Le théorème suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de
contrôlabilité du système (2.6).

Théorème 2.3 [15] Le système (2.6) est contrôlable en temps tf si et seule-
ment si la matrice

K = (B,AB, ..., An−1B)

est de rang n.

La matrice K est appelée matrice de Kalman, et la condition rang (K) = n
est appelée condition de Kalman.

Remarque 2.2 La condition de Kalman ne dépend ni de tf ni de x0. Autre-
ment dit, si un système linéaire autonome est contrôlable en temps tf depuis
x0, alors il est contrôlable en tout temps depuis tout point.

Exemple 2.2 Soit le système : {
ẋ1 = x2

ẋ2 = u.

Dans ce cas :

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
Nous sommes dans une situation ou n = 2 états et m = 1 entrée. La

matrice de commandabilité associée :

K =
(
B AB

)
=

(
0 1
1 0

)
Nous avons le rang K = 2, donc le système est commandable.
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Exemple 2.3 Considérons maintenant ce système :{
ẋ1 = u
ẋ2 = u

On a n = 2 états et m = 1 entrée. Dans ce cas :

A =

(
0 0
0 0

)
, B =

(
1
1

)
La matrice de commandabilité du système est :

K =
(
B AB

)
=

(
1 0
1 0

)
RangK = 1 ̸= 2 donc le système n’est pas contrôlable.

Note : ẋ1 − ẋ2 = 0, soit x1 − x2 = constante, donc c’est une relation
indépendante de u, alors pas de commandabilité.

2.2.4 Contrôlabilité des systèmes non linéaires

Pour étudier la contrôlabilité d’un système non linéaire, il faut linéariser
le système autour d’un point, c’est-à-dire : étudier la contrôlabilité locale par-
tant du fait que la contrôlabilité d’un système linéarisé implique celle d’un
système non linéaire d’une manière locale. Cette condition reste une condi-
tion nécessaire pour la contrôlabilité.

On considère le système de contrôle non linéaire suivant :{
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))
x(t0) = x0 , t ∈ [t0, tf ]

(2.7)

Définition 2.3 On appelle un point d’équilibre du système (2.7) un couple
(xe, ue) ∈ Rn × Rm ,tel que f(xe, ue) = 0.

Pour énoncer le résultat de la contrôlabilité locale, il est utile de définir
la notion d’un système linéarisé autour d’un équilibre.
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Définition 2.4 [13] Soit A = ∂f
∂x

(xe, ue) ∈ Mn(R) (matrice jacobienne de f

par rapport à la variable x évaluée en (xe, ue)), et B = ∂f
∂u
(xe, ue) ∈ Mn,m(R)

(matrice jacobienne de f par rapport à la variable u évaluée en (xe, ue)) .

Le système différentiel linéarisé autour de l’équilibre (xe, ue) est le sui-
vant : 

∂(δx)

∂t
= Aδx(t) +Bδu(t) , t ∈ [t0, tf ]

δx(t0) = 0Rn .

Où δu ∈ L∞(0, tf ,Rm) est donné.

Théorème 2.4 On suppose qu’aucune contrainte n’est imposée sur le contrôle.
Si le système différentiel linéarisé est contrôlable en temps tf (autrement dit
s’il satisfait la condition de Kalman), alors le système différentiel non linéaire
est localement contrôlable en temps tf à partir de x0.

2.2.5 Existence de trajectoire optimale

Après avoir résolu le problème de contrôlabilité, on cherche parmi toutes
les solutions possibles (admissible) une trajectoire qui minimise le coût

J(tf , u) = g(tf , x(tf )) +

∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t)) dt.

La condition nécessaire d’optimalité des trajectoires est donnée par le théorème
suivant :

Théorème 2.5 [15]
considérons le système de contrôle général suivant :{

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))
x(t0) = x0 , t ∈ [t0, tf ]

(2.8)

Où
- f est C1 de R+ × Rn × Rm,
- les contrôles u sont à valeurs dans un compact U ⊂ Rm, et où éventuellement

on a des contraintes sur l’état :

j1(x) ≤ 0, ..., jr(x) ≤ 0,

Où j1...jr sont des fonctions continues sur Rn.
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Soient M0 et M1 deux compacts de Rn tel que M1 est accessible depuis M0.
Soit U l’ensemble des contrôles à valeurs dans Rm joignant M0 à M1.
Soient f0 une fonction C1 sur R+ × Rn × Rm , et g une fonction continue
sur R+ × Rn.
On considère le coût

J(tf , u) = g(tf , x(tf )) +

∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t))dt

où tf ≥ 0 est tel que x(tf ) ∈ M1, on suppose que :
-il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée à un contrôle

u ∈ U est uniformément bornée par b sur [t0, tf ], i.e :

∃ b > 0 | ∀ u ∈ U, ∀ t ∈ [t0, tf ], ∥ x(t) ∥≤ b,

-pour tout (t, x) ∈ R+×Rn , l’ensemble des vecteurs vitesses augmentés :

Ṽ (t, x) = {(f0(t, x, u)), f(t, x, u), | u ∈ U}

est convexe.
Alors il existe un contrôle optimal u sur [t0, tf ] tel que la trajectoire associée
joint M0 à M1 en temps tf et en coût minimal.

2.2.6 Principe du Maximum de Pontryagin

Introduction
L’outil standard pour déterminer les trajectoires optimales est le principe

bien connu du maximum de Pontryagin, qui donne une condition de premier
ordre pour l’optimalité.

Avant d’énoncer le principe du maximum, introduisons d’abord certaines
définitions et théorèmes éssentiels.

Définition 2.5 Le contrôle u est dit extrémal sur [t0, tf ], si la trajectoire du
système ẋ(t) = f(t, x, u) du problème de contrôle (2.4) associé à u ,verifie :

x(t) ∈ Acc(x0, t), t ∈ I = [t0, tf ].

Définition 2.6 Un contrôle u∗(t), ∀ t ∈ [t0, tf ] est dit optimal ,si u∗(.) est
extrémal et J(u∗(t)) < J(u(t)) pour tout contrôle extrémal u(t), t ∈ [t0, tf ].
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Théorème 2.6 Considérons le système

∀ t ∈ I, ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x(t0) = x0.

Supposant que le domaine des contrôles noté U est compact.
Soit tf > 0, le contrôle u est extrémal sur I = [t0, tf ] si et seulement si il
existe une solution non triviale, p(t), t ∈ I de l’équation ṗ(t) = −p(t)A(t) tel
que :

p(t)B(t)u(t) = max
v∈U

p(t)B(t)v (2.9)

pour presque tout t ∈ [t0, tf ].

Définition 2.7 Le vecteur p(t) ∈ Rn est appelé vecteur adjoint.

Définition 2.8 Le temps tc auquel le contrôle extrémal u(t) change de signe
est appelé temps de commutation.

2.2.6.1 Enoncé général

Théorème 2.7 [15]
On considère le système de contrôle dans Rn :

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)). (2.10)

Où f : R+ × Rn × Rm → Rn est de classe C1 et où les contrôles sont des
applications mesurables et bornées à valeurs dans un compact U ⊂ Rm.
Soient M0 et M1 deux sous-ensembles de Rn.

On définit le coût

J(tf , u) = g(tf , x(tf )) +

∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t))dt. (2.11)

Où f0 : R+ × Rn × Rm → R et g : R+ × Rn → R sont de classe C1

et x(.) est la trajectoire solution de (2.10) associée au contrôle u.

On considère le problème de contrôle suivant : déterminer une trajectoire
reliant M0 à M1 en minimisant le coût. Le temps final peut être fixé ou non.
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Si le contrôle u ∈ U associé à la trajecoire x(.) est optimal sur [t0, tf ],
alors il existe une application p(.) : [t0, tf ] → Rn absolument continue et un
réel p0 ≤ 0, tels que le couple (p(.), p0) est non trivial et tel que pour presque
tout t ∈ [t0, tf ]

ẋ =
∂H

∂p
(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

ṗ = −∂H

∂x
(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

où

H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) = p0f0(t, x(t), u(t)) + p(t)f(y, x(t), u(t))

est le hamiltonien du système vérifiant la condition de maximisation sur
[t0, tf ] :

H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) = max
v∈U

H(t, x(t), p(t), p0, v).

Si de plus M0 et M1 (où juste l’un des deux ensembles) sont des variétés
de Rn ayant des espaces tangents en x(0) ∈ M0 et x(tf ) ∈ M1, alors le
vecteur adjoint peut être construit de manière à vérifier les conditions de
transversalité aux deux extrémités(ou juste l’une des deux).

p(t0)⊥(T )x(t0)M0. (2.12)

Et

p(tf )− p0
∂g

∂x
(tf , x(tf )⊥(T )x(tf )M1. (2.13)

Ces conditions sont appelées conditions de transversalité sur le vecteur ad-
joint.

2.2.6.2 Quelques remarques

— Dans le cas où U = Rm, c’est à dire lorsqu’il n’y a pas de contrainte
sur le contrôle, alors la condition du maximum sur le hamiltonien de-
vient ∂H

∂u
= 0.

— Si f et f0 ne dépendent pas de t, c’est à dire si le système considéré
est autonome alors, le Hamiltonien H ne dépend pas de t, et on a

∀t ∈ [t0, tf ] max
v∈U

H(t, x(t), p(t), p0, v) = constante
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— La convention p0 ≤ 0 conduit au principe du maximum. La convention
p0 ≥ 0 conduirait au principe du minimum.

— Problème de Lagrange : J(tf , u) =

∫ tf

t0

f0(t, x(t), u(t))dt.

Si M0 = {x0}, alors la condition (2.12) devient vide.
Si au contraire M0 = Rn i.e. si le point initial n’est pas fixé, on ob-
tient p(t0) = 0. De même si M1 = Rn, et x(tf ) n’est pas fixé alors, on
obtient p(tf ) = 0.

— Problème de Mayer : J(tf , x(tf )) = g(tf , x(tf )).

Si M1 = Rn, alors p(tf ) = p0
∂g
∂x
(tf , x(tf ). Et si de plus, g ne dépend

pas du temps t, alors on écrit p(tf ) = −∇g(tf , x(tf ).

2.3 Systèmes sans dérive

Dans cette section, on regarde une classe particulière de systèmes de
contrôle non linéaires : les systèmes sans dérive et affines par rapport au
contrôle, c’est-à-dire que

f(x, u) =
m∑
i=1

uifi(x),

où, pour i ∈ {1, . . . ,m}, fi ∈ C∞(Rn;Rm). Ces systèmes sont dits sans dérive
car quand le contrôle est nul, l’état ne bouge pas. Bien sûr, de tels systèmes
sont très particuliers ; mais ils se rencontrent très souvent dans les systèmes
d’origine mécanique.

Pour ce type de systèmes, le critère de Kalman n’est pas toujours satisfait
et donc ce système linéarisé n’est pas commandable.

Le théorème de Chow ci-dessous nous donne un critère nécessaire et suf-
fisant de contrôlabilité des problèmes sans dérive.

Théorème 2.8 [4] Si

{g(x) | g ∈ Lie{f1, . . . , fm}} = Rn, x ∈ Rn, (2.14)

alors le système

ẋ =
m∑
i=1

uifi(x)

est commandable.

29



Expliquant maintenant pourquoi les crochets de Lie sont importants pour le
problème de la commandabilité. Considérons, pour simplifier, le cas m = 2,
de sorte que le système est

ẋ = u1f1(x) + u2f2(x).

On sait comment se déplacer “dans la direction de f1” : il suffit de prendre
(u1, u2) = (1, 0). De la même façon, on sait comment se déplacer “ dans la
direction de f2”. Expliquons comment on peut se déplacer dans la direction
de [f1, f2].

Considérons, pour ε > 0, le contrôle u : [0, 4ε] → R2 défini par

u(t) =


(1, 0), t ∈ [0, ε[,

(0, 1), t ∈ [ε, 2ε[,

(−1, 0), t ∈ [2ε, 3ε[,

(0,−1), t ∈ [3ε, 4ε].

(2.15)

Supposons qu’au temps t = 0, l’état du système soit a ∈ Rn. Alors, au
temps t = 4ε, l’état du système quand ε −→ 0 est x(4ε) ≃ a+ ε2[f1, f2](a).

Exemple 2.4 [4]
Soit une poussette pour bébé. Notons x1, x2 sa position dans le plan, et

x3 sa direction angulaire. Supposons que les parents contrôlent la vitesse et
la vitesse angulaire. Le système est donc :

ẋ1(t) = u1(t) cosx3(t),

ẋ2(t) = u1(t) sinx3(t),

ẋ3(t) = u2(t).

Il s’agit d’un système affine avec :

f1 = (cosx3, sinx3, 0) et f2 = (0, 0, 1),

qu’on peut écrire aussi comme suit :

f1 = cosx3
∂

∂x1

+ sinx3
∂

∂x2

et f2 =
∂

∂x3

.
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Alors

[f1, f2] =

[
cosx3

∂

∂x1

+ sinx3
∂

∂x2

,
∂

∂x3

]

= (cosx3
∂

∂x1

+ sinx3
∂

∂x2

)
∂

∂x3

− ∂

∂x3

(cosx3
∂

∂x1

+ sinx3
∂

∂x2

)

= cosx3
∂

∂x1

∂

∂x3

+ sinx3
∂

∂x2

∂

∂x3

− ∂

∂x3

(cosx3
∂

∂x1

)− ∂

∂x3

(sinx3
∂

∂x2

)

[f1, f2] = sin x3
∂

∂x1

− cosx3
∂

∂x2

.

Ainsi,

[f1, f2] = (sin x3,− cosx3, 0).

Par conséquent, le système est globalement contrôlable en temps petit (car
en tout point, l’algèbre de Lie engendre R3).
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Chapitre 3

Problème de Heisenberg

3.1 Présentation du problème

Soit la variété M = R3. On note
(

∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)
la base canonique de R3

avec X = (x, y, z) ∈ R3, et on considère la structure L1 de groupe de Heisen-
berg ([1],[2]) déterminée par les deux champs de vecteurs f1 et f2 comme suit :

f1 :=
∂

∂x
− 1

2
y
∂

∂z
, f2 :=

∂

∂y
+

1

2
x
∂

∂z
.

Tout d’abord nous remarquons que le crochet de Lie des champs de vecteurs
f1, f2 est donné par

[f1, f2] =

[
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
,
∂

∂y
+

x

2

∂

∂z

]
=

∂

∂z
.

En effet :

[f1, f2] =

[
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
,
∂

∂y
+

x

2

∂

∂z

]
=

∂

∂x
− y

2

∂

∂z
(
∂

∂y
+

x

2

∂

∂z
)− ∂

∂y
− x

2

∂

∂z
(
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
)

=
∂

∂x
(
∂

∂y
) +

∂

∂x
(
x

2

∂

∂z
)− y

2

∂

∂z
(
∂

∂y
)− y

2

∂

∂z
(
∂

∂z

x

2
)− ∂

∂y
(
∂

∂x
)

+
∂

∂y
(
y

2

∂

∂z
)− x

2

∂

∂z
(
∂

∂x
) +

x

2

∂

∂z
(
y

2

∂

∂z
)

= 0 +
1

2

∂

∂z
− 0− y

2

x

2

∂2

∂z2
− 0 +

1

2

∂

∂z
− 0 +

y

2

x

2

∂2

∂z2

[f1, f2] =
∂

∂z
.
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Proposition : La condition de rang maximal suivante est satisfaite :

dim{f1(X), f2(X), [f1, f2](X)} = 3 = dim R3 ∀X ∈ R3. (3.1)

Démonstration :
on a

f1 :=
∂

∂x
− 1

2
y
∂

∂z
=

 1
0

−y

2



f2 :=
∂

∂y
+

1

2
x
∂

∂z
=

 0
1
x

2



[f1, f2] :=
∂

∂z
=

 0
0
1


alors

Det[f1, f2, [f1, f2]] = Det

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0

−y

2

x

2
1

∣∣∣∣∣∣∣ = Det

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1 ̸= 0.

D’où la condition de rang maximal est satisfaite.

Remarque 3.1 Les crochets de Lie d’ordre supérieur ou égal à 3 sont nuls.

Exemple 3.1

[f1, [f1, f2]] =

[
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
,
∂

∂z

]
=

∂

∂x
− y

2

∂

∂z
(
∂

∂z
)− ∂

∂z
(
∂

∂x
− y

2

∂

∂z
)

= −y

2

∂2

∂z2
+

y

2

∂2

∂z2

[f1, [f1, f2]] = 0.
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u1

u2

Figure 3.1 – Ensemble des contrôles admissibles

Pour tout x̂f ∈ M , nous considérons le problème de minimisation du
temps suivant :

min
|u1|+|u2|≤1

T (3.2)

tel que  Ẋ(t) = u1(t)f1(X(t)) + u2(t)f2(X(t))
X(0) = 0, X(T ) = x̂f

|u1|+ |u2| ≤ 1
(3.3)

avec f1 et f2 sont deux champs de vecteurs de classe C∞, X = (x, y, z) un
vecteur de R3 et les fonctions contrôles u1 et u2 sont des fonctions mesurables.

3.2 La contrôlabilité

Théorème 3.1 [4] (Théorème de Chow)
Si la condition (3.1) est satisfaite alors le système Ẋ =

∑2
i=1 uifi(X) est

contrôlable.

Le problème de contrôle précédent vérifie les hypothèses de théorème de
Chow, alors c’est un problème contrôlable.
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3.3 Résolution du problème

Considérons le problème du temps minimal précédent.
Le principe du maximum de Pontryagin (PMP) donne les conditions nécessaires
d’optimalité. Ci-dessous, on va énoncer une version adaptée à notre problème.

Théorème 3.2 [15]Principe du Maximum de Pontryagin
On définit le Hamiltonien comme suit :

H(X,P, u, λ0) = u1⟨P, f1(X)⟩+ u2⟨P, f2(X)⟩+ λ0

où X = (x, y, z) ∈ R3, P = (p, q, r) ∈ R3,u = (u1, u2) ∈ U tel que
|u1|+ |u2| ≤ 1.
Pour toute trajectoire minimisante (X(t), u(t)) il existe un covecteur conti-
nument Lipschitzien P : t 7→ P (t) ∈ R3 et une constante λ0 ≤ 0 tel que pour
presque tout t ∈ [0, T ] on a :

i. Ẋ(t) =
∂H

∂P
(X(t), P (t), u(t), λ0)

ii. Ṗ (t) = −∂H

∂X
(X(t), P (t), u(t), λ0),

iii ; H(X(t), P (t), u(t), λ0) = max
u1,u2

{H(X(t), P (t), v, λ0) : |u1|+ |u2| ≤ 1},

iv. H(X(t), P (t), u(t), λ0) = 0.

Si λ0 = 0 alors le couple (P,X) est dit une extrêmale anormale, sinon il est
une extrêmale normale.

Définition 3.1 Pour un triplet extrêmal (X(.), P (.), u(.)), on définit les fonc-
tions

F1(P,X) = ⟨P (t), f1(X(t))⟩

F2(P,X) = ⟨P (t), f2(X(t))⟩

Les fonctions F1 et F2 s’appellent fonctions de switch (fonctions de commu-
tation).

Pour le système de Heisenberg, l’équation de Hamilton est de la forme :

H = u1⟨(p, q, r), f1⟩+ u2⟨(p, q, r), f2⟩+ λ0 = u1F1 + u2F2 + λ0

avec
F1 = p− r

y

2
, F2 = q + r

x

2
.

Nous avons donc le système Hamiltonien suivant :
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

ẋ =
∂H

∂p
= u1

ẏ =
∂H

∂q
= u2

ż =
∂H

∂r
=

1

2
(u2x− u1y)

ṗ = −∂H

∂x
= −r

2
u2

q̇ = −∂H

∂y
=

r

2
u1

ṙ = −∂H

∂z
= 0.

(3.4)

On remarque que ṙ = 0, ce qui implique que r est une constante.
On dérive les fonctions de switch :

Ḟ1 = ṗ− ṙ

2
y − r

2
ẏ = ṗ− r

2
ẏ = −r

2
u2 −

r

2
u2 = −ru2.

Ḟ2 = q̇ +
ṙ

2
x+

r

2
ẋ = q̇ +

r

2
ẋ =

r

2
u1 +

r

2
u1 = ru1.

Comme les dérivées des fonctions de switch sont proportionnelles à r alors,
c’est le signe de ce dernier qui nous détermine les contrôles.

3.3.1 Exrêmales anormales

Les extrêmales anormales correspondent à λ0 = 0.
Dans ce cas H = u1F1 + u2F2 et le maximum de H par rapport à u1 et
u2 est atteint lorsque H = 0. Cela entraine que F1(t) = p(t) − r y(t)

2
= 0 et

F2(t) = q(t) + r x(t)
2

= 0, ∀t ∈ [0, T ]. En dérivant par rapport au temps on
obtient : {

Ḟ1 = 0

Ḟ2 = 0

Il est possible de voir que le long des extrêmales anormales nous aurons :
u1r = u2r = 0. Ceci nous permet de distinguer deux cas :
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— Soit u1 et u2 ne s’annulent pas simultanément, alors F1 ≡ F2 ≡ 0 d’où
r = 0 et H = u1p + u2q, ce qui implique p = q = 0, d’où le vecteur
adjoint est nul et cela contredit le PMP.

— Soit u1 = u2 = 0, c’est un cas stationnaire.
Par conséquent, le problème de Heisenberg n’admet pas d’extrêmales anor-
males.

3.3.2 Exrêmales normales

Dans ce cas λ0 ̸= 0, (λ0 < 0). Puisque le système est homogène en P alors
nous pouvons fixer λ0 = −1 et nous aurons H = u1F1 + u2F2 − 1.
Si (F1, F2) = (0, 0) alors H = −1 ce qui contredit la dernière condition du
théorème 1. Donc les fonctions de cummutations de s’annulent jamais simul-
tanément. Nous obtenons alors deux cas :

Premier cas : |F1| = |F2| sur un intervalle du temps I.
• F1 = F2 > 0, alors :

F1

F2

= 1 =⇒
˙(
F1

F2

)
= 0 =⇒ Ḟ1F2 − F1Ḟ2

F 2
2

= 0.

=⇒ −ru2F2 − ru1F1

F 2
2

= 0

=⇒ −ru2F2 − ru1F1 = 0

=⇒ −r(u2F2 + u1F1) = 0

=⇒ r = 0

D’où r = 0 et Ḟ1 = Ḟ2 = 0. Par conséquent, les fonctions de commutations
F1 et F2 deviennent des constantes telles que (F1, F2) = (p, q). Le vecteur
adjoint sera P = (p, q, 0).
Le Principe du Maximum de Pontryagin assure que u1 + u2 = sign F1 = 1,
mais il ne permet pas de déterminer les valeurs des contrôles, celà veut dire
que le maximum est atteint sur tout le segment qui relie les points (0, 1) à
(1, 0) du domaine des contrôles de la forme {(α, 1− α) : α ∈ [0, 1]}. Ce type
de contrôle est dit singulier.

Dans ce cas le système Hamiltonien est donné par :
ẋ = u1

ẏ = 1− u1

ż =
1

2
(x− u1(x+ y)).
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u1

F1

u2F2

F1 = −F2

F1 = F2

F1 = F2 > 0

⇒ u = (α, 1− α), α ∈ [0, 1]

Figure 3.2 – Extrêmales normales (F1 = F2 > 0).

Les trajectoires satisfont le système d’équations :
x(t) =

∫ t

0

u1(t) dt

y(t) =

∫ t

0

(1− u1(t)) dt

y(t) =

∫ t

0

(1− u1(t)) dt = t− x(t), d’où : t = x(t) + y(t).

nous avons aussi :
d

dt
(x(t)y(t)) = ẋ(t)y(t) + ẏ(t)x(t) = u1(t)y(t) + (1 −

u1(t))x(t).

1

2

d

dt
(x(t)y(t))−u1(t)y(t) =

1

2
u1(t)y(t)+

1

2
u1(t)y(t)+

1

2
x(t)(1−u1(t)−u1(t)y(t)

=
1

2
x(t)(1− u1(t)−

1

2
u1(t)y(t) = ż(t).

comme u1(t)y(t) > 0
alors

1

2

d

dt
(xy) ≥ ż
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z(t) =

∫ t

0

żdt ≤
∫ t

0

1

2

d

dt
(xy)dt

=⇒ z(t) ≤ 1

2
x(t)y(t).

• F1 = F2 < 0

H = u1F1 + u2F2 − 1

donc H = F1(u1 + u2)− 1
Le principe du Maximum assure que u1 + u2 = signeF1 = −1 , mais il

ne permet pas de déterminer les valeurs des contrôles, celà veut dire que le
maximum est atteint sur tout le segment qui relie les points (−1, 0) à (0,−1)
du domaine des contrôles de la forme {(α,−1− α) : α ∈ [−1, 0]}

Dans ce cas, le système hamiltonien est donné par :
ẋ = u1

ẏ = −1− u1

ż =
1

2
(−x− u1(x+ y)).

Les trajectoires satisfont le système d’équations :
x(t) =

∫ t

0

u1(t) dt

y(t) =

∫ t

0

(−1− u1(t)) dt,

ainsi y(t) = −
∫ t

0

(1 + u1(t)) dt = −t− x(t), d’où : t = −x(t)− y(t).

Nous avons aussi :
d

dt
(x(t)y(t)) = ẋ(t)y(t) + ẏ(t)x(t) = u1(t)y(t)− (1 + u1(t))x(t).

On aura alors :
1

2

d

dt
(x(t)y(t)) =

1

2
u1(t)y(t)−

1

2
(1 + u1(t))x(t),

d’où
1

2

d

dt
x(t)y(t)− u1(t)y(t) = −1

2
(u1(t)y(t))−

1

2
(1 + u1(t))x(t) = ż.
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Comme u1(t)y(t) < 0 alors −z ≤ −xy

2
.

• F1 = −F2 > 0

H = u1F1 + u2F2 − 1 = (u1 − u2)F1 − 1

D’après le principe du maximum, u1 − u2 = signeF1 = 1, d’où le maximum
est atteint sur tout le segment qui relie les points (0,−1) à (1, 0) du domaine
des contrôles de la forme {(α,−1 + α) : α ∈ [0, 1]}

Dans ce cas , le système hamiltonien est donné par :
ẋ = u1

ẏ = −1 + u1

ż =
1

2
(−x+ u1(x− y)).

Les trajectoires satisfont le système d’équations :
x(t) =

∫ t

0

u1(t) dt

y(t) =

∫ t

0

(−1 + u1(t)) dt

y(t) =

∫ t

0

(−1 + u1(t)) dt = −t+ x(t), d’où : t = x(t)− y(t).

Nous avons aussi :

d

dt
(x(t)y(t)) = ẋ(t)y(t) + ẏ(t)x(t) = u1(t)y(t) + (−1 + u1(t))x(t),

d’où :
1

2

d

dt
(x(t)y(t)) =

1

2
u1(t)y(t) +

1

2
(−1 + u1(t))x(t),

ce qui donne
1

2

d

dt
x(t)y(t)−u1(t)y(t) = −1

2
(u1(t)y(t))+

1

2
(−1+u1(t))x(t) = ż.

Comme u1(t)y(t) > 0 alors z ≤ xy

2
.

• F1 = −F2 < 0

H = u1F1 + u2F2 − 1 = (u1 − u2)F1 − 1.
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D’après le principe du maximum, u1−u2 = signeF1 = −1, d’où le maximum
est atteint sur tout le segment qui relie les points (1, 0) à (0,−1) du domaine
des contrôles de la forme {(α, 1 + α) : α ∈ [−1, 0]}

Dans ce cas , le système hamiltonien est donné par :
ẋ = u1

ẏ = 1 + u1

ż =
1

2
(x+ u1(x− y)).

Les trajectoires satisfont le système d’équations :
x(t) =

∫ t

0

u1(t) dt

y(t) =

∫ t

0

(1 + u1(t)) dt

y(t) =

∫ t

0

(1 + u1(t)) dt = t+ x(t), d’où : t = −x(t)− y(t).

d

dt
(x(t)y(t)) = ẋ(t)y(t) + ẏ(t)x(t) = u1(t)y(t) + (1 + u1(t))x(t).

1

2

d

dt
(x(t)y(t)) =

1

2
u1(t)y(t) +

1

2
(1 + u1(t))x(t)

D’où
1

2

d

dt
x(t)y(t)− u1(t)y(t) = −1

2
(u1(t)y(t)) +

1

2
(1 + u1(t))x(t) = ż.

Comme u1(t)y(t) < 0 alors −z ≤ −xy

2
.

Nous avons obtenu alors |u1(t)| + |u2(t)| = 1, |x(t)| + |y(t)| = t, de plus

le long de ces trajectoires singulières nous avons toujours |z| ≤ |xy|
2

.
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Ces propriétés peuvent être résumés dans les lemmes suivants :

Lemme 3.3 Une trajectoire si elle est singulière alors elle l’est pour tout les
temps.

Lemme 3.4 Soit le point final x̂f1 = (x, y, z). Si |z| > |xy|
2

alors la trajec-

toire optimale ne peut pas être singulière.

Lemme 3.5 Soit le point final x̂f1 = (x, y, z). Si |z| ≤ |xy|
2

alors le temps

minimal pour atteindre x̂f1 est t = |x|+ |y|.

Deuxième cas : |F1| ̸= |F2| alors les contrôles varient sur les points
(0, 1), (1, 0) · · · .

— Si | F1 |>| F2 | ⇒ maxH = maxu1 | F1 |⇒ u1 = Sign | F1 |= ±1.

— Si | F1 |<| F2 | ⇒ maxH = maxu2 | F2 |⇒ u2 = Sign | F2 |= ±1.

Proposition 3.6 La séquence exacte des contrôles qui satisfont le PMP est
déterminée suivant la valeur initiale du contrôle et le signe de r ̸= 0.

En effet : Si l’évolution est gouvernée par le contrôle u = (1, 0) alors :
Ḟ1 = 0 d’où F1 est constante et Ḟ2 = r. Si r > 0 alors F2 est croissante
et varie dans le sens antihoraire pour atteindre la valeur de F1. Après la
première commutation le contrôle (0, 1) est joignable. Si r < 0 alors F2 est
décroissante et varie dans le sens horaire pour atteindre la valeur de F1,
et après la première commutation nous atteignons le contrôle (0,−1). En
conclusion :

◦ Si r > 0 alors les contrôles varient dans le sens antihoraire, ils suivent
la suite :

u = {...(1, 0); (0, 1); (−1, 0); (0,−1); (1, 0); (0, 1)...}.

◦ Si r < 0 alors les contrôles varient dans le sens horaire, ils suivent la suite :

u = {...(1, 0); (0,−1); (−1, 0); (0, 1); (1, 0); (0,−1)...}.
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u1

F1

u2F2

F1 = −F2

F1 = F2

F1 > |F2|
⇒ u = (1, 0)

Figure 3.3 – Extrêmales normales (F1 > |F2|).

u1

F1

u2F2

F1 = −F2

F1 = F2

−F1 > |F2|
⇒ u = (−1, 0)

Figure 3.4 – Extrêmales normales (−F1 > |F2|).
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3.3.3 Symétrie du problème

Dans cette section, on va montrer que le système de Heisenberg (3.2), (3.3)
possède une symétrie discrète.

Soit θ =
kπ

2
, k ∈ Z, on note Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
˙̃X =

d

dt

(
R̃θX

)
= R̃θẊ = R̃θ (u1f1(X) + u2f2(X)) = ũ1f̃1(X̃)+ũ2f̃2(X̃).

On aura :

f1(X) =

 1
0

−y

2

 = f1

(
R̃−1

θ X̃
)
=

 1
0

−1

2
(−x̃ sin θ + ỹ cos θ)



f2(X) =

 0
1
x

2

 = f2

(
R̃−1

θ X̃
)
=

 0
1

1

2
(x̃ cos θ + ỹ sin θ)


D’où

u1f1(X) + u2f2(X) =

 u1

u2

− ỹ

2
(u1 cos θ − u2 sin θ) +

x̃

2
(u1 sin θ + u2 cos θ)


On a alors

ũ1f̃1(X̃) + ũ2f̃2(X̃) = R̃θ (u1f1(X) + u2f2(X))

=

 u1 cos θ − u2 sin θ
u1 sin θ + u2 cos θ

− ỹ

2
(u1 cos θ − u2 sin θ) +

x̃

2
(u1 sin θ + u2 cos θ)


On pose :

{
˙̃x = v1
˙̃y = v2

Alors : v1 + v2 = u1(cos θ + sin θ) + u2(cos θ − sin θ). Pour θ =
kπ

2
, on a

v1 + v2 = |u1|+ |u2|.

C’est facile de vérifier que ˙̃z = ż. En effet,
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
x = x̃ cos θ + ỹ sin θ
y = −x̃ sin θ + ỹ cos θ
u1 = v1 cos θ + v2 sin θ
u2 = −v1 sin θ + v2 cos θ,

ce qui implique ż = 1
2
(u2x− u1y) =

1
2
(v2x̃− v1ỹ) = ˙̃z. D’où la symétrie.

Lemme 3.7 Soit θ =
kπ

2
, k ∈ Z et soit X(t) la solution du problème de

Heisenberg relatif au contrôles (u1, u2), alors X̃(t) = R̃θX(t) est solution du
même problème correspondant au contrôles (v1 = (u1 cos θ − u2 sin θ), v2 =
(u1 sin θ + u2 cos θ)).

3.3.4 Structure des géodésiques

Dans cette section, nous considérons U = {(u1, u2) ∈ R2 : |u1|+ |u2| ≤ 1}
l’ensemble des contrôles et nous allons fixer les conditions initiales suivantes :
X(0) = (0, 0, 0), P (0) = (p0, q0, r).

Grâce à la proposition 3.6, on peut se focaliser sur le cas où r > 0. Comme
par hypothèse p0 > q0, alors il existe un T1 > 0 tel que le contrôle associé à
l’extrémale (P (t), X(t)) dans l’intervalle [0, T1] est (1, 0). Ceci implique que
Ḟ1 = 0 et Ḟ2 = r, donc F2 varie pour atteindre la valeur de F1.

Déterminons T1 :

 Ḟ1(t) = 0 =⇒ F1(T1) = F1(0) = p0,

Ḟ2(t) = r =⇒ F2(T1) = F2(0) +

∫ T1

0

r dt = q0 + rT1.

Puisque F1(T1) = F2(T1), alors p0 = q0 + rT1, d’où :

T1 =
p0 − q0

r
.

Dès qu’on dépasse T1 alors F2 > F1 et u = (0, 1) est l’unique contrôle
admis par le PMP jusqu’à ce que F1 atteint la valeur −p0. Ceci arrive au
temps T2 avec F2(T2) = F2(T1), et −F1(T2) = F2(T2).
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Nous avons

F1(T2) = F1(T1) +

∫ T2

T1

Ḟ1(t)dt = F1(T1)− r(T2 − T1),

alors :

p0 = F1(T1) = F2(T1) = F2(T2) = −F1(T2) = −F1(T1)+r(T2−T1) = −p0+r(T2−T1).

D’où :

T2 − T1 =
2p0
r

.

Nous pouvons répéter le même argument exposé ci-dessus et conclure que
pour t ∈ [T2, T2 + ε], u = (−1, 0), puis u = (0,−1) · · · etc, et nous trouvons

pour k ≥ 2, ∆t = Tk − Tk−1 =
2p0
r

.

Calculons les trajectoires :
Le problème de Cauchy Ẋ(t) = u1f1(X) + u2f2(X) correspond au système
de Heisenberg, déterminons alors X(t) solution de ce problème sur chaque
intervalle du temps.

◦ Sur l’intervalle [0, T1] : Avant la première commutation, la condition
initile est

X(0) =

 0
0
0


et le contrôle associé à la géodésique est u = (1, 0). Déterminons alors la
tarjectoire du point initial :

Ẋ(t) =


ẋ(t) = u1 = 1
ẏ(t) = u2 = 0

ż(t) =
1

2
(u2x− u1y) =

1

2
y.

En intégrant ces équations, on obtient :

X(t) =


x(t) = x(0) +

∫ t

0

dt = t

y(t) = y(0) = 0
z(t) = z(0) = 0. (puisque y(t)=0)

d’où

X(t) =


x(t) = t
y(t) = 0
z(t) = 0.
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◦ Sur l’intervalle [T1, T2] : La condition initiale est

X(T1) =

 T1

0
0


et l’évolution est gouvernée par le contrôle u = (0, 1). La trajectoire associée
est donnée par :

Ẋ(t) =


ẋ(t) = u1 = 0
ẏ(t) = u2 = 1

ż(t) =
1

2
(u2x− u1y) =

1

2
x.

On obtient alors

X(t) =



x(t) = x(T1) +

∫ t

T1

0dt = T1

y(t) = y(T1) +

∫ t

T1

1dt = t− T1

z(t) = z(T1) +

∫ t

T1

1

2
T1dt =

1

2
T1(t− T1).

D’où

X(t) =

 T1

t− T1

1

2
T1(t− T1)



Après une seule commutation on atteint les point du type

 x
y
xy

2

 en

un temps t = x+ y.

◦ Sur l’intervalle [T2, T3] : La condition initiale est

X(T2) =

 T1

T2 − T1

1

2
T1(T2 − T1)

 =

 T1

∆t
1

2
∆tT1



47



et l’évolution est gouvernée par le contrôle u = (−1, 0). On a

Ẋ(t) =


ẋ(t) = u1 = −1
ẏ(t) = u2 = 0

ż(t) =
1

2
(u2x− u1y) =

1

2
y.

La trajectoire associée est donnée par :

X(t) =



x(t) = x(T1) +

∫ t

T2

−1dt = T1 − t+ T2

y(t) = y(T2) +

∫ t

T2

0dt = T2 − T1 = ∆t

z(t) = z(T2) +

∫ t

T2

1

2
∆t =

1

2
∆t(t−∆t).

X(t) =

 −t+ T1 + T2

∆t
1

2
∆t(t−∆t)



Après la deuxième commutation on atteint les point du type

 x
y

−xy

2
+ T1y


en un temps t = y − x+ 2T1.

◦ Sur l’intervalle [T3, T4] : La condition initiale est

X(T3) =

 T1 −∆t
∆t

∆t

2
(∆t+ T1)


et le contrôle associé est u = (0,−1).
En effet :

x(T3) = −T3 + T1 + T2 = T1 −∆t
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car on ∀k ≥ 2,∆t = Tk − Tk−1 donc −T3 + T2 = −∆t.

y(T3) = ∆t

z(T3) =
∆

2
(T3 −∆t) =

∆t

2
(∆t+ T1)

Nous avons aussi

Ẋ(t) =


ẋ(t) = u1 = 0
ẏ(t) = u2 = −1

ż(t) =
1

2
(u2x− u1y) = −1

2
x.

alors :

x(t) = x(T3) = T1 −∆t

y(t) = y(T3) +

∫ t

T3

(−1)dt = ∆t− t+ T3

T3 = ∆t+ T2 =⇒ T2 = ∆t+ T1

=⇒ T3 = ∆t+∆t+∆+ T1 =⇒ T3 = 2∆t = t1.

donc y(t) = ∆t− t+ 2∆t+ T1.

z(t) = z(T3) +

∫ t

T3

−1

2
(3∆t+ T1 − t) dt

z(t) =
∆t

2
(∆t+ T1) +

(∆t− T1)

2
(t− 2∆t− T1).

alors la trajectoire associée est donnée par :

X(t) =


x(t) = T1 −∆t
y(t) = 3∆t+ T1 − t

z(t) =
∆t

2
(∆t+ T1) +

(∆t− T1)

2
(t− 2∆t− T1).

On remarque que pour tout entier naturel n ≥ 2, Tn = (n− 1)∆t+ T1.
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Après la troisième commutation on atteint les point du type :

 x
y

xy

2
+ (x− T1)

2


en un temps t = −x− y + 2∆t+ 2T1.

On remarque que jusqu’à T4 on a toujours z ≥ |xy|
2

le long d’une trajec-

toire bang-bang, et z(T4) =
∆t

2
(T3−∆t)+

∆t

2
(∆t−T1) =

∆t

2
(T3−T1) = ∆t2.

◦ Sur l’intervalle [T4, T5] : condition initiale est :

X(T4) =

 T1 −∆t
0

∆t2


et le contrôle associé est u = (1, 0).

En effet :
x(T4) = T1 −∆t

y(T4) = 3∆t+ T1 − T4, Or T4 = (4− 1)∆t+ T1 = 3∆t+ T1

y(T4) = 3∆t+ T1 − 3∆t+ T1 = 0

z(T4) =
∆t

2
(∆t+ T1) +

(∆t− T1)

2
(3∆t+ T1 − 2∆t− T1)

z(T4) =
∆t

2
(∆t+ T1) +

(∆t− T1)

2
(∆)

z(T4) =
∆t2

2
+

T1∆t

2
+

∆t2

2
− T1∆t

2
= ∆t2.

Nous avons aussi :

Ẋ(t) =


ẋ(t) = u1 = 1
ẏ(t) = u2 = 0

ż(t) =
1

2
(u2x− u1y) = −1

2
y

alors

x(t) = x(T4) +

∫ t

T4

1dt = T1 −∆t+ t− T4 = T1 −∆t+ t− 3∆t− T1

x(t) = t− 4∆t
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y(t) = y(T4) +

∫ t

t4

0dt = 0

z(t) = z(T4) +

∫ t

T4

(−1

2
y) dt = ∆t2

alors la trajectoire correspondante est :

X(t) =


x(t) = t− 4∆t
y(t) = 0
z(t) = ∆t2.

Conséquence 1 Pour atteindre le point (0, 0,∆t2) il nous faut un temps
égal à 4∆t.

Si on suppose que la géodésique X(·) vérifie le PMP avec le contrôle u(·)
et le vecteur adjoint p(·), tel que P (0) = (p0, q0, r) avec p0 ≥|q0|, p0 ̸= 0 et
r > 0, alors la trajectoire prendra cette allure.

x

y

T1 = (p0 − q0)/r

T3 = T2 +∆T

T1 = (p0 − q0)/r

T2 = T1 +∆T

T3 = T2 +∆T

T4 = T3 +∆T

∆T = 2p0/r

3.3.5 Perte d’optimalité pour le problème de Heisen-
berg

Prenons deux trajectoires avec les mêmes p0 et r, et changons la valeur
de premier temps de commutation T1, on obtient la figure suivante.
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x

y

Au temps où les deux trajctoires se rencontrent (le quatrième temps de
switch), elle aurons la même valeur de z. Cela implique la perte d’optimalité
locale.
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Conclusion

En conclusion, ce travail met en lumière l’interaction fascinante entre
la théorie du contrôle et la géométrie, en se concentrant sur le groupe de
Heisenberg comme modèle central. À travers les trois chapitres, nous avons
d’abord établi les fondements mathématiques nécessaires à la compréhension
des systèmes dynamiques, en revisitant des concepts clés tels que le problème
de Cauchy et les variétés différentielles. Ensuite, nous avons exploré la théorie
du contrôle optimal, soulignant son importance dans la détermination des
stratégies efficaces pour atteindre des états désirés tout en respectant des
contraintes spécifiques.

Enfin, la discussion approfondie sur le problème de Heisenberg a permis de
mettre en évidence les défis et les opportunités qu’offre ce cadre géométrique
pour la recherche de géodésiques minimales. Ce travail ouvre la voie à de
futures recherches dans le domaine du contrôle optimal, où l’intégration de
concepts géométriques peut enrichir notre compréhension et notre capacité
à résoudre des problèmes complexes. En somme, l’étude du groupe de Hei-
senberg non seulement illustre les applications pratiques de la théorie du
contrôle géométrique, mais elle souligne également l’importance d’une ap-
proche interdisciplinaire qui combine mathématiques pures et applications
concrètes.
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