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Introduction genérale

L'origine des études sur les phénomenes d’attente remonte aux années 1909-1920 avec
les travaux du mathématicien Danois A.K. Erlang concernant le réseau téléphonique de
Copenhague. La théorie mathématique s’est ensuite développée grace notamment aux
contributions de Palm, Kolmogorov, Khintchine, Pollaczek, et s’est ensuite étendue a de
nombreux champs d’application comme la gestion de stocks, les télécommunications en
général, la fiabilité de systemes complexes,... Les problemes liés a I’attente dans un centre
de service de masse sont omniprésents dans notre société. Les exemples sont:

Attente a un guichet (caisse dans un supermarché, administration,...),

Trafic urbain ou aérien,

Réseaux téléphoniques,

Circulation de piéces dans un atelier,

* Programmes dans un systeme informatique,

Construire un systeme adapté, que ce soit un systéme informatique, un réseau de com-
munication, un systeme de production ou un systeme de la vie quotidienne, passe obli-
gatoirement par une étape de modélisation et d’analyse des performances du systeme.
La pression des enjeux économiques est telle actuellement que 'on ne peut aboutir a un
systeme sous-dimensionné et que ’on doit éviter au maximum le surdimensionnement.

En plus des modélisations analytiques, les simulations sur calculateurs permettent des
évaluations relativement précises, mais demandant parfois des temps de calcul qui peu-
vent étre importants si I'on veut reproduire correctement les phénomenes aléatoires et
atteindre un régime permanent.

Une condition nécessaire pour dimensionner un centre de service est qu’il soit capable
d’absorber le débit moyen de clients prévus, condition tres facile a vérifier par de simples
calculs de débits moyens. Mais, méme avec un systéeme correctement dimensionné, le car-
actere aléatoire des arrivées et des temps de service rend les attentes impossibles a éviter
completement.



L’étude et ’analyse de ces phénomeénes d’attente se basent sur la théorie des processus
stochastiques, en particulier des processus Markoviens.

La modélisation et la simulation jouent un role prépondérant dans 1’évaluation prédic-
tive du comportement du systeme. Il s’agit de modéliser par exemple une file d’attente
(clients entrants et traitement de leurs demandes par des serveurs ou caisses).

Comme les arrivées des clients et les temps de service dépendent de certains parametres
souvent difficiles a évaluer, on opte souvent pour un modele stochastique en rendant cer-
tains parametres du systeme, aléatoires. Evidemment, ces clients arrivent en des temps
aléatoires, les temps de service sont eux aussi aléatoires, il peut y avoir un seul guichet, ou
un nombre déterminé 'k’ de guichets. Les modeles les plus simples a étudier théorique-
ment sont ceux pour lesquels les clients arrivent suivant un processus de Poisson ho-
mogene (Markovien) qui ne dépend pas du temps (les temps d’inter-arrivées sont expo-
nentiels).

On parle de file d’attente M/M/1 ou M/M/k s’il y a k guichets et capacité infinie (dans
le sens assez grand) et caractere Markovien. Lorsque les temps d’inter-arrivées et/ou de
service ne sont pas exponentiels exemple de loi Binomiale, il s’agira de systeme G/M ou
M/G ou G/G, avec la aussi éventuellement plusieurs guichets et une file d’attente limitée.
En pratique, des que le systeme n’est pas de type Markovien (M/M/ .), on se contente de
I'approximer et d’utiliser une simulation informatique pour le traiter.

Ce mémoire traite d'un probleme d’optimisation dans les systéemes d’attente, cas de
gestion des arrivées d’avions dans un aérodrome et il est composé de quatre chapitres or-
ganisés comme suit : Le premier traite des files d’attentes markoviennes. On y introduira
d’importantes définitions (processus stochastiques-processus stationnaires, processus a
accroissements indépendants et stationnaires, Poisson, Markoviens,...). Ces généralités
seront nécessaires a la compréhension de la notion de files d’attente markoviennes. On
présentera ensuite au deuxieme chapitre une modélisation par files d’attente du systeme
de gestion des avions dans un aérodrome (aéroport d’Alger), qui est notre objet d’étude
et d’analyse dans ce mémoire, et qui vise a mesurer et évaluer les performances du sys-
téme présenté. Dans le troisiéeme, on va s’intéresser a la simulation du systeme et de
ces différentes mesures de performances ou on implémentera des algorithmes en util-
isant le logiciel MATLAB. Dans le dernier chapitre, comme application numérique, on
résoudra un probleme d’optimisation ou on déterminera la structure optimale des pistes
d’atterrissage pour minimiser le risque de saturation et le temps d’attente des avions en
orbite.



Chapitre 1

Systemes de files d’attente Markoviens

Introduction

On parle des phénomenes d’attentes chaque fois que certaines unités appellées «client»
se présentent d’'une maniére aléatoire a des situations afin de recevoir un service dont la
durée est géneralement aléatoire. Si un poste de service est libre, le client se dirige im-
médiatement vers ce poste ot il est servi. Sinon, il prend sa place dans une fille d’attente
dans laquelle les clients se rangent suivant leur ordre d’arrivée. Un systeme d’attente
comprend donc * un espace de service’ avec une ou plusieurs stations de service et ‘'un
espace d’attente’ dans lequel se forme une eventuelle file d’attente. Comme le montre le
schéma suivant.

Systéme de file d'attente

file . . clients
SErvice i i - r
d'attente ‘ i SCIVIS

Figure 1.1: Systeme d’attente.

clients

entrants |

Les systemes d’attente se basent sur les processus Markoviens et sur quelques notions
importantes que nous allons rappeler.

1.1 Processus Markoviens

1.1.1 Rappels sur processus stochastiques

Soit (€, F, P) un espace de probabilité, T C IR, un espace temps (ou de parametres) et
[E € N un espace des états.



Définition 1.1.

Un processus stochastique est une application mesurable

X:OxT—>E
(w,t) = X(t, w) = X (w)

ou a ty fixé, w — X; (w) est une variable aléatoire, et a w, fixé, t — X(t,w) est une appli-
cation mesurable.

Remarque 1.1.

o Si T est dénombrable (fini ou infini, T CIN),X = (X;);er est une suite de variables aléa-
toires ou un processus d temps discret.

e Si T CR, alapuissance du continu (intervalle ou combinaison d’intervalles), (X;);er est
dit processus a temps continu ou processus stochastique.

e Si [E est discret (dénombrable fini ou infini), X est dit processus discret.

e Si[E C Ra la puissance du continu, X est dit processus continu.

1.1.2 Processuss Stationnaires
Définition 1.2. : Stationnarité forte

Un processus stochastique (X;);er, est dit fortement stationnaire (stationnaire au sens
strict), si les lois fini-dimensionnelles sont invariantes par translation c’est-a-dire

Yh> O,th, tyyees bty € T,ne N*

le vecteur (X;,, X;,,...., X; ) a la méme loi que le vecteur (Xy, ., X, 41y Xt 1) -
En particulier X;, et X;,;, ont la méme loi Vt,h € T (c’est-a-dire X; et X ont la méme loi
Vt,seT).

Définition 1.3. : Stationnarité faible

Un processus stochastique (X;);cr est dit faiblement stationnaire (stationnaire au sens
large) si
i) E(X;) := m; = m < +o0,
ii) B(X?) := 67 = 62 < +00,
iii)Cov (X, X;) := E((X; —m)(Xy —m)) =T (t,s) =T (t —s).

Remarque 1.2.

Stationnarité forte = Stationnarité faible.



1.1.3 Processus a accroissements indépendants et stationnaires
Définition 1.4. : Processus a accroissements indépendants(PAI)

Un processus (X;)ser, est dit PAI si V¢, ty,...,t, € T,Vn € N, les variables aléatoires

th _Xt th—l _Xt th _th’th _Xto

n-1’ n=27"""

sont indépendantes.

Sachant que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes ssi quelque soit I’événement
dépendant de X est indépendant de I’événement dépendant de Y.
A et B sont indépendants ssi P(AN B) = P(A) x P(B).

Définition 1.5. : Processus a accroissements stationnaires (PAS)

Un processus stochastique (X;);c7 est dit PAS si
Vt,s € T, la loi de 'accroissement X; — X; ne dépend que de t —s, c’est-a-dire
X; — X, a la méme loi que X;_;.

Définition 1.6. : Processus a accroissements indépendants et stationnaires (PAIS)

Un processus stochastique (X;);er, est dit un PAIS si
(X¢)ier est un PAI et (X;);er est un PAS.

1.1.4 Processus de Poisson
Définition 1.7. : Processus de comptage

Un processus stochastiques (N;);cr est dit processus de comptage ou processus de dénom-
brement si
(N¢)ieT représente le nombre d’événements se produisant dans l'intervalle [0, ] vérifiant:
i) N(t) e N,Vt e R*,(T =R"),
ii)Vt>se T,N(t) > N(s),
iii) N(t) — N(s), représente le nombre d’événements se produisant dans l'intervalle [s,¢],
Vs<teT.

Définition 1.8. : Processus de Poisson

Un processus de comptage (N;);er est dit processus de Poisson de taux A > 0 si:
i) N(0) =0,
ii) (N¢)ser est un PAITS,

o(dt), k>2,
iii) P[Ny; = k] =4 Adt+o(dt), k=1,
1—(Adt+o(dt)), k=0.



Proposition 1.1.

(At)"

P[N; =n]=exp M i

,teRY, neN.

1.1.5 Processus de Poisson et loi exponentielle

On consideére un processus de Poisson (N;);cr+ de taux A.
Soit 7y, 71, Ty, ...les instants d’occurences de ce processus (réalisations d’événements).

On pose

]b = Ty,

T,="71,—Tu_1, n>1.

Proposition 1.2.

Les variables aléatoires T, n > 0, sont indépendantes et identiquement distribuées (iid)
de loi exponentielle A.

T, ~> exp(A),¥Vn e N.

Proposition 1.3. (Généralisation)

La durée qui sépare la niéeme entrée de la (n+k)éme entrée est une variable aléatoire

n+k k
Sk=) T=) T,
i=n+1 i=1

qui suit une loi I'(k, A).

1.1.6 Processus de Poisson et loi uniforme
Proposition 1.4.

Soit s € T = IR,, tel que sur [0,s] on a qu'un seul événement qui s’est réalisé, et soit 7
I’instant de réalisation de cet événement.
T est une variable aléatoire ~» Ul ), uniforme sur l'intervalle [0,s].
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1.1.7 Processus de naissance et de mort

On considere un processus (X;)ier, a temps continu (T = RR,), qui consiste a faire

R
évoluer un systéeme entre une infinité dénombrable d’états (E = IN).
On suppose que le systeme vérifie les hypotheses suivantes:

H1: A partir d’un état n € E, a l'instant ¢, le systéme ne pourra passer a I'instant t +dt que
dans 'un des états n+1, n—1, ou n (n > 1), c’est & dire dans un laps de temps trés court
(dt), il n’y a qu’une seule réalisation du phénomeéne.

H2: Le processus est un P.A.LS.

H3: Au plus un événement peut survenir a I’instant t.

e On appelle "naissance" a la date t, le passage du systéeme de 1’ état n a I’état n+1, et

on pose
P[Xt+dt =n-+ ]'/Xt = n] = /\dt+ O(dt)

e On appelle "mort" a la date t, le passage de systéeme de 1’état n, a I’état n—1, et on

pose
P[Xiqr =n—1/X; = n] = pdt + o(dt).

A, est appelé taux de naissance du systeme.
Uy, est appelé taux de mort du systeme.

(Xt)i>0 ainsi défini est appelé processus de naissance et de mort (PNM) de taux A, et
Uy > 0.

Equations régissant le systéme (Equations de Chapman-Kolmogorov)

On a d’abord
P(Xqr =n/Xy =n]=1-P[Xy, ¢ # 1/ Xy = 1]

=1 _(P[Xt+dt = 7’1+1/Xt = n]+P[Xt+dt = n—l/Xt = n])
— (A dt+o(dt)+ p,dt +o(dt)) =1—- (A, + p,)dt +o(dt)
D’autre part,

pu(t+dt)=P[[X; =n Xy g =n]U[Xy =n-1,X; 5 =n]U[X; =n+ 1, Xp s = n]]

=P[X; =1, Xppqr =n]+ P[X; =n—1,Xpqs =n]+ P[X; =n+ 1, X; 4 = 1]
:P[Xt+dt:TZ/Xt:TZ]XP[Xt:n]+P[Xt+dt:n—1/Xt:n]XP[Xt:n—l]
+P[Xt+dt:n+1/Xt:n]XP[Xt:n+1]

12



=(1=(Ap+pn)dt+o(dt))pu(t) + (Ay_1dt +0(dt))py_1(t) + (ppsrdt + o(dt))pyr (1)
= pn(t) - (/\n + ,un)dtpn(t) + /\n—lpn—l(t)dt + ﬂn+1pn+1(t)dt + O(t)
= pu(t +dt) = p,(t) = =(Ay + p)dtp,(t) + A1 P (D)t py 1 prsr (£)dt + 0(2)

: . —palt . o(dt
= pytt) = Tim DI 0 (1) At (4 e (6)+ Jim 00
. d
Comme limg;_,q % =0,

on obtient donc :
p,’q(t) = Pns1Pni1 () =(Au+ 1) Pu(t)+ A1 pu_1(t) et les équations dites de Chapman-kolmogorov
associées au processus (X;)s>o:

po(t) = p1p1(t) = Agpo(t), n=0,

7

(S) pn(t) = ﬂn+1pn+1(t) - (/\n + ,”n)pn(t) + /\n—lpn—l(t): nz 1;

1, n=20
0, n>1.

anopn(t) = l}Pn(O) = P[XO = n] = {

Ceci est un systeme d’équations différentielles et de récurrence (aux différences).
Comme il s’agit d’'un systeme d’équations différentielles et de recurrence, sa résolution

analytique se fait avec les fonctions orthogonales de Bassel (c’est le cas transitoire ou non
stationnaire).

Cas stationnaire (stable)

On suppose que quand t — +co, P,(t) = P, ( indépendante de t), c’est-a-dire que le
régime permanent (stable) ou stationnaire s’établit a partir de t > ¢y, p,(t) = p,.

Le systéeme d’équations précédent (S) devient:

p1p1— Aopo =0, n=0,

(S ) Hn+1Pn+1 — (/\n + /"n)pn + /\n—lpn—l =0, n>1,

anopn(t) =L

13



H1P1 :/\OPOI n=0,

©(S ) Hu+1Pn+1 _/\npn :ann_An—lpn—l) nx1,

Z,nZOpn(t) =1

Résolution de (S'):
A
n=0, p1= y_?p01

n=1, paPy = A1p1 = p1p1 — Aopo,

A A A
= P2 =3 P1 = 3w Po
n=2, H3P3 = Aap2 = papr — A1p1,
A (A A
- Bk

Aot Ao A Ag

On suppose que Pn= St Po

Qu’en est-il de n+ 1?

Pn+1Pn+1 = AnPn = PnPn — An—1Pn—1

— An—l (/\n—2/\n—3----/\1 /\0)
Comme pn - Hn Kn-1Hn-2----H2 11 pO
Ay
= Pn= ;nlpn—l
— /\71 — /\n/\n_]..../\l/\o
= Pns1 = Pn+1p" BT T TOY T8 Po

Finalement, on obtient:

n
_ Aici | _T 14
Pn = [l | " ]po =a,po, Vn>1, avec a, = | | 0

i=1 I

La suite (p,),>0 est une loi de probabilité donc

YusoPn=1=2po+) 51 Pn=1=po+YLys1anpo=1=

po(l + ) 1 an) =1=py= #, qui est défini si ) _a, < +oo.

>14n

14



Conclusion:
. _ 4w -1
Si ) 51y < +00,alors p, = oy oa N2 letpo=1y —o
Apog Ayne A Ag
HnBn-1----H2 11 :

, avec

a, =

Cas particulier:

An:/\etyn:yn
_AALAA (A <A
LTI (ﬁ) =ptoup=y

A:taux de naissance (entrée)
p :taux de mort (sortie)

anlan:anlpn<+°OSi P<1<:>/\<I/l
Donc la condition de la stabilité dans ce cas est A < p.

n n

Pn= I4+) s " 7 P24 0™

Ainsi la loi est :

n

__0 _p

- n ’ n Z]-
Prn= Tosor” = 15

_ 1 _ 1 _ 1 _q_ _
Po = Tiyusta, = Tarnsiph = 117,_ =1-p, n=0

C’est-a-dire:
pn:pn(l—p), VTIZO

Graphe de transition associé au processus de naissance et de mort:

(X¢) PNM (A, py)-

Aydt+o(dt) hoadt+o(dt] A, dt+o(dt)
wdt+o(dt) W dt+o(dt) Mo dt+o(dt)

Figure 1.2: Graphe de transition associé au PNM

po1 = P[Xiar = 1/X; = 0] = Apdt + o(d?)
P12 = P[Xiyar = 2/X; = 1] = Ay dt + o(dt)

15



On peut associer un graphe de transition a tout PNM (A, u,,), ou les fleches correspon-
dent aux transitions possibles du systéme avec des probabilités de transition correspon-
dantes.

Exemple 1.1.

N;: nombre de clients dans une file devant un guichet (longueur d’une file) avec A, = A
(taux d’entrée des clients) et p, = p (taux de sortie des clients), avec A < p.
(N¢)t=0, est un PNM(A, u), cette loi stationnaire (d’apres ce qui precede) est égale a :

P,(t)=P, = (3);1(1 - 3), Vi > 0.
Iz p

La longueur moyenne 7 de la file de clients a la date t :

n =E(N;) = ZnPn = an”(l -p)= an"(l -p)

n>0 n>0 n>1
=p(1-p)) nP"'=p(1 —p)(Zp”]
n>1 n>0
Comme % <1, ) p" est convergente
’ A A
3 B 1 B B . p u o A
= n=p(1 p)(—l_p)—p(l p)(l_p)z—l_p—l_%—ﬂ :”7_—;4—1

L'écart type:
o = V(Nt),
La variance est égalea: V(N;) = [E(N;)?) - E*(N;) ou

E(N?)=) n’B,=) n’p"(1-p)=) n(n+1-1)p"(1-p)

n>0 n>0 n>0

= Z[n(n —1)p"(1-p)+np"(1-p)]

n=0
=) [n(n=1)p"(1=p)]+ ) [np"(1=p)]
n=>0 n=>0
) [n(n=1)p"(1=p)]= ) [n(n—1)p"2(1-p)p’]
n>0 n>0
=p’(1-p)) n(n-1)p" 2 =p’(1-p) ) (p"
n>2 n>2
=p’(1=p))_(p") =p2(1—p)(ﬁ)
n=>0
_ 21 Ly
a lr))((1—0)2)



(Car p<1, ) p" est convergente et p — p" est deux fois dérivable).

2(1-p) _ 2p?
A=0%(1- —
PO T - pp
20° p
= E(N?) = + .
(NF) (1-p)? 1-p
D’ou
2p° p p
V(N,) = E(N?)-n? = + -
( t) ( t) 17 (1_p)2 1_p (1_p)2
P _ P pll-p)_pP+p—p’
(I-p)? 1-p (1-p? (1-p3? (1-p)?
_ P
(1-p)?
Donc

_ VP
=1

Ainsi la longueur de la file a I'instant t est dans [ — 0, + 0] = [%ﬁ, p1+ P

Processus de naissance pur et Processus de mort pur
a. Processus de naissance pur :

C’est un processus da naissance et de mort de taux de naissance A, n >0, et de taux de
mort y, =0,Yn > 0.
Le systeme (S) d’équations de Chapman s’écrit:

pé = —/\OPO(t) n=0
(S) By =-APy(t)+ Ay Py, n21
Z n>0 L, P( ) bOn-

Condition de stabilite:

ano% > 400, carVn>0, uy, =0 =P =0 = P,=0,Yn>0etn'estpas
une loi de probabilité.
Donc le systéme ne se stabilise pas, il faut donc le résoudre dans le cas transitoire (la

loi p,, dépend, tout le temps, de 'instant t).

Sild,=A: lesysteme (S)devient:
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po(t) ==Apo(t), n=0

(S,) P;q(t):—/\Pn(t)'F/\Pn_l; nx1

1 si n=0
anopn(t) =1, pn(o) = 6011 = { 0 sinon.
La solution de ce systeme (S') est:
At)"
palt) = exp™x n,) , Yn20,

= IE(Nt) = /\t, o; = \/ﬂ

I1 s’agit donc d"un processus de Poisson de taux A.

b. Processus de mort pur:

C’est un processus de naissance et de mort avec A, =0, ¥n > 0 et on suppose que :

0 si n=0,
Hn =
pu si n=12,.,N

ou N est la capacité du systeme.
C’est-a-dire le processus de mort pur prend ses valeurs dans l’espace des états

E=1{0,1,2,.., N}

Les départs se produisent avec un taux u constant jusqu’a ce que le systeme soit vide.
On a p,(t) = probabilité que le systeme soit a I’état n a I'instant t
=probabilité que N —n départs se produisent dans l'intervalle [0, ], donc:

N-n
pult)=P[N;=n]=P[Y,=N-n]=exp ™ L n=TN

j
polt) = 1= XN, Pult) = oy exp#t &

1.1.8 Processus de Markov
Définition 1.9.

Soit (), F, P), un espace probabilisé¢, [E un ensemble fini ou dénombrable et T C R un
intervalle .

18



[E : Espace des états, T: Espace de temps.
Soit (X;);er un processus défini sur () a valeurs dans E, on dit que (X;);er est un proces-
sus de Markov si :

Y(s,t,u)eT, avec (u<s<t) et Vi,j,x€E,

on a

P[Xt:j/Xs:ilXu:x]:P[Xt:j/Xs:i]:Pij(trs) (P)

(Propriété d’absence de mémoire ou propriété de Markov).

Remarque 1.3.

Si dans la propriété (P), on a en plus P;j(s,t) = P;;(t —s), on dira que le processus de Markov
est homogene.
Dans ce qui suit , on ne considerera que les processus de Markov homogénes.
Onnote  Pj(t) = P[Xys=j/Xs=1], s,t;€T; i,jeEet P(t)=(Pj(t));jepxe estla matrice
de transition du processus de Markov (X;);er.

Proposition 1.5.

Pours,teTetielE; P(X;=i)>0, ona:
1)) jepbj(t)=1, Viek.
2) Pi(t +5) = 2 jeg Pij(s)Pi ().
(Equations de Chapman-Kolmogorov associées au processus ).

Remarque 1.4.

La matrice de transition P(t) caractérise le processus de Markov (X;);er, c'est-a-dire :
A toute matrice stochastique P(t), on peut associer un processus de Markov (X;)ier, de loi
initiale (P(Xy = i), i € [E)=I1y qui va admettre P(t) comme matrice de transition.

En effet, construire ce processus revient a évaluer juste ses lois fini-dimensionnelles en
fonction de P(t) et Iy
C’est-a-dire a évaluer :

L= P[th = an,th_l = an_l,...,th = al,XtO = a()],vto, t,t0, .t 1, € T, V&li clE
On a:
L="P[X; =a,/X; , =ay_1,.Xo = ap] x P[X _
a1/Xo = ag] x P[Xq = ao]

1 = an_l/thfz = Eln_2,...X0 = [10] X ... X P[th =

=P[X;, = a,/X;, | = au1]XP[Xs, | =ay,1/Xy, , = ay2]%.. X P[X;, = as/X;, = ay]

n-2
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xP[Xy = ay/Xy, = ag] x P[Xo = ag]
= Pa,,,lan(tn - tn—l) X Pa,,,yzn,l (tn—l - tn—Z) XX Pulaz(tZ - tl) X Puoal (tl - tO) x 1_[0((’10)
avec I'1y = (P[ X, =i],i € E).
On note I'l; = (P[X; = i],i € E) la loi t-instantanée du processus (X;);cr-
Ona:
[T, =TIy x P(¢).

En effet, pouri€IE
IT(i) = P[X, =i] = ) P[X,=i,Xo = j]

jeE
=) P[X,=i/Xo=j]x P[Xg = j]
jeE
- ZHO(j)XI)ji(t)
jEE
= II,(i) = ZHO(]') X Pyj(t)
j€E

& TI(t) = T1(0) x P(#).

Génerateur infinitisimal d’un processus de Markov

On suppose que Y(i,j) € ExE, la fonction P;;(t) est continue en 0, c’est-a-dire :
. 1 si Q=]
tlgtr)1+ Fijlt) = { 0 sinon (i #j)

Soit alors i > j,

o ixj, qi=lim,_g 2= 1imH0+(Pff“3+o”) = P/(0), (siPy(t) est dérivable en 0).

o i =j,q;j=lim; o+ (Bj(:)_l ) = lim;_, ¢+ (w) = PZ-;-(O), (si Pii(t) est dérivable en
0).

On pose q; = —g;; = 0.
On appelle alors la matrice générateur infinitésimal du processus de Markov la matrice
suivante:

Q = (4ij)(i,j)cExE-

Bj(t) =gt +o(t) i=#],
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Pij(t):1+qi]‘t+0(t) i:j;
= 1-P(t)=-qut+o(t) = 1-PF;t)=q;t+o(t)
Remarque 1.5.
ZqZ] =0, Vi e E.
jeE
Eneffet ¥ icpqij = Licp(Pi() lio = (Ljer Pij(#)) li=o = (1) = 0.
Ainsi q;; + Z(jEIE, iz)4ij =0 = 4i=-qii = Ziijqij-
e g;j est appelé le taux de transition de i vers j.

e g; est appelé le taux de transition a partir de i.

Equations de Chapman-Kolmogorov au processus de Markov

Ona  Pyls+1) = Yjeg Pj(s) x Pie(t), donc

. OP;(s+1) (Z]eIEPz](
2 ot |t=0 ot tO ZPZ] X qjk

jeE

= Pi/k(s) = Zpij(s) Xqik, Vi,ke€E et Vs teT.
jeE
/1) 9 (Py(s, 1)) Z — P Z (t), Vi,k€E et Vs, teT
ii — t 0 qi;P ]k ) ( qi;P ]k ), Vi, et Vs, )
jeE jeE
On a alors l'écriture matricielle suivante :

7

P (t) = Qx P(t).

Proposition 1.6.

P'(t)= QP(t)

L’équation différentielle matricielle admet la solution qui s’écrit

P(0) = IpcE
comme suit:

P(t) = Z( Q;’!t”) = IpyE + Z((?f')n) = eprt (notation).

n>1
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Proposition 1.7.

Si E est fini et Q (qui est donc finie) est diagonalisable (c’est-a-dire 3 B inversible et D
diagonale telles que Q = BDB™!) ou

A 0
0 A, O
D = S avec A;,i = 1,n sont les valeurs propres de Q et B la matrice

0 O
. A,
des vecteurs propres associés aux valeurs propres A;.

Alors
P(t)= BA(t)B™, avec A(t) = expP!

exptt 0
D 0 expt! 0
A(t)=exp”' = 0 0
. . eXpA”t

Lois stationnaires d’un processus de Markov

On dit que I1(#) = IT est une loi (solution) stationnaire du processus de Markov (X;)ser,
si elle est solution du systeme d’équations :

<9{HQ:Q

Z,je]E T = L,
avec Q: générateur infinitésimal de (X;)er.

Ergodicité d’un processus de Markov

Un processus de Markov est dit érgodique s’il admet une seule solution (loi) station-
naire I'T* = (I1;, i € E) vérifiant:

Vie E, Hi = thm Pz](t)r V] e [E.
— 400

1.2 Files d’attente

Les modeles de files d’attente les plus simples et les plus fréquents sont ceux qui ont un
processus de Poisson pour les arrivées et un temps de service exponentiellement distribué.
Dans ce cas, la taille de la file d’attente est modélisée par un processus de naissance et de
mort.
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File d"attente

Figure 1.3: Systeme d’attente.

1.2.1 Description

on considere un systeme destiné a offrir un certain service, celui (personne ou objet) qui
vient bénéfcier d’un service est dit client et les postes de service sont appelés serveurs.

e File d’attente :"Lieu" ou les clients font la queue avant d’étre servis.

e Systeme d’attente : la file d’attente+service en cours.

L’étude de ces files d’attente porte sur la qualité et le rendement du service fourni. Le
service fourni sera caractérisé par la description de :

e La file d’attente (longueur, temps d’attente,...)
e Serveurs (nombre de clients servis par période d’activité, durée d’oisivete (répit),...)
Cette etude peut avoir deux buts:

1. U'amélioration du fonctionnement dans le cadre des structures actives et actuelles
du systeme.

2. L’étude de l'investissement a consentir (augmentation de serveurs ou la capacité du
systéme,...) pour améliorer la qualité et le rendement du service fourni.

1.3 Caracteristiques d’un systeme d’attente
Les caracteristiques d’un systeme d’attente sont:

e Loi des arrivées des clients dans le systeme (Poisson, G,...), cette loi sera notée L1,
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e Loi des durées de service de chaque serveur (c’est la méme loi de service, indépen-
dante des arrivées), notée L2,

e Nombre de serveurs notés (s > 1),

e La capacité du systeme ou la longueur maximale de la file d’attente permise par le
systeme, notée k,

e La discipline de service, c’est a dire la facon dont un client a servir est choisi dans la
file d’attente quand un guichet devient libre.

Exemple 1.2.
e FIFO (PAPS) : Premier Arrivé, Premier Servi.
e LIFO (DAPS) : Dernier Arrivé, Premier Servi.
e PS (SP) : Service avec priorité.
e RS (SA) : Service aléatoire.

Systeme ouvert [O] : accepte tous les clients. Systéme fermé [F]: accepte des clients
particuliers.

1.4 Notation de Kendall

Une file d’attente est la donnée des caractéristiques citées précédemment et elle est
notée (L1/L2/s/k/FIFO (ou autre discipline)/[O] ou [F]).

Remarque 1.6.

Une file d’attente (L1/L2/s)représente par défaut une file d’attente de type : (L1/L2/s/co
/FIFO/[O]).

1.4.1 Etude de la file M/M/1

Une file d’attente M/M/1 peut étre définie par le processus stochastique suivant :

(Nt)i=0

qui compte le nombre de personnes dans le systeme, il représente ainsi la taille de la file
d’attente dans le systeme.

On rappelle que dans ce cas, les arrivées des clients sont distribués selon un processus
de Poisson d’intensité A, et que les temps de service sont indépendants (et indépendants
du processus des arrivés) et suivent la loi exponentielle de parametre . L'indépendance
des arrivées implique que (N;) est un processus de Markov homogene, en particulier c’est
un processus de naissance et de mort.
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N (1)
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X(t)=>P(A) Y(t)>P(w)
BT, L ver g

File d"attente

Figure 1.4: Systeme d’attente M/M/1.

On pose :
N(t) : Nombre de clients dans le systeme a la date t.
M(t) : Nombre de clients dans la file a la date t.

1.4.2 FEtude du processus (N,)cr

C’est un processus de naissance et de mort (PNM) de taux A, et p,,
A,: taux de naissance quand le systeme est a 1’état n.
Myt taux de mort quand le systéme est a I’état n.
A, et p, sont a determiner

Ona
A dt+o(dt) = P[N; g =n+1/N; = n]
= P[Xpyar = X; +1]
= P[Xiar — Xy = 1]
=P[Xy; =1]= Adt+o(dt)
=>A,=A\
On a aussi

ppdt+o(dt) = P[N; 4 =n—1/N; = n]
=P[Yyqr = Y +1]
=P[Yy 10— Yy = 1]
=P[Yy; = 1] = pdt +o(dt)
= Pn = -
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1.4.3 Loi du systéme en régime permanent (stable)

Lorsque le systéme se stabilise, sa loi est donnée par

n A
iy i

n A1’ nz 1’
1+ 1 [Ty ;4_1
pn(t) =Pn=

1
14Y o [T, 2217

n=0.
=1 p
(%—)n} n> 1}
1+Zn21(%) B
pn(t) =Pn=
1
_, n=0~0.
1+Zn21(%)
On pose: p = %
e n>1,
T
Pn = f
1-p, n=20.

Donc p,, =

p"(1-p),n>0sip<l.

1.4.4 Nombre moyen de clients dans le systeme a la date t

Le nombre moyen de clients présents dans le systeme a la date t se traduit mathéma-
tiquement par I’éspérance qui est donnée par la formule suivante :

E(N)=) npy=(1-p)) np"

n=0 n=0
=(1-plp) _np" " =(1-p)p) (p")
n>1 nx1
ny, _ ’ 1
=(1—p)p(gp = (1-plp5) = (=Pl T
__P A
TR

d’ou: 1 = ;4%\



1.4.5 Ecart type o,

Afin de préciser un intervalle du nombre de clients exact présents dans le systeme a un
instant donné, la moyenne a elle seule ne sufit pas. D’ou le calcul de I’écart type qui est

donné par :

o1 =y/V(Ny) et V(N) = E(N?) + (E(N(t)))2.
E(N)? =) 1Py =Tynon’p"(1-p)

n>0

= Zn(n+ 1-1)p"(1-p)

n>0

=) (n(n=1)p"(1-p)+np"(1-p).

n>0

) (n(n=1)p"(1=p)= ) (n(n=1)p"2(1-p)p’

n>0 n>0

Et donc

D’ou

Ut:

VP ~ _ p—VEp+v?]
(1-p) et b p”7+p]_[(1—p>’(1—p)'
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1.4.6 Nombre moyen de clients dans la file a la date t

Le nombre moyen de clients en attente dans la file est donné par E(Mt), Mt est le nom-
bre de clients présents dans la file a la date t.

E(M,) = ZnP[Mt =n]= ZnP[Nt =n+1]

n>0 n>0
E § s § ] §
= npn+1 = (1/[ — 1)pn1 = n pn/ —_ pnr
n>0 n’>0 n’>1 n’>1

7
avecn =n+1.
Donc

E(M;) = E(N;) = (1 —po) = (1 —p).

Ainsi i = E(N;) = 755 et 1 = E(M;) = 11 —p.

Ou bien
Nt:Mt—XﬁMt:Nt—X
= E(M;) = E(Ny) = E(X) = 1 = (1 =po) = 11 = p-
1 si le systme est non vide . _ B
Avec X = { 0 sinomn et X ~»Bernoulli(p) avecp=1-py=p.

1.4.7 Formule de Little:

Soit W: Temps moyen d’attente dans le systéme et Wq : Temps moyen d’attente dans la

file, alors :
W= 1 _ Nombre moyen de clients dans le systeme
- AT Taux d’entre globale ’

Nombre moyen de clients dans la file
Taux d’entre globale

_ g
Wa=13

Le taux d’entrée global du systéme = Le taux de sortie global du systeme
Preuve

Déterminons d’abord la loi de W.
W : Nombre de clients dans le systeme a la date t. ‘
[WN(t) = n] coincide avec la somme de (n+1) v.a "durée de service" notée D), i =1,n+ 1

[W/N(t)=n]= Y™ DI = Y1 Y; avec Y; ~ exp(p) = T(1, p).

La fonction de densité de la loi Gamma (a,A) est donné par :
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a,.a—1 _
f(x):{ /\I‘)(Ca) exp~ %,
—/\1 exp_/\x

En posant a=1 on aura: f(x) = { r(/{ Y
= dexp

Donc D) ~> exp(p)
= Y "I DI~ T(n+1,p) car D' indpendantes.

Alors

FIW/N(t) =n)(t)={ Tw)

n+lyn —ut
ptexp ™ t>0,
0, sinon.

fw(t) = Lo fw N,=n(t) X PIN; = n] = p(1 — p)exp #1=0)!
En posant 0 = p— A, on aura
fw(t) = Qexp_et, t>0.

Calculons maintenant W

W~ exp(p—A)
Wl 1

5|
[l
==

=

I
=

!
e

I
T

e}
o)

I

K
)

I
e
=|
=|

I

=S

=
Il
]

Finalement

=
<

=
1l

NS
-

qui est la formule de Little.

1.4.8 Caractéristiques du systeme liées au serveur

Durée moyenne d’une période de répit (oisiveté) R

Soit R la durée de la période de répit. Une période de répit commence a la fin du service
d’un client seul dans le systeme et se termine lorsqu’un nouveau client arrive ou continue
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tant qu’il n’y a aucune arrivée. Donc pour s >0,s€ T
P[R>s] = P[Xys = X;] = P[Xpys - X; = 0] =" P[X, = 0] =exp™, s>0,

1—exp™s, s>0,

:>FR(S):P[R<S]=1—P[R>5]:{0 s=0

| Aexp™, s> 0.
= fr(s) _{ 0, sinon.
D’ou R suit une loi exponentielle de parameétre .

R_1 1
— R= 1 et og = 1
Nombre moyen de périodes de répit A (en régime permanent)

Soit une période de temps T assez longue. Sur cette période, le serveur est oisif pendant
une proportion de temps p.

p=P[N;=0]=py=1-p=p car p,=p"(1-p). 2
Onadonc PxT=AxR=A="L = \(1-0)T=(A-4)T =E(A)

Nombre moyen de périodes d’activité B (en régime permanent)

A cause de l'alternance activité-répit, on a A=B a une unité pres, c’est a dire en moyenne.
A=B.
B: Nombre moyen de période d’activités.
Ainsi B=(A-4)T.

Durée moyenne d’une période d’activité C
Soit C La durée d’une période d’activité. C est une v.a, et comme précédemment;

rel e SR = _ (1-p)T
C:E(C)VerlﬁeCxB:(l—p)T:>C:%:%_p):ﬂ}_/\'

Nombre moyen de clients a servir durant une période d’activité N,

_NO est une v.a et en moyenne :
Ny = E(Ny) verifie Ngx D = C, (D : Durée de service d’un client (exp(pu))),
N_()XE:E:}NO:%: ’J_L/\

Remarque 1.7.

R, A, C et Ny sont appelés "parameétres ou caractéristiques du systéme liés au serveur”.

1.4.9 FEtude de la file M/M/1/k

On considere le modele précédent , en supposant que la capacité du systeme est finie.
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X(UP(A) « > Y(t)->P()
e g e g

File d"attente

Figure 1.5: Systeme d’attente M/M/1/k.

Soit N(t) : Nombre de clients dans le systeme (N;);>( est un processus de naissance et
de mort de taux A, et y,,.

Déterminons A,, :

A,(dt)+o(dt) = P[Nyrgs =n+1/N; = n]

_ ) P[Xpar—Xe=1], 0<n<k-1,
= 0, n==xk,
A, (dt) + o(dt), O<n<k-1,
B O(dt), n:k’
Y A, 0<n<k-1,
" 0; n:k.

Déterminons p,;:

ppdt+o(dt) = P[N;y 4 =n—1/N; = n]

) PlYpa - Y =1), 1<n<k,

B 01 11:0,

_ | padt+o(dt), 1<n<k,

| o(dt), n=0,

oy =1 P 1<n<k,
'un_ 01 11:0.

On sait qu’en régime permanent
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n (/\ifl )
=1\ g
1 ’ n= 1; k;

+yk n (Ao
Pn(t) = Pn = ! Z":1n1=1( /‘il)

1 —
PR a— TR n=0.
+ =1 iz | 555

Sip=l
Pn:pm_p)xl_p%, 0<n<k p=l,
__ 1 _ 1l-p —
Py = TFopn T gt n=0, p=z1l.
Sip=1
P, =P 1 0<n<k 1
= = , SNnNsK, = 1.
L | P

Remarque 1.8.

Dans ce cas, le régime permanent s’établit car on a une somme finie, donc Vp ou A et p, cette
somme existe.

1.4.10 FEtude de la file M/M/1/k/[F]

Dans ce cas, les clients sont en nombre limité k et encore particuliers.

N(t)

X(t)->P(A) < - > Y{t)>P(n)
N K fermé [F] ——-

File d’attente

Figure 1.6: Systeme d’attente M/M/1/k/[F].

32



Donc (Ny)so est un processus de naissance et de mort de taux A, et y,,, avec

Ay dt+o(dt) = P[Nyge =n+1/N; =n]
=Cp_, P[Xsra:— X = 1] = (k= n)(Adt + o(dt))
=(k—n)Adt+o(dt)

(k—mn)A, n=0k-1,

Et

pudt+o(dt) = P[Nygr =n—1,/N; = n]

P[Yai - Y =1], 1<n<k, Uydt +o(dt), 1<n<k,
= =
0, n=0, o(dt), n=20,
W 1<n<k,
:>lun - OI 11:0.

Donc la loi en régime permanent est:

(A ~((k—i+1)A L k!
Pn=l_l( luil)Po:]_[(T)Po:pop (k——n)‘

=pop"Cyin!, n=1k

et
1 1

1 +ZI:1:1 p”C,’fn! B Z]:z:o p”C}:n!'

Po

Donc, dans un systeme M/M/1/k/[F], la loi est donnée par:

pop”CI’gn!, n=1.k,
Pn= 1
th:o pnC}?n!’

1.4.11 Etude de la file M/M/s

Description du modele

C’est un systeme d’attente qui comporte une seule file et s serveurs (guichets). Les
clients arrivent au systéeme suivant un processus de Poisson de taux A. Le taux de service
pour chaque serveur est exponentiel de parametre y (ces temps sont indépendants entre
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eux ainsi que du processus des entrées).
Ce présent modéle, qui est notre point de recherche, sera détaillé dans le chapitre qui suit
(Modélisation de files d’attente).

N (t) * E:: "‘;_
LYY N ° O3

———— .
File d’attente ME=Ema

Figure 1.7: Systeme d’attente M/M/s.

Soit N(t) : Nombre de clients dans le systeme (la file et les guichets), sous les hy-
potheses précédentes.
N(t) est un processus de naissance et de mort de taux A, et y,,.
Sa loi en régime permanant (A < syu) est donnée par

pn = s!

s ptop

=0 *3ip)

<

oup=

==

1.4.12 Etude de la file M/M/co

Dans ce cas, le nombre de serveurs n’est pas fini.
N(t) : Nombre de clients dans le systeme ; (N;);>o est un PN.M de taux A, et y, a déter-
miner.
On a le taux de naissance A,, qui vérifie
A, (dt)+o(dt) = P[Ny g =n+1/N; = n
P[Niigr =n+1/Ny=n]=P[Xqp = Xy + 1] = P[Xyp g, — Xy = 1]

= P[Xy, = 1] = Mdt) + o(dt)
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=A,=1 Vn>0.

On a aussi
udt+o(dt) = P[Ny gy =n—1/N; =n]
P[Niygs =n—1/Ny =n]=nP[Y, 4, - Y; = 1]
=np[Yy = 1] =nudt +o(dt)

=y, =ny, ¥Yn=>0.

Loi de (N;);>( en régime stationnaire

Pn= ?:1(%)[70: n>1,

1
pO = 1 J n=0.
1+an11‘[?=1( Zl)

, . . . , o . N A
Le régime stationnaire s’établit si )_a, <-+co ou a, =[]}, (1—1)

0O no (i) _ [ [ 0 &
naj) > lliz (7) = Lzt o1 < Luzo g = exp? < +oo.
Donc le régime permanent s’établit toujours.

Ainsi .
pn="po=Lrexp?, nzl,
Po = —1l n=0.

= o7y
1+Zn21 nl

Nombre de clients dans le systeme

ﬁ = E(Nt) = ZnZO npy, = ano %exp“’ =p= %

Temps moyen d’attente d’un client dans le systéme W

W=

=l
==
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Chapitre 2

Modélisation de files d’attente

2.1 Introduction

La modelisation est le procédé par lequel on utilise des expressions mathématiques
pour décrire une situation quantitative réelle d’un systeme, prédire son evolution dans le
futur, et optimiser ses performances. Modéliser consiste donc a écrire en notations mathé-
matiques ce qui est exprimé d’abord en mots, en faisant intervenir des variables au besoin.
Dans notre cas, nous allons étudier 'organisation des pistes d’atterrissage dans un aéro-

O

Figure 2.1: Rotation des Avions.
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2.2 Modélisation de systemes

La modélisation consiste a définir les points suivants:

Le systeme : existant (ou pas) auquel se réfere le modéle.

e Le modele: représentation abstraite du systeme (simplifié).

L'objectif: le(s) but(s) pour lequel le modele a été élaboré.

Critere de rentabilité: un critére économique qui justifie I'utilisation du modéle.

2.3 Etude de cas

Suite a une conversation avec I'un des cadres du Centre National de Coordination
Opérationnelle (CCO) sur la gestion des pistes d’atterrissage de ’aérodrome d’Alger. On
est parvenus a avoir plus de détails sur ce dernier :

e Le hall d’entrée des avions possede 12 pistes.

e Les arrivées des avions sont poissoniennes du taux A, et les durées des services sont
exponentielles de parametre p.

L’équipe du Centre National de Coordination Opérationnelle est confronté a un prob-
leme de saturation dans 'aérodrome engendrant des temps d’attente élevés dans l'orbite,
et par conséquent des retards aériens. C’est la qu’intervient notre étude.

En effet, notre objectif est d’éviter le risque de saturation dans l’aérodrome et ainsi min-
imiser le temps de séjour des avions dans l'orbite.

2.4 Position du probleme

I1 s’agit d’un probleme de modélisation de fins d’atterrissage des avions dans un aéro-
drome. Celle-la peut étre modélisée par deux parametres A et B.

A: indique le flux d’atterrissage des avions, il sera modélisé au moyen d’une suite de
variables aléatoires (7,),>o vérifiant:

1.T0 =0

2Vn>1,1t, <71,

Ou 1, est I'instant d’atterrissage du nieme avion. Notre étude sera centrée plus partic-
uliérement sur le cas ou la suite (T,, = 7,1 — T,)u>0 €st une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées.

T, sont les inter-arrivées qui sont exponentielles de parametre A.

B: représente la durée d’occupation d’un avion d’une piste d’attérrissage.

37



Elle peut étre déterministe ou aléatoire. Dans le cas aléatoire, il est nécessaire de dis-
tinguer la loi de ces variables et la facon dont elles dépendent les unes des autres.

On suppose que ces durées d’occupation (qui sont les durées de service ou inter-sorties)
sont exponentielles de parameétre y. La sortie étant le décollage de 1’avion.

2.5 Deétermination des lois

2.5.1 Loi des arrivées

Au premier abord, nous intéressons aux arrivées des avions. Dans ce contexte nous sup-
posons que les avions se présentent dans ’aérodrome aléatoirement et indépendamment
les unes des autres selon un processus de poisson du taux A.

En effet, en raison d’absence de mémoires des lois exponentielles, nous fixons un réel
A >0, et supposons de modéliser la loi commune des temps d’inter-arrivées (T},),>; par
une loi exponentielle de paramétre A > 0.

Dans ce contexte, le paramétre ) représente 'inverse du temps moyen séparant deux
arrivées consécutives d’avions. Supposant que la taille de la file d’attente n’est pas limitée,
le nombre d’avions entrés (sans prendre en compte les sorties) a un instant t > 0 est donné
par la relation:

Ny=) 1Ty, 20 (2.1)

n>1

On rappelle que le processus (N;);>o est un processus de Poisson du taux A. En parti-
culier, il s’agit d'un processus continu dont les accroissements (N,  —N;), 0<i<n-1,
pour une suite fy = 0 < t; <... <t, donnée, sont indépendants et suivent la loi de Poisson
de paramétres respectifs Aty, Aty —t1), ..., A(t, —t,_1).

2.5.2 Loide service

Si on considere les intervalles de temps qui s’écoulent entre les évenements successifs
d’une loi de Poisson du taux A > 0, on s’apercoit qu’ils suivent une loi exponentielle du
taux A, ou A est le nombre d’avions (clients) servis par unité de temps. Il se trouve que la
modélisation des services (fins d’atterrissages) passe également par une loi exponentielle.

On retrouve la méme formule que dans le cas des arrivées mais avec des parametres
différents: U(x) = pexp™#* est la densité des inter-sorties ou des durées d’occupations D
de la piste.

D : désigne durée de temps séparant deux évenements consécutifs (décollages consécu-
tifs).
p : désigne le nombre d’avion servis par unité de temps.
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2.6 Analyse mathématiques de la file M/M/s

La notation mathématique de la file d’attente M/M/S signifie:
e M: Arrivées Poissonniennes (Markovienne).
e M: Service exponentielle (Markovien).

e s: Nombre de pistes d’attérrissage dans I’aérodrome.

2.6.1 Etude du processus (Nt)e.o

Soit N; : le nombre d’avions dans le systéme (pistes et orbite).
On a le taux de naissance A, qui vérifie
A dt+o(dt) = P[Ny g =n+1/N; = n]
P[N;;4; = n+1/N; = n] = P[ d’avoir une entrée de plus pendant un laps de temps dt |

= P[Xiyar = X +1] = P[Xppqr — X; = 1]
= P[X4; = 1] = A(dt) + o(dt)
= A, ()=, V¥n>0.
Le taux de mort y, est vérifie

pudt+o(dt) = P[Ny gy =n—1/N; = n]
P[N;;4; = n—1/N; = n] = P[d’avoir une sortie de plus pendant un laps de temps dt]

0, n=0,
={ A, 1<n<s,
B, n>S.

Casl: 1<n<s
A = P[d’avoir une sortie parmi les n avions en pistes]
= C} P[d’avoir une sortie donnée]

= C,P[Y;,(t+dt) =Y, (1) +1].

On a Y; »» P(p), Vi=1,s, donc

(dt) = 1] = n(pdt + o(dt)) = nudt + o(dt)

= U, = nj.
Cas2:n>s
B = P[d’avoir une sortie parmi les s avions en pistes]
= ClP[d’avoir une sortie donnée]

= C{P[Yj(t+dt) = Yj(t)+ 1] = sP[Y(dt) = 1]
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= s(pudt +o(dt)) = sudt + o(dt)

= U, = S
Finalement
0, n=0,
Pn =3 Ny, 1<n<s,
Sy, n>Ss.
Ainsi: p, =(nAs)u, Vn>0.
Donc (N;);»( est un processus de naissance et de mort de taux A, = A et p,(t) =
VYn>0.
Déterminons maintenant Loi de (N;);>o en régime permanent (quand il existe).
On a
n(Ai-1
i= 1( Wi ) n> 1’
1"'Z,n>1 ]_L 1( Wi )
Pu(t) = pu =
1
n=0
1+Y 1 l'[?:l(A;jl )
Casl:1<n<s
n
» (/\i_l )p AA A A A
= 0 _—
SRR Ly 2p3p np
n
= —Po Yn=1,s
Cas2:n>s
n
Aiq )
Pn= Po
<10
S n
Aicg ) (/\z‘—l )
= — |Po X —|Po
1':1( l/ll l-]:s_Jl I’ll
A A A A AA A A
“N\10 2430 suf° . Po
B2pu3dp sy SUSHSH s
AS A AT 1
- S!HS Sn—s#n—spo = WS!STI—SPO
B 1 _ ps p n-—s
=" slsh= P O_E(E) Por 1=>s

On aura donc la stabilité si :

s T 1( 1,1)<+°°©Z e 1(

i ) Zn>s+1 l_lz 1(
Il est clair que ) 5, [T~ (

) < 400.
l

) est une somme finie.
l
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D’autre part, on a

Y 1% ST (%)

n>s+1 i=1 n>s+1 i=1 i=s+
pS 0 n—s_ pS T 0 n—s
=2 G5 =5 (%)
n>s+1 n—s=1
+00
(8
— =], =n-s
s! ; S
P’ P
DB e
T k>1

On sait que

A

Zkzl(ﬁ)k<+oo sip<1l ie p<s<:p<sc>/\<ysetdonc

o’ k_p—~1 _ ¢t s pt!
Tlix1(P) = 5P = S5 15 = Sep)-
Ainsisi A <sp, 1

Lot Ty (22) = Lo Ty (B0) + s T (2£2)

_ s ii i+ ps+1
T Ln=11p2u " np T sl(s—p)

s+1

S S A i
nln s'sp)

1
=PpPo= oSt
1+Zn 1 n‘ +s' (s—p)

Donc, dans un systeme M/M/s, la loi est donnée par :

et

e regime permanent s’etablit et py = —
Zn>1 l_[ ( )

s 7}11' p° P’ OSTZ<5,
n=0"nl 75T 5—p
Pn=
ey
sl \s
5 £+£L’ n=s.
n=0 n! " sl s—p
Remarque 4
ps P n—s
Pourn>s, ona p, = pog(;) .
Sion pose n=s+1, i=0,1,2,...
o (&) :
Pn=Psti = g o i=0,1,2,... avec A< pus (ou p<s).
Lico Tt it

2.6.2 Carractéristiques ou performances du systeme liées aux avions

2.6.2.1 Risque de saturation
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C’est la probabilité que toutes les pistes d’atterrissage soient occupées, autrement dit,
le nombre d’avions qui arrivent est supérieur ou égal au nombre de pistes d’atterrissage.
Soit 7t(p,s) la probabilité qu'un avion qui arrive attende en orbite;

m(p,s)=PIN; 2s]= ) PIN;=s+i]= ) pe

>0 >0
+o0 ff p i ps +0oo ) p
:ZPOE(E) :POEZ(E)' P=73
1=0 1=0
_, P
P 0
S s

2.6.2.2 Nombre moyen d’avions en orbite (1,)

Lorsque les pistes d’atterrissage sont pleinement occupées, autrement dit, le nombre
d’avions dans ’aérodrome égale au nombre de pistes d’atterrissage, l’arrivée de tout nou-
vel avion rejoint l'orbite.

On a N(t)=M(t)+s, dans le cas de saturation, avec

N(t): Nombre d’avions dans le systeme.

M(t) : Nombre d’avions en orbite.

s : nombre de pistes d’atterrissage (donc d’avions sur ces pistes).
Ainsi

7l = EM(t)= ) kP[M,=Kk]
k=0

— iokP[Nt =k+s]= kak+s = Zipi+s
k=0

k>0 i>0
ps+i ps+1 pi—l
- ;Z slst Po =755 po;lsi‘l
ps+1 -
_ -~ ~_P
i>1
~ ps+1 v ps+1 1 !
~ P Z(p)—po sls \1-p
1>0
s+1 1 ps S p
— P (1-p)? Posrs ps—p



— p
=7, = n(p,s)s — p.
2.6.2.3 Temps moyen d’attente d’un avion dans l'orbite (Wq)

Le temps de séjour d’un avion en orbite W, est I'intervalle de temps aléatoire qui sépare
I'arrivée en orbite et l’atterrissage de celui-ci, ce temps de séjour en orbite a pour moyen:

—_ 1
W, = .
T su-A
Preuve:
On note par:
W : temps de sejour dans l'aérodrome.
W, : temps de sejour dans l'orbite.
W, = W/saturation [Ny > s]
[W<t/Ny> P[W<t,N,=s+i

Fu (1) = PLW <1/ 2 5] = i = Lo "S5 = g

A=) i50P[W <t/Ny=s+i]P[N; =s+i] =) ;50 Fw/N,=s+i(t)Ps+i

Zz> f s+i)Ps+i
= fw,(t) = F'w, (1) = ° Z(/gfs)

Sw/N,=s+i(t) : 101 de W/[N; = s+i] est le temps d’attente d’un avion dans le systéme sachant
qu’il y a deja s +i avions dans le systeme, donc

W/[N; = s+1i] est une somme de i + 1 variables qui sont les inter-sorties globales. Ainsi
W/N;=s+i~»T(i+1,sp),

—(S”i)!m exp =S 1> 0
= fw/N,=s+i(t) =
0 sinon.
Donc »
Yiso(Fr)  expH I B py
Jw, (t) = b
(-s
B syexp Ht) p 06 Zl>0 s,u+p) i
B IT
SI‘P Po exp (A=sp)t ~ l‘P Po HOPY oy~ (sp—A)t
= 3
(p:s) S(s=p) PO

(sp— A)exp~ 1=t t>0

0, sinon
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= W, ~ exp(sp—A)
D’ou; le temps d’attente moyen est

1

W, = :
T su-A

2.6.2.4 Temps moyen de séjour d’un avion dans ’aérodrome (W)

Le temps de séjour W d’un avion dans l'aérodrome, est I'intervalle de temps aléatoire
qui sépare son arrivée dans l'orbite et sa sortie de ’aérodrome, le temps moyen de séjour
dans l’aérodrome est obtenu directement en utilisant la formule de Little.

On a:

W=

> ||
>~

car A=) isoAipi =AY isopi = A

>W=—+

|
=~

2.6.3 Carractéristiques liées aux serveurs

2.6.3.1 Nombre moyen de pistes occupées (N)

Soit Nj ce nombre et soit une période de temps d’activité globale T. En régime stable
(permanent), durant cette période, le systéme voit entrer, servir et sortir, en moyenne AT
avions (car le processus des entrées est poissonnien de taux A), c-a-d Xt ~» p(AT), donc
sa moyenne est son parametre AT. Et durant cette période T, la durée de service moyenne
disponible est égale a sT, mais dont les avions n’utilisent que /\T% =pT.

Donc N, T est le temps réellement passé, c-a-d

NoT =pT = Ny =p.

2.6.3.2 Durée moyenne d’une période de répit (oisiveté) R

Soit R: v.a durée d’une période de répit. Cette période de répit commence a la fin de
service d’un avion seul dans 'aérodrome et s’acheve lorsqu’un nouvel avion arrive dans
I’aérodrome, ou continue tant qu’aucun avion n’arrive.

Alors étant donné que le processus des arrivées est poissonien de taux A, donc la prob-
abilité qu’il n’ait aucune arrivée pendant un laps de temps s, s € T est égale a:

P[R>s]=P[X;s = X;] = P[ X5 — X; = 0] =
=P[X,=0]=exp ™, s>0.

Donc

0, s<0 dexp ™S, s>0
FR(S):P[RSS]:l—P[R>S]:{ 1_exp—/\s s> 0. :fR(S):{ 0 P sinon.

44



D’ou R suit une loi exponentielle de parametre .

Alors le temps de répit moyen est

= 1
R=—.
A

Ceci est valable en régime permanent et transitoire.

2.6.3.3 Nombre moyen de périodes de répit A (en régime permanent)

Soit A ce nombre de période de répits, T la période d’activité globale. Sur cette période
T, la piste sera inoccupée pendant une proportion de temps p qui égale a

1

n s+1

p=P[N;=0]=py=

S —_—

n=0 ur + sl(s—p)

Ainsi le nombre moyen de période de répits est égale a

1 T
s ph ps+1 /\T
— pT  Liowticy
A—IE(A)—f— T = o
A n=0 nr + sl(s—p)

(car RA=pT).

2.6.3.4 Nombre moyen de périodes d’activité B

A cause de l'internance répit-activité, il y a en moyenne un nombre de périodes de répit
égale (a une unité prés), au nombre de périodes d’activité (A=B), c’est a dire en moyenne

A=B.

B : Nombre moyen de période d’activités.

Ainsi

AT

s pn ps+1

n=0 nf T sl(s—p)

B=

2.6.3.5 Durée moyenne d’une période d’activité C
Si la piste est inoccupée pendant une proportion de temps,

1

’
s pn ps+1

Po =

n=0 a1 T sl(s—p)

elle sera active pendant une proportion

s pn N ps+1
=t + 36
1-pg= T ——, dutemps T.
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Soit C la durée d’une période d’activité. C est une v.a et comme précédemment;
C = E(C), vérifie

s+1

n
s P [
Zn=1 Tt T

!(s—pl) pn s+1
n S+ S
— (1 _pO)T ;:0 %+sﬁs—p) n=1 W + S!(S—p)
C = — = = .
B AT A
s oM ps+1

n=0 nl *51(5=p)

2.6.3.6 Nombre moyen des avions servis par période d’activité F

Soit F le nombre d’avions servis par période d’activité et D la durée d’occupation d’une
piste par un avion, alors

’/l
s 1p_r'1+ s+1 5 lp_r: s+1
— — n=1"nl T §1(s— n=1"nl T 51(5=
—F=E(F)= uC = n/\ sl(s—p) _ nl " sl(s p).
p

Remarque 2.1.

Dans ce chapitre, nous avons fait ume modélisation de la file d’attente dans le cas de gestion
des avions dans un aérodrome et le calcul de ses divers performances liées aux avions et celles
liées aux serveurs. Dans le but d’étudier au mieux ce systéme, nous allons implémenter des
algorithmes dans le chapitre suivant pour avoir des illustrations numériques et graphiques de
ses performances.
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Chapitre 3

Simulation de files d’attente

Introduction

La simulation est une méthode de mesure et d’étude consistant a remplacer un systéme
par un modele plus simple dans I'objectif d’étudier son comportement, estimer ses carac-
téristiques, et décrire son évolution en utilisant comme moyen l'ordinateur.

Dans notre cas, on souhaite minimiser le risque de saturation et le temps d’attente des
avions en orbite, a cet effet nous avons opté pour une simulation permettant d’éclairer le
fonctionnement du systeme dans son état et d’en tirer des constats.

Pour ce faire, nous avons opté pour les méthodes de générations et de la simulation déja
évoquées dans le chapitre précedent. En utilisant comme outil le logiciel Matlab.

Pour bien décrire cette simulation de files d’attente, nous avons structuré ce présent
chapitre en deux sections:
-Section 1: Simulation et implémentation de files d’attente.
-Section 2: Illustrations numériques et graphiques.

Cette premiere section présntera la simulation de files d’attente; simulation de la loi
des arrivées, simulation du nombre moyen d’avions en orbite, simulation de temps moyen
d’attente en orbite, simulation du risque de saturation.

3.1 Simulation et implémentation

3.1.1 Simulation de la loi des arrivées

Pour réaliser le générateur de poisson, il faut passer par le génerateur de loi exponen-
tielle. Nous créons en premier temps la fonction exponentielle, puis la fonction qui génere
les instants d’arrivées.

D’aprés le chapitre précedent (2.1)

Ny=) 1Ty, t>0.

n>1
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1. Génerateur de la loi exponentielle

& Editor - CAMATLAB\Thesis\expc
EDITOR PUBLISH VIEW
- Find Files Insert g - 8 D I L@ .
I:|I|I:| (i % [? = & = 04 [:=] Run Section
| Compare =  Comment o 42 al I:,'>|] GoTo
Mew Open Save i e Breakpoints  Run Runand Runand |5l Advance
- - ~ [Pt v Indent =R | Find = - - Time  Advance
FILE EDIT NAVIGATE | BREAKPOINTS RUN

filem = fillem %] moyen.n = | poisson.m  ® || expo.m = %

1 function loi=expo (l,nmax)
Al= nmax=20000;

all= v=rand (nmax,1):

& |= loi=-log(l-vy)/1;

5= k:lot (loi);

[

7

g8 - end

9

10

Figure 3.1: Génerateur de la loi exponentielle.

2. La loi des arrivées

] Editor - CA\MATLAB\Thesis\poisson.m

EDTOR PUBLISH VIEW
E: ::I ﬁ E [a Find Fles insert E fx - Q:I ' & ':[_t? L@ L%] Run Section
! |1z compare ~ Comment % ‘gz % | GoTo +
Mew Open Save e d Breakpoints  Run  Runand Runand |5l Advance
- - w [ Print - Indent wE| S | Find - - Time  Advance
FILE EDIT NAVIGATE | BREAKFOINTS RUN

filem x| fillem  #| moyen.n ¥ || poisson.m ¥ | expo.m X

1 funetion X=poisson(debut, fin,1)
2 % la loi des arrivees.

= nmax=20000;

4= y=eXpo (1, nmax) ;

== i=1;

[ X({1)= debut+y (1)

7= while X (i)<£fin

a8 — Xii+l) =X (i) +y(i+1):

Lil= i=i+l;

10 — plot (X):

11 = title('La loi des arrivees'):
12

13 - end

14 — Xi{i)=fin:

15

16 — end

17

Figure 3.2: Loi des arrivées.
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Regardons maintenant le résultat de la simulation avec:
A=9,
instant de départ = 0,
instant de fin = 50.
Le résultat apparait dans la figure suivante:

Figure 1 = =
File Edit View Inset Teools Desktop Window  Help L]
J_jlﬂqu [% +\_\W@\+-.h£' @J Dl:‘ g

Loi des arrivees
60 T T T T T T T T T

B0 1

0fF E

20 E

10} .

[] 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figure 3.3: Loi des arrivées.

- Cette figure nous décrit la variation de la loi des arrivées en fonction de temps (t), le
nombre d’avions ne cesse pas d’augmenter entre 0 et 50.

3.1.2 Simulation du risque de saturation

Les arrivées des avions sont Poissonienes de taux A = 10. Nous cherchons la valeur de
s, nombre de pistes pour que la probabilité qu'un avion attende moins de 5 minutes soit
supérieure a 0.9, soit la probabilité qu'un avion attende plus de 5 minutes soit inférieure
a 0.1. Son programme et les résultats de simulation pour A = 10, debit= 2 (nombre moyen
de requétes traitées par unité de temps) et X= 0.22 (durée de service exponentielle de
moyenne 0.22) sont:
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FILE EDIT NAVIGATE | BREAKPOINTS
file.m #| fillem % | moyenm x| Nttm x| NN.m | Ntm x| Pim ® || pistem x| pistes.m
ol SR I-wL ==y IT I=w BT SRS e o T
7 function nbpiste = piste( debut, fin, debit, = )
g lambda = 10;
] arrivees = poisson( debut, fin, lambda );
10 for nb= 2: 14
11 pistess = zeros(l,nb);
12 quantites = expo(X,=size(arrivees,2));
13 tempsTraitement = guantites / debirt;
14 sorties = zeros(1l,size(arrivees,2));
15 for i= 1 size(sorties,2)
16 [val,indice] = min(pistess);
17 if { wval »= arrivees(i))
18 sorties (i) = val + tempsTraitement (i):
15 else
20 zorties (i) = arrivees(i) + tempsTraitement(i);
21 end
22 pistes (indice)=sorties (i)
23 end
24 tempsAttente = zorties(i) - arrivees (i) - tempsTraitement (i):
25 j = o:
28 for i = l:=size (tempsAttente,2)
27 if (tempskttente (i) > 5/60)
28 =3 + 1:
25 end; end
30 if ((j/size(tempsAttente,2)) <= 0.1)
31 nbpiste = nb
32 return
a3 end; end
34 nbpist,es=0:|

end

Figure 3.4: Risque de saturation.

4 MATLAB R2013a
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[
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Figure 3.5: Risque de saturation.

3.1.3 Simulation du nombre moyen d’avions en orbite

Le codage sous matlab est le suivant:
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©ofilem % fillem = moyen.m ><| Ntt.m ><| NM.m ><| Nt.m ><| Pi.m ><| piste.m ><| poisson.m ><| sisi.m ><|

3 EEEEEEER

4 [-] function nbrmovavion = szizi( debut, fin )|

sl= debit = 2;

& — lamda = 107

e arrivees = poisson( debut, fin, lamda );

8 - [lfor mb= 2 : 50

9 - serveurs = zeros(l,nb);

10 — guantites = expo(0.22,size (arrivees, 2));

abl|= cempsTraitement = guantites [/ debit;

id|= zorties = zeros(l,=zize(arrivess,2)) !

13 — [Jfor i= 1 : size(sorties,2)

14 — [val,indice] = min(serveurs);

15 = if { wal »>= arrivees(i))

16 — zortie=(i) = wal + tempsTraitement (i)

17 — else

18 — sorties (i) = arrivees(i) + tempsTraitement (i)
15 = end

20 — zerveurs (indice)=zortiez (i)

21 — rend

22

23| = tempsaittente = sorties(i)- arrivees(i) - tempsTraitement (i)’
24 — tempsAttMoy (1, nb) =mean (tempsAttente);

25 = nbrmoyavion=tempsAttMoy*lamda;

26 — rend

27 %plot (tempsAttMoy)

28 — plot (nbrmovavion)

20| = title('le nombre d''avions en orbite en fonction du nombre de seveurs')
30 — -end

=al

Figure 3.6: Nombre moyen d’avions en orbite.

Le programme précédent nous a calculé toutes les valeurs du nombre moyen d’avions en
orbite en fonction du nombre de pistes s, certaines valeurs d’entre elles sont présentées
dans le tableau comme suit:

serveurs H_moyen d'avions en orbiters {1.I]E+l]3}-l

Figure 3.7: Nombre moyen d’avions en orbite.
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* La croissance la plus importante a été observée de 2 a 3.

* La décroissanee la plus importante a été observée de 3 a 25, tandis que de 25 a 50,
la diminution est un peux moins accentuée.

On remarque qu’a chaque fois que le nombre de pistes augmente, le nombre d’avions

s
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en orbite diminue.

3.1.4 Simulation du temps d’attente en orbite

Ce modele est réalisé avec s pistes. Si A =10, d = 2 (nombre moyen de requétte traiter
par unités de temps), X=0.22 (une quantité de service est exponentielle de moyenne 0.22)
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Figure 3.8: Nombre moyen d’avions en orbite.

D’apres le chapitre précédent, pour qu’il soit stable, il faut que
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Cela veut dire qu’il faut au minimum 2 pistes pour que ce soit stable.
Nous nous intéresserons au temps d’attente moyen en fonction du nombre de pistes.
Nous allons faire une simulation pour donner une courbe de ce temps moyen en fonction
du nombre de pistes.

T Editor - C\MATLAB\Thesis\piste:
EDITOR PUBLISH VEW

Elljj ﬁ % [‘aFindFiles InsertE, ﬁt R & KJf)> L@ E]RunSecbDn

|iz| Compare = Comment % ‘&z o GoTo =

New Open Save — Breakpoints  Run  Runand Runand |l Advance
- - v  =Print v Indent =R | Find v - - Time  Advance
FILE EDIT NAVIGATE BREAKPCINTS RUN

filem x| fillem % moyen.m x| Nttm x| NMm x| Ntm = | Pim % | pistem | pistes.m X‘

1 TILTTILTTLILELIEELEE Temps d'attente en orbite

2 function tempsAttMoy = pistes( debut, fin )

3= debit = 2;

4 = lamda = 10;

5= arrivees = poisson| debut, fin, lamda )

& — for nmbpistes= 2 : 50

T = pistes = zeros(l,nbpistes):;

8- guantites = expo(0.22,size(arrivees,2)):

9 - tempsTraitement = guantites / debit:

I = sorties = zeros(l,size(arrivees,2)):

134 (= for i= 1 : size(sorties,2)

12 = [val,indice] = min(pistes):

134 = if { wval »>= arrivees(i))

14 — sorties (i) = val + tempsTraitement (i);

15 — else

16 — sorties (i) = arrivees(i) + tempsTraitement (i)
17 — end

18 = pistes (indice)=sorties(i);

= end

20 — tenpsAttente = sorties(i)- arrivees (i) - tempsTraitement (i)
21 - tempsAttMoy (1, nbpistes) =mean (tempsAttente) ;

22 — end

23 — plot (tempsAttMoy)

24 — title('les temps d''attente moyvens en fonction du nombre de pistes')
25 — end

Figure 3.9: Temps d’attente moyen en fonction du nombre de pistes.

)] Figure 1 = =
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Figure 3.10: Temps d’attente moyen en fonction du nombre de pistes.
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On remarque que le temps d’attente moyen en orbite dépend fortement du nombre de
pistes, chaque fois que ce dernier augmente le temps d’attente en orbite diminue. Comme
montre la figure suivante.

- La croissance la plus importante a été observée de 2 a 3.
- La décroissanee la plus importante a été observée de 3 a 25, tandis que de 25 a 50, la
diminution est un peux moins accentuée.

3.2 Illustrations numeriques et graphiques

3.2.1 Loide N(t)
Cas 1

Dans cette partie, nous allons décrire comment varie la loi du nombre d’avions dans
I'aérodrome (N(t));>o en fonction du taux d’arrivées des avions A.

Données

u=10,s=12.

Résultats

a) pour n=0:

Lambda |Loi de H(t) [n=0 -l

0 1
= 0.60653
7 0.49659
10 0.36788
13 o.27253
17 0.182685
19 0.14957
21 0.1224¢6
25 0.082085
27 0.067205
a0 0.043787
a3 0.036883
41 0.016572
43 0.013567
50 0.006735

Figure 3.11: Loi de N(t).
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Figure 3.12: Loi de N(t).

* De 0 a 50, il yaeuune décroissance de N(t). La décroissance la plus importante a
été observée de 0 a 20 (N(t) décroit de 0.632 avions par unité de temps), tandis que
de 20 a 50 la diminution est un peu moins accentuée.

b) Pour n=4<=s:

Lambda Loi de Hi{t) [4=n<==]

Figure 3.13: Loi de N(t).
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Figure 3.14: Loi de N(t).
* De 0 a 3 le nombre d’avions est constant, soit 0 avions par unité de temps. De 5a 10
il y a eu une augmentation de nombre d’avions dans I’aérodrome.

* La croissance la plus importante a été observée de 10 a 41, soit 0.18 avion par unité
de temps.

* De 41 a 50 le nombre d’avions dans l'aérodrome a diminué, soit 0.0197 avions par
unité de temps.

c) Pour n=13>s

Lambda Loi de H{t) [13=n>=]

Lo o e e e e e e o

=

0.0003
0.0004
0.0014

Figure 3.15: Loi de N(t).

56



)] Figure 1
File Edit View Inseit Tools Desktop Window Help
DE5de | M ARODELA- S 08 aD
3 -
x 10 Loi de M{t)
1.5 T . .
J
{
!
!
11 /1
=
= ]
i
/
/
05} . 1
//-
y.
..-/.-
0 L 1 L 1 L e | L L

Figure 3.16: Loi de N(t).

* De 0 a 33 le nombre d’avions dans ’aérodrome est constant. De 33 a 43 il y a eu une

croissance de nombre d’avions dans ’aérodrome.

* La croissance la plus importante a été observée de 43 a 50, soit 0.0010 avions par

unité de temps.

Cas 2

Dans cette partie, nous allons décrire comment varie la loi du nombre d’avions dans

I'aérodrome (N (t));>( en fonction du taux de décollage des avions p.

Données

A=10,s=12.

Résultats

a) pour n=0:
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Loi de H{(t}) [n=0]

Figure 3.17: Loi de N(t).

‘HhEﬁMMTodsD!dmpdep '!'|

Ddde |k R09ELL- 2 0H a1

Figure 3.18: Loi de N(t).

* La croissance la plus importante a été observée de 5 a 50, soit 0.6834 avions par
unité de temps.

b) pour n=2<=s:
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Figure 3.19: Loi de N(t).
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Figure 3.20: Loi de N(t).

* La croissance la plus importante a été observée de 1 a 5, soit 0.2707 avions par unité
de temps.

* La décroissance la plus importante a été observée de 5 a 33, soit 0.2368 avions par
unité de temps.

* De 33a50,ily aeuune décroissance d’avions dans I'aérodrome.
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c) pour n=13>=s:

Loi de H({(t) [13=n>=]

Figure 3.21: Loi de N(t).

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

NEde kR O9RL- @ 0E ad

Figure 3.22: Loi de N(t).

* La décroissance la plus importante a été observée de 1 a 3.

* De 3 a 50, nous avons une décroissance d’avions dans 1’aérodrome.
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3.2.2 Risque de saturation

Dans cette partie, nous allons décrire comment varie le risque de saturation dans l’aérodrome
(P[N; >=s]) en fonction du taux d’arrivées des avions A.

Données:

u=7,s=6.

Résultats:

Risgue de Satoration

Figure 3.23: Risque de saturation.

File Edit View lngest Toch Deskiep  Windew Halp -
DEd& kA5 08RL-A 0608 8O

Figure 3.24: Risque de saturation.
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* De 0 a 7 toutes les pistes sont libres.

* De 7 a 21 lerisque de saturation augmente avec le nombre d’avions qui arrivent dans
I’aérodrome.

* Lacroissance la plus importante a été observée de 21 a 40, et qui a causé la saturation
de certaines pistes, soit 0.7727 avions par unité de temps.

3.2.3 Nombre moyen d’avions en orbite

Dans cette partie, nous allons décrire comment varie le nombre moyen d’avions dans
I’aérodrome en fonction du nombre de pistes d’attérrissage (s).

Données

A=9,u=7.
Résultats

zerveurs H.moyen clients ds la file en fonction de = -1

2 0.9056
5 0.0044
7 0.0001

[¥a}
=

o
=
oo oo oo oo ooo

Figure 3.25: Nombre moyen d’avions dans 'orbite.
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Figure 3.26: Nombre moyen d’avions dans l'orbite.
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* De 0a40ilya eu décroissance. La décroissance la plus importante a été observée
de 0 a 5, tandis que de 5 a 40, le nombre moyen d’avions en orbite est nul.

3.2.4 Temps moyen d’attente en orbite

Dans cette partie, nous allons décrire comment varie le temps moyen d’attente d’'un
avion en orbite en fonction du nombre de pistes.

Données

A=9,u=7.

Résultats

serveurs 'S5’ temps d'attente moyen de s=ejour en orbite -1

2 0.2
5 0.0385
7 0.025
9 0.0185
13 0.0122
17 0.0091
22 0.0069
25 0.006
28 0.0053
31 0.0048
33 0.0045
35 0.0042
37 0.004
39 0.0038
a0 0.0037 ,
Figure 3.27: Temps moyen d’attente en orbite.
-2 Figure 1 - o BEN
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Figure 3.28: Temps moyen d’attente en orbite.

* De 0 a40ilyaeu une décroissance. La décroissance la plus importante a été ob-
servée de 0 a 5, tandis que de 5 a 40, la diminution et un peux moins accentuée.
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Chapitre 4

Optimisation dans les systemes d’attente

Dans ce chapitre d’optimisation, nous nous intéressons a optimiser le nombre de pistes
d’atterrissage, pour éviter le risque de saturation dans l’aérodrome et ainsi minimiser le
temps du séjour des avions dans l'orbite.

Dans cette perspective nous cherchons a trouver le nombre de pistes d’atterrissage s de
sorte que le risque de saturation 7(p, s) soit inférieur a un seuil donné.
Sans utiliser des méthodes de programmation mathématique (stochastique), ce probleme
sera résolu et programmable au sens informatique, en utilisant comme outil le logiciel
Matlab.

Nous concevons deux programmes, le premier se basera sur des itérations, nous allons
fixer A et p et voir comment varie le risque de saturation en fonction du nombres de pistes
d’atterrissage, cela va nous permettre d’illustrer graphiquement le risque de saturation en
fonction de s. Tandis que le second cherche le nombre minimum de pistes d’atterrissage
pour que 7t(p, s) soit inférieur a un seuil donné a petit.

Nous supposons que:
(1) L'unité de temps est I’heure,
(2) A =9 arrivées par heure,
(3) % heure est le temps moyen d’occupation de la piste par un avion.

Nous rappelons d’abord la formule de risque de saturation qui est donnée par:

S

p° s
(p,s) = POEE:
avec
1
Po = s p" pst1

n=0n1 T sl(s—p)
Nous cherchons a trouver s (nombre de piste d’atterrissage) tel que
ming {n(p,s), Wq}
A<sp
s€IN".
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4.1 Evaluation du risque de saturation

Ce script sous Matlab permet de donner la variation du risque de saturation en fonction
de s (nombre de pistes d’atterrissage) et d’illustrer graphiquement ce dernier pour chaque
valeur de s.

alem.m X|pnﬂiﬂnl:n Xl

lamda=9;
u=10;
s=input ('taper le nombre de pistes: ')

som=1;
for i=l:=
T som = som+ ((lamda/u)”i)/factorial(i):
end
for s=l:s=
3=[1:1:s]:
risque=(((({lamda/u)."s).*=s)./(factorial(s).* (s- (lamda/u)})).*(1./(som + (lamda/u)."(=41)./(factorial (2).*(2-(lamda/u}))}))

plot(s,risque, 'r'");
title ('Risgue de saturation en fonction de s')

end

Figure 4.1: Programme donnant le risque de saturation en fonction de s.

serveurs Risque de saturation. pi{ro.=s)
0.8523
L2638
L0691
L0143
ey
L0004

Lo s s ) s

Lo Y s s T

Figure 4.2: Tableau donnant le risque de saturation en fonction de s.
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Figure 4.3: Graphe donnant le risque de saturation en fonction de s.

Dans cette partie, nous allons décrire comment varie le risque de saturation 7(p,s) en
fonction de p.

Données
e 1=09,
o s=4.

xm.m | probleml.m x| plemMum®  x

%%% risgue / a mm

u=[3:1:20];

lamda=9;
5=4;
som=1;
for i=l:s
som = som + ((lamda./u)."i)/factorial(i):
end
risqgue={((({lamda./u)."s)*s)./ (factorial(s).*(=-(lamda./u)))).*(1./ (som + (lamda./u).”(=s+1)./(factorial(s).*(s—(lamda./u)))))
plot (u,risque, "'} ;
title("Risgue de saturation en fonction de u')
xlabel ('\ma')
ylabel("pi'")

Figure 4.4: Programme donnant le risque de saturation en fonction de p.
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“Eu Risque de saturation {(pi) K
3 0.5094
) 0.1285
7 0.0462
9 0.0204

11 0.0104
13 0.o058
15 0.0035
17 0.opzz
19 0.001%
20 0.oo1z

Figure 4.5: Tableau donnant le risque de saturation en fonction de p.
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Figure 4.6: Graphe donnant le risque de saturation en fonction de p.

Résultats
* De 2 a 20, il y a eu une décroissance. La décroissance la plus importante a été

observée de 4 a 10, tandis que de 10 a 20, la diminution et un peu moins accentuée.

Dans cette partie, nous allons décrire comment varie le risque de saturation 7(p,s) en
fonction de A.

Données
e =10,
o s=4.
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£%% risque / a lambda

lamda=[1:1:4p];

u=10;
==4;
som=1;
for i=l:=
som = som + ((lamda./u)."i)/factorial(i):
end
risque={{{({lamda./u)."s)*s)./(factorial(s).* (s-(lamda./u}))}.*(1./(som + (lamda./u)."(s+1)./(factorial(s).*(s-(lamda./u})})})
plot (lamda, risque, 'r");
title('Risgue de =saturation en fonction de “lambda')
xlabel ('\lambda')
vlabel ("\pi'}
Figure 4.7: Programme donnant le risque de saturation en fonction de A.
Reésultats
~lambda Risgque de saturation {pil
1]
0.oo08
0.0143
0.0279
0.1994
0.3199
0.4682
0. 5522
n.a39
0.9451

Figure 4.8: Tableau donnant le risque de saturation en fonction de A.
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Figure 4.9: Graphe donnant le risque de saturation en fonction de A.
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* De 0a40il yaeuune croissance. La croissance la plus importante a été observée de
10 a 39.
4.2 Optimisation du risque de saturation

Ce deuxieme programme permet de donner le nombre minimum de pistes d’atterrissage
pour que 7t(p, s) soit inférieur a un seuil a donné.

function risquedesaturation=test (alpha)
u=10;

lamda=9;

som=1;

8=1; % Inintialisation du nombre de pistes.
while (s<=12)
if (s==1)
for i=l:s
som = som+ ((lamda/u)"i)/factorial(i):

end
rizquedesaturation=(({((lamda/u)."=).%*=) ./ (factorial (s).*(=-(lamda/u)))).*({1./(som + (lamda/u)."(s+1)./ (factorial(s).*(=s-(lamnda/u)))))):

if (risguedesaturation <= alpha)

disp(['le nombre de pistes pour gque le risgque de saturation est inférieur & " num2str (alpha) " est 5=' num2str(s) '']}
else while ( risquedesaturation >= alpha)

s=s3+1;

som=1;

for i=l:=
som = som+ ((lamda/u)"i)/factorial(i):
end
rizgquedesaturation=(({((lamda/u).”=).%=) ./ (factorial (=) .* (=-(lamda/u)))).*({1./(som + (lamda/u).”(=+1)./ (factorial(s).*(=-(lamda/u))})));
if (risgquedesaturation <= alpha

disp(['le nombre de pistes pour que le risgue de saturation est inférieur &4 ' num2scr(alpha) ' est ="' numZstr(s) ''])

end
end
end
end
s=5+1;
end
end

Figure 4.10: Programme donnant le nombre minimum de pistes pour un seuil donné a.

Le tableau suivant nous donne le nombre minimum de pistes pour que le risque de
saturation soit inférieur a un seuil donné.

|seuil (alpha) |Hbre de serveurs (s) Bl Risque de saturation B T.moyen d'attente en orbite [N

0.1 3 0.855 0.047
0.5 2 0.865 0.091
0.7 2 0.865 0.091
0.9 1 0.9 1
0.001 & 0.8523 0.0197
0.0a7 5 0.8524 0.024
0.025 4 0.8528 0.032

Figure 4.11: Tableau donnant le nombre minimum de pistes pour un seuil donné a, le
risque de saturation et temps moyen d’attente en orbite.

Le tableau précédent nous a permis d’illustrer graphiquement (risque de saturation
en fonction de seuil &, nombre minimum de pistes s* en fonction de seuil a et le nombre
moyen d’attente en orbite en fonction de s).
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Figure 4.12: Nombre minimum de pistes en fonction de a.
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Figure 4.13: Risque de saturation en fonction de a.
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Figure 4.14: Temps moyen d’attente en fonction de s.
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Conclusion genérale

La théorie des files d’attente propose des approches mathématiques permettant d’analyser
les services de masse. Utilisée d’abord dans 1’étude des systemes téléphoniques automa-
tiques réalisée au début du XXe siecle par le mathématicien et ingénieur Danois en télé-
communications, A. K. Erlang, ensuite elle s’est généralisée a divers types de problemes
de gestion de services de masse et de congestion.

Dans ce présent mémoire, nous avons montré, dans un premier temps, l'intérét et les
applications des systemes d’attente classiques. Ensuite, Nous nous sommes intéresses aux
modele M/M/s en se basant sur le cas de “gestion des avions dans un aérodrome”. Puis,
nous avons entrepris la modélisation et la simulation de ce dernier. Enfin, nous avons
pu déterminer la structure optimale des pistes d’atterrissage visant a minimiser le temps
d’attente des avions en orbite et le risque de saturation dans l’aérodrome.

Ce modeste travail nous a permis d’enrichir nos connaissances et surtout d’appréhender
le comportement des systemes des files d’attente, la simulation de ces derniers et leur op-
timisation.
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