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Résumé

Les systemes a événements discrets mettant eregeph@nomeénes de synchronisation
peuvent étre modélisés par des équations linédmes l'algebre de type (max,+). Cette
propriété a motivé I'élaboration de ce que I'on @fgpcommunément la théorie des systemes
linéaires dans les dioides. Cette théorie préseéateaombreuses analogies avec la théorie
conventionnelle des systémes linéaires continusisDee mémoire, nous abordons des
problémes sur la commande de ces systemes. Premigtre la commande en boucle ouverte
sous le critére du juste a temps dont objectif$aggoursuite d’une trajectoire connue apriori
ou la poursuite d'un modelé de référence. Puisenotérét se penche vers la commande en
boucle fermée dont le but est a nouveau la paerdiun modele de référence.

Mots-clés: graphes d’événements temporisés, dioides, coagnam juste a temps, synthese
de correcteurs, algebre (max, +), systemes de ptiodu
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Notations

[ : Addition dans un dioide.

[0 : Multiplication dans un dioide.

£ : Elément neutre pour la I0i.

e : Elément neutre pour la Iai.

™ : Soustraction a gauche dans un dioide.
# : Soustraction a droite dans un dioide.

T : Plus grand élément dans un dioide.

L : Plus petit élément dans un dioide.

Supf : Support d’'une série formelg.

A’ : Etoile de Kleene de la matris¢A=E DA OA%[...).

A" : Dérivée de I'étoile de Kleeme (A*=A OA?0...).

D : Dioide.

D™" : Dioide matriciel.

R, Dioide(R O{-co}, max.+), appelé aussi algekfmax,+).

R, Dioide(R O +eo} ,min,+), appelé aussi algetmin,+).

R, Dioide complefR 0{ -, +e} ,max.+), appelé aussi algelfmax,+) .

R, : Dioide comple@R [ =0, +oo} ,min,+) , appelé aussi algetmin,+).

R,.x[/]: Dioide des séries formelles gna exposants darlg et a coefficients dari,,.

R, [0]: Dioide des séries formelles éna exposants darig et & coefficients dari,;, .

B[y, d]: Dioide des séries formelles gnet 0 a exposants darig et a coefficients booléens.
[ v, d]: Quotient du dioideB[ y,d] par la relation d’équivalence :

DA BOB[y,3], A= B= y (07 A=y (o) E



Notations

> [v.0]: Dioide des éléments causaux\dg[y,J]
L, : Produit a gauche parL, (x) = alJ x.
R, : Produit a droite pat, R (¥ = xJ a.
L? : Résidué de I'applicatiol,
R": Résidué de I'applicatioR,
ax b: Notation utilisée pour représentégb)
b~ a: Notation utilisée pour représenii(b)
P : Ensemble des placBs{P, R, ...,R}.
7 : Ensemble des transitiofis {T,, T,,...,T..} .
W : Fonction poids associée aux arg§P =7 )0 (7 xP).

[J : Borne supérieure dans un dioide.
U : Borne inférieure dans un dioide.

g (Oug ;) : Temporisation associée a une plaggouR, ;).
x (k) : Date dek®™ tir de la transitiorx .

X (t) : Nombre de tir de la transitior, a l'instantt .

Y : Vecteur de sortie.
U : Vecteur de commande.
X : Vecteur d'état.

H : Matrice de transfert.
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| ntroduction

Sous l'appellation Systemes a Evenements Dis(®#B) sont regroupés des systemes
généralement congus par 'hommebéissant & des régles opérationnelles sous forme
d’algorithmes, et dont I'état évolue a des instaditcrets, en réponse a des événements
ponctuels. Ces systemes regroupent les systempodection, les réseaux de transport ou
encore les systemes informatiques. A l'instar desesnes dits "naturels” qui peuvent étre
modélisés par des équations différentielles déperdalu temps, les systémes a événements
discrets doivent bénéficier de modéles aptes adpeean compte de leurs caractéristiques
dynamiques suscitées par divers phénomeéenes (taskgaentielles ou simultanées,

temporisées ou non, synchronisées ou concurresite},

Eléments capitaux dans le fonctionnement des écasomodernes, les systemes de
production doivent faire face a la demande de @aoplus croissante et plus exigeante,
en particulier vis a vis des délais. lls sont camsés par unhangement d’état
produit par des événements. Ce sont desersgst pour lesquels les variables d’état
changent seulement a certains instants associés &wknements ponctuels, par exemple
début et fin d’'usinage d’une piece. lls sont cosfisode ressources (produit brut ou semi
fini, etc.) partagées par plusieurs utilisateuirmachines, convoyeurs, etc.); contribuant
tous aux mémes objectifs (usiner, assemblemdEes, etc.). Leur fonctionnement est
caractérise par :

- le parallélisme: de nombreux événementsverdu se dérouler simultanément
et indépendamment dans diverses parties du systeme;

- la synchronisation : c’est un phénomene gécessite la disponibilité simultanée
de plusieurs ressources ou la vérification simeékarde plusieurs conditions afin
d’exécuter une tache;

- la concurrence : elle apparait au moment ou uaehine doit choisir une ressource
parmi plusieurs.

- Délai : chaque tache doit étre effectuéeusuiaps de temps bien déterminé.

La modélisation de ces systémes (que ce soitsteérag de production, un systéeme de
transport ou autres) est une transition primordal&re la réalité et un objet graphique ou
mathématique qui leeprésente.

Le travail présenté dans ce mémoire est consasr&yamiemes a évenements discrets
faisant apparaitre les phénoménes de synchromisatide délai. En ce qui concerne cette
classe de systemes, il est possible d’obtenir uméheo mathématique sous la forme
d’équations de récurrence, dite forme d'état, dilise des opérateursnax, min et la

somme +, en passant par les Graphes d’Evenememgofisés (GET) (une sous classe de
réseaux de Petri) qui fournissent une représentgtiaphique de ces systémes. Sous cette
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forme, les opérations ne sont pas linéaires, mae fois, traduites dans une structure
algébrique particuliere appelée semi-anneau ideempoiu dioide, la linéarité apparait. Cette
approche est appelée théorie des systémes linéainedes dioides. Cette théorie a vu le jour
au début des années 80 (théorie détaillée dansuesages [Gaubert, 1992], [Baccelli,
1992)).

Grace aux avancees dans ce domaine, il existerdihaudes outils informatiques, tels
que la librairie MinMaxGD créée par le groupe deSAl (Laboratoire d'Ingénierie des
Systemes Automatisés), [Hardouin, 2006], permettienteprésenter ces systemes linéaires
sous forme de séries périodiques ; que nous utdipour nos calculs.

Dans le cadre d’étude des systemes a évenemeatstslid’'objectif est double. D’'une
part, a l'instar de l'automatique classique, onhsoie¢ pouvoir aborder des problémes de
commande et ainsi répondre a cette question : qaaet quelle quantité faut-il lancer les
ordres de fabrication pour optimiser les perfornesndu systeme de production ? D’autre
part, des indicateurs de performance tels queeatepd de cycle, des taux de production, une
taille de stock ou encore des temps d’attente, &galement recherchés.

Lorsqu’'un systéme manufacturier peut étre décrit yoa modeéle dit représentation
d’état, le probleme de pilotage de la productionadsrs exprimé de la fagcon suivante : la
fonction respectivement u(k) et u(t) , décrit redpement les dates et les quantités, des
lancements de produits bruts ou semi-finis en prdn, et la fonction respectivement y(k) et
y(t), décrit respectivement les dates et les tjémn de produits finis (ou semi- finis)
disponibles en sortie du systeme.

Lors de la conception d'une commande d’'un systéhmest nécessaire de définir un
critere a optimiser. Ainsi, lorsque les exigenaasla disponibilité de produits finis en sortie
du systeme sont fixées, le critéere choisi et cosous le nhom de critéere du juste a temps,
permet de trouver la trajectoire u(t) décrivandéelenchement le plus tardif des ordres de
fabrication en entrée du systéme. La quantité jasteainsi disponible au plus tard avant la
date fixée par le client.

Par analogie avec l'automatique conventionnell@ premiere structure permettant de
réaliser une commande selon ce critere du justmipd, est une commande optimale en
boucle ouverte dont I'objectif est la poursuite riutrajectoire connue a priori. Une autre
démarche de commande en boucle ouverte corresptasndeaherche d’'un précompensateur
optimal selon le critere du juste a temps. Il £'ajin contréleur placé en amont du systéme
afin de compenser la dynamique du systéme repé&gamtsa fonction de transfert, dans le
but de s’approcher au mieux d'un modele de référedécrivant le comportement
entrée/sortie désiré. Ce probleme est par exermgité dans [Lhommeau 2004], [Hardouin
2004], [Hardouin 2008].

Toujours inspiré de I'automatique classique, engoard’'un modéle nominal d’'un GET
dont on connait le transfett dans M [y, 0] . le probléme de commande traité consiste, a

synthétiser un correcteur de type retour de settietour d’état, tel que le GET muni du

2
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correcteur soit aussi proche que possible de dalmie spécification établie sous forme d’un

modele de référence. Le bouclage de la sortie édietht interne) sur I'entrée permet de tenir

compte de I'évolution du systeme pour gérer au ml@ntrée, a nouveau au sens du juste a
temps. [Hardouin 2004], [Hardouin 2008], [Lhomme&d4].

Ce mémoire est structuré en trois chapdoesme suit :

Dans le premier chapitre nous présentons les oatggébriques nécessaires a la
représentation et a la commande des graphes di@edte temporisés. Nous donnons
tout d’abord des résultats généraux sur les stretardonnées et treillis. Une part

importante de ce premier chapitre est ensuite coésa la présentation des dioides et
de leurs liens avec les structures ordonnées peeEsenlans la premiére partie. La

derniere partie de ce chapitre est entierementdeatla théorie de la résiduation.

Le second chapitre présente la modélisation dgshgsad’événements temporisés sur
différents dioides rencontrés dans la littératguelques éléments de théorie spectrale
des matricenax,+) . Nous insistons particulierement sur la préseantatlu dioide

My, 9], qui sera le dioide considéré pour toutes lestilltiions présentées dans ce

mémoire.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions la contimam boucle ouverte et en boucle
fermée, vis-a-vis du critére de juste-a-temps,sysgemes a évenements discrets, ainsi
que la synthése d'un observateur permettant denifoune estimation de vecteur
d’état du systéme étudié en fonction des infornmatidisponibles sur ce systeme (les
mesures d’entrée et de sortie et le modéle dynamdju procéde). Un exemple
illustratif a été considére.

Une annexe présente le script Scilab qui fourrst désultats de calcul pour les
exemples proposés tout au long du dernier chapiits&agit de script utilisant la boite
a outils MinMaxGD.



CHAPITRE 1

Outils algébrigues

Introduction

Nous rassemblons ici un certain nombre de notiditesua la compréhension de la
structure algébrique que I'on utilisera par laeuét plus particulierement la notion d’ordre.
Apres un bref rappel sur les ensembles ordonnésprésente cette structure algébrique
particuliere : les dioides, également appelés semeaux idempotents, sont des ensembles
naturellement ordonnés par la loi additive, nétée

Les applications définies sur un dioide ne sontipaarsibles. Cependant la théorie de
la résiduation fournit une réponse alternative dprsleme d’inversion d’applications. En
effet, la structure des dioides leur confére lasipii#é pour une application isotoné
d'établir la plus grande solution dé€X) < b, ou la plus petite solution d&(x) = bpour tout

b. Nous exposerons dans ce chapitre les baseshi&olée de la résiduation. Ce chapitre est

rédigé et inspiré de : [Lhommeau, 2003], [Hous&®06], [Ouerghi, 2006], [Boutin, 2009],
[Gaubert, 1992], [Moller, 1988], [Baccelli, 1992Guezzi, 2010], [Menguy, 1997], [Aurélien,
2007], [Cottenceau, 1999], [Euriell ,2011].

1.1 Ensembles ordonnés

On rappelle dans cette section certaines défirstempropriétés de base relatives aux
ensembles ordonnés et notamment aux treillis. &gsets sont tirés de : [Lhommeau, 2003],
[Houssin, 2006], [Ouerghi, 2006].

1.1.1 Relation d’ordre et structures ordonnées

Considérons lI'ensemble des entiers nati¥elson peut définir les deux relations
suivantes : soierd, b[JN

a<b : relation d'ordre habituell
alb : a divise b
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Ces deux relations présentent des propriétés coesnun

réflexivité a< aetd a
. , . |siasbeth< a alors & |

antisymétries

sialb etbla alors & b

sia<beths ¢ alors &

transitivité <
sialbetblc alors alc

On dit alors que les relatiorss< b et a] b sont des relations d’ordre.

Définition 1.1 (Ensemble ordonné)Un ensemble ordonné E est un ensemble fini ou
infini, on le notgE,<) , muni d’'une relation d’ordre, notée , entre ses éléments c'est-a-
dire une relation binaire qui €$ta, b, 1 E) :

- Réflexive, i.e. tout élément est en relation dueméme (a< a) ;
- Antisymétrique, i.esi asb et b a alors & |;

- Transitive,i.e.si a<b et bg ¢ alors & .

Remarque 1.1.L'ensembleE muni de la relation d’ordres forme I'ensemble ordonné
(E,<). Cet ensemble est dit totalement ordonn&siest une relation d’ordre totale, c’est-a-
dire si deux éléments quelconquest y de E sont comparabldgs <y ou y< 3. Dans le
cas contraire, I'ordre est partiel et 'ensembledispartiellement ordonné. On dira que deux
élémentx et y de Esont incomparables, notd| y, s'ils vérifientx £ y et y£ ».

Un ensemble totalement ordonné est aussi appel&€haiae tandis qu'un ensemble
composé d’éléments incomparables entre eux estéappeantichaine.

Exemple 1.1 (Ensembles ordonnéspn présente ici quelques exemples d’ensembles munis
d’une relation d’ordre.

— L'ensemble(N, <) est totalement ordonné.
— Larelation d’ordre définie dansN est partielle. En considérant cette relation, ,qaa

exemple 3| 5.

— L'ensemble(N*?,<)est partiellement ordonné bien q(i&,<)le soit totalement. On peut
aisément le remarquer en considérant les deux étéramivants :

o oils 5

5
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Définition 1.2. Soit E un ensemble ordonné paf. On peut définir certains éléments
particuliers :

Majorant : M est un majorant d&J E silJal A a< M.On dit alors queAest une partie

majorée dé& .

Minorant : mest un minorant da E silJald A mg & Aest une partie minorée #e
Borne supérieure : S = sup 4 (également notég = |_|4) est la borne supérieure de si

S est un majorant dd et si pour tout majorani! ded, S< M.La borne supérieur est
communément appelée "plus petit majorant”.

Borne inférieure : I = inf 4 (également notée= | 14) est la borne inférieure dé si I
est un minorant ded et si pour tout minorantn ded, m< | .La borne inférieure est
communément appelée "plus grand minorant".

Plus grand élément :On appelle plus grand élément ("Top" en angldish densembl& ,

un élément noté& .L1E tel que pour tout élémert] E, on aitx<T;..
Plus petit élément :0On appelle plus petit élément ("Bottom" en angldisn ensembl& ,
un élément notél .L1E tel que pour tout élémert] E, on ait L < X.

Remarque 1.2. Le plus petit élément (resp. plus grand élément), existe, est
nécessairement unique.

Définition 1.3 (Application). Une application est une relation entre deux ensemble
ordonnés(A,x) et (B<) pour laquelle chaque élement de(appelé ensemble de départ ou
source) est associé a un élémerB deotéef : A . B.

131 f estinjective sila,b00 A f (@)= f(h= a= L
1.3.2 f est surjective sib B,0al] A| f(a= k.

1.3.3 f est bijective si elle est a la foi injective etjeative.

1.1.2 Demi-treillis et treillis

Parmi les ensembles ordonnés, il y est une clamsieyierement riche de propriétés :
les treillis. En effet, les treillis établissentlien entre les ensembles ordonnés tels qu’on les a
présentés précédemment et les structures algébritjious renvoyons le lecteur a  [Moller,
1988], [Lhommeau, 2003], [Gaubert, 1992] pour utelé plus approfondie sur les treillis.

Définition 1.4 (Demi-treillis). Un demi-treillis supérieur est un ensemble ordghn<),
non vide, dans lequel tout couple d’élémefats) O E admet une borne supérieure (plus petit
majorant) notée sup(b, )ou alb .De méme, un demi-treillis inférieur est un enskemb
ordonn§E,<), non vide, dans lequel tout couple délémefatd) 1 E admet une borne
inférieure (plus grand minorant) notée &f) , pu alb.
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Définition 1.5 (Treillis). L’'ensemble ordonnéE, <) est un treillis si c’est a la fois un demi-

treillis supérieur et un demi-treillis inférieur.ukement dit, un treillis est un ensemble
ordonné dans lequel tout couple d’éléments admatlus petit majorant et un plus grand
minorant.

Remarque 1.3.Pour toute relation d'ordre, notée il existe une relation d’ordre inverse,
notée=. Par conséquent, §k,<)est un demi-treillis supérieur (resp. demi-treiiiiérieur)
alors (E, =) est un demi-treillis inférieur (resp. demi-treilispérieur). C’est ce qu'on appelle
le principe de dualité.

Définition 1.6 (Demi-treillis complet). Soient (P,<)un demi-treillis supérieur éD,=<)un
demi-treillis inférieur.

« Si LlSexiste pourtouf O P, alorsP est un demi-treillis supérieur complet.
+ Si [IRexiste pour touR 0 Q alorsQ est un demi-treillis inférieur complet.

Définition 1.7 (Treillis complet). L'ensemble ordonnéE, <) est un treillis complet si c’est a
la fois un demi-treillis supérieur complet et umdéreillis inférieur complet

Exemple 1.2.Le treillis (N,0,0) n'est pas complet(N D{+oo,—oo},D,D) est un treillis

complet.
Remarque 1.4.Tout treillis fini est complet.

Théoréme 1.1[Baccelli, 1992] Un demi-treillis supérieur compést un treillis complet, s’il
contient un plus petit élément.

Preuve : La démonstration est donnée par exemple dansngiig 1997].

1.2 Dioides et semi-anneaux

Dans cette section, au préalable nous préseieelques définitions de base, en suit
la structure algébrique de dioide, puis on metwadeé@ce le lien entre cette structure et les
ensembles ordonnés. Cette partie est inspirée degages [Lhommeau, 2003],
[Houssin,2006], [Boutin 2009], [Gaubert, 1992], [Nép, 1988].

Définition 1.8 (Loi de composition interne). Etant donné un ensemlie, une loi de
composition internél sur E est une application déx E dansE . En d’autres termes,

Oa, bOE, ad b1 E

Définition 1.9 (Elément neutre)Etant donné un ensemble et une loi de composition
interned surE, on dit queE posséde un élément neupeur O si,

[(eOE tel que Odl E (alg)=(c0 a= |
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Définition 1.10 (Associativité)Etant donné un ensemble et une loi de composition interne
O surk, O estdite associative, Oa, b, dJE : (ald O c= da( W &

Définition 1.11 (Commutativité) Etant donné un ensemble et une loi de composition
interned surE, O est dite commutativeilla, b0 E, ald b= kb e

Définition 1.12 (Semi-groupe)ldn ensembleE muni d’'une loi de composition interne
associativell est appelé un semi-groupe. On le 1{&te]) .

Définition 1.13 (Monoide)Un monoideest un semi-group€g,]) possédant un élément
neutres. On le not€E,],¢) .

« Exemples de monoidegR, +, 0) (R,x, } (N ,+, ].
Définition 1.14 (Monoide commutatif)lUn monoide commutatiést un monoid€E, [, )
pour lequell est commutative.

Exemple 1.3.L’'ensembleN muni du produit usue est un monoide. L’élément neutre de
(N, x)estl. En outre,(N, x,1) est un monoide commutatif.

Définition 1.15 (Monoide ordonné).Un monoide(E, ) est dit ordonné lorsqu'on peut
définir surE une relation d’ordres compatible avec la lail, c’est-a-dire telle que :

Oa,b,cO0E ax b= d < W

Définition 1.16 (Monoide idempotent).Un monoide(E, 1) est dit idempotent si la |6l est
commutative, associative et idempotente, c’estra-gli'elle vérifie :

OalE all a= a

L’idempotence de la loi pour un monoide idempotaduit naturellement une relation
d’ordre. On dévoile dans le théoréme suivant l'xise de cet ordre.

Théoréme 1.2.Si (E,0) est un monoide idempotent, alors une relation déord peut étre
définie par :

Oa,b0E axbe dl b=t
Un monoide idempotent est donc un monoide orglonn
Preuve: pour les preuves nous renvoyons le lecteur a [ltheau, 2003] page 10.

On définit maintenant les notions de semi-anneadeedioide qui sont des structures
algébriques définies a partir de monoides.
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Définition 1.17 (Semi-anneau).La structure algébrique (D,0,0) appelée un semi-
anneayl’ensembleD muni de deux lois internes et vérifiant les axiomes suivants :

» (D,0)est un monoide commutatif dont I'élément newtrest appelé élément nul.
* (D,0) estun monoide, son élément neutre est appek eimiote .

» La multiplication estdistributive relativement (a droite et a gauche) par rappde a
loi (1,
Oa, b, ddD,ad(bd ¢ = (&l bO(al
et(alhUc=(ad ¢0(d ¢
L’élément nul& estabsorbantpour la loil,
UallD, alle = clUa=¢

Si la loilJ est commutative, alord?, 0, ) est un semi-anneau commutatif.

Définition 1.18 (Dioide). Un dioide est un semi-annegW, [1,01) dont la loi additive(] est
idempotente, c'est-a-dir€lal] D, all a= a

Remarque 1.5.Un dioide est appelé aussi semi-anneau idempotent

Puisque (D, ) est un monoide idempotent, c’est aussi un mormigdienné (théoreme

1.2). Les mémes propriétés s’appliquent pour uiddio I'idempotence de la lail induit un
ordre dans le dioidéD, [1,00) qui est compatible avec les |disetl] .

Théoreme 1.3. Dans un dioidéD,d,0), une relation d’ordre naturel notégest définie
par :

Oa,bO0D,axbe ald b= b
Cette relation d’ordre est cohérente avec leslbit[1, autrement dit,

Oa,b,cO D a<b=alcx bdc
alc<bldcetd ag &L

Preuve : L'essentiel de la preuve d’'apres [Houssin, 20063ide dans la démonstration du
théoréme 1.2 Il reste & démontrer que la relatimrde est compatible avec la loi
multiplicative. Soient a,bOD tels que a<b etcD on a

bOc=(al0 b0 c (ad ¢0( k) ¢, doualc< blOc (idem pour la multiplication a
gauche).

Exemplesde semi-anneau idempotent:
* (Algébres (max,+))

Comme exemple de semi-anneaux idempotent, on ptarf & dioide commutatif
(RO{-od,max,+) pour lequele = - ete=0 ce dioide not® ,, , est classiguement
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appelé aussi algébignax,+) ou algebre Max-Plus. Dans ce dioide, ladJotorrespond
a lapplication max (maximum)Oa, bORO{-od4 , all b = max@ b’ (par exemple
102=2= max(3,2 )Ja loi O coincide a la somme usuelle:
Oa, bORO{—¢ , al0 b = b+ ¢ (par exempleld 2= 3).

* (Algébres (min,+))

(R O{+0}, min, +) est un dioide commutatif, appelémin,+) ou algebre  Min-Plus
pour lequel€ =+ ete = 0. Le semi-anneau  idempotent, iBté , la loi O coincide

a lapplication min  (minimum) Oa BKRO{+%}, al0b = mMa(ha (par exemple
102=1= min(3,2 )la loi O concorde a la somme usuelle:
Oa, bORO{+c4 , all b = b+ a (par exempléd 2= 3).

Remarque 1.6.Généralement, dans une équation, laCloest supprimée ou remplacée par
unpoint( a0 b =ab=a.b).

Pour le dioidR ., la relation d'ordres correspond a la relation d’ordre dans l'algébre

usuelle' <", Oa,b0OR__,a< b= b=max(a b~ & tLDans le dioid®R,,,, I'ordre est

max?

le dual de I'ordre naturel défini daRs,,,, c’est-a-dire,

Oa,b00R __,ax b= b=min(gh- a& |

min ?

1.2.1 Calcul matriciel dans les dioides

Des dioides peuvent aussi étre formeés a partirsdimbles d’éléments plus complexes
que les ensembles de scalaires. Il est en padicpbssible de traiter des cas matriciels.
[Boutin, 2009], [Lhommeau, 2003].

Définition 1.19 (Dioide matriciel). L'ensemble des matrices carrées de dimensiom
coefficients dans un dioid®,0,0), est un dioide matriciel, nof®™",00,00), ou les
opérations sont définies, a partir des opératianslidide(D,1,00) de maniére analogue a
I'algébre classique, de la fagcon suivante:

OA,BO D™, AO B= A O B,

AOB=[] A O B,.
k=

1

L’élément identité deD™" est la matrice, notdd_, composée de sur la diagonale et

de £ partout ailleurs. L’élément zéro est la matricenposée exclusivement @e et est noté
£.

10
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Le produit de deux matrices de dimensions compsjhbas nécessairement carrées,
peut étre défini de la fagon suivante :

AOD™P, BO DM

ADB:DFjAI,D B.

Exemple 1.4. Nous donnons ici un exemple d’'un produit et unersende deux matrices
carrées dans l'algébre (max, +).

8 2 5 3
A= ,B =
6 4 1 7
max(8,5) max(2,3 8
Al B= =
max(6,1) max(4,7 6

max(8+ 5,2+ 1) max(8& 3,2 7};_[ 13 Jlj]

Al B= =
(max(6+ 5,4+ 1) max(&¢ 3,4 7 11 11

1.2.2 Dioide de séries formelles

Les références de base pour les séries a coetfictlemsles dioides sont [Houssin,
2006] [Boutin, 2009], et d’apres [Boutin, 2009], doit I'essentiel des résultats dans ce
contexte aux travaux de Pierre Moller [Moller, 1p88de Stéphane Gaubert [Gaubert, 1992].

Définition 1.20 (Série formelle). Soit (D,0,0) un dioide. Une série formelle en
I'indéterminée notée et a coefficients dar3, est I'applicationS définie deZ dansD et
pour laquelledk O Z, S(k) est le coefficient dg*. La sérieS peut également étre représentée
par 'expression suivante :

s=[]s(kZ=g0)0 €1) 4 €2)%0..0 6k ...
kOZ

Le support d’'une série formel® est défini par :
Supp( 9 ={ kI Z 6 k= ¢}
Par exemple, la séri8 =270 57 0 17 a pour supporSupg $={1, 3,4}

Remarque 1.7 (Série formelle en plusieurs indétermées).Si la série formelléS ap
Indeéterminées notéeg a z, (nécessairement commutatives sp = z z), elle est alors
représentée par I'expression suivante :

11
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déf

S=[]s(k,...k,)Z"...2",

kOZ
Avec:

Supp 9 ={( k... K)O 2| 6 k..., )=¢}

Remarque 1.8 (Mondme et polynbme)Jne série formelle & support fini (c’est-a-diresun
série avec un nombre fini de coefficients non nas) appelée polynébme, par exemple
S=27 057017, alors qu'une série formelle dont le supportussingleton est appelée
monome, par exemp®= 2z".

Définition 1.21 (Dioide de séries formelles)L’ensemble des séries formelles a une
indéterminée , a coefficients dar3, et munies des opérations suivantes :

def

sUs:(s0 (k= & XJ £k

) déf
sUs:(g0 9 k=kE%( & B0 £ ¥

Forme le dioide de séries formelles ndiq z] .

Si D est complet, alorsD[z] I'est également.

Remarque 1.9 (Dioide de séries formelles en plusie indéterminées).L’ensemble des

series formelles @ indéterminées commutativess az,, a coefficients dan® et munies

des opérations données (iar forme le dioide de séries formelles rif)ll%z1 zp]]. SiD est

complet, anrsD[[zl,...,zp]] I'est également.

Exemple 1.5 (Série formelle et dioide de série foelles a deux variables).

SoientS et gdeux séries formelles a deux variableet z, commutatives a coefficients
dans un dioideD :

déf
s= []| sk k)zz

{ky, ky}0Z2

déf
g= [] 9gk.k)zz
{ky, kp}02Z2
(50 )k k) = S(ky, k) O g (K, ky)
(SO 9)(ki k) =[] S(i)0 9(in i) oea

iy +J,=k,

12
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1.3 Dioides et treillis

On a vu précédemment qu’'un dioide a une strucalyébrique de semi-anneau
ordonné, nous nous efforgcons, dans cette sectmprésenter les relations entre dioides et
treillis.

Le théoreme 1.3 nous permet d’affirmer qu’'un dio&dane structure de demi-treillis
supérieur du fait de la relation d’ordre induite pmloi additive. Dans un dioidéD, 0, )

cette borne supérieure, traditionnellement notée correspond a la loi additivel (tout
couple (a,b)0 D admetallb comme borne supérieure). De plus, on sait, d'apees

théoreme 1.1, qu’un demi-treillis supérieur munardplus petit élément possede en fait une
structure de treillis. Ce théoreme s’appligue desent au cas des dioides puisqu’ils
possedent el un plus petit élément. Un dioide possede doncstineture de treillis. On
peut donc appliquer directement aux dioides ladtads sur les treillis [Houssin, 2006].

Définition 1.22 (Dioide complet). Un dioide(D,d,0) est dit complet si toute somme

infinie d’éléments deD est définie, et si la loil est distributive (& gauche et a droite) par
rapport & la loid et cette distributivité s’étend aux sommes inBni€’est-a-dire pour tout
d O Det pour touA ] D, nous avons :

DaDD

alA

d D(L;J\a): QA(dD 3
(Qa)m d= QA(aD )

Définition 1.23 (Plus grand élément)Dans un dioide compléb,d,0), on définit le plus
grand élément, noté en référence aux notations des treillis, commigolae supérieure de

ce dioide. AinsiT vérifie Da0) D, T Oa =T soit par extension T=[]a. Par ailleurs, afin
aib

de respecter I'absorption de pour le produit,T e = €0 T= £ .

Exemple 1.6.Le dioide défini précédemmei® . = (R O{-o4, max,+) n’est pas complet.

max
Nous devons ajouter la borne supérieureto avec la convention définie précédemment, a
savoir+eo [ (—») = —co car I'élémente=—o est absorbant. Ce nouveau dioide complet est

noté Rmax = (R 0{—00, +od}, max, +) .

Définition 1.24 (Borne inférieure). On peut définir dans un dioide comglet1,0) la
notion de borne inférieure, notéle Cette loi est associative, commutative, idempetest
vérifie :alb=0{ X x< aetxx b.

13
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Définition 1.25 (Sous-dioide).Soit un dioide(D,d,0) .Un sous-ensembl€ 00 D est
qualifié de sous-dioide ¢b,1,0). Si et seulement si :

J g,edl C

e C estfermé pour les loiset], c'est-a-dire,
Oa,bOC,ald b0 C et 4dl kbl C

1.4 Applications définies sur les dioides

Dans cette section, on met en évidence certairgsiptés concernant les applications
définies sur des ensembles ordonnés et plus pnéergésur deslioides. [Aurélien, 2007],
[houssin, 2006].

Définition 1.26 (Homomorphisme, isomorphisme)Une applicationf d’un dioide D dans
un dioideC est un homomorphismelsa, b D:

f(adb)= f(a)0 f(b et fe)=¢
f(adb)= f(a)0 f(b) et f(g= e

Si de plus,f est bijective (Tout élément d& admet un et un seul antécédent dahsalors
f est un isomorphisme.

Une application vérifiant seulement la propriété :

f(adb)= f(a)d f(b) et f(e)=¢ Estditedd-morphisme.
Une application vérifiant seulement la propriété :

f(alb)y= f(a) f(b) et f(§= ¢ Estdited-morphisme.

Définition 1.27 (Isotonie). Une application f d'un dioide (D,0,0) dans un dioide
(C,0,0) est dite isotone §la, b0 D, ax b= f(a< f(H.

Définition 1.28 (Antitone). Une application f d'un dioide(D,,0) dans un dioide
(C,0,0) est dite antitone §la, b0 D,a<x b= f(a)> f(b.

Définition 1.29 (Continuité). Soient(A,0,0) et (B,0,0) deux dioides complets. Une
application f de A dans B .

e f est semi-continue inférieurement (s.c.i) si potmut sous-ensemble

COA f(D x):gcf(x)

xac

e f est semi-continue supérieurement (s.c.s) si ptaurt sous-ensemble

coA f(Dx):)Qf(x)

xac

14
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+ f estdite continue si elle a la fois s.c.i etss.c.
Remarque 1.10Une application s.c.i. ou s.c.s est nécessaireisettine puisque

a=al0b= f(a)
b=a0b= f(a)

fla0b) = fa) O f(b) = fla) = f(b)
f(a 0b) = f(a) O f(b) < f(b) < fla)

1.5 Résolution d’équations dans un dioide

Dans la suite de ce rapport, nous sommes amenésoadre des équations sous la
forme f(x)=b.

L’application f : D - C n’est pas inversible, car les opérationiset I ne le sont pas

nécessairement. Pour cela, nous nous somme raggroers la théorie de la résiduation, qui
permet de définir une application « pseudo-inverpesr des applications isotones et
croissantes définies sur des ensembles ordonnépideles dioides. Plus exactement, cette
théorie, fournit la plus grande solution dedquationf (x) < b, ou, la plus petite solution

de I'inéquationf (x) = b.

Définition 1.30 (Application résiduable et sa résidée).Une application isotond : D - C
définie sur des dioides complets est dite résidusiblb 0 C, I'’équation f (x) < b admet une
plus grande solution dams. L'application qui associe & la plus grande solution de
f () < b est notéef * et est appelée application résiduéd déinsi :

5 (b)=0{x0D| (3 < B

Remarque 1.11La théorie de la résiduation permet également dsidérer les équations du
type f(x):> b définies deD dansC . Dans ce cas, l'applicatiorf est dite dualement

résiduable siObOC, f(X) = badmet une plus petite solution dabs L'application qui
associe d la plus petite solution dé(x) = best notéef® et est dite application résiduée
duale def .

1.5.1 Résolution deax=< bet xa< b

On se propose maintenant d’étudier le caractérduaisle de certaines applications de
référence définies sur des dioides complets.

SoientL, etR,, respectivement appelées produit a gauche et praddroite, les
applications suivantes définies sur un dioide cetpp! :

L,:x - alx
R,:Xx- xO a
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CHAPITRE 1 — Outils algébriques

D’aprés la définition 1.22 d’'un dioide colet, le produit distribue & gauche comme a
droite sur les sommes infinies. Les applicatidns et R, sont donc semi-continues

inférieurement. De plusg est absorbant pour le produit, ainsj(¢)=ale=¢ et
R(§)=e0a=¢. Autrement dite,L, et R, sont isotones donc résiduables, et leurs
applications résiduées sont notées :

L; IX - ax X
R: CX > X£ @
et respectivement appelées quotient a gauche gequa droite. Ainsi,l_:(b) =axb

R: (b = bz asont les plus grandes solutions des inégadixés bet xa< b i.e.:

axb={x|axx b
bsa=L{x| xax b

Donc:

ax<beo xxg axt
xaxbe x<b# 8

Remarque 1.12. Lorsque D est commutatifi., = R, Cela implique donc également que
L=R

De nombreuses propriétés sont associ@es muotientsl.;etR;. Elles sont rappelées
dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.Les applicationsl;etR: vérifient les propriétés suivantes
0x, Yy, a, b0 Davec D un dioide complet. Tout d’abord, pour le qudt@mgauchex :

axxsaxy (x- ax x est isotope

Xy= .
Xxaz=yra (X- X a est antitone
De méme pour le quotient a droite

xzasxysa (X- x a est isotone

XSy= .
asxsasy (X- a x est anttone
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Enfin :
ax T=T Tga=T,
a@ax s x (¥ da
ax(a) = x (xaz & .
aax(ay)=ax ((xs a & X,
ax(a(ax N)=ax X (¥ as & x
ax(xOyy=axxddax y (X yz & x y
ax(xOy=(ax 30(ax y (X y# a&(x JH( ¥ )
(@0b)w x=(ax 30(bx ¥ w( & p=( x EI( x )\,
@Ob)x x=ax Xdbx x w( & p= x X
(@)xx=bx(ax 3 x(bp=( % ps |
(axX)bax(xd 1 ¥ a<( bxs |,
b(ax Y <(as Dx x (¥ abkx x( B

Preuves : Les preuves sont données dans [Baccelli, 1992Jaulpért, 1992] et
[Cottenceau, 1999].

1.5.2 Extension aux dioides de matrices X < BetXA < B

Concernant le cas matriciel, définissons comme Isaitapplications produit a gauche
L,:D™P . D™P et produit & droiteR, D"" - D™™sur les dioides de matrices a
coefficients dans le dioide complBt:

L,:X - AO X,
R.: X — XO A

Dans ces applicationa[1D™"etA'(1 D™ .

Les plus grandes solutions des inéquatiodX < BetXA < B, pour lesquelleB0 D™" et
B'0D™™, sont respectivement la résiduée du produit a lgaumtéd’,(B) = Ax Bet la

résiduée du produit a droite nof€g(B) = B~ A. Les valeurs de ces matrices sont alors
données comme suit :
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CHAPITRE 1 — Outils algébriques

L.(B)=AxB=T Ax B,

Ri(B)=Bs A= B A

2 5 6

4

Exemple 1.7.SoientA=| & 3| etB=| 4|, alors: Ax B=[1j
1 8 9

1.5.3 Reésolution dex=axO b

Le cas particulier de I'application implicité (x) = ax[J best donné ci-dessous

Définition 1.31. Soit D un dioide complet eta un élément dB, I'étoile de Kleenedea,
notéa , est définit comme suit :

a =[]a, aveca’=e.
kON

De méme I'étoile de Kleene d’une matrice carkéeD™", notéeA , est définie par
A =[]A, avecA’=1,.

10N

L’équation au point fixex = axd b définie sur un dioide compl& admet
x=a b= kDO d bcomme petite solution.

Théoréme 1.5Dans un dioide complet, la quantitd”B) est la plus petite solution de
I'équation X = AX [ Bet de I'inéquationX = AX[ B

Preuve :le lecteur trouvera des démonstrations en détas dEureill, 2011].

Exemple 1.8.Considérons dans le dioide, . le systéme suivant:

E & € 2
X=|2 & 3|XUO|e¢
4 ¢ ¢ 5

—_ —_
A B

18
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Le calcule deA donne :

£ € E € € E £ € E € €
A=le e |02 € 3|0/7 € €|0le € €=
£ € e 4 £ ¢ £ £ € E £ €

A g4 @
M D ™M
D v ™

Ce qui donne

X=AB=|9

Conclusion

Dans ce premier chapitre nous avons ptéden outils mathématiques utilisés par la
suite. Apres un bref rappel sur les ensembles oiegnplus particulierement les treillis, leurs
relation avec la structure algébrique des dioi@gs.fin la théorie de la résiduation a été
présentée, cette derniere permet de donner unmaltee a la notion d’inverse pour les
applications définies sur des ensembles ordonfiésera utilisée pour calculer la commande
des systemes a événements discrets modélisableinpgraphe d’événement temporisé.
Sachant que tout au long de ce chapitre des exsropteété considérés comme illustrations.

Le chapitre suivant est consacreé a la higad®dn de systemes a événements discrets par
des réseaux de Petri et plus particulierement parsous-classe des réseaux de Petri : les
graphes d'événements temporisés. Ensuite, difféseméprésentations pour les graphes
d’événements temporisés rencontrées dans l'algebsg, +) (représentation aux dateurs,

aux compteurs, par des séries formelles) ont é&téduites.
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CHAPITRE2

Modélisation des SED

Introduction

L’étude des systemes a eévénements discrets (SERjitte, un domaine de recherche
tres actif ayant donné lieu a de nombreuses ptidita De cette littérature se dégagent de
multiples classes de systémes mettant en jeu déesopténes de natures différentes :
parallélisme, saturation, synchronisation, choixtc..e

Dans ce mémoire nous considérons les systemesiongtient un modele linéaire dans
les structures algébriques introduites dans leitiegmrécédent. Il s’agit des systemes mettant
en jeu des phénomenes de synchronisation et de aaia I'on retrouve abondamment dans
les systemes de transport, les systemes infornegtigules systemes de production. L’objectif
de ce chapitre est de proposer un survol de ch#ierie et notamment de rappeler la
modélisation des graphes d’événements temporises lda dioides de séries formelles. Ce
chapitre est composé comme suit. Tout d’abord ldélsation de systemes a événements
discrets par Réseaux de Petri (RdP) est prése@&asurvol est I'occasion de rappeler les
définitions des sous-classes des RdP, particul@metes Graphes d’Evénements Temporisés
(GET). La suite est dédiée a la modélisation souné d’'état de GET dans les dioides. Puis
la description entrée-sortie des GET est abordesi, guelques éléments de théorie spectrale
des matricefmax,+), il est notamment rappelé que la trajectoire ddesdiun systeme est le
résultat de la sup-convolution de la réponse impuoielle du systéme et la trajectoire
d’entrée. Ce chapitre se termine par l'introductdetransformées epet d qui jouent un

réle analogue a la transformée 2ndes signaux discrets dans l'algébre conventioangh
transformée de la réponse impulsionnelle d’unesgstlinéaire conduit a établir sa matrice

de transfert dans un dioide de séries formelleé/mgt[[y, 5]]. Les volumes de références
pour cette partie sont: [David et Alla, 1989], fithmeau, 2000], [Lhommeau, 2003],

[Houssin 2006], [Hardouin, 2008], [Hardouin, 200f@poutin, 2009], [Nait-Sidi-Moh ,2003]
[Guezzi 2010], [Ouerghi 2006].
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2.1. Modélisation des systéemes a événements dissnear réseaux de Petri

2.1.1 Les réseaux de Petri

Les Réseaux de Petri (RdP) permettent de nsmilélles systemes seéquentiels. lIs
ont été inventés par Carl Adam Petri (mathéreati Allemand). Il a défini un ouitil
mathématique tres général permettant de eedes relations existantes entre des
conditions et des événements et de modélsseromportement de systemes dynamiques
a événements discrets. Ces RdP datent de-19830D C’est un outil tres général,
modélisant aussi bien les systeme de produdiio: des systéemes de communication
informatiques. Il est a l'origine du Grafcet (cerdier étant spécialisé dans la description de
la commande de systémes automatisés). Ces moalstd’'objet de trées nombreux travaux
de recherche ces dernieres années. Citons eoutiarties références bibliographiques qui
ont servi a la rédaction de cette partie : [Dauvidhka, 1989][Lhommeau, 2003][Ouerghi
2006][Houssin 2006].

2.1.2 Définitions et notations

Définition 2.1 (Réseaux de Petri)Un réseau de Petri est un quadruflet (P, 7, Pré, Post,
ou

» Pest un ensemble non vide et fini dont les éléemsons appelés places.
» T estun ensemble non vide et fini dont les élémsmi$ appelés transitions.
« Pré:Px7T - N une application d’incidence avantPré(p t ) contient la valeur

entieren associée a I'arc allant de la plapea la transitiof .

PostPx7 - Nune application d’'incidence arriérePost(p ) contient la valeur

entierew associee a l'arc allant de la transitibra la place .

Le marquageM d'un Réseau de Petri est une applicatin? - N . La quantité
M(p) détermine le marquage de la plgceUn réseau marqué est déterminé par le couple

N =(R, M,) formé d'un réseau de PefRl et d'un marquage initial/, .

Une transition sans place amont est dite transgmurce et une transition sans place
aval est dite transition puits.

On peut représenter un réseau de Petri comme yheymarienté (il n'y a pas d’arc
joignant une place a une autre place, ni d'arcnjgng une transition a une autre transition.),

dont les sommets sont les places et les transidangseau. Un arc relie une plagea une
transitiont; si et seulement Biré(p, t )2 C.Un arc relie une transitioty & une placep si et
seulement sPostp f }# (. Les valeurs non nulles des applicatiom® et post sont

associées aux arcs comme valuations (par défaptend la valeur 1). On représente une
place par un cercle et une transition par un rgi¢éarn marquag1 est représenté sur le
graphe parM(p) points ou jetons en chaque place.
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CHAPITRE 2 — Modélisation des SED

Exemple 2.1.Le RdP de la figure 2.1 représente un systemerdeuption, ou 2 taches
requiérent une méme ressource renouvelable, (eange bras-manipulateur).

P, tache a en cours

1”\ P /Hr
. N \Hr.~

e

Figure 2.1 — RdP modélisant le comportement d’wstésge a ressource partagée.

tache b en cours

Les places sonticP ={ p, p, p} et les transitiong ={t, t,,t} . On a

pré(p, ;)= 1 postp § ¥ 1

pré(p, t )= 1 postp, t, ¥ 1

pré(p, t,)=1 postp, t; F 1

pré(p; .t,)=1 postp, t, ¥ 1
Le marquagéM représenté ici estt(p,) =1, M(p,)=M(p,)=0.

Un jeton dans la place, signifie que la ressource est disponible(le bsidilere). Un
jeton dans la place, signifie que la tacheéa” dispose de la ressource commune. Un
jeton dans la place, signifie que la tache"b" dispose de la ressource commune. Les
événements associés aux transitignst t, signifient réservation de la ressource par lagach

"a" ou par la tach#®", et ceux associésta ett, concernent la restitution de la ressource.

2.1.3 Tir des transitions

L’évolution au cours du temps des marques des pldaas un réseau de Petri se fait
selon le processus de tirage des transitionstddesprés. Etant donné un réseRuet un
marquage\1, on dit que la transitioty 17 est franchissable powt si I'on a
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CHAPITRE 2 — Modélisation des SED

OpOP, M(p)=pré(p,t)

Lorsque cette condition est satisfaite, le frarsdmsent (le tirage) de la transitigri] 7
conduit a un nouveau marquag€défini par :

M (p)=M(p)-pré(p,t)+ post(p 9
Ainsi, par exemple, dans le cas du réseau de &etta figure 2.1, en partant du
marquageM, =(0,1,0)(ou M(p,) =0,M(p,)=1M(p;)=0), on atteint par tirage de la
transitiont, le marquagéV, = (1,0,0), puis a partir dé&1, par tirage de la transitiap on

obtient le marquag#1, = (0,1, O)et ainsi de suite, sur la figure2.2, on peut véwdlution du
marquage du réseau de Petri.

P, tache a en cours P, tache a en cours P, tache a en cours

Op Op O
r”\ P, /Ht, " t”\ p: /Hr, r”\ 2 /”t,

/’ \ i , t,
Ps (—) L (_) ‘)
@t ache b en cours Q[d(,h(, b en cours Qtadu b en cours

Figure 2.2 — Evolution du marquage d’'un réseauets.P

Plus généralement, pour un RdP, en powént| pré(p .t )] (la matrice d'incidence
avant), W* =[post(p A )] (la matrice d'incidence arriere} =W'-W (la matrice

d’incidence) et en considéraf®t une séquence de franchissements réalisable & ganti
marquage\ , il est alors possible de donner I'équation fondatale suivante :

M, = M +W.S

Ou S est le vecteur caractéristique de la séquenceadeHissemer®, c’est-a-dire un
vecteur dont la dimension est égale au nombre rdesitions du réseau de Petri et dont la
composante numérp correspond au nombre de franchissements de laiticant; de la

sequenc&. Dans I'exemple précédent ou la séquence des plemiers tirs étaftS=t, t",
le vecteur caractéristique est ég&l=a(1,0,1,0)
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2.1.4 Ensemble des marquages accessibles

Soit N =(R,M,) un réseau de Petri. L'ensemble des marquages siuess
A(R; M,) d'un réseau de Petri marqué est 'ensemble deguages que I'on peut atteindre
a partir du marquage initiab4, par une séquence de franchisserfertest-a-dire :

AR M,) :{Mi,Ds|MO ° Mi}

On peut, lorsque cet ensemble est fini, le reptésesous la forme d’'un graphe. Les
sommets de ce graphe correspondent aux marquaggessixtes d&(R; M,) . Un arc orienté

relie deux sommetd{ et M, s'il existe une transitiofy franchissable permettant de passer

d’'un marquage a un autre :

;
M S M,.

La figure 2.3 représente le graphe des marquagessibles pour le réseau de Petri de
la figure 2.1 avec un marquage initla, = (0,1, 0).

th tq

/\/-\

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)

\/\/

ts to
Figure 2.3 — Graphe des marquages atteignablesséau de Petri de la figure 2.1.

2.1.5 Quelques propriétés des RdP

Le graphe des marquages associé a un RdP fousihdieations essentielles sur le
fonctionnement du systéme qu'il représente. Suigametle graphe des marquages est fini ou
infini, qu'il présente ou non des circuits, il it certaines des propriétés caractéristiqgues du
systéme modélisé.

* Rappelons qu’un circuit élémentaire est un chemincgmmence et se termine au
méme sommet (que ce soit place ou transition).

Définition 2.2 (Bornitude). Une place pdP d'un réseau de Petri marqy&, M,) est
k-bornée(kON) si pour tout marquage accessiBe]A(R; M), le marquage de cette
place vérifie M(p) < k.Dans le cas contraire, nous dirons quest non-bornée. Enfin g
est 1-bornée, on dit que est binaire (safe). Comme le Réseau de Petri figuee 2.1 on
voit bien que les placep,; p, et p, sont binaires (1-bornées) et le réseau est dit sau
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Lorsqu’'un RdP modélise un systeme manufacturietaices places représentent des
convoyeurs ou bien des zones de stockages inteaimexdi La bornitude du marquage du
modele est alors synonyme de limitation de ladailes stocks internes du systeme. La
bornitude du RdP reflete alors en quelque sorte propriété de "stabilité” du systeme de
production modélisé.

Définition 2.3 (Vivacité). Etant donné un réseau de P&&riet un marquage initid{,, une
transitiont, est vivante pour le réseau mard&; M,) si pour tout marquagé accessible
depuisM,, il existe une suite de transitions (séquescegomportant au moins une fois la

transitiort; .

Un réseau de Petri marq(R; M,) est dit vivant si toutes ses transitions sont viean

2.1.6 Sous classes des RdP

Dans I'étude des systémes dynamiques a événemdntsetd, on rencontre
frequemment des phénomeénes de types concurrersyma@tronisation, qui sont modélisés
par différentes sous-classes de RdP que nous dasnwaaintenant. [Guezzi, 2009].

p?e d‘e’vénements\ \
) /

\ T A S /

Réseaux de Petri

/ <Graphe d'états ( Gra

Figure 2.4 — Sous classes des réseaux de Petri.

* Graphe d'états : Un RdP ordinaire est un graphe d’'états, si eteseeht si, toute
transition a exactement une place d’entrée et law mle sortie, par exemple :

P1

Xlé g

Figure 2.5 — Exemple de graphe d’état
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Graphe d’événements :La définition d'un graphe d’événements est duaecelle
d’'un graphe d’états. Un RdP est un graphe d’événtsr&, et seulement si, toute
place a exactement une transition d’entrée et wamgsition de sortie (nous nous
intéressons en particulier a ce type de graphe).

X1

X3 X2

Figure 2.6 — Exemple de graphe d’événements

2.1.7 Modélisation des systemes a événements disere

Le formalisme des réseaux de Petri est tres pujsbaarmet de représenter une grande

variété de comportement des systemes réels metigati des phénoménes de concurrence et
de synchronisation [Lhommeau, 2003].

Sur la figure 2.7, nous avons représenté quatnetates de réseaux de Petri permettant

de décrire ces phénomenes.

la figure 2.7. (preprésente une structure de choix. La plpc@ deux transitions en
aval, notéeg ett, . Le tir de t,ou det, consommera le jeton de la plape et exclura

donc le tir de l'autre. Une telle configuration pet de modéliser un phénoméne de
concurrence a la consommation comme par exemgartage d’'un processeur entre
taches concurrentes dans un systéeme informatique.
la configuration de la figure 2.7. (b) permet dprésenter une concurrence a l'apport
de jetons dans une placp, peut représenter un stock.

la configuration de la figure 2.7.(c) permet de #lmdr un phénomeéne de
synchronisation. La transitiornt,n’est franchissable que lorsque les plapet p,

contiennent toutes les deux au moins un jeton.
dans la structure de la figure 2.7. (d), I'appaetjetons dans les placgs et p, est

synchronisé par le tir de la transitior.
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O/’ \1 /r P, p: :,,
£~ O Q\E/,Q Q,, O,,

(a) concurrence a la (b) concurrence a la (c) synchronisation (d) synchronisation
consommation production dans la consommation dans la production

Figure 2.7 — Concurrence et synchronisation danRt#.

2.2 Les graphes d’événements temporisés

Notre intérét va maintenant se porter sur une stasse des réseaux de Petri : les
graphes d’événements temporiseés.

Les systemes a événements discrets qui donnent diedes phénomenes de
synchronisation peuvent étre modélisés par desh@sap'Evénements Temporisés (GET).
Les graphes d'événements (GE), comme nous lesisagié@inis précédemment, sont une sous
classe des Réseaux de Petri, dans lesquels chipeephl!P a exactement une transition
amont et une transition aval. De plus chaque dranteune transition & une place (et vice-
versa) a un poids de 1 [David et Alla, 1989].

Ainsi, les graphes d'événements peuvent modélsesyhchronisation mais pas la
concurrence. Un GET est un graphe d'événementsleldonhctionnement dépend du temps.
Le temps peut étre associé soit aux transitioris,asa places du graphe. Sachant que I'on
peut passer d'une représentation a l'autre, osichaii d'associer le temps aux places.

2.2.1 Propriétés des graphes d’événements

Nous rappelons brievement quelques caractéristigassgraphes d’événements. Ces
rappels sont tirés de [David et Alla, 1989].

* Rappelons qu’un circuit élémentaire est un chemincgmmence et se termine au
méme sommet (que ce soit place ou transition).

 Dans un graphe dévénements, le nombre de jetoms dircuit élémentaire est
constant.

* Soit R un graphe d’événements/et son marquage initial, aloi§z, M,) est vivant

si et seulement si tout circuit élémentaire contigre place initialement marquée.

Remarque 2.1.Les graphes d’événements considérés dorénavamit sgrstématiquement
vivants.

27



CHAPITRE 2 — Modélisation des SED

2.2.2 Introduction du temps dans les graphes d’évéments

Les modeéles de systemes a événements discretéspatila suite sont temporisés. Un
graphe d’événements est dit temporisé (GET) siaawh placepdP est associé un temps

d(p), ou d:P - N est I'application, qui a toute plapélP , associe sa temporisation. Un

tempsé(p) est interprété comme la durée minimale de séjaur gtton dans la place ;

par exemple pour le graphe d’événements tempoeda figure 2.8, le marquage initial de la

place située entre les transitiogset x, étant nul, si la transitior, est franchie a la datg,

la transitionx, n'est pas franchissable avant la digt¢ 3. De méme, a chaque transition

t, 7 il est possible d’associer un tem@f) représentant la durée minimale d’activation de
la transition.

Exemple 2.2.Le graphe d’événements temporisé de la figurgp@.8 représenter une cellule
de production fonctionnant comme suit : deux maehisont disponibles (les 2 jetons dans la
place p, signifient que les 2 machines sont libres) pounarsdes piéces. Les pieces sont
amenées a l'une ou l'autre des deux machines ti@viaén parallele (placg;), le traitement
d’'une piece prend au moins 3 unités de temps. $sué du traitement, la piece finie est
déposée dans un stogk (supposé de capacité infinie) et la machine ayaite la piece

redevient disponible (1 jeton revient dgm$, en attendant une nouvelle piece.

Figure 2.8 — Modele GET d’'une machine.

Remarque 2.2.Notons qu’au plus deux piéces peuvent étre siméfteent traitées. Sur cet
exemple, le régime permanent est péeriodique : géoes sont traitées toutes les 3 unités de

: s .2
temps, ce qui conduit a un taux de productlog de

2.3 Représentation d’état des graphes d’événementsnporises

Le comportement dynamique d’'un systéme a événedisatet peut se représenter,
classiquement, en considérant la variation du nagygud’'un réseau de Petri, nofée!
définie comme I'expression du produit d’'une matiiteappelée matrice d’incidence, par un

vecteur de tirs de transitions, n&é[Lhommeau, 2003].
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L’évolution du marquage est représentée par unati@mn de la forme
M, = M, +AM.

Si on prend lI'exemple de la figure2.7 .Une tellprésentation, traduit une seule
caractéristique concernant I'état de la machime(au sens logique) : machine libre ou
occupée.

2.4 Modélisation des (GET) dans l'algebre des didés

Dans cette partie, nous présentons le principa deise en équation du fonctionnement
des graphes d’événements temporisés et leur coenpent a I'aide d'équations linéaires dans
les dioides. [Lhommeau, 2003].

GET

Dateurs Compteurs

Algebre (R{—o¢, max, + Algebre (RO{+o3, min, 9

Pour introduire la mise en équation d'un graph&énements temporisé, on
considere I'exemple de la figure 2.9, constitudrdes transitions , t,ett, et de deux places

p, et p,temporisées ave@(p,) =1letd(p,) =3.

P>

4

Figure 2.9- Principe de la mise en équation d’un graphe daiéméents temporisé

2.4.1 Equations aux dateurs

Une fagon naturelle de procéder consiste a assda@baque transitidn, un dateuk,
qui est une application croissame Z — R, ou, pour toutk JZ, % (K)UOR_ . désigne la

date & laguelle se produit kf™activation de la transitidn [Lhommeau, 2003].
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Dans la figure 2.9, la date au plus t6t dé&'f8° activation det, (x,(Kk)) est supérieure
ou égale a la date au plus tot de(Ka-1)°™ activation det, (x(k-1))(car un jeton est
présent initialement dams)tout en lui additionnant 11¢ x (k—1)) (car p,est temporisée

d’'une unité de temps) , également, elle est sup@ieu égale a la date au plus tét de la
(k—2)°™ activation det, (x,(k—2))(car deux jetons sont présents initialement ggns

tout en lui additionnant le nombre 3¢ x,(k—2)) (car p,est temporisée de 3 unités de

temps). Alors, I'inéquation poux, (k) peut s’écrire.
X, (K) =2 max(1+ x (k- 1),3+ x (k= 2)
2.4.2 Equations aux compteurs

En associant a chaque transitiprun compteurd (t) (nombre de tir de la transitian
jusqu’a l'instantt" ), en peut écrire le systeme d’inéquation linédaegmin,+).

Dans la figure 2.9, le nombre d’activation g& l'instant"t" (&,(t))est inférieur ou
égal au nombre activation dga linstant"(t-1)" (g,(t-1)) (carp,est temporisée d’'une
unité de temps) tout en lui additionnant1# @, (t —1)) (car initialement un jeton est présent
dansp,) , également, il est inférieur ou é€gal au nombre&'activation det, a I'instant
"(t-3)" @,(t—3)) (car p, temporisée de 3 unités de temps) tout en lutiaddant 2
(2+6,(t—-3)) (carinitialement deux jetons sont présentssgigh Alors, I'inéquation pour

6, (k) peut alors s’écrire.
6,(t) <min(l+6,¢-1),2+6, ¢ - 3),

Pour bien expliciter ce principe, nous considéranaintenant I'exemple de la
figure2.10 suivante :

Figure 2.10 — Exemple d’'un GET
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* Equations aux dateurs :

Les dateurs vérifient les inégalités suivantes :

x,(K) = max(l+ %, (k),y (k= 1))
x,(K) 2 max(x (k- 1), % (k- 2),y (k)
x,(K) = max(2+ % (), 2+ % (k))

y(k) = max(x (k- 2),% (k)

Dans le dioideR,_ ou all b=max(a,b)etall b= a+ h&=-w, e=0, le systeme précédent
se met sous la forme

X,(K) =10 %, (k)0 y(k-1)

X, (k) = x(k=1)0 x(k-2)0 w(K

x5(K) =20 x (k)0 20 % (k)
y(k) = x(k=-2)0 x(K

Ou encore, matriciellement, cela s’écrit

x(W] [e 1 €][%R £ £ €[ kD e e e[ XkD] [e € e ¢ B
XK= € €| x(R|O]ee ]| XkY|U|e ¢ g(kZ)DgeP(k)}D‘sa‘P(t_ﬂ
x®] 12 2 ¢||x®| |eeellnin] |eeell wra] | B |0 D

X, (k)]
y(k)=[e € e]| %(k
X5 (K) |

Soit un systeme d’inégalités de la forme

x(k)= AD XKD AD X k-1)0 AD Xxk2)0 BO (kI Bl (k1)
y(K)= G0 XWO GO X k)0 GO £ k 2)

En notantM,(p) le marquage initial pour toute placg [JP et en posant

M :m%x(/\/lo(p)), on obtient d’'une maniére générale un systemeaderime dite forme
o

implicite:
X9 [JAXK- )0 [ B ke ]

V(K= (]G x(k- )
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Pour les équations aux compteurs on procédara o€ine maniere

8,(1) < min(6,(t-1),1+ u, (t))
6,(t) < min(1+6,(t),2+6,().u, t))
6,(t) < min(8,(t - 2),8,(t - 2))

y(t) < min(2+ 6, (t),6, (t))

Dans le dioideR, ,, ou allb=min(a b)etallb=a+he=+0,e=0, le systeme

précédent se met sous la forme ('ordre d&ns il inverse de I'ordre naturelle, c'est-a-dire
arbe allb=as a< L

6,(t) = 6,(t-1)0 10 u,(t)
6,(t) =10 6,(t)0 20 6,(t),u,(t)
493(t) s Hl(t -2)0 gz(t - 2)

y(t) = 20 6,(1) 0 8,(1)

Ou encore, matriciellement, cela s’écrit

0| [¢ £ €|[a0] [ e €]|[aeD) [e ¢ £][66-2] [1 €] .
80 -1 ¢ 2/|a0)|0|e ¢ £]|6t-D|0|e ¢ £[|6¢-2)|0|¢ e {Ul(t)}
@(t) & €€ @(t) E E & 53(t—1) e ec¢ 53(t—2) LE()

6, (t)
yi)=[2 € e]{ez(t)}

5(t)

E &

Soit un systeme d’inégalités de la forme

o(t) = A, 06() 0 ADO(t-1)0 A 06(t-2)0 BO u(t)
y(t) = C, 0 6(1)

Ou encore, En notarl(p) les temporisations pour toute plagellP et en posant
M= mDa})x(H (P)), on obtient un systeme de la forme dite forme iaitgl
B

i=0

6(t)= [] AB(t-i)O ﬂ B u(t- j)

y(t)= []ce(t-1

M
I=0

32



CHAPITRE 2 — Modélisation des SED

2.4.3 Forme explicite “"ARMA”

L’étude du fonctionnement "au plus tét" (les trainsis sont franchies des qu’elles sont
franchissables) ; des graphes d’événements tergpaest équivalente a I'étude des solutions

minimales dans le dioid® ., du systeme implicite d'inéquations aux dateurdad®rme.
[Lhommeau, 2003].

Pour résoudre ce systeme d’inéquations, on utiserésultats du (Théoréme 1.5
chapitre précédent) sur la résolution de systemdgpex = Ax[] B, la plus petite solution de
(2,1a) étant donnée par :

x(k)=|ﬁﬂi>(k—DD|ﬁEL( K Yoo, 2,

OWA=AA A= AA. .. B= AB,.., avecx(k) etu(k) sont des vecteurs d'état
et d’entrée.

Cette équation (2,2) (appelée forme explicite “ARM définit 'ensemble des dates au
plus tét pour le fonctionnement du systeme. Aimsipartir d’'un vecteur de commande
u@),u(2)..et des états précédents, I'équation (2,2) permedéderminer toutes les valeurs

X(1),X(2)...du vecteur d’état. ARMA signifie (Auto-Régressif Moyenne Ajustée (Auto
Regressive-Moving Average en anglais))

X9 =[] Ak- 0[] B ke )

AR MA

Sion se réfere a I'exemple précédent (figure 2.40 obtient en suivant cette
démarche pour le cas d’équations aux dateurs :

e 1 ¢ E £ € E € € EE le
Ale € €|,Ale € €|,Ale € ¢€,Bl¢ece Beel.
2 2 ¢ E £ & E € € EE EE

(e 1 €lle 1 €] [e € €
AN=|le ¢ c|le¢ € ¢|=|¢ € ¢
2 2 £||2 2 ] |¢ 3¢
(e € €lle 1 €] [e € ¢
A=|le ¢ £ = £
1€ 3 €]|2 2 &] | € ¢
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e ¢ & & & E € ¢ el ¢
A=l e g|ll|le ¢ e€|lje € ¢|=|¢ e ¢
E £ e 2 2 ¢ E € ¢ 2 3 e
e 1 P 1 ¢
A=AA=|s e | e
2 3 3
el eglle ¢ €| |[¢ € 1
A=AA=|c e c|lc ¢ e=|¢c ¢
2 3 ¢lle € ¢ E € 3
e 1 el|[ee] [el
B,=AB=|c e c|ee=|¢
2 3 EE £3
e 1 e|[le] [1e
B=AB=|¢ e | ec|=|¢c¢
2 3 ¢|ee 3¢
Finalement la forme explicite :
xR [1 € e[ ykD] [e & 1| (kD] [el ® 1 (D
x|z e e || xkD|0le ¢ o xk2|0|e q(k)}m es {q(k_]j
x®| 3 & & | xkn| |e e 3| xka| |e32 |=|L®

* Pour le cas de compteur on suit la méme démarciedaas le dioid&R

2.4.4 Forme d’état

Il est toujours possible par des manipulations tufait classique, de ramener un
systeme ARMA a la forme suivante dite forme d’état

x(K) = AXK-2)0 BURB corvrerrreenn.. (2,3a
Y(K) = CX e (2,3b)

Pour cela, il faut exprimer un graphe d’événemeesporisé tel que les matricés
soient nulles pour#1 et tel que les matrice8;, G soient nulles pourj >0. En d'autre

termes il N’y aura pas de retard au niveau de faep@AR" et de sortie ; le retard au niveau
de la partie “MA" est exactement de 1. Pour lepgead’événements temporisé cela signifie :

. toute place située entre deux transitions intedogscontenir exactement un jeton.
. toutes les places situées entre une transitioncecetr une transition interne doivent
étre sans jeton.
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. toutes les places situées entre une transitiennatet une transition puits doivent étre
sans jeton.

Ce qui revient a augmenter le vecteur d'état dtesys. [Ouerghi, 2006], [Lhommeau, 2003].

L’équation (2.3a) est appelée I'équation d’étatgliation (2.3b) est I'équation d’observation
(ou de sortie),x(.)OR; . est le vecteur d'état)(.)OR"  est le vecteur d’entrée ou de

max

commande ety(.)JR  est le vecteur de sortie ou d’observation.

nx

De méme on appell@0R; " la matrice d’état ou matrice dynamiquB[ IR " la

max

matrice d’entrée ou de commande[ IR la matrice de sortie ou d’observation.

Pour le cas de notre exemple (figure 2.10) sa naeioles résultats suivants (figure2.11):

Figure 2.11 — Transformation de la figure 2.10

» Laforme d’état des équations aux dateurs est gopae:

1 € ¢ e 1 ¢ ¢ e 1

e £ £ £ e € ¢ E e

3 € ¢ 2 3 ¢ ¢ e 3
X(K=|e € € ¢ € ¢ €|Xk-)0Oje |UR

E £ € € €& & € £ €

e £ £ £ £ € € £ €

€ € € € € e &£] & &
yk=[e ¢ e e € ¢ 4x§

Remarque2.3. En suivant la méme démarche que pour les dateessgéduations aux
compteurs peuvent étres écrites sous la formatdi@iais cette fois dans le diolg,,, ainsi,

il faut exprimer un graphe d’événements tempoes€§ue :
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» toute place située entre deux transitions intedws contenir exactement une unité de
temps.

e toutes les places situées entre une transitiorceaeirune transition interne doivent étre
sans temporisation.

» toutes les places situées entre une transiti@miatet une transition puits doivent étre
sans temporisation.

2.4.5 Quelques éléments de théorie spectrale deatrites (max,+)

Dans cette partie, on rappelle certaines propridess matrices carrées a coefficients
dans un dioide. Un des résultats essentiels est, yrmee matriceA irréductible, I'existence

d’'une propriété de cyclicité de la fornd™*=A°0 A", pourn assez grand, et odi est
'unique valeur propre de la matrige

Nous verrons que pour un GET en régime autonomeydécité de la matriceA
permet d’établir que celui-ci atteint un régimeipéique aprés un régime transitoire.
L’analyse spectrale de la matrige vise donc a fournir un critere de performance Isur

systeme modeélisé. Les résultats de la théorie iIgpeates matricemax,+ ) permettent donc

d’aborder I'évaluation de performance des GET ddamt de vue algébrique. [Lhommeau,
2003], [Ouerghi 2006], [Gaubert, 1992]

Considérons le systeme autonome (I'entrée n’inflegmas la dynamique du systéme) suivant:
x(k) = Ax k-1)
= A2x (k- 2)

= A“x(0)

Le probleme de recherche de valeurs propres etctews propres de la matrice carrée
A s’exprime comme la recherche de couplés’) ou v (avecv # £) est appelé vecteur

propre deA pour la valeur propré, tels que :

Alv=A0v

Pour I'évolution de I'état du systeme autonome) sst valeur propre dé et six(0)
le vecteur d’état initial est vecteur propre Alealors :
x(K) = A X k=1) = A* X0)
Pour chacune des transitionslu GET
X (k) =A+ x(k-1) 2,

autrement dit, toutes les variables d’état sontéimentées da lorsquek est incrémenté de
1, linterprétation physique de (2,4) pour un GESprésentant un systéme de production
(figure 2.8) serait de dire qu’une piéce est prtatoutes lesl unités de temps) est donc
l'inverse du taux de production, c’est-a-dire Impes de cycle du GET. Pour ce cas particulier
ou X(0) est un vecteur propre de le régime permanent est atteint, sans passemgaphase
de régime transitoire.

36



CHAPITRE 2 — Modélisation des SED

Théoréme 2.1.[Gaubert, 1992], Une matricad (R, )"" irréductible admet une unique
valeur propred égale au rayon spectral

A= p(A) =[] tr(Ay

Ou tr(A*) désigne la trace de la matridk, c’est-a-dire la somme (au sens[tede ses
éléments diagonaux.(n est I'ordre de la matrice).

Remarque 2.4 (Cas réductible)Les résultats énoncés dans le cas réductible sepsur
une décomposition du graphe de précédencé @m composantes fortement connexes, et
une étude séparée de chacune des composanted.<eedggage de cette étude est qu'il n'y a
plus nécessairement unicité de la valeur propslosA est réductible.

Le théoréme qui suit montre qu'’il est égalementsfids de caractériser le taux de
production directement a partir du graphe d’évémamtemporisé.

Théoréme 2.2.[Gaubert, 1992], Le taux de productioh d’'un graphe d’événements
temporisé est caractérisé par

N (c;)

circuits éIémentairesT (C i)

A =

Ou N(c,) dénote le nombre total de jetons du circuitet T(c,) la somme des
temporisations des places du circuit

Exemple 2.5.Pour le GET de la figure 2.8, onjlazé

Remarque 2.19.Cette méthode de calcul consistant a énumérerilesits du graphe et a
calculer leur poids moyen n’est praticable que s petits graphes.

Théoréme 2.3[Gaubert, 1992], Pour une matrice irréductile(R,.,)

A, il existe deux entier& et C tels que Ok = K, A= 100 A*
L’entier C est appelé cyclicité d&.

™" de valeur propre

Dans l'arithmétique traditionnelle, le théoremeggdent signifie que, aprés un régime
transitoire de longuelt, le régime devient périodique, c’est-a-dire que

O, % k+c) = k) o
2.5 Relation entrée-sortie d'un GET
Dans cette partie, nous allons présenter les diffés représentations, les plus

régulierement, rencontrées dans les chapitresasisy concernant la commande.
[Lhommeau, 2003].
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2.5.1 Réponse impulsionnelle
Considérons le systeme suivant :

x(K) = A k-1)00 By R
y(k) = CX(K

Le développement par récurrence donne :

OpUN y(K) = CxK
=CAx K- I) CBu k)
=CA’x K- 2) CABu k- I) CBu k

=CA"x K- p ) ﬁl CABu(k- i)

En adoptant des conditions initiales nulles, e&eslire x(k)=¢ et UR=¢ pour kC .
Aussi, pour unk donné, et en considérant ynassez grand, c'est-a-dip= k, on peut
réécrire le comportement entrée-sortie du GET

y(&) =[] h@i)Ou(k-i)

i0zZ
e si< 0
h(i) : :
CA'B sinon
Il est possible de donner une interprétation desde de la matrice (R, )" ou q
représente le nombre de sortiespdeé nombre d’entrées. L'élemenf (k) est simplement la

Avec

date duk”™™ tir de la sortiey, (.) dépendant de I'entrée (.) du type

£ sik < C

u, (k){ .

e sinon

Toutes les autres entrées étak) =&,012 jUZ.
Une telle entréay, (.) qui correspond au tir d’'une infinité de jetonsaaate 0, peut étre

interprétée comme I'équivalent d'une “ impulsionpptiquee a l'entréeu; du GET et
I'élément h; (k) est alors la réponse impulsionnelle correspondante

En considérant un GET mono-entrée mono-sortielus: jpetite solution du systéme est
donnée par :
y(k) =[] h() D u(k=1) = max(h(i)+ u(k= 1))
i0z =0
L’expression .moa>k<(ha)+u(k— i) ou encore suph(@)+ruk-i) Sappelle sup-
1=0,.. i=0,...k
convolution. Cette dénomination est justifiée pandlogie avec le produit usuel de
convolution
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fov) =] f(g(t-n)dr

max()+u (k- )= (0K

2.6 La transformée eny

Les techniques de transformation jouent un rolengrdial dans I'étude des systémes
linéaires invariants. C’est le cas de la transf@snde Laplace pour les systémes en temps
continu ou la transformée en pour les systemes en temps discret (systemestéichmanes).
Elles permettent I'échange du produit de convotugar un produit simple dans le domaine
transformé [Lhommeau, 2003].

La transformée ey joue un role analogue a la transforméezeren effet, elle va
permettre de transformer les sup-convolutions @rE&es précédemment) en des produits de
séries formelles. La structure algébrique a utilgzur une telle représentation est celle d’'un
dioide de séries formelles (présenté dans la @iéfnl.20 chapitre précédent).

2.6.1 Définition
Pour un datedud(k)}, |

D(y) est définie comme la série formelle

D(y) = [ ]d(k)»*

application croissanf - R la transformée en, notée

max !

Supposons le GET suivant :

X %

—(—

Figure 2.12 — Exemple d’RdP représentant un opérdi décalage "événementiel”

Cela correspond a deux dateurs reliés par I'égglitd = x(k— ny), c’est-a-dire, deux

transitions séparées par une place contengeions.

L’interprétation eny est donnée par :
X, (1) = [x%(Ky*
=[x k-ny*
=y % &=n Y
X (¥)
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Il est donc possible d'interpréter I'opérateyt® comme opérateur de décalage
"événementiel”, ce que I'on écrit parfeig(k) = x(k—1). Ceci est illustré par la figure 2.13.

x(K) x(k—1)

Figure 2.13 — Opérateur de décalage "événementiel”

+ Remarque2.6. Rappelons que, = (R 0{-x, +o3, (0 [) est un dioide complet ol

la loi Ureprésente 'opérateumax et la loi Lreprésente I'addition usuelle.
(DioideR
ensemble de séries formelles a coefficients sur un dioide compleégamament étre muni

d’une structure de dioide complet dont lallbiest la somme de séries formelles et Ia loie
produit de séries formelles. La transformée yjerdes dateurs peut donc étre considérée

comme appartenant a un dioide de séries formellgs.en

[¥]). Comme il a été rappelé dans Définition 1.30 chapitre précédent, u

max

Définition 2.4 (DioideR,,[y])- le dioide complet des séries formelleseh coefficients
dansR,, et exposants dars. L'élément neutre de I'addition d& . [y]est la série
£(y) =0, €/ (ol £ = - est I'élément neutre de I'addition daRg,, ) et 'élément neutre de
la multiplication est la sérig{y) = &/ (ol e=0est I'élément neutre de la multiplication de

R,..). Dont la somme et le produit de séries formelles sont définisneosuit :

D,(¥) O D,(y) = [],.,(dy(K) O d,(K)y*
D,(¥) O D,(y) =[] ,(dy()) O d (k= Ny
2.6.2 Matrice de transfert

Nous avons vu auparavant que nous pouvons représenter unaGtdereprésentation
dite forme d’état.

x(K) = AX k-1)0 By B
y(k) = Cx(K

Si nous considérons la transforméeg eles dateursi(.), x(.) et y(.) ; on aura:

X(y) = yAX(y) O BU(y)
Y(y) = CX(y)
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D’aprés le théoreme 1.5 (chapitre précédent)lda petite solution de I'équation d’état est
donnée par :

X()=(WA* BUY
En remplagant cette solution dans I'’équation déesayn obtient
Y()=QyA BUY)= HNU)Y) avec HYK ¥ CYA)E
Cette équation exprime le comportement entréeesdttisysteme. La série formelle :
H() =C(yA) BOR o [y ™

est appelée matrice de transfert du systéemepddm noter queH (y) correspond a la
transformée eny de la réponse impulsionnelle h(i) ) et aussi la sup-convolution

y(k) =[] ()OO u(k-7) a eté transformée en wun produit des séries foesell
i0z

C(yA B et Uy).

Exemple 2.4.Pour 'exemple de la figure 2.8, on obtient larésgntation suivante:

X() :[5 g jxm 0 [ejum
e &£ £
Y(y)=(¢ € X
Le calcul de la matrice de transfeiry) = C(yA B donneH ()) =(3)°) 3

2.7 Transformée eno

La situation est complétement duale:
2.7.1 Définition

Une variable compteL{rc(t)}tDZ application croissan® - R , la transformée ed,

notéeC(J) est définie comme la série formelléd) =[ | c()o'

toz

Supposons le GET suivant :

X t, %

Figure 2.14 — Exemple d’'RdP représentant un opérale décalage "temporel”
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Soit ¢ (t) le compteur correspondant a la transifoan amont de,(t) correspondant a
la transitiorx,, séparée par une unique place de marquage ndirgitint une temporisation

det unités de temps.

Alors
C,(9) =[] (o'
Oty
=;|j G ¢-t, P

2"C, 0)

L’'opérateur 5" peut donc étre vu comme un opérateur de décalageotel.
Abusivement, on écriradc(t) = ct — 1) .Ceci est illustré par la figure 2.15.

c(t) ct-1)
> >

A
>

Figure 2.15 — Opérateur de décalage "temporel”

Remarque2.7.Rappelons qu& . = (R 0{-x, +o3}, [] [) est un dioide complet ou la |&l
représente I'opérateumin et la loi Oreprésente I'addition usuelle.
Définition 2.5 (DioideR [4])- L'ensemble des séries formellesde exposant dark et

coefficients dan®, . a une structure de dioide. L’élément neutre de I'addition esdria s

£=[]&d" (olig = +w est I'élément neutre de l'addition daRg,). L'élément neutre de la
i0z

multiplication est la série(d) = &° (oue=0est I'élément neutre de la multiplication de

R,,,). Lasomme et le produit de séries formelles sont définis comine sui

C,(9) T C,(9)
C(9) D Cy(9)

M @0 g (1)
[, @) ¢t )

2.7.2 Matrice de transfert

De méme facon que pour la transforméei on a la forme d’état suivante :

x(t) = AX(t-1)0 Bu( )
y(t) =CxX(9)
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La transformée eddes dateursi(.), x(.) et y(.) ; on aura :

X (3) = FAX(3) 0 BU(J)
Y(9) = CX(9)

Et d’apres la théorie de la résiduation on aura
X(9)=(6A* BUJ)
En remplacgant cette solution dans I'équation déesayn obtient
Y(0)=C(6A BUO) = HIWJ) avec HE ¥ C A)E

Exemple 2.5.Pour I'exemple de la figure 2.8, on obtient larésgntation suivante :

X(0) :[5‘2 Zj X(3)0 (e)uw)
£ £
Y(9)=(e € X©)
Le calcul de la matrice de transfer{d) = C(JA)" B donneH (J) = (258°) &°

2.8 Trajectoires monotones croissantes d’'un GET

Les dioides de séries formelles permettent de cmagrtype de trajectoire, monotone
ou non. Cependant, par définition, une trajectagsue d'un GET est nécessairement
monotone croissante : la date de tir de la trasiiumérotéek +1 est obligatoirement
supérieure a celle de la transition numérdtéde méme que le nombre de franchissements
d’'une transition a l'instant+1 est nécessairement plus grand que celui a l'ihstaPar
conséquent, le modele mathématique utilisé afimegeésenter le comportement d'un GET
doit tenir compte de ce caractére particulier. ftéain, 2004].

2.8.1 Monotonie dans le dioide,,[y]

Dans le domaine temporel, la monotonie des trajestod’'un GET est décrite par
I'équivalence suivanteldk 7

d(k)2d(k-1) = d(KR= dk1) < dR= dB] dk1
< DUIDAOYDK )~ DU3YDAK

Autrement dit, afin de prendre en compte les péips de monotonie croissante des
dateurs, seules les séries formelleﬂ_%gag[[y]] invariantes a la multiplication pardoivent

étre considérées. L’ensemble de ces séries mormtooissantes forme le dioid&® . [y]-

Les éléments neutres de ce dioide correspondensé&ies suivantes, avee —o, élément
neutre pour la lol dansR, _ :
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« pourlaloid:e(y) =] Jey

kOZ

« pourlaloid:e(y)=y

Cette multiplication pay constitue une sorte de filtrage des trajectoirggligmant la régle
de simplification suivante :

yn ] yn' - ymin(n,n')
2.8.2 Monotonie dans le dioide,, [J]

Dans le domaine événementiel, la monotonie desctajes d’'un GET est décrite par
I'équivalence suivantelJt L1Z
c(t+)=c(t) = ct+D< () e ct(Fct(Dctr 1)
= Cdj¥Camo'cq) - CAF I 'r4q
Afin de satisfaire la monotonie croissante des demng, seules les séries formelles de
R, [0] invariantes & la multiplication pdp ) doivent étre considérées. Ainsi, 'ensemble

de ces séries monotones croissantes forme le ¢®iYeRr,;, [J].

Les éléments neutres de ce dioide correspondensé@igs suivantes, avee +o ,
élément neutre pour la Il dansR_ :

« pourlaloid: &(d) =] ]ed*

kOZ

« pourlaloid:ed)=(d")
La régle de calcul associée a cette multiplicatiar{d ') est dans ce cas la suivante :
o'go =om)
2.9 Représentation bi-dimensionnelle : dioid&{*[ . 9]

Jusqu’a présent, la modélisation d’'un GET par &hlg des dioides n’est possible que
sous deux aspects différents : les dates desddisstransitions et le nombre de leurs
réalisations.

Nous nous permettons de réunir ces deux pointgudeen un seul. Grace au terme
y*(07)* (assurant la condition de trajectoires monotonesssantes d'un GET) et un
nouveau dioide not@[y,d], on forme le dioideM*[y,d] donnant la possibilité de

considérer les deux représentations dateurs etteomspen établissant une représentation bi-
dimensionnelle qui consiste a coder les trajectaiietir d’'un GET par des séries formelles en
deux variables commutativeg, eto .[Hardouin, 2004], [Lhommeau, 2003].
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Définition 2.6  (Dioide B[),0] ). On appelleB[);d] le dioide des séries formelles
commutatives a coefficients booléens en deux imaigétees, etd et a exposants daris Une

série formelle dB] y, ] s'écrira de maniére unique

s=[]n Hhy"o

n,t0Z
avecs(n t) = eoue , B[y, ] est un dioide complet.
Le support d’une séris est la partie d&? suivante
Supd $={( nXDZ*| 6 n)t= ¢}

B[y,0] est un dioide d'élément neutgy,d) =)°3° et d’élément absorbarg(y,d) qui
correspond a la série dont tous les éléments gatxés .

Graphiquement, un éIément]E%y,J]] est représenté par une collection de points de

7?, autrement dit pour un élémesitlB[),0], on représente dans le phrensemble
Supd $. [Hardouin, 2004], par exemple figure 2.16.

Temps 2

1 2 3 4 5 événements

Figure2.16— Collection de points d&?

Nous rappelons tout d’abord formellement que lagpen compte de la monotonie des
trajectoires de tir est primordiale.

“Filtrage des trajectoires monotonest!(k) et d § représente les transitions GET,
comme nous l'avions expliqué précédemment, dorrdriété d’'une trajectoire de dateur
d (k) ou de comptews(t) est d’étre monotone cela se traduit par :
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OkOZ, {d=dk- 3 ={dB=d KO ¢ k )}
Ot0z, {c®zc(t-D} = {dt-)=dt-1)0 ¢},

En notant que l'ordre naturel de dioide est inveRséx et Ruin . EN passant aux
transformées e etd, on obtient :

{p(n=p( oy} - {DW=yDW},
{c(a)=c(o)as’c (o)} = {C(d)=(") C(9).

Pour un élémenkX (y,d) deB|[y,d] ,doit donc satisfaire

X(y,9) = yX(¥,9),
X (y,0) = 0 *X(,9),

Ce qui engendre :

X(y,0) = yX(y,8) 007 X(y,0)

Ou encore

X(y,9) =(y0 ™) X(y,9)

Et finalement, on aura :
X(y,0)=(y0 o) X(y.0)
Le dioide (Y00 ) B[y, 9] est noteM [y, 9].
Définition 2.7 (DioideM:*[,9]). Nous appelond [y, 9] le dioide(y0 ™) B[y, 9].

Graphiquement, on ne considére plus un point dedooméeq n,t) mais un “cone Sud-
Est“ de sommdin,t) (figure 2.17). Cette transformation a pour effetreé conserver que les
séries monotones non décroissarfidsommeau, 2003].
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Temps o

- N W A oWw
t t

T,

1 2 3 4 5 événements

Figure 2.17 — Représentation de “cone Sud-Est"

Avant de présente/\r/lﬁx[[y, 5]] comme outil de modélisation, nous rappelons qusqu
caractéristiques de ce dioide.

2.9.1 Manipulation des éléments def*[y,J] et regles de simplification

La somme et le produit des classes/\qﬁ[[y, 5]] étant indépendants des représentants
deB[y,d] choisis, un élément d&f*[, 0] sera désigné par un représentant quelconque
dansB[ y,d] .La manipulation des éléments .44 [y,0] se fait donc avec les regles de

somme et de produit du dioTEB%yﬁ]] auxquelles on ajoute les régles de simplifications
suivantes :

yn51 D yn'5t = ymin(n,n')a-t
yn51 D yndt' - yndmax(t,t')

Rappelons les principales caractéristiques de oﬁjeii/\/lﬁx[[y,d]] est un dioide

complet d’élément neutee=£(y,d) (la série nulle dB[y,d]) pour la loid et d’élément

maximumT=(y™) (J) .

Remargue 2.8.0n utilisera parfois abusivement les notationsasties pour le plus petit et le
plus grand élément def*[y,0]:e=y™0~ et T=y 3™

Il est possible de donner plusieurs expressionetiament neutree pour la multiplication

e=y(07) =y =(0°) =y =8 =)0

L'ordre naturel< défini surM;*[y,0]a partir de la loid) permet d'établir I'équivalence
Suivante

yokyrol - n=n'ett<t’
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Enfin, puisqueM*[ v, d] est complet, tout coupe b M [y, 0] admet un plus grand
minorant not@ Ob. Dans le cas oa et b sont des monémes, on obtient la relation

yn51 Dynét = ymax(n,n')dmin(t,t')
qui permet d’établir la borniaf de deux mondmes def*[ v, d].
2.9.2 Représentation graphique des opérations stv*[y, 9]

1 la somme de deux mondmeés' ety o' est représentée graphiquement par I'union des

cones sud-est de sommets respegtidset)” o' .

2 le produit de deux mondmegsd' et )" d" est représenté par le cone de sommet
(n+n',t+t") (ce qui correspond au cbne dont le sommet est am®o vectorielle des
sommets(n,t) et(n’,t")).

3. l'inf de deux mondmeg'd' ety d" est représentée par l'intersection des cones dutkes
sommets respectifa+t) et(n'+t").

(n'.t) , (n',t")
1 (n+n' t+1t)
(n,t) (', 1) (n,t)

(n,t) (max(n,n’), min(t, )

7.,(5, B 7,'1'(;" ,\'n()’l R "’vn'{”l' _ ,_:H‘H'()'I‘il ,‘,.()ﬁ A Avn'{)‘{' — _:m.xx{n.u')’imnn

union de cones somme vectorielle intersection de cones

Figure 2.18 — Représentation graphique des opésasiotM [y, J]

2.9.3 Exemples de calculs sur des polynomes/dg |y, d]

On noteraM* [y, d]'ensemble des polyndmes dd:*[ v, J], c’est-a-dire 'ensemble

des éléments a support fini. On propose ici qualaadculs sur des polyndmes de maniere a
se familiariser avec cette structure algébriquerdésultats sont illustrés par la Figure 2.19.

Soita, bOM [y, 9], a= o' O y°0* etb=y?0°0y 00y d°
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La somme:

alb=y0"0y%0°0 Y00 y? (On remarque en effet quéd® < y°0%).

Le produit :
alb=(/0'0y0Y0(o°0yd°0yd)=ydTydQydOydOyd Oyd.
En remarquant qued* 0 y°0° < y°5°, on obtient alors :
alb=p*0°0p°0°0y0'0y%D"

Enfin, on obtient la bornenf de ces éléments

alb=y?0'0y0°0yo°0yDd°.

Nous terminons cette présentation en évoquant eme@ratique de calculer la résiduée
axb.

Les mondmeg/'d' de M*[ . 9] sont inversibles :(y"0') "=y "5". La résiduée d'un

élément quelconqui par un monéme/d" est donc obtenue par
Yot xb=y "o Ob.

D’autre part, puisque un élémeat de Mﬁx[[y,d]] s'écrit comme une somme de

mondmes (finie ou infinie), sait= Dm}/‘ﬁ , ONn peut écrire explicitement

axb=([ ]y )xb=[ "o b=y ™o b0y ™5 bl....

ial ial

Lorsquea etb sont des polynémes, le calcak brevient a calculer la bornaf d’un
nombre fini de polynémes.

Aveca=y'0'0y°0* etb=y?0*0 y 0 °0 y d ‘on obtient

axb =y by %0 b
=00 y*o*0yo* D o 0yo Qyd Y
Yo tdyot.
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A SA SA
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Figure 2.19 — Manipulation de polynomes/®g [y, d].

2.9.4 Modélisation des graphes d’évéenements temiggs sutM> [y, 9]

La démarche, similaire a celle adoptée précédemrashia suivante :

1. les trajectoires de tir des transitions du GEft sodées par des éléments&€* [y, d].

2. d’'un point de vue dynamique, le GET peut alors &1 comme un systeme induisant des
décalages (événementiels et temporels) sur cesctivaps, les opérateurs permettant de
caractériser ces décalages étant 'opéragedans le domaine événementiel et 'opérai@ur
dans le domaine temporel.

On rappelle tout d’abord comment coder les trajegsode tir d'un GET par des
éléments da1>[ . 9].

Soit x(y,d)un élément de\/qﬁx[[y,é']] associé a une transition d’'un GET. L’information

élémentaire associée au monopied est : le tir numérg de la transitionx a lieu au plus tot
a la datet,.[Lhommeau, 2003].

Exemple 2.6.Nous formulons ici la représentation d’état du GEeTla figure 2.8. On utilise
la méme notation pour désigner les transitionss€léments d&1;*[y,d] codant leurs tirs.
Les trajectoires sont reliées par les égalitésasiies :

X =y'%0u
X, =3°%
y =X,
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Ou encore sous forme matricielle

Pour le calcul de la matrice de transfert, on peatéder trés simplement ; en effet on
peut reportex, dans I'équatiorx,, on obtient alorsx, :53(y2x2D u):53y2x2D53u ; en
appliguant I'étoile de Kleene on peut résoudre cette équation implicite, on l@sa
X, =()?0°%)"0°u. Finalement en reportarfdans I'équation de sortie, on obtient comme

matrice de transfeH = CA B=0°()°5°) .

Remarque 2.9.0n souligne ici le lien qui apparait entre les résultats foyaida théorie
spectrale et I'expression du transfert du GET de la figure 2.8.

Puisque les transitions interr(es, X,) appartiennent & une méme composante fortement

connexe, il y a un temps de cycle unique pour 'ensemble du gdaplaefigure 2.8. Le rayon
spectral o( A) fournit alors le temps de cycle de ce circuit critique (c’est iseld circuit), soit

2 . . . . .
P(A) :E’ ce qui correspond a un taux de production de 2 jetons festd8unités de temps.

On peut noter que l'expression du transfert donnée dans I'exemple préocéetent
également en évidence ce résultat. En effet, la forme du transfert dueG&Tiglre 2.8 fait
apparaitre le caractére ultimement périodique de la réponse impulsionoette période

ultime est décrite par la présence d’une seule étoile de mondfEIR)i .

Exemple 2.7.si on se référe sur I'exemple de figure 2.10 on obtient la formarseiv

X, E 0 €)X y & U
X, =y € y*| X, |0]¢ e(ulj
X,) (8% 0% &)\ X, e €) ¢
Xl
Y=(y2 £ e) X,
X3

2.10 Realisabilité, rationalité et périodicité

L’'objet de la derniére partie de ce chapitre est de rappeler que tout tralesfeET
peut se représenter par une matrice constituée de séries périodimﬁ‘{ﬂaﬂ].

Les définitions sont ici fournies dans le dioj’dﬁx[[y, 5]] .[Lhommeau, 2003].
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Définition 2.8 (Polyndmes).Un polyndmep deM* [y, d] est une somme finie de mondmes

telle que :

k
p=[ ]y =)ot 0..0)p%0% avec n< p<..< pet t< .< ¢

i=1

Définition 2.9 (Causalité). Une sériesOM;*[y,d]est dite causale si=& (la série est

nulle) ou si son représentant minimal est & expgesdendN . Une matrice est dite causale si
toutes ses composantes sont causales.

Remarque 2.10.Un élément deév)*[y,d] est causal si les sommets de son représentant

graphique appartiennent au cadran Nord-Est duzfian

Notation 2.1. (M2 [y,d]). L'ensemble des séries causales\dE [y, d]est stable pour la
somme et le produit d84*[y.0]. Cet ensemble forme un sous-dioide complet de

[y, 5] noteM>* [y, 8] Notons que I'élément maximum dd>" [y, o] estd .

Définition 2.10 (Rationalité). Un élémensC M [y, 0] est dit rationnel si I'un de ses
représentants au moins peut étre obtenu par un neofimd d’opération$], [ et* a partir de
I’ensemble{a,e,y,d} . On dira qu’'une matrice a coefficients daﬂsx[[y, 5]] est rationnelle si
tous ses coefficients sont rationnels.

Remarque 2.11Par définition, un élément rationnel est égalencansal.

Définition 2.11 (Réalisabilité). Un élémensUM;*[y,d]est réalisable s'il existe un GET

mono entrée/mono-sortie dont cet élément est latifam de transfert, ou plus précisément,
s'il existe trois matrice€, A Bde tailles respectivemenk n, nx net px ra coefficients dans

I'ensembld &, tel que cet élément puisse s'écO& B.

Définition 2.12 (Périodicité). Un éléments de M. [y, 0] est périodique s'il existe deux

polyndmespet q deM [y, ]
a B
p=[]y"o" etq=[Jy"o"
i=0 i=0

et un mondme causaF y’J” tels que :
s=pdar.

Une matrice est périodique si tous ses coefficisotd périodiques.
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Remarque 2.12.Cette notion est illustrée sur la figure 2.20. plas, notons que cette
définition de la périodicité n'impose pas la caiigale la série.

Théoreme 2.4.SoitH DM [y,0]"". Sont équivalents

(i) H estréalisable
(i) H estrationnelle

(iii) H est périodique et causale

Figure 2.20 — Représentation graphique de la série
s=ed 0y’ o*0y*d*0y0°0yo o).

Proposition. Calcule de Pr,

Pr, sert a éliminer la partie non causale d'une s@wSDMﬁX[[y, 5]]que I'on écrit
s=[]dn, Py*d
iol
Pr, (s) S'obtient simplement en "annulant" dans s les mm®non causaux, c'est-a-dire a exposants

strictement négatifs, soit

s(n.1) et (n,£)= (0,0)
£ sinm

Pr+(S)=S+(rl,t)={

Graphiguement, leeprésentant der, (s) ne conserve que les sommets du représentant

de S contenus dans le cadran Nord-Est du @ar(voir figure 2.21). Nous revoyons le
lecteur a [Lhommeau, 2003] pour plus de démonstrati
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= |
Pr, (s) : plus grande série
causale inférieure ou égale a s

Figure 2.21 — Représentation graphique de I'opdmade projectiofer, .

2.11 Calculs numériques dans le dioidé4*[y.9]

Il est a noter que nous disposons aujourd’hui e’loite a outils (MinMaxGD),
disponible librement suwww.istia.univ-angers.fr/~hardouin/outils.html pour Le logiciel
Scilab disponible a I'adressavww.scilab.org. Nous allons utiliser cette librairie pour nos
calculs. Nous allons la présenter par la suites des Annexes. Plus récemment un site dédié
a l'algebre Max Plus a été développé par I'équix Rlus de I'INRIA :www.maxplus.org
le lecteur trouvera de nombreuses informationsr&articles, logiciels, ...).

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté différentdetigpermettant la représentation du
comportement des GET. Une part importante des tedsulprésentés concerne la
représentation d'état de systeifmeax,+)-lin€aire ainsi que la présentation du dioide

.ol

Nous avons également introduit les caractéristigpésiodiques de la réponse
impulsionnelle d’un graphe d’événements tempoiseparticulier, le calcul du transfert des
GET se ramene a la manipulation de séries rati@mpbur lesquelles il existe des logiciels
permettant leur manipulation.
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CHAPITRE3

Commandeen
juste a temps des SED

Introduction

De maniére analogue aux systemes continus, oncdp@ncommande de systémes a
événements discrets le pilotage d’'un systeme paorigble de ses entrées afin d’atteindre des
performances spécifiées au préalallempte tenu de leur nature, le contrdle des entfées
GET consiste a retarder le plus possible I'entgetbns tout en respectant les performances
imposées par une spécification, ce qui correspdadgoéoblématique de commande en juste a
temps {Juste a temps est une traduction littéralegedme anglais "Just-in-time"”. On doit
interpréter ce terme comme la "quantité juste"tamps voulu”. Dans les milieux industriels,
on parle de méthode de production en juste a témpsncore en flux tendus), cela consiste a
produire la quantité juste nécessaire (de fagcomnamiser les stocks internes) au moment ou
on en a besoin (satisfaction du client)}.

Dans ce contexte, nous proposons dans ce chapitservol sur différentes stratégies
de contrdle et la synthése de correcteurs linéa@resue de poursuivre une trajectoire ou un
modéle de référence. En se référant sur différeatsaux [Hardouin, 2004], [Hardouin,
2008], [Lhommeau, 2000], [Lhommeau, 2003], cettetip est organisée de la maniére
suivante :

- La commande optimale en boucle ouvertdhistoriquement introduite en 1989, parmi les
premiers travaux sur la commande de GET, par umgoape (max,+). L'objectif de
commande est un probléme de poursuite d’une toajeatonnue a priori. Il s'agit de calculer
la plus grande commande d’entrée telle que la Egen sortie soit inférieure ou égale a une
consigne définie au préalable, autrement dit, lgomée en sortie "suit au mieux" une
trajectoire de consigne, not&e correspondant au comportement désiré (demandéetht).
Cette commande est donc optimale vis-a-vis durerie juste a temps

- la synthése d’'un précompensateur optimallLa trajectoire est ici a priori inconnue, mais
nous supposons disposer d'un modeéle de référermévaldt le comportement entrée/sortie
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désiré. Le précompensateur placé en amont du sysieéminal, a pour objectif de contrler
le systeme afin que son comportement s’approchmiaux de cette spécification. Il s'agit
d’'un probleme de poursuite de modele de référdreeorrecteur recherché est le plus grand,
ce qui lui confére un caractere optimal vis-a-wiscdtere de juste a temps.

- la syntheése de correcteurs de type retour de stetet retour d’état introduite dans
[Cottenceau, 1999], [Cottenceau et al, 2001]. Coremautomatique classique, I'objectif de
la commande en boucle fermée est de prélevermerfnation du systeme afin de piloter au
mieux celui-ci. Il s’agit cette fois de synthétisem contréleur de type retour de sortie ou
retour d’état, permettant au systéeme en boucle erdiatteindre au mieux le modele de
référence. La encore, le correcteur recherchéegsiuk grand. Il est également optimal par
rapport au critére de juste a temps.

- la synthése d’un observateurll s’agit d’'un résultat inspiré et proposé pouptamiére fois
par [Hardouin, 2004]. L'idée est de reconstruikgdt du systeme a partir d'un modele, des
entrées et des sorties mesurées du systeme.

Puis enfin, un contrdle de type retour de sortiecaobservateur, dans le but de
s’approcher au mieux du comportement d’'un modeleéfirence, a été aussi évoqué. De
plus, un exemple (figure 3.2) est considéré comppdication pour illustrer chaque type de
contrdle. Les calculs, donnés dans cette partig,les résultats du script Scilab exposé dans
I'annexe.

3.1 Commande en boucle ouverte

Ce paragraphe présente la commande optimale enlebouwerte pour les GET.
Précisément, comme le signale la figure 3.1, Idlproe de commande en boucle ouverte
résolu est le suivant : On dispose d’'un systeme saueprésentation d’état (un GET ayec

entrées ety sorties) dont on connait les matrice0M> [y, 0] , BOMZ [y, o] "et
cOMX[y.o]"" , ainsi que la matrice de transfilrl M [y, 5]"". On désire, a l'aide
des entréas(] /\/lif}x[y, 5]]p, faire en sorte que les sorties du systéeme suimennieux des

trajectoires déterminées dites de consignes (laadden du clienaD/\/liﬁx[[y,d]]q. il est
montré que ce probleme a une solution optimalest-éeadire qu’il existe une plus grande
commande d'entrég,, DM [y, 5]]ptelle que la sortie résultant de cette enfyge=Hu,,)

soit inférieure ou égale a la sortie désiZelLa commandal_, est alors optimale vis-a-vis du

opt

critere de juste a temps (la sonjg est en juste a temps).

entrée réponse imposée

(commande) fonction de transfert| (consigne de sortie)

Uopt =7 H Yopt < 2

Figure 3.1 — Problématique générale de la commandmucle ouverte.
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CHAPITRE 3 — Commande en juste a temps des SED

Formellement, soit,, : M>[y,5]" - MZ[y,d]" ,.ur H Ou, une application définie
sur des dioides complets.

Déterminer la plus grande commande revient a sé@ster a 'ensemble
U={uOM [ O] |Lu(W <3

et plus précisement a sa borne supeérieure (ngig¢equi nous donnera la plus grande
commande vérifiant la conditidg, (u,,) <z. On peut déja remarquer que cet ensemble n'est
pas vide puisque= £est solution, c.-a-dl,, (&) =£<z.

En fait, le calcul de cette commande est un proeldimversion d’application définie
sur des dioides.

La théorie de la résiduation (présentée dans Ieiprechapitre) permet de résoudre ce
probleme directement.

La commande optimalg,, existe et est donnée par :

Uy = SUPU DM [.0]° L, W)= 2= L, (D =H = z

Remarque 3.1.La commande optimale pour un GET correspond aolantande faisant
entrer les jetons le plus tardivement possible darsystéme; ces jetons peuvent représentés
les piéces a usiner ou la matiere premiere.

lllustration

Considérons le modele d'un atelier d’assemblageésgmté sur la Figure 3.2. Cet
atelier est constitué de trois machiMes M, etM,. Les pieces sont traitées en paralléle sur
M, etM, puis assemblées par la machihg Notons que les machinkg,M, et M, ont

clairement des temps de cycle différents : la pgéeenpeut traiter une piece toutes les deux
unités de temps tandis que la seconde, quant,gellé traiter une piéce toutes les 5 unités de
temps. La machinil,, chargée de I'assemblage des piéces, peut traiterpiéces toutes les

deux unités de temps.
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P

|
~O+l
-O-
N

H/

Figure 3.2 — Exemple d’atelier d’'assemblage.

En suivant la démarche de modélisation, le fonagoment de ce graphe d’événements
temporisé peut étre décrit par les équations stegattans le dioid&1:" [[ |2 5]]

Oou

x=AxOBu

y=Cx
E y &€ € € € 0 ¢
O € € € £ € £ ¢
£ € £ y £ ¢ g o

A= ,B=

E € 0 € € ¢ E €
e 0 & & ¢ )y £ €
E £ € & O ¢ £ ¢

C=(e € € € ¢ ¢

On obtient alors comme expression pour la matreceahsfert :

32 °))=(h h,)

H =CA'B=(5°(J&?)
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60 4

50

40

30 — h
..... i by
20

10 T  —

Figure 3.3— Représentatiaa H

La consigne (la demande d’un client) est supposéelénnée par le tableau suivant:

numéro de piecdk) |0 1 4 5
dates désirées 12 27 3R+

Tableau 3.1- tableau correspondant a la consigsiecgé

La trajectoirez peut naturellement se coder dan§ [y, 9] :
7= y0512 D y1527[| y4532[| y55+°°

Cette trajectoire doit étre interprétée comme suinh souhaite que la piéce 0 soit
disponible au plus tard a I'instant 12, la piécaulplus tard a I'instant 27, et les piéces 2,3 et

4 au plus tard a l'instant 32. Le terprd™ , signifie que la piéce 4 est la derniére piéce pou
cet ordre de productiopuisque la date de production de la piéce Faest

Le calcul de la commande optimale donne :

(/50 0y s 0y By 5y 5
YO0 0 S0y e 0y B 0y 570 y 5

opt

Et la sortie correspondante vaut :

yopt - y0612|:] y1523[| y2525|] y% 27[| y 5 32?:] y 5—+oo
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Le tableau correspondant, a une telle sortied@sé comme suit :

numéro de piecék) 0 |1 2 3 4 | 5
dates optimales de sortie 12 28 25 27 3200

Tableau 3.2- tableau correspondagf,a

Remarque 3.2. La sortie satisfait bien la consigne désirée (detaatu client)On donne
aussi sur la figure 3.4.(a) une représentation aetrdjectoire u,,.On peut verifier

(figure 3.4.(b)) que cette commande optimalg respecte bien la speécificatiotiest-a-dire

que la sortiey,, = Hu,, est bien inférieure ou égale a la consigne

opt

) )
04 04 |
X f j
205 | 2 :__J_J
|
0 e e ¢ e ma ' 0
frommmn-- ¢ :
5 | ¢ 'uoprl 15 )
|
10 : Tl o A T A SN SN SN N N e 4
|
35 it i 2 54
0 sp————t b Y 0+ : : A ‘ - A y Y
0 05 1 15 2 25 3 35 4 0 05 1 52 5 3 3%
(a) (b)

Figure 3.4 — Représentation tg, ,z et y

3.2 Synthese d’un correcteur de type précompensateu

La correction de la dynamique d’un systam8 M>[y,5]"" (correspondant & un

GET) se fait ici par I'action d’'un précompensatBa M [y, 5]"" (situé entre la consigne
et la commande). Il s’agit de modifier de maniére structurellectemportement du systéme.

L’objectif de commande peut se présenter de la émansuivante : considérons un
modele de référene, M [y,8]"", un systemed DM [y, ]"" (matrice de transfert

du systtme & commander) et un ensemble de précsatpers® DM [y,0]"". Le

probleme de commande consiste simplement a chamsiprécompensatebr]P de telle
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CHAPITRE 3 — Commande en juste a temps des SED

sorte que le systéme contr@¢0M>[y,0]" " posséde la dynamique décrite par le modele

de référence,, DM [y, d]" " spécifié sous forme de matrice de transfert. Ce éfeod

caractérise le comportement structurel voulu paursysteme; Le choix du modéle de
référence peut se faire de maniére a homogénéesecomportement périodique des
composants (machines), qui sont en paralléles daashaine de production. Pour cela, par
exemple, on choisit comme modéle de référence ldsntcomposants ont le méme taux de
production. La figure 3.5 présente le schéma bloc systeme nominal, du systeme

précompensé et du modele de référence.

systeme
de
référence

systéme systeme
nominal précompensé

Figure 3.5 — Commande avec modele de référenaeeation d’un systemid par un
précompensate .

D’apreés la figure 3.5, le systeme précompenseéigeérif

u="Pv
y=Hu
L’équation entrée-sortie s’écrit
y=HPv=Gv

D’un point de vue algébrique, ce probleme néceséitede de I'application

N, (P): M>[y,0]"" - M>[y,0]"" P HP, Formellement, ce probléme consiste a
chercher la borne supérieure de 'ensemble desateurs

P ={POMX[y o]""

N, (P) <G4}
La solution optimale est immédiate, puisfyeest résiduable :
Py =sup{P |HP< G }=H <G,

Remarque 3.3 (Correcteur Neutre).Notons qu'un modele de référence intéressant d’'un
point de vue pratique &st, =H . Cette stratégie conduit au precompensdgur Hx H ,
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qualifié¢ de neutre. Il exprime simplement le failegl’'on peut toujours "filtrer" le flux
d’entrée d’'un systeme par un précompensateur sans dégrader les perfoesantales.

[llustration

On reprend I'exemple de latelier traité précédemim@igure3.2). On rappelle le
transfert du systéme en boucle ouverte :

H =(3°(y0%) 0% (0°))
Nous choisissons ici, comme modeéle de référence :
G4 =H =(°()0?) 0% (B°))

L’objectif est donc ici de laisser le comportementrée/sortie du systeme inchange,
tout en retardant au plus les entrées dans lersgstonc le but de cette illustration est de
montrer comment filtrer les entrées du systeme amemorrecteur neutre.

Le précompensateur optimal tel q\i,g(P) <G, estdonné par le calcul de

Po =H®G4 =HxH
() ()
£ (yds)*

Une réalisation du systeme précompenseé est daunée figure 3.6.

Figure 3.6 — Réalisation du précompensateur peamtadtapprocher au mieuss, .

Pour évaluer lI'impact de ce précompensateur, lantamade suivante est appliquée
(3tirs a l'instant0 sur chaque entrée) :
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Numéro de piec¢k) 0 1 2 3
Dates de tifv, (k)) 0 0 0 oo
Dates de tifv, (k)) 0 0 0 oo

Tableau 3.3-Tableau représentis a I'instantO sur chaque entrée

Nous pouvons coder ces trajectoires dans le dj@(ﬁf{y, 5]] comme suit :

vi(y,0)=e0yOy*0y%0™
v,(y,0)=e0y0y’ 0y°0™

En I'absence de correcteur, on a :
u=v
y= Hu - 512 D y517[| y2522|:] y3 +00
Avec le correcteur nous obtenons :
_p y= o0yt aydrOyd™
e OO y00ys™
y=Hu=0"0)0"0y%*0yd"™
Les résultats sont illustrés sur la figure qui.sWairement la commande en présence

du correcteur est plus grande (plus tardive) sbtéie identique. Tandis que sans le correcteur
la commande se fait juste a I'instant O.

25 25

20 ! 2

15

(a). sans correcteur (b). avec correcteur

Figure 3.7 — Représentation tg, et y avec et sans correcteur.
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3.3 Commande en boucle fermée : synthese d’un retode sortie

Dans ce passage, nous allons étudier la synthasecdtrecteur en boucle fermée pour
les graphes d’événements temporises.

Un des objectifs de la commande en boucle ferméread’uniformiser les vitesses des
différents chemins dans le GET, en vue d’atténueird de supprimer) une instabilité; par
exemple I'accumulation des jetons dans une place.

Outre le contrdle de performances entrée-sortisydteme, le contréleur va permettre
de diminuer le temps de séjour des jetons dan<€lg, Gomme pour la commande optimale
en boucle ouverte.

Il s'agit ici de modifier la dynamique d'un systeneO M [y,5]"" par I'ajout d'un
retour de sortie FOM™[y,0]"" (situé entre la sortieyOMZ [y, 0] et Ientrée
uD/\/liﬁx[[y,é']]p). La dynamique du systéme en boucle fermée ess almdifiee par la
dynamique du retour de sortie.

L’objectif de commande peut se présenter de la @mansuivante : considérons un
modeéle de références,, DM [y,3]"", un systémed DM [y,5]"" et un ensemble de
retours de sorti& OMZ[y,8]"". Il faut alors choisir un élémerit 0.F et I'appliquer aH
de fagon a ce que, pour les mémes entrées, lessgstemess,, (le modele de référence) et

G (le systéme en boucle fermée) aient les mémeesotia figure 3.8 présente le schéma
bloc du systeme nominal, du systeme en boucle feehdu modeéle de référence.

=

4 H ' lf“{T-H' H —‘—‘ G, }_"1
Systeme Systeme en Modele de
nominal boucle fermée référence

Figure 3.8 — Commande avec modele de référenaeeation d’'un systémid par un
correcteur de type retour de soffie

D’apres la figure 3.8, le systéme en boucle feruérdie

u=vlFy
y=Hu
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On remplacant y dans uon obtient u=v[ FHu.En accord avec le théoréme 1.5,

u=(FH ) v et I'équation entrée-sortie s’écrira :
y=H(FH) v=G.v
D’autre part, le modele de référence nous donne :
y=G4Vv

D'un point de vue algébrique, ce probleme nécesbdaude de I'application
M, (F): My, 0] = MZ[y.0]"" ,F = H(FH) définie sur des dioides complets.

Formellement, ce probleme de commande en boucteekeconsiste a chercher la borne
supérieure de I'ensemble des correcteurs

F={FOM>[y o]™"

M (F) <G4}

La borne supérieure de cet ensendborrespond au plus grand correctéwqui
fournit la plus grande trajectoire de commande ygeu = Fy [l vtel que le comportement

entrée/sortie soit inférieur a un modele de réf&€), . Pour un graphe d'événements

temporisé, les trajectoires de la commamdd-y [] v correspondent aux entrées effectives des
jetons. En conséquence, obtenir le plus grand rateusortie= permet de retarder le plus
possible I'entrée des jetons, tout en garantissails sortiront du GET avant=G V.

La borne supérieure existe est donnée par :

Fo =SUPFF OMZ [y, 0] [H(FH) <G 4}=H =G, # H.

Démonstration
H(FH) <G, = (FH) <G, #H
= FH <G, #H (voir A1)
= FSHxG4 #H =F,
lllustration

Comme illustration on peut toujours reprendre liepée précédent (figure 3.2). On
rappelle le transfert du systéme en boucle ouverte:

H =(0°(y0?) 0% (0°))
Nous choisissons ici, comme modéle de référence :
Gy =(°(0°) 32 10°))=(Gur Gru2)
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Le modele de référence est choisi ici, de maniere&eaque les vitesses de
fonctionnement des branches du G(:TJ]' - yetu, - y) aient le méme taux de production ;

il s’agit donc ici d’homogénéiser les flux des deléments de la matrice de transfert nominal
H.

Le correcteur de type retour de sortie optimaited H (FH)" < G, est donné par calcul

Fox =HXG 4 #H
5 (1)

5—12 (yJS)*
Pour ce retour de sortie on obtient les commarmiearstes(u =v[ Fy) :

U, :5‘6(y55)* yOv,
u,=090" (yds)* yOv,
Les formes implicites de ces commandes sont lesustas :

u =yo°u, 00 °%y0Ov,
u, = yo°u, 05 Py0v,

ce qui conduit en représentation compteur surdégldiR, . aux récurrences suivantes :

u (t) =1, (t-5)0 y(t+ 6) Ov,(t)
u, (t) =1u,(t-5)0 y(t +12) Ov,(t)

Il est clair que sous cette forme, I’élaborationlaiesommandaj(t)(par le correcteur)
nécessite de connaitre le futur de la soryie, par exemple : le nombre de pieces injectées
dans la premiére entréga l'instant(t) est dépendant du nombre de piéces en sprie
linstant (t+6) . Cette nécessité de prédire le futur pour poudaborer la loi de
commande est due au fait que le correcteylf n'est pas causal et est donc non réalisable
(voir définition 2.11).

On doit alors considérer l'opérateur de projecti@t, : M [y, 0] - M“[y.d] . En

appliquant I'opérateur de projection sEng, on obtient

v (1)
yo*(16°)

Fopte = Pl (Fopt ) =
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ou F0|0t+ est le plus grand retour de sortie causal (etgaali). On peut voir une réalisation de ce

correcteur sur la figure 3.9

Figure 3.9 — Réalisation du correcteur retour déesolF,,,

On obtient les transferts suivants :

T ey IR (]
R N R [

y=H(FyH) v:(y°56 oysto(ysY(w?)  oqw) )v< Gy V

La figure 3.10 représente le modéle de référdage, le transfert nominaH et le transfert en

boucle fermé&, . On vérifie bien qu&, =H (FOpHH) <G4 . Sur cette figure, on voit aussi
le rdle du correcteur, c’est de rapprocher le dfemt en boucle fermée(:‘-Fom , précisément
(figure 3.10 (a)) le correcteur a permet a la cosapte 9, d’atteint le régime périodique exigé

par le transfert du modeéle de reférem;g, juste a l'instant 16. Ce qui nous fait dire queisavons

atteint notre objectif.
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o) o)
60 A 60 A _I_x
50 : I—x 50 ¥
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10 =% 10 T
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(@) (b)

Figure 3.10 — Représentation G%,H Gy &t H

3.4 Synthese d’'un correcteur de type retour d’état

Nous allons exposer dans cette partie la syntth@serrecteurs de type de retour d’état,
la structure est donnée sur la figure 3.11.

On rappelle qu'il est toujours possible defit la représentation d’état d’'un GET sous la
forme

x=Ax[ Bu
y =Cx

avec AODMZ [y, 8] , BOMZ[y.d] "et COM[y,8]"". n le nombre d'étatsp le
nombre d’entrées & le nombre de sorties. L'objectif de commande geuprésenter de la

maniére suivante : considérons un modeéle de ré&fé@pn OM> [y,5]"", un systéme et un

ensemble de retours d'ét&&I M [y, 8] . Il faut alors choisir un élémenk 0K de
facon a ce que, pour les mémes entrées, les detenssG,, (le modéle de réféerence) et

G, (le systtme munit de son correcteur) aient les @sésorties, comme le montre la
figure3.11.

La commande est donnée par I'expression suivante

u=KxOdv
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avecK M2 [y,8]"". La représentation du systéme corrigé iadevient donc

x=AxO B(mev):> x=(A0BK)xOBv
y=Cx

y=0Cx
x=(AOBK)xOBv, en accord avec le théoréme 145,= (A0 BK) Bv .
Finalement, le transfert entrée-sortie du systéemeigu correcteulk devient
y =C(ADOBK) Bv
=C(ABK) ABv  (voir A6)
=CAB(KAB)v  (voir AS5)
=H(KAB) v=G,v
D’autre part, le modele de référence nous donne :
y=G4Vv
L’objectif est de synthétiser le plus grand coreecK L /C, tel queG, <G .

D’un point de vue algébrique, ce probleme néce$éiiede de I'application

Qu(K): ME[1 3] = MZ[1.3]"" K> H(KAB) , Formellement, ce probléme

consiste a chercher la borne supérieure de I'engsetels correcteurs
C={KOME[1.0]™" | Qu(K) <G}
Ce correcteur optimal existe, il est donné par:
K =H2G4 # AB
Démonstration
H(KAB) <G, = (KAB) <HXG,

= KAB<HXxG, (voir A1)
- KSH=G4 # AB=K,,

Remarque 3.4.11 est a noter que les correcteurs de type retleusortie et de type retour
d’état sont liés par la relation suivante :

Fot =Koy #C

opt
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Remarque 3.5.L'utilisation d’'un correcteur de type retour d'etméliore les performances
mieux qu’un correcteur de type retour de sortiestea-dire engendre une commande plus
grande et un systéme corrigé plus proche du mat#etéférence.

Preuve :
A
AB avecH=CAB

=F CA <K

opt opt

CAB<K

#C=>F C<K

opt

I:opt = Kopt opt

=F

opt opt

= (FH) < (KnxAB)" (voir A14)

opt opt

=H (FoptH )* <H (Kopt A B)* < GFopt S GKop‘

De plus queG;, <Gget G <G4 , ona aussiG, <G, , ceci nous permet

d’'affirmer que le systeme corrigé par correcteurtyjm retour d’état sera plus proche du
modele de référence.

G, 1
L“T” .{ 1B .\‘J !T y 1_’. (;M __-Y
il J

Modéle de référence

Systeme corrigé

Figure 3.11 — Commande avec modéle de référermeecation d’un systémear un
correcteur de type retour d'état

lllustration :

Si on reprend notre exemple de la figure 3.2 :

E Yy € € € € o ¢

O g € € & € £ €

E £ £ y € ¢ g o
A= ,B=

E € 0 € € € £ €

e 0 € & ¢ ) £ €

E € € € O ¢ £ €

C=(e € € € ¢ ¢
La matrice de transfert :
H =CAB = (0° (0% 5 (0% ))

Le modéle de référence sera toujours
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Gy =(0°(0°) 57 (0°))
Le calcul du retour d’état nous donne :
Koy =H %Gy # AB
(o) vee) o] vEle] vE (8] vE 0e)
vl v v ed yE o] vE el vE be)

On voit bien que le correctelllfopt n’'est pas causal, a cause des valeurs négathvest, @onc

non réalisable. On doit alors considérer |'opénatdel projectiorPr, :Mﬂx[[y, 5]] - M?*[[y,d]].

En appliquant 'opérateur de projection SKBpH’ on obtient

Koptr = PP (Kogt )
po(] voed voted yEUs) va(e) v be)
el vete) vete] vate] v (el vate)
Ces calcules ci-dessous vérifient que les dewecteurs sont liés, de plus le systeme

corrigé par correcteur de type retour d’état séua proche du modeéle de référence, que le
systeéme corrigé par correcteur de type retour deso

ye'(yw°)
Kopr #C = = Fope
ye ()
GUpH ( opts ) :(}/056Dy158 ( 2516)(1/55)* 512(}/5 j*)<Gref
G, =H (KywAB)’ (56 (v ) & y55)* ) _

La figure 3.12 représente le modéle de référdage, le transfert nominaH et le transfert en
boucle fermé&, . G, et G, sont parfaitement confondus, le systéme coffigé a atteint la
opty opty Opty

spécification des le départ, c’'est-a-dire les ré&girpériodiques spécifiés par le modéle de référence
Ce qui nous laisse conformer qle systéme corrigé par correcteur de type ret@iadest plus
proche du modéle de référence, que le systéemeayéqgrar correcteur de type retour de sortie
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Figure 3.12 — Représentation G .Gy etH

3.5 Synthese d’un observateur

Le paragraphe précédent (remarque 3.5) a montténqu@rrecteur de type retour d’état
permettait d'améliorer les performances du systeamggeé. L’hypothese était que I'état était
accessible a la mesure. Afin de lever cette hypetlod propose ici un reconstructeur d’état.
La démarche adoptée correspond a celle suggé®eldola synthése d’observateur pour les
systémes continus classiques. La figure 3.13 préskn structure considérée.[Hardouin,
2004].

u [ x = Az® Bu y
> Cr - e >
y = Cx
l systeme
(= D
{ = Y
{ T L
> B [>( > ( >
A
simulateur ;
AN A J
L observateur )

Figure 3.13 — Structure de I'observateur.
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Nous supposons disposer de la représentatiort diétsysteme:

x=Ax0 Bu
y =Cx

Et I'équation de I'observateur :
x=Ax OBuOL(yOy)
y=CX
Avec AOMZ [y, o] , BOMZ[y.0] "et cOM>[y,8]"". n Le nombre d’étatsp

le nombre d’entréeqy le nombre de sortiex I'état estimée ety la sortie estimée. L'objectif
peut se présenter de la maniere suivante : consisém systeme et un ensemble de matrices

d’observation £LOMZ[y,d]"" .

En accommodement avec le Théoréme 1.5 on aura :

x=ABu
y =CA Bu =Hu

x=ABuOAL(yOYy)
y=CABulCAL(yOYy)

Notre objectif est de calculer la matrite]£ d’observation pour assurer que I'état

estiméex soit aussi proche que possible de I'état réglldormellement la condition est la
suivante:

X< X= x< ABU
Le développement de I'équation de I'observatemdodt a:

X=AxOBuOL(yOy)

= AXOBuOLCXOLCx
=(AOLC)XOBulLCABu

=(ADOLC) BuO(AOLC) LCABu
=A(LCA) BuOA (LCA) LCABu (voir A6)
x=A (LCAY BuA (LCA)*Bu

D’apres(A2) , voir annexe A, nous avo(isCA*)+ < (LCA* ) , directement nous

pouvons déduire queX’ (LCA )" Bu< A (LCA ) Bu , ce qui conduit ax= A (LCA) Bu

73



CHAPITRE 3 — Commande en juste a temps des SED

En rempla(;an& dans la condition, celle-ci doit étre respectéa :
A(LCA) Bu< ABu - (AOLC) Bu< A'BU
Ou encore (A LC)* B<AB
La plus grande matrice qui satisfait cette condition est donnée par:
Lot = ABs(CAB)=AB~H
Démonstration :
Pour la démonstration il suffit de montrer gug est la plus grande solution de l'inegalité :
(ADLC) B AB

En effet, nous avons les équivalences suivantes :

(ADLC) B<AB =~ (ALC) AB<AB (voir A.6)
- (ALC) < ABsAB
- (ALC)xAB~AB (voir A1)
- LCSXA wAB~AB
- LCx AB~AB (voir A.18)
- LXAB#sAB~C
= L< AB#CAB=L,, (voir A22)
- LXABgsH=L

3.5.1 Contrdle de type retour de sortie avec obseateur

Nous avons vu que le contrble de type retour désafplus performant qu’un controle
de type retour de sortie. Bien que sur certainesyss, seules les sorties sont accessibles a la
mesure. Ici un observateur est utilisé pour estifiétat nécessaire a la mise en place d’'un
correcteur de type retour d’état, de maniére agumele systéme en boucle fermée possede

: . ) N ) N Iy axp
une dynamique inférieure ou égale a celle d'unéfode référendd , DM [y, ] .

Nous allons illustrer dans cette partie qu’unketelanceuvre est possible et plus performante
gu’un simple contréle de type retour de sortieggtéll est proposé précédemment. La stratégie
de contrdle est décrite par la figure 3.14. Nousnavdémontrés précédemment dans la

synthése de I'observateur quie (AD LC)* Bu , de plus on&a=ABu .

La loi de commande est donnée par :
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La commande s’écrit donc :
u=K(AOLC) BuOv
=(k(AOLC) B) v
En remplacgant cette expression de la commandel'é@gnstion de I'état estimé, on aboutit a:
%=(A0LC) B(K(ADLC) B) v
Ainsi que, L'état du systéme devient :
x=ABu
= AB(K(ADLC) B) v
Enfin, on retrouve le transfert en boucle ferméesyksteme:
y =Cx
=cAB(K(ADLC) B) v
La démarche est ainsi, au préalable on doit caicll, =ABsH la matrice

d’'observation, puis le plus grand correctéy, tel que le transfert en boucle fermée soit

inférieur ou égal &, . Ce correcteur s’exprime :

Koy =H = Gy ;zf((AD LwC) B)

opt

Observateur )

Contréleur
L J

Figure 3.14 — Contr6le utilisant I'observateur
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Démonstration

On recherche le plus grand tel que
CA*B(K (AT L,C) B)* <G,
Nous avons les equivalences suivantes :
CA*B(K (ADL,C) B)* <G,
- (K (ADL,C) B)* <(cAB)xG,
- K(ADL,C) B <(CAB)xG, (voireA 1)

- K < (CA*B)\%Gref p’((AD LoptC)* B) = Ko

Pour résumer, nous avons I'expression du régulateur

%=(AD Ly, COBK,, )XOBVO Ly y
u:KWRDV

Avec

L, =AB#CAB=AB~H

Koy =H %Gy # ((AD LwC) B)

lllustration

Nous reprenons lI'exemple de la figure 3.2, avec ré&mes objectifs que ceux adoptés
précédemment. Nous rappelons le modéle entrée/shurtsysteme :

H =(3°(y0?) 5" (0°))
Et le modele de référence choisi :

Gy =(8°(0°) 87 (0°))
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Le calcul nous donne :

Ly = Pr, (AB# CAB)

opt+

La figure suivante représente I'état du system@it estimé qui sont parfaitement confondus. Gie g
prouve la bonne observation.

6 )
50 4 60 % -
45 - -
—_—— I::i __________ H
40 ; >0 —
o= 1"'
35 = o
30 __‘I - xl 40 n——’—“ ! X4
r--j “""'-%1 --..,_'L" TT Xy
25 t 30 -
) = X5 r——l—] Xz
20 | o N — N
15 [ —_— I“'_! “===% 20 ’u:: Tt s
) __."! Y= 3
‘-—-OI( ' X —— x
I = v
g | . 10 L= -
5 i:_..s.__f_ﬂ ----x3 x6
=
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

(a) (b)

Figure 3.15 — Représentation oest X

et en appliquant les résultats, nous avons le ceuetype retour d’état :
Koy =PI, (H %G, ;zf((AD LxC) B))
[(we) vope) oe) wie] wle] veie)
pe(w) volw) wiw) yelw) viw) valw]
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qui donne les transferts suivants :

_(Kopt(AEI LxC) B)*v

opt

() ()

\ree) (o)

c
|

*

y:CA*B(Kopt(AD LwC) B) v

opt
(1 () (1Y Jv=Guv
La figure suivante montre bien que ce type coat&dit plus performant qu’un retour de sortie,
puisque le transfert en boucle ferm@rgom rattrape le modeéle de référefgg plus rapidement.
Ceci ce vois au niveau de la figure3.16(a) puisgue ce type controle le transfegt(m .a atteint le

régime périodique exige par le transfert du medi référence, 4, juste a l'instant 11. Par contre,

le transfert du au contréle retour de sog;_iog , Cclest alinstant 16 qu'il rattrape ce régime.

60

I—f(

*—

50 ......... 50

el [~

40 40 ¢ — g:
— qu.:- 1 _* Gl I'y..‘.

30 *—I 30

]
A

N X L
gkc,-:'l )I(- 'xl w "
_ X=X —
20 | "8 20 ) * &n2

10 =1 10
U
0 aL > Y 0 > Y
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

(@) (b)

Figure 3.16 — Représentation Gg G, et G,

opt+
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Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté des méthadeda commande de graphes
d’événements temporisés dans l'algebre des diolaesdeux structures considérées sont la
commande optimale en boucle ouverte ou I'objedtifd® poursuivre une trajectoire ou d’'un
modele, en ajoutant au systéeme un précompensatésiia commande en boucle fermée par
retour de sortie ou retour d’état dans le mémeaij c'est-a-dire la poursuite d’'un modele.
Puis enfin, un contrdle de type retour de sortecasbservateur, dans le but de s’approcher au
mieux du comportement d’'un modele de référenceé adssi évoqué. Sachant que tout au
long de cette partie un exemple a été considénémm application pour illustrer notre
travalil.
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Conclusion

Dans ce mémoire, Nous avons présenté les travauwdes résultats relatifs a la
modélisation et la commande des systemes a évetendisarets dans I'algébre des dioides.
Il s’agit des systemes mettant en jeu des phénmsn@aesynchronisation que I'on retrouve
abondamment dans les systémes de production. utévolde I'état est représentable par des
éguations récurrentes linéaires, telles que l'atg€max;+) ou l'algébre (min;+). Depuis
I'introduction de cette théorie, de gros efforts @@ entrepris afin d'adapter les concepts et les
résultats de la théorie conventionnelle des systdméaires dans cette structure.

Dans un premier lieu, nous avons présenté lessoatdébriqgues nécessaires a la
représentation et a la commande des graphes did@etie temporisés. Aprés un bref rappel
sur les ensembles ordonnés et les treillis, unteegarportante est consacrée a la théorie de la
résiduation. Ainsi que I'application étoile de Kleequi joue un role clé dans le probleme de
synthese de lois de commande.

Le chapitre suivant est consacré a la modélisatéosystemes a événements discrets par
des réseaux de Petri et plus particulierement parsous-classe des réseaux de Petri : les
graphes d’événements temporisés. Ensuite, lesralitigs représentations des graphes
d’événements temporisés dans l'algebre des dio(desrésentation aux dateurs, aux
compteurs, par des séries formelles) ont été intresl

Puis enfin le troisieme et dernier chapitre, nanens présenté deux structures de
commande optimale vis-a-vis du critere juste a ®nh@a premiére est la commande en
boucle ouverte ou l'objectif est de poursuivre drsgectoire ou un modele, en ajoutant au
systeme un précompensateur. La seconde est nimaode en boucle fermée par retour
d’état ou retour de sortie avec ou sans observatens le méme objectif, c'est-a-dire la
poursuite d’'un modéle. Nous avons vu aussi quené&r@le avec retour d’état et le contrdle de
type retour de sortie avec observateur sont plufonpeant qu'un contréle avec retour de
sortie simple.

De telles structures de commande présentent uréimétamment dans le domaine de
la gestion de production ou le role des correctsynshétisés consiste a améliorer la gestion
des flux d’entrée d’'un systeme de production, oappbrter des modifications a certains
systemes.

Contrairement aux systéemes classiques, les syst&@rée8nements discrets ne peuvent
pas étre modélisés par des équations differerdidiépendantes du temps, d’'un point de vue
théorique, ce mémoire propose une solution altema ce probleme, nous avons présenté
en celui-ci un ensemble d’étapes primordiales pyuthétiser des lois de commande sous le
critere juste a temps pour ces systéemes. |l setatessant d’explorer le comportement des
commandes proposeées ici dans le cadre des sysigreesins et d’analyser la robustesse des
correcteurs synthétisés en dernier chapitre seapgertune.
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Annexe A

Nous présentons ici un ensemble de propriétés et des définitions (voir [Houssin, 2006],
[Hardouin, 2008], [Lhommeau, 2003], [Gaubert, 1992] et [Cottenceau, 1999] pour les

preuves).

A.1 Propriétés de I’opérateur =

Ci-dessous

nous rappelons quelques

propriétés

des fonctions

Six>X =@ X etP:x>x" =@ x“ Soit D un dioide complet. Va,b e D

k>0

k>1

a<a

a"<a

@)

=a"

a(ba)” = (ab)'a
(a®b) =(a’b)’a =b'(ab’) =(a®b)'a =b (a®b)

aa =a
(a+)+ — a+

(ab")* =a(a®b)”
(ab’) =e@a(a®b)
(a®b) =(a" ®b) =(a®b’) = (a'b’) = (@ ®b")*

En outre, lorsque D est commutatif

(a®b) =a’b’

Soit Ae D™ une matrice partitionnée en quatre blocs :

A:[ql
a'21

La matrice A" s’écrit alors :

|

8y,
a‘22

|

(A1)
(A.2)
(A.3)
(A4)
(A.5)
(A.6)
(A7)
(A.8)
(A.9)
(A.10)
(A.11)
(A.12)

(A.13)

a;l @ a:laIZ (a213;1312 @ a22 )*a21a:1 a:la12 (a21a;.€1a12 @ a‘22)*)

(a21a1*1a12 @ a22 )* aZIaII

(a21a1*1a12 (—D a22)*
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Théoréme. Pour commencer, la relation d’ordre du dioide complet D détermine la propriété
d’isotonie suivante Va,beD : a<b = a <b (A.14)

A.2 Propriétés des résiduées des applications L, et R,

Propriété 1 Soit un dioide complet.

a wx=a w(a wx) (A.15)
ax=a w(ax) (A.16)
a wx=a(a wx) (A.17)
a wax=ax (A.18)
xsa =(xza)zsa (A19)
xa' =(xa)sa (A.20)
xza =(xza)a (A.21)
x#a#b=xs(ba) (A22)

Propriété 2 Soient D un dioide complet et Ae D™ et Be D™ deux matrices. Alors

Ax A et B # B sont des matrices dans D™" vérifiant

As A=(AxA)

BsB=(B~#B) (AZ3)

Propriété 3 Soient D un dioide complet, Ae D" ,M e D”Pet N e D™ trois matrices.
Alors Ax(M’A) et (AN") # A sont des matrices dans D™" vérifiant

Ax(M"A)
(AN") # A

(M"A)x(M7A) = (Ax(M7A)
(AN")#(AN") = ((AN")#A)

(A.24)



Annexe B

B.1 Notions sur la théorie des graphes

/. /! . /\ g

| ' [}
'( are .( HUele ‘\' ______4,——”. Kk\xi/d___,_ﬂ—r

Figure. B.1: Un chemin. Figure. B.2 : Un circuit élémentaire. Figure. B.3 : Composante fortement connexe.

Nous rappelons ici quelques définitions issues de la théorie des graphes. Nous donnons
¢galement D’interprétation, en termes de chemins d’un graphe, des puissances de matrices

carrées calculées dans les algebres (max,+) et (min,+) [Hardouin, 2008].

B.1.1 Définitions générales

Graphe orienté Un graphe orienté est un couple (v,&) ou v est un ensemble de sommets et

& cvxv estun ensemble d’arcs orientés.

Graphe valué Un graphe orienté pour lequel tout arc (j,i) € & est muni d’un poids noté a; est
appelé graphe valué.

Représentation graphique On représente généralement les sommets par des points et les arcs
orientés par des fleches. Le poids des arcs figure sur chaque arc.

Graphe connexe Un graphe orienté est dit connexe si pour deux nceuds i et j quelconques
du graphe, il existe une séquence (i, i,,...,i,) telle que pour tout j =1,..., p—1soit (i;,i,,) ¢ ,
( J+l’| )E &,

Graphe fortement connexe Un graphe est dit fortement connexe si pour deux nceuds i et |
quelconquesi ~ j.

B.1.2 Graphes et matrices (max, +)

Nous rappelons ici quelques aspects du lien entre cheminements dans un graphe et
calcul matriciel dans (max,+)ou(min,+).

On rappelle que le dioide R correspond a I’ensemble R U{—oc} muni de ’opérateur

max

max pour la loi additive @ et 1’addition classique + pour la loi multiplicative.
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Graphe de précédence d’une matrice(max,+) SoitAeR]". Le graphe orienté valué,
composé den sommets et tel qu’il existe un arc (i, j) de poids A; siA; # &, est note G(A) et
appelé graphe de précédence associé a la matrice A.

iy
7

RN

ay
A
\ |
- a5

Figure. B.4 : Graphe associé a une matrice.

Matrice irréductible Une matrice AeR, D est dite irreductible si G(A) est fortement

aX

connexe, sinon, A est dite réductible.
Interprétation de A“en termes de chemins de G(A)

L’¢lément A; doit étre interprété sur G(A) comme le poids d’un chemin de longueur 1

allant du nceud j au nceudi .

Ecrivons (A?); dans le dioide R, :

(AZ i = éAk ® A(j

L’interprétation dans 1’algebre usuelle de cette méme expression est
(A%); = '\ﬁ'éx(‘\k +A)

L’¢lément (i, j) de la matrice A> (calculée dansR™") correspond donc au poids

ax

maximal des chemins de longueur 2 allant du nceud j au nceudi .
De fagon générale, soit Ac R .
(Ak)ij =poids maximum de tous les chemins de longueur k allantde j a i dansG(A).

Naturellement, I’expression des exposants A*d’une matrice carrée de R:" devient :

(Ak)ij =poids minimum des chemins de longueur k allantde j a i dansG(A).
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Poids moyen maximal des circuits de longueur k et lien avec le rayon spectral Partant

nxn

de I’interprétation précédente, pour une matrice Ac R, ,

(A), = poids maximum de tous les circuits de longueur k passant par le nceud i:

En conséquence,

(—B(Ak)n poids maximum de tous les circuits de longueur k du graphe G(A):
i=1

Cette expression est simplement la trace de la matrice A* et est notée tr(A“) .

le poids moyen maximal des circuits de longueur k s’obtient en divisant, dans ’algébre
usuelle, tr(A“) par la longueur de ces circuits, c’est-a-direk . Ceci se réécrit dans le dioide

RY,
1
tr(A*)k =poids moyen maximal de tous les circuits de G(A) de longueur k :
Lorsque A est irréductible, on peut donc faire une interprétation du rayon spectral p(A)
défini par

1
k

p(A)zg-iB tr(AY)

Si AeR[ est irréductible, le graphe de précédence de A est fortement connexe et ne

peut donc pas avoir de circuit élémentaire de longueur plus grande que n. Le rayon spectral de
A fournit alors le poids moyen maximum de tous les circuits du graphe G(A) .

Remarque Dans le cadre de la modélisation des GET sur le dioide R

1
autonome X (k) = AX (k —1) . La valeur de tr(A*)* correspond alors pratiquement au temps de

cycle maximum de tous les circuits de longueur k du GET. Aussi, lorsque le GET est
fortement connexe, c’est le circuit le plus lent qui impose (en raison de la synchronisation
avec tous les autres circuits) son temps de cycle.

on a en régime

max ?

Dans ce cas, le rayon spectral de A fournit le maximum des temps de cycle de
I’ensemble des circuits du GET, et donc également le temps de cycle général du graphe.
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C. MinMaxGD : librairie de Calcul dans le dioide M y,5

C.1 Introduction

La librairie MinMaxGD (Disponible librement a [I’adresse Www.istia.univ-
angers.fr/~hardouin/outils.html ) [Hardouin, 2008] se présente comme un ensemble de
routines écrites en C++, liées au logiciel Scilab (Le logiciel Scilab est disponible a I’adresse :
www.scilab.org ). Cette librairie permet de manipuler des séries rationnelles dans le dioide

ax 7/,6.

in

Notons également que le groupe Max Plus de I'INRIA a également développé une
librairie pour Scilab, permettant le calcul dans le dioideR__ . (Cette librairie est disponible
librement a I’adresse www.scilab.org/contributions . Plus récemment un site dédié a I’algebre
Max Plus a été développé par 1’équipe Max Plus de ’INRIA : www.maxplus.org , le lecteur
trouvera de nombreuses informations (cours, articles, logiciels,...) concernant I’algebre Max
Plus sur ce site)

Dans la suite de cette annexe, on trouvera I’ensemble des scripts Scilab utilisés pour
effectuer les calculs des différents exemples de ce mémaoire.

MinMaxGD reconnait les types élémentaires suivants : type série (noté séries) et le type
matrice (noté smatrix) correspondant au dioide M:* ¥, . MinMaxGD reconnait les

opérations algébriques de base suivantes (pour deux élémentsa,b e M 7,6 ).

opération Syntaxe
S atb
(somme)
® a*b
(produit)
7 alb
(résiduation a droite)
x a\b
(résiduation a gauche)
* stargd(a)
(étoile de Kleene)
Pr, prcaus(a)
(projection dans les causaux)
A a™b
(inf)



http://www.istia.univ-angers.fr/~hardouin/outils.html
http://www.istia.univ-angers.fr/~hardouin/outils.html
http://www.scilab.org/
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http://www.maxplus.org/
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Script scilab

cle

/linitialisation des matrices
A = smatrix(6,6);

B = smatrix(6,2);

C = smatrix(1,6);
v=smatrix(2,1);
i=smatrix(2,1);
/laffectation des valeurs des matrices
A(1,2)=series(eps,[1 0],e);
A(2,1)=series(eps,[0 2],e);
A(3,4)=series(eps,[1 0],e);
A(4,3)=series(eps,[0 5].e);
A(5,2)=series(eps,[0 1].e);
A(5,4)=series(eps,[0 3],e);
A(5,6)=series(eps,[3 0].e);

A(6,5)=series(eps,[0 2].e);

B(1,1)=series(eps,[0 1],e);

B(3,2)=series(eps,[0 2],e);

C(1,6)=series(eps,[0 0],e);

i(1,1)=series(eps,[0 0],e);

i(2,1)=series(eps,[0 0],e);

v(1,1)=series(eps,[00;10; 20 ; 3 %inf],[0 %inf]);
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v(2,1)=series(eps,[00;10; 20 ; 3 %inf],[0 %inf]);

z = series(eps,[0 12 ; 1 27 ; 4 32 ; 5 %inf],[0 %inf])

/I Calcule du transfert

H = C*stargd(A)*B

/I[Commande en boucle ouverte
u_opt = H\z

y = H*u_opt

//Synthése d’un correcteur de type précompensateur
Gref=H

P_opt = H\Gref

y=H*v

u=P_opt*v

y=H*u

/I Le mode de référence

Gref = [series(eps,[0 6],[1 5]) series(eps,[0 12],[1 5])]

/ICommande en boucle fermée retour de sortie

F = H\Gref/H
F_opt = prcaus(F)
/I le transfert en boucle fermée

G_F_opt=H*stargd(F_opt*H)
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//Commande en boucle fermée retour d’état
K = H\Gref/(stargd(A)*B)

K_opt = prcaus(K)

/I Vérification si les correcteurs sont relies

F_opt=K opt/C

/I Le transfert en boucle fermée

G_K_opt=H*stargd(K_opt*stargd(A)*B)

/lcommande en boucle fermée avec observateur

// L état du systéme la consigne est une impulsion

x=(stargd(A)*B)*i

// gain d’observation

L = (stargd(A)*B)/H

L_opt = prcaus(L)

//I'etat estime

xx=stargd(A+(L_opt*C))*B*i

/I Le correcteur avec I'observateur

K = H\Gref/((stargd(A+L_opt*C))*B)

K _opt = prcaus(K)

/I Transfert en boucle fermée avec observateur

G_K opt=H*(K_opt*((stargd(A+L_opt*C))*B))
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