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Introduction Générale

En théorie analytique des nombres, on étudie souvent la répartition sur 'intervalle [0, 1|
de la suite des parties fractionnaires {as} quand s parcourt les termes d’une suite donnée
d’entiers naturels o a un nombre réel irrationnel. L’étude consiste a établir des formules
asymptotiques qui donnent la quantité des termes {as} vérifiant 0 < {as} < 0 pour s < N
ou N est un entier naturel assez grand et ¢ un réel tel que 0 < 6 < 1.

Quant a la théorie additive, on étudie I'opération d’addition des termes d’une suite
donnée d’entiers naturels. Cette étude décrit les nombres obtenus comme résultat de I’ad-
dition d’un nombre fini K de termes de la suite considérée et étudie le cas ou on obtient
tous les entiers naturels ou tous les entiers naturels assez grand. Si une suite donnée A,
par addition de K exemplaires d’elle méme, donne tous les entiers naturels, on dit qu’elle
est une base d’ordre K. Par exemple la suite des carrés parfaits, d’apres Lagrange, est une
base d’ordre quatre.

Les sommes trigonométriques étendues a des suites d’entiers naturels représente un
outil efficace & la résolution des probléemes de la théorie des nombres cités ci-dessus. Le
mathématicien russe I.M Vinogradov a élaboré des méthodes d’estimation non triviale
de ces somme, ce qui lui a permis de résoudre beaucoup de problemes de la théorie des
nombres. En effet, a titre d’exemple, il a établi la formule asymptotique suivante :

H =6 TI(N) + O(NY)

1

1 3

avec Y = ( + ;) + N702HE of elosM)® < ¢ < N8N oy H est la quantité des
q

nombres premiers p inférieurs ou égaux a N tels que 0 < {ap} < 4.

En utilisant ces sommes trigonométriques, I.M Vinogradov a donné la solution au pro-
bleme ternaire de Goldbach et au probleme de Warring, il a montré alors que tout entier
naturel impair assez grand est somme de trois nombre premiers et que pour tout entier
naturel IV assez grand on a N = 27 +-- -4z} si k est a l'ordre nlogn . Les solutions de ces
deux problemes montrent que la suite des nombres premiers, en considérant un (1) comme
un terme de cette suite , est une base d’ordre quatre pour les entiers naturels assez grand
et que la suite ((xl)” )leN des puissances n"™¢ des entiers naturels est une base d’ordre k.



Introduction Générale

Dans le présent mémoire au chapitre deux on expose I'une des méthodes d’estimation
d’I.M.Vinogrdov ou on obtient une majoration par la quantité

N(logN)Q\/1+q+1+U

g N U N’
avec 1 < U < N, U’ < ¢U et ¢ une constante positive, de la somme trigonométrique

> S e?™ew guand chacun des deux facteurs u et v parcourt, indépendamment de
ww<U’ v<Nu~1
I’autre, une suite croissante d’entiers naturels. Au chapitre trois on applique cette méthode,

a titre d’exemple, & la somme trigonométrique suivante 3. €*™*? quand p parcourt les
p<N

/1 1
nombres premiers a fin de la majorer par N'*¢ < -+ % + H> ou H = 0P VIeN of ¢
q

un réel strictement positif.



Chapitre 1

Fonctions arithmétiques

1.1 Généralités

Définition 1.1.

On appelle fonction arithmétique toute fonction définie sur I’ensemble des entiers naturels
non nuls N dans ’ensemble des nombres complexes C.

Définition 1.2.

Une fonction arithmétique 6 est dite multiplicative si elle n’est pas nulle
et si 0(ab) = 0(a) O(b) toutes les fois que a et b sont premiers entre eux.
Remarque : Toute fonction multiplicative 6 vérifie 6(1) = 1.

Preuve : 6 étant non nulle donc 3 a € N* | 0(a) #0
O(a) =60(a.1) = 6(a) 6(1)
fa) #0 = 6(1)=1

Exemple 1.

S

Soit s € C, on définit la fonction arithmétique 6 comme : Va € N*, 0(a) = a®.
Alors 6 est multiplicative.
En effet, la fonction 6 n’est pas nulle, puisque 6(1) =1° =1 et 0(ab) = 0(a) 0(b)
pour tout a et b donc en particulier pour a et b premiers entre eux.
Exemple 2.
La fonction @ définie par Va € N* | §(a) = 1 est multiplicative.
1/ Puisque 6(1) =1 donc 6 n’est pas nulle,
2/ 0(ab) =1 et O(a) O(b) =1.1 =1 donc O(ab) = 6(a) O(b) .

(1) et (2) entrainent que @ est multiplicative.

Proposition 1.
Soient # une fonction arithmétique multiplicative et a = p* --- pi* (décomposition

canonique de a), on a alors la formule suivante :

> 0(d) =

d\a i

(1+0(p;) +---+0(p5"))

=8



Chapitre m Fonctions arithmétiques

Démonstration :
Soit ¢ € {0,1,...,t}, on pose I,, € {0,1,...,a;} et on définit 'application ¢ de produit
t

cartisien [] I,, dans I'’ensemble D des diviseurs de a comme suit :
i=1

: B B B
v(ﬁlv”'aﬁt) S l:[lfai 3 §0<51,...,ﬁt) :pll p22 ptt

t
L’application ¢ est injective, en effet soient (8- -- 3;) et (y1--- ) dans I 1., tel que,
i=1

(B, B) = o,y ), c-d-d Pt psr plt =p]t pP - Pt
Soit j € {1,...,t} alors

Bi—1  Bj+1 Vi—1  Vj+1

6. .
P P A el = 0P prE e )

ﬂ. . . . . 6.7 B
= /Pl PP e plt) et pl (ot o e )

= 9 |p/ et p|p/
= pf-j _ pj-j

= /8]:7] V]G{l,,t} = (Bla"'aﬁt):<717"'7/yt)
D’ou ¢ et injective.
L’application ¢ est surjective par construction donc elle est bijective.

La multiplication étant distributive par rapport a I'addition donc :

(14+0(p1)+0(p2)+- - +0(p5)) -+ (I+0(pe)+ - +0P5) = X -+ X 0)") - 0(p)*

0<p1<a 0<Bt<ay

Comme 6 est multiplicative donc

Y ) ) =Y e 0 - Py
0<p1< 0<Bt<a 0<p1< 0<Bt<at

= > o 0l
(Blr“ngt) EH Iozi
1=1

L’application ¢ étant bijective donc

S 0P = X 0(d)
(517---75t) € H Io‘i d ‘ a

=1

D’ou la formule voulue.



Chapitre m Fonctions arithmétiques

Proposition 2.

Soient # une fonction arithmétique multiplicative et 6; une fonction arithmétique définie
par :

Va € N*, 01(a) = 32 0(d)

d\a
Alors #; est multiplicative.
Preuve :
1. Ona 6,(1) = ( ) 6(1) =1 donc ¢, n’est pas nulle.
d\ 1

2. Soient a = p{* - Jb=g" .- q% avec (a,b) =1
a et b étant premlers entre eux donc Ply- 3Pt e,y - - -, Qs sont deux a deux distincts,
par conséquent ab = pi* - - - pi* qlﬁ L. g% est la décomposition canonique du produit
ab.

Donc d’apres la proposition 1, on obtient 1’égalité suivante :

O1(ab) = 3 0(d)

d\ab
:g L+ 0(p) + -+ 0(p)) }3( H0ay) -+ 0007)
= (@) (500)
:61(a Ql(b)

D’ou la multiplicativité de 6.

1.2 La fonction 7 de nombre de diviseurs

Définition :
La fonction 7 est la fonction arithmétiques définie par

7(a) = dz‘:a 1

Remarque : D’apres la formule, 7(a) désigne le nombre de diviseurs de a.

Corollaire.
La fonction 7 est multiplicative.
Preuve :
1. 7(1) = > 1=1%#0 donc 7 n’est pas nulle.

a1
2. On considere la fonction multiplicative 6 définie par 6(a) = 1 Va € N* (exemple

2 de 1.1), on a alors 7(a) = > 1 = Z 6(a). Donc d’apres la proposition 2, T est
d|a
multiplicative.



Chapitre m

Fonctions arithmétiques

Proposition 1.

Soit a € N* dont la décomposition canonique est a = p{*

suivante :
Preuve :
Ona: T(a) =%
d\a
t
=11
i=1
t
=11
i=1
¢
=1I
i=1

Théoréme 1.1.

Pour tout couple (a, b) de (N*)?

Démonstration :

a=pr*
a) 7(b) = 7(ab)

Si pged (a,b) =1 alors 7(

7(a) = (a1 +1) -+ (x+1)
f(a) ou f(a)=1 VaeN*
(1 +0(p;) + -+ 0 ))
(1+1+---41)

(1+ ai)az "

, on a l'inégalité suivante :

7(ab) < 7(a) 7(b)
cpft, b=g" g

puisque 7 est multiplicative.

Si pged (a,b) =p/* -+ p)=¢q/"--- ¢ ou v = min(a;, B)
alors ab=pM TP ... porthr Pttt qrﬂﬁl gl
T(ab) = E (a6 T1 (1+09) i1f1+1(1 +53)
r(@r0) = [10+a) 0+5) 11 (1+a) I (0+5)
- g (14 a; + B + a; B1) i1f[+1(1 tag) I (1+6)
Ona 14+ +8i+a;3) > (14 +5i)

Dot 7(ab) <

T(a) T(b).

- pft, on a alors la formule



Chapitre m Fonctions arithmétiques

1.3 La fonction u de Mobius

Définition :

La fonction arithmétique p de Mébius est définie comme suit :

0 si a est divisible par un carré parfait
p(a) = (=1)F sia=pi---pp tel que i#j = p; #p;
1 sia=1

Proposition 1.
La fonction p est multiplicative.

Preuve :
1. u(1) =1 = p n’est pas nulle.

2. Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux alors si I'un d’eux est divisible
par un carré le produit ab Uest aussi donc p(ab) = p(a) p(b) =0.

Si a est produit de t facteurs premiers deux a deux distincts et b est produit de s
facteurs premiers deux a deux distincts alors ab est produit de ¢+ s facteurs premiers
deux & deux distincts donc p(ab) = (—1)" = (=1)" (=1)* = u(a) u(b).

De (1) et (2) on obtient la multiplicativité de .

Proposition 2.
On a la formule suivante :

Zu(d):{o sia>1

P 1 sia=1

Preuve :

(623

Si a>1 avec a=p{* - - p est la décomposition canonique de a,

alors leal,u(d) = iﬁl (1 + pu(pi) + p(P}) + - + p(pd) )
= Zﬁl (1+p())

Or :u(p1> - (_1)1 = —1 donc Vi € {17 e 7t}7 1+ :U’(pz> =0
t

Dot I (1+u(pi)) =0.

i=1
Sia=1 alors
5 pu(d) = p(1) = 1.

|1

10



Chapitre m Fonctions arithmétiques

Théoréme 1.2.

Soient d1,---,0, n entiers naturels non nécessairement distincts, et fi,---, f, n
nombres complexes. On considere I'ensemble D = {d eN"/3ie{l,---,n}, d|o }
des entiers naturels non nuls dont chacun d’eux divise au moins un 9; avec 1 <i <n.

Onpose S'= > fi etpour deD, S;= > f;

1<3i< 1<i<n
;=1 als;
On a alors la formule suivante :
S’ = Z /J(d) Sd
deD
Démonstration :
D’apres la proposition 2, on a pour tout ¢ € {1,---,n},

fz‘dz;ilﬁ(d)—{o si 6 41

Ce qui permet alors d’écrire

S'=f Y wd)+ f2 > pld) -+ fu > p(d)

d| oy d|da d|dn
de D de D deD
Soit j € {1,---,n}, on consideére 'ensemble {dy;,dy;,---,ds,;} de diviseurs de §;

et Tensemble E= J I; ot I; = {(1,5),(2,7),--, (55, 7)},
j=1

ona ji #jo = I;,NI;, =@ donc la famille {Iy,---,I,} est une partition de E par
conséquent

S1

= X owldy)fi+ 4+ X pldiy) fi
(tj)eh (4,5) € In,

= X pldy) f;
(i,j) EE
On définit sur E une relation binaire R comme suit

V(Z,]) cF , (i/,j,) € E, (Z,j)R(Z/,j,) = di]’ = di/j’
alors R est une relation d’équivalence.
Soit 'ensemble £/r = {Dy, Dy, -, D,,} de classes d’équivalence modulus R.
E/r étant une partition de £ donc :
S'= ¥ pldy)fi+ X pldy)fi+-+ X wldy) f
(4,3) € D1 (4,5) € D2 (4,j) € Dm

11



Chapitre m Fonctions arithmétiques

Soit 1 <k <m, alors V(i,j) € Dy, V(7,j') € Dy, d;j =dyj =dy
Donc

S'= ¥ pld)fy+ -+ 2 pld) f

(i,4) € D1 (4,4) € Dm
= X opld) fy - X pldm) f
dij=d1 dij=dm
=pld) X fi 4 A opldn) XS
dij=di dij =dm

= p(dr) Say + -+ + pdm) Sa,,
= > u(d) Sq
deD

12



Chapitre 2

Méthode de Vinogradov d’estimation
des sommes trigonométriques

2.1 Définition et exemples

f et g deux fonctions définies sur R a valeurs respectivement dans C et RT.

On écrit f(z) = O(g(x)) (ou flz) < g(x)) si

IM >0, |f(x)|<Mg(z) x40
Exemple 1 :

f(x) =izxzsinz et g(z)= ;x

On a flz) < g(z) (f(:v):O(g(x)) quand {E'—>+00)
En effet ‘f(x)’:|ixsinx|:x|sinx|§a::2g(x)

Donc f(z) < g(z) (ou f(z) = O(g(:c)) quand z — —i—oo)

Exemple 2 :
Soit € > 0, alors logr < ° quand z +— 400

1
En effet logz® <2°® = cloge <z° = logx < —z°
€

1
Donc dM =—, logx < Mz¢ dou logx <« x°

€
Remarque :
1. Si xgrfoo chg)) =0 alors f(z) < g(x) (g(x) > O)
f(@)
En effet, pour ¢ >0, 4A>0, 2> A = <e
9(x)
f(x)
—Zl<e & | f(r)|<eg(r) donc f(z) < g(x).
g(x)
i : . o o flx)
2. La réciproque n’est pas toujours vraie, c’est-a-dire f(z) < g(x) # 1:}111 @) 0.
x o g(x
. 1 ) ixsinx .
Par exemple izsinz < 3 xr cependant lim I n’existe pas.

> =
Z —+00 21‘

13



Chapitre E Méthode de Vinogradov d’estimation des sommes trigonométriques

2.2 La fonction de la partie fractionnaire
Soit z un réel. On appelle partie entiére de = l’entier relatif qu’on note [z], tel que
2] <z < [2]+1

On définit la fonction de la partie fractionnaire {-} comme suit

Pour tout réel z, {z} =z — [z]

Exemple : [52]=5 et {52} =52—[52]=52-5=0.2
[<6.1] = —7 et {—6.1}=—6.1—(=7)=—6.1+7=0.9

La fonction {-} définie sur R a valeurs dans [0, 1] est périodique de période 1,
VeeR, {z+1}={z}

On a donc pour tout entier m et z dans R, {x +m} = {z}.

1

i
-1 3
FIGURE 2.1 — Graphe de la fonction {-}

2.3 La fonction de plus proche entier

On définit la fonction de plus proche entier qu’on note ||-|| comme suit

1
R 0, =
s R Jo, 5]

r — ||z ]= min ({x}, 1-— {x})

1

x Si 0< {2z} <=

On a donc |z ||= ey 1 t} 2
1—{x} Sl§<{]}}<1

||z|| est la distance entre x et le plus proche entier relatif.

Exemple : | 5.2]|=min(0.2, 1 —-0.2) =min(0.2, 0.8) =0.2
| —6.1]] = min(0.9, 1 —0.9) = min(0.9, 0.1) = 0.1

14



Chapitre E Méthode de Vinogradov d’estimation des sommes trigonométriques

Propriétés de la fonction |- | :
1
LVeeR, 0<z|<; et Voe (-1, 3] llzll=1=].

2. La fonction |[|-|| est périodique de période 1.

3. Pour tout entier m, la fonction ||-|| est symétrique par rapport a x = m — % sur

I'intervalle [m — 1, m] et par rapport a x = m sur [m — % , m+ %}

-1 =1 | 3 2

FIGURE 2.2 — Graphe de la fonction ||-|

2.4 Approximation d’un réel a un rationnel

Les estimations qu’on obtient par la méthode de I.M. Vinogradov sont en fonction de
I’entier naturel ¢ défini dans le théoreme de Dirichlet suivant :

Proposition. ( Théoréme de Dirichlet )

Soit  un nombre réel. Il existe deux entiers a et ¢ avec (a,q) = 1, un réel 6 tel que

a 0
0]<1 et a=—+—.
q q
Démonstration : La démonstration se base sur le principe des tiroirs

Quand on met (¢ + 1) objets dans ¢ caisses (¢ > 1) alors I'une au moins de ces caisses
doit contenir au moins deux objets.

Soit t un entier naturel non nul. On considére les t intervalles suivants [0, % [, {1, % {, s {
t Thk—1k
onadonc [0,1][= U [,[
k=1 t t
t Thk—1k k—1 k
Ona Vxe{0,---,t}, {az} e U t’t[ donc il existe un intervalle {t’t{
k=1
qui contient deux réels {az1} et {axy} parmi les t + 1 réels 0, «, 2a, -+, tav .
On a donc P " P .
Tg{ax1}<¥ et Tg{a$2}<g
1 1
Donc —¥<{a:p1}—{am2}<€
Or {ole}—{axg}:(aml—[axl])—(axg—[ozxg])
:oz(xl—xg)—<[ozx1]—[ax2])
=aqg—a ou q=(r;—x3) et a=|ax]—[azx]

15



Chapitre E Méthode de Vinogradov d’estimation des sommes trigonométriques

1 1 1 a 1
Donc ——-<aq—a<- = —<a-—-<—
t t qt q qt
1 a 1
Donc pour tout t =¢q ona —— <a —-<—
q q
1 a 0
:’a—‘<2¢a—:2 avec |0]< 1
q q 9 q
a 0
=>C¥_*+*2
9 q

Théoreme 2.1.
Soient o un réel et U un entier tel que U > 1, on a alors I'inégalité suivante :

U , 1
z e2mau S min U, -
u=1 2]«
Démonstration :
1
Si « est entier alors ||« ||=0, donc min (U, H”) = U par conséquent
o'
U , 1
S oe?mou) < J =min (U, — |.
u=1 vl

Regardons maintenant le cas ou « n’est pas entier :

U )
S = Y e?mMau ot la somme de U termes d’une suite géométrique dont le premier terme

u=1
est €2™ et le U™ terme est €27V de raison e?™*, on a donc
. e 2mia _ , 2mia (U+1) | e 2micr _ o 2miax (U+1) |
Z e iU — . — .
=1 1 — e2mia |]_ _ 627rza|
2
— | 1 — e2mia |
On a |1 —e?™| =]1— (cos2ma + isin2ma)|
=|1—cos’ra + sin? ra + i 2sin ma cos T

=|2sin® ra + 21 sin Ta cos T |
= |2sinmwa| |cosTa + @ sinTa |

=2|sin7a|.1

= 2|sinmwa|
. 1
Donc Yoeman < ————
u=1 | sin T |

16



Chapitre E Méthode de Vinogradov d’estimation des sommes trigonométriques

™

t
La fonction réelle —— définie sur }O, g] étant croissante donc pour tout t € ]O, 5}

1
Donc pour a non entier, ona 0 < ||a||< 5 ouencore 0< Jalr< g il s’ensuit alors

M < al ce qui entraine l'inégalité suivante :
sinf| af| m — 2
1 1

sinflaflm = 2|«

Il reste a montrer 1'égalité |sinma|= ‘ sin ||«| 7T‘
On a . )
{a} si{a} < 5 a—[a] si{a} < 5
[all= 1 = 1
1 —A{a} si{a}>§ 1 —oa+[of si{a}>§
1
sin <7ra - W[a]) si{a} < =
. B 2
Donc  sinljal|m = 1
sin (—7wa+(1+[a])r)  si{a}> 5
L
= { S?H?TO( = *+ sinma
+ sin o
D’ou ‘ sinHaHW’ = |sinma|
U , 1 1 1
Conclusion S elmien| < = <
izt [sinma | |sinfafx| ~ 2l
Théoréme 2.2.
1
Soient p un réel tel que 0 < p < 3 et xg, 21, -, Tk une suite de (K +1) réels tels que

|z — || > p pour tout k et k' tels que 0 <k #k <K

et ol < min ( Jfar]l, -, ol )

On a alors
(1) Vke{l,--- K}, [z #0

K

2) X

< ptlog (K +1)
E=1 |zl

17



Chapitre E Méthode de Vinogradov d’estimation des sommes trigonométriques

Démonstration :

N —

On peut supposer, sans restreindre la généralité, que pour tout k, |xj| <

donc ||zg|| = |xx| pour tout k.

On ordonne les réels x; comme suit :

xi_KQ<"'<xi_2<xi_1<$0<yi1<xi2<"'<IiK1
Yooy < - < Y2 <Y1 <Y <Y1 <Y <--<Yg,
(xij =y et x;_; :y*j>

Ol\lKl—i-Kg:K.

(1) Pour tout k et K" (kK #K'), ||ye —yi || > p, en effet

V

Si ka—yélﬁi alors  [ye —yp | = llye —yill = p
SUlp—vhl> 5 alors fue—sh|> skl 2 0
On a donc |y; —yo| > p par conséquent |yi|+|yo| > p
Comme || zo || = | yoll < min ([l1],---, wk]| ) donc
20l 2 il +1wl = p = [l = 5 >0

Dot |yi|=[lsal|#0 et |y|# Oavecke {1, -, K}

De la méme maniere, on démontre |y_1|# 0 donc |y_x|# 0 Vk=1--- K.
K 1 -1 1 K 1
(2) = X

= el k=" luell &= (el

-1 1 Ky 1

= X + X
k=15 | Y | =1 | Y|
L. 51

L’estimation de :

=1 |y |

1 .
Vk€{17"'7K1}7 O<yk§§ donc vZ€{17"'7‘[(1}7 ’y1+1_y2|: Hyl+1_yl||

k—1
Ona [0,ys[=1[0,v1] U ( U [v, yHl[) et l'intersection deux a deux des intervalles
i=1

[y, Yir1[ est vide donc

£ p K p 1
el = 1ol + X v —wil > 5+ p=+(/{:—1)p:p<k—)
=1 2 =1 2 2
K 1 K 1 K 2
Donc i < i — =p ! :
=1 |yl k=1 p(k—%) =1 2k —1
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On considere la fonction réelle f définie par

vxeR_{;}’ f<x>:2:132—1

K 2 K2 K
on aura alors 1;::1 or 1 < f(l)—i—/1 2x—1d$ = f(1)+log|2x — 1| )
= 2+1log (2K, —1) < 2+ log 2K,

= 2+log2+1log K1 < 3log K7 < log (K +1)

De la méme fagon, on obtient

-1

— L log (K +1
o 2Tk -1 g ( )
K
Dou X < ptlog (K +1)
k=1 | |
Corollaire.
K 1
Ona < ptlog p!
=1 [z

Preuve :
1
Ona Vke{l K}, |ul>p(k-3)

Théoréme 2.3.

a 0

Soient a, U, [ trois réels tels que a = — + — ou « et ¢ deux entiers tels que
qa g

pged (a,q) =1, |0 <1 et U>0.

Alors pour tout entier £ > 1, on a

K
me(U, M) < (Kq'+1) (U+qlogq)
k=1

Démonstration :
1
Sig<3, min(U,) < U < U-+gqloggq
lak+ B
K
< §<U+qlogq)

IN

3 (?—i—l)(U—i—qlogq)

19
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<3 ({j—i—l)(U—i—qlogq)

K
< (—I—l) (U—I—qlogq).
Si ¢ >4, on aura

q
= , (U 1 ) - . (U 1 )
min (U, ——— | < min (U, ————
1<k<K |k + 3 1<k |ak+ 3]
1

<

+ X i (U ! >+ + > i <U )
min { U, == min (U, ————

f<k<24 lak+ 8] (m-1)4<k<m3 |ak+ 8

Ou m un entier défini par (m — 1)% < K < m%.

Soit s un entier tel que 2 < s < m, alors I'estimation de la somme A, s’obtient de la

1
méme maniere que >, min | U, )
1<k<d ( |ak+ 3]
O A S m (y ! )
u A= min (U, ——— | .
(s=1)§<h<sd |ak+ 3

En effet, posons k' =k — [(s -1) g]

Si k:[(s—l)g}—kl alors k' =1

Si k:[sg] alors k’:[s

q
2
1) le-v3) -

2} - et fent)
() {0
e {emnth- ()

Si ¢ est pair alors {(s—l)q}:{sq}:o
2 2
Si ¢ est impair alors {(3—1);]}:(2] et {82(1}:0
o flemngp=o e (5= {3

Donc
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On a
|ak+ B = Ha (k’+(s—1 ‘2]) +BH
= Hak’+0z[(s—1 g}+ﬁH
= llak’+ G
ol ﬁlza[(s—l) ]—1—5
1
Donc AS: Z min<U,)
<4 lak+ B
Estimation de la somme min(U, 1) :
<k<i lak+ Bl

On considere la suite z, =ak + ;7 ou 1<k < {g}

et on pose To =z, X1 =Ziy 5, Tk = 2y, ou K = % -1
tel que lzoll < min (s ], - o).
1
Montrons que ka—xk:HZQ— pour 0 <K <k <K
q
1
c-a~d Iz — 2z || > =— pou1r1§k’<k§g
2q 2
/ a " 0 " " q
Ona 2z —2w=(ak+p) — (akl+p) = -k + 5k avec 1<k §§
q q

Effectuons la division euclidienne de ak” par ¢ on obtient alors ak” = bq+r avec
1<r<q—1 (parce que (a,q) = 1)

Donc p p 0
Ek//+72k// _ Hb—f-r—f—QkH _ f+72k//
q q q q q q
T 0 T 0 r 0 1
S PR~ Bl L
0 0 1 0
et f%——21{:” = 1—f+ 2k” si f§i+—2k‘”<1
qg q qg q 27q ¢
0 0
Dans le premier cas on a Hr + —2]{:” i + Gk//
q q q q
et on a Y
f_i_ﬁk// > f _‘Qk” >i_k7>f_i>l_i:i
q ¢ ~lq q? T q ¢ T q 29 q 2q 2gq
0 0 2 _qgr—0FK
Dans le deuxiéme cas on a i—{—714,"’ :1—f+—2k‘”: g q7°2
q q q q q
o C—ala=D=92 _ @-d+q-p ¢
- q q 2
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. e L
na min (U, ——— | = min (U, ———
1<k<y ok + B k |z ||
1 [4]-1 1
= m1n< ) + Z min <U, >
[ o || [z |
[4]-1 1
<U+ > min (U, )
k=1 |2 |
: -1 ]
A la somme Z min ( Tzel ) on applique le théoreme 2.2 avec K = [2] -1

1
et p = —— , on obtient alors
2q

e
22 mm( Tzel > < pllog(K+1) < qloggq
k=1

1
D’ou min (U, —— | < U+qlo
1<k<i < Hak+51H> 108

Conclusion

K 1 K
> min (U, ) < <+1> U+qlo
( Tak+ 5| g (U+qloga)

Corollaire 2.1. (généralisation)

Soit Ky un entier tel que Ky > 1 alors
Ko+K 1 K
Z min(U, > < <+1>(U+q10gq)
o Tak+ B8] g

Preuve :
On fait le changement de variables suivant
k=k"+ K,
alors k=Ky+1 = k'=1
k=Ky+K = k'=K

On aura donc

Ko+ K 1 K 1
(U, ) = w(U, —
S (0 ) = 2 (0 )

k=Ko+1

avec v = a Ky + f3
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Corollaire 2.2.

On considere le réel o défini ci-dessus. On a alors

1
< qlogq
1§k§% ”Oék?”
Preuve :
1
Prenons U =2q, z,=ak et K = B} alors || zp — xp/|| > o
q
Donc
1 (2o o)
< min | 2¢q,
1<k<t [[ak]| 1<k<i | k|l
1 1
puisque ||a k|| > — c-a-d <2gq
laklz 5 &4 o]

1
Or > min<2q, ||ozk:H> < 2q+qlogq

1
Y. min(2q, ——| < glogg+qlogq
lak]

< qloggq

Corollaire 2.3.

a 0
Soient @« = — + — , u > 0 deux réels et K > 2 un entier. On a 'estimation suivante

qg ¢’

K
U 1 U

Zmin(, ) < qlogqg+ — log K + K loggq

P koo flak] q

Preuve :
1 1
Soit sp un entier tel que <50—2>q<K§<50+2>q
On a alors
K U 1 U 1 U 1
Zmin(, >§ min(,)—i— > min(,)
SN E Tarl) = g™ T Takl) s ™ Tak]
U 1
+ 0+ > min(,)
i . ko lak]
(80 2)q_k’_(80+2)q

U 1 1
On a min|{ —, —| < min | U,
L (k ||ak||> L ( ||ak||>
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(U 1 (U 1
) (so—é>Q_zk:§( 3 )mm(k’ HakH> : (So%)qzk:<(80+éq)mln<q7 ||ak”)

so-l—2 q 1
R . 1 . .
A la somme Y. min (U, ) on applique le corollaire 2.2
1<k<i [k |l
\ . (U 1 .
et a la somme > min | —, le corollaire 2.1,
( _l) <k< ( 1 ) q || ok ||
s0—3 ) q<k=<|sot35q

on obtient alors I'estimation voulue.

Lemme :

1 1
> zlogx—l—v—FO(x)

1<k<z k

ou v = 0.5772 (constante d’Euler).

Démonstration :
On a
1 - /k+1 d¢ - 1
E+1 kot k 1
1 1 1 k+1 - dt
Donc - — > - — — >0

kK k+1 k k t

1

) 1 o 1
La série ( — ) étant convergente donc la série Y — — / A est
k=1

k kE+1

convergente vers un réel 7.
_(1 /2dt)+<1 /3dt>+ +<1 /N+1dt>+
7= 1t 2 Jat N Iy i

e 1 k+1 q¢ 00 1 1 1
0 -2 < Zo ) =
na k:%:Jrl(k k t) _k:]ZV:Jrl(k? k—|—1> N+1

=1 k

Donec
_(1 /2dt)+<1 /3dt>+ +(1 /N+1dt>+0(1>
7= Lt 2 Jaot N Iy ¢ N
—1+1+ +1 /th N+1dt+0<1>
- 2 N 1t Nt N
1 1 1
= 14+-4+ ... 4+— — logN —
+2+ —I—N og +O<N)
N+1dt 1
. a 1
puisque /N S SN
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Donc 1 | 1
44 b~ — logN o<>
+2+ —l—N og N + v + N
1 1
— =logN + v + O()
1<k<nNk & 7 N
Soit x un réel tel que z > 1, [z]=x—0 ou [z] est la partie entiere de = et

0<6 <1 alors

log[z] =log(z—0) = 10gx<1—i) = loga:+log(1—z>

0 0 1
Comme log(l—) < donc log(1—> <
x

0 it
x x
c-a~d log<1—9) = O<1>
x x

Donc
1 1 1
[ — =1 + +O _
1<k<az k 1§k§[x]k oglz] +7 ([x )
1 1
= logz + O<>—|—’y+0()
x x

1
= logx+7+0<>
x

. . 1 1
ou 'y—N'l_1>rJnroo(1+2+--~+N — 10gN>—0.5772

Théoréme 2.4.

> 7(n) = NlogN+(2C—1)N + O (VN)

n<N

démonstration :

Un point d'un plan rapporté a un repere orthonormé est dit point entier si ses
coordonnées sont des entiers.

_)
Le nombre Y 7(n) est le nombre S(N) des points entiers compris entre I'axe Oz
n<N

N
et le graphe de la fonction f(x) = — avec 1 <z < N.
x

On a S(N):gj {N]
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On a {\/ﬁ} =+vVN -0 avec 0<0<1

Donc
([V]) = (v —0)" = 5 =20V <0
=N+ 0(VN)

Par conséquent
N
S(N)=2 ¥ —-N+O0(VN)
1<k<fk

1
—2N % ——N+O<
1<k<fk

N)
:2N<1og\/ﬁ+c+0<\/_>> N+0(VN)
=NlogN+2Nc—N+0(VN)
= NlogN +(2c=1)N+0(VN)

D’ou > T(n):NlogN+(2c—1)N+O(\/N).

n<N

Corollaire.

Théoréme 2.5.

Soient N > 2, et [ un entier naturel, on a alors :

> (T(&))l < N (log ]\7)2171

0<a<N

Démonstration :

En premier lieu on démontre par récurrence sur [ ’estimation suivante :

. (T(z))l < (logN)zz
1)i=1 i
(T(a))l < <logN>21 2

0<a<N a

On consideére les suites suites suivantes :
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.\ . 1 1 1 1 1 1
La premiere suite 1, =, =, =, =, =, -, —
234576 n
. 1 1 1 1
La s'°™¢ suit o
as suite s 95’ 35’ e

obtenue en multipliant les termes de la premiere suite par — .
s

iere qiq 101 1 1 1 1 1
1'°™ suite 1 5 3 1 : 85 7 3
ime 13 1 1 1 1
2 suite 5 1 5 S
3ieme gite % %
ieme : 1 1
4 suite 1 S

On s’intéresse & la somme A de tous les termes de ces suites dont les dénominateurs
inférieurs ou égaux a N .

1
Chaque fraction — est un terme de 7(a) suites donc :
a

PR

0<a<N @

D’autre part

A= (145424 + )+ G +t+ ) o+ G+ )+

avec SN, < N et 1<s<N.

11 1
A= ¥ <++-~+ )
N

1<s< s 2s s N,
sNs <
1 1 1
= - 1—1——1—---—1—)
1§§SN S ( 2 N,
sNs <N
1 1 1
< - 1++--~+)
B 1§52§N s ( 2 N,
B 1 1
C<5EN s 1<ken Kk

I
e Ys
| =
\/‘
no
AN
N
[
©)
OS]
N—
[N}

I T YA (log V)" < (logN)".

1<a<N @

La propriété est vérifiée pour [ = 1.
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2) Hypothese de récurrence :

(r(@) .
Supposons Y — L (log N )
0<a<N a

3) On démontre la propriété pour [ + 1

On consideére les suites suivantes :

W) (@) 6) ()
1 ) 2 ’ 3 ) 4 y T

() () () (@) () (6)

s ) s 2 ) s 3 ’

()"

s

La premiere suite

La s™€ suite

obtenue en multipliant les termes de la premiere suite par

iéme

Comme 7 est multiplicative donc les termes de la s suite sont
(T(S))l (‘r(2 s))l (7’(5 s))l
s ’ 2s ’ 3s ?
I — (T<11>)l (T<22>)’ (ﬂ;))’ (ﬂ:))l
1 l l
2iéme quite (T(j)) (T(:)> (T(s))
l l
Siéme quite (T(?) (T(g))

Soit B la somme de tous les termes de ces suites dont les dénominateurs inférieurs

ou égaux a N .

(r(a)

Chaque fraction est un terme de 7(a) suites donc :

a
)H—l

(7(a)

a

_ (r@)" _
B= Y 71(a) = = 3
0<a<N 0<a<N

D’autre part, on a :

B= - + o A
1S§§N< s 2s 3s Ns s )

sNg <N

comme T(st) < 7(s) 7(t)
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Donc
() ((m) | (@) (r(vs))’
B = 1<sZ N O
37\75 S_N

() ((m) | (@) (rv)’
= 1<§<N s Tt TN
<y ) (W)
T 1<s<N ° 1<ken F

l 2

Or par hypothese de récurrence on a :

(T((l))l < <log N)2l

1<a<N

Donc
1+1

B < <(logN)2l>2 — (1og V)" = (1og )’

Donc la propriété est vérifiée pour [ + 1.

D’apres (1), (2) et (3) la propriété est vérifiée pour tout entier /.

On démontre maintenant par récurrence sur [ ’estimation suivante :

> (7@) = N (logn)"

0<a<N

1) 1=1

D’apres le corollaire du théoreme 2.4 on a :

211
> 7(a) < NlogN = N(logN)

0<a<N

Donc la propriété est vérifiée pour [ = 1.

2) Hypothese de récurrence : supposons que la propriété est vérifiée pour [

c-i-d > (r@) = N(logN)Ql_l

0<a<N
3) On démontre que la propriété est vérifiée pour [ + 1.

On consideére de nouveau les suites suivantes :
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La premicre suite (T(l))l , (T(Q))l : (T(3))l , (7(4))l y oo
La s'™¢ suite (T(S))l (T(l))l : (T(S)>l (T(Q))l ) (T(S))l <T<3)>l o

Comme 7 est multiplicative donc les termes de la s*™¢ suite sont :

(T(S))l ) (T(2 s))l , (7’(3 5))l , (7-(4 S))l e

Soit C' la somme de tous les termes de ces suites dont les dénominateurs infé-
rieurs ou égaux a N .

!
L’entier (T(a)) est un terme de 7(a) suites donc :

@) (r@) = £ ()"

0<a<N 0<a<N

D’autre part, on a :

¢= 1§§§N ( (T(s)>l + (T(z 8)>l Tt <T<NS S)>l>

< = () (W) + (@) -+ (rn))

1<s<N

Ngs<N

= ) ((Tu))’ (@) 4+ (7(12])) )
Or par hypothese de récurrence on a :

() + (@) ot () Y (10g2)" 7 X (1ogn)™

S

IN

La propriété est donc vérifiée pour [ + 1.

De (1), (2) et (3) on obtient I'estimation :

201

> (T(a))l < N <log N) pour tout [.

1<a<N
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Théoréme 2.6. ( Sommes doubles )

Soit u un produit de deux facteurs dont chacun d’eux indépendemment de l'autre
parcourt une suite croissante d’entiers positifs. v parcourt une suite croissante d’entiers
positifs.

Soient N un entier naturel, U et U’ des entierstelsque 1 < U <N et u<U' <« U.
(U’ < MU, M constante positive)

0
a:g—l——z, (a,q)=1, 1<q<N

qa g
S: Z Z 627rz'auv

U<u<U’ v<Nu~!

On a l'estimation suivante :

2 [1 ¢ 1 U
S << N (log N —_—t =4 =+ —
< (og ) ¢q+N+U+N
Démonstration :
On a |S‘ S eQTriocuv
U<u<U’" v<Nu~!

<

Z e27rzau1)
v<Nz—1

U<u<U’

Comme le nombre de solutions de I’équation diophantienne u; us = z est le nombre
7(z) de diviseurs de z donc

S| < ¥ 7(2)

U<z<U’

Z e2mazv
v<Nu~—1

Au membre droit de cette derniere inégalité on applique 'inégalité de Cauchy, on aura

alors
> 2

Z eQmazv
v<Nu~—1

Z 627rzazv
v<Nu~—1

|S|2s( s 72

U<z<U’

2

< ¥ (7(2))2 )3

U<z<U’ U<z<U’

or > (7‘ (z))2 < U(logN)3

U<z<U’
2
_ Z Z 62m'azv’ Z e2miazy
U<z<U’ v<Nz—1 v<Nz—1

— ) ) ) e27riaz(v’—v)

U<z<U’ v<Nu~! v/<Nu-1

et Z 62mazv

v<Nu~—1

U<z<U’
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z > U donc chacune des deux suites v et v’ parcourt les entiers inférieurs ou égaux a

N N N
— et U<z<min(U',—,— | donc
U v v

|S|2 < U(logN)S Z Z Z 627riaz(v’—v)

U<z<U’" v<Nz=1 v/<Nz-1

< lf(logﬁJ)3 D D e 2miaz(v/—v)

vSNz=!t v'SNz7! U<z<min (U7, 57, 2)

3 .
< vonn)’ 5 2 min (v )

N <N
vy V<E

<z

—_

(U]}]cl—i_l) (U+qlogq)

3
2
<<N(logN) qN+UN+N2 N
1 q 1 U
N2%(logN -4+ =+ =+ =
< N2 (logN) q+N+U+N>
Donc
2 |1 ¢ 1 U
N (log N -+ =+ =+ = .
|S] < N (log )¢q+N+U+N
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Chapitre 3

Une somme trigonométrique étendue
a la suite des nombres premiers

Théoréme.

On considere la somme trigonométrique suivante :

S = Z e?ﬂiap

p<N
ou p parcourt les nombres premiers, N un entier naturel non nul et o un nombre

a
irrationnel tel que o = — + — avec 1 <¢< N, (a,q) = 1.
q (g

Alors pour H = e%5VI°e N on a 'estimation suivante :

4.5 1 q 1
S < N(logN) (’/§+N + E>
Démonstration :

OnposeP: 11 D, 5n:pgcd (n’P> 1<n<N et fn:eQWiozn

p<v'N
Soit S'= Y fo= 3 e*rian
1<n<N 1<n<N

dn=1 dn=1

Ona 6,=1 < pged (n,P)=1 & n=1loun=pavec VN<p<N

Donc
2mia 2Tt
S'=e + Z e p
VN<p<N

D’autre part, d’apres le théoreme 1.2 on a :

S = Z p(d) Sa

deD
ou D est 'ensemble des entiers divisant au moins un d,, (1 <n < N)
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et Sd: Z 627rian
n=md
1<n<N

Or

deD & d|pged (n,P), 1<n<N
< d| P et n=md

Donc

S/ — ZM(CD Z 627riamd

d\P 1<md<N

Revenons maintenant a la somme S.

On a
S = Z 627rio¢p + Z e27rio¢p
p<VN VN<p<N
et
‘ Z eQﬂ'iap‘g Z 1§\/N
p<VN p<VN
Donc

S= Y e oW

VN<p<N

_ S/_€27ria+0(\/ﬁ)
Comme v/N > 1 donc |e*™i¢| < /N

Par conséquent

S=5+O0(N)
On a
- Z Z 627riamd _ Z Z 627riamd
d\P 1<md<N d\P 1<md<N
u(d)=1 pu(d)y=—1
=5 — 5

ol Sl _ E E eQwiamdl

di 0<m§%
et dy parcourt les diviseurs de P inférieurs ou égaux a N et vérifiant p(d;) =1
et 0 <m< N

52 — Z Z e27riamd2

d2 0<m<It
— a2

et dy parcourt les diviseurs de P inférieurs ou égaux a N et vérifiant p(dy) = —1
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et

et0<m<N

on a donc

S<|S8'|+]8"| + O(VN)

Les deux sommes S’ et S” ont les mémes estimations et s’obtiennent de la méme fagon
donc il suffit d’estimer S”.

Estimation de S’ :

On partage 'intervalle 0 < m < N en < log N intervalles de type M < m < M’ avec
M'" < 2M, puis on pose :

S/(M) :Z Z e27riocmd1
diy M<m<M'
md] <N

Donc
S’ < (logN) |S'(M) |

N
Si M > H on pose M(d;) = min (M’, d—), on aura donc
1

S/(M) _ Z Z 627riamd1

<X M<m<M(di)

SOnl= Y | Y e

< M<m<M(dy)

< (N 1 )
min | —, —
B dy * 2fad|]

N 1
S M) < Y min( >, o
57D < (dl QHOéle)

N
i<

or d’apres le corollaire 2.3,

Z e27r iamd;

M<m<M(dy)

Donc

On applique le théoréme 2.4 on obtient

N N 1 q 1
S'(M — — | log N NlogN| —+ =+ —
(M) <<<H+q—|—q>og < og <q+N+H>



Chapitre Une somme trigonométrique étendue a la suite des nombres premiers

On passe au cas M < H.

Dans ce cas [;, désigne tout diviseur d; de P inférieur ou égal a N ayant exactement k
facteurs premiers supérieurs & H? et vérifiant p(d;) = 1.

Soit kg = Max{k /Iy =d,\P et ayant k facteurs premiers}
alors

S'(M)= > Si(M)
1<k<ko

ol Sk(M> — Z Z 627Tiotmlk

M<m<M’ <N
- m

Pour k =0 (l; n’ayant aucun facteur > H?) on a

So(M) — Z Z eQﬂ'iamlo

M<m<M’ loﬁ%

— ( Z e27riozl0m + Z 627rialom>
wemsnr \ i<y i o<
— Z E e27rial0m + E Z eQwialgm
M<m<M' IOS% M<m<M’ %<l0§%
Donc
[SoM)|< D2 > 14+ > > 1
M<m<M' ZOS% M<m<M' _N <lo<%
ou
N N N
Yo Y Ik DY <M —— < =
M<m<M' log% M<m<M' M H M H H
L’estimation de > > 1:

<M' _N N
M<m<M g <lo<Z

Soit a le nombre de diviseurs premiers de [, comme ces diviseurs sont inférieurs ou

égaux & H? donc (H2)a > ]\j\;j > [_];[2 puisque H > M
H2a>ﬁ = (2a+2)logH > logN
= (2a+2) 0.5IogN > log N
= (a+1) > yIogN
= a > /logN —1
Soit K ={p;,, - pi, } ensemble des a diviseurs premiers de [, alors il existe une

application bijective de P(K) (ensemble des sous-ensembles de K) dans ’ensemble des

diviseurs de Iy donc 7(ly) =2 = card(P(K)) .
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Chapitre Une somme trigonométrique étendue a la suite des nombres premiers

[
9a ~ 9VigN-1 _ T(lo) > 9 VIog N—1 - T( 0) > 1

SN 1
On a donc :
7(lo)
> 1< % s )
MEmEM' g o< T M<mSMT g Ge . 2VIRN
= > S (b
= S a1 T
2VIgN 1 4 2 o Siew 0
2
< — 7(l
< H T I 70
1
— M- -— logN
< Moar e
N
Donc

N N N
So(M) <« E—i-ﬁ log N < I log N

Pour le cas k > 0 on introduit la somme 7T} qu’on compare avec Si(M) et qui est définie

par
Tk — Z Z eQﬂ’iaptm

M<m<M'’ pt<ﬁ
- m

oll p parcourt les nombres premiers P vérifiant H? < p < VN
et ¢ parcourt les produits de & — 1 facteurs premiers supérieurs a H?2.

Si k= 1alors S1(M) =T,

Regardons le cas k > 1 :

Pour tout produit pt on a (p,t) = p ou (p,t) = 1 alors si (p,t) =p , pt = p*t’ avec
(p,t') = 1.

La somme partielle étendue aux produits pt tel que (p,t) = p est :

27 24/
Tk < Z Z elriap t'm
M<m<M' p%’ﬁ%
H2<p<v/N

< > > 1

M<m§M’ p2t/§%
H2<p<vN

< > S
M<m<M' < N_

> oy
H2<p<+V/N
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Chapitre Une somme trigonométrique étendue a la suite des nombres premiers

N

M<m<M’' g2lpeyN MD?
N 1
M<m<M' H2<p</N MH p
N 1
>\ MH P
M<m<M’ H2<p</N P
N 1

M—— -
< MH ngﬁNn

<

<

<

N
< Vi log N

La somme partielle étendue sur pt tel que (p,t) = 1 contient tous les termes de Sy (M)
chacun d’eux est répété k fois.

Donc

Sk(M) = = Ty + 0<]\”2gN>

Donc l'estimation de 7} nous donne celle de Si(M).

On a

Tk — Z Z eQﬂ'iaptm

M<m<M’' pt<Nm~—!

On partage l'intervalle H? < p < v/N en < log N intervalles de type Q < p < Q' avec
Q' <2Q et on pose

(@)= > > > e

M<m<M' Q<p<Q’ mpt<N

On applique le théoréme 2.6 (sommes doubles) en posant u = mp , v =t on aura donc :

1 q 1 M~ N
T N(logN)? \|= 4+ = + — + ——
Q) < N(log >$q+N+H2+ ¥

1

1 q
N(log N2 |-+ 2 + =
< (og)<q+N+H>

1 3 1 q 1 N
M — N{(log N -+ =4+ = — log N
Si( )<</<; (og ) (’/q+N+H>+HOg

Donc
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Chapitre Une somme trigonométrique étendue a la suite des nombres premiers

Donc

+

“
=
A
"
b
IA
g
/
| =
=
~—
)
0
=
VRS
Q| =
+
=S
+
e
N———
+
| =
)
0
=
N——

-
IN

B

7
o

3
~|&
_l’_
S
=
<)
OS]
=

+

+

N
log ko + koﬁ log N

Tl == == =
~— ~— ~— ~—

+

N—— \-/QJ N—— N——
N N N N
+ | + | +| +
zla| zle| zle| =|e

log log N + (logN)QZ

) +

Or loglog N <« /log N donc

S/ (M) < N (log V)™ ( (log V)"

=
z
=[=
_l’_
Tl ==
==

N——

_|_

==
_l’_

< N(log]\f)?"5 (

< |

Comme S’ < <logN) S’'(M) donc
S’ < N(logN)ZL5 (

De la méme maniére on obtient

\
+
|
4
| —

< | < |
+
=) =S
+
|~
N————

S" <« N(logN)ZL5 (

s (M 1
S < N(logN)"’ (,/q+§]+H>

Suivant les notations du théoréme on a

1 q 1
S N1+€ - 1
< ( q+N+H>

Ss

Corollaire.

Preuve :
On a pour tout naturel positif m et € > 0,

(log N)m < N¢ d’ou l'estimation voulue.
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Résumer

Les sommes trigonométriques étendues a des sigtdseds naturels
jouent un grand rble en théorie analytique et tieéadditive des nombres.
Le mathématicien russe a élaboreé des methode
d’estimation non triviale de ces sommes trigonoigéés, ce qui lui a
permis de résoudre beaucoup de probléme de trdgirombres, on
cite a titre d’exemple le probleme de , le probleme d¢ :
le probléme: et la
répartition sur l'intervalle ]0 ,1] de la suitedparties fractionnaires de
aS olUa un nombre irrationnel &t parcourt une suite donnée d’entiers
naturels .

Dans ce modeste travail, au chapitre un on domprteriétés de la
fonction T de nombre de diviseurs et la fonction p de Mdabhus
chapitre deux on expose une méthode de I.M Vinayracestimation de
ces sommes trigonometriques ou on majore par :

2 11,9, 1.Y 13 somme double 2miauvy
N ogN) S 2l wley 3 e

U<usU'  veNv?
ou chacun des deux factewrstv indépendamment de I'autre parcourt
une suite croissante d’entiers naturels<et <U'<cU <N
Au final nous vous proposons Un exemple d’applicatie cette
méthode on obtient alors I'estimation suivante

> e?raP << N'TE t,a .t
psN q N H

ou H =e® VN etp parcourt les nombres premiers

les mots clé :

1t : le nombre des nombres premiers de 2 a n avec n<N..
{as} : la partie fractionnaire .

II. 11: la fonction de plus proche entier .



