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Introduction

La tres grande fréquence des données financieres a favorisé I’étude des impacts de court
et de long terme d’une brusque fluctuation sur la dynamique des séries. Elle met en évidence
le concept de mémoire longue dans les séries financieres et microéconomiques. Pendant de
nombreuses années, le modele de marche aléatoire a été considéré le meilleur prédicteur de
la dynamique de la volatilité sur les marchés de change. Ce modele présume qu’on ne peut
pas battre systématiquement le marché : les marchés sont efficients.

L’étude de séries financieres révele une dépendance temporelle du risque qui disparait
souvent progressivement. Les recherches se sont orientées vers 1’étude des dynamiques
conditionnelles. Toutefois, ces travaux ne différencient pas la dépendance conditionnelle
révélant de la moyenne de celle de la variance. Deux volets sont alors issus. Le premier
étudie I'équation de la moyenne conditionnelle avec les modeles ARMA, ARIMA, AR-
FIMA... Le second s’est focalisé sur la variance conditionnelle. Deux classes de modeles

non linéaires se sont développées pour caractériser cette variance.

- La premiere classe se base sur les modeles d'hétéroscédasticité conditionnelle autoregréssive
(ARCH) de Engle (1982) et ses extensions,le modele d’hétéroscédasticité condition-
nelle autoregréssif généralisé (GARCH) de Bollerslev (1986) et le modele GARCH
intégré de Engle et de Bollerslev (1986).

- La deuxieme classe fait référence aux modeles de volatilité stochastique (SV) introduit
par Taylor (1986).

Contrairement aux modeles économétriques standards qui supposent que la variance
est toujours constante, les modeles ARCH supposent que la variance conditionnelle est
une fonction des carrés des innovations passées. L’application de ces modeles sur les taux
d’inflation montre que la volatilité change au cours du temps. Dans tous ces travaux, on

suppose que plus I'innovation est lointaine dans le passé plus faible sera son impact sur la
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variance conditionnelle : la valeur de la volatilité est une fonction décroissante de 1'ordre
de retard. La spécification linéaire de la variance conditionnelle semble saisir 1’effet des er-
reurs passées ou de mémoire longue trouvé dans les travaux empiriques. Cette spécification
ne pose pas de problemes d’estimation particuliers. Toutefois, pour que la variance condi-
tionnelle soit positive, des contraintes supplémentaires sur les parametres du modele sont
nécessaires. Pour contourner cette derniere difficulté, Engle (1982, 1983) et Engle et Kraft
(1983) proposent de fixer le nombre de retards a prendre en compte au lieu de travailler
avec des ARCH infinis. En se basant sur les travaux faits sur I’équation de la moyenne
conditionnelle, une extension généralisée des modeles ARCH a été développée : le modele
GARCH. Ce dernier tient compte non seulement de la volatilité courante exprimée par les
carrés des résidus passés mais aussi de la volatilité passée, il présente ainsi une spécification
plus flexible de la variance conditionnelle.

Toutefois, le modele GARCH ne permet de modéliser que la dépendance temporelle
de court terme : l'effet des chocs décroit exponentiellement dans le temps. Pour étendre
la mémoire du modele GARCH, Engle et Bollerslev (1986) introduisent une extension du
modele GARCH dite intégrée (IGARCH) qui présente une mémoire ”explosive” : les effets
des chocs sont persistants a I'infini. Compte tenu des propriétés opposées des modeles tra-
ditionnels : décroissance exponentielle de I'impact des chocs sur la volatilité des modeles
GARCH par opposition leur persistance a I'infinie dans les modeles IGARCH, un troisieme
modele plus flexible a été introduit Sur le marché de change, Baillie, Bollerslev et Mikkelsen
(1996) ont proposé une version ajustée des deux modeles : c’est le processus GARCH frac-
tionnement intégré (FIGARCH). Ces modeles sont spécifiés par analogie avec les modeles
ARFIMA dans I’équation de la moyenne.

Le but de notre travail est de fournir une introduction aux modeles ARCH, GARCH,
IGARCH et FIGARCH, le plus souvant utilisés dans la modélisation des marchés financiers.
A base de 'article de Berkes etal (2003), nous allons traités en particulier I'estimation des
parametres et 'existence d'une représentation ARCH(o0).

Le travail s’organise comme suit : dans le chapitre 1, nous étudions les modeles ARCH,
GARCH, IGARCH et FIGARCH. Dans le chapitre 2, nous présentons les méthodes d’es-
timations des parametres GARCH en montrant la consistence et la normalité asympto-
tique. Dans le chapitre 3, nous introduisons la représentation ARCH(oo) d’un modeéle
GARCH(p,q), en se basant sur les conditions d’existence et d’unicité et la consistance et
la normalité asymptotique de l'estimateur de quasi-maximum de vraisemblance des pa-

rametres sous des conditions moins restrectives.



Chapitre 1

Généralités sur les modeles

ARCH/GARCH

1.1 Introduction

L’approche de modélisation Autoregréssifs Conditionnellment Hétéroscédastique (ARCH)
et leur extension (GARCH) (ARCH généralisé), a été proposée pour prendre en compte des
variances conditionnelles dépendant du temps. L’idée générale consiste donc a remettre en
cause la propriété d’homoscédasticité que 1’on retient généralement dans le cadre du modele
linéaire. Le principe général proposé par Engle (1982) consiste a supposer que la variance
dépend de I’ensemble informationnel dont on dispose. Il propose une spécification ARCH(q)
ou le carré des perturbations suit un processus autorégressif d’ordre . Les modeles ARCH
sont donc des modeles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques. Engle (1982)
a donc proposer ces processus pour pallier aux insuffisances de la classe des représentations
ARMA, notamment en ce qui concerne les séries financieres qui présentent une volatilité
(ou variabilité instantanée mesurée par la variance conditionnelle) fonction du temps et par
des ajustements asymétriques. Ainsi, les modeles ARCH sont basés sur une paramétrisation
endogene de la variance conditionnelle.

Il faut souligner que dans la famille des modeles ARCH, différents types de processus
ont été développés par d’autres chercheurs. Deés lors on peut distinguer les modeles ARCH
linéaires et les modeles ARCH non linéaires. Les modeles ARCH linéaires reposent sur une
spécification quadratique de la variance conditionnelle ; on y trouve les modeles : ARCH(q),
GARCH(p, q) (ARCH Généralisé) et IGARCH(p, q)(GARCH Intégré) introduit par Engle
et Bollerslev (1986) ; tant dis que les modeles ARCH non linéaires sont présentés par des

spécifications asymétriques des perturbation. Ce sont les modeles EGARCH(p, q) (GARCH
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Exponentiels) introduit par Nelson(1991), TARCH(q) et TGARCH(p, q) ”GARCH a seuil”
(Threshold GARCH(p,q)),(Bresson et Pirotte, Séries temporelles). Par contre, le modele
FIGARCH (GARCH Fractionnellement Intégré) récemment introduit par Baillie, Bollers-
lev et Mikkelsen (1996) (Baillie et al. 1996 par la suite) fournit une mesure directe de cette
persistance a travers le parametre d’intégration fractionnelle. Les premieres applications
aux taux de change nominaux (Baillie, Bollerslev et Mikkelsen, (1996), Tse (1998), Beine,
Lecourt et Laurent 1999) ont montré I'intérét de cette modélisation.

Dans ce chapitre nous présentons un rappel des principaux définitions des modeles
ARCH/GARCH, ainsi que leurs propriétés en pécisant les conditions de stationnarité.

Nous étudions aussi, le modele FIGARCH et ses propriétés.

1.2 Modeles Autorégressifs Conditionnellement
Hétéroscédastiques ARCH

Engle (1982) propose une nouvelle classe de modeles autorégressifs conditionnellement
hétéroscédastiques (ARCH) apte a capter le comportement de la volatilité dans le temps. Le
modele est formé de deux équations. La premiere met en relation le rendement et certaines
variables qui 'expliquent et la seconde modélise la variance conditionnelle des résidus. Le
principe proposé par Engle consiste a introduire une dynamique dans la détermination de
la volatilité en supposant que la variance est conditionnelle aux informations dont nous
disposons. Il avance une spécification ARCH (q) ou le carré des innovations, c¢’est-a-dire la
variance du terme d’erreur au temps t, dépend de I'importance des termes d’erreur au carré
des q périodes passées. Le modele ARCH (q) permet de générer des épisodes de volatilité
importante suivis d’épisodes de volatilité plus faibles. Pour bien comprendre le processus

ARCH, nous allons présenter ce processus tel qu’il a été introduit par Engel (1982).

Y, = 08X+ &

avec

€t\It71 ~ N(O, ht)

ou le terme Y, correspond aux variables expliquant les rendements, il peut étre un modele
ARMA(p, q). L’expression I;_1 = 0(X;_s)s<: désigne la tribu engendrée par les X; ;s < t.

Dans la modélisation ARCH, le processus {e;} peut s’écrire sous la forme :

Et = Ztht
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q
avec h; = oz0+E el
=1

ou {z:} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(0,1), avec o9 > 0 et a; > 0.

1.3 Modéle ARCH(1)

i, Le cas particulier ¢ = 1, correspond & un ARCH(1) caractérisé par la définition

suivante :

Définition 1.1. Un processus {e;} satisfait une représentation ARCH(1) si :

gt = Ztht (].].)

_ ./ 2
hy = \/ o + cnef_y

et {z} désigne une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

avec

(i.i.d) d’espérance nulle et de variance 0% et ag > 0, a; > 0.
La composante h; désigne une variable qui, conditionnellement a I’ensemble d’informa-
tion des valeurs passées de e, i.e. a I,y = o{er_1,6¢-9, ..., €t—j, ...}, est déterministe et

positive. La variance conditionnel :
V(€t|lt_1) = V(Ztht|lt)
= hiV(z|l)
- nio?
= h? est la variance conditionnelle de &;.
Dans ce modele, le processus {¢;} est caractérisé par des autocorrélations nulles E(g,e5) = 0

pour t # s ce qui signifie que les g, sont non corrélées dans le temps. En effet, {¢;} reste

un bruit blanc mais faible.

Des résultats intéressantes sont établis, en considérant le processus autorégressif sur les

e? . Pour simplifier, on se limite au cas du ARCH(1). Dans ces conditions :

h? = g + 04181?_1 p=— 8? = Qg + (1/163_1 + (6? — h?) (12)
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soit encore :

2 2
& = O + Q1€ 4 + Ly

E?Zhg—i‘,ut

ot iy = (ef — hi)

Et en ayant les informations disponibles jusqu’au temps ¢t — 1 :

E(uelli-1) =0
avec [;_1 c’est 'ensemble de I'information jusqu’a t — 1, en effet
E(pe/Ii-1) = E(e}/Iim1) — E(h}/1i-1)
= V(ey/I-1) —E(hi/11)
- n-n
=0

p¢ est un processus d’innovation pour £2. Ainsi, cette écriture précédente correspond a celle

d’un processus AR(1) sur le carré 2.

EgzhE—FMt

6? = Qg + 061&7?,1 + Lt (13)

On sait que ce processus €7 est stationnaire au second ordre si et seulement si |o;| < 1.

Cela s’énonce clairement par le théoreme suivant.
Théoréme 1.1. Si un processus {&;} satisfait une représentation ARCH(1), alors {7}

satisfait une représentation AR(1) telle que :

2 2
€ = Qo+ 1€ + [t

oty = €2 — h? vérifiant E(p;/I;_1) = 0 est un processus d’innovation pour 3.
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1.3.1 Propriétés des processus ARCH(1)

Propriété 1.1. On peut noter que pour tout s > 1 :
E(ei/I;—s) =0 (1.4)
Preuve. Pour démontrer cela, utilisons la propriété des espérances itérées. On a :
E(et/Ii-s) = E(E(er/Ii-1)/1i-s)
— E(0/I, )
= 0 Vs>1.
car I;_4 C I;_1;Vs > 1.

Propriété 1.2. La variance conditionnelle du processus {e;} satisfaisant une représentation
ARCH(1), ot ag > 0 et 0 < oy < 1 définie par l’equation €, = z;hy est non constante dans

le temps et vérifie :
1—aof

Vie/Ii—s) = o { ] +aje? |Vt (1.5)

1-— (05}
C’est la propriété centrale des processus ARCH, le processus {e;} a une variance condi-

tionnelle qui dépend du temps.

Preuve. On sait que E(g;/I;_;) = 0 des lors,V(e;/I;_s) = E(e?/I;_,), en utilisant la
relation (1.3) ou u; est un bruit blanc faible.

Par itération successive, on a :

e = aotai(a+aigfy+ 1) +

= gt oo+ oz%sf,Q + Qb1 + Ut

= o+ a1+ &3 (g + arel g+ p—2) + Qipu—1 +

= ap+ajag+ adag+ade? o+ By o + oy +

= ap+ajag+adag +aBag + ..+ o ag g+ oy + Qg+

s—1 5.2
TOy st T OEL_-

On aura donc :

=l +ay+ai+ .. +ai b tapr F i+ g+ ade?
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En considerant I'esperance conditionnelle de chacun de ces nombres, il s’ensuit,

s—1
1—af ;
E(e/i-s) = a0 L - aj + 3 oA/ Te-s) + AL,
J=0

Par définition du bruit blanc, on a :
E(u—;/Ii—s) = 0Vj = 0,1,...,s — 1, et par définition E(e7_,/I;_,) = &7 _,,

on obtient ainsi la formule de la variance :

1—aof
1-0[1

Ve /I—s) = { } +aje? | Vit

Lorsque s tend vers l'infini, ces variances conditionnelles convergent vers la variance

non conditionnelle, et ’on retrouve alors la formule :

Vie,) = lim V(e /I;—s)

1—o8
= lim (ayp [ 1] + o tzfs)
§—00 —
N 1— (6%}

carag >0et 0<a; <1

Le résultat selon lequel la variance non conditionnelle est définie par la relation

Qg

V(€t) = 1 al.

qui explique les contraintes sur les parametres de la représentation ARCH «ap > 0 et

O<ap <1.

Propriété 1.3. Les autocovariances conditionnelles du processus {e;}, ARCH (1), définies

par Uéquation (1.1) sont nulles
cov(ey, epan/li—s) =0, Vk,s>1. (1.6)

Le processus est donc un processus sans mémoire conditionnellement a I, s, Vs > 1.
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Preuve. Cette propriété s’obtient de la facon suivante :
cov(er, ern/li—s) = Elewerin/Li—s) — E(er/Li—s)E(erin/Li—s)
= E(eerin/Ii—s)
= E[E(eieirn/Tirn—1)/Ti—s
= EledE(ersr/Terr-1)/It—s]
= Ele.0/1;_]
= 0.

L’absence de corrélations entre les valeurs d’un processus ARCH est une caractéristique
tres importante de cette famille de modele, qui les rend utiles pour modéliser certaines séries

financiéres.

Propriété 1.4. i)- Le moment conditionnel centré d’ordre quatre du processus {e;} vérifie
E(e}/1;-1) = 3(ap + cief ;).

ii)- Sous I’hypothése 3a3 < 1, le moment non conditionnel centré d’ordre quatre du pro-

cessus {e} est égal a :

2
2000

E(ef) = 3 a3+1_a1

a(1+ aq)
(1-3a3)(1—aq)

; a%E(ez*n}

= 3

iii)- La kurtosis non conditionnelle associée au processus ARCH(1) est

E(e}) 1—af
K, = £ —3 Ll >3
E2(e?) {1 — 30}

Preuve. i)- On rappelle que si une variable aléatoire centrée X suit une loi normale
centrée, alors

E(X") = 3(V(X))* = 3(E(X?))?

donc E(e}/1,,) = 3(E(2/I,_,)?

= 3(ag + are; >
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ii)- Sous I'hypothese 302 < 1 on a :

E(})

E[E(e}/It-1)]
E[3(ao + aref )?]
3E[af + 20pme]_| + ajel]

3[ag + 200 B(ef,) + aTE(e;y)]

3[043 + 2a0a11 a - + afE(ef )]
— o
oz%(l + ay)

S0 3021 — )

iii)- La kurtosis non conditionnelle associee au processus ARCH(1) est définie par :

E(})

K, =
E>(ef)

et d’aprés les résultats obtenus précédemment on obtient :

K,

Toutes ces propriétés peuvent

3ad(1+ aq) (1—ay)?
(1-3)(1—a1) o

2

e P
(1—3a?)

> 3.

étre généralisées dans le cas d'un processus ARCH(q).

En effet, dans la section qui suit, nous montrons la représentation d’'un modele ARCH(q)

et ces propriétés, ainsi que le modele avec erreurs ARCH(q).

1.4 Modeles ARCH(q)

Définition 1.2. Un processus {e;}
ag>0eta; >0

avec

satisfait une représentation ARCH(q) si : &, = zihy,

q
hy = | ag + g aiE?
i=1

olt {2} désigne un bruit blanc faible, tel que E(z;) = 0 et V(z) = o
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Pour ce type de processus, on retrouve les deux propriétés essentielles vues précédemment,
a savoir la propriété de différence de martingale (ou bruit blanc faible) E(e;/I;—s) = 0 et

la propriété de variance conditionnelle variable dans le temps puisque :
q
Vieyn,) =hi = a0+ Y gl ,,
i=1

de plus

2 2
€ = ap + a1, + Ly

E(pe/Ii-1) = 0.

1.5 Modele avec erreurs ARCH(q)

On considere dorénavant le résidu d’un modele linéaire. Prenons I’exemple d'un modele
linéaire autorégressif d’ordre p avec résidus de type ARCH (q) : X4 = oy Xy 1 + -+ +
apXi_p + €. 0U:

g = zhy

avec

q
_ 2
hy = | o + E Q&

i=1

ou {z:} est une suite de variables aléatoires 7.i.d (0,1).

On a donc un modele qui décrit a la fois I’évolution de I'espérance conditionnelle et de
la variance conditionnelle du processus X; dans le temps. Envisageons le cas le plus simple
d’un processus de type AR(1) avec erreur ARCH(1) :

Xt:(s—i-OéXt,l—i—gt, |O[| <1

&t = 2/ Qo + 05151%71-

Dans ce cas, les résidus satisfont les propriétés principales étudiées précédemment :

i) Propriété de différence de martingale : E(g;/I;_1) = 0 et de fagon générale

E(et/I1—s) =0Vs > 1 (1.7)
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ii) Variance conditionnelle dépendante du temps

1—af
v(gt/]t—s) = Qp [ 1:| + Oéié‘?_s.

]_—041

V(e = L foal} (1.8)
iii) La propriété d’orthogonalité implique que les corrélations conditionnelles sont nulles :
cov(ey, ern/li—s) =0 Vk,s > 1.
iii) Sous I'hypotheése 3a2 < 1, la distribution des résidus est leptokurtique puisque :
K, =3———%

Il y’a donc une absence de corrélation entre les valeurs présentes et futures du processus,
quels que soient les retards s et k. Mais si la variance conditionnelle de ; n’est pas constante,
la variance non conditionnelle est constante.

On peut, en outre, en déduire un certain nombre de conclusions quant aux processus

{X}} lui méme. On peut montrer tout d’abord, que I’espérance conditionnelle de X, vérifie :
E(Xt/]t—s) = 5+Q]E(Xt—1/-[t—s) Vs Z 1.

ce qui montre que les prévisions non linéaires de X; s’obtiennent comme les prévisions
linéaires d’un processus AR(1). Plus généralement :
1—ao?

11—«

Xt = 5 + O{SXt_S + Et + [e75r ] 4+ ...+ Oés_lgt_5+1.

En effet :

Xy = 0+aX ) +¢&

d+a(d+aX, o+e1)+e

d(1+a)+a®X; o +ag 1 +é&
d(l+a+a®)+a?X; 3+’ otaet—1+¢

= d(l+a+a?+. . +a" Y+’ X s+ e+ Fag ) ey

1—aof
- 5 11—« + ath—S + as_lgt—s—i-l + ...+ (7S] —+ ¢

En prenant 'espérance conditionnelle de deux cotés, on obtient :

as

1—
l—«

De méme fagon, on peut montrer que la variance conditionnelle de X; dépend du temps.

+ OCSXt_S

E(Xt/It—s) =0

En effet, on montre quelle dépend du processus €2, de la fagon suivante.
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Propriété 1.5. La variance conditionnelle du processus AR(1) avec erreur ARCH (1),

X, s’écrit :

V1) = o | — e B e [ 2

l—a; |'1—a? o] — a2

Ainsi, la variance d’une erreur de prévision a l'horizon 1, s’écrit :
V(Xi/I;-1) =6 + el (1.10)

Preuve.

V(Xi/Ls) = V(EE 4ot Xy s+ e+ agg + .+ e /L)

= V(e’ft/[t,‘g -+ OCQV(é'tfl/[t,s) “+ ...+ OéQ(S_I)V(€t,S+1/It,S)

s—1 B s—i
1—aj’

= Eoﬂ] 5 L taj el

— I -

J=0 L

) _(1—a28> (Ozf—a%) N af —a®]

= — o (——— o | ———= | .

l—ag [ 1—a? o) — a? a; —a2 | 1

En conclusion, si 'on désire prévoir le processus {X;} dans le cas d’erreur ARCH(1),
I'erreur de prévision a un horizon d’une période admet une variance V' (X;/I;_1) qui varie

dans le temps en fonction de la valeur de 7.

Remarque 1.1. La variance d’une erreur de prévision sur un processus avec erreur ARCH
dépend du temps.
V(Xi/Li-s) = f(er-s), s =2 1 (1.11)

L’amplitude des intervalles de confiance associée a cette prévision n’est donc pas constante

dans le temps.

1.6 Les modéles ARCH Généralisées :GARCH

Le modele Autorégressif Conditionnellement Hétéroscédastique Généralisé (GARCH),
est suggéré par Bollerslev (1986). Sa caractérisation repose essentiellement sur le concept
de variance conditionnelle. Dans ces modeles, celle-ci s’écrit comme une fonction affine des
valeurs passées du carré de la série. Cette spécification particuliere, se révele tres fructueuse

car elle permet une étude complete des propriétés des solutions tout en étant assez générale.
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1.7 Modele GARCH(p,q) faible

Définition 1.3. On dit que {&;} est un processus GARCH(p,q) faible si ses deux premiers

moments conditionnels existent et vérifient :
(i) E(gt/-[t—s> = O7 Vs Z 1.

(ii) il existe des constantes g > 0, o, 1 =1,...,q, et §;, 7 =1, ..., p telles que
q p
Ve /Ii—s) = ap + Z ue?  + Zﬁjhfﬂ- (1.12)
i=1 j=1

L’equation (1.12) peut étre écrite de maniere symbolique sous la forme plus compacte
h? = ap +a(L)e} + B(L)h;, t € Z (1.13)

olt L est 'opérateur retard (L'e? = &7 , et L'h? = h?_, pour tout entier i), o et 3 sont des

polynomes de degrés q et p :

q
(L) = oy L+ agl* + ... + a, Lt = Z o LY,
i=1

B(L) = BiL+ hL?+ ..+ B,Lr =Y 3L,
j=1

Le processus d’innovation 2 est par définition la variable p; = £? — h?. En remplagant dans

I'équation (1.12), les variables hf_j par ef_j — p4—; on obtient la représentation :

q P
5? — M = oo+ Z aigt{i + Zﬁj (5373‘ — Hi—j)
i=1 j=1

q P p
g2 = -+ Z aief_i + Z ﬁjsf_j - Z Bjti—j + e
i=1 j=1 Jj=1
r p
e? = ao+ ) (a+B)et =Y B+, t €2,
i=1 J=1

ot r = max(p, q) avec la convention a; = O(resp. §; = 0) si i > ¢ (resp. j > p)

La définition 1 ne fournit pas directement de processus la vérifiant. La définition plus

restrictive suivante permettra d’obtenir explicitement des processus solutions.
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Définition 1.4 (GARCH(p,q) fort). Soit {z;} une suite de variables aléatoires 7.i.d.
On dit que {&;} est un processus GARCH(p,q) au sens fort (relativement a la suite z;) s'il
vérifie

&gt = Ztht

q p

Z Z 1.14
h? = Oé()—f‘ O./Z‘Sf_i—i‘ ﬁjh?_j ( )

i=1 j=1

ou les oy et 3; sont des constantes positives et ag est une constante strictement positive.
Il est clair qu'un processus GARCH fort tel que h? est mesurable par rapport & la tribu

I;_1 est un processus GARCH faible. La réciproque n’est cependant pas vraie.

1.8 Etude de la stationnarité

Nous allons chercher sous quelles conditions il existe des processus stationnaires (au
sens strict et au second-ordre) vérifiant les définitions 1.3 et 1.4. On s’intéresse plus parti-
culierement aux solutions non anticipatives du modele (1.14) c’est-a-dire aux processus (&)
tel que ; soit une fonction mesurable des variables z;_, s > 0. Nous examinons d’abord
le cas du modele GARCH(1,1) qui peut se traiter avec des techniques élémentaires. On

notera, pour x > 0, log* 2 = max(log x, 0).

1.9 Modele GARCH(1,1)

Dans le cas o p = ¢ = 1, le modele (1.14) s’écrit :

2 et (19
avec ag > 0; a > 0et 3> 0. On pose a(y) = ay? + B.
Théoréme 1.2 (stationnarité stricte du modele GARCH(1,1) fort). Si
—o0 < v = Elog{az + 3} <0, (1.16)
la série .
me={1+)_a(z1)..a(z_;)}og (1.17)
i=1
converge presque surement (p.s) et le processus (g¢) défini par e, = /N2 est l'unique

solution strictement stationnaire du modéle (1.15). Cette solution est non anticipative et
ergodique.

Sty >0 et ag >0, il n'existe pas de solution strictement stationnaire.
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Preuve. on a : g, = zh; et h? = ap + ac?_; + fhi_, Utilisant de maniére itérative cette

équation, on obtient, pour N > 1

hi = ao+a.zi | hiy+ B,

ap + (e.2fy + B)h7,

aop + a(zi—1)hi

ag + alz1)[ao + a(z_2).h? )]

ap + apa(zi1) + alz— 1)a(zt 9)h?

ap + apa(z—1) + alz—1)a(z— 2)[a0 + a(z_3)h? ]

g+ aga(zi_1) + apa(zi_1)a(zi_2) + a(z_1)a(z_2)a(z_3)h? 4

= ;xo 1+ a(zi1) +a(zi1)a(z2) + ... + alze-1)a(ze2)a(z_3)...alz_n)] + a(z-1)a(z_2) + ...

_'_a(Zt—N—l)'h%_N_l
N

= 1—1—2(1 2o1)ea(z—) | Fa(z-1)..alzi—n_1)h? y_4
= m(N)+ a<zt71) a(z-n1)hin
(1.18)
Le processus limite 7, = Nl—ig-loo n:(N) existe dans R, = [0, +-00] puisque les termes de la
somme sont positifs. De plus, en faisant tendre N vers l'infini dans la relation 7, (N) =
ap + a(z—1)n—1(N — 1), on obtient :

= oo + a(ze—1)Me—1

Nous allons montrer que 7, est presque stirement finie si et seulement si v < 0. Supposons

v < 0. On utilise la regle de Cauchy pour les séries a termes positifs. On a :

1

() alzen))t = expllog{a(zn) + a(z-))]
n 1.19
= exp[% Zlog a(z_;)] — € p.s. (119)

quand n — oo, par application de la loi forte des grands nombres a la suite i.i.d (log{a(z;)}).
La série définie en (1.17) converge alors presque strement dans R. Par suite, le processus

{e+} défini par :
=z = {ag + Za 2p1)--a(z—i) g} 12, (1.20)

est strictement stationnaire et ergodique et non anticipative (car comme (1.17) fonction

mesurable des variables z;_;, © > 0. De plus ¢; = h;2;.
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Nous montron maintenant 'unicité. Soit £ = o;2; une autre solution strictement sta-

tionnaire. D’apres (1.18) on a
h? = n(N) + a(z—1)...a(z—n_1)h? ;.

Par suite
he — e = {m(N) =} + a(z-1)..a(z-n—1)hi_n_1.

Le terme entre accolades a droite de ’égalité tend vers 0 p.s. quand N — oo. Par ailleurs,
puisque la série définissant 7, converge p.s., on a a(z_1) - --a(2z;—,) — 0 avec probabilité
1 quand n — oo. De plus la loi de h? ,_; est indépendante de N par stationnarité. Par
suite a(z;_1) - a(z_n_1)h? 5_, — 0 en probabilité lorsque N — oc. De plus, h? _, est
indépendant de N et donc on a h? = n; pour tout t, p.s.

Si v > 0, par application de la regle de cauchy, ij:l a(zi—1) - a(zi—n) — +00 p.S.
lorsque N — oo. Donc si g > 0, 7 = +00, p.s. D’apres (1.18), il est clair que h? = +oo,
p.s. Par suite, il n’existe pas de solution finie p.s. pour (1.15).

Dans le cas v = 0, nous procéderons par ’absurde. Supposons qu’il existe une solution

strictement stationnaire (g, h?) de (1.15). Nous avons pour n > 0,
n
he > aofl+ ) a(z1) - a(z—)}
i=1
d’ott on déduit que le terme général a(z_1)---a(z_;)a — 0 converge vers zéro, p.s., quand

n — OoQ.

Remarque 1.2. 1. Le coefficient v = Elog{a(z;)} existe toujours dans [—oo, +oo[ car
Elog™{a(z)} < Ea(z) = a+ 8.
2. Dans le cas ot g = 0 et v < 0, il est clair d’apres (1.17) que la seul solution stationnaire

du modele est ¢, = 0. Il est donc naturel d’imposer oy > 0 dans la pratique.

3. On voit que la condition (1.16) dépend de la loi du processus z; et qu’elle n’est pas

symétrique en « et .

4. La condition (1.16) implique 5 < 1. Inversement, si
a+p<1
(1.16) est vérifiée, car par application de 'inégalité de Jensen

Elog{a(z)} <logE{a(z)} =log(a+ 3) < 0.
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5. Si (1.16) est satisfaite, elle 'est également pour tout couple (aq, ;) tel que ay = a et
01 = (. En particulier la stationnarité stricte du modele GARCH implique celle du
modele ARCH obtenu en supprimant f3.

6. Dans le cas ARCH(1) (8 = 0), la contrainte de stationnarité stricte s’écrit
0 < a < exp{—E(log z7)}. (1.21)

Théoréme 1.3 (Statinnarité au second ordre du GARCH(1,1)). Supposons g > 0.
Si oo+ B > 1, il n'existe pas de solution GARCH(1,1) non anticipative et stationnaire
au second ordre .
Sia+ [ <1, le processus (g;) défini par (1.21), est stationnaire au second ordre. Plus
précisément, (g,) est un bruit blanc. De plus, il n’existe pas d’autre solution stationnaire

au second ordre et non anticipative.

Preuve. Si {¢;} est un processus GARCH(1,1), au sens de la définition (1.3), stationnaire

au second-ordre et non anticipatif, on a :

E(e7) = E{E(flew,u <)} =E(h)
E{a + 045?—1 + ﬁh?—ﬁ

ag + oE(e;_,) + FE(e} )
= ag+ (a+ B)E(e,)

Soit
(1—a— B)E(e?) = .

Il faut donc a + 3 < 1. On obtient de plus : E(¢?) > 0. Inversement, supposons que
a + B < 1. D’apres la remarque 4 précédente, la condition de stationnarité stricte est
vérifiée. 11 suffit donc de montrer que la solution strictement stationnaire définie en (1.20)
admet une variance finie. La variable 7, étant une limite croissante de variables aléatoires
positives, d’apres le théoreme de Beppo Levi, on peut intervertir espérance et somme infinie

et écrire

E(e}) =E(m) = 1+ZE{a(zt-1>-~a(zt-n)}] g
= 1+Z{Ea(zt)}"] ag

%)

L=
= (14D (a+3)"
L 6?021

1—(a+p)
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Cela suffit pour affirmer que la solution est faiblement stationnaire. De plus cette solution

est un bruit blanc car :
E(e:) = E{E(e¢|en;u <)} =0
et pour tout 5 > 0,
cov(er,er—;) = E(eer—y)
= E{E(eeijlej, i <t - 1)}
= E{e,_;E(gej, <t—j)} =0
Nous allons montrer 'unicité :

Soit £, = v/1y2; une autre solution stationnaire au second ordre et non anticipative. On

I — 7| = | + alze—1)m—1 — (o + a(ze—1) 1| = a(z—1) - - - a(Zp—n) Mt—n-1 — Tt—n—1]

et par suite
Elm =l = Efa(z-1) - a(2e-n) YEIN—n—1 — Tt—n—1]
= (a+ B)"E|n—n-1 — t—n—1]

Notons que la seconde égalité résulte du caractere non anticipatif des solutions, hypothese
qui n’était pas nécessaire pour établir I'unicité de la solution strictement stationnaire.
L’espérance de |1m;_,—1 — ft—n—_1| étant bornée parE|n;_,_1| + E|7;—,_1], quantité finie et
indépendante de n par stationnarité, et (o + )" tendant vers 0 quand n — oo, on obtient

E|n; — ;| = Oet donc 7, = 7; pour tout t, p.s.

1.10 Modele GARCH(p,q)

Dans le cas général du GARCH(p,q) fort, I’écriture vectorielle suivante est tres utile.

On a:

Yt - bt + At}/t—l (122)
ol )
Qpz - -
0 53
bo=b(z)=| a | R Y, = | [ | e RV
0 t
0 L h?—p—&-l .
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et
B &121‘? .. ang /6121:2 “ . /BP'ZE T
1 0 -+ 0 0 0
0 1 e 0 0 e 0
0 e 1 0 0 e 0 0
A, = 1.23
=l ey B B (1.23)
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
L0 e 0 0 0 e 1 0 |

est une matrice de dimension (p+¢) X (p+¢). L’équation(1.22) constitue un modele vectoriel
autorégressif d’ordre 1, avec coefficients positifs et i.i.d. La loi de Y; conditionnelle a son
passé infini coincide avec sa loi conditionnelle & Y;_; seulement. En itérant (1.22) on obtient

Y, = b+ AYi,

by + Ay(be—y + A1Y,5) (1.24)

i = b+ e AAi 1 A gpabig
L’objet de ce qui suit est de trouver des conditions justifiant I'existence de cette série. Une
condition suffisante pour que, presque surement (1.24) soit strictement superieur a 0, est
évidemment :
ap >0, a;, >00=1,---,q), 5; >0 =1,---,p). (1.25)

Cette condition, tres simple a utiliser, n’est cependant pas toujours nécessaire.

1.11 Modeles FIGARCH et ARFIMA

La valeur de la volatilité est une fonction décroissante de ’ordre de retard. La spécication
linéaire de la variance conditionnelle semble saisir ’effet des erreurs passées ou de mémoire
longue trouvé dans les travaux empiriques. Cette spécification ne pose pas de problemes
d’estimation particuliers. Toutefois, pour que la variance conditionnelle soit positive, des
contraintes supplémentaires sur les parametres du modele sont nécessaires. Pour contour-
ner cette derniere difficulté, Engle (1982, 1983) et Engle et Kraft (1983) proposent de fixer
le nombre de retards prendre en compte au lieu de travailler avec des ARCH infinis. En
se basant sur les travaux faits sur 1’équation de la moyenne conditionnelle, une extension
généralisée des modeles ARCH a été développée : Le modele GARCH tient compte non

seulement de la volatilité courante exprimée par les carrés des résidus passés mais aussi de
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la volatilité passée : il présente ainsi une spécification plus flexible de la variance condition-
nelle. Toutefois, le modele GARCH ne permet de modéliser que la dépendance temporelle
de court terme : 'effet des chocs décroit exponentiellement dans le temps. Pour ”étendre”
la mémoire du modele GARCH, Engle et Bollerslev (1986) introduisent une extension du
modele GARCH dite intégrée (IGARCH) qui présente une mémoire ”explosive” : les effets
de chocs sont persistants a l'infini.

Compte tenu des propriétés opposées des modeles traditionnels : décroissance expo-
nentielle de 'impact des chocs sur la volatilité des modeles GARCH par opposition leur
persistance a l'infinie dans les modeles IGARCH, un troisieme modele plus flexible a été
introduit. Sur le marché de change, Baillie, Bollerslev et Mikkelsen (1996) ont proposé une
version ajustée des deux modeles : c’est le processus GARCH fractionnaillement intégré
(FIGARCH).

Ces modeles sont spécifiés par analogie avec les modeles ARFIMA dans 'équation de
la moyenne. Cette spécification a été discutée par Teyssilre (1997), Breidt Crato et De
Lima (1998). Chung (2001) a émis des réserves sur la spécification FIGARCH adoptée par
Baillie, Bollerslev et Mikkelsen (1996) et a proposé une nouvelle version.

Dans ce qui suit nous allons présenter un modele FIGARCH, et nous étudions les

propriétés de la modélisation FIGARCH, et ses différentes spécifications.

1.11.1 Modele FIGARCH

Soit &; un processus GARCH(p,q) tel que :
Et = Ztht

ou {z:} désigne une suite de variables aléatoires i.i.d , tel que E(z) =0et V(z) =1 et Iy
vérifie :
h? = ap+a(L)el + B(L)h;, t € Z

ot L est 'opérateur de retard (L'e? = € . et L'h? = h?_, pour tout entier i), o et 3
sont des polynomes de L de degrés respéctifs q et p. Pour s’assurer de la stabilité et de
la stationnarité du processus {2}, nous supposons que les racines des deux polynémes
1 — (L) — B(L)] et [1 — B(L)]sont a l'extérieur du cercle unitaire. Cette condition est
satisfaite si (a+ ) < 1. Le modele GARCH (p,q) peut s’écrire sous la forme d’un modele
ARCH infini (ARCH(o0)), tel que :

hi = aoll = B(L)] ™" + a(L)[1 — B(L)]'ef
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Soit :
hi = ao[l = L) + A(L)e;

ou ML) = a(L)[1 — 3(L)]! = Z/\ij décroit exponentiellement lorsque j tend vers
j=1
I'infini (7 — o0).
Le modele GARCH (p,q) peut étre réécrit sous la forme d’'un modele ARMA(r,p) tel
que r = maxp,q. Soit p; = €2 — h? les résidus dans 1’équation de la variance condition-

nelle (processus d’innovation). En reprenant la définition du modele GARCH(p,q) et en

remplacant h? par €2 — p;, On a :

h? = ag + a(L)el + B(L)h?
e; — = oo + a(L)e; + B(L)[e] — 1]

22— (L) — B(L)2 = ag + pu — B(L)u
on obtient :
[1—a(L) = B(L)lef = ao + [1 = B(L)] (1.26)

Une large littérature financiere suggere que la volatilité conditionnelle des prix d’actions
présente une persistance significative des chocs (une longue mémoire). Les modeles stan-
dards ARCH, GARCH, GARCH exponentiel (EGARCH) ne permettent pas de modéliser
ce type de persistance.

Des études empiriques plus récentes montrent que les deux processus {7} et {loge?}
laissent entrevoir que les chocs de volatilité décroissent lentement et sont persistants. Bien
qu’ils soient plus flexibles que d’autres modeles et tiennent compte de plusieurs propriétés
spécifiques des marchés financiers, les modeles GARCH présentent une mémoire courte,
contredisant certaines propriétés empiriques de la volatilité des séries financieres. Mais que
se passe-t-il si [1 — (L) — B(L)] admet une racine unitaire ?

Dans ce cas, notre processus est non stationnaire au sens de GARCH. Pour remédier
ces limites, Engle et Bollerslev (1986) définissent le modele GARCH intégré (IGARCH). Il
s’écrit :

(1= L)G(L)e2 = ag + [1 — AL (1.27)
r—1
ou ¢(L) = ZQS,-U ce modele présente une persistance explosive des chocs de volatilité

i=1
sur la dynamique de la série. En se basant sur le modele IGARCH, Baillie, Bollerslev et
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Mikkelsen (1996) s’inspirent de I’analogie entre le modele ARMA et le modele ARFIMA,
pour définir le modele FIGARCH a partir du modele GARCH. L’idée est de permettre
au parametre d’intégration d, qui appartenait a {0,1} dans le modele GARCH/IGARCH,
de varier sur [0;1]. Le modele résultant est beaucoup plus flexible : les chocs de volatilité
décroissent exponentiellement mais sont plus persistants que dans le modele GARCH et
moins persistants que dans le modele IGARCH. Le modele FIGARCH est obtenu en rem-
placant l'opérateur de retard (1 — L) dans la derniére équation par l'opérateur de retard
fractionnel (1 — L)?. Le modele FIGARCH (p,d,q) s’écrit alors :

(1= LY'$(L) = ag + [1 — B(L)] (1.28)

ou les polynémes ¢(L) et [1 — B(L)] admettent des racines a l'extérieur du cercle uni-
taire. Le processus FIGARCH (p,d,q), pareillement que pour le GARCH (p,q), admet une
représentation ARCH. En remplacant p; par son expression et en réorganisant les termes

de I’équation ci-dessus, on obtient :
(1= L)*(L)ei = ag + [1 — B(L)|(e} — )

hi = B(L)h} = ag + (1 = L)*o(L)e} + &7 — B(L)e?
Donc
[1— B(L)]h = ag+ [1 — B(L) — (1 — L)*¢(L))e}

hi = ool = B(L)] ™+ [1 = (1= B(L)'e(L)[1 = B(L)] e} (1.29)

On note par A(L), le polynéme d’ordre infini, tel que :
ML) =1- (1= L)Y'¢(L)1 - B(L)]™
Le modele FIGARCH s’écrit :
hi = aoll = B(L)] ™" + ML) (1.30)

On considere ¢(L) dans 1'équation (2.3) :
q .
HI) =1-3 6,1
j=1

Chung analyse 'analogie de base entre le modele ARFIMA et le modele FIGARCH et

montre qu’il y a des différences structurelles entre les deux spécifications.
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Le modele ARFIMA a été introduit par Granger (1980, 1981), Granger et Joyeux
(1980) et Hosking (1981) pour étudier la mémoire longue dans I’équation de la moyenne.

Un processus stochastique Y; suit un processus ARFIMA (a, dy, r), s'il vérifie :

(1= LY W(L)(Y; — 1) = O(L)z

ou p est la moyenne non conditionnelle de Yy, U(L) =1 — Z U,L7 et O(L) =1~ Z 0;L
j=1

j=1
sont deux polynéomes de L d’ordre respectifs a et r et £, est un bruit blanc de moyenne o?.

Pour s’assurer de la stationnarité et de I'inversibilité du processus Y;, nous supposons que d
varie de —0,5 a 0,5. Ce parametre d’écrit la mémoire longue du processus Y;. L’opérateur
de différence fractionnelle est défini a partir de son développement sur la base de séries de

Maclaurin, tel que :

do N = F(j_do) j
A=y = 1= ) i — g
= 1—§:7rj(d0)l)j
D)

Dans certains papiers, on trouve le développement précédent exprimé comme un polynome

d’ordre infini de L donné par :

do __ = F(] - dO) j
=D = 2 G5 or-a”

= Z 7Tj (do)LJ
7=0

I'(j—2)

S () —

U m(2) = T (=2)
La constante oy du modele FIGARCH est structurellement différente de dans les

modeles ARFIMA. Dans ce dernier,l’opérateur de retard fractionnail s’applique a la constante

et I'() est la fonction gamma standard.

p. De plus, la structure de mémoire longue est différente dans les deux modeles : le pa-

rametre de mémoire dy varie entre 0,5 et 0,5 alors que d appartient [0,1].

e Si0<dy< %, le modele ARFIMA est un modele stationnaire a mémoire longue. Les
autocorrélations sont positives, diminuent hyperboliquement et tendent vers zéro
lorsque le retard augmente. La densité spectrale est concentrée autour des faibles

fréquences et tend vers I'infini lorsque les fréquences tendent vers zéro.
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e Sidy =0, le modele ARFIMA se réduit au modele ARMA standard.

e Si —% < dy < 0, le modele est antipersistant, les autocorrélations décroissent hyperboli-
quement et tendent vers zéro et la densité spectrale est dominée par les composantes

des fréquences élevées.

Selon la valeur du parametre d dans [0, 1], on détermine le profil et la vitesse de pro-
pagation des chocs de volatilité. Si on se refere a I'analyse des fonctions de réponses aux
impulsions, dérivées de (2.3), on peut évaluer I'impact de long terme des chocs passés s,
s < t, sur la série en fonction de la limite des poids cumulés de la fonction de réponses

impulsionnelles donnée par :

k
v(1) = lim Z% = klim Ak

T ——+00
= F(d —ZI,Ol, 11D (D)1 = B(1)]
_ aEt(g%—f—k) . aEt(5t2+k_1)

Opu O
tionnelle & la date t et j; = 2 — h?.

et le coefficient d’impulsion, E; est I’espérance condi-

e Si0<d<1, alors F(d—1,1,1;1) = 0 d’ou y(1) = 1 les chocs de volatilité décroissent
hyperboliquement contrairement au modele GARCH ou ces chocs décroissent expo-

nentiellement.

e Sid=1,alors F(d —1,1,1;1) = 1 d’ou (1) = ¢ *(1)[1 — B3(1)] et les chocs sont

infiniment persistants.

e Sid > 1 alors la variance conditionnelle est explosive et v(1) tend vers +oo.

Le parametre de mémoire dy est appliqué directement sur le carré de I'erreur contrai-
rement au parametre d s’appliquant sur les h? dans le FIGARCH. Par ailleurs, un modele
ARFIMA (a,0,7) se rameéne a un modele ARMA(a,r) tandis qu'un modele FIGARCH
(p,0,q) ne peut pas étre réduit & un GARCH(p,q).

les parametres du modele ARFIMA sont moins contraints que ceux du modele FI-
GARCH. Ces derniers doivent satisfaire certaines conditions pour assurer de la positivité
de la variance conditionnelle.

En se basant sur la premieére version du modele, Chung (2001) conclut en la présence
de quelques problemes de spécification. Comme nous ’avons déja signalé, la constante du
modele FIGARCH peut s’écrire :

ag = ¢(L)(1 — L)*h? (1.31)
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q 00
ou¢(L) =1- Z ;L7 et (1 — L) = ij(d)Lj. Il suffit de remplacer dans 1’équation
j=1 Jj=0

(2.5) :
ap = h2¢(1) ij(d)Lj

Chung démontre que cette constante est théoriquement égal a 0. Toutefois, des études
empiriques montrent que cette constante est faible mais significativement non nulle (voir
Baillie, Bollerslev et Mikkelsen (1996), Bollerslev et Mikkelsen (1996) et TeyssiLre, (1997)).
Pour contourner ce probleme, Chung reprend 1’écriture ARMA du modele GARCH (p,q)
(voir Breidt, Crato et De Lima (1998)) en considérant plutot le processus {7} :

1 —a(L) = BL))(e} — 0%) = ag + [1 = B(L)]
puis, il propose la version suivante du modele FIGARCH, tel que :
S(L)(1 = L)"(ef = 0®) = [1 = B(L)] (1.32)

Par ailleurs, les conditions de positivité de la variance conditionnelle posent un probleme.
Deux ensembles de conditions suffisantes ont été proposés : le premier est défini dans Baillie,
Bollerslev et Mikkelsen(1996) et le deuxieme est celui de Chung (2001). Nous notons que
ces deux ensembles ne sont pas équivalents bien qu’ils soient tous deux suffisants : certains
parametres vérifient certaines conditions mais pas la totalité de ces conditions. Baillie,
Bollerslev et Mikkelsen (1996) considerent que ces conditions sont a définir au cas par
cas. Ils considerent l'exemple particulier du modele GARCH(p,q), étudié par Nelson et
Cao (1992) alors que Chung, dans une premiere version de son papier en 1996, considLre
I’écriture ARCH du modele FIGARCH. Il montre que si § # 0, les parametres de la

variance conditionnelle doivent vérifier :

M=d—03—¢ (1.33)
Y= (d-8)(5 - o)+ DD (134)
M:ﬁk%mﬂ@w—¢ywﬁ—@§imumk1L4M@k:&&m (1.35)

pour que la variance conditionnelle soit positive, il suffit que tous les parametres \;, k =

1, ... soient positifs. Ceci revient a imposer :

0<¢p<pB<d<l1
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Bollerslev et Mikkelsen (1996) quant & eux se basent sur une relation autorégressive
entre les parametres A\, tel que :
M=d—B8—¢
e = BAor + (k=1 = d)k™" — ¢lmi(d) k=2,3---

ot mp(d) = mp_1(d)(k—1—d)k™' k = 2,3, - sont les coefficients d'une expansion de séries
Maclaurin (1 — L). Ils déduisent les inégalités suivantes comme conditions suffisantes pour

assurer la positivité de la variance conditionnelle :

B—d§¢§%§g (1.36)

a6 -5 <p<pd-5+0) (1.37



Chapitre 2

Estimation des parametres
ARCH/GARCH

Dans ce chapitre, nous allons traiter I'estimation des parametres d'un modele (G)ARCH,
et plus généralement, d’un modele de régression avec erreur (G)ARCH. Les modeles intro-
duits reposent sur des formulations des moyennes et variances conditionnelles.

En pratique celle-ci souvent paramétrées de fagon que la moyenne conditionnelle m, ()
et la variance conditionnelle h?(6) apparaissent comme des fonctions de parametres inconus
et de valeurs passées du processus. La connaissance de ces moments ne suffit cependant
pas sans hypothese supplémentaire a caractériser la loi conditionnelle du processus.

La vraisemblance est écrite comme si la loi des variables z; était normale centrée réduite
(on parle de pseudo ou quasi-vraisemblance), mais cette hypothese n’est pas nécessaire
pour la convergence forte de 'estimateur. Elle a évidemment un effet sur la variance de
la loi normale asymptotique de l'estimateur. Les modeles avec erreurs hétéroscédastiques

peuvent étre estimés généralement par ces méthodes :
e Estimation par la méthode des moindres carrés ordinaires (MCO)
e Estimateurs de la classe du Maximum de Vraisemblance (MV)

Nous présenterons ici ces deux méthodes d’estimation. Commencgons par étudier la
méthode des moindres carrés, ainsi que le cas des estimateurs du MV obtenue en cas

d’erreur sur la spécification de la loi conditionnelle des résidus.

31
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2.1 Estimation des modeles ARCH par la méthode
des moindres carrés

Dans cette partie nous considérons 'estimation par la MCO du modele ARCH(q) :

e = zhy

q .
E . > = .

h% = Qo+ ozigffi avee ag > 0’ Qi =2 O’ ¢ 17 » q (21)
=1

(z) est une suite de variables i.i.d, E(z) =0, Var(z;) = 1.

La méthode consiste a tirer partie de la représentation AR sur le carré du processus
observé et a appliquer la méthode des moindres carrés quasi-généralisés (MCQG). Les
estimateurs obtenus sont, au moins pour n grand, moins précis que ceux du quasi-maximum
de vraisemblance (QMV), mais plus faciles a obtenir. Ils peuvent également fournir des
valeurs initiales pour la procédure d’optimisation utilisée dans 'obtention d’estimateurs
du QMV plus précis.

On déduit de (2.1) la représentation AR(q) :

q
el =ag+ Z uET ; + it (2.2)

=1

olt juy = &2 — h? = (22 — 1)h?. La suite (u, F;_1), constitue une différence de martingale.

On suppose que I'on dispose d’observations ey, - - - , &,, réalisation partielle du processus
{e}, et de valeurs initiales g, - - - , 1.

2 _ 2 2 2

g = Qo T Qi +aog, ot F Qe T e
2 2 2 2

Enm1 = Qotong, o+ aog; s+t agE, 1+ fna
2 _ 2 2

81 - 040+051€0+”'+050517q+:u1

Introduisant le vecteur

Z£—1 = (1’ 5?—17 e 7€§—q)a
On déduit le systeme
er = Z; 100+ i, avec Oy = (ag, - ,aq), t=1,-- n. (2.3)

soit
Y =X0,+U
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en définissant la matrice n X ¢ et les vecteurs n x 1 :
X = : , Y = : , U=

Supposons que la matrice X’X soit inversible. On en déduit 1'estimateur des MCO de 6 :
0, = (X'X)"'X'Y. (2.4)

Pour établir la consistance et la normalité asymtotic de I'estimateur de moindres carrées,

les hypotheses suivantes sont nécessaires

H1 : {e:} est solution non anticipative strictement stationnaire.
H2 : E(e}) < +o0.
H3 : P[22 =1] # 1.

~

Théoréme 2.1 (Convergence des estimateurs MCO pour un ARCH). Soit (6,,)

une suite d’estimateurs satisfaisant (2.4). Sous les hypotheses H1 — H3, presque sturement
0, — 0o, Bf — hg, quand n — Q.

Preuve. étapel : Nous avons vu que I'unique solution stationnaire non anticipative {g;}
est ergodique. Le processus (Z;) est également ergodique car Z; s’écrit comme fonction
mesurable.

1

1 n
EX,X = tz; Zy 1 Z, | — E(Z1Z, ), p.s. quandn — oo. (2.5)

L’existence de I'espérance est assurée par I’hypothese H3. On a donc

1

1 n
EX/Y = Z Zy 167 — E(Z,_1€}), p.s. quand n — oo.

t=1
étape2 : Montrons par 'absurde 'inversibilité de la matrice E(Z;_1Z]_,) = E(Z;Z;) Sup-
posons qu’il existe un vecteur non nul ¢ € R?*! tel que
dE(Z:Z]) =0
E[dZ,(dZ)'] =0, d’ou 'on déduit que ¢’ Z; est p.s. constant.
Par suite, il existe une combinaison linéaire p.s. égale a une constante des variables

€7, ,€1_q41- Sans perdre de généralité, on suppose que le coefficient de 7 égale a 1.

Donc (z;) s’exprime p.s comme fonction mesurable des variables e;_1,&;_9, - - - , £4—g.cOmme

2) est indépendante de ces variables, donc (2?) est égale & une constante p.s.
t

Forcément, cette constante ne peut étre que 1, d’ou contradiction avec H3.
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étape3 : Il découle de ce qui précede que %X 'X est p.s inversible, pour n assez grand et
que p.s quand n — o0,

R X'X\ ' XY
Qn:( " ) o (Zt—lzé_l)}_lE(Zt—lgf)'

étaped4 : le processus (j;) est 'innovation forte de {¢?}. On a donc, en particulier, les

relations d’orthogonalité

E(u) = E(me; —1) =+ = E(uuef —q) =0

c’est-a-dire
E(Zi-1p) =0
d’ou
E(Zi1e}) = E(Zy 1 Z]_|)bs.

Donc d’apres les étapes 2 et S,én converge p.s vers 6.

La convergence forte de h? vers h? s’en déduit.

Pour la normalité asymptotique de l'estimateur des MCO, nous devons faire 'hypothese

supplémentaire suivante :
H4 : E(e%) < +0
Introduisons les matrices carrées symétriques de taille ¢ + 1

A=E(Z,_.7Z ), I=EMhZ_.17Z ).

L’inversibilité de la matrice A ce démontre de la méme facon comme précédent. celle de I
sera montrée dans la preuve du résultat suivant, qui établit la normalité asymptotique de
Iestimateur des MCO.

Théoreme 2.2. Sous les hypothéses H1-H/,

V0, — 0) —* N(0, (g — 1)ATITATY.

X 1 & 1 &
0, = —Zzt_lzg_1> Z,_ 1@)
(TL t=1 n 1

t

=k
iz
)

- 90+< ZZt Wz,

Preuve. On a :

LS
M:

Zi (2 190+Mt)}

1
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Donc
\/ﬁ(én —0) = (% ; Zt—lz£—1> {% ; Zt—l,ut} . (2.6)

Soit A € R X #£ 0. La suite (N Z;_1 ¢, Fi) est une différence de martingale stationnaire,
ergodique et de carré intégrable de variance
Var(NZy_yp) = NE{Z,1Z]_ 2}
— NE{Zi1Z (2~ )i}
= (g — NI

On déduit que, pour tout A # 0
1 n
NG > N Ziap = N0, (s — DNIN).
t=1
Par suite, en appliquant la propriété de Cramer-Wold,

%Zzt—llit E N, (g — D). (2.7)

On montre que cette loi limite est non dégénérée, c’est-a-dire que I est inversible, par le
méme raisonnement que celui utilisé pour établir I'inversibilité de A dans la preuve du
Théoreme 2.1. Par suite, on déduit de (2.5), (2.6) et (2.7), par un raisonnement classique,
que \/ﬁ(én — 0p) est asymptotiquement normal, de moyenne le vecteur nul, et de variance

la matrice du théoreme.

2.2 Méthode d’estimation du maximum de vraisem-
blance

Dans cette partie nous étudions la méthode du maximum de vraisemblance condition-
nelle (a des valeurs initiales). Nous présentons de fagon paralléle la méthode d’estimation
du maximum de vraisemblance (MV) sous I'hypotheése de normalité de la distribution
conditionnelle des résidus et la méthode d’estimation du quasi maximum de vraisemblance
(QMV). En effet, I'idée générale des estimateurs du PMV consiste a démontrer que si 'on
commet une erreur sur la distribution conditionnelle des résidus en utilisant a tort une
log-vraisemblance fondée sur une loi normale, 'estimateur du MV ainsi obtenu peut tout
de méme étre convergent si la vraie loi des résidus appartient a la loi normale (Gourieroux,
Montfort, 1989). L’estimateur sera (1) asymptotiquement convergent et (2) asymptotique-

ment normal. Par conséquent, la fonction de vraisemblance définissant 1’estimateur du MV
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sous ’hypothese de normalité et la fonction de quasi-vraisemblance de l'estimateur du

QMYV sont les mémes.

2.2.1 Quasi-vraisemblance conditionnelle

On supposera que les observations 1, - - - , &, constituent une réalisation (de longueur n)

d’un processus GARCH(p,q), solution strictement stationnaire non anticipative du modele

& = zhy

q P
2.
o= ao+ > ek 4+ > B (2.8)
i=1 j=1

ou {z:} une suite de variables aléatoires i.i.d centrées et de variance unité, oy > 0, o; > 0

(Z:L 7Q)7ﬁj zo(jzlv 7p)
Les ordres p et q sont supposés connus. Le vecteur des parametres

0= (917 e 78p+q+1)l = (0607061, e 7aq7/617 e 75}))/ (29)

appartient & un espace de parametres © CJ|0, +00[x [0, co[PT9. La vraie valeur du parametre
est inconnue et est notée 6y = (v, o1, - - - , g, Pors - Pop)'-

Pour écrire la vraisemblance du modele, il faut spécifier une distribution particuliere
pour les variables z;. On considere généralement la quasi-vraisemblance gaussienne, i.e la
vraisemblance obtenue a partir d'une loi normale centrée réduite pour les z;.

La spécification d'une distribution gaussienne pour les variables z; ne permet pas d’en
déduire simplement la loi de I’échantillon. On travaille avec la vraisemblance de 1,--- , &,
conditionnellement a certaines valeurs initiales.

Etant données des valeurs initiales g, - -+ ,&1_q, h2, - - ,ﬁ%fp que nous allons préciser,

la vraisemblance conditionnelle gaussienne L, (6) s’écrit

L,(0)=L,(0;e1, - ,e,) = H ! exp (—i) , (2.10)

t=1 |/ 2mh? 2hi

ou les 71? sont définis récursivement, pour ¢ > 1, par
hp=hi(0) =00+ Y gl + Y Bihi ;. (2.11)
i=1 j=1

Pour une valeur donnée de 6, sous 'hypothese de stationnarité au second ordre, la variance

non conditionnelle (correspondant a cette valeur de #) est un choix raisonnable pour les
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valeurs initiales inconnues :

Qo
g%:...:g% :h?):”.:h%*pzl_ 1a Z 1/6] (212)
v J=

De telle valeurs initiales ne conviennent pas notamment pour les modeles IGARCH, pour

lesquels I'hypothese de stationnarité au second ordre est relachée, car la constante (2.12)
prendrait des valeurs négatives pour certaines valeurs de 6. On peut alors proposer de

prendre comme valeurs initiales

ol

Un estimateur du QMYV de 0 est défini comme toute quantité 0,, vérifiant presque surement

Ly (0,) = sup Ly, (0). (2.15)

On voit, en prenant le logarithme, que maximiser la vraisemblance revient a minimiser par

rapport a 6
L(0) =n") f, only={(0) ==L +Inh; (2.16)

et ﬁf est définie en (2.11). Un estimateur du quasi-maximum de vraisemblance est donc

une solution mesurable de ’équation

0, —aI‘gIeIélélf (0). (2.17)

2.2.2 Equations de vraisemblance

On obtient les équations de vraisemblance en annulant la dérivée par rapport a 6 du

critere fn(G), ce qui donne
1 8]12
—Z{ 2 — h4 g =0 (2.18)
En effet, comme nous le verrons plus précisément dans la partie suivante, le terme de

gauche de I'égalité précédente se comporte asymptotiquement comme

1 on:
—Z{ & h4 0 (2.19)
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I'influence des valeurs initiales étant nulle lorsque n — oc. Or, pour la vraie valeur du

parametre, I'innovation de €2 est u; = 2 — h?. Donc sous réserve que I'espérance existe, on

1 0R2(6)
El t
o (‘” hi0o) 00 )

a

1 OhZ(6o)
Car W (00) 00

version asymptotique de (2.16) en 6y, en utilisant le théoreme ergodique.

est une fonction mesurable des £;_;, ¢ > 0. Ce résultat n’est autre que la

2.2.3 Propriétés asymptotiques de ’estimateur du QMV

Dans ce qui suit, nous utilisons comme norme d’une matrice A = (a;;) quelconque la
norme ||Al = ) |a;;|. Le rayon spectral d’une matrice A carrée sera noté p(A). Le produit

de Kronecker sera noté ).

Convergence forte

Rappelons que le modele (2.8) possede une solution strictement stationnaire si et seule-

ment si le coefficient de Lyapounov de la suite de matrices

B a12t2 .. aqz? ﬂthQ ) /8p2t2 T
1 0 - 0 0 0
0 1 . 0 0 0
0 1 0 0 0 0

A, =
! aq Oy ﬂl ﬁp

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

L O - 0 0 0 R | 0 ]

est strictement négatif. On note v(6) ce coefficient de Lyapounov.

Notons

q p
Ag(z) = Zaizi et Bp(z)=1-— Zﬁjzj.
i=1 Jj=1

Par convention Ay(z) =0si ¢ =0 et By(z) =1sip=0.

Pour la convergence, les hypotheses suivantes sont faites.
A1l : 6y € O et O est compact.
A2 ’7(‘90) < 0et V€O, Z?:l 6]' < 1.
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A3 : 27 a une loi non dégénérée.

A4 :sip >0, Ay (2) et By, (2) n’ont pas de racine commune, Ayg, (1) # 0, et apy + Sop 7 0.
I1 est pratique d’approximer la suite (!Z(@)) par une suite stationnaire ergodique. La condi-
tion de stricte stationnarité A2 implique que les racines de By(z) sont extérieures au disque
unité. Notons donc (h3); = h#(f), la solution strictement stationnaire ergodique et non an-

tici pative de
q P
h? = Q) + Z Oéiﬁffi + Z ﬁjh?fj \V/t (220)
i=1 j=1

et soit

jn(e) = n_l th, ol gt = Nt(e) =L + In ]’L?
t=1

Théoréme 2.3. Soit (8,) une suite d’estimateurs du QMV satisfaisant (2.17), avec les
conditions initiales (2.13) ou (2.14). Sous les hypothéses A1-A4, presque sturement

~

0, — 0y, quandn — oo.

Remarque 2.1. 1- On ne suppose pas que la vraie valeur 6, du parametre appartient a
I'intérieur de ©. Le théoreme permet donc de traiter les cas ou certains coefficients,
a; ou 3, sont nuls.

2- L’hypothese A4 disparait dans le cas ARCH. Elle permet de suridentifier I'un des ordres,

p ou ¢, mais pas les deux.

3- L’hypothese A4 exclut le cas ol tous les ag; sont nuls. Ceci est évidemment nécessaire,
sinon le modele a pour solution un bruit blanc fort qui peut s’écrire de multiples
manieres. Par exemple, un bruit blanc fort de variance 1 peut s’écrire sous la forme
d’'un GARCH(1,1) avec hf = ag + 0 x £7_, + Shi_,, pour tous ag et § positifs tels
que g =1 — f.

4- L’hypothese d’absence de racines communes, dans A4, n’est restrictive que si p > 1 et
g > 1. En effet, si ¢ = 1 la seule racine de Ay, (2) est 0 et By, (0) # 0. Sip =1 et
Bo1 # 0, la seule racine de By, (z) est 1/By, > 0 (si fo1 = 0, le polyndéme n’admet pas
de racine). En raison de la positivité des coefficients ay;, cette valeur ne peut annuler

./490 (2) .

Normalité asymptotique

Pour montrer la normalité asymptotique les hypotheses supplémentaires suivantes sont

nécessaires.
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A5 0, € O, ol © est l'intérieur de O.
A6 Kk, = Ez} < <.

Théoréeme 2.4 (Normalité asymptotique des estimateurs du QMV). Sous les
hypothéses A1-A6, \/n(0, — 0y) tend en loi vers une N(0, (k, — 1)J1), ot

o (0P0(00)Y _ 1 0h3(60) Oh2(6y)
/= By (W)‘E‘)O (h;‘(@o) 06 o0 ) (2.21)

Remarque 2.2. 1- L’hypothese A5 est classique car elle permet d’utiliser le fait que les
conditions du premier ordre sont valides, au moins asymptotiquement. En effet si
én est convergent, il appartient également a l'intérieur de © pour n grand. En tant
que maximum, il doit donc annuler la dérivée de la fonction critere. Cette hypothese
est cependant restrictive car elle exclut par exemple le cas ag; = 0 (il est cependant
clair que dans ce cas, \/n(d& — ag1) est concentrée sur [0,00[ et ne peut donc étre
asymptotiquement normale). Ce type de problemes, dits ”de bord”, doit faire I'objet

d’une étude spécifique.
2- L’hypothése A6 ne porte pas sur €2, et n’exclut bien sir pas le cas IGARCH. Seule

une hypothese d’existence du moment d’ordre 4 est imposée sur la suite (z;). Cette

hypothese est clairement nécessaire pour l'existence de la variance du vecteur du

score 00;(6y)/00.
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Représentation ARCH(o0)

3.1 Introduction

Les modeles autoregréssifs conditionnellement hétéroscédastique infinis (ARCH(o00))
constitue une généralisation de la classe ARCH(q), introduite par Engle(1982), et leurs ex-
tentions GARCH (ARCH généralisés) proposé par Bollerslev (1986), pour permettre une
forme flexible de la décroissance des coefficients dans 1’équation de volatilité. En particulier,
il est possible dans la classe de modele ARCH(oo) d’inclure un effet de longue mémoire
dans le carré des observations, ce qui est souvent le cas dans les rendements financiers.
Des exemples de modeles parcimonieux ayant une représentation ARCH(o0), dont les co-
efficients sont a décroissance hyperbolique, sont les modeles GARCH Fractionnaillement
Intégré notés (FIGARCH). Ces modeles ont été introduits par Baillie et al(1996). David-
son (2004) s’est interessé aux propriétés des moments du modeles FIGARCH et propose
une extention, le modele GARCH hyperbolique avec une transition naturelle, 'auteur a
présenté une classe plus large incluant les modeles GARCH noté IGARCH.

Berkes et al (2003) ont montré 'existence et I'unicité de la représentation ARCH(o0)
d’'un modele GARCH(p,q) et ont montré, sous certains conditions, la consistence et la
normalité asymptotique de I'estimateur de quasi-maximum de vraisemblance (QMV). Ces
processus ont une mémoire courte avec des coefficients a décroissance exponentielle. Douc
et al (2008) donnent des conditions suffisantes pour l'existence d'une solution causale
stationnaire d’un processus ARCH(o00), qui permet aux coefficients la décroissance et inclut
donc les modeles FIGARCH. Dans le cas d’'un modele FIGARCH, cette solution implique
nécessairement une variance infinie du processus. Les résultats théoriques sur les modeles
ARCH et les propriétés associées ont joué un role particulier dans les travaux empiriques

d’analyse des données sur les taux de change, les cours des actions.

41
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3.2 Représentation ARCH(c0)

Considérons le processus GARCH(p,q) défini par les équations suivantes :

&t = htzt (31)
et
p q
h? =g+ Z Ozzfl%_i + Z ﬁjh?_j (32)
i=1 j=1

otag>0, a; >0, 0<i<p,et §; >0, 0<j<qgsontdes constantes. Supposons aussi
que {z;, i € Z} sont des variables aléatoires i.i.d centrées et de variance 1.

Nelson (1990) montre que dans le cas d'un GARCH(1,1), les équations (3.1) et (3.2) ont
une unique solution stationnaire si et seulement si F'log(f; + a123) < 0. Dans le cas d'un
GARCH(p,q), Bougerol et Picard (1992) donnent des conditions nécessaires et suffisantes
pour I'existence d’une unique solution stationnaire des équations (3.1) et (3.2).

Afin de caractériser ces conditions, il est nécessaire d’introduire les notations suivantes

utiles pour certaines démonstrations :

Tn = (ﬁl + Oélzzaﬁ% to 75{171) € qul

& =(22,0,---,0) e R

n’

et

a=(ag, - ,ap 1) € RP—2

Introduisons maintenant la matrice A,, de dimension (p+q — 1) X (p+ ¢ — 1), définie

par :
T By « a,
I,y 0 0 0
& 0 0 0
0 0 I,» 0

A, =

ou I, et I,,_o sont les matrices d’identités de dimension ¢ — 1 et p — 2, respectivement.

Le plus grand exposant de Lyapunov 7y, associé a la suite de matrices {A,,,n € Z} est :

1
~vr = inf 1E10g||A0A1---An||,

0<n<oco N +

en admettant que
E(log [|Aol|) < oo. (3.3)
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En utilisant la condition (3.3), Kingman (1973) montre que

) 1
lim log || AgAy -+ Au|| = 71 p-s.

n—oon + 1

Bougerol et Picard (1992) montrent que si la condition (3.3) est vérifiée, alors (3.1) et (3.2)

ont une solution unique strictement stationnaire si et seulement si
v, < 0. (34)

Soit maintenant X,, = (h2, - - - ,hi_q_l, g2 1, ,si_p_l)T e RPLet D = (ap,0,---,0)T €
RPHe=1 Alors les équations (3.1) et (3.2) peuvent étre écrites de manieres équivalentes
comme suit :

Xp1 = A, X, + D.

Bougerol et Picard (1992a; 1992b) montrent que si la condition (3.4) est vérifiée, alors :
X, =D+Y A, A, D. (3.5)
k=0

Dans ce qui suit, nous supposons que les conditions (3.1)-(3.5) sont vérifiées. Il existe
un ensemble de conditions minimales d’'un modele GARCH(p,q) stationnaire. Notons par
O=(ag, 01, , 4,01, -+, Bp) le vecteur des parametres. Supposons que €y,€g, - -+ , &, ont
été observées. Lumsdaine (1996) a étudié I'estimation du parametre inconnu 6 dans le cas
de p = ¢ = 1. Il recommande 'estimateur de quasi-maximum de vraisemblance et montre
la consistence et la normalité asymptotique pour un modele GARCH(1,1). Cependant,

certaines conditions semblent étre inutilement restrictives et devraient étre relachées.

3.2.1 Représentation d’un GARCH(p,q)

Considérons le modele GARCH(p,q) strictement staionnaire vérifiant (3.1) et (3.2) dont

le vecteur des parametres est : (g, o, -+, a,, B1, -+, 3,)". Posons :
) 9 s py ) )y Mq
Ax) = ayz + agt® + - + aya?

et
B(z) =1— piz — foa® — - — B2’

On suppose que l'ordre de B(z) est exactement ¢, i.e.

By # 0. (3.6)
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Bougerol et Picard (1992) montrent que «y;, < 0 implique

ﬁ1+52+...+ﬁq<1. (3.7)

La relation (3.7) implique que toutes les racines de B(z) = 0 se trouvent en dehors du

cercle unitaire. Plus précisément, nous avons le lemme suivant.
Lemme 3.1 (Berkes et al (2003)). La relation (3.7) est équivalente a :

|vi| > 1 pour tout 1 < i <{, ot~y ,v représentent toutes les solutions de B(x) =0
(3.8)
avec les multiplicités vy, - -+ , vy.
Démonstration. Supposons que By + fBo + --- + f;, > 1. Comme B(0) = 1 et B(l) =
1—(Br+Pa+--+6,) <0, on aau moins une solution de B(x) = 0 dans l'intervalle [0, 1],
ce qui contredit (3.8).
Supposons que l'équation (3.7) est vérifiée. Pour tout |z| < 1, nous avons B(z) >
1= (Gilz] + BolzP 4+ B4l2]) > 1= (Bi+ o+ -+ B,) > 0, donc (3.8) est vérifiée. [
Le lemme qui suit est utile pour la représentation d'un ARCH(o0). Soit log™ 2 = log z
si x > 1, et 0 sinon.

Lemme 3.2 (Berkes et al (2003)). Soit {e;} un processus GARCH(p,q) vérifiant (3.1)
et (3.2) avec &, = (22,0,---,0) € RI71L,

Si{&, k € N} est une suite de variables aléatoires identiquement distribuées satisfaisant

Elog* |6 < oo, (3.9)

o
alors kazk converge en probabilité 1 pour tout |z| < 1.
k=0
Démonstration. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, il est suffisant de montrer que, pour

tout ¢ > 1,
> P&l > ¢*} < 0. (3.10)
k=1

la distribution de & ne dépend pas de k, alors
> P{&l > ¢Fy = D P{logh & > klog ¢}
k=1 k=1

= > P{log" |&| > klog ¢}
k=1
< Elog" [&l/log,
et donc ’équation (3.9) implique (3.10). O
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Nous établissons maintenant une représentation de h? en termes de e _,, i > 1. Comme

on a d’apres, le lemme 3.1, B(z) a toutes les racines en dehors du cercle unitaire, alors

nous avons
dir! = —, |z| <1, (3.11)
jZO ! B(x)
et les coefficients dy, dy, ds, - - - ont une décroissance exponentielle. Soit
=00 dn (3.12)
m=0
et
C; = Oéldj_l + Cl(gdj_g + -+ Oépdj_p, 1 S j < 00, Co = 040/8(1) (313)
Et aussi,
Alz) =
= cix', |x| < 1. 3.14
B~ ot el < (314)
Nous avons par (3.13) les coefficients ¢;, ¢g, - -+ ont une décroissance exponentielle.

Le théoreme suivant nous donne une condition importante pour l’exsistence d’une
représentation d'un ARCH(o0)

Théoréme 3.1 (Berkes etal, (2003)). Soit {e;} un GARCH(p,q) vérifiant les équations
(3.1) et (3.2). Si

Eloghj < oo, (3.15)

alors .
hi = co+ Z cigr_;, pour tous k, (3.16)

i=1

avec la probabilité 1.

Démonstration. Comme || Ag|| > ||&o|| = 22, (3.3) donne que Elogt 22 < Elog™ || Ag| < .
De I’équation (3.1) nous avons Flog™ €2 < Elog’ h2+FElog™ 22, et de (3.15) nous obtenons

Elog" e} < . (3.17)

Comme la suite ¢y, co,- -+ est a une décroissance exponentielle, le lemme 3.2 donne que la

série (3.16) est absolument convergent en probabilité 1. Donc on a

i=p
§p =g + Z icr_; (3.18)

i=1
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satisfait I’équation (3.9).
Nous devons montrer que

hi= > dnbiem. (3.19)

0<m<oo
La série (3.19) est absolument convergente en probabilité 1 par le lemme 3.2 et la décroissance

exponentielle de d;. Il en résulte de ’équation (3.11) que

do = L
dl = 617
dy = di1 + o, (3.20)

dq = dq—lﬁl +F dlﬂq—l + 6(1

et
di = d;i_1B1 + -+ + di—gBy, pouri > q. (3.21)
En utilisant les équations (3.20) et (3.21), il n’est pas difficile de vérifier que, pour j > ¢,
1=q
e + di&poy + dobpn + -+ di&—j = hi — Z(diﬂ'—qﬁq o diB)hi . (3.22)
i=1

Par le lemme 3.2, comme j — 00, le coté gauche de I'équation (3.22) est vérifiée p.s. que
le coté droit de I'équation (3.19). En utilisant la décroissance exponentielle de d; et (3.15),

on obtient

Z P{| Z (dijqlBq + -+ -+ d;Bi)hi_;_;| > 6} < o0, pour tous § > 0,

1<j<co 1<i<q

et donc, en appliquant le lemme de Borel-Cantelli, nous concluons (3.16). [

Remarque 3.1. En utilisant 'opérateur de retard L, on peut écrire alors la variance définie

dans 'équation (3.16) comme suit

=0 (i + )

L’unicité de la représentation d’'un GARCH(00) est établie par le théoreme suivant :

Théoréme 3.2 (Berkes et al, (2003)). Soit {e;} un GARCH(p,q) vérifiant les équations
(8.1) et (3.2). Nous supposons que

25 est une variable aléatoire non-dégénérée. (3.23)
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Si pour un certain k,
h; = co + Z cicr_;p.s et hi=ch+ Z cier ., p.s, (3.24)
1<i<oo 1<i<oo
alors ¢; = ¢ pour tous 1 <1 < 00.
Démonstration. Montrons ce résultat par ’absurde. Soit m > 0 le plus petit entier satis-

. e @ . o s C
faisant c,, # cj,. Si ¢; = ¢} pour tous j > 0, alors ¢y = ¢ doit étre aussi vérifiée.

Par la définition de m, nous avons

(Chn = Cm)Ekm = Co — €5 + Z (¢ = f)ekyn

m<j<oo
t (3.1) nous donne
1
2 —
S = (Cm - Cm)h2 CO i m<]2<oo gk ]}

Comme h?_, > ag > 0, alors 27_, est bien défini. Soit F; le o-algébre engendrée par
{#i} avec —oo < i < j. La relation donnée par (3.5) montre que ¢; est F;-mesurable et
donc 27, défini ci-dessus est une variable aléatoire & valeur réelle, mesurable par rapport
& F_m_1. Comme les z; sont indépendent, cela implique que 27 _ = est une constante p.s,
ce qui contradit (3.23). O

En combinant les deux résultats relatifs a I'existence et 'unicité de la représentation

d’'un ARCH(c0), nous avons le théoréme et le lemme suivant :

Théoreme 3.3 (Berkes et al, (2003)). Si la condition (3.15) est satisfaite, alors le
modele GARCH(p,q) vérifiant (3.1) et (3.2) admet une représentation ARCH(c0) donnée
par l’équation (3.16), avec une décroissance exponentielle des c;.

Si de plus, l'équation (3.23) est aussi satisfaite, alors la représentation (3.16) est

UNIQUE.

La preuve de ce théoreme peut se faire en combinant les deux preuves précédente.
Lemme 3.3 (Berkes et al,(2003)). Soit {e;} un GARCH(p,q) vérifiant (3.1) et (3.2).
St

E|22|° < 0o pour un certain & > 0, (3.25)
alors il existe un 0* > 0 tel que

0*

Bl <00 et E|RT < oo.
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Démonstration. Par I’équation (3.4) et la définition de vy, il existe un entier m > 1 tel que
FElog||AgA; -+ Aya]| <0, (3.26)

et ||Ao|l < C(1+ 22). De (3.25) nous avons
BllAoAs -+ Ana|* < (B[ Aoll’)™ < o. (3.27)

Introduisons la fonction s(t) = E||AgA; - - - Apy_1]|". Comme §'(t) = Elog ||AgA; -+ Apm_1]| <

0, s(t) décroit au voisinage de 0, et comme s(0) = 1, il existe 0 < §* < 1 tel que

" .

EllAoAr - A

En utilisant (3.5), nous concluons que

IXoll < 1D+ Y [l Ao--- A_lIDI],

0<k<o0
et comme 0 < §* < 1 on obtient que

1 Xo°” < ||D DI,

6*_|_ Z ||A0"'A—k:

0<k<oo

En utilisant aussi E||AgA; - -+ A, 1]]°” < 1, il en résulte facilement qu'il existe 0 < & < oo
et 0 < p <1 tel que

E||AgAy -+ Ay < ",

I

ce qui justifie que E||X,||°" < oo, d’on la conclusion du lemme 3.3 ]

Les théoremes 3.1 et 3.2 montrent qu’il existe une identification un par un entre la
séquence h, k € Z et les coefficients ¢;, i € Z. Cependant, cela n’est pas suffisant pour es-
timer les parametres d'un GARCH(p,q), alors nous avons également besoin que la définition
minimale dans le sens ou il n’y a pas de couple (p*, ¢*) tel que p* < p ou ¢* < q et

hp=ab+ > olel i+ Y. Bihi (3.28)

1<i<p* 1<j<q*
pour un certain (pas nécessairement non-négatif) ag, af (1 <i <p*) et 87 (1 <j < q").
Théoréeme 3.4 (Berkes et al,(2003)). Nous supposons que les équations (3.15) et (3.23)

sont satisfaites. Alors le modéle (3.1)-(3.2) est minimale si et seulement si

les polynomes A(x) et B(x)sont des coprimes dans l’ensemble des polynomes a coefficients
(3.29)

réels
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Démonstration. Supposons que (3.29) est vérifiée et supposons qu’il existe (p*, ¢*), tels que
pr<pougq<gq etaga; (1<i<p et (1<j<q")tels que (3.29) est vérifiée. Soit
A(z) =zai+ -+ 2o et B (z) =1 — (Bfz+--- 4 .27 ). Comme I'équation (3.14),

nous avons

(2
*
p

; it = 238 (3.30)

par conséquent, A(x)/B(z) = A*(z)/B*(x). Par (3.29), A(z) et B(z) sont coprimes, et
donc nous concluons qu’il existe un polynome P(z) tel que A*(z) = A(z)P(z) et B*(z) =
B(xz)P(x), et par conséquent p* > p,¢* > ¢, est une contradiction.

Supposons maintenant, que la définition (3.1)-(3.2) est minimale mais (3.29) n’est pas
vérifiée, i.e il existe des polynomes A*, B* et P tel que P n’est pas constant et A*(z) =
A(x)P(x) et B*(x) = B(x)P(x). Nous avons montrer que avec &y = apB8*(1)/B(1), on a :

hp=do+ Y. aferi+ Y. Bihi (3.31)
1<i<p* 1<j<qg*
par les deux équations (3.23) et (3.30) on obtient
Qg A*(L)

=B T B (L)

2 _ 2
€L = + or

Donc

B (L)h2 = A*(L) (,4?51) +gz> |

En remarquant que les degrés de A* et Bx sont moins que A et B, (3.31) contredit la
supposition que la définition (3.1) et (3.2) est minimale. ]

Le corolllaire suivant montre I'unicité du vecteur des parametres.

Corollaire 3.1 (Berkes et al (2003)). Nous supposons que les conditions (3.15), (3.23)
et (3.29) sont satisfait. Alors, il n’y a pas de vercteur

(OZS,OZT,"' 705;97/6;(7”' ’B;;) 7£ (Oé(),Oél,"' 7Oép)ﬁl7'” 7ﬂq> tel que

Wp=ay+ > ajei i+ > Bt (3.32)
1<i<p 1<j<q
Démonstration. Soit le vecteur des parametres (ag,aj,---,an, By, ,3;)" qui satisfait

I'équation (3.32) et soit A*, B* les polynémes analogues de A et B pour le vecteur des
parametres (ag, o, -+ ,ap, 37,---,3;). En suivant la premiere partie de la preuve du
théoreme 3.4, il découle qu’il existe un polynéme P tel que A*(z) = A(x)P(z) et B*(z) =
B(z)P(z). Puisque B et B* ont le méme degré q et le méme terme constant 1, nous obtenons

P(x) =1 et le corollaire est prouvé. [
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La section suivante contient des résultats préliminaires utilisés dans la construction de

I’estimateur quasi-maximum de vraisemblance.

3.2.2 Récurrences liées a la représentation infinie de GARCH(p,q)

Nous avons déja donné la formule explicite pour les coefficients ¢; dans I’équation (3.16)
en terms des racines 71, -+, 7, du polynéme B. Cependant, la solution de B(z) = 0 n’est
pas facile a calculer, en particulier si q est grand, et ainsi les formules sont numériquement

peu pratiques. On a

= (50

En calculant les dérivés et en utilisant B(0) = 1, nous constatons que les ¢,, 1 < n < oo,

) 1<n< oo,
=0

sont en fait des polynones de ay,---,a,, 31, -+, B, avec des coefficients entiers. Posons,
C(z) = Y7, cpa™, I'équation (3.14) montre que A(z) = B(z)C(z). En effectuant la

multiplication a droite et en identifiant les coefficients, on obtient
ap =c1, Qg =cy— ficr, a3 =c3— fiez — facy,

a partir duquel les coefficients ¢y, o, - - - peuvent étre calculés de maniere récursive.

Dans le probleme d’estimation, le vecteur des parametres 6 = (ag, a1, - -+, o, B1, -+ -, By)
est fixe. Nous avons affaire a une classe de processus dont le vecteur de parametres sera noté
par u = (x,81, -+ ,Sp,t1, -+ ,t,)/. Par conséquent, les coefficients ¢;, 0 < i < oo, seront
des fonctions de u et la formule de récurrence obtenue ci-dessus prend la forme suivante.

Si g > p, alors
x

)= L—(ti++t,)
c1(u) = sq,
co(u) = sg + ticy(u),

co(u

cp(u) = sp +ticp_1(u) + - - +tp_1c1(u),
cpr1(u) = ticp(u) + - + tper(u),

cq(u) = tlcq_l(u) + -+ tq—lcl (U)
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Si ¢ < p I’équation ci-dessus est remlacé par

. T
)= L—(ti4 - +1tg)
ci(u) = s1,
co(u) = sg + tic1(u),

co(u

Car1(u) = sg41 +tacg(u) + -+ -+ tger(w),
'Cp(u) = sp+ticp1(u) + -+ tgcpg(u).
Sii > R =max(p,q), alors
ci(u) =t1 +cim1(u) + tacia(u) + -+ - + tyci—g(u).
Soit 0 <u<w, 0<py<1,qu< pyet définie
U={u:ti+ta+ - +t, < po et v < min(z, sy, - -

Nous supposons que # est a I'interieur de U.

7Sp7t17"' 7tq) S max(x,sl,---

(3.33)

7Sp7t17"' 7tq) SU}

Nous utilisons |.| pour noté max ||.|| des vecteurs et des matrices et z V y = max(zx,y).

Lemme 3.4 (Berkes et al (2003)). Pour tous uw = (x,S1,---,Sp,t1, -

u* = (%87, -+ 85,17, ,tr) € U, nous avons
Clﬂi < Ci(“)a 0<i< 00,
Cz(u) < CQPO/qv 0<< o0,
et .
(ut # i
CZ(U)SC’g max < V1), 0<i< oo,
¢i(u) 1<j<q t;

pour les constantes 0 < C,Cy, (5 < 0.

ty) € U et

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Démonstration. Les résultats sont triviaux pour ¢ = 0. Nous utilisons l'induction pour

i > 1. Comme on a c¢;(u), i > 1, sont des polynomes des coordonnées de u avec des

coefficients positifs. Cependent, les équations (3.34)-(3.36) sont vérifiées pour tous 1 < ¢ <

R = max(p, q) si C est petit et Cy, C3 sont assez grand.
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Soit 7 > R et supposons que (3.34)-(3.36) sont valables pour tous i < j. Comme u < 1,

par (3.33) nous avons

et on aura aussi

¢j(u) < (i +ta+---+1g) max. cj-n(u) < poCapl ™71 < Copll".

En utilisant (3.33) et I'hypothese d’induction nous avons, pour j > R,

0 < “)
cj(u) . .
Zt’{c];l(u)—i—t;de(u)—i—---—i—tZ j—q (")
. Cj(u)* ¢j(u) i} § ¢j(u) . .
_ tieia(u )t cj—1(u) | t5cj_a(u )t cja(u) tyci—q(u™)  cj_q(u)
- T 1 e 2 + vt + - tq
tycja(u) — ¢lu)  ty cia(u) 7 ¢(u) tg ¢j—q(u) * c;(u)

* J *
S Cg (maxlgigq i—z V ].) %{tlcj—l(U/) + tQCj—Z(U) 4o+ tch_q(u)} <1’IlaX1§i§q %)
" J
< Cg <max1§i§q i—l V 1) .
Donc (3.34)-(3.36) sont aussi vérifiées pour j. O

Par la suite, nous montrons des résultats similaires pour le vecteur suivant :

(1) = dci(u) dci(u)  Oci(u) Oci(u) — Oci(u)
G\ T Tes 0 Tes, ot 0 ot )

Lemme 3.5 (Berkes et al (2003)). Supposons que u € U. Alors

Oco(u 1
gi ) <1 (3.37)
o o, 1<j<p (3.38)
J
Oco(u) u _
<7< .
e e 1o )
et
e (u)|/ei(u) < Cyi, 1 <i< oo, (3.40)

pour une constante Cy.
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Démonstration. Comme on a co(u) = x/(1—(t1+---+t,)), alors les équations (3.37)-(3.39)

sont évidentes. Il reste a prouver I’équation (3.40), nous commengons & observer que

dc; :
i) =0, 1<1<o00.
ox
Ensuite nous montrons que
e
gf“) fei(u)| <G5, 1<i<oo,1<j<p, (3.41)
Sj

pour une constante C5. En utilisant & nouveau l'induction, (3.41) est vérifiée pour i < R =

max(p, q), a condition que Cj soit assez grand. Par (3.33) nous avons pour i > R,

oc;(u oci—1(u 0ci_o(u 0c;_q(u

(W) _, 0af) |, deialu) | Oey(u)
8sj 88]' aSj aSj

et comme ¢; > 0, cg/0s; > 0 (en rappelant que ¢; est un polynome de sy, -+, Sp, 1, , 1,

avec des coefficients positifs), on conclut que

1 9ci(u
0< ci(u) 35]'1 9 ( ) ]
Ci—m U
< . . -
= 1S Ciem(u)  0s; theia(u) -+ tqcl_q<u)}ci(u)
1 0cim(u)

- 12172%%1 Ci,m(u) st

Donc si i > R et (3.41) sont vérifiées pour tous les indices inférieurs a 7,alors c’est aussi
vérifiée pour i.

Nous devons maintenant montrer que

83;9) Jei(u)| < Coi, 1<i<oo,1<j<gq (3.42)
J
pour un certain Cg. Par (3.33), on a pour i > R,
Jci(u) Oc;—1(u) Ci—q(u)
=Cj_; t1 ————= e t,—=
o, Gl T e
et done
1 Oci(u)  cij(u) 1 Oci_l(u)t ci—1(u) o 1 aci_q(u)t Ci—q(u)
ci(u) Ot - ci(u) ci—1(u) Otj(u) ! ci(u) ci—q(u) Ot;(u) T ei(u)
Comme ¢;(u) > tjc;_j(u), on obtient que
. 1 1 Oc;_ 1
1 601(“) _ t—m . “e.
ci(u) Ot; < tj + 12172;([1 ci,m(u) atj cl(u) {tlcl—1< ) + + thZ_q(u)}
1 1 6’ci_m(u) )
< — 4+ max

u  1<m<qci_p,(u) Ot
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et donc (3.42) est vérifiée par induction, en supposant que Cj est choisi plus grand que %
(3.40) ce déduit par (3.41)-(3.42). ]

Lemme 3.6 (Berkes et al (2003)). Pour tous u € U, nous avons
o (u)] < Cr,
c; (u)] < Cgi’ei(u), 1<i< oo,
c§” (w)] < o,

et
|c(()3)(u)| < Cyoi’ci(u), 1<i< oo,

pour certaines constantes Cr, Cg, Cy et Cyg.
3.3 Meéthode d’estimation et la normalité asympto-
tique

Le logarithme de la fonction quasi-maximum de vraisemblance dans les GARCH(p,q)

est défini comme suit

INOEEY —% {logwk(u)—i- i } (3.43)

1<k<n wk(u)

ou
o0

wi(u) = co(u) + Z ci(u)er_,. (3.44)

Les fonctions ¢;(u), i € N, sont déja définis. En assemblant le lemme 3.2, et les équations
(3.17) et (3.35), en obtient que wy,(u) existe en probabilité 1. Clairement, wy(0) = hi. Si
nous devions supposer que zg est standard normal , conditionnellent ;1 = o{z;, —00 <
i < k— 1}, ex/hi(0) est aussi standard normal. La vraissemblance dans ’équation (3.43)
est dérivé sous cette hypothese. Cependent, nous montrons que la méthode d’estimation
de quasi-maximum de vraisemblance 6’;“ est défini comme suit :

0, = argmax L, (u), (3.45)

uelU

sera consistant et asymptotiquement normal sans supposer que z; est standard normale.
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Théoréme 3.5 (Berkes et al (2003)). Supposons que 0 est a Uintérieur de U et (5.23),
(8.29) sont vérifiées et

E|22|'""° < 0o, pour certains § > 0, (3.46)
%in% tHP{z2 <t} =0, pour certains yu >0, (3.47)
et
Bz =1. (3.48)
Donc
0, — 0 p.s lorsque n — oo. (3.49)

Les lemmes suivant seront nécessaire pour les preuves des théoremes suivant :

Lemme 3.7 (Berkes et al (2003)). Supposons que 0 est a Uintérieur de U, (3.46), (3.47)

sont vérifiées. Alors

1
sup | =Ly (u) — L(u)| — 0, p.s, pour n — oo,
ueU M

ol
2

L(u) = —%E{log wo(u) + wog(ou)}'

Lemme 3.8 (Berkes et al (2003)). Si les conditions du théoreme 3.5 sont satisfaites,

alors L(u), avec u € U a un unique mazimum en 6.

Lemme 3.9 (Berkes et al (2003)). Si les conditions du théoreme 3.6 sont satisfaites,

alors

1
sup |—L,,(u) — L'(u)| — 0, p.s,
uelU |1
et )
sup | =L, (u) — L"(u)| — 0, p.s.
uelU | T

lorsque n — oo

Lemme 3.10 (Berkes et al (2003)). Si les conditions du théoréme 3.6 sont satisfaites,

alors Ag est non-singulier.
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Lemme 3.11 (Berkes et al (2003)). Si les conditions du théoréme 3.5 sont satisfaites,

alors

sup
uelU

> (log wy(u) —logﬁ)k(u))‘ = 0(1), p.s

1<k<n

lorsque n — oo

Lemme 3.12 (Berkes et al (2003)). Si les conditions du théoréme 3.5 sont satisfaites,

alors
@ e )|_ .
) 2 (o wm)‘ o

et
(i) ()| .
| 3 < (G w,%(u))' o v

1<k<n

lorsque n — oo

Démonstration. On a U est un ensemble compact. Nous avons déja par le lemme 3.7 que
L,(u)/n converge uniformément vers L(u) dans U avec une probabilité 1 et le lemme 3.8
montre que L(u) a un maximum unique lorsque u = #. Donc les arguments standards

montrent que les emplacement du maximum de L, (u)/n converge p.s pour L(u). O
Nous allons dans ce qui suit déscuter la normalité asymptotique de n'/ 2(én — 0). Soit
1
lp(u) = —§(log wy(u) + 3 Jwi(u)) (3.50)
et introduisant la matrice Ay = Cov(€y(0)) et By = E({y(6)).

Théoreme 3.6 (Berkes et al (2003)). Nous supposons que 0 est a linterieur de U et
(3.23), (3.29), (3.47), (3.48) sont vérifiées et

E|22*™ < 00, pour certains § > 0. (3.51)
Alors
Apet By sont non singulier, (3.52)
. 1 1 w, ()
0, — 0= - Z 5(1 - zi)#@Bo '+ op(v/n), pourn — oo, (3.53)
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et
n'’?(0, — 0) =P N(0, By'4,B; "), pour n — oo, (3.54)

ou N(0,C) représente des variables aléatoires normales multivariées avec une moyenne 0

et une matrice de covariance C.

Démonstration. par (3.43) et (3.44), L, (u) est deux fois continuellement différentiable sur
U et atteint son maximum & 6,,, pour lequel n est suffisamment grand, est un point intérieur

de U par (3.49) et 0 a I'intérieur de U. Donc il existe un indice aléatoire ng tel que

L' (0,) =0, sin > ny. (3.55)
Par conséquent pour n > ng nous avons L’ (6,) — L (0) = —L’ (), donc par le théoreme
de la valeur moyenne pour les coordonnées de L), = (L, 4, , L;, ,,,, nOUs obtenons

(én - 9>L;;,z(§nz> = —L;m(Q), 0<i<p+yg,

ou &, ; est entre én et 0. Alors, en utilisant le lemme 3.9 et la continuité de L (u), on obtient

(6, — 6)(By + 0(1)) = _%L;(e) pos. (3.56)
60) = (4 - 1)5222 (3.57)

En vue de (3.48), E((£,.(0))"¢;(0)), j # K, et la matrice nulle, et donc nous concluons que
cov (2L (6)) = A,. (3.58)

Par le lemme 3.10, Ay est non singulier et donc (3.56) implique By est non singulier.

Si n est grand, alors (By +0(1))~! existe et égale & By' +o(1). Par (3.58) et l'inégalité
de Markov nous avons L/ (0)/n'/? = Op(1), et donc (3.53) vient des équations (3.56) et
(3.57). Comme £},(0) = 2(22 — 1)f(22_, 22 _s, - - ) pour une certaine fonction f mesurable,

0,.(0) est une différence de martingale stationnaire. O

En pratique, nous observons seulement €1, --- ¢, et le logarithme de la fonction de
quasi-maximum dans (3.43) ne peut pas étre calculé a partir de ces données. Donc nous

remplagons L, (u) par :

Lo(u)= ) —% {logzﬁk(u) + wju)}

1<k<n
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ou

1<i<k—1

Semblable a (3.45), nous le définissons comme suit

0, = arg max L(u).

Les deux théoremes suivants, montrent que les théoremes de limites resteront vrais pour

0.

Théoréme 3.7 (Berkes et al (2003)). Sous les conditions du théoréme (3.5) nous avons

0, — 0 ps avecn — 0.

Démonstration. Les lemmes 3.11 et 3.12 implique que

1 1=
_Ln - _Ln = 1 y P9y
Sup |- (u) =~ La(u)| = o(1), p.s
et donc, par le lemme 3.7 nous avons
1~
sup |—L,(u) — L(u)| = o(1), p.s.
uelU |1
alors 6, — 6 p.s comme dans la preuve du théoréme 3.5. O]
Théoréme 3.8 (Berkes et al (2003)).
A 1 1 w ()
O —0 = - 1<;n§(1 - Zz)wi(Q)BO '+ op(v/n), commen — oo,

et
n'2(6, — 0) =P N'(0, By AgB;), comme n — oo,

Démonstration. En observant que sup,cp |L, (u) — L’ (u)| est borné par la somme du
membre a gauche des équations du lemme 3.11, et en utilisant le lemme 3.12; on obtient

sous les conditions du théoreme 3.8 que

1 1- 1
) S - —0(=). p. 3.59
sup | - () " (1) (n), .5, (3.59)

Comme la preuve du théoreme 3.6, il existe une variable aléatoire ng, tel que

L' (6,) =0, sin>n. (3.60)
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En utilisant (3.55), (3.59) et (3.60), on obtient

1

A 1
~L

n

- 1 A 1, - 1 1
L0,)=~-L(0,)—--L0,)+0(-)=0-]| p 3.61
O =) - Lo (1) =o(3) s o
par I’équation de lemme 3.9 et une application de coordonnée du théoreme de la valeur

moyenne, on obtient

1

- 1
=L (0,

n

L;(én) = (én - §n>LN(‘9)(1 +o(1)) p-s,

- ~ 1
0, — 0,| = O (ﬁ) D.S.

d’ou le théoreme 3.8 est la conséquence immédiate du théoreme 3.6. O]

et donc (3.61) implique



Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux modeles ARCH introduits initialment
par Engle en 1982 et leurs extentions GARCH, IGARCH et FIGARCH.

Plus précisément, nous avons traité les questions liées a la stationnarité faible et forte
ainsi qu’a l’estimation des parametres, et ce, en étudiants la consistence et la normalité

asymptotique.

Aussi, nous avons abordé la représentation ARCH(c0), en donnant des conditions d’exis-

tence et d'unicité d’une telle représentation.
Comme perspectives futures, il serait intéressant d’élargir notre études aux modeles GARCH

multivarié. Il y’a lieu de dévellopper des relations de récurrences plus faciles a mettre en

oeuvre en pratique pour les représentation ARCH(o00).
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