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Ils ont travaillé dur pour me donner les meilleures opportunités, pour me soutenir
dans mes choix et pour me guider sur le chemin de la réussite académique. Je suis
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RÉSUMÉ

Ce mémoire examine en profondeur la loi gamma, une distribution de probabi-
lité continue couramment utilisée en statistiques et en probabilités. Elle explore
les propriétés mathématiques de cette distribution, notamment les paramètres
de forme et d’échelle, ainsi que la manière dont elle peut être appliquée pour
modéliser divers phénomènes dans des domaines tels que la fiabilité des systèmes.
Il offre ainsi un aperçu complet de l’importance et de la polyvalence de la loi
gamma dans la modélisation statistique et propose des contributions significa-
tives à la compréhension et à l’application de cette distribution dans différents
domaines de recherche et d’industrie.
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ABSTRACT

This thesis thoroughly examines the gamma distribution, a continuous probabi-
lity distribution commonly used in statistics and probability theory. It explores
the mathematical properties of this distribution, including shape and scale para-
meters, as well as how it can be applied to model various phenomena in fields
such as system reliability. It provides a comprehensive overview of the signi-
ficance and versatility of the gamma distribution in statistical modelling and
makes significant contributions to the understanding and application of this dis-
tribution in various research and industry domains.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La loi gamma est une distribution de probabilité continue qui trouve une grande
importance dans un large éventail de domaines, de la statistique à l’ingénierie,
en passant par les sciences sociales et la médecine. Elle est souvent utilisée pour
modéliser des événements aléatoires qui se produisent dans le temps ou l’espace.

L’histoire de la loi gamma remonte au 18e siècle avec le développement de la
théorie des probabilités. Daniel Bernoulli, un mathématicien suisse en 1738, est
crédité d’avoir introduit la fonction gamma dans son ouvrage ”Ars Conjectandi”.
Cependant, il n’a pas utilisé explicitement le terme ”loi gamma”. En (1812) : le
mathématicien et statisticien français Laplace a joué un rôle clé dans le développement
des distributions de probabilité. Dans son ouvrage ”Théorie analytique des pro-
babilités”, il a introduit la notion de ”loi de probabilité” et a utilisé la fonction
gamma pour décrire la distribution des erreurs, ensuite en 1895 le statisticien bri-
tannique Pearson qui a été l’un des premiers à définir formellement la loi gamma
et à la nommer, a introduit la fonction de densité de probabilité de cette loi et a
étudié ses propriétés statistiques, enfin en 1924 le statisticien britannique Fisher,
a joué un rôle essentiel dans l’établissement de la méthode de maximum de vrai-
semblance et son application à la loi gamma. Il a développé des techniques pour
estimer les paramètres de cette loi à partir de données observées.

La distribution gamma présente des propriétés mathématiques intéressantes, no-
tamment une flexibilité dans la modélisation de la variabilité des données, ce qui
en fait un outil puissant pour l’analyse statistique.

L’objectif de ce mémoire est d’explorer en profondeur la distribution gamma.
Dans le premier chapitre nous examinerons ses caractéristiques, ses propriétés,
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ses extensions, nous parlerons sur les aspects théoriques de cette distribution, en
étudiant ses moments, sa fonction de densité de probabilité.
Dans le deuxième chapitre, nous nous pencherons d’avantage sur les méthodes
d’estimation des paramètres de la distibution.
Enfin, dans le dernier chapitre, nous aborderons un exemple d’application pra-
tiques de la loi gamma dans la fiabilité, tels que la modélisation des temps de
défaillance dans l’industrie où la modélisation des données est cruciale et nous
terminerons par une conclusion générale et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS SUR LA LOI GAMMA

1.1 Introduction

La loi gamma est l’une des distributions de probabilité les plus importantes et les
plus polyvalentes en statistiques et en probabilités. Elle trouve des applications
dans de nombreux domaines, notamment en sciences naturelles, en ingénierie,
en économie, en biostatistique et bien d’autres encore. Cette distribution tire
son nom du fait qu’elle est étroitement liée à la fonction gamma, une fonction
mathématique cruciale dans son développement.

La distribution Gamma est particulièrement adaptée pour modéliser des variables
aléatoires positives, continues et à valeurs réelles. Elle est souvent utilisée pour
représenter des temps de défaillance, des durées, des intervalles entre événements,
ou toute autre quantité positive qui suit une distribution continue. Elle est ca-
ractérisée par deux paramètres : le paramètre de forme (alpha) et le paramètre
d’échelle (beta).

La loi gamma est souvent utilisée en conjonction avec d’autres lois de probabi-
lité pour modéliser des phénomènes plus complexes. Elle est également utilisée
dans les modèles de régression pour ajuster des données expérimentales et pour
estimer des paramètres inconnus dans les modèles statistiques.
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1.1.1 Fonction de répartition

La fonction de répartition ”F ” de la loi gamma s’écrit comme suit :

∀x > 0 , F (x;α, β) =
γ(α, x)

Γ(α)
(1.1)

Où

1. γ(α, x) est la fonction gamma incomplète régulière, qui est utilisée pour
calculer la probabilité que la variable aléatoire gamma soit supérieure à x,
elle est définie comme suit :

γ(α, x) =

∫ x

0

tα−1e−tdt

2. Γ est la fonction eulérienne définie par l’intégrale pour x > 0 par

Γ(α) =

∫ ∞

0

tα−1e−tdt

Figure 1.1 – Graphe d’une répartition d’une loi Gamma
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1.1.2 Fonction de densité

La fonction de densité ”f” de la loi gamma s’écrit comme suit :

∀x > 0 , f(x;α, β) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx (1.2)

Où

1. x est la variable aléatoire continue qui suit une loi gamma avec les pa-
ramètres α et β

2. α est le paramètre de forme (strictement positif)
3. β est le paramètre d’échelle (strictement positif)

Remarque Le paramètre de forme détermine la forme de la distribution et le
paramètre d’échelle détermine l’étendue de la distribution. Plus spécifiquement,
la loi gamma a une forme en cloche, avec une asymétrie à droite si le paramètre
de forme est inférieur à 1 et une asymétrie à gauche si le paramètre de forme est
supérieur à 1.

Figure 1.2 – Graphes de deux densités de loi Gamma
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1.1.3 Fonction de survie

La fonction de survie de la loi gamma est définie comme suit :

S(x;α, β) = 1− γ(α, x)

Γ(α)
(1.3)

Où x est la valeur à laquelle vous souhaitez calculer la fonction de survie.

Figure 1.3 – Graphe d’une fonction de survie d’une loi Gamma

1.1.4 Fonction de hasard

La fonction de hasard (hazard function) d’une loi Gamma est définie comme suit :

h(x;α, β) =
S(x;α, β)

f(x;α, β)
(1.4)

Où
1. x est la valeur à laquelle nous souhaitons calculer la fonction de hasard.
2. f(x;α, β) est la densité de probabilité.
3. S(x;α, β) est la fonction de survie.
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Figure 1.4 – Graphe d’une fonction de hasard d’une loi Gamma

1.1.5 Moments d’ordre k

Si X est une variable aléatoire admettant une densité f , alors le moment d’ordre
k se calcule de la façon suivante :

µk =

∫
R
xkf(x)d(x) (1.5)

Espérance

L’espérance est le moment d’ordre 1, elle est claculée comme suit :

E(X) =

∫ ∞

0

xf(x;α, β)dx

=

∫ ∞

0

βα

Γ(α)
xα−1e−βxdx

=
βα

Γ(α)

∫ ∞

0

xα−1e−βxdx
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Nous posons le changement de variable x = βy, nous obtenons :

E(X) =
βα

Γ(α)

∫ ∞

0

ey
(
y

β

)
dy

=
βα

Γ(α)

Γ(α + 1

βα+1

Ce qui nous donne :

E(X) =
α

β
(1.6)

Variance

Nous savons que :
V ar(X) = E(X2)− (E(X))2 (1.7)

Calculons d’abord le moment d’ordre E(X)2,
Par le même changement de variable :

E(X2) =

∫ ∞

0

x2f(x;α, β)dx

=
βα

βα+2Γ(α)

∫ ∞

0

e−yyα+1dy

=
Γ(α + 2)

β2Γ(α)

Ce qui nous donne :

E(X2) =
α(α + 1)

β2
(1.8)

En remplaçant (1.6) et (1.8) dans (1.7), nous aurons

V ar(X) =
α

β2
(1.9)

1.1.6 Fonction génératrice des moments

La fonction génératrice est utilisée en théorie des probabilités pour déterminer
les moments de la distribution. Elle est définie comme suit :

gx(t) = E
(
etx
)
=

(
1− t

β

)−α

(1.10)

Où :
1. t est le paramètre de la fonction génératrice.
2. X est la variable aléatoire qui suit la loi gamma.
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1.1.7 Fonction caractéristique

La fonction caractéristique est une transformée de Fourier complexe de la densité
de probabilité de la variable aléatoire. Elle permet de caractériser complètement
la distribution de la variable aléatoire. Elle est définie par :

φx(t) =

(
β

β − it

)α

(1.11)

Où :
1. i est la ”unit imaginary unit” (unité imaginaire).
2. t est le paramètre de la fonction caractéristique.

1.1.8 Simulation d’une loi Gamma

Pour simuler une variable aléatoire suivant une loi gamma en utilisant R, nous
pouvons utiliser la fonction rgamma(). Cette fonction génère des échantillons
aléatoires à partir d’une distribution gamma avec des paramètres spécifiés.
Voici un exemple de programme pour simuler une loi gamma :

# Paramètres de la loi Gamma
alpha = 1 # Paramètre de forme
beta = 3 # Paramètre d’échelle

# Nombre d’échantillons à générer
n = 1000

# Génération d’échantillons aléatoires suivant une loi Gamma
echantillons ¡- rgamma(n, shape = alpha, scale = beta)

# Affichage des premiers échantillons
head(echantillons)
[1] 1.1759368 4.7204821 1.3860614

0.1483395 4.6556286 1.6782298

# Tracer un histogramme des échantillons
hist(echantillons, breaks = 30, main = ”Histogramme de la loi Gamma”,

xlab = ”Valeurs”, ylab = ”Fréquence”, col = ”lightblue”)
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Figure 1.5 – Histogramme des échantillons d’une loi Gamma(1,3)

1.2 Liens avec d’autres lois

La loi Gamma est liée à plusieurs autres distributions statistiques importantes,
les voici :

1.2.1 Loi Exponentielle

Si X suit une loi gamma de paramètres α = 1 et β = 1, alors X suit une loi
exponentielle de paramètre λ.

1.2.2 Loi du Chi Carré χ2

La distribution gamma est une généralisation de la distribution du chi carré. Si
X suit une loi gamma avec des paramètres α = k/2 et β = 2, alors 2X suit une
loi du χ2 à k degrés de liberté (k est un nombre entier positif).
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1.2.3 Distribution d’Erlang

La distribution d’Erlang est une version spécifique de la distribution gamma, où
le paramètre de forme α est un entier positif. Si X suit une loi gamma avec un
paramètre de forme α étant un entier positif et un paramètre d’échelle β, alors
X suit une distribution d’Erlang.

1.2.4 Distribution de Dirichlet en Forme de Point

: La distribution de Dirichlet est une distribution continue multivariée, souvent
utilisée en statistiques bayésiennes pour modéliser des proportions. La distibu-
tion de Dirichleten forme de point est une version particulière de la distribution
de Dirichlet où tous les paramètres sont des nombres entiers. Elle est liée à la
distribution gamma car les paramètres de la distribution de Dirichlet en forme
de point sont souvent exprimés en termes de variables gamma indépendantes.

1.2.5 Distribution Bêta

La distribution bêta est liée à la distribution gamma via la distribution de Diri-
chlet. Si X suit une loi gamma avec un paramètre de forme α et Y suit une loi
gamma avec un paramètre de forme β, alors la proportion X/(X + Y ) suit une
distribution bêta avec des paramètres α et β.

1.3 Somme de deux lois Gamma

Soient X et Y deux variables aléatoires de loi respective Γ(α1, β) et Γ(α2, β)
avec X et Y indépendantes.
Soit Z = X + Y , la variable aléatoire somme.
X et Y prennent toutes les valeurs réelles positives, Z prend donc aussi toutes
les valeurs réelles positives.
La somme de deux lois Gamma indépendantes Γ(α1, β) etΓ(α2, β) suit la loi
Gamma Γ(α1 + α2, β). La démonstration a été faite dans [11].

Remarques
— Quand les variables aléatoires suivent la même loi gamma (alpha, beta),

alors la somme de ces variables aléatoires suit une loi gamma ( n alpha,
beta).
X1 ∼ Γ(α, β), X2 ∼ Γ(α, β),…, Xn ∼ Γ(α, β) alors

∑n
i=1Xi ∼ Γ(nα, β)
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— La somme est une Gamma uniquement quand le deuxième paramètre est
constant.

1.4 L’Inverse Gamma

Si X ∼ Γ(α, β), alors nous posons Y = X−1 ∼ IG(α, β) ( IG=Inverse-Gamma).
Ce qui nous donne la fonction de densité de l’inverse gamma :

f(y, α, β) =
βα

Γ(α)
y−α−1e

−β
y y ≥ 0 (1.12)

Où :
• y = 1

x

• α est un paramètre de forme.
• β est un paramètre d’intensité.

Figure 1.6 – Graphe d’une densité d’une loi Gamma inverse

1.4.1 Les moments d’ordre k

De la même manière que nous avons calculé l’espérance et la variance de la loi
Gamma, nous aurons :
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L’espérance

E(X−1) = E = (Y )
β

α− 1
, α ≥ 1 (1.13)

La Variance

V ar(X−1) = V ar(Y ) =
β2

(α− 2)(α− 1)2
(1.14)

1.5 La loi Gamma généralisée

La loi gamma généralisée est une distribution de probabilité continue qui est une
généralisation de la distribution gamma standard. Elle est définie comme suit :

f(x;α, β, d) =
d

βαΓ(α/d)
.xα−1e(−x/β)d (1.15)

où :
• x est la variable aléatoire,
• α est le paramètre de forme (strictement positif),
• β est le paramètre d’échelle (strictement positif),
• d est un paramètre de forme supplémentaire (strictement positif),
• Γ est la fonction gamma.

La notation X ∼ GGD(α, β, d) signifie que la variable aléatoire X suit une
distribution gamma généralisée avec les mêmes paramètres.

1.6 Application de la loi gamma

La loi gamma est largement utilisée dans de nombreux domaines pour modéliser
des phénomènes continus et pour prédire des résultats futurs. Voici quelques
exemples de domaines d’application de la loi gamma :

• Statistique : la loi gamma est utilisée dans diverses méthodes statistiques,
telles que l’analyse de variance (ANOVA), la régression linéaire, l’analyse
de survie, etc.
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• Économie et finance : la loi gamma est souvent utilisée pour modéliser les
fluctuations des prix des actifs financiers, tels que les actions, les devises,
les matières premières, etc. Elle est également utilisée pour modéliser les
durées de vie des options et des contrats à terme. En utilisant la loi gamma,
les investisseurs peuvent estimer le risque associé à ces actifs financiers.

• Fiabilité et durée de vie : La loi gamma est souvent utilisée pour modéliser
la durée de vie des produits. Par exemple, pour modéliser la durée de vie
des composants électroniques, des machines, des véhicules, etc. En utili-
sant des modèles basés sur la loi gamma, les ingénieurs peuvent évaluer
la fiabilité d’un produit et prédire le moment où il pourrait échouer.

• Temps d’attente dans les files d’attente : La loi gamma est également uti-
lisée pour modéliser les temps d’attente dans les files d’attente. Par exemple,
elle peut être utilisée pour modéliser le temps d’attente pour obtenir un
billet de cinéma, le temps d’attente pour accéder à un guichet de service
clientèle, etc.

• Temps de réponse : La loi gamma peut également être utilisée pour modéliser
le temps de réponse d’un système. Par exemple, pour modéliser le temps
de réponse d’un système de communication, le temps de réponse d’un
système de traitement de données, etc.

• Modèles de simulation : La loi gamma est souvent utilisée pour générer
des nombres aléatoires dans les modèles de simulation. Elle peut être uti-
lisée pour simuler le temps qu’il faut pour qu’un événement se produise,
le temps qu’il faut pour qu’un utilisateur effectue une action, etc.

• Ingénierie : pour modéliser la durée de vie de composants électroniques,
la fiabilité des systèmes, la capacité des canalisations, etc.

• Biologie : la loi gamma est souvent utilisée pour modéliser les temps de
survie des organismes, tels que les animaux et les plantes. Elle est également
utilisée pour modéliser les temps de réponse des systèmes biologiques, tels
que les temps de digestion des aliments, les temps de guérison des bles-
sures, etc. En utilisant la loi gamma, les biologistes peuvent comprendre
les processus biologiques et les phénomènes de la nature

• Physique : pour modéliser les temps de déclin des particules radioactives,
la distribution de tailles des étoiles, la distribution de la durée des flashs
lumineux, etc.
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• Télécommunications : la loi gamma est souvent utilisée pour modéliser
les temps de réponse des réseaux informatiques, les temps d’attente des
appels téléphoniques, et les temps de traitement des messages. En utili-
sant la loi gamma, les ingénieurs peuvent optimiser les performances des
réseaux et des systèmes de communication.

• En outre, la loi gamma est également utilisée pour modéliser des proces-
sus stochastiques tels que les files d’attente, les processus de Markov et
les processus de Poisson. La grande flexibilité de la loi gamma lui permet
d’être appliquée dans de nombreux domaines pour modéliser une variété
de phénomènes continus.
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CHAPITRE 2

ESTIMATION DES PARAMÈTRES DE LA LOI
GAMMA

L’estimation de la loi gamma revêt un intérêt fondamental dans de nombreux
domaines, grâce à sa capacité à modéliser des phénomènes aléatoires de durée,
de délais, et de fiabilité. Il y’a plusieurs méthodes pour estimer les paramètres de
la distribution gamma, nous allons aborder quelques-unes dans ce chapitre.

2.1 Estimation Classique

2.1.1 Méthode des Moments

L’estimateur des moments de la loi Gamma,a été discuté par plusieurs auteurs
tels que Damselth 1975 et Miller 1980.
Avant de passer à l’estimation, rappelons d’abord ce qu’est la méthode des mo-
ments :

Méthode des moments La méthode des moments consiste à trouver une fonc-
tion m, inversible et continue, et une fonction h telle que E[|h(X)|] < ∞ et
m(θ) = Eθ[h(Xi)] pour θ ∈ Θ.
Définition 1. L’estimateur des moments de θ, noté θ̂M est défini par :

θ̂M = m−1

(
1

n

n∑
i=1

h(Xi)

)
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Souvent, on prend h(Xi) = xr
i , m correspond au moment d’ordre r de la variable

Xi dont xi est une réalisation. Autrement dit, cette méthode consiste à égaliser
les moments théoriques aux moments empiriques de l’échantillon.

Le cas de la loi gamma Supposons que X est une variable aléatoire suivant
une loi Gamma.
Soient (x1, x2, ..., xn) un échantillon de taillen qui sont les réalisations de (X1, X2, ..., Xn),
les moments d’ordre k sont donnés par :

m′
r =

1

n

n∑
i=1

xr
i , r = 1, 2, ..., k (2.1)

Les espérances d’ordre r sont données par

µ′
r = E(Xr), r = 1, 2, ..., k (2.2)

Nous avons :
m1 =

∑n
i=1 xi

n
= x̄

m2 =

∑n
i=1 x

2
i

n

µ′
1 = E(X) =

α

β

µ′
2 = E(X2) =

α

β2
+

(
α

β

)2

En appliquant la méthode des moments, les estimateurs α̂ et β̂ sont les estima-
teurs de α et β respectivement sont les solutions du système d’équations :{

m1 = µ1

m2 = µ2

Ce qui nous donne :

α̂ =
nX̄2∑n

i=1X
2
i − nX̄2

(2.3)

β̂ =
nX̄∑n

i=1 X
2
i − nX̄2

(2.4)

Propriété 1. Il est constaté que les estimateurs sont convergents mais ne sont pas
efficaces.
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Pour remédier à ce problème d’efficacité, Zhu Xiaojun et al. [30] ont proposé
deux nouveaux estimateurs des moments modifiés et des méthodes de réduction
de biais dans leur article.

Etimateur des moments modifiés MMe

Pour trouver le nouveau estimateur des moments modifiés notés MMe, nous al-
lons utiliser l’espérance et poser

r =

[
1

n

n∑
i=1

X−1
i

]−1

(2.5)

au lieu d’utiliser l’espérance et la variance. Nous aurons les deux équations :

µ =
α

β
(2.6)

r−1 =
β

α− 1
, α > 1 (2.7)

Après résolu les équations pour α et β, nous obtenons le MMe pour α et β, notés
α̃ et β̃ respectivement.

α̃ =
µ

µ− r
= 1 +

1
µ

r−1

(2.8)

β̃ =
1

µ− r′
(2.9)

Avec µ
r
= 1

n2

∑n
i=1

∑n
i=1

Xi

Xj

Remarque 1. Pour les MMes α̃ et β̃, α doit être supérieur à 1 puisque E(X−1) =
β

α−1
, α ≥ 1 La distribution jointe asymptotique de

√
n(α̃−α, β̃−β) est N (0,Σ)

avec

Σ =

[
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]
Où

Σ11 =
β4

α3(α− 1)2Θ

(
3 +

α

α− 2

)
UMMTO 27 FS/DM



Σ12 = Σ21 =
β

α(α− 1)∆Θ

[
2 +

β2

α(α− 1)
+

β2

(α− 2)(α− 1)

]

Σ22 =
1

∆2

[
α

β2
+

1

α− 1
+

β2

(α− 2)(α− 1)2

]
Avec Θ =

[
1− β2

α(α−1)

]2
et ∆ =

(
α
β
− β

α−1

)2
Ce résultat peut-être prouvé en uti-

lisant les étapes données dans l’appendix de NG, Kundu et Balakrishan(2003,p296-
298).

Propriété 2. La méthode des moment modifiés donne des estimateurs consistants.

Preuve 1. µ et r sont des estimateurs consistants de E(X) = α
β

et E(X−1) = (α−
1)/β( en utilisant la loi des grands nombres), respectivement, alors : p lim

n→∞
µ = α

β

et p lim
n→∞

r = α−1
β

En prenant les limites en probabilité, nous obtenons :

p lim
n→∞

α̃ = p lim
n→∞

µ

µ− r
=

α/β

1/β
= α (2.10)

p lim
n→∞

β̃ = p lim
n→∞

1

µ− r
=

1

1/β
= β (2.11)

Conclusion 1. Nous concluons que α̃ converge vers α, et β̃ converge vers β presque
sûrement.

Nouvel estimateur des moments modifiés NMMe

Avec X1, .., Xn un échantillon complet de taille n où Xi suit une loi Γ(α, β).
Définissons la variale aléatoire Zij = XiX

−1
j pour 1 ≤ i ̸= j ≤ n, où Zij =

1
Zji

.
Maintenant, il est possible de montrer que :

E(Zij) = E(XiX
−1
j ) =

α

β

β

α− 1
=

α

α− 1
, α > 1 (2.12)

Aussi notons que la moyenne de l’échantillon est donnée par :

z̄ =
1

2n2

∑
1≤i ̸=j≤n

Zij (2.13)

Si nous mettons (2.12) = (2.13), nous obtenons

α̃∗ =
z̄

z̄ − 1
= 1 +

1

(µ/r)∗ − 1
(2.14)

Où (µ/r)∗ = 1
n(n−1)

∑
1≤i ̸=j≤nXiX

−1
j
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Remarque 2. Les nouveau estimateurs α̃∗ et β̃∗ exigent queα > 1 puisqueE(X−1) =
β

α−1
pour α > 1.

Propriété 3. L’estimateur α̃∗ est consistant.

Preuve 2. En prenant la limite en probabilité de l’équation (3.16), nous obtenons :

p lim
n→∞

α̃∗ = p lim
n→∞

z̄

z̄ − 1
=

α
α−1
1

α−1

= α (2.15)

Propriété 4. 1
α̃∗−1

est un estimateur sans biais de 1
α−1

.

Preuve 3. Notons que :

1

α̃∗ − 1
=

1

1 +
[(

µ
r

)∗ − 1
]−1 − 1

=
(µ
r

)∗
− 1 (2.16)

Ce qui implique que :

E

(
1

α̃∗ − 1

)
=

α

α− 1
− 1 =

1

α− 1

Propriété 5. α̃∗ est un estimateur positivement biaisé de α

Preuve 4. Soit f(x) = 1
x−1

, alors f ′(x) = − 1
x−1

2 et f ′′(x) = 2
x−1

3
> 0 pour

x > 1. Alors, en utilisant l’inégalité de Jensens, nous avons :

f [E(α̃∗)] ≤ E [f(α̃∗)] ⇒ 1

E(α̃∗)− 1
≤ 1

α− 1
⇒ E(α̃∗)−1 ≥ α−1 ⇒ E(α̃∗) ≥ α

(2.17)

Propriété 6. Soit X1, ..., Xn un échantillon aléatoire de taille n, suivant une loi
gamma (1.2), alors α̃∗ < α̃

Preuve 5. D’abord nous avons z̄ ≥ µ/r et donc :

z̄−1 ≥ µ/r−1 =
µ− r

r
⇒ 1

z̄ − 1
≤ r

µ− r
=

µ

µ− r
−1 ⇒ 1

z̄ − 1
+1 ≤ µ

µ− r

Alors,
z̄

z̄ − 1
≤ µ

µ− r
(2.18)

(voire [30] pour plus de détails)
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Propriété 7. α̃∗ aura toujours un biais et une variance plus petis que ceux de α̃.

Preuve 6. La preuve vient directement des propriétés de la loi Gamma. Comme :

E(µ) = E

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

α

β

Il est possible d’obtenir un estimateur de β noté β̃∗

β̃∗ =
α̃∗

µ
=

z̄

µ(z̄ − 1)
(2.19)

Propriété 8. L’estimateur β̃∗ est consistant.

Preuve 7. En utilisant la limite en probabilité de l’équation 2.19, nous obtenons :

p lim
n→∞

β̃∗ = p lim
n→∞

α̃∗

α/β
= β (2.20)

Estimateur à biais réduit de α

Ici, nous dérivons la distribution asymptotique et le biais de l’estimateur α̃∗. Pour
la quantité

(
µ
r

)∗, nous trouvons E
[(

µ
r
∗)] = E

(
Xi

Xj

)
= α

α−1
et

E

[(µ
r

)∗2]
=

1

n2(n− 1)2
E

[ ∑
1≤i ̸=j ̸=k ̸=l≤n

XjXi

XkXl

+
∑

1≤i ̸=j ̸=k≤n

X2
i

XjXk

+
∑

1≤i ̸=j ̸=k≤n

XjXk

X2
i

+ 2
∑

1≤i ̸=j ̸=k≤n

XjXi

XiXk

+
∑

1≤i ̸=j ̸=k≤n

X2
i

X2
j

+
∑

1≤i ̸=j ̸=k≤n

XiXj

XjXi

]

=
1

n2(n− 1)2

[
α2

α2 − 1
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

+ n(n− 1)(n− 2)

(
α(α + 1)

(α− 1)2
+

α2

(α− 1)(α− 2)
+

2α

α− 1

)
+ n(n− 1)

(
α(α + 1)

(α− 1)(α− 2)
+ 1

)]

=
(n− 2)(n− 3)α2

n(n− 1)(α− 1)2
+

(n− 2)

n(n− 1)

2α(2α2 − 4α + 1)

n(n− 1)(α− 1)2(α− 2)
+

1

n(n− 1)

2(α2 − α + 1)

(α− 1)(α− 2)
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Ce résultat nous donne :

V ar
[(µ

r

)∗]
=

(n− 2)(n− 3)α2

n(n− 1)(α− 1)2
+

(n− 2)

n(n− 1)

2α(2α2 − 4α + 1)

(α− 1)2(α− 2)

+
1

n(n− 1)

2(α2 − α + 1)

(α− 1)(α− 2)
− α2

(α− 1)2

Ce qui implique,

V ar
[(µ

r

)∗]
≈ 2α

(n− 1)(α− 1)2(α− 2)

Pour obtenir la distribution de α̃∗, nous pouvons utiliser l’expension de Taylor
avec ω̄ = E

[(
µ
r

)∗]
= α

α−1

α̃∗ = 1+
1

(µ/r)∗ − 1
= g((µ/r)∗) = g(ω̄)+

((µ
r

)∗
− ω̄

)
g′(ω̄)+

((
µ
r

)∗ − ω̄
)2

2
+g′′(ω̄)+. . .

≈ 1 + (α− 1)− (α− 1)2
[
µ

r

∗
− α

α− 1

]
+ (α− 1)3

[
µ

r

∗
− α

α− 1

]2
(2.21)

Où g′(.) et g′′(.) sont la première et seconde dérivée respectivement de la fonction
g(.). Par conséquent, en utilisant la méthode Delta , la distribution asymptotique
de α̃∗ est N

(
α, 2α(α−1)2

(n−1)(α−2)

)
Ainsi de (2.21), nous avons

Biais(α̃∗) ≈ 2α(α− 1)

(n− 1)(α− 2)
(2.22)

Ce qui nous permet de proposer un estimateur de biais réduit pour α( pour α >
2), noté par α̃∗∗, comme :

α̃∗∗ = α̃∗ − ˜Biais (α̃∗)

Où le ˜Biais (α̃∗) est une estimation du biais α̃∗, i.e. le paramètre inconnu dans
le biais est remplacé par son NMME correspondant.

2.1.2 Méthode du Maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance a été proposée par R.A Fisher en 1912
puis il l’a developpée en 1920. L’estimateur de maximum de vraisemblance de la
loi Gamma quant à lui, a été discuté par beaucoup d’auteurs tels que Choi et
Wette 1969, Gross et Shenton, Hwang et Huang 2022.
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Définition 2. Soit un n-échantillon (X1, X2, .., Xn) issu d’une variable aléatoire
X de loi de probabilité f(x, θ),θ ∈ Θ. On appelle fonction de vraisemblance de θ
pour une réalisation de l’échantillon (x1, x2, .., xn) la fonction :

L(θ, x1, x2, ..., xn) =
n∏

i=1

f(xi, θ)

Définition 3. La statistique :

T −→ argmaxθ∈Θ

(
n∏

i=1

f(xi, θ)

)

s’appelle estimateur du maximum de vraisemblance noté θ̂MV .

Souvent, la fonction de vraisemblance a une écriture complexe, le logarithme lui
est appliqué pour la simplifier, on obtient ainsi la fonction dite log-vraisemblance
définie par :

l = l(θ, x1, x2, ..., xn) = logL(θ, x1, x2, ..., xn)

L’estimateur du MV est obtenu en résolvant le système suivant :

{
∂f
∂θ

= 0
∂2f
∂θ2

< 0

Soit (X1, ..., Xn) des variables aléatoires suivant une loi Gamma de paramètres
α et β,

La fonction de vraisebmlance de la loi Gamma

L(α, β;x1, x2, ..., xn) =
n∏

i=1

f(xi;α, β)

L(α, β;x1, x2, ..., xn) =
βnα

(Γ(α))n

n∏
i=1

xα−1
i e−β

∑n
i=1 xi
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La log-vraisemblance

logL = log
n∏

i=1

f(xi;α, β)

logL = log
βnα

(Γ(α))n

n∏
i=1

xα−1
i e−β

∑n
i=1 xi

logL = −n log Γ(α) + nα log β + (α− 1)
n∑

i=1

logxi − β

n∑
i=1

xi

Les paramètres maximisant la fonction de vraisemblance sont les solutions des
équations suivantes :{

∂ logL
∂α

= −nΨ(α) + n log β +
∑n

i=1 log xi

∂ logL
∂β

= nα
β
−
∑n

i=1 xi

Avec la fonction Ψ = ∂2

∂x2 log Γ(x) où Ψ′ est la fonction tri-gamma.

Nous constatons avec les équations précédentes qu’elles sont très complexes à
résoudre, ce qui rend l’obtention du maximum de vraisemblance difficile à trou-
ver analytiquement pour α et β. Pour rémédier à ça nous allons utiliser une
méthode numérique pour obtenir des estimations pour α et β, qui seront respec-
tivement α̂ et β̂, qui vont maximiser la fonction de vraisemblance. Nous choisis-
sons ici la méthode de Newton-Raphson en utilisant la matrice Hessienne( qui est
la deuxième dérivée partielle de la log-vraisemblance).
On construit la matrice Hessienne comme suit :
Posant g1(α) et g2(β) tels que :

g1(α) = −nΨ(α) + n log β +
n∑

i=1

log xi

g2(β) =
nα

β
− nX̄

Les dérivées partielles respectives sont :
— pour g1

∂g1(α)

∂(α)
= −nΨ′(α)

∂g1(α)

∂(β)
=

n

β
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— pour g2
∂g2(β)

∂(α)
=

n

β

∂g2(β)

∂(β)
=

−nα

β2

La Hessienne nous donnera donc :

Jk =

[
∂g1(α)
∂α

∂g1(α)
∂β

∂g2(β)
∂α

∂g2(β)
∂β

]
=

[
a11 a12
a21 a22

]

Où Jk est la matrice Jacobienne,qui doit être inversible et symétrique.
L’inverse Jk noté J−1

k est :

J−1
k =

1

|J |

[
a11 −a12
−a21 a22

]
[
αk+1

βk+1

]
=

[
αk

βk

]
−J−1

ki

[
g1(α)
g2(β)

]

=

[
αk

βk

]
− 1

a11a22−a12a21

[
−na22Ψ(αk) + na22 log βk + a22

∑n
i=1 log xi − na12αk

βk
+ na12x̄

na21Ψ(αk)− na21 log βk − a21
∑n

i=1 log xi +
na11αk

βk
+ na11x̄

]

L’écart entre les valeurs de la première itération avec la dernière désigne l’erreur
résiduelle, notée ϵ, qui est une valeur minime donnée par :

[
ϵk+1(α)
ϵk+1(β)

]
Qui est égale à :

=

∣∣∣∣ [αk+1

βk+1

]
−
[
αk

βk

] ∣∣∣∣
Où αk et βk sont les valeurs initiales pour α et β respectivement.

Propriété 9. L’estimateur de maximum de vraisemblance est biaisé dans les échantillons
finis.
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2.2 Estimation Bayésienne

L’inférence bayésienne est une approche statistique qui permet de tirer des conclu-
sions à partir des données en utilisant des probabilités. Elle repose sur le théorème
de Bayes, qui permet de mettre à jour nos croyances initiales à la lumière de nou-
velles données. Dans cette inférence, les paramètres inconnus sont traités comme
des variables aléatoires et sont décrits par des distributions de probabilité ap-
pelées distributions a priori. Ces distributions a priori expriment nos connais-
sances, nos croyances ou nos incertitudes avant d’observer les données.

2.2.1 Modèle Bayesien

Définition 4. On appelle modèle statistique Bayésien la donnée d’un modèle sta-
tistique paramétré (X ,A,Pθ), où θinΘ.

Définissons les espaces intervenant dans un modèle Bayésien :

Espace des observations Noté X , il représente l’ensemble des résultats suite
à une étude d’un phénomène.

Espace des actions Noté A, il représente l’ensemble des actions ou décisions
à prendre après l’obtention de l’information.

Espace des états de la nature Noté Θ, il représente l’espace des paramètres
inconnus θ.

Espace des règles de décisions Noté D, il représente l’ensemble des règles
de décisions qu’on définit comme une application de X dans A notée par δ.

δ : X −→ A

xi −→ δ(xi) = ai
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Les lois qui interviennent dans la statistique bayésienne :

Définition 5. Loi a priori
Notée par π(θ), désigne la distribution du paramètre inconnu θ, elle porte l’infor-
mation sur ce dernier. L’appellation a priori exprime le fait qu’elle a été établie
préalablement à l’observation des données

Définition 6. Loi du couple

Cette loi est appelée loi jointe, sa densité est notée h(θ, x)

on a
h(θ, x) = f(X|θ) · π(θ)

Définition 7. Loi marginale de X

La loi marginale de X notée f(x) est calculée de la manière suivante :

f(x) =

∫
Θ

h(θ, x)dθ

Définition 8. Loi a posteriori

C’est la loi constitutionnelle de θ sachant X, sa densité est noté π(θ|X), cette loi
est une actualisation de la loi a priori π(θ) aux vu de l’observation xi. En vertu du
théorème de Bayes, on a

π(θ|X) =
f(X|θ) · π(θ)

f(X)

où

f(X|θ) est la fonction de vraisemblance,

Et f(X) =
∫
f(X|θ) · π(θ)dθ.
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2.2.2 Théorème de Bayes

Définition 9. Théorème de Bayes
Considérons les événements aléatoiresA etB tels queP [B] ̸= 0.P (A|B) etP (B|A)
sont définis respectivement comme étant la probabilité de A, conditionnellement à
la réalisation de B, et la probabilité de B, conditionnellement à la réalisation de A,
de la manière suivante :

P [A|B] =
P [A,B]

P [B]

et

P [B|A] = P [B,A]

P [A]

En utilisant la relation P (A,B) = P (B,A), qui représente la probabilité que les
événements A et B se produisent simultanément, on peut établir la relation entre
les deux probabilités conditionnelles P (A|B) et P (B|A) .

En remplaçant P (A|B) par P (B|A)P (A), qui est équivalent, on peut déduire la
relation entre les deux probabilités conditionnelles P (A|B) et P (B|A) :

P (A|B) =
P (B|A)
P (B)

Cette relation, connue sous le nom de théorème de Bayes, représente en réalité
un principe d’actualisation. Elle décrit comment la vraisemblance de P (A) est
mise à jour vers P (A|B) une fois que l’événement B a été observé.

Bayes (1763) a formulé une version continue de ce résultat : pour deux variables
aléatoires X et Y avec une distribution conditionnelle f(x|y) et une distribution
marginale g(y), la distribution conditionnelle de y sachant x est donnée par :

g(y|x) = f(x|y)g(y)∫
f(x|y)g(y)dy

Ce théorème d’inversion est naturellement justifié d’un point de vue probabiliste.
Cependant, Bayes et Laplace sont allés plus loin en considérant que l’incertitude
concernant le paramètre θ d’un modèle peut être décrit par une distribution de
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probabilité π sur Θ, appelée distribution a priori. L’inférence est alors basée sur
la distribution conditionnelle de θ étant donné x, π(θ|x), qui est appelée distri-
bution a posteriori et est définie par :

π(θ|x) = f(x|θ)π(θ)∫
Θ
f(x|θ)π(θ)dθ

La formule de Bayes, également connue sous le nom d’équation de Bayes, peut
être présentée de la manière suivante, étant donné que le dénominateur est indépendant
de θ :

π(θ|x) ∝ f(x|θ)π(θ)

La transition de la distribution a priori à la distribution a posteriori des pa-
ramètres du modèle statistique, exprimée par la formule de Bayes, peut être in-
terprétée comme une mise à jour ou une actualisation des connaissances en fonc-
tion des observations.

2.2.3 Fonctions coût usuelles

L’objectif des études inférentielles est de fournir une décision au statisticiens.

Les différentes décisions sont comparées au moyen d’un critère d’évolution donné
par la fonction coût .

Définition 10. On appelle fonction coût toute fonction L :

{
Θ×A −→ R+

((θ, δ(x)) −→ L(θ, δ(x)))

L(θ, δ(x)) évalue le coût ou la perte associé a la décision a = δ(x) quand le pa-
ramètre vaut θ . Elle permet de calculer la perte pour une mauvaise décision.

Nous allons définir 3 fonctions coûts usuelles, elles sont appréciés pour leurs utilité
et simplicités, elles nous permettent d’obtenir aisément l’estimateur Bayésien.
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Le coût quadratique

Définition 11. La fonction coût quadratique est définie par :

L(θ, δ) = (θ − δ)2

une variante de cette fonction coût est le coût quadratique pondérée définie par :

L(θ, δ) = g(θ)(θ − δ)2.

Proposition 1. L’estimateur de Bayes δπ associé à la loi a priori π et à la fonction
coût quadratique est la moyenne a posteriori de θ. Cet estimateur est appelé Maxi-
mum Mean Squared Error (MMSE) donx :

δπ(x) = E[θ|X].

La fonction coût absolue

Définition 12. La fonction coût absolue est définie par :

L(θ, δ) =

{
θ − δ si θ > δ
δ − θ si θ ≤ δ

⇒ L(θ, δ) = |θ − δ|.

Proposition 2. L’estimateur de Bayes δπ associé à la loi a priori π et à la fonction
coût absolue est la médiane de π(θ|X).

La fonction coût 0-1

Définition 13. La fonction coût 0-1 est définie par :

L(θ, δ) =

{
0 si |θ − δ| < ε
1 si |θ − δ| ≥ ε

∀ε > 0.
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2.2.4 Estimateur de Bayes

Définition 14. Nous appellons estimateur de Bayes associé à une fonction coût L
et à une distribution a priori π, toute décision δπ qui minimise le risque de Bayes
r(π, δ).

on a :

δπ = r(π) = r(π, δπ) = inf
δ∈D

r(π, δπ)

Le tableau ci-dessous représente quelques estimateurs de Bayes du paramètre θ
sous coût quadratique pour les lois a priori conjuguées des familles exponen-
tielles usuelles.

Loi de x Loi conjuguée Moyenne a posteriori
Normale N (θ, σ2) Normale N (µ, τ 2) (σ2µ+τ2x)

σ2+τ2)

Poisson P(θ) Gamma Γ(α, β) α+x
β+1

Gamma Γ(v, θ) Gamma Γ(α, β) α+v
β+x

Binomiale B(n, θ) Bêta Be(α, β) α+x
α+β+n

Binomiale Négative Neg (n, θ) Bêta Be(α, β) α+n
α+β+x+n

Multinomiale Mk(n; θ1, ..., θk) Dirichlet D(α1, ..., αk)
αi+xi

(
∑

j αj+n)

Normale N (µ, 1
θ
) Gamma Γ(α/2, β/2) α+1

β+(µ−x)2

Table 2.1 – Quelques estimateurs de Bayes usuels.

Définition 15. (Risque de Bayes)
Le risque Bayésien noté r(π, δ), est défini pour une fonction de perte donnée par :

r(π, δ) = Eπ[R(θ, δ)]

=

∫
θ

R(θ, δ)π(θ)dθ

Ainsi, le risque de Bayes r(π, δ) peut également être exprimé comme la moyenne
du risque a posteriori ρ(θ, δ(x) suivant la loi marginale f(x).
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2.3 Estimation Bayésienne des paramètres de la
loi Gamma

En utilisant les lois a priori Gamma (alpha,beta) et Exponentielle de paramètres
c pour estimer les paramètres α et β d’une loi Gamma, nous supposons que α a
une loi a priori π1(0) qui suit une loi Gamma(a,b). On ne suppose aucune loi a
priori spécifique sur α, on suppose simplement que la loi a priori de β est π2(.)
et la fonction de densité de π2(.) est exponentielle, indépendante de π1(.).

π1(α) =

{
(b)a(α)a−1e−bα

Γ(a)
si a > 0, b > 0, α > 0

0 sinon
(2.23)

π2(β) =

{
ce−βc si c > 0, β > 0

0 sinon
(2.24)

Les équations précédentes sont les lois a priori de α et β respectivement.

La fonction de densité conjointe est donnée par la formule suivante :

J (x1, x2, ..., xn;α, β) = L(x1, x2, ..., xn;α, β)π1(α)π2(β)

=
βnα

Γ(α)n

n∏
i=1

xα−1
i e−β

∑n
i=1 xi

(b)a(α)a−1e−bα

Γ(a)
ce−βc (2.25)

La fonction de densité marginale est

f(x1, x2, ..., xn) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

L(x1, x2, ..., xn;α, β)π1(α)π2(β)dαdβ (2.26)

Par conséquent :

la fonction de densité a posteriori de α et β peut-être écrite comme suit :

h(α, β|x1, x2, ..., xn) =
L(x1, x2, ..., xn;α, β)π1(α)π2(β)∫∞

0

∫∞
0

L(x1, x2, ..., xn;α, β)π1(α)π2(β)dαdβ

=

βnα

Γ(α)n

∏n
i=1 x

α−1
i e−β

∑n
i=1 xi (b)

a(α)a−1e−bα

(Γ(a)
ce−βc∫∞

0

∫∞
0

βnα

Γ(α)n

∏n
i=1 x

α−1
i e−β

∑n
i=1 xi

(b)a(α)a−1e−bα

(Γ(a)
ce−βcdαdβ

(2.27)
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2.3.1 Les estimateurs Bayésiens sous différentes fonctions
coût

Pour l’estimation Bayésienne des paramètres α et β de la loi Gamma, nous allons
utiliser trois types de fonctions,

Fonction coût ”précaution”

La fonction coût ”précaution”, a été introduite par Norstrom en 1996, cette fonc-
tion est asymétrique et peut-être définie par :

L1 =
(θ − θ̂)2

θ̂
(2.28)

Basé sur cette fonction coût, le risque Bayésien est calculé comme suit :

RB(θ; θ̂)E[L(θ; θ̂)] =

∫ ∞

0

L(θ; θ̂)h(θ|x)dθ

=

∫ ∞

0

(θ − θ̂)2

θ̂
h(θ|x)dθ

=

∫ ∞

0

(θ̂ − θ̂−1)h(θ|x)dθ −
∫ ∞

0

2θh(θ|x)dθ +
∫ ∞

0

θ̂h(θ|x)dθ

RB(θ; θ̂) = E(θ2|x)θ̂−1 − 2E(θ|x) + θ̂ (2.29)

En prenant la dérivée partielle pour RB(θ; θ̂) et la mettant égale à 0, cela nous
donne θ̂ = E(θ2|x)

Par conséquent, l’estimateur de Bayes relatif à la fonction coût ”précaution” notée
θ̂B est donné par

θ̂1 =
√

E(θ2|x) (2.30)

En général :

E[(u(α, β)] =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

u(α, β)h(α, β|x1, ..., xn)dαdβ (2.31)

Où u(α, β) peut-être n’importe quelle fonction de α et β. Donc :

E[(u(α, β)] =

∫∞
0

∫∞
0

u(α, β)L(x1, x2, ..., xn;α, β)π1(α)π2(β)dαdβ∫∞
0

∫∞
0

L(x1, x2, ..., xn;α, β)π1(α)π2(β)dαdβ
(2.32)
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Estimation bayésienne du paramètre α Pour estimer le paramètre α sous la
fonction coût ”précaution”, nous supposons que u(α, β) = α2, donc nous aurons :

E(α2|x) =
∫∞
0

∫∞
0

α2L(x1, x2, ..., xn;α, β)π1(α)π2(β)dαdβ∫∞
0

∫∞
0

L(x1, x2, ..., xn;α, β)π1(α)π2(β)dαdβ
(2.33)

Nous remarquons qu’il est complexe de trouver le ratio de deux intégrales double,
alors nous allons utiliser l’approximation de Lindley pour trouver E(α2|x).

Méthode de Lindley Nous avons u(a, b) = α2

Posons alors :

u1 =
∂u(a,b)

∂α
= 2α, u11 =

∂2u(a,b)
∂α2 = 2,

u2 =
∂u(a,b)

∂β
= 0, u22 =

∂2u(a,b)
∂β2 = 0

et :

π(α, β) =
(b)a(α)a−1e−bα

Γ(a)
ce−βc

Nous allons déduire alors :

P = logπ(α, β) = (a− 1) logα + a log b− bα− log Γ(α) + log c− cβ

P1 =
∂P
∂α

= a−1
α

et P2 =
∂P
∂β

− c

Souvenons nous que

logL(x1, x2, ..., xn;α, β) = nα log β−n log Γ(α)−β

n∑
i=1

xi+(α− 1)
n∑

i=1

log xi

Alors :

L12 =
∂2 logL(α,β)

∂α∂β2 = −n
β

, l21 =
∂3 log l(α,β)

∂2∂β
= 0,

l03 =
∂3 log l(α,β)

∂β3 = 2nα
β3 , l30 =

∂3 log l(α,β)
∂β3 = −nΨn(α)

σ11 =
−1
l20

= 1
nΨ′(α)

, σ22 =
−1
l02

= β2

nα

En remplaçant dans E(α2) nous aurons :
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E(α2) ≈ α̂2 +
1

2
(u1σ11) + p1u11σ11 +

1

2

(
l30u11σ

2
11

)
+

1

2
(l11σ11σ21)

≈ α̂2 +
1

2

(
2

1

nΨ′(α̂)

)
+

(
a− 1

α̂
− b

)
2α̂

1

nΨ′(α̂)

+
1

2

(
−nΨ′′(α̂)

2α̂

(nΨ(α̂))2

)
+

1

2

(
−n

β2

2α̂

nΨ(α̂)

β̂2

nα̂

)

≈ α̂2 +
2α̂

nΨ′(α̂)

(
a− 1

α̂
− b

)
− nΨ′′(α̂)α̂

(nΨ′(α̂))2

En remplaçant ce résultat de E(α2) dans θ̂B , nous allons obtenir l’estimateur de
α :

α̂1 =

√
α̂2 +

2α̂

nΨ′(α̂)

(
a− 1

α̂
− b

)
− nΨ′′(α̂)α̂

(nΨ′(α̂))2
(2.34)

Remarque Plus de détails et d’informations sont disponibles sur la méthode
de Lindley dans l’annexe .1 à la fin du mémoire.

Estimation bayésienne du paramètre β Pour estimer le paramètre β, nous
allons procéder de la même manière que pour le paramètre α ci-dessus.

Supposons que u(α, β) = β2, nous allons alors calculer E(β2) :

u1 =
∂u(a,b)

∂α
= 0, u11 =

∂2u(a,b)
∂α2 = 0,

u2 =
∂u(a,b)

∂β
= 2β, u22 =

∂2u(a,b)
∂β2 = 2

En remplaçant dans E(β2), nous aurons :

E(β2) ≈ β̂2 +
1

2
(u22σ22) + p2u2σ22 +

1

2
(l03u2σ

2
22)

≈ β̂2 +
1

2

(
2β̂2

nα̂

)
+

(
−c

2β̂3

nα̂
+

1

2

(
2nα̂

β̂3

β̂4

nα̂

))

≈ β̂2 +
3β̂2

nα̂
− 2cβ̂3

nα̂
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En remplaçant E(β2) dans θ̂B , nous aurons :

β̂1 ≈

√
β̂2 +

3β̂2

nα̂
− 2cβ̂3

nα̂
(2.35)

Où α̂ et β̂ sont les estimateurs de maximum de vraisemblance de α et β respec-
tivement.

Fonction coût d’entropie

La fonction coût d’entropie est définie par :

L2(θ̂, θ) =

(
θ̂

θ

)
− ln

(
θ̂

θ

)
− 1 (2.36)

L’estimateur de Bayes En utilisant la même méthode que celle utilisée avec
la fonction coût, nous aurons :

θ̂2 =
[
E(θ−1|X)

]−1 (2.37)

Estimateur de Bayes pour α Soit u(α, β) une fonction de α et β, alors
u(α, β) = 1

α
, donc

u1 =
∂u(α, β)

∂α
= −α−2

u11 =
∂2u(α, β)

∂α2
= 2α−3

u2 =
∂u(α, β)

∂β
= 0

u22 =
∂2u(α, β)

∂β2
= 0

Alors

E

(
1

α

)
≈ 1

α̂
+

1

2
(u11σ11) + p1u1σ11 +

1

2
(L30u1σ

2
11) +

1

2
(L12u1σ11σ22)
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E

(
1

α

)
≈ 1

α̂
+

1

α̂3nΦ′(α̂)
− 1

α̂2nΦ′(α̂)
(
a−1

α̂
− b) +

1

2

(
nΦ′′(α̂)

α̂2(nΦ′(α̂))2

)
+

1

2

(
1

α̂3nΦ′(α)

)
(2.38)

Maintenant, en remplaçant (2.38) dans (2.37) nous aurons :

α̂2 ≈ 1

1
α̂
+ 1

α̂3nΦ′(α̂)
− 1

α̂2nΦ′(α̂)
(a−1α̂− b) + 1

2

(
nΦ′′(α̂)

α̂2(nΦ′(α̂))2

)
+ 1

2

(
1

α̂3nΦ′(α̂)

)
(2.39)

Estimateur de Bayes pour β En utilisant la même méthode, nous aurons
u(α, β) = 1

β
, donc

u1 =
∂u(α, β)

∂α
= 0

u11 =
∂2u(α, β)

∂α2
= 0

u2 =
∂u(α, β)

∂β
= −β−2

u22 =
∂2u(α, β)

∂β2
= 2β−3

Alors

E

(
1

β

)
≈ 1

β̂
+

1

2
(u22σ22) + p2u2σ22 +

1

2
(L03u2σ

2
22) +

1

2
(L21u2σ11σ22) (2.40)

E

(
1

β

)
≈ 1

β̂
+

1

2

(
2β̂2 β̂

3nα̂

β

)
+ cβ̂2β

2nα̂

2
+

1

2

(
−2nα̂

β̂3

β2

β4

n2α̂2

)
≈ 1

β̂
+ cnα̂()

(2.41)

En remplaçant (2.41) dans (2.37), nous obtenons
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β̂2 ≈ 1
1

β̂
+ c

nα̂

(2.42)

Où β̂ et α̂ sont les estimateurs de maximum de vraisemblance

Fonction coût quadratique pondérée

Cette fonction coût a été discutée par DeGroot(1970). C’est une fonction symétrique,
positive et continue. Elle est définie par :

L3(θ, θ̂) =

(
θ − θ̂

θ

)2

(2.43)

L’estimateur de Bayes

θ̂3 =
E(θ−1/X)

E(θ−2/X)
(2.44)

Estimateur de Bayes pour α Nous posons comme dans les fonctions coût
précédentes :
u(α, β) = 1

α2 , donc

u1 =
∂u(α, β)

∂α
= −2α−3

u11 =
∂2u(α, β)

∂α2
= 6α−4

u2 =
∂u(α, β)

∂β
= 0

u22 =
∂2u(α, β)

∂β2
= 0

Alors

E

(
1

α2

)
=

1

α̂2
+

1

2
(u11σ11) + p1u1σ11 +

1

2
(L30u1σ

2
11) +

1

2
(L12u1σ11σ22)
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E

(
1

α2

)
≈ 1

α̂2
+

1

2

(
6α̂−4 1

Ψ′(α̂)

)
+

(
a− 1

α̂
− b

)(
−2α̂−3

) 1

nΨ′(α̂)
(2.45)

+
1

2

(
nΨ′′(α̂)2α̂−3 1

(nΨ′(α̂))2

)
+

1

2

(
n

β̂2
2α̂−3 1

nΨ′(α̂)

β̂2

nα̂

)
(2.46)

≈ 1

α̂2
+

1

α̂4nΨ′(α̂)
− 2

α̂3nΨ′(α̂)

(
a− 1

α̂
− b

)
+

nΨ′′(α̂)

α̂3(nΨ′(α̂)
+

1

α̂3nΨ′(α̂)
(2.47)

En remplaçant (2.38) et (2.44) dans (2.47) nous aurons :

α̂3 ≈
1
α̂
+ 1

α̂3nΨ′(α̂)
− 1

α̂2nΨ′(α̂)

(
a−1
α̂

− b
)
+ 1

2

(
nΨ′′(α̂)

α̂2(nΨ′(α̂))2

)
+
(

1
2α̂3nΨ′(α̂)

)
1
α̂2 +

1
α̂4nΨ′(α̂)− 2

α̂3nΨ′(α̂)

(
a−1
α̂

− b
)
+ nΨ′′(α̂)

α̂3(nΨ′(α̂))2
+ 1

α̂3nΨ′(α̂)

(2.48)

Estimateur de Bayes pour β Posons que u(α, β) = 1
β2 , donc

u1 =
∂u(α, β)

∂α
= 0

u11 =
∂2u(α, β)

∂α2
= 0

u2 =
∂u(α, β)

∂β
= −2β−3

u22 =
∂2u(α, β)

∂β2
= 6β−4

Alors

E

(
1

β2

)
≈ 1

β̂2
+

1

2
(u22σ22) + p2u2σ22 +

1

2
(L03u2σ

2
22) +

1

2
(L21u2σ11σ22)

E

(
1

β2

)
≈ 1

β̂2
+

1

2

(
6β̂2

β̂2nα̂

)
+

2cβ̂2

β̂3nα̂
+

1

2

(
2nα̂2

β̂3

−2

β̂3

β̂4

n2α̂2

)
(2.49)

≈ 1

β̂2
+

2c

β̂2nα̂
+

1

β̂2nα̂
(2.50)
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En remplaçant (2.50) et (2.40) dans (2.44), nous obtenons :

β̂3 =

1

β̂
+ c

nα̂

1

β̂2
+ 2c

β̂nα̂
+ 1

β̂2nα̂

(2.51)

Où β̂ et α̂ sont les estimateurs de maximum de vraisemblance
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CHAPITRE 3

APPLICATION DE LA LOI GAMMA À LA FIABILITÉ

3.1 Introduction

La fiabilité, en tant qu’attribut humain, a été louée depuis très longtemps. Cepen-
dant, le concept de fiabilité n’a été appliqué aux systèmes techniques que depuis
environ 60 ans. Il a émergé avec une signification technologique après les deux
guerre mondiales et a été utilisé ensuite en relation avec la comparaison de la
sécurité opérationnelle des avions.
Dans les années 1970, l’intérêt pour les aspects de risque et de sécurité liés à la
construction et à l’exploitation des centrales nucléaires a augmenté, aux États-
Unis comme ailleurs dans le monde. Aux États-Unis, une grande commission
de recherche, dirigée par le professeur Norman Rasmussen, a été mise en place
pour analyser le problème. Le projet de plusieurs millions de dollars a abouti
au rapport Rasmussen, WASH-1400 (NUREG-75/014). Malgré ses faiblesses, ce
rapport représente la première analyse sérieuse de la sécurité d’un système aussi
complexe qu’une centrale nucléaire.
Des travaux similaires ont également été menés en Europe et en Asie. Dans la
plupart des industries, de nombreux efforts sont actuellement consacrés à l’ana-
lyse des problèmes de risque et de fiabilité. Il en va de même en Norvège, en
particulier dans l’industrie pétrolière offshore. Le développement pétrolier et ga-
zier offshore en mer du Nord progresse actuellement dans des eaux de plus en
plus profondes et hostiles, et un nombre croissant de systèmes de production
sous-marins télécommandés sont mis en service. L’importance de la fiabilité des
systèmes sous-marins présente de nombreuses similitudes avec celle des engins
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spatiaux. Une faible fiabilité ne peut pas être compensée par une maintenance
extensive.
Une histoire plus detaillée la technologie de fiabilité est présentée par exemple,
par Knight [13] et Villemeur [26].

3.2 Notions générales

• Un système est un ensemble de composants en interaction destiné à ac-
complir une tâche donnée. C’est le cas par exemple des systèmes de pro-
duction, systèmes de transport, systèmes informatiques, etc…

• La sûreté de fonctionnement (SdF, en anglais dependability) d’un système
est la propriété qui permet à ses utilisateurs de placer une confiance jus-
tifiée dans le service qu’il leur délivre. On dit aussi que la SdF est la science
des défaillances.

• Un système subit une défaillance quand il ne peut plus délivrer le service
attendu.

• La panne est l’état du système résultant d’une défaillance.
• La sûreté de fonctionnement comprend 4 composantes : la fiabilité, la dis-

ponibilité, la maintenabilité et la sécurité.
1. La fiabilité (reliability) est la caractéristique du système exprimée par la

proba- bilité qu’il délivre le service attendu dans des conditions données
et pendant une durée déterminée. La fiabilité exprime l’aptitude à la
continuité du service (ex : envoyer un robot sur Mars).

2. La disponibilité (availability) est exprimée par la probabilité que le système
dé- livre le service attendu dans des conditions données et à un instant
donné. La disponibilité caractérise donc l’aptitude du système à fonc-
tionner quand on a besoin de lui (ex : avoir du réseau quand on veut
téléphoner).

3. La maintenabilité (maintainability) caractérise l’aptitude du système à
être réparé quand il est défaillant, ou à évoluer.

4. La sécurité (safety) caractérise l’aptitude du système à ne pas encourir
de dé- faillances catastrophiques.

• Un système non réparable est un système qui est mis au rebut dès qu’il
tombe en panne. C’est le cas des petits systèmes (par exemple des am-
poules) ou des systèmes qui coûtent plus cher à réparer qu’à remplacer.

• Un système réparable est un système qui, après sa défaillance, peut être
remis en état de marche par des actions de réparation ou maintenance.
C’est le cas de quasiment tous les systèmes complexes (véhicules, usines,
etc.).
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• La maintenance des systèmes est essentiellement de deux types :
— La maintenance corrective (MC) ou réparation est effectuée suite à une

dé- faillance et a pour but de remettre le système en état de fonctionner.
— La maintenance préventive (MP) est effectuée alors que le système fonc-

tionne et a pour but de ralentir le vieillissement pour retarder l’occur-
rence des défaillances futures.

3.3 Mesures de fiabilité

Les mesures de fiabilité sont différentes suivant que les systèmes concernés sont
réparables ou non réparables.

3.3.1 Mesures pour systèmes non réparables

Comme nous l’avons défini plus haut, un système non réparable est un système
qui est mis au rebut dès qu’il tombe en panne. Les considérations sur les réparations
ou corrections n’ont donc pas lieu d’être ici. Le seul point important est la date
de panne, appelée aussi instant de défaillance, durée de vie ou durée de bon fonc-
tionnement du système.
La durée de fonctionnement d’un appareil est le temps cumulé de fonctionne-
ment depuis la mise en service, jusqu’à la première panne. En général l’appareil
n’a pas été sollicité en permanence : le fonctionnement peut avoir été interrompu
par des périodes d’inactivité dont nous ne tenons pas compte. La modélisation
consiste à voir les durées de fonctionnement de chaque exemplaire comme au-
tant de réalisations d’une variable aléatoire notée X , dont on doit déterminer la
loi. En fiabilité, nous caractérisons la loi d’une durée de fonctionnement de plu-
sieurs manières différentes.

Nous supposerons toujours que X admet une densité f , continue et strictement
positive sur R+∗. La fonction de répartition F est la primitive de la densité, nulle
en 0. En plus de la densité et de la fonction de répartition, habituellement uti-
lisées pour caractériser la loi d’une variable continue, nous introduisons deux
nouvelles fonctions liées aux précédentes, la fiabilité et le taux de défaillance (ou
de panne), ainsi que les temps moyens.

Définition 16. Nous appelons fiabilité d’une durée de fonctionnementX , le complément
à 1 de la fonction de répartition de X . Cette fonction, notée R (pour “Reliability”),
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vérifie pour tout t ≥ 0 :

∀x ≥ 0 R(t) = P[X > t] = 1− F (t) =

∫ +∞

t

f(s)ds (3.1)

La fiabilité est la probabilité que l’appareil fonctionne au-delà de l’instant t. Nous
l’appelons aussi fonction de survie. C’est une fonction continue, strictement po-
sitive et décroissante, qui vaut 1 en t = 0 et qui tend vers 0 quand t tend vers
l’infini.

Définition 17. Le taux de défaillance ou taux de panne ou taux de hasard d’un
système non réparable est la fonction du temps h définie par :

∀x ≥ 0, h(x) = lim
∆x→0

=
1

∆x
P (x < X ≤ x+∆x|X > x) (3.2)

Définition 18. Le taux de défaillance cumulé ou taux de hasard cumulé d’un
système non réparable est la fonction du temps H définie par :

∀x ≥ 0, H(x) =

∫ x

0

h(u)du = −lnR(x) (3.3)

Définition 19. Nous appelons MTTF (Mean Time To Failure) : la durée moyenne
de bon fonctionnement du composant/appareil. Il est défini comme suit :

MTTF = E(T ) =

∫ +∞

t

P[X > t]dt =

∫ +∞

0

R(t)dt (3.4)

3.3.2 Mesures pour systèmes réparables

Quand les systèmes sont réparables, deux cas de figure sont possibles, selon que
l’on prend en compte ou pas les durées de réparation.

Durées de réparation comptabilisées

Le fonctionnement du système est une succession de durées de bon fonctionne-
ment et de durées de non fonctionnement ou de réparation. Nous notons généralement
{Xi}i≥1 durées de bon fonctionnement successives et {Yi}i≥1 les durées de réparation
successive.
La “durée de réparation” Y comprend en fait une durée de détection de la panne,
une durée de réparation proprement dite et une durée de remise en service. Pour
une durée de réparation Y , nous définissons les quantités similaires à celles qui
ont été définies pour une durée de bon fonctionnement X :
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Définition 20. La maintenabilité est la fonction de répartition de Y . La main-
tenabilité en y est la probabilité qu’un système en panne à l’instant 0 soit réparé
avant l’instant y :

∀y ≥ 0, M(y) = P[Y ≤ y] (3.5)

Définition 21. Le taux de réparation est défini par :

∀y ≥ 0, µ(x) = lim
∆y→0

=
1

∆y
P (y < Y ≤ y +∆y|Y > y) (3.6)

Définition 22. Le MTTR (Mean Time To Repair) est la durée moyenne de réparation :

MTTR = E[Y ] =

∫ +∞

0

[1−M(y)]dy (3.7)

Durées de réparation non comptabilisées

En pratique, il est fréquent que les durées de réparation soient négligeables par
rapport aux durées de bon fonctionnement. Il est donc intéressant de modéliser
la situation où les durées de réparation sont non comptabilisées. Dans ce cas, la
notion de disponibilité n’a plus aucun sens.
Dans ces conditions, nous considérons que nous observons le fonctionnement
d’un systèmeréparable à partir d’un instant T0 = 0. Des défaillances se pro-
duisent à des instants que l’on noteT1, T2, .... Après chaque défaillance, le système
est réparé ou corrigé puis relancé. Le processus des défaillances d’un tel système
réparable est défini de manière équivalente par l’un des 3 processus aléatoires
suivants :

• La suite des instants de défaillance {Ti}i≥1, avec T0 = 0
• La suite des durées inter-défaillances {Xi}i≥1 où ∀i ≥ 1, Xi = Ti − Ti−1

est la durée entre la (i− 1)éme et iéme défaillance. Ti =
∑n

j=1 Xj

• Le processus de comptage des défaillances {Nt}t≥0 où Nt est le nombre
cumulé de défaillances survenues entre 0 et t.

Définition 23. La fiabilité d’un système réparable à l’instant t, ayant subin défaillances
avant t, est la fonction Rt définie par :

∀τ ≥ 0, Rt(τ ;n, t1, ..., tn) = P(Tn+1 > t+ τ |Nt = n, T1 = t1, ..., Tn = tn)
(3.8)

= P(Nt + τ −Nt = 0|Nt = n, T1 = t1, ...., Tn = tn)
(3.9)

UMMTO 54 FS/DM



Définition 24. Le MTTF d’un système réparable à l’instant t est la durée moyenne
d’attente de la prochaine défaillance à l’instant t, sachant tout le passé du processus
des défaillances à cet instant :

MTTFt(n; t1, ..., tn) = E[Tn+1 − t|Nt = n, T1 = t1, ..., Tn = tn] (3.10)

Définition 25. La fonction moyenne (en anglais mean value function) du processus
des défaillances est la fonction m définie par :

∀t ≥ 0 ,m(t) = E[Nt] (3.11)

3.3.3 Lois classiques utilisées dans la fiabilité

Il y’a trois familles de lois essentielles pour la fiabilité : la famille Exponentielle, la
famille Weibull et la famille Gamma. Nous allons nous focaliser sur la loi Gamma,
car c’est celle traitée dans ce mémoire. La loi Gamma a été définie au premier
chapitre.
La fiabilité et le taux de défaillance de la loi Gamma Γ(α, λ) s’expriment à l’aide
de la fonction gamma incomplète, définie par :

Γ(α, t) =

∫ +∞

t

e−ssα−1ds

Cette fonction est calculable numériquement, et codée dans la plupart desenvi-
ronnements mathématiques. On démontre que le taux de défaillance de la loi
Γ(a, λ) converge vers λ quand t tend vers l’infini. Pour a < 1 c’est une fonction
décroissante de t, qui tend vers +∞ en t = 0. Pour a > 1, c’est une fonction
croissante de t qui tend vers 0 en t = 0.

• Si α < 1, h est décroissant donc le système s’améliore ;
• Si α > 1, h est croissant donc le système s’use ;
• Si α = 1, h est constant et nous retrouvons la loi exponentielle. Nous

retrouvons ces trois cas représentés dans la figure suivante :

3.4 Censure

Nous parlons de données censurées quand il peut être trop cher, inutile, ou tout
simplement impossible, d’observer toutes les durées de fonctionnement x1, ..., xn.
Nous décidons alors d’interrompre l’observation avant la dernière. Nous ne considérerons
que deux types de censure. Il existe de nombreuses généralisations de ces deux
cas de base :
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Figure 3.1 – Taux de défaillance d’une loi Gamma

3.4.1 Type I

Les données n’ont été observées que jusqu’à un instant de censure tc fixé à
l’avance. Dans ce cas, l’observation se compose des valeurs de celles des durées
qui étaient inférieures à tc. En d’autres termes, au lieu d’observer la valeur prise
par Xi, nous observons celle de X ′

i , avec :

X ′
i = Xi1[0,tc](Xi) + tc1]tc,+∞[(Xi)

La variable X ′
i vaut tc avec probabilité R(tc), elle est égale à Xi si Xi ≥ tc. La

probabilité de l’événement observé est proportionnelle à :

L =
n∏

i=1

(
f(xi)1[0,tc](xi) +R(tc)1]tc,+∞[(xi)

)
(3.12)

Pour écrire cette formule sous une forme plus lisible, notons x(1), ..., x(n) les va-
leurs x1, ..., xn rangées par ordre croissant, et k le nombre de valeurs inférieures
à tc :

k =
n∑

i=1

1[0,tc](xi) = max(i, x(i) ≤ tc)

Les variables aléatoires X(1), ..., X(n) (valeurs de X1, ..., Xn rangées par ordre
croissant) s’appellent les statistiques d’ordre de l’échantillon.
La vraisemblance devient :

L = R(tc)
n−k

k∏
i=1

(
f(x(i))

)
(3.13)
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3.4.2 Type II

Seules les nc premières valeurs ont été observées, où nc est un nombre fixé
à l’avance. Comme précédemment, notons x(1), ..., x(n) les valeurs rangées par
ordre croissant. Nous observons en fait les valeurs prises par X(1), ..., X(nc), les
nc premières statistiques d’ordre de l’échantillon. La probabilité de l’événement
observé est ici proportionnelle à :

L = R(x(nc))
n−nc

nc∏
i=1

(
f(x(i))

)
(3.14)

3.5 Application de la loi Gamma à la fiabilité

Beaucoup de grandes organisations tels que l’US Air Force et la Navy créent
des bases de données pour traquer la fiabilité des systèmes et composants sur le
terrain. Le ”Reliability Analysis Center (RAC)” (Le center d’analyse de fiabilité
en français) est un centre de recherche du département de la défense de l’état
américain dédié à la récolte et la sauvegarde des données liées à la fiabilité, c’est
la plus grande source public de données liées à la fiabilité disponible. Cepen-
dant, pour une variété de raisons 90% de leurs données n’ont pas de temps de
défaillance individuels, mais les temps de défaillance cumulés sont disponibles.
Alors, comme les temps de défaillance ne sont pas fidélement enregistrés( il y’a
des temps de défaillances manquants) ceci résulte en une forme non standarde de
données aléatoires qui ne peut être étudiée par les techniques d’étude de fiabilité
disponibles.

Avantages et inconvéniants des données réelles

Pour évaluer la fiabilité d’un composant, les données sur le terrain présentent
de nombreux avantages distincts. L’avantage principal est que le stress et les
contraintes sont appliquées simultanément, et les interactions variables sont im-
plicitement prises en compte.
Mais, il y’a aussi quelques incovénients aux données réels, en effet dans quelques
bases de données les temps de défaillance individuels sont souvent manquants.
Les données ne sont souvent disponibles que sous forme de défaillances collec-
tives observées en cumulant des heures sans autre détail disponible.
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Notations et hypothèses

Les hypothèses suivantes ont été faites concernant la défaillance des composants
et la collection des données du système.

• Les temps de défaillance des composants sont iid.
• Les temps de défaillance sont distribués en accord avec une loi Gamma.
• Les temps de réparation sont insignifiants par rapport aux temps de fonc-

tionnement.
• La réparation du système ne se dégrade pas et n’affecte pas la fiabilité des

composants.
Les notations suivantes sont utilisées dans la construction de l’estimateur de
maximum de vraisemblance de la loi Gamma.

• λ, k= les paramètres de la loi gamma f(t) = λktk−1e−λt/Γ(k) ;
• λ̂, k̂=estimateurs du maximum de vraisemblance de λ, k,
• r=le nombre de défaillances observées ;
• Trj=jéme cumulation des temps d’opération avec r défaillances=X1 +
X2 + ...+Xr ;

• Xi=iéme temps de défaillance ;
• nr=nombre de données enregistrées avec exactement r défaillances ;
• n = (n1, n2, ..., nm) ;
• m= le nombre max de défaillances pour n’importe quelle donnée enre-

gistrée dans un lot de données =max(r|nr > 0) ;
• N=nombre de données enregistrées, N =

∑m
r=1 nr ;

• M=nombre total de défaillances associées avec N toutes les données en-
registrées,M =

∑m
r=1 rnr ;

• t̄=temps moyen avant la panne =
∑m

r=1

∑nr

j=1 Trj/M ;
• Γ(z)=fonction Gamma=

∫∞
0

uz−1e−udu.

3.5.1 Application sur des données réelles

Les auteurs ”DAVID W. COTT” et ” TONGDAN JIN” dans l’article ” Gamma distri-
bution parameter estimation for field reliability data with missing failure times”
[5], en 1999, se sont intéréssés aux bases de données du RAC, et ont pris un
exemple de fiabilité un système de composant qui sont des voyants lumineux
d’avion.
En effet comme nous remarquons que les temps individuels de défaillance ne sont
pas disponibles, mais les temps cumulés eux le sont.
Le tableau 3.1 présente l’ensemble de données que les auteurs ont choisit.
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Défaillances Temps d’opération cumulés(heures)
2 T21 = 51000
9 T91 = 194900
8 T81 = 45300
8 T82 = 112400
6 T61 = 104000
5 T51 = 44800

Table 3.1 – Données de fiabilité de voyants lumineux d’avion

Temps de défaillances manquants

En général, les compteurs enregistrent les heures cumulées de fonctionnement
(ou une autre mesure) d’un système assemblé par opposition à un composant
individuel au sein du système.
Les temps de défaillance au niveau des composonts sont ensuite détérminées
comme la différence entre le temps du fonctionnement du système lorsque le
composant est installé et la durée de fonctionnement du système à la panne.
Les temps de fonctionnement ne sont pas toujours enregistrés par les opérateurs
et les techniciens de maintenance, donc une estimation précise des paramètres
de la distirbution des temps de défaillance est nécéssaire pour déterminer les
mesures préventives, la période de garantie ..
Lorsque le temps de fonctionnement d’un système associé à une défaillance sur le
terrain d’un composant est observé et enregistré avec précision, la seule informa-
tion qui peut être connue est le nombre total de pannes de ce composant depuis
le précédent temps de défaillance enregistré. Les temps intermédiaires avant le
temps de défaillance ne sont pas connus bien que le nombre d’évenements de
défaillance l’est.
Comme les temps de défaillances des composant sont manquants (inconnus), il
n y’a pas de solution analytique.

Les lois des temps de défaillance

Pour les ensembles de données standard, il existe des techniques bien connues
pour estimer les paramètres de nombreuses distributions et types de censure, et
pour évaluer objectivement l’applicabilité de ces distributions. Cependant, sans
données sur les temps de défaillance individuels, il est impossible d’ajuster les
données à la plupart des distributions populaires (par exemple, Weibull,exponentielle,
ect …) en utilisant des techniques standard telles que l’estimation ou l’analyse de
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régression. C’est pour celà que l’auteur, a choisit l’estimateur du maximum de
vraisemblance de la loi Gamma.

L’estimateur de maximum de vraisemblance

La distribution des temps de défaillance cumulées L’approche pour déterminer
l’estimateur de maximum de vraisemblance de la distribution Gamma de pa-
ramètres (λ, k) est de développer la fonction de vraisemblance basée sur les pa-
ramètres de la loi (λ, k) , les r observés et les valeurs de Trj au lieu des temps de
défaillance et les censures ( qui sont inconnues). Quand Xi suit une loi Gamma,
alors Trj suit lui aussi une loi gamma pour un r fixé.

• Xi = temps de défaillance du composant ;
• Xi ∼ Γ(λ, k),E(X) = k/λ, V ar(X) = k/λ2 ;
• Trj =

∑r
i=1Xi ;

• Trj ∼ Γ(rk, λ),E(X) = k/λ, V ar(X) = k/rλ2.
Trj est une variable aléatoire dépendant d’un r spécifique. Si r est aussi une va-
riable aléatoire, considérons alors T comme le temps de défaillance cumulé as-
socié pour un r aléatoire. La fonction de densité de Trj est alors une densité de
probabilité conditionnelle de T . Par ailleurs, la fonction de densité de T peut-être
exprimée par une somme de termes conditionels.

fTr(t) = fT (t|r) =
λrktrk−1exp(−λt)

Γ(rk)
(3.15)

fT (t) =
∞∑
r=1

fT (t|r)Pr(R = r)

• Où Pr(R = r) est la probabilité d’avoir r échecs.

• Considérons un ensemble de N données enregistrées avec r et Trj connus.
L’ensemble des temps cumulés de fonctionnement (Trj) forme une popu-
lation non homogène qui peut être modélisée à l’aide d’un modèle de mix-
ture.

• Les variables Trj sont associées à différentes distributions (dépendant de
r) mais elles sont liées à la Gamma.

• Les modèles de mixture sont généralement utilisées lorsque la population
n’est pas homogène( elle est composée de sous-population distinctes).

• La situation la plus courante est celle où la proportion de chaque popula-
tion est connue ou estimée.
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• Un exemple courant est celui de la fabrication de semi-conducteur où il
existe une sous-population d’appareils faibles ou défecteurs mais nous ne
pouvons pas distinguer entre les deux sous-populations avant d’introduire
les composants sur le terrain.

• La fonction de densité pour une population non homogène peut être ex-
primée comme une somme pondérée des densités respectives.

• Pour le problème abordé ici, les sous-populations sont caractérisées par le
nombre d’échecs au sein de l’ensemble de données

• La probabilité que Trj selectionnée au hasard parmi les n enregistrés de
données à r échecs est de probabilité nr/N est :

fT (t|n) =
1

N

m∑
r=1

nrλ
rktrk−1e(−λt)

Γ(rk)
. (3.16)

Passon maintenant à l’estimateur. Une fonction de vraisemblance pour λ et k
peut-être présentée directement basé sur les données observées et l’équation
(3.16).

L =
m∏
r=1

{
nr∏
j=1

[
1

N

niλ
ikT ik−1

rj e(−λTrj)

Γ(ik)

]}
(3.17)

Nous obtenons les estimateurs de λ et k en utilisant la méthode de Newton-
Raphson (en minimisant L). Voici les étapes suivis :

L =
m∏
r=1

nr∏
j=1

fT (t|n) =
m∏
r=1

nr∏
j=1

[
1

N

m∑
i=1

niλ
ikT ik−1

rj e−λTrj

Γ(ik)

]

Une autre formule de la fonction de vraisemblance peut-être developpée en ex-
ploitant les observations de la sous-population, cette fonction de vraisemblance
alternative peut-être exprimée comme le produit des fonctions de densités condi-
tionnelles pour Trj (fT (t|r)).

fT (t|r) =
λrktrk−1e−λt

Γ(rk)
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L(k, λ) =
m∏
r=1

nr∏
j=1

λrkT rk−1
rj e−λTrj

Γ(rk)

=
m∏
r=1

nr∏
j=1

λrkT rk−1
rj

Γ(rk)

(
exp

(
−λ

m∑
r=1

nr∑
j=1

Trj

))

=
m∏
r=1

(
nr∏
j=1

[
1

N

m∑
i=1

niλ
ikT ik−1

rj e−λTrj

Γ(ik)

])

Avec Xi ∼ Γ(λ, k), nous avons Trj =
∑r

i=1Xi = x1 + x2 + ... + xr donc
Trj ∼ Γ(λ, rk)

fTr(t) = fr(t|r) =
λrktrk−1e−λt

Γ(rk)
∼ Γ(λ, rk)

fT (t) =
∞∑
r=1

fr(t|r) · Pr(R = r)

fT (t) =
∞∑
r=1

λrktrk−1e−λt

Γ(rk)
· Pr(R = r)

Nous savons que Pr(R = r) = nr

N
alors :

fT (t) =
1

N

∞∑
r=1

nrλ
rktrk−1e−λt

Γ(rk)

La fonction devient alors :

fT (t|n) =
1

N

∞∑
r=1

nrλ
rktrk−1e−λt

Γ(rk)
(3.18)

Passons maintenant à la log-vraisemblance :

ln(L(k, λ)) = −λ

m∑
r=1

nr∑
j=1

Trj +
m∑
r=1

nr∑
j=1

rk ln(λ) + k

m∑
r=1

nr∑
j=1

k ln(Trj)

−
m∑
r=1

nr∑
j=1

ln(Trj)−
m∑
r=1

nr∑
j=1

ln (Γ(rk))
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ln(L(k, λ)) = −λt̄M +Mklnλ+ k
m∑
r=1

nr∑
j=1

rlnTrj −
m∑
r=1

nr∑
j=1

lnTrj −
m∑
r=1

nrln(Γ(rk))

(3.19)

Les dérivées partielles par rapport à λ et k sont :
Nous savons que M =

∑m
r=1 rnr, alors :

∂ln(L(k, λ))

∂λ
= −Mt̄+

Mk

λ
(3.20)

∂ln(L(k, λ))

∂k
= Mlnλ+

m∑
r=1

nr∑
j=1

rlnTrj −
m∑
r=1

rnrΨ(rk) (3.21)

Posons aussi :

Ψ(rk) =
Γ′(rk)

Γ(rk)
(3.22)

De ((3.20)) nous avons :

λ̂ =
k̂

t̄
(3.23)

En mettant ((3.21)) = 0 nous aurons

m∑
r=1

nr∑
j=1

rlnTrj =
m∑
r=1

rnrΨ(rk)−Mln(k|t̄)

m∑
r=1

nr∑
j=1

rlnTrj −Mln(t̄) =
m∑
r=1

rnrΨ(rk)−Mln(k)

Ce qui nous donne

k̂ =

{
k

∣∣∣∣ m∑
r=1

rnrΨ(rk)−M log k = K ′

}
(3.24)

Avec K ′ =
∑m

r=1

∑nr

j=1 rlnTrj −Mlnt̄

Avec k̂ et λ̂ les estimateurs de maximum de vraisemblance.
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Simulation

Grâce au premier exemple étant celui des données réels du tableau 3.1 et aux
formules 3.24 et 3.23, où (m = 9, N = 6,M = 38, n = (0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 2, 1)),
nous avons pu calculer t̄, k et λ, cependant les autres exemples ont été simulés
avec le logiciel R.
Nous savons aussi que k̂ est la solution de l’équation 3.25 f(k) = 0 qui est une
équation non linéaire.

f(k) =
m∑
r=1

rnrΨ(rk)−Mlnk −
m∑
r=1

nr∑
j=1

rlnTrj +Mlnt̄ = 0 (3.25)

Exemple 2 (k = 1, λ = 0.00006879) Exemple 3(k = 3, λ = 0.0002064)
Défaillances Trj Défaillances Trj

2 28 131 2 46 170
5 61 363 5 83 170
6 64 995 6 88 950
8 98 859 8 110 530
8 145 683 8 103 210
9 37 607 9 93 010

Table 3.2 – Données pour les exemples simulés

Exemple 4 (k = 2, λ = 0.00013758) Exemple 5 (k = 0.8, λ = 0.0005503)
Défaillances Trj Défaillances Trj

2 40 173 2 74 112
5 118 749 5 267 520
6 98 817 6 213 790
8 109 306 8 345 125
8 43 833 8 92 669
9 72 586 9 68 028

Table 3.3 – Données pour les exemples simulés

Les estimateurs de maximum de vraisemblance trouvés précédemment sont dans
le tableau 3.4 pour chaque exemple
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Le numéro de l’exemple k̂ λ̂
1 0.70 0.000 0484
2 0.70 0.000 0609
3 3.43 0.000 2483
4 1.82 0.000 1478
5 1.09 0.000 6726

Table 3.4 – Résultats des exemples

3.6 Conclusion

Les bases de données disponibles sont souvent incomplètes et ceci provient du
système de collecte de données non rigoureux où les délais de défaillances des
composants ne sont pas toujours enregistrés pour distinctes raisons. En général
les practiciens utilisent les méthodes standards comme le modèle exponetielle et
de Weibull, cependant elles ne peuvent pas marcher dans un cas comme celui
traité dans l’article.

C’est pour cela que l’auteur a proposé une approche plus rigoureuse, celle d’un
estimateur de maximum de vraisemblance d’une distribution Gamma sur la base
d’enregistrements des temps de défaillance qui manquent, car la loi gamma peut
modéliser divers comportements en matière de temps de défaillance, elle four-
nit un outil pour les données qui ne pourraient pas être analysées de manière
satisfaisante.
Mais, nous remarquons que les estimateurs de maximum de vraisemblance sont
malheureusement biaisés, et pour celà il serait intéréssant d’améliorer ce travail
en utilisant l’estimation Bayésienne de la loi Gamma.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans ce mémoire nous avons examiné en détail la distribution gamma, ses pro-
priétés fondamentales, ses applications diverses et ses extensions. Notre explo-
ration approfondie de cette distribution a révélé son importance dans un large
éventail de domaines. Nous avons mis en lumière ses aspects théoriques, et ses
applications pratiques à travers un exemple concret.
En envisageant les perspectives futures, il est clair que la distribution gamma
continuera de jouer un rôle majeur dans la modélisation statistique et la résolution
de problèmes pratiques. En prenant exemple de l’application que nous avons
faite dans ce mémoire, nous pourrons utiliser une estimation bayésienne sous
différentes fonctions coûts à fin d’estimer les temps de défaillance manquants.
Enfin, les avancées technologiques en matière de collecte et d’analyse de données
ouvriront de nouvelles opportunités pour son utilisation. De plus, des recherches
futures pourraient se concentrer sur la compréhension des interactions entre la
loi gamma et d’autres distributions statistiques, ainsi que sur le développement
de méthodes d’estimation plus avancées.
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ANNEXE

.1 La Méthode de Lindley

Dennis Lindley a développé la procédure d’approximation, pour les intégrales de
la forme suivante en 1980. ∫

w(θ) exp{l(θ)}dθ
v(θ) exp{l(θ)}dθ

(26)

Avec θ = (θ1, θ2, . . . , θm), l(θ) = logL(θ|x) est le logarithme de la fonction
de vraisemblance.
w(θ) et v(θ) sont des fonctions arbitraires de θ.
Si v(θ) est la densité à priori de θ et w(θ) = Φ(θ) · v(θ), alors l’équation (26)
donne l’espérance a posteriori de Φ(θ), telle que :

E(Φ(θ)|x) =

∫
Φ(θ) exp{l(θ) + p(θ)}dθ∫

exp{l(θ) + p(θ)}dθ

=

∫
Φ(θ) exp{Λ(θ)} dθ∫

exp{Λ(θ)}dθ

Avec p(θ) = log v(θ) et Λ(θ) = log{π(θ|x)} = l(θ) + p(θ) le logarithme de la
distribution a posteriori de θ.
Il est évident que le maximum de Λ(θ) = log π(θ|x) nous donne le mode à pos-
teriori de θ.
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Lindley a donc obtenu l’expression requise pour E(Φ(θ)|x).

Prenons maintenant St = Φ(θ), en utilisant la méthode de Lindley, l’estimateur
Bayésien pour St est :

S∗
t = Φ(θ̂) +

1

2
ΣΦij(θ̂)τij +

1

2
ΣΛijk(θ̂)τijτkl (27)

Avec

Φij =
∂2Φ

∂θi∂θj

Λijk =
∂3Φ

∂θi∂θj∂θk
, · · ·

Les τij sont les (i, j) -èmes éléments de l’inverse de la matrice Hessienne au signe
négatif.
La matrice des secondes dérivées pour Λ : {τij} = {−Λij}−1, où θ̂ est le mode a
posteriori.
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