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moment d’inertie pendule.
coefficieshe frottement du chariot
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Valeur progfene matrice.
Valeur sinigué d’'une matrice.
Plus grande (respement plus petite) valeur singuliere.
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Taux d’incertitudssocié au parametxe
Opérateur de laap.
Erreur statique.
signal de réféce
signal de sort
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signal d'efd
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Matrices de la représentatigiat d’'un systeme.
Matrice identié&n .

Matrice de transfédm systeme nominal en boucle ouverte.
Matrice de transfén systéeme en boucle fermée.
Matrices des transferts des procééésgralisés.
Matrice de transfew correcteur.
Matrice modélisa@s incertitudes.

Matrice de pondémat
Matrices hamiltoniennes.

Fonction de pondérmat



ST: Fonction de sengi®jlfonction de sensibilité complémentaire.

Fi (P, K), (Fu(P,K)):  Transformation linéaire fractionnaireentur (respectivement

supérieur).
AT : transposé dmktrice A
A transposé congige la matrice A
Il 1l2 : norme 2
[l | : norme infini

Acronymes anglophones :

LTI : Linear Time Invariant : systéeme linéaire stationmai

LFT: Linear Fractibaansformation : transformation fractionnelle
Linéaire.

SISO : Single Input Sm@utput : systéme a une entrée et une sortie.

MIMO : multi Input Multi Quuit : systeme a plusieurs entrées et plusieurs

sorties.
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Introduction générale

La synthése d'une loi de commande permettant diseéd’asservissement d’un
processus passe par I'utilisation de modéeles mathgues. Ceux-ci peuvent étre issus de la
description des phénoménes physiques, ou dexp@sepermettant de caractériser son

comportement entrée/sortie.

On peut tout de suite noter que ces modeles nésepient qu’imparfaitement la
réalité :il y aura toujours des incertitudes et @éeurs de modélisation, du fait que les
phénomeénes physiques ne peuvent étre qu'imparfaitentraduits par des modeéles
mathématiques, que les paramétres de ces modelesnh connus qu’'avec une certaine
précision et aussi qu’il ne sert a rien de tragailvec des modeles trés précis et donc trés
complexes. Rappelons aussi que plusieurs systeomé&xXposés aux perturbations extérieurs

(par exemple : rafale de vent sur un avion en Jigne

Donc, sur la base d’'un modéle imparfait, on va cewnir une loi de commande pour

assurer stabilité, marge de stabilité, précisienfggmances dynamiques...

Il existe plusieurs types de commandes, et plusi¢ypes de correcteurs, dans ce
mémoire, et grace a un retour de sortie, nous maigsesserons a la conception d'un

correcteur appelé « correcteur H_infini ».

La synthéseH,, a été initiée par Zames au début des années 8M8[Haet
développée, en particulier par Doyle, Glover, Kloaiekar et Francis [Fra87] [DGK+89].
Cette méthode a connue des applications multiphes dles domaines trés variés. Elle est
devenue ces derniéres années une des méthodes pleate « commande robuste ». Sa
présentation théorique est donnée dans de nombrausages pédagogiques [BGF+94]
[ZDG95] [GL9I5] [SP96] [Lar96] [Toi98] [DF99] [CASO1

La syntheseH, permet de prendre en compte, a priori et expiicdet, des
spécifications fréquentielles et temporelles duierade charges qui simplifieront ainsi la
synthese. Comme c’est une approche fréguentiade, spécifications fréquentielles sont
naturellement prises en considération, les spétifins temporelles classiques (temps de
monteée, rejet des perturbations, atténuation dit, bry peuvent étre facilement interprétées

dans le domaine fréquentiel.
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Dans ce mémoire, seront brievement exposés lds aatiessaires a la définition de la
normeH,, ainsi que les propriétés importantes de cette @aoNpus exposons principalement
la démarche théorique a suivre pour le calculaitecteurH,, en se basant sur la résolution
des équations de Riccati. Plusieurs méthodes peafttes de synthedé,, figurent dans la
littérature telle : GLOVER-DOYLE.

Le calcul du correcteur robustg, avec la méthode choisie est déja programmeé par
les concepteurs du logiciel MATLAB, c’est ce qu'@appelle la conception assistée par
ordinateur (CAO), la tache de I'automaticien sesaadde choisir le critére mathématique qui
reflete le mieux le cahier des charges et d’ererdgk différents paramétres, et enfin élaborer

les programmes utilisant les outils de MATLAB.
Ainsi, le présent mémoire est organisé comme sulit :

Le premier chapitre est consacré aux outils négesgaour l'initiation a la commande
robuste, en abordant principalement la notion dristesse, les fonctions de sensibilités, la

représentation des incertitudes...

Le deuxieme chapitre illustre la procédure suiaarda synthése du correctetly,. |l
introduit le probleme de sensibilité mixte, la misris forme standard et la résolution par les

éguations de Riccati.

Le dernier chapitre est consacré au calcul du ctaweH,, en suivant la démarche vue

aux deux premiers chapitres puis I'appliquer suresysteme « pendule inversé ».

On termine notre travail par une conclusion gémeésat I'étude menée.



Chapitre I : introduction a la commande robuste

[.1 Introduction :

Dans ce chapitre, seront brievement exposés lamate robustesse et les outils
nécessaires a la définition de la norieainsi que les propriétés importantes de cette eaorm
Nous introduisons les incertitudes (structuréesnen structurées), les fonctions de

sensibilités et nous montrons leurs intéréts daueslicul d’'un correcteur robuste.

Nous décrivons les notations utilisées et nousisfons les valeurs singuliéres d’'une matrice

de transfert, afin d’introduire le probléeme Hg standard et sa résolution.

|.2 Robustesse et commande robuste :

l perturbations

sorfies

Consignes i entrées de

controleur procede
commande

Figurel.1 Schéma d’asservissement

Comme pour les asservissements monovariables,efassement multivariable
consiste a concevoir un contréleur de telle margerela sortie atteigne les objectifs fixés sur
la consigne.

La conception de cet asservissement s’effectueta gain modéle mathématique qui est une
représentation (abstraite) mathématique du procédé

L'obtention d’'un modéle peut se faire de deux raees :

- la premiere (white box) consiste a décrire le portement du procédé par des équations
physiques régissant les phénomeénes de ce proami€paduit a un modéle de connaissance.

-le second (black box) consiste a associer au géoaée structure mathématique et puis de
déterminer les paramétres de cette structure patetdiniques d’identification afin que le
comportement de la structure soit le plus prochssipte de celle du procédé pour les
excitations considérées.

Dans les deux cas, le modeéle obtenu reste toujoyvarfait a cause des incertitudes, les
sources de ces incertitudes sont trés variéesstingle :

* Les incertitudes dues aux phénoménes non modé&ssabl
* Les incertitudes dues aux erreurs de mesures.
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 Les incertitudes dues aux méthodes de calculssédi dans la phase
d’identification.

Ces incertitudes sont involontaires et souventitables.

Si pour des besoins d’'analyse tres fine, par sitiomalu comportement du procédé,
un modele précis est exige, ceci n'est pas le casqgl’on veut utiliser le modele
mathématique pour concevoir un contréleur.

En effet un modele trop précis conduit souventsaabmtréleurs complexes.

On définit le modele de commande comme un modehapldié, les différentes
simplifications (linéarisations, suppression desnatyiques rapides, suppression des
retards...) constituent les incertitudes volontaires.

Pour des fins de commande, on définit donc un neod@minale

r—— o
| [
: Incertitudes |ege—— :
l |
' |
! |
: "

| S mndr:le | procédé
I nominal |
| [
L o i

Figur@ Représentation du procédé

En plus de ces incertitudes de modeélisations, dnatdgsi tenir compte de I'effet des
signaux incontrélés qui viennent géner le systemecaimmande, ce sont les signaux de
perturbations et les signaux bruits de mesures.

En tenant compte du fait qu’'il est impossible derésenter parfaitement un procédé
physique par un modele, il est judicieux de se dwleasi le correcteur, calculé sur la base de
ce méme modele va assurer les performances nomi(ssbilité, précision, rapidité,...) et
s’il est apte a garantir ces performances lorsesilappliqué a un procédé réel en présence

d’incertitudes, d'ou la notion de robustesse :

[.2.1 Définition de la robustesse

La robustesse est la capacité d’'un systeme a mairstes performances, malgré des

changements dans les conditions d'utilisation ouptésence d’incertitudes liées a ses
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parametres ou a ses composants. Autrement ditla'ssnsibilité ou la quasi-insensibilité de

la commande aux variations paramétriques ou auardiques non modélisées du procédé.

1.2.2 Types de robustesse :

Le but de la synthese robuste est le calcul d’unpsmsateur qui assure la stabilité du
systeme en boucle fermée et garantit un niveauedtormances donné pour le systéeme
nominal seul, ou pour I'ensemble des systéemestaiosr Cette distinction sur I'objectif de la

compensation conduit a définir deux types de r@sssts :
1.2.2.1 Robustesse en stabilite

Un systéme est robuste en stabilité s'il demeuseblesten présence d’incertitudes
(structurées et non structurées) comme les erdimrmodélisation. A noter que la stabilité
d’'un systeme linéaire ne dépend pas des signauyears, elle dépend des éléments de la

structure du systéme.
[.2.2.2 Robustesse en performances :

Un systeme est robuste en performances si sesrparices sont conservées en dépit
des perturbations, telles que les incertitudessir@es et non structurées (les performances
peuvent se mesurer en terme de temps de réporsgsidune, d’amortissements des modes,

de découplage perturbation/sorties....)

Ces deux notions de robustesse seront etudiéesadqparagraphes suivants.

|.3 Asservissement multivariable :

Considérons I'asservissement multivariable desgyss LTI, dont le schéma bloc est
illustré en figurel(3). G(s) représente la matrice (p x m) fonction de transfertprocédé a

asservir eK(s) la matrice (m x p) fonction de transfert du coleud. Avec

* s :variable de Laplace.
* p:lenombre d’entrées.

* m: le nombre de sorties.
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r + e K(s) } u
n
Figurel.3 Schéma représentatif d’'une boucle de suivi de gaesi
Les différents signaux présents sur la figuBesont :
r(s): Consigne ou signal de référence.
y(s): Signal de sortie ou réponse.
e(s): Erreur de suivi.
u(s): Commande.
d, (s): Perturbation de la commande.
d, (s): Perturbation de la sortie.
n(s): Bruit de mesure.
1.3.1 Equations et fonctions caractéristiques :

Les équations fondamentales régissant cet assameass sont :
y=GK(U+GK) ' (r—nm)+U+GK)'d,+ GU+KG)™! (1.1)
e=U+GK)(r—d,—n)G(I+KG)'d, 1.2}

u=K(UI+GK)(r—d,—n)K -G +KG)'d, (1.3)
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Il existe de nombreuses variantes du schéma dé&id¢aré 1.3). D’autres configurations
égquivalentes peuvent étre jugées plus commodegmigites selon la nature et la fonction de
'asservissement, le schéma simplifié est donnégpfigure (.4).

Figurel.4 Systeme en boucle fermée illustratif

Lorsqu’un tel systeme est asservi le cahier desgelBapeut contenir quatre classes de
spécifications :

* Suivi de trajectoires de référence (consignes)t s’agit d”"étudier I'influence du

signal de référence r(s) sur le signal d’errgg).

* Rejet/atténuation de signaux de perturbation :il s’agit d’étudier l'influence du

signal de perturbation d(s) sur le signal d’errgg}.

e Atténuation des bruits de mesure il s'agit d’étudier 'influence des signaux de kru
n(s) sur le signal de commande u(s) et sur le sigeabkortie y(s) (en général, le
systeme a commandér est un systeme passe-bas, ce qui fait qu’il est jphpératif

d’étudier I'influence du bruib(s) sur u(s) que sur y(s)).

« Commande modérée il s'agit d’étudier lI'influence des signaux de ééénce r(s) et

du signal de perturbation d(s) sur le signal deroamde u(s)

En se basant sur le schéma de la figidr®n met en valeur un certain nombre de fonctions
de transfert caractéristiques de la boucle qui yomer un role important dans I'étude et la
synthése des asservissements robustes. Ces fanstioh
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1.3.2 Fonction de sensibilité en sortie :
La sortie du systeme s’écrit :
y=d+GK(r—y—n) (1.4)
On développant cette égalité en obtient :
y=(,+GK)'GKr— (I, + GK)"'GK n+ (I, + GK)™'d (1.5)
Soit e =r —y [l'erreur d’asservissement. Compte tenu de l'idén
(I, + GK)™*GK + (I, + GK)™* =1, 60
On obtient :
e=(,+GK) 'r—(,+GK)"'d+ (I, + GK)"'GK n (1.7)
Enfin la commande sera :
u=K@r—-y—-—n)=K(e—n) (1.8)
Compte tenu de l'identitd.6), elle s’écrit :
u=K(I,+GK)  (r—d—n) (1.9)
Des relationsl(5) et (.6) on peut tirer les deux fonctions de transfertgasies :
* Matrice de sensibilité (en sortie) :
Sy = (I, + GK)™ (1.10)
* Matrice de sensibilité complémentaire :
T, = (I, + GK)"1GK (1.11)
L’identité (1.6) s’écrit en effet :
Sy +T, =1, (1.12)

Ces deux matrices caractérisent le fonctionnengydteme bouclé. On voit en effet d’aprés

les relations|(5) et (.7) ques,, représente :
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* L’influence des perturbations sur la sortie etrkerr.

* La matrice de transfert entre la référence (comighl’erreur.
De mémeT,, représente :

* L’influence des bruits de mesure sur la sortiéestdur.

» La matrice de transfert entre la référence etitaeso

Remarque I.1:

» Le produit GK represente la matrice fonction de transfert en d®uouverte du

systemel((s)).
» Pour les systemes monovariables, la fonction dsilsiité s’écrit :

s, = (1+GK) = (1.13)

1+ GK
GK
1+ GK

T, = GK(1+ GK) ™ = (1.14)

1.3.3 Notion de gain pour les systemes multivariabk :
En général, le gain d'un systeme multivariabledestné par la norme infinie.
1.3.3.1 Norme Euclidienne:

Soit le vecteur e R" tel que : X =(%, X2, ..., %))

= x|l = VxTx = (Eh, xi?)Y/? (.15) ——» Norme euclidienne
[.3.3.2 Norme H, :

Soit S un systeme stationnaire linéaire de fonction dediertG(s)La normeH_ de cette

fonction de transfert est définie comme suit :
Gl = [5- /72 T7(G (jo)G (jw)) dew ]* (1.16)

Comme on utilise aussi la norme induite par la reewuclidienne tel que :
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Soit Ae C™" et xe C".

llAx]]

&l supyz0 - (1.17)

[l
La norme H nous fournit legain moyen du systéme.
[.3.3.3 NormeH .
On définit la normeH,, de la matrices (s) comme suit :
Gl = sup,|G(w)l (1.18)

La norme matricielld|G(jw)|| est égale a la valeur singuliére maximE(eG(jw)) de la

matriceG (jw) . D'ou :

1Glle = sup,, o (jw) (1.19)

(La notion de valeurs singuliéres est détailléammexe A)

* Interprétation:

Cette norme est interprétée physiquement de laar@suivante. On sait que si I'on
appligue a I'entrée du systen@ un signal sinusoidal vectoriel, composé de singsoitk
méme pulsation mais d’amplitudes et de phasesreliffés, sa sortie est un signal sinusoidal
vectoriel de méme pulsation, mais dont les compesaont des amplitudes et des phases
modifiées paiG. La normeH,, est donc le facteur maximum dont le systeme arepidute

entrée sinusoidale vectorielle.

Dans le cas d'un signal d'entrée d'énergie bopeeanalogie au cas d'un systéeme
monovariables la normié, est donnée par:

[ly(s)ll2

[u(s)ll2

1G], = supuso (1.20)

C’est la norme induite par la norme de fonctionHje Elle mesure le gain maximal de la

réponse fréquentielle Gd).

De la on peut définir le gain d’un systéme multidbles comme suit :

o (6() < X < F(6(jw)) (-21)

10
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Ouo (G(jw)) eta(G(jw)) représentent respectivement, la valeur singutigrémale
et maximale. Les valeurs singulieres(G(jw)) constituent donc une généralisation aux
systemes multivariables, de la notion de gain.sgbleuvent étre représentées dans le plan de
Bode. Pour un systéme multivariables;dain“ a une fréquence donnée dépend donc en fait

du vecteur complexe E, et sera compris entre lesik@asingulieres inférieurs et supérieurs.
ai(G)

Iel.

e

g(G)

Figurd.3: valeurs singuliéres et normes Hune matrice fonction de transfert.
Remarque 1.3 :

Le calcul de la norm#,, est délicat. On peut tracer la fonction w -
omaxG (jw) et déterminer la valeur maximale. Cette méthodsgnte cependant le risque de

manguer un pic étroit. Un algorithme plus sir essé sur la caractérisation suivante.
Théoréme 1.1 :

Soit (A, B, C, D) une réalisation d&(s) et soity un réel positif, tel qugr > o (D). On aura :

[|G(s)|| <y sietseulement sila matricg Ala pas de valeur propre sur I'axe imaginaire, tel

que Hest:
(A 0 (0 B\ (vl D™/ 0
H= (0 —AT) (CT o) (DT 0>(0 BT) (1.22)
A— BR™IDTC —yBR™1BT
= .23
H [ yCTS~1c —AT+CTDR‘1BT] ( )
Avec:

11
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R=DTD —y2I (1.24)
S =DDT —y?] (1.25)
De plus sijjw est une valeur de,Hpoury > omax(D), alors :omax(G(jw)) =1, ie :
Le gainy est obtenu a la fréquenee

La matrice H est d’'une structure particuliere ditamiltonienne’. Lorsque D= 0, elle s’écrit

simplement :

A vy 1BBT

Lagre ar (1.26)

H

Cette caractérisation suggére un simple algoritdmealichotomie pour calculgG||., , On
part d’'un encadrement grossiekih, Yymad, de cette norme et on 'améliore itérativementade

fagon suivante :
> On calcule le spectre de, poury = %(Ymin + Vinax)-

» S'’il 'y a pas de valeur propre sur I'axe imagieair est trop grand et I'on obtient

comme encadrementyin, v]
» Sinon,y est trop petit et on obtient le nouvel encadremgntnay.
Exemple I.1:

Considérons le systeme du premier ordre :

x(t) = —ax(t) + e(t) Tel ques O
y(&) = x(t)
= G(s) = —

s+a

On obtient successivement :

A vy 1BBT —a vy !
o -1,T T = -1
-y C'C —A -y +a

A —Hy|=QA+a)A-a)+y 2 =22+ (2 —a?)

12
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Et donc H n’a pas de valeur propre sur I'axe imaginairet seellement si :

— 1 1
y?<a® o y>- o |[6(9)llo =17
Ce résultat qui peut étre aisément confirmé pamnaleé du diagramme de Bode de la fonction

de transfert G(s), dont le module (a) a effectivenpour maximurr-}; en w=0.

Pour a =1 le diagramme de Bode est représenté figure suivante :

norme H infni de G

/ gl max
From: U{1

Figurel.4 Module de G(S)

1.3.3.4 Propriétés de la norme H :

Propriété 1.

IF($)G($S) oo < IFS o llG(S)]loo (1.27)
Propriété 2

lley ]I = sup AF@ Il l6@ 1) (.28)
Propriété 3:

IF(s) G(S)llw= sup (IF () e, 1G(S)le) (1.29)

|.3.3.5 Discussion :

On déduit de ce paragraphe que la minimisation el'narmeH,, correspond a la
minimisation du plus grand pic de la valeur singndj tandis que celle d'une nornig

minimise la somme des carrés de toutes les vanglieres pour toutes les fréquences

13
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possibles. C'est en partie la raison pour lagllfe@rmeH,, intervient en commande robuste,
outre le fait qu'elle est un outil pratique pourdprésentation des incertitudes du modéle et
gu'elle satisfait la propriété multiplicative. Gettlerniére propriété, en revanche, n'est pas

vérifiée par la normé,.

|.4 Stabilité nominale :

La stabilité est une exigence critique dans la eption d’'un asservissement. Une perte de
stabilité entraine au mieux un comportement osoilia et donc une incapacité a réguler ou
poursuivre; au pire la génération de signaux dedgaénergie qui vont endommager ou

détruire le systeme.

Il convient de distinguer la stabilité BIBhqunded input/bounded outpude la stabilité

interne.

1.4.1 Stabilité BIBO (externe) :

Un systéme est dit stable de maniére externe BIB®-afvis de la relation

entrée /sortie) si pour toute entrée borné)( < Mx <o) alors la sortie reste bornée

(ly®] <My <)
Un systeme LTI est BIBO stable si et seulemenagoaction de transfert(s) ne posséde :

o Nide poles al'origine
o Nide podles a partie réelle positive

0 Les podles imaginaires purs sont simples

1.4.2 Stabilité interne :

Un systeme est stable de facon interne si la neatride sa représentation d’état est
stable,.e.: si toutes ses valeurs propres sont a partieer@égative. Ceci assure que pour
u= 0, I'étatx(t) décroit vers 0 indépendamment de la conditiotneiliei.

En termes de fonctions de transfert caractérissiglaestabilité externe se traduit par la
stabilité deT. Tandis que la stabilité interne requiert la digbides quatre fonctions de
transfertS, T, KSetG(I,,, + KG)™!

14
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La stabilité interne garantit la stabilité BIBO, isiéa réciproque est fausse.
Exemple 1.2 :

Soit la représentation d’état d’'un systéeme monawédei suivant :

=(o 1)+ (o)

y=(01 Dx

Ce systéme n’est pas stable de fagon interne & chusiode +1 dA. Pourtant, la fonction de

1

transfert associée e&fs) = ey qui est BIBO-stable.

1.4.3 Marge de module:

Il s’agit d'une mesure de la distance entre le poiitique (-1, 0) et le tracé d4s) .
La marge de modulaM est définie comme étant le rayon du cercle cgntre0) jusqu’a ce
gu'il soit tangent d.(s) .

Pour une pulsatiom, la distance entre le point (-1, 0) et le poirfidéar L (jw) est
donner patl + L(jw)|.

AM = min|1 + L(jw)| = T (1.30)
max ,
[1+L(jw)]
AM = — (1.31)
1510 '

Ou Sest la fonction de sensibilité.

Im( G} Kol

Marge de gain
(g &

R Gl Kjo))

(Gl K (o))

Figurel.5 Tracé de Nyquist de L)
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Remarque 1.3 :

La minimisation d¢{S||., entrainera 'augmentation de la marge de module.

1.4.4 Limite des marges classiques dans le cas MIMO

Toutes les spécifications de robustesse classiguaminées jusqu’ici sont plutot
gualitatives. Elles deviennent caduques si leesystn’est pas stable en boucle ouverte, et de
maniére plus évidente pour les systtmes MIMO. laustesse en stabilité est évaluée de
facon plus fine en considérant plus en détail fetsedes erreurs de modélisation du procédé
sur le lieu de Nyquist.

Plusieurs méthodes sont développées pour I'étumldadstabilité dans le cas
multivariables tels que : le théoreme du petingati Nyquist multivariables, ce dernier est

peu utilisé du fait que son calcul est complexe.

1.4.5 Théoreme du petit gain [3]:
Etant donné un asservissement a retour unitaatdesten boucle ouvertd.(s) est

stable) alors le systeme en boucle fermée eskestigmaniere interne si :

ILllo, = max7(L(jw)) <1, Vo (1.32)
Oug est la valeur singuliere maximale Bgw) calculée a la pulsatian
Exemple 1.3
A=[-10-2;0-11;00-4];B=[00;10;0X=[101;001];
D=[00; 00]; sys=ss (A, B, C, D);
hinf=norm (sys, inf)
hinf =0.3536 < 1

Le systeme est stable

1.5 Performances nominales [4]:
Un asservissement est performant s'il réagit rapetd, rejette les perturbations et
suit avec precision la consigne. Compte tenu déefprétation des matric&et T, il est clair

gue le correcteuk a synthétiser doit chercher a satisfaire maintegeexes :

16



Chapitre I : introduction a la commande robuste

» Atténuation des perturbations en sortie
Atténuer les perturbations en sortie revient airmser la fonction de sensibilité
S, ceci revient a choisir sa norrike la plus faible possible. Soit :
1 1

5(S) =5 (I + GK)‘l) = ST D = 200 (1.33)

Donc minimisefo (S,) revient a maximiset (GK).

* Rejet des bruits de mesure

Pour réduire I'effet des bruits de mesure, il felwisir la relation.34 la plus faible

possible.

(1) =7 (1, + (GK)™) ) = o EGK)_l) (1.34)
or :

a(T,) = 5((1,, + (GK)‘l)_l) =~ m = 5(GK) (1.35)

Donc minimise@ (T, ) revient & minimisés(GK).
» Poursuite du signal de référence
La poursuite idéale de la réferencpar la sortiey entraine I — S, =1 , soita(S,)
minimale. Cette condition rejoint donc celle dwetajes perturbations en sortie.
« Limitation de I'énergie de commande
Pour éviter la fatigue des actionneurs, le bruithtesure ne doit pas provoquer des
agitations excessives de la commande. Les commaailest d’autant plus réduites que la
norme de la matricKS I'est. Or, en pratiquel = GKS et commeG est fixe, réduirkS sera
eéquivalent a réduir@. On se retrouve alors dans la méme condition glle des rejets de

bruits de mesure.

|.6 Modélisation et représentation d’incertitudes [L]:

Une représentation générale des incertitudes estédopar la figurel.6), ou P(s) et A(s)
désignent respectivement la matrice de transfegydteme nominal et la matrice de transfert

de la perturbation.
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w Z

e

T o

Figurel.6 Représentation standard d’incertitudes.
* W : représente les entrées exogenes du systemeeatsdiivre et perturbations a rejeter).

* 7 : représente les signaux a commander (erreurs eofrEignes et sorties du systéeme par

exemple)

* y: représente les sorties accessibles a la meswggstkme.

* U: représente les signaux de commande du processus.
1.6.1 Incertitudes non structuréesou incertitudes dynamique:

Ces incertitudes rassemblent les dynamiques r&gigans le modele, et les bruits
des capteurs. On ne dispose en général que d'ume lsapérieure sur I'amplitude de ces
dynamiques. On doit donc assumer et se prémunirectenpire des cas dans la limite de cette

borne.

Dans ce qui suiG(s), Gp(s) et A(s) désignent respectivement la matrice de transfert d
systeme nominal, matrice de transfert du systemieinpé et la matrice de transfert du bloc

des incertitudes.

* Incertitudes additivegvoir figurel.7) :

Elles représentent, en général, des incertitudeslads par rapport au modele nominal. Cette
représentation est souvent utilisée pour modélilesr dynamiques ou des non linéarités

négligées.
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i Als) | Gpls) Als)
| |
| o | P
i G(s) — G(s)
Ay — S J i
G, (s)=G(s)+A(s) G, (#)=(0" (s)*&(s))
@ additive directe b odditive imerse

Figurel.7 Représentation additive des incertitudes non tstrées
* Incertitudes multiplicatives (direct et inverséyoir figure 1.8 etl.9) :

Elles permettent de définir les écarts en termesgadi@tion par rapport au modéle nominal.
Elles peuvent étre introduites sous forme multgili® en entrée ou en sortie. Elles peuvent
étre prises en considération sous forme directéenverse. Les formes multiplicatives en
entrée sont généralement utilisées pour prendreopipte les erreurs de modélisation des
actionneurs ou du convertisseur alimentant la nm&chlies incertitudes multiplicatives en

sortie modélisent généralement les défauts deswaptie mesure.

Afs) Alz)

| 9 (=)
G, (s)=G(a)(I +a(s)) G, (s)=(1+4(2))G(s)
& multiplicative en sortle b multiplicative oo entrée

Figurel.8 Représentation multiplicative directe des inced&s non structurées

A1) afs)

— 6(s) | s 6(r) |-
G, (5)=Gls)(1 +a(s)]' G,(s)=(I+a(s)]'G(s)
. muliplicarive fmverse en sortic . anltiplicasive imerse en emirde

Figurel.9 représentation multiplicative inverse des incedisi non structurées
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1.6.2 Incertitudes structuréesou parameétriques:

Ces incertitudes sont liées aux variations ou augues d’estimation sur certains
parameétres physiqgues du systeme, ou a des indeditde nature dynamique, mais entrant
dans la boucle en différents points. L’incertitugdaramétrique intervient principalement

lorsque le modele est obtenu a partir des équatierta physique.

Contrairement aux incertitudes non structuréesfim@ées toutes dans un seul bloc ou la seule
information disponible est sa norme, les incergadstructurées permettent, comme le
montrent les figured.(L0 et1.11), de tenir compte de chaque type d’incertitudeaipatrique

ou autre, aux différents points de notre systeme.

Dans le cas des incertitudes paramétriques, less Blo peuvent étre mis sous la forme :
diag(6:14, ... 8,1,.).

wr ar (5.) __zr
- A 0 0O
il A(s) |2 o . o =
0 o a,
Wy A, (5) ]
[——] .
_ E P(s) — w P(s) ¥
“ ¥
Figurel.10 Représentation des incertitudes Figure.11 Représentation des
Structurées par bloc incertitudes sturées

|.7 Stabilité robuste [4]:

La stabilité est dite robuste si, en plus de lainaie, la stabilité de tous les systemes
atteignables par les perturbations est garantie.

Sous I'hypothése de stabilité dés) et P(s) de la Figurd.7, nous allons donner les

conditions de stabilité robuste pour des incertitude type additives ou multiplicatives :
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* Incertitudes additives :
P(s) = =K(I, + GK)™* = —KS, (1.36)
Le théoréme de petit gaimous donne :
Yw eR o(A(w)) o(KS,) < 1 (1.37)
CommeA(s) est stable alors :
IAlle, < 8, soit:  ||KS, || <§ (1.38)

* Incertitudes multiplicatives :

En sortie En entrée
P(s) = ~GK (I,+GK) " =-KT, -KG(I,+KG)" =—KT,

Condition d — RS- — -
cabilits - | VeeR o(A(je))o(T)<1 [ VoeR o(A(je))o(T)<1

lal.<s | =zl <3 = |zl <5

Tableaul.1 Conditions de stabilité pour les incertitudes nplitatives

1.8 Performances robustes [4]:

Un systeme bouclé satisfait le critére de robustessperformances si les conditions
de performances nominales sont vérifiees pour toute classe de modeles de procédés
caractérisés par des incertitudes structurées ou no

En notantT »_,, la fonction de transfert du signal d’entréeers le signal de

sortiey, il est possible (et conseillé) d’étudier chacdre spécifications indépendamment les
unes des autres.

Ceci est pleinement justifié parTééoréme de Superpositiqoi est valable ici car les
systemes que nous étudions sont tous linéairaerstatres. Ce théoreme permet d’affirmer
gue linfluence de plusieurs signaux d’entrée nats isur les signaux de sortie est égale a la

somme des influences de chacun des signaux d’gmigmdividuellement.

Chague spécification peut donc étre étudiée en imaaninles fonctions de transfert reliant les
signaux d’entrée et de sortie concernés comme fdrmte tableal.2:
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Spécifications fonctions de transfert associées | notations usuelles
suivi de trajectoires de référence Tir—(p) S(p)
rejet/atténuation de perturbation Ti—.(p) G(p)S(p)
atténuation des bruits sur commande | Tr_.,(p) ~K(p)S(p)
atténuation des bruits sur sortie T —e(p) T(p)

commande modérée T u(p), Tyu(p) et T, u(p) | K(p)S(p) et T(p)

Tableaul.2 fonctions des différentes spécifications

1.9 Spécification de performances en domaine fréguéel :

Il s’agit de mettre en forme (modeler) la répoasdréquence en boucle ouverte pour
satisfaire aux exigences du cahier des chargeba8Stique la perturbation de charge agit en
basse fréquence, les bruits de mesures agissehawga fréquence, il est possible par la
spécification d’'une fréquence de croisement (frégaeau gain unité) et d'une marge de
phase d’'imposer les performances temporelles @suglle sont le temps de réponse, et le
coefficient d’amortissement. Voir figutel2

rejet de la perturbation
de charge

20log|L(jo)| 1

robustesse

WYV atténuation du bruit de
; mesure

S S

Figurel.12 Les différentes spécifications sur la réponse feétjelle en boucle ouverte

1.10 Objectifs de performance :

Compte tenu de linterprétation que nous avons éeraes matriceS et T, il est
clair que lorsqu’on effectue la synthése du coenadt, on doit chercher a:

1. RendreS le plus faible possible afin de réduire l'influendes perturbations et

d’assurer un bon suivi de la référence.
2. RendreKS le plus faible possible afin de réduire I'effoet dommande.
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3. RendreT le plus faible possible afin de réduire l'influendes bruits de mesure.

Il est insuffisant d’optimiser I'asservissementr papport au modéle nominal, Il faut

aussi se prémunir contre l'incertitude de modébsagt les aléas externes.

Bien que ces facteurs soient par essence mal coonuakspose en général d’'informations sur
leur amplitude maximale ou leur nature statistigGé&est a partir de cette connaissance

sommaire qu’on va tenter de “robustifier” 'assesgment.
En se référant & nouveau a la Figur@)( il y a essentiellement:

— les perturbations de la commartijest en sortiely, qui peuvent provenir respectivement
d’erreurs de discrétisation ou de quantificatiodaleommande ou d’actions parasites sur

les actionneurs.

— les perturbations en sortig qui correspondent a des actions extérieures Seicesada
imprevisibles sur le systeme; par exemple, le yanr un avion, un changement de

pression atmosphérique pour un réacteur chimidae, e

— Les bruits de mesureau niveau des capteurs qui corrompent I'estimati®ma valeur

courante de la sortie

Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons exposé les principela dobustesse des systémes
asservis, et les différents points essentiels qalevait prendre en compte pour assurer la
robustesse et la stabilité de notre systeme.

La modélisation des incertitudes structurée et stamcturée nous a permis de définir
et de comprendre toutes les perturbations auxdeedgsteme pouvait étre soumis, et ainsi
trouver la meilleure solution pour les minimiserr,ceci a travers I'utilisation des propriétés
des valeurs singulieres sur les fonctions de B#itéi qui nous permettent de connaitre

l'influence de chaque signal sur notre systeme.

Pour mieux comprendre la stabilité des asservisstsret son importance, on a mis en
evidence les quatre (4) propriétés fondamentalesvienant dans l'analyse d’'un systeme
bouclé :

» Stabilité nominale

> Robustesse en stabilité
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» Performances nominale
» Performances robuste
La synthese du correcteur par les technigidgspermet de tenir compte de ces propriétés

fondamentales.
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[1.1 Introduction :

La synthése H propose un cadre général pour le calcul d'un ctete, en manipulant
des concepts fréquentiels. Elle permet de prend@mmpte des objectifs de stabilité, de marges
de stabilité et de modelage de différents trarsferdire certains objectifs de robustesse, en

retour dynamique de sortie.

Ce chapitre expose tout d’abord la notion de bditéimixte, le probleme standard et la
meéthode de résolution par équations de Riccatis Ruimise en ceuvre par l'introduction de

pondérations fréquentielles. Le chapitre s’achewreup exemple illustratif.
1.2 Sensibilité mixte [1]:

L’étude menée au premier chapitre, sur la stabdlitéees performances robustes, nous a

donnée les trois (3) conditions suivantes :
[wis, || <1 [w.Ks, || <1 |wsT, || <1 (I1.1)

Qui peuvent étre regroupées sous une seule camdiida forme :

WS,
w,kS,|| <1 1.2)
W;T,

o)

Oouw,, W,, W, sont des fonctions de pondérations que nous aloins un peu plus en avant.

En genérale, les expressiakis, et T, jouent des roles semblables. La présence de ces de
fonctions dans le critére est donc superflue. Goudra par la suite 'un des deux problémes

suivants :

WS,
WsT,

WS,
W,KS,

Le second probléme s’avere en pratique plus jugkci€es deux problémes sont désignés sous

<1 Ou |

[oe)

|| <1 (11.3)

le nom de probleme de sensibilité mixte.
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[1.3 Forme standard :

La synthése H utilise la notion de probléme standard, qui eptésenté sur la figure
1.1, la matrice de transfert P(s) modélise les intevas dynamiques entre deux ensembles
d’entrées et deux ensembles de sorties : le veataeprésente des entrées extérieures (entrées
exogenes : références, perturbations, bruits)etteuru représente les commandes, les signaux
e sont choisis pour caractériser le bon fonctionmegnde I'asservissement (sorties régulées et

grandeurs a surveiller), gtreprésente les mesures disponibles pour élaoemhmande.

" e
" P(s) ¥y
—

K(s) «

Figure 1.1 Forme standard

P(s) représente le modéle.
K(s) représente le correcteur.

En effectuant une partition de la matrice P(s)amih cohérente avec les dimensions de

w,u,e,y surlafigurdl.l :

Fon(®) (s 014

PO =1p(s) Puls)

La matrice fonction de transfde(s) décrit les interconnections entveu, e,y :

() =P (L) = (s ) () "

Lorsque ce systeme est rebouclé sur la commandel(s)y. On calcul aisément la
matrice de transfert entravete du systéme bouclé, qui est appel@ansformation

Fractionnaire Linéairg(LFT) inférieure :

e(s) = F(P(s),K(s))w(s)

F(P(5),K(5)) = Pay(8) + Puu(IK(S) (I = Bu(K(S)) Buu(s) (1L6)
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1.4 Probléme H,, standard :

Le problémeH,, standard consiste a faire la synthése d’'un couebs), étant donnés la
valeury > 0etP(s) tel que :

« Le systéme en boucle fermBgP(s), K (s)) est stable.
. ”FI(P(S)'K(S))HOO <y (1.7)

Les correcteurs assurant la plus petite valeyr pessible seront ditoptimaux'.

Différentes méthodes peuvent étre envisagées @soudre le probleme Hstandard.
Nous présentons ci-dessous I'approche par équad®iRiccati, dans laquelle la valeur optimale

dey est recherchée par dichotomie.

Ces méthodes utilisent une représentation d’'étda aeatrice d’interconnexio(s), que nous

écrivons sous la forme suivante :

x(t) Al B, By|[x®
e(t) Ce | Dey, eu W(t) (11.8)
y(®) Cy | Dyw Dyy u(t)

I1.5 Résolution du probléme H, standard par équations de Riccati [3]:

Cette méthode aussi connue sous le nom d’algoritte@&@over-Doyle, est apparue a la

fin des années 80, elle reste aujourd’hui la méthdmrésolution la plus utilisée.

SoientP = PT, Q = QT des matrices de mémes dimensions qu@mnote :

. (A —P
X = Ric (—Q —AT> (1.9)
Quand elle existe, la solution symétrique de I'équeade Riccati :
XA+ATX—-XPX+Q=0 (1.10)

Telle que toutes les valeurs propresdde PX ont une partie réelle strictement négative.

Pour résoudre le probléme tbn suppose satisfaites les hypothéses suivantes :
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1. (A, By) est stabilisable efC,,A) est détectable : elle est nécessaire pour oblenir

stabilité du systéme.

2. rang(D,,) = n, et rang (Dyw) =n, . elle est suffisante pour que la matrice de

transfert du correcteur soit propre.

A—Jwl B. . .
3. VweR rang( C]a’ n D“) =n+ n, : entraine queP,,(s) n'a pas de zéro sur I'axe
e eu
imaginaire.
A—Jwl, B, . , ;
4., VweR rang( C D >=n+ny: entraine quepP,,,(s) n'a pas de zéro sur
y yw

I'axe imaginaire.

En appliquant une série de transformations au systie I'équation (11.5), on se ramene au

cas ou les conditions suivantes sont vérifiées :

D, =0 Dgu(ce Deu) = (0 Inu) (”-11)
By\ .» (O
Dy =0 (Dyw) DI, = (Iny> (1.12)

Le théoréme suivant permet de tester la faisalilitrobléme standard :

Théoréeme 1.1 [3]:

Sous les hypothéses (1 a 4) et les conditions,(11.8) le probleme H standard a une

solution si et seulement si les Cinque (5) condi#tisuivantes sont remplies :

_ [ A V_ZBWB\Z‘/ - BuBg;
-~ =CTc, —AT

I'axe imaginaire.

I. La matrice Hy, ] n'a pas de valeurs propres sur

il. Il existe une matric&,, = Ric(H,) = 0
( AT y~2clc,-Clc,

ili. La matrice/,, =
J —B,,BY —A

) n'a pas de valeurs propres sur

I'axe imaginaire
iv. Il existe une matric&,, = Ric(J,) =0
V. p(XYs) <y? oup() désigne le module de la plus grande valeur propre.

Enfin la solution du probleme standard est donragdepthéoreme suivant :
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Théoreme 11.2 [3]:

Sous les conditions du théoremhd , les correcteurs rationnels K(s) stabilisant stésye

et satisfaisant||F,(P(s), K(s))||_ <y sont décrits par la LFT :
K(s) = Fi(Ky(s), 2(s)) (11.13)

Ou &(s) € RH,, est une matrice de transfert de dimensigpX n,, arbitraire vérifiant

|@(s)]|l..< vy etKys) est décrit par la représentation d’état suwant

. 1 T
%q(0) Ao | ZoYoly  ZoBy|[xy(t)

u(t) | = [-BIl X, 0 L, ||y® (11.14)
ug (1) -C, In,, 0 |[YVa(®
Ay = A+y?ByBiXo — ByBI Xo, — Z5, Yo, CI C,, (11.15)
Zoo = Iy — ¥ %Y Xo)t (11.16)

Le schéma principal du probleme est donné pagladil.2

" P(s) 1
1 B e DA B
! Ka(s) |
I .
| l
: I
: » (D(S) :
| K(s) :
e e e e e e e e e e o —

Figure 1.2 Schéma synoptique de la paramétrisation de ldisnldu probleme standard

En particulier, le correcteur correspondand(s) = 0, appelé correcteur central, admet la

représentation d’état suivante :

(O] [ Aw ZooYooCyTl xc(t)
[u(t)]_[_ggxm 0 [y(t) (117)

La mise en oceuvre de cette solution consiste danidiser tout d’abord les résultats du théoreme

(I.1)  pour approcher la valeur optimale de par dichotomie (procédure appelée
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courammert'y — itération"), on calcule ensuite le correcteur central enigpaht le théoreme
1.2.

[1.6 Solution du probléme de sensibilité mixteS/KS [4]:

Le probléme de sensibilité mix® /KS est le plus étudié pour formuler un correcteur
stabilisant le systeme. Pour simplifier, nous rapre le systeme donné par la figlicg . Donc

pour un y donné nous devons calculer un correcteur stabilida systeme tel que
s
KS,
La configuration standard du systeme est donnée par
A 0 —B
lrer ey 70
= [o] [o] [Im] (I1.18)
c I, ©0
Il est évident, d’apres le théorérhequey doit étre supérieur a 1, car la norme 2 de laio®atr
D11 du systemé(s) est égale a 1. Dans ces conditions, les équatig&briques de Riccati
s’écrivent :

<Y

[oe)

P =

Ip —G
0 I,
Ip —G

ATX + XA—XBBTX + (1 —y~2)~1CTC = 0

(11.19)
AY + YAT —YCTCY =0 (11.20)
Le correcteur central sera donné par :
— Ty _ _,—2)-1 T T
K, = A—BB'X—(1 -y 5)"'ZycC CIZYC] (I1.21)
BTX 0
Avec Z=(,—-y2rx)! (I11.22)
Dans le cas général, le correcteur sera donné(&)=F (M, @)
Ou M(S) possede la réalisation suivante :
A—BBTX —(1—y~~'zvc"c |zyc" —7ZB
-1 -y™)7'C L, 0

Dans le cas ol,, # 0, ce terme pourra étre facilement isolé comme latreda figure (l1.3).

Au départ nous calculons un correcteur en suppdarr 0, puis nous déeduisons le correcteur
général d’apres :

K(s) = K(s)(I + D,,K(s)7? (11.24)
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Figure 1.3 Cas ouD,, # 0

Exemple 11.1:

Considérons le system@(s) = i , de la figurell.4 dans lequel on considere un vecteur

d’entréew = (b v)T composé de deux perturbations et un vecteur deasiga Controller

e = (z u)T comprenant la sortie a asservir et la commande.

a e X “.'!1 X +-§5+ W @
) - iz ] Gits) ¥
E o] — |
' LR K(s)

Forme standard

K{s) -

Figure Il.&chéma fonctionnel et sa forme standard

La représentation de la matrice G(s) de problémedsird correspondant s’écrit :

%= (0)x+ (1 0) (z) + (Du

C =0+ @)+ D (11.25)

y=@x+ (0 1)(g)+0u
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Veérification des hypothéses (1 a 4) :

1. rang(B,) =rang(1) =1 = Le couple ;A B,) est commandable.

rang(Cy) =rang(1) =1 = Le couple (C, A) est observable.

2. rang(D,,) = rang ((1)) =1=n, et rang(Dyw) =rang(0 1)=1=n,

A-jwl, B —Jjo 1
3. VwER rang( C]w" D“):rang( 1 0):2:n+nu
e eu 0 1

A-Jol, Bw)zmng(—jw 1 0

4. Yw €ER rang( C, Dy 1 o0 1

)=2=n+ny

Par ailleurs, ce probleme vérifie directement asditions de normalisation :

D,, = (8 8) Dy, =0

DLC D=0 Dy 1)=0 D=0 k)

By\ . .r _ (1 0y/0\_(0\_ (0O
(Dyw) Dyw = (0 1) (1) B (1) B (Iny)
Testons les conditions du théorém#. On a pour les conditionisetii :

()

det(Al — J,,) =det(Al —Hy,) =22+ (y~2-1)
Ces deux conditions sont vérifiées pgus 1.
Les équations de Riccati des conditionstiv s’écrivent :
Xo(0) + (0)Xo + Xoo (¥ 2 — DX, +1=0
Y(0)+ (0)Ye + Yoo (y 2= 1Y, +1=0

Ces 2 conditions sont vérifiees pogr> 1, et fournissent :
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— — Y __Y
oo =Yoo = =E=> 0 et Xo¥o =7

La conditionv est vérifiée poury >+/2. Cette derniére valeur constitue donc la valeur

minimale.

Les résultats du théoréme I1.2 permettent de aeddalcorrecteur central pogr> /2. Ainsi la
représentation d’état s’écrit :

.

£ (1) = 2 (;ZNZ)_ (0 + 1y ) (11.26)
<
u(®) = -2 )

Qui correspond a la fonction de transfert :

ues) _ Y2
K(s) = - .27
( ) Y(S) (y2—2)5+2y2y_1 yz_l ( )

On voit que lorsqug tend vers sa valeur optimal, le pole du correcteuk (s) tend vers-co.

Lorsquey = V2 , le terme en S du dénominateur disparait, etif®du systéme passe de 1 a 0.

La valeur minimale dey notéey,peut-étre approchée par dichotomie, on suit le gasurs

suivant :

» Choix d’'un niveau de tolérance sur le calcul de la valeur, et de deux valeurs
Yins et Ysup telle que pouy = yg,,, le problemeH,, standard admet une solution et que

poury = yins, le problemeH,, standard n'admet pas de solution.

> On teste si pour = me:&

, le probleméd,, standard admet une solution, si oui alors
Vsup =V Sinon)/inf =Y.
> SiVsup — Ying > 1 alors retourner a I'étape 2 sinon continuer.

» Calcul de la représentation d’état de la loi de mw@mde permettant d’obtenir une norme

H,, proche deyg,,
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[1.7 Mise en ceuvre [3]:
11.7.1 Mise en forme pour la synthése :

Un exemple de mise en ceuvre, qui peut étre cagsaddnme I'un des problémes de base
de la synthése k] prenons comme point de départ le schéma de laefiyg, ou G(s) est un
modele du systeme a asservir, et K(s) le correctedéterminer, pour asservir la sodisur la

référenca, et le signab est une perturbation.

lb

r_4 £, Kis) 4“*.@_. Gls)

Pt

L 4

L 4

Figure 11.5 structure de commande en boucle fermée.

Calculons la matrice de transfert entre les signdientréer et b d’'une part, et I'erreur

d'asservissementet la commanda d'autre part
y(s) = G(s)(b(s) + u(s)) = G(s)(b(s) + K(s)(r(s) — y(s))) (1.28)
(s) =7(s) — G(s) (b(S) + K (s)(r(s) — y(S))) =71(s) — G(s)(b(s) + K(s)e(s))  (11.29)
On adonc:
(s) = (Iy + G(SIK(s))TH(r(s) — G(5)b(5)) = S(s)(r(s) — G(5)b(5)) (11.30)

Avecu(s) =K(s)e(s)etS = (I, + GK)~! et la fonction de sensibilité (définie au chapiiy.

(D)=, ([) = (29 (00 V() (13

Et donc, en considérant le cadre standard intrazhkdessus, un probleme intéressant consiste a

chercher le nombrg > 0 et un correcteuk(s) stabilisant le systeme bouclé, et assurant :

SG

1Pl = [ s KS(;”oo <Y

(11.32)
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Dans ce probléme, on tient compte en effet de degnaux d’entrée, appliquée a deux endroits
différents de I'asservissement, et on surveilledlétion de I'erreur mais aussi de la commande :
on veut en effet que I'erreur reste faible maigpeax de commandes raisonnables. Le probleme
ci-dessus se présente donc comme la recherchecdfupromis entre I'objectif recherché et les

moyens nécessaires.

Toutefois cette formulation s’avere en pratiqueptrigide car elle ne laisse aucun
élément de choix a l'utilisateur. Pour contournerpcobléeme on va adopter une démarche qui
consiste en lintroduction des fonctions de pontiéna dans la mise en ceuvre du systeme

bouclé.

[1.7.2 Objectifs de synthése :

On peut tout d’abord déduire le comportement asgtique des fonctions de transfert
composanP(s)en faisant des hypotheses sur le gain de la bouslerte.
Ainsi :

» Sile gain de la boucle ouverte est grand |gHifw)K (jw)| > 1:

(G(w)K(jw))? (K(ja)))‘l) (11.33)

PGw) ~ ( (G(jw))™ 1

On voit donc qué(s) agit sur les transferts deverse et deb verse, tandis qu’il est sans effet

sur les transferts deversu et deb versu.
» Sile gain de la boucle ouverte est faible §6{jw)K(jw)| < 1:

. (G()) ) (1.34)

PUw) ~ ((K(iw)) K ()G (jw)

On voit queK(s) agit sur les transferts deversu et deb versu, tandis qu'il est sans effet sur

les transferts deverse et deb verse.

On cherche en général a synthétiser un correcteiuattenue les hautes fréquences, afin
d’éviter d’exciter inutilement la commande en dehode la bande passante de

I'asservissement.
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Par ailleurs, pour garantir la robustesse de kilgéavis-a-vis des dynamiques négligées, on
peut imposer un gabarit d’atténuatioiK@&)S(s)G(sken haute fréquence, on évite ainsi de

solliciter des dynamiques mal modélisées

[1.7.3 Mise en ceuvre pas l'introduction de fonctios de pondérations :

En reprenant le schéma bloc de la figll/® on peut introduire des pondérations sur les
différents signaux qui prendront la forme de fdtneermettant, suivant le signal auquel elles

s’appliquent de privilégier un domaine de fréequepasiculier.

On considere le schéma de la figlré dans lequel I'erreus est pondérée par le filtre, (s), la
commandeau parw,(s), et I'entrée de perturbatidmest la sortie d’un filtrev;(s). On obtient a

présent, en considéranétd comme entrée &; ete, comme signaux a surveiller :

(e@)z( w1 ()S(s) w1 ($)S ()G (5)ws(s) )(r@) (11.35)

e(s) w2()K(s)S(s)  wo(s)K(s)S(s)G(s)ws(s)/ \d(s)

Le probleme H standard qui en découle est le suivant : détemun nombreg > 0, et le

correcteulK(s) stabilisant le systeme bouclé et assurant :

wiS  w;SGws )
”(wZKS wokSGws)ll, <Y (11.36)
- €] . £,
» WG > | T —
ACH =
bl_—
r T £ o K(s) u 1—@_' G(s) LY

Figurell.6 Mise en place des fonctions de pondérations

L’avantage de considérer ce probleme plutét querdbleme K1.29 ) qui est plus simple, est
que les filtresv; (s), w,(s) ,ws(s), permettent de modeler les différents transfBrtks, St
KSG: les propriétés de la norme,Hassurent en effet que la conditioh32) est vérifiee, alors

les quatre (4) conditions suivantes le sont aussi :
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. Y
1. [wiSlle <y & VweR [S(w)| < Gl gr.a)
2. [W,KSllw <Y © VweR |[K(jw)S(w)| < —L (1.37.b)

(w2 (jw)|
. . Y
3. lwyw3SGlle <y © VweR |SGw)G(w)| < ST (11.37.c)
, . . 4

4. |[woaw3KSGlloo <y & VweR |[K(w)S(w)G(jw)| < GGl (11.37.d)

On voit que la réponse fréquentielle de chacunefatesionsS, KS, SGt KSG est contrainte

par un gabarit qui dépend des filtres choisis.

La figurell.7 montre I'allure typique que I'on choisit pour léigférents gabarits.

HsGwemw)

I, Constant

a) gabarit sur S c) gabarit sur SG
4 HK (w)S(wW)GW)

[Kw)SGw)|

d) gabarit sur K5G

b) gabarit sur KS

Figure 1.7 Diagrammes de Bode des gabarits fréquentiels

a. Le gabarit surys) est fixé a une valeur; Kaible en basses fréquences, pour assurer les

objectifs de précision. La pulsation pour laquelle le gabarit coupe I'axgs@eut étre
interprétée comme la bande passante minimale féehpour l'asservissement. La

valeur k du gabarit, en hautes fréquences limite le maxindena réponse fréquentielle
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deg(s), ce qui impose une marge de module au moins égalds. Enfin aucune

contrainte n’est imposée §s) en hautes fréquences

b. La valeur k du gabarit suikKS(s) ne lui impose aucune contrainte en basses frégaen

tandis que la valeur;kmpose une contrainte en hautes fréquences, auegela bande

passante choisie pour I'asservissement, plus oumsregvere suivant la valeur choisie

poura, .

c. Le gabarit surSG(s) dépend des deux filtra&h(s) etWs(s). Dans certain cas, il suffit de

prendreWs(s) constant, ce qui permet de régler I'atténuaginrbasses fréquences. Mais
Ws(s) permet également de modifier le comportemer@@en moyennes fréquences, ce
qui s’avere utile pour obtenir un comportement grarire correct en réponse a une

perturbation.

d. Enfin le gabarit SUKSG(s), si les filtresW,(s) ,W,(s) et W,(s) ont été choisis d’aprés les
considérations précédentes, sont évidemment détésmilais dans certains cas, on peut
préférer ajuster paihs(s) le gabarit SUKSG(s) plutdt que le gabarit S@G(s) , afin par
exemple de satisfaire un gabarit d’'atténuation rasgua robustesse de la stabilité aux

dynamiques négligées.

11.7.4 Mise sous forme standard pondéré :

Une fois choisis les filtresv, (s), w,(s), ws(s), il reste a mettre le probléme ainsi défini
sous forme standard, c’est-a-dire a identifier $ebémas-blocs des figureH.1) et (1.6)

Identifions tout d’abord les différents signaux :

Entrées : w (de la figurdl.1) = (;) (de la figurdl.6)

Signaux surveilles: e (figurell.1) = (2) (de la figurdl.6)

Entrées du correcteur : y (figurell.1l) = ¢ (figurell.6)

Sortie du correcteur :  u sur les deux figures.
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La représentation (11.3) utilisée pour résoudretoblemet,, est obtenue en considérant une
représentation d’état pour chaque fonction de tean&(s), w;(s), w,(s), ws(s) :

x=Ax+ B(u—>b) 88.2)

G(s): (entréeu — b, sortiez) : {z — O

. . . 5C1 = A1x1 + Bl(T — Z)
w; (s), (entréeg, sortiee,) { e, = Cyx, + Dy (r — 2) .88.b)
, . . 562 = Azxz + Bzu
w,(s), (entréeu, sortiee,) { ey = Cyxty + Dyul (11.38.c)
, . x3 = A B;d
ws(s), (entréed, sortieb ) :{323_ c ix3++D ‘Z (11.38.d)
— ~343 3
Soit finalement :
( x [ A 0 0 _BC3 X 0 _BD3 B
X1 | _|[=BiC Ay 0 0 X1 By 0 r 0
=l o o 4 0 |{x]tlo o (d)+32u
X3 L0 0 0 A X3 0 B; 0
X
ery _[-Di€ ¢ 0 0]fx ), [Dy O]/ 0 11.39
< (ez)__ 0 0 C, 0]{x +[o o](d)+[D2]u (11-39)
X3
X
X
e=[-c 0 0 oy |+0r ol(})+I[0l
\ X3

L’application de I'algorithme de Glover-Doyle a sgsteme augmenté, doit particuliérement

vérifier les quatre hypothéses de I'étape (1) digdrithme.

- Si (A, B, C, D) est minimal, la partie non commaliéadu probleme est constituée par
le filtre W5(s), et la partie non observable est constituéegsafiltresWi(s) et Wa(s).

- L’hypothése 1 impose donc de choisir les pondématity(s), Wx(s) et Ws(s) stables, et
I'hypothése 2 impose de choist,(s) avec un gain non nul a I'infini.

- On peut enfin noter que I'ordre du correctis) est égal a la somme des ordre§8
et des filtre3nV(s), Wa(s) etWs(s).

L’ensemble des problemes de commande auxqueladépette synthese est le suivant:

- assurer une erreur de poursuite par rapport agmalsi’entrée
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- assurer un rejet des perturbations
- limiter 'amplitude des signaux de commande papoapa la référence et au bruit de

mesure.

Remarque I1.1 :

Sous MATLAB, la recherche d'un correcteuy Btandard admet une solution pour le

plus petity compris entrey; ¢ et 5, €St assurée par la fonctidnnfsys de la mu analysis and

synthesis toolbox.
Exemple 11.2 :

Pour illustrer le choix des fonctions dengératiorWV,(s), W,(s) et W,(s), considérons

I'exemple simple de la figure 1.4 ou le systemeoanmander est représenté par:

1
s+1

G(s) = (11.40)

On veut concevoir un correctebt, standard permettant d’assurer les objectifs susvant

- La fréequence de coupure doit étre égale a 1rd/s.

- Suivi de consigne avec une erreur statique inféziaul %.

- Temps de réponse de l'ordre de 3s.

- Marge de module au moins égale a @, € 05)

- Gain entre la référence et la commande inférieR0 @B pour touk ,(|KS(jw| <
2045.

- Erreur statique due a la perturbation doit étrériefire a 1%.

- Choix de la pondérationW,(s)

Les trois premiéres spécifications du ealdes charges concernent la fonction de
sensibilité S(s). Elles permettent de fixer respectivement son gaatique (G = 0.01), sa

pulsation a gs (w. =1), et son gain maximalg_ = 1/0.5)
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50s+86.6

Wi(s) = ——
18 = Tocs +0.06¢

- Choix de la pondérationW,(s)

(11.41)

Dans un premier temp3),(s)est choisie constante, afin d'imposer au transt€®(s) un

gabarit constant égal a 2, soit

M$)=1/2=0.5

(11.42)

Pour atténuer le gain du correcteur en hautesudres, on impose un gabarit a K(s)S(s)

puisque en hautes fréquences K(s)S(K]s). La figure (I1.6) représente I'allure de cebgait.

a
i
~—

7]

1 AN :

]

=

Fig. 11.8 Gabarit imposé &S

En prenant a =200 et b =5000 (suffisammentdjfam aura

14> 1+->

W,(s) =| 2—2000| - g5 200
S S

+ 1+——

200 5000

- Choix de la pondérationW,(s)

(193

Dans un premier tempé/ (s) est choisie faible (on ignore la perturbation\W)(s) =107. On

augmente ensuite progressivement cette valeun/'msg qu’un effet significatif apparaisse sur

la valeur dg/ . On obtienty =1.1235 poutW,(s) = 09.
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Les fonctions de pondération ainsi choisie doivantmalement contraindre le calcul du
régulateur qui permet au systeme en boucle ferreéespecter le cahier des charges imposé.
Pour déterminer le régulateur permettant d’atte&inmis objectifs, on met le systeme augmenté
par les fonctions de pondératiaf(s), Wx(s) elWs(s) sous la forme standard, donnée par les
equations 11.31 (a, b, c, d) a I1.32. La synthésg utilisant I'algorithme de Glover-Doyle, pour

la valeur y =1.1235 permet de déterminer le régulateur K(s) dont |lelé@hm transfert est donné

par :

K(s) = __2:23085+5000)(s+1.014)
(s+199.7)(s+15.84)s+0.008661)

(I1.44)

Pour montrer que le régulateur ainsi calculé atiemobjectifs du cahier des charges nous avons
effectué des simulations du systéme en boucle foné

- Laréférence(t) est un échelon d’amplitude 10.
- Le signal de perturbatioh(t) est un échelon d’amplitude5 appliqué en régime permanent

de la sortie a l'instant = 2s.

Afin de vérifier chacune des caractéristiques duarades charges nous présentons également le

diagramme de Bode des fonctions de transfert 8(s)S(s), SG(s) et KSG(s)caractérisant la

boucle fermée ainsi que leurs gabarits respetifgéponse indicielle de la sortie est également
donnée pour vérifier les caractéristiqgues dynansaiestatiques du cahier des charges. Tous ces

résultats sont illustrés par les figures (11.9),10).

- La figure (11.9.a) représente le diagramme dddé3du module de la fonction de sensibilité

S(s) et celui du gabagif|W;| . On constate que le diagramme de S (s) est esouesle son

gabarit, et que le gain en basse fréguence deeS§i(&es faible, ceci garanti une bonne précision
de la sortie par rapport a I'entrée de référence.
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Chapitre 11 synthese du correcteur H_infini

- La figure( 11.9.b) représente le diagramme de @dd module du transfeKS(s) = u(s)/r(s) et
celui du gabariy/[\N2| . Dans ce cas aussi le diagramme de KS(s) estssowe de son gabarit,

le gain de KS(s) est faible en haute fréequencesi garanti une diminution de I'énergie

(amplitude) de commande en réponse a une consigne.

- La figure (11.9.c ) représente le diagramme del@®du module du transfeBG(s) = £(s)/ h(s)
et celui du gabarjt/WW;| . Le diagramme de Bode d8G(s)est également en dessous du

gabarit, cela garanti le rejet de la perturbation.

- La figure (11.9.d) montre que le diagramme de 8altdl moduleKSG(s) est en dessous du son

gabarity/W,W,|, cela justifier le bon choix des fonctions de pénatioriV, (s) etW,(s).

-La figure (11.10) enfin représente la réponse digle de la sortie (trait continu) soumise a un
eéchelon de référence de 10 et un échelon de patiomid’amplitude 1.5 appliqué a l'instant t=2

s. La valeur finale de la sortie est égaly@) =10 . Ceci montre que la précision imposé est
respectées,, = 0002(le temps du régime transitoire est d’envirdn= 0.625s) Ces valeurs
montrent que les objectifs du cahier des chargaes atteints. De plus, lorsqu’on applique la
perturbation, celle-ci est rejetée au bout de tetda sortie revient a sa valeur de référence avec
une précisiore,, = 0002

Condition de sensibilité mixte :

|| wiS

WzKS“oo = 0.5638 < 1.1235
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______________ v/
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Fig. 11.9 Diagramme de Bode des transf&tKS, SG, KSG et leurs gabarits respectif.
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0 I | I I | I I | I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

Temps(sec)

Fig. 11.10 Réponse indicielle de la sortie du systéme enlbdaomée.
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[1.8 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons introduit en pretréerle probleme de sensibilité mixte et la

forme standard pour aborder le problélgstandard.

Afin résoudre le probléme des incertitudes, l¢éoeiH,, a été mis en ceuvre. Nous avons
explicité une formulation basée sur le choix dexfions de pondérations pour la recherche d’'un

correcteur robuste.

La résolution de ce probléme se fait par plusieugthodes, on a opté pour la résolution par les
éguations de Riccati (qui est la méthode la plaisléi numériguement), cette méthodes se résout
par un algorithme trés fiable qui consiste a syigbe un correcteuk(s) assurant la stabilité
asymptotique du systéme en boucle fermée et miaithia norméi,, de la fonction de transfert

entre les entrées et les signaux d’erreurs.
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[11.1 Introduction :

Dans ce chapitre nous utiliserons les différentsotbmes vus dans les chapitres
précédents ainsi que la méthode de calcul du detret,, et les appliquer pour commander
un pendule inversé, puis grace au logiciel de pnognation MATLAB, simuler et interpréter

les différents résultats obtenus.

Un pendule inversé est un pendule simple mont@&usuchariot. Le mouvement du chariot

doit maintenir le pendule dans sa position d’éfualistable (masse dirigée vers le haut).
[11.2 Description de la plate-forme :

Cette plate forme est constituée d’'un chariot n@obur un rail d'un metre (1m). Les
deux pendules sont fixés au chariot en son cemtpew’vent tourner librement autour du
chariot. Le mobile (chariot et pendule) est entsgdar un moteur a courant continu piloté par
le bloc de commande. Pour éviter une détériorationrmatériel, deux capteurs de fin de
courses permettent d’arréter le mobile et de redésebutées gauche et droite du rail. Les
signaux électriques sont transmis du mobile au dlcommande pour étre récupéré par la
PCI 1711 et visualisé sur I'ordinateur.

Les encodeurs présents sur la maquette permeterécdpérer la position du chariot ainsi
gue l'angle du pendule. Ces deux variables somilisées au chargement du programme
dans la carte PCI 1711, c’est pourquoi on a dleplé&E mobile a I'endroit ou I'on veut
prendre la référence de position, par exemple atredu rail. Les signaux de la plate forme
sont récupérés sur le bloc commande et connedtésatite PCl 1711. Les différents signaux
de la plate forme (les butées gauche/droite, latipnsdu mobile, I'angle du pendule) sont
récupérés par les entrées numeriques de la cagdlggont envoyés au bloc de commande
pour commander le mobile.

Le schéma en figurél.1 représente un schéma du matériel utilisé.

commande moteur position
P
: C Bloc de C
consigne N | Cchariot |—ml A —
L»| calcul de A commande N
commande

sortie analogique de la carte carte d'acquisition (encodeur)

Figurelll.1 schéma de cablage du pendule.
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[11.3 Modélisation du systéme :

}.-
1
1
\
mg
|
|
[ ]
112’ pr—p

© ©

Figurelll.2 Schéma du systeme chariot-pendule

La dynamique de ce systeme peut étre obtenue kgantile formalisme Euler-Lagrange et

décrite par le systéme d’équations suivant :

{(M + m)¥ + fx + mlf cos6 — mlO? sinf = F(t) ()
+ml cos@ % + (I + ml?)0 + kO — mgl sinf = 0 '
X

dx

En prenant comme vecteur d’état= k?), on établit la représentation d’état dystéeme

de

dt

sous laforme 1=/ (x)+g(x)u.

La commande envoyée est une tension et non ung, i F=u*coefficient.

Le systeme admet deux points d’équilibre péue 0 et pourf = m par rapport a 'axe Y
[11.3.1 Linéarisation autour du point &= :

Pourf = m , le pendule est en position d’équilibre stable :

cosf = —1
sinf = —6 (1n.2)
02 =0

En remplacant ces linéarisations dans les équatiosysteme d’étdtll.1) on obtient:
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{ (M +m)#% + fx —mlf = F(t) (11.3)

—mlx¥+ A+ml?>)0+ kO +mglh =0

Pour le vecteur d’état X nous avons choisi :
X
o (5)
X dt
=2 )=1% (111.4)
X4 ae
dt

En nous référant a la linéarisation des équati@statdpoour le pendule en position basse, ce

w

changement de variables nous meéne a la définigsrvdriables :

dx,
a
dx
ar

. dx dx , o L e . )z .
Les expressmnsj etd_: sont trouveées par substitution ou par éliminatiangdl equation

(I1.3)

La représentation d’état du systeme linéarité audew = m est :

( 0 1 0 0 0
X1 0 —f(1+mi?) —(ml)?g —kmil X1 (1+mi?)
al Xz _ I(M+m)+Mmi2  [(M+m)+Mml2 I(M+m)+Mmiz || X2 4 | 1+ mmez u(t)
dt | X3 0 0 0 1 X3 0
) X4 —-mlf -ml(M+m)g —(M+m)k X4 ml
0 I(M+m)+Mmi2 I(M+m)+Mmi2  I(M+m)+Mmi? I(M+m)+Mml?
X1
(1 0 0 0O\(x2
y_(o 0 1 o) X3 (11.5)
\ X4

Les variables qui nous intéressent sont la posttionhariot £) et I'angle du penduled)).
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[11.3.2 Linéarisation autour du point 8 = 0 :

Pour 8 = 0, le pendule est en position d’équilibre instable
cosf =1
sing = 6 (111.6)
62 =0

En remplacant ces linéarisations dans les équatiosystéeme d’'étdtll.1) on obtient :

(M +m)#% + fx +mlf = F(t)

(1n.7)
mli + (I +ml?)0 + k6 —mglh =0
La représentation d’état du systeme est :
( 0 1 0 0 0
X1 —f(I+mli?) —(ml)%g +kml X1 (1+mi?)
a [ x2 _ IM+m)+Mmi2  I(M+m)+MmiZ2 I(M+m)+Mmi2 X2 n I(M+m)+Mml?
dt | X3 0 0 0 1 X3 0
X4 +mlf +ml(M+m)g -(M+m)k / X4 -ml /
) 0 I(M+m)+Mml? I(M+m)+Mml? I(M+m)+Mml? I(M+m)+Mmli?
X1
(1 0 0 0\(x2
y = (0 0 1 o) % (I11.8)
\ X4

Pour compléter le model d’état du systérouvé par les équations précédentes, nous

devons introduire les valeurs de tout les paramsglegableau suivant résume ces valeurs.

Parametre valeur
g — gravité 9.81m/s?
[- longueur du pendule 0.38m
M- masse du chariot 2.4kg
m- masse du pendule 0.23kg
[-moment d’inertie du pendule 0.099 kg*m?
f- coefficient de frottement du chariot 0.05 Ns/m
k- coefficient d’amortissement du pendule 0.005 Naws/

Tableaulll.1 Parametres du pendule
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En remplacgant les valeurs des parameétres du tabllehudans la représentation d’étét8

on trouve :
o 0 1 0 0 X 0
afx)\_[0 -00194 -02203 0.0013 [ *2 0.3888
%]l o o 0 1 x|t o Ju®
) X4 0 00128 6.6307 —0.0387/ \x4 —0.2570 (1.9)
X1 '
_ 1 0 0 O X2 0
y_(o 0 1 o) X3 +(0) u(t)
\ X4

La matrice fonction de transfert correspondantyestesne (1.9 ) est :

0.3888 5% + 0.0147 S — 2.521
S§*+0.5811% 10153 - 6.6352—-0.1261S

G = Gl] = (1. 10)
Gy

—0.257 52 +1.9% 107 %

1§44+ 0.5811 * 10~ 53 — 6.63 52 — 0.1261 S-

La représentation de la réponse du systeme ahafoég est donnée par la figure suivante :

To: Duti1)

Amplitude

To Out(2)

Time (sec)

Figurelll.3 Réponse a un échelon
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Si on applique une tension négative sur le moteurdcé reste le méme mais dans le sens

inverse pour les deux sorties.

Le sens positif de la position du chariot est ahdis gauche a droite et le sens positibdest

choisit dans le sens des aiguilles d’'une montre.

Interprétation :

Si on applique une tension a notre systeme, leathee déplace dans un sens, et le
pendule oscille dans le sens opposé.

Il est trés important de noter que dans notre @asnodele n’est valable que pour des petites
variations d& autour de 0, (-0.2 rad et +0.2 rad), équivalemcdegré a (-12° et +12°).

Partant de ce principe, l'interprétation des rédsltde simulation trouvés pour le modele

nominale en boucle ouverte est la suivante :

- les tracés de la position du chariot et de laitipos angulaire du pendule tendent vers
l'infini, ce qui justifie amplement que le systemest instable. Bien qu'’il soit conditionné par
la position du chariot qui varie entre [-0.5m €] et 'angle du pendule qui est restreint
dans un intervalle trés petit autour de 0, leslt@suobtenus en dehors de ces deux dernieres
conditions ne correspondent pas aux résultats, réel$ait qu’on ne connait pas le modele
correspondant lorsque ces condition ne sont nepamtespectées.

lll.4 Représentation du systéme perturbé en boucleuverte:
[11.4.1 Perturbations sur les paramétres :

Dans la réalité, les parameétres de notre syst@énsomt pas connus avec exactitude, il
existe une possibilité de les avoir pris avec wmeeur relative autour de leurs valeurs

nominales. Dans ce cas on a faire a des incer$itsiacturées.

Pour ce qui est du pendule inversé, les paramptieen compte sont uniquement le
coefficient de frottement du charidf et le coefficient d’amortissement du pendwkg, (s

sont représentés comme suit :
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Chapitre III
f=Ff(1+ps65) (1.11)
k = k(1 + ppbi) (111.12)
Ou : f etk représentent respectivement les valeurs nomidalgset k
pr etp, sont l'incertitude prise en pourcentage
0 ety sont des nombres réels définis comme suit :
—1<66, <1
f =0.05 pr = 10% = 0.10
Pour{_ et [ les relations (I11.11) et (111.12) donmte
k = 0.005 prx = 15% = 0.15
f =0.05(1+0.155) (11.13)
(111.14)

k = 0.005(1 + 0.156y)
Le comportement incertain du modéle nominal pere éécrit par une LFT supérieure telle

que :

v=FE,M,8&x (111.15)

Comme le montre la figure suivante :

Ui 8,
Ur Yr Uy Yk
X3 Mf > Uy Xy M, Uk

Figurelll.4 Représentation des incertitudes paramétriques
Sous forme LFT supérieurs

Les expressions matricielles correspondant aux fui€€édentes sont :

[iﬂ _ [;f ;l ] (111.16)
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27’2] - ;k g] [Z:] .47)
De (lll.16) on a :
Vs = fx, (111.16.a)
Vs =Dprus + fx, (111.16.b)
ur = 8rys (.16.c)
De (lll.L17) on a:
Vi = kxg (.17.a)
Vi = Py + kxy (111.17.b)
Ug = O, Vx (M.17.c)
= 2= 0 6k] Il (111.18)

Le modele incertain peut étre représenté par lémsatbloc suivant:

<Te—

Figurelll.5 Schéma du systeme pendule inversé avec parameteztains
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Par substitution des variableg et v, , les équations régissant le comportement dynamiqu

du systéme sont données par :

] 10 1 0 0 0 0 0 .
%] | 0 —0.0194 —0.2203 0.0013 —0.0583 0.0385 0.03888 |[
%5 0 0 0 1 0 0 0 %
| _| 0 00128 6.6307 —0.0387 00257 —0.7734 —0.2570 ||%3
- 4| (111.19)
7 0 0.05 0 0 0 0 0 u
ve| |0 0 0 0.005 0 0 0 "y
2 1 0 0 0 0 0 0 ]
.l Lo 0 1 0 0 0 0

La représentatiofill.19) est sous la forme

x(t A| B, B ][x(®
G=|e)|=|Cc | Dew Deyl|w(t)
y(t) Cy | Dyw  Dyy||u(t)

Soit G la fonction de transfert du systeme pendule idagsi prend en compte l'incertitude

des paramétres comme le montre la figuterj .

G atrois entrées, quatre sorties et quatre états.

Hf .
B A —» Vr
u T

k > G — JI;:
T — V1
—¥ —* Vs

Figurelll.6 Entrées/sorties du pendule inversé

Le comportement incertain du modéle nominal pewt @ecrit par une LFT supérieure

comme le montre la figure suivante :

[% &l
0 &,

G

r pend |[————» V3

Figurelll.7 Représentation LFT du pendule inversé avec iriadds.
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La matrice d’incertitudes est diagonale, et I'esgien de la sortie du systeme pendule
inversé soumis aux perturbations parameétriques @ieatreprésenté par une LFT supérieur

comme Suit :

y = B’;] = F,(Gpena, M) (111.20)

[11.4.2 Analyse fréquentielle du systéme perturbé :

La réponse en fréquence du systeme perturbé ernebouxerte peut étre calculée en

utilisant la commandstarp pour des petites variations sur les parametresinbess, o,

Dans le programme suivant, cing (5) valeurs degubaerturbation sont choisies, a partir de
celles-ci, il génere la matrice fonction de transtn boucle ouverte correspondante, les

réponses fréquentielles et les tracés.

clear

clc

%représentation de la matrice augmentée

m =0.23;M = 2.4;1 = 0.38;g = 9.81;1 = 0.099;k = 0. 005;f = 0.05;
p_k=0.15;p_f=0.1;

den=M*m*I"2+(M+m)*I;

a42=(f*m*l)/den;a43=(g*m*I*(m+M))/den;
ad4=(k*(m+M))/den;bd=(m*l)/den;a22=(f*(1+m*I"2))/de n;
a23=((m*N"2*g)/den;a24=(k*m*l)/den;b2=(I+m*I"2)/de n
A=[0100;0 -a22 -a23 a24;0 0 0 1,0 a42 a43 -a44];

Bw=[0 0;-0.15*(I+m*|*2)/den 0.15*(m*l)/den;0 O;

(0.1*m*l)/den -0.1*(M+m)/den];Bu=[0;b2;0;-b4];
Ce=[00.0500;0000.005];Cy=[1000;0010j;
Dew=zeros(2,2);Deu=[0;0];Dyw=zeros(2,2);Dyu=[0;0];
P=pck(A,[Bw,Bu],[Ce;Cy],[Dew,Deu;Dyw,Dyu])

% interconnexion de la matrice augmentée avec les v ariables
mat_f=[0 f;p_f fl;mat_k=[0 k;p_k K];

intl=nd2sys([1],[1 0]);

int2=nd2sys([1],[1 0]);
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int3=nd2sys([1],[1 0]);

int4=nd2sys([1],[1 0]);

systemnames= 'mat_f mat_k intl int2 int3 int4’ ;
inputvar= '[uf;uk;u]’ ;

outputvar= ‘[mat_f(1);mat_k(1);int2;int4]’ ;

input_to_mat_f= "Tuf;int1]'

input_to_mat_k= '[uk;int3]'

input_to_intl= '[0.3888*u-0.388*mat_f(2)+0.26*mat_k(2)-0.2203*int4 1
input_to_int2= intd]' :

input_to_int3= '[-0.2570*u+0.256*mat_f(2)-7.74*mat_k(2)+6.6307*int a7  ;
input_to_int4= [int3]'

sysoutname= 'G'

cleanupsysic=  'yes' ;

sysic
% représentation du systéme perturbé
omega=logspace(-6,2,100);
[deltal,delta?]=ndgrid([-1,-0.5,0,0.5,1],[-1,-0.5,0 ,0.5,1])
for j=1:16
delta=diag([deltal(j),delta2(j)])
olp=starp(delta,G)
olp_ic=sel(olp,:,:)
olp_g=frsp(olp_ic,omega)
figure(1)
vplot( 'bode' ,olp_g, 'B-" )
subplot(2,1,1)

hold on

subplot(2,1,2)

hold on
end
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Figurelll.8 Diagramme de Bode du systeme perturbé en bouclerteuv

[11.4.2.1 Interprétation :

Le tracé de Bode ci-dessus correspond aux répahsesodele du systeme pendule
inversé soumis a des incertitudes de mesures supdeametresf etk, chaque tracé
correspond a une valeur précise de perturbation pallant de 1 jusqu'a 5. Le systeme reéel

correspond a un seul de ces tracés.
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l11.5 Etude du systeme en boucle fermée :

Figurelll.9 schéma bloc du pendule inversé en boucle fermée

Gpena Représente la matrice fonction de transfert poundelele nominale du pendule

inversé.

G Represente la matrice fonction de transfert poundeléle du pendule inversé avec

perturbation structurées et non structurées.

r,d,n Représentent respectivement : la consigne, brugodemande, et les bruits de

mesure sur les deux capteurs des deux sorties.
z,u, ¢ Représentent respectivement sorties du systangepimande, et I'erreur.
y Représente la sortie du systeme (entrée du tearg@@ntaché du bruit de mesure.

Le schéma représentatif du systeme en boucle ferquéeeomprend le modele du pendule
inversé, la structure d’évaluation et le contrleainsi que les éléments qui reflétent

l'incertitude du modéle et les objectifs de perfaroe, est représentée a la figuhe9)

Le schéma d’asservissement du systéme en bouniédallu modéle nominale est donné par

la figure suivantel(l.10).
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| W, |
Wi @
I Gpand ¥
I G ¥
pend Vs
K |‘_
Forme standard

Figurelll.10 Représentation du systéme en boucle fermée.

La synthése du correcteur a déterminer se feraeemférant au schéma d’asservissement

donné par la figurdll.10) .

Tel que :
ep1
e = (epz> y = (i,’;) (I11.21)

w=r u=u (111.22)

L'objectif de I'étude du systeme en boucle ferntédestrouver un retour de sortie linéaire de

rétroaction

u(s) = K(s) (33: ;g) (I11.23)

Qui garantit les propriétés définies au paragrdfh&)
[11.6 Transformation des incertitudes structurées a incertitudes non structurées :
Ona: f=f(1+ps6f) k =k(1+ pgby) (111.24)

Pour une incertitude maximale sur les paramgte¢sk on a 6 = 6, =1 (respectivement
0f = &, = —1 ). La représentation du systeme incertain pouprtamier cas sera donnée

comme Suit :
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e 0 1 0 o0 0o 0 0 0 X1
| _|{0 00194 —02203 0.0013), (0 -000194 0 195«107* ||(*2
= \o o 0 1 0 0 0 0 X3
i, 0 00128 66307 —0.0387 0 128+%1073 0 —5805+10"3/] \xs

0
N 0.3(5)388 (o)
—0.2570
X1
yiy_(1 0 0 0\[x
\(yz)—(o 0 1 o) % (111.25)
X4

Si on prend la matricE comme étant la matrice d’incertitude sur les pategséel que :

0 0 0 0
=[O0 -000194 0 195%107*
0 0 0 0
0 128102 0 -5805%103

etA la matrice d’évolution du modele nominale tel que

0 1 0 0
A= 0 -0.0194 -0.2203 0.0013

0 0 0 1

0 0.0128 6.6307 —0.0387

La matrice d’évolution du modeéle incertain est :

0 1 0 0
_ [0 —0.0214 -02203 0.0015
A+E=|, o 5 h (I11.26)
0 00141 6.6307 —0.0445

De cette représentation, la matrice fonction desfiert du systeme incertain est :

[ 0.388 52 + 16.91 x 1073 — 2.521 1

Gy, |s*+65.85+1073s% — 6.63s2 — 0.1386s |
c ] = (I11.27)
2P —0.257s2

s* 4+ 65.85 % 107353 — 6.6352 — 0.1386s

G =
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Chapitre III Application au pendule inversé

% Calcule de la matrice fonction de transfert des péurbations:

Ona: G(s) = Gpena(s) +A(s)

A(s) = G(s) = Gpena(s)

Donc la matrice fonction de transfert des incedisiest :

10.8044%107355+6.13%10 °s%-9.785%107353-3.978+¥10"*52+40.0317s]
$840.124 s7—13.26 s6—1.087 s5+43.94 s%+1.755 s3+0.01748 s2

A(s) =

—1.99%107355-4.999x1055%+3.227%107 353
L 5840.124 s7-13.26 s6—1.087 s5+43.94 s4+1.755 s34+0.01748 s2 A

(111.28)

Le schéma représentatif des incertitudes non sirées est donné comme suit :

Figurelll.12 Incertitude additive direct
l1l.7 criteres de robustesse :

l11.7.1 Stabilité et performance nominales :

Le correcteur a concevoir doit garantir la stabiinterne du systeme. En outre les

performances du systeme en boucle fermée requisesnd étre atteintes pour le modele

nominale du systéemeyGaq

Dans ce cas, les criteres de performance et déitstaimminales pour le systeme en boucle

fermée sont assurés par les fonctions de sensBeit KStel que :

w,s
il < @
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Chapitre III Application au pendule inversé

Ou

S est la fonction de sensibilité en sortie du systétfy Et W, sont des fonctions de

pondérations choisies pour représenter les caist@es fréquentielles de certaines

perturbations externes et exiger un niveau de padnces élevé.

La satisfaction de l'inégalité ci-dessus indiques de systeme en boucle fermée permet de
réduire avec succes l'effet des perturbations aniveau acceptable, et atteint les

performances requises.

Il convient également de noter que la fonction elesibilité S désigne la fonction de transfert

de référence (erreur de trainage).
[11.7.2 Stabilité robuste :

La stabilité du systeme en boucle fermée est dlteste si, en plus de la nominale, la
stabilité de tous les systemes atteignables pareldarbations est garantie.
G = Fu(Gpend'A)

La stabilité robuste du systéme en boucle ferméeassurée par la stabilité nominale.

[11.8 synthése du correcteurH, :

Le calcul des régulateurs se font toujours selorcalrer des charges donné, qui doit tenir
compte de la stabilité du systéme en boucle feraeéa durée du régime transitoire, de I'erreur
statique de la sortie vis-a-vis de la consignesiagn’un bon rejet de perturbations. Un objectif
supplémentaire, c’est d’assurer la robustesse shersye vis-a-vis des variations des parametres

du procédeé.

[11.8.1 Obijectif :
Assurer le suivi de consigne d'un procédé, en assua priori les objectifs de

performance énoncés dans le cahier des charges.

[11.8.2 Probléme :

Considérons la représentation d’état nominaleedulple inversé suivante
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Chapitre III Application au pendule inversé

(/% 0 1 0 0 X 0
% )0 —0.0194 -0.2203 0.0013 |[*2 ) ( 03888
X3 0o 0 0 1 X3 0
!\ 0 0.0128 6.6307 —0.0387/ \X4 —0.2570 (111.30)
X1
X
y=6=0 0 1 0){, ]+ u
\ X4

Du fait que le modéle de notre systéme ne sdtiglas certaines hypothéses de
l'algorithme de Glover-Doyle (existence d’'un zérestproche de I'axe imaginaire), donc on
ne peut pas lui garantir les criteres de perfomaanon va juste garantir la stabilité (suivi de

référence) en boucle fermée. Ainsi le cahier desgds s’énonce comme suit :

- Suivi de consigne avec une erreur statique inféziaul %.

- Marge de module au moins égale a @, € 05)

- Gain entre la référence et la commande inférie20 dB pour tout ,(|KS(jw| <

204d5.

Pour la synthése du correcteHy, adéquat, il faut mettre le probléme sous forme
standard Figurell(.11), en considérant les pondérations fréquentielledles que les

fonctions de transfert en boucle fermé&&jw),T(jw) soient de modules  bornés

1
W (jw)’

respectivement par les modules-de— et
Wi(jw)

[11.8.3 choix des fonctions de pondérations :

Apres quelques essais sur le logiciel de prograinmaMATLAB, les fonctions de

pondérations W(s) et Wi(S) que nous avons obtenues sont :

12.405 * (s + 0.86)
150 s + 0.8

Wy(s) = (111.31)

W, = 0.03 (111.32)

En exécutant le programme correspondant au calcwodrecteur K(s), tout en utilisant les

fonctions de pondérations (111.31) et (I11.32), wouve :
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Chapitre III Application au pendule inversé

y =13.13

—575.6 s3> — 1497 s — 10.35 s — 0.01441
s*+10.67 s3 + 49.46 s2 — 0.4203 s — 0.0003646

K(s) =

Les figures ainsi trouvées sont :

gabarit sur S

45 T T T T T
T ) e T A T R R RN R S e s B e e M R
S=A(L+L) |11 T L s T
T R T N I NN e A R A R A A NN
408 = — = “GAMWL  firt = S =1 s S E (T e T e T T T
L LU LR b
R e A T B A AR A TN \/mm (R R
R R R R R R R R T S R
3577TTTT\H\T7777T\T\ﬂ777\7\TH\T\77\7/\7\7\7@\77\7\77\7\7\\77\777\7\7\7
RN e I T e A T B A B N R N e B R TN R A R NN
O N e A AT B A
1o ) S T o o VI Oy Ty T N [ B QMY
~ [N N R A R N T N R N A A A N AT R A R RN T N R R R A
Q R e I T e A N T B A A N R T e A R TN R A R AN
e (R N R AT T \\HHH/ [ A N T B R AT
Q 25—t AT HHE — AT~ A ST HE S S I— EE IS — R R = o HY
= [ [ [N [ [
S [ [ [N [ [
z [ [N [N [N [
K] | | i
=3 | | I
= | | [l
2] | | [N}
| | I
| | I
| | I
I I =l
| | I
| I
I
i
I
I
L
Frequency (rad/sec)
Figurelll.13 gabarit sur S
gabarit sur KS
40 ———

T=g2*K/(1+L)
- gamma*g2/W2

Singular Values (dB)

-80 LLLIIL
10 10* 10° 10° 10! 10° 10" 10°
Frequency (rad/sec)

Figurelll.14 gabarit sur KS
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Chapitre III Application au pendule inversé

Step Response

Amplitude

Time (sec)

Figurelll.15 suivi de référence
[1.9 Interprétation :
- La figure (111.13) représente le diagramme del@du module de la fonction de sensibilité

S(s) et celui du gabayif]W;| . On constate que le diagramme de S (s) est euesle son

gabarit, et que le gain en basse fréquence deeS{sirés faible, ceci garanti une bonne

précision de la sortie par rapport a I'entrée déredce.

- La figure(lll.14) représente le diagramme de Bode module du transfert
KS(s) = u(s)/r(s) et celui du gabarjt/\W,|. Dans ce cas aussi le diagramme de KS(s) est en

dessous de son gabarit, le gain de KS(s) est fabldaute fréquences, ceci garanti une

diminution de I'énergie (amplitude) de commandeé@ponse a une consigne.

-Le systeme en boucle fermée tend vers la réféereanene le montre la figure (111.15) au

bout d’environ 50 secondes.
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Conclusion générale

Le projet que nous avons réalisé a porté sur [Eael la commande robuste de type

H,, avec une application a la commande d’'un pendwierse.

Apres avoir étudié les fondements de la commahgenous avons appliqué cette

methode sur un exemple numerique en utilisant i@ babust toolbox.

Ensuite nous avons appliqué cette commande awfgemversé qui est un systeme
non linéaire, la commande a été développée suradelm linéaire obtenu par linéarisation

autour d’'un point d’équilibre.

Les résultats de simulation obtenus sont jugésfastants par rapport aux gabarits
construits pour satisfaire les spécifications fxédans le cahier des charges: suivi de

consignes, stabilité...

Nous avons rencontré quelques difficultés par oetpd la nature du modele dont une
fonction de transfert présente un zéro sur 'axagmaire. Dans ce cas, la résolution du
problemeH,, par la méthode des équations de Riccati (algodtlim Glover-Doyle) est

délicate en raison de quelques hypothéses noffiesatss

On peut éviter ces difficultés en résolvant lebgme de commandg,, par d’autres

techniques comme :

» Technique des inégalités matricielles affine (LMI).

» Technique de mu synthese.

Ce projet nous a permis de nous confronter auxniqabes de commande avancées des

systéemes multivariables.
Notre travail reste a compléter, comme perspestiveis envisageons :

» Appliquer le correcteuH,, linéaire au modéle non linéaire.

» Implémenter pratiquement cette commande sur un dassai expérimental.
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ANNEXE A
Valeurs singuliéres et normes :
Décomposition en valeurs singulieres d’une matriceomplexe:
Soit A une matrice complexe de dimensian n
La matrice A est définie comme étant le produitrdes matrices :
A=VIW"
Telque: \EC™" et WeC™
Avec W=l et WW=l,

EtX s’écrit comme suit :

aq 0 0
w-| Y
SR
0 0 o,
e Sim>n:
[ o1 0 0 ]
0
: 0
Y=1 o0 0 o,
0 ce e 0
I 0 e 0 |




e Sim<n:

op 0O 010 0
o
: ) ) 01 : :
_0 0 | 0 0_

Les quantités notéesi, sont appelées les valeurs singuliéres de la ceafsie C™". Ceux

sont les racines carrées des valeurs proprds4lsi m > n, si non ddA*:

0;(4) = J;(A*A) =/, (AA")
Généralement elles sont ordonnées comme suit :
061>062> ... =0q tel que : g= min (m, n).

Elles sont des quantités réelles positives ou swlle nombre de valeurs singulieres non

nulles est égal au rang de la matrce

Les colonnes de V et W sont respectivement leseuestpropres de 'AA et A A". On les
appelle vecteurs singuliers (respectivement a gaath droite) de A.

Valeurs singulieres d’une matrice de transfert :

Considérant un systeme linéaire invariant avewagateur d’entrées e(t) et un vecteur
de sortie s(t) de dimension respectives m et n.G(s) sa matrice de transfert. En réponse a

une excitation harmonique e(t)eft , E€ C™, la sortie du systéme s’écrit :
S(t) = G(s)Ee/®t

Pour un systéme monovariables, on définit a pdeticette relation le gain du systéme
a la pulsationw par le module |Gj¢) |.Dans le cas multivariables, on utilise la nott
valeurs singuliéres, définies comme les racineséear des valeurs propres dejd(

multipliée par sa transconjuguée :

0;((j0)) = 4 (G(w)G(—jw)T) =/2;(G(—jw)TG(jw)G)

i=1, min (m, n).



Les valeurs singuliéres étant des nombres réeisifpasu nuls, elles peuvent étre classées.

On noterao (G) la plus grande valeur singuliére eta plus petite :

7(6(jw)) = 01(6(jw)) = 05(G(jw)) = -+ = 74,(G(jw)) = a(C(jw))

Remarque :

Pour un systeme monovariables, il n’existe qu’wmdesvaleur singuliere, qui est tel que :

7(G(jw)) =a(G(jw)) = lIGGw)l

Propriétés des valeurs singuliéres :

Soient A, B, Ee C™", x eC", eta € C.

Propriété 1 :
(A) = maxyzo "ﬁfi"f
Propriété 2 :
o14) = min 2

Propriété 3 :

e 0(A)=0e A=0

e o(ad) = |ala(4)

* 0(A+B)<d(A)+a(B)

* 0(AB) <d(A)a(B)

* 0(AB) 2 d(A)a(B)
Propriété 4 :

Soit Ae C™" une matrice carrée, alors : A est inversibler(4) # 0

De plus si A est inversible> a(A)a(A™1) = a4 Ha(4)



Propriété 5 :
Vi=1, ..., min (m, n).

Ce résultat signifie que si une perturbation E geata matrice A en (A+B), ses

valeurs singuliéres sont perturbées d’'au plus(@) (soit la norme de la perturbation).
Nous voyons ici apparaitre I'intérét des valeurgsliéres pour ce type de probléeme.
Propriété 6 :
Soient deux matrices carréésEeC™", alors :

det(A+E) =0= 5(E) = a(4)
Par contraposé :

o(E)<o(A)=>det(A+E)+#0
Les relations (1.16) et (I.17) nous permettent diéc

l6Gw)Eei®t

5 (G(jw) < ”E—””s 5(G(w))

Les valeurs singuliéres;(G(jw)) constituent donc une généralisation aux systemes

multivariables, de la notion de gain. Elles peuvéiné représentées dans le plan de Bode.

Pour

un systeme multivariables, le “gain“ a uneyfience donnée dépend donc en fait du

vecteur complexe E, et sera compris entre les kak#ngulieres inférieurs et supérieurs.

0;(G)

o

A

e ~ 1)

Figure: valeurs singulieres et normesdHine matrice fonction de transfert.



Annexe B

Transformation Linéaire Fractionnaire (LFT) :

Les LFT (en anglaidinear Fractional Transformations) sont des objets génériques qui
apparaissent dans de nombreux problemes de madu#isa de commande pour les systémes
dynamiques. En particulier,

— la formulation du problemel,, mais aussi du problemd, se fait a travers la forme
standard qui n'est autre qu'une expression de HPE entre le systéeme augmenté et le
compensateur.

— les incertitudes dynamiques ou paramétriquesraigsant dans le schéma de commande a
travers une expression LFT.

— l'universalité des LFT se justifie par le faitegtoute expression rationnelle peut se réécrire
en termes de LFT. De plus, la combinaison de cggsobdonne a son tour naissance a des
objets LFT.

Nous examinons dans cette section les propriéiésipales des LFT qui sont susceptibles
d’étre utiles dans la pratique de la commande tebetsen modélisation.

Définitions :

La notation LFT se définit comme suit. Pour desrio@s de dimensions appropriées

P, P, . . .
KetP = (Pew P‘”‘) et en supposant que les inverses existent, lesihféfieuresF(.,.) et
yw yu

supérieure§(.,.) sont définies par:
E,(P,K) =Py, + P, K(I — P.,K) P,
F,(P,K)=P,, + P, ,K(I — PyuK)‘leW

Calcul de la LFT inferieure :
ona (5 =0 (o) = (o (i) ot w0 =5

YW

e(s)zpewW+Peuu (1)
{y(s) =Pyww+Pyu 2)

y = Ppyw + Py Ky(s) = (I, = PyK)y(s) = By,w

= y(S) = (Ip - Pyu K)_lpyw w



En remplacant dans (1) :
-1
e(s) = Poyw + Py K y(s) = Poyw + P K(I, — PuK) Py w
On obtient :

e(s) B
F(P,K) = w(s) = Pow + P K(I = P,uK) 7' By,
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hinfsyn
Ssysic
nd2sys
ss2tf

unpck

Résumeé de quelques commandes utiles sous MATLAB

% calcul du correctetdy, et de la valeur de gamma.

% fais l'interconnexion entre glagables et un systeme de matrice.
% met une fonction de transfers$otme d’'un systéme de matrice.
% calcul de la fonction de transé partir de sa représentation d’état.

% met un systéme matriciel soussae d’'état (A, B, C, D).



