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Introduction générale

La théorie du controéle optimal est une extension du calcul des varia-
tions, c’est un ensemble de méthodes utilisé pour calculer les politiques de
contréle d’'un modéle mathématique d’optimisation. La théorie du controle
optimal est largement dii au travail de Lev Pontryagin et ses collaborateurs
de I'Union soviétique ainsi qu’a celui de Richard Bellman, Etats-Unis.

Le controle optimal sert & trouver une loi de commande pour un systéme
donné de telle sorte qu'un certain critére d’optimalité soit atteint.
Un probléme de commande comprend donc un cott & optimiser, une fonction
d’état et une variable de controle. Résoudre un probléme de controéle optimal
revient & trouver un ensemble d’équations différentielles décrivant les trajec-
toires des variables d’état ainsi que le controle qui minimisent le coit fonc-
tionnel. Ce probléme peut se résoudre en utilisant le principe du maximum
de Pontryagin, ou encore en résolvant I’équation d’hamilton-Jacobi-Bellman.

Dans ce mémoire nous avons étudier la méthode de décomposition et
coordination, qui est basée sur un principe de décomposition des équations
différentielles. Depuis les années 70, les automaticiens se sont intéressés a la
thématique de la commande et de I’analyse des "grands systémes", beaucoup
d’études ont porté sur les techniques de décomposition et de résolution de
problémes numériques complexes développées en mathématiques appliquées.
Ce principe est & lorigine utilisé pour traiter des problémes d’optimisation
de grande taille, en effet, leur résolution conduit & un programme mathéma-
tique complexe, une alternative consiste & décomposer le probléme d’origine
en un nombre de sous-systémes plus petits.

Plusieurs études ont montré 'efficacité des méthodes de décomposition
et coordination par relaxation, leur principe est de diviser un programme en
multiples niveaux et en multiples systémes & chaque niveau, on obtient ce
qu’on appelle un programme mathématique hiérarchique ou multi-niveaux.

Dans le but d’obtenir une solution optimale du probléme d’origine, il est
nécessaire de coordonner ses sous-problémes. Différentes méthodologies de
décomposition et coordination ont été dévellopées et étudiées.



Nous nous sommes intéressé & la coordination par relaxation, il s’agit
d’algorithmes itératifs synchrones et asynchrones qui ont été développés
pour résoudre de grands systémes d’équations linéaires ou non linéaires issus
de discrétisations d’équations ou d’inéquations aux dérivées partielles. La
modélisation des algorithmes asynchrones a été développée successivement
par D.Chazan et Miranker [5] dans le cadre linéaire, J.C Miellou ([6],[12]),
G.Baudet [2|, D.Bertsekas [3| dans le cadre non linéaire, citons également
les travaux de F.Robert [17] dans le cas synchrone. La modélisation de ces
algorithmes est éffectuée en introduisant une stratégie de choix des compo-
santes pour rendre compte du parallélisme ainsi quune notion de retards
pour rendre compte de I’asynchronisation entre les processeurs.

Notre ojectif est de résoudre un probléme de contéle optimale a
entrée libre c’est & dire la condition initial n’est pas fixe, et on cherche a
ramener un systéme contrdlé & un état final vérifiant une certaine contrainte
& partir d’un état initial zo appartenant & un domaine prédéfinit Xy, en mi-
nimisant un critére sur un intervalle de temps fixé. Pour ce faire, nous avons
utiliser la méthode de relaxation [8, 9, 10| que nous avons simuler sur Matlab.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres :

Chapitre 1 : est une introduction aux équations différentielles, on y pré-
sente des notions essentielles, suivies des méthodes numériques de résolution.

Dans le second chapitre, on s’intéresse a la théorie du contréle optimal et
aux méthodes numériques de résolution.

Le chapitre trois, expose la méthode de relaxation, avec trois exemples de son
application : la régulation d’un processus thérmique, I’étude d’un systéme
en anneau, et enfin notre exemple d’application numérique : un probléme de
controle & entrée libre. Pour ce dernier cas, nous présenterons les résultats
numériques obtenus sur Matlab.



Chapitre 1

Méthodes numériques
d’intégration des équations
différentielles

1.1 Introduction

Dans tout ce chapitre Iy désigne un intervalle de R non réduit & un point
et fo un instant fixé dans Iy; on se donne une fonction f définie et continue
sur Ip x R™ & valeurs dans R™, un élément y5 de R™, et on cherche & trouver
une fonction y continue et dérivable sur U'intervalle Iy, a valeurs dans R™,
telle que

Vi€ o, y'(t) = f(t, y(1)) (1.1)
et
y(to) = o (1.2)

Ce probléme s’appelle un probléme de Cauchy pour le systéme différentiel
(1.1); la condition (1.2) s’appelle une condition de Cauchy. Une fonction y
qui vérifie les équations (1.1) est appelée une intégrale du systéme différen-
tiel (1.1). Dans de nombreux exemples physiques, la variable ¢ représente le
temps ; Uinstant # est alors appelé instant initial et la condition (1.2) est
appellée condition initiale.

1.2 Théorémes d’existance et d’unicité

Théoréme 1 (Cauchy-Péano) [6] On suppose que la fonction f est conti-
nue dans un voisinage du point (to, yo) dans Iy de R™, alors il existe un
intervalle Jo, voisinage de ty dans I, et une fonction y € C1(Jy) tels que

vt € Jo, y/(t) = f(ta y(t))v y(tﬂ) =%



Définition 1.1 On appelle solution locale du probléme (1.1),(1.2) la donnée
d’un couple (I,y) ou I est un intervalle de R qui est un voisinage de ty dans
Iy et ot y est une fonction appartenant a C*(I) telle que

y(tO) =Y et viel, y/(t) = f(t7 y(t))

Définition 1.2 On dit que la solution locale (J, 1) prolonge la solution locale
(I,y) sional C J, etVt € I,y(t) = I(t); si de plus I # J, on dit que
(J,1) prolonge strictement (I,y).

Définition 1.3 On dit que la solution locale (I, y) est une solution mazimale
du probléme (1.1),(1.2) s’il n’existe pas de solution locale de ce probléme qui
la prolonge strictement.

Définition 1.4 On dit que (I, y) est une solution globale du probléme (1.1),(1.2)
dans Iy, (ou encore que y est solution du probléme (1.1),(1.2), si (I,y) est
une solution locale de ce probléme et si I = Ij.

1.3 La méthode A’ EULER

Nous allons maintenant nous consacrer & la résolution du probléme de
Cauchy décrit précédemment en nous restreignant, ce qui n’est pas une perte
de généralité, au cas ou Iy = [tp, t¢]. Tout d’abord nous allons étudier la plus
simple des méthodes, la méthode d’Euler connue aussi sous les noms de
méthode d’Euler progressive et de méthode d’Euler explicite. Considérons
donc le probléeme différentiel

vt € [to, tyl, y'(t) = £ (£, y(1), (1.3)
y(tp) =n  donné dans  R™. (1.4)

Nous nous donnons une subdivision f) < t1 < ... < t, < thy1 < ... < ity =
ty de U'intervalle [to, tf], et nous posons

hn = the1 — ty et h = max h,.
0<n<N

Les solutions de (1.3) vérifient, pour 0 < n < N,

tni1
U(tner) = y(tn) + / £(s,9(s))ds;

soit yp = mp une approximation de y(#p) = n; nous construisons par réccu-
rence une approximation y, de y(t,) en remplagant la relation précédente
par

Yn+1 = Yn + Inf (tns Un), n=0,1,...,N —1, (1.5)

Ce qui revient a approcher, pour s €|t,, tar1], f(s,y(s)) par f(tn, yn). Le
schéma défini par (1.5) s’appelle le schéma d’Euler.



1.3.1 Majoration de ’erreur dans la méthode d’Euler

Nous cherchons a obtenir une estimation de 1’erreur

€n = y(th) —Un

Posons
en = Y(tat1) — y(tn) — buf (tn, y(ta)), (1.6)

ot y(.) désigne la solution de (1.3),(1.4); cette quantité mesure avec quelle
précision la solution exacte vérifie le schéma (1.5) ; elle s’appelle 'erreur de
consistance a 'instant ¢, de la méthode d’Euler. Nous avons

" /t T -y,

d’ou
len| < w(y'sh)hy (1.7)

ot w(y'; h)hy, désigne le module de continuité de la fonction y’; on a, puisque
y' € C%ty, tf],lllin%)w(y’; h) = 0. Si on suppose de plus que y € C?[to, tf], on

obtient par utilisation de la formule de Taylor dans (1.6)
tnt1 "
fu= [ (= (),
tn

tn+1
len| < h ly" (s)|ds. (1.8)

in

On déduit de (1.5) et (1.6) la relation
ent1 = en + hnlf (tn, y(tn)) = f (I, yn)] + €n
d’ot en utilisant la condition de Lipchitz
lens1] < (1+ hnL)len] + [enl- (L9)

Pour en déduire une majoration de |e,|, nous allons utiliser le lemme tech-
nique fondamentale suivant

Lemme 1.1 /3] Soient 0,, et a,, deux suites de réels positifs ou nuls vérifiant
Vn > 0, 9n+1 < (1 + hnL)en + ap,

alors on a

n—1
vn >0, 6,< elltn=to)0o 4 Z elltn=tit1) ..
i=0



En appliquant ce lemme a (2.10), et en utilisant (1.7), on obtient

n—1

tit1
‘en‘ S 6L(tn-t0)|60| +w(y/’ h)z eL(tn—ti+1)/ dS
i=0 ti

noloptig
< eltn=t0) | o] + w(y's h) Z/ eltn=9) g
i=0 vt

eL(tn*tO) — 1

< M0 e +w(y'sh)————— (s L#0)
donc
L eL(tn—to)—l
[9(t) = ya| < "0 — | + w(y/; h)——F—— siL#0. (110)
(si L =0, (1.10) reste vrai a condition de remplacer M par (t, —to)).

Si on suppose de plus que y € C?[to,ts], on déduit de méme de (2.10) et
(2.9)

tn
Y (tn) — yn| < L0y — | + h/ el =3/ (5)|ds. (1.11)

to

1.4 Méthodes numériques 4 un pas

On appelle méthode a un pas une méthode permettant de calculer 4,11 a
partir de la seule valeur antérieure y,. Une méthode & r pas est au contraire
une méthode qui utilise les r valeurs antérieurs yy, ..., yn—r+1 (valeurs qui
doivent donc étre mémorisées) afin de faire le calcul de yp41.

1.4.1 Définition

Les méthodes & un pas sont les méthodes de résolution numérique qui
peuvent s’écrire sous la forme

Yn+1 = Yn + hn(p(tna Yn, hn); 0<n<N,

ou @ : [to,tf] x R x R — R est une fonction que I'on supposera continue.
Dans la pratique, la fonction ®(¢,y, h) peut n’étre définie que sur une partie
de la forme [to,tf] x J x [0,0] o J est un intervalle de R (de sortie en
particulier que [to,t¢] x J soit contenu dans le domaine de définition de
I’équation différentielle).

Exemple 1.1 La méthode d’Fuler est la méthode a un pas associée a la
fonction ®(t,y,h) = f(t,y), et définie par la formule de récurrence

Yntl = Yn + hnf(tna yn)



1.4.2 Meéthode de Taylor d’ordre p

Supposons que f soit de classe CP, alors toute solution exacte y(.) est de
classe CPT1 et sa dérivée k-ieme est y®) (1) = fF=U(¢, y(t)). La formule de
Taylor d’ordre p implique

Y(tn + hn) +Zk, RE =t y(t,)) + O(RR).

Lorsque h,, est assez petit, 'approximation est d’autant meilleure que p est
plus grand. On est donc amené & considérer l'algorithme suivant, appelé
méthode de Taylor d’ordre p :

p
Yn+l = Yn + Z %hﬁf[k_l] (tm yn)a
k=1
nt1 =1tn + hna

D’aprés la définition générale des méthodes & un pas, cet algorithme cor-

p

respond au choix ®(t,y,h) = > %hk_lf[k_” (t,y). Calculons erreur de
k=1

consistance &,. En supposant y,, = y(t,), la formule de Taylor d’ordre p + 1

donne
en = Y(tnt1) — yn+1
y(tn + hy) Zk'h

(pjl), W P ) + 00,

L’erreur est donc de ordre de hﬁ“. On dira d’une maniére générale qu'une
méthode est d’ordre p si I’erreur de consistance est en [ chaque fois que
f est de classe CP au moins. La méthode d’Euler est le cas particulier p = 1
de la méthode de Taylor.

Remarque 1.1 Dans la pratique, la méthode de Taylor souffre de deuz in-
convénients graves qui en font généralement déconseiller 'utilisation pour
p=2:

— Le calcul des quantités I est souvent compleze et codteus en temps
machine. Il faut aussi pouvoir évaluer explicitement f[k], ce qui n’est
pas toujours le cas (par exemple, si f est une donnée expérimentale
discrétisée).

— la méthode suppose a priori que f soit tres réguliére, les erreurs risquent
donc de ne pas pouvoir étre contrélées si certaines dérivées de [ pré-
sentent des discontinuités ou une mauvaise continuité (pentes élevées).



1.4.3 Meéthode du point milieu

L’idée est que la corde de la fonction y sur [t,¢ + h] a une pente voisine
de ¢/(t + %), alors que dans la méthode d’Euler on approxime brutalement
cette pente par y/(t). On écrit donc :

y(t+h) ~y(t) +hy'(t + g) (1.12)

Si y est de classe C3, il vient
1 1
y(t+h) =y(t) +hy'(t) + §h2y"(7ﬁ) + ghg’y’"(t) +O(h?);

h 1 1
y'(t+ 5) = y'(t) + §hy’(t) + gth’”(t) + 0(h?)
L’erreur comise est donc :

h

e = ylt+h) —y(t) — hy/ (6 + 5) = 5 W) + O

Soit une erreur en 3 au lieu de h? dans la méthode d’Euler. On a par ailleurs

Y+ 2)= Ft+ oyl 5))

Comme la valeur de y(t + %) n’est pas connue, on 'approxime par
h h
y(t+3) = y(t) + 5 (L) (113)

d’oul en définitive

e+ h) =~ (o) +hf (1 2 () + (L),

L’algorithme du point milieu est associé au choix
h h

et donne lieu au schéma numérique

yn+% =Yn + thf(tnayn)7
Pn = f(tn + %7yn+%)a
Yn+1 = Yn + hnpn,

75n+1 =ty + hna

En utilisant les approximations faites en (1.12) et (1.13), on calcule l'er-
reur de consistance, et on en déduit que la méthode du point milieu est
d’ordre 2.
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1.4.4 Meéthodes consistantes, stables et convergentes

Définition 1.5 On dit qu’une méthode est consistante si pour toute solu-
tion ezacte y(.) la somme des erreurs de consistances relatives a y(.), soit

> lenl, tend vers 0 quand hya, tend vers 0.
0<n<N

Une autre notion fondamentale est la notion de stabilité. Dans la pra-
tique, le calcul récurrent des points y,, est en effet entaché d’erreurs d’arrondi
en. Pour que les calculs soient significatifs, il est indispensable que la propa-
gation de ces erreurs reste contrélable. On est amené a la définition suivante :

Définition 1.6 On dit que la méthode est stable s’il existe une constante
S >0, appelée constante de stabilité, telle que toutes suites (yn),(Yn) définies
par

Yn+l = Yn + hnq)(tnayna hn)a 0<n<N

yn~+1 = y~n + hnq)(tnay;hhn) + en, 0<n<N

on ait

- < - .
ngang Y — ynl < S(|%0 — yol + Z lenl)
0<n<N

Autrement dit, une petite erreur initiale |jo—yo| et de petites erreurs d’arron-
dis e,, dans le calcul réccurent de g, provoquent une erreur finale maz|y, —yn|
contrélable. Une dérniére notion importante est la suivante :

Définition 1.7 On dit que la méthode est convergente si pour toute solution
exacte y(.), la suite y, telle que

Yn+1l = Yn + hnq)(tna Yn, hn) vérifie

— oyt 0
OgLaSXNIyn y(tn)| —

quand yo — y(to) et quand hper — 0

1.4.5 Meéthode de Runge-Kutta

Principe Général On considére un probléme de Cauchy

{ Yy =fty),  teltotyl,
y(to) = Yo,

et on cherche a discrétiser ce probléme par rapport & une subdivision
to < tp < ... <ty = ty. L'idée est de calculer par réccurence les points
(tn,yn) en utilisant des points intérmédiaires (¢, ;,yn,i) avec

tn,i =t + Cihn, 1<1<q, ¢ € [0, 1]

11



A chacun de ces points, on associe la pente correspondante

Pni = f(tnﬂ'a yn,z)
Soit ¢ une solution exacte de I’équation. On a

tn,i

y(tn,i) = y(tn) + ; f(tvy(t))dt

=y(tn) + hn/ ftn 4+ uhp, y(t, + uhy))du
0

grace au changement de variable t = t,, + uh,. De méme

1
Y(tnsr) = y(tn) + / F(tn + hn, y(tn + uha)du
0

On se donne alors pour chaque ¢ = 1,2,...,¢ une méthode d’intégration
approchée
Ci
| atde= Y asa) (1.14)
0 1<5<i

ces méthodes pouvant étre a priori différentes. On se donne également une
méthode d’intégration approchée sur [0, 1] :

1
/g(t)dt: > bigley). (1.15)

0 1<j<q

En appliquant ces méthodes a g(u) = f(t, + uhy, y(t, + uhy,)), il vient

Y(tni) = y(tn) + hn Z ij f(tnj, y(tn5)),
1<<i

Y(tnt1) = y(tn) + ha Z bjf(tn.js y(tn.j))

1<j<q

La méthode de Runge-Kutta correspondante est définie par ’algorithme

;

tn,i =1n+ Cihna

Yni = Yn +hn D aijpny, 1<i<gq
1<5<i - =7

Pni = f(tn,i7 yn,i)

tn-l—l =tn+ hn7

Yntl = Yn + hn E bjpn,ja
1<5i<q

12



On la représente traditionnelement par le tableau

(Ml) C1 0 0 e 0 0
(MQ) C9 a1 0 . 0 0

0 O
(My) ¢q | aq agp -+ ag-1 0
(M) by by - b1 by

Ou les méthodes d’intégration approchées cerrespondent aux lignes. On pose
par convention a;; = 0 pour j > i.

Exemples
Exemple 1.2 Pour g =1, le seul choiz possible est

00
1

On a ici
c1 =0,a11 = 0,01 = 1. L’algorithme est donné par

Pn,1 = f(tmyn)a
lnt1 =1tn + hn,
Yn+1l = Yn + hnpn,h

1l s’agit de la méthode d’Euler.

Exemple 1.3 Pour g =2, on considére les tableauz de la forme

0 0 0

a a 0
R

[ 1-9 o

L’algorithme s’écrit ici

Pni1 = J(tnsYn),

tho =tn + ahy,

Yn,2 = Yn + ahnpn,h

Pn2 = f(tn2,Ynz2),

tn-l—l =tn+ hna

Ynt1 = Yn + ha((1 — i)pn,l + ipnﬂ)a

ou encore, sous forme condensée :

1 1
Yn+1 = Yn + hn(<1 - %)f(tmyn) + %f(tn + ahp, yn + ahnf(t7yn)>)a

13



— Pour a = %, on retrouve la méthode du point milieu

hn,

hy

qui est basée sur la méthode d’intégration du point milieu :

1
an [ atde= g(3)

— Pour aa =1, on obtient la méthode de Heun :
1 1
Yn+1 = Yn + hn(if(tn,yn) + §f(tn+1a Yn + o f (tn, yn)))7
qut repose sur la méthode d’intégration des trapézes :
! 1
an [ g = 50) + o(1).

Exemple 1.4 Méthode de Runge-Kutta "classique" :
1l s’agit de la méthode définie par le tableau

040 0 0 O

L1
2 |2

D=
(<1 )
[N
=

14



L’algorithme correspondant s’écrit

Pt = f(tn;yn),

tno = tn + 2hn,

Yn2 = Yn + 5hnpn1,

Pn2 = [(tn2,Yn2),

Yn3 = Yn + 3hnpn2,

Pn3 = f(tn2,Yn3), noter que ty3=1ty2
tny1 =ty + hy, noter que tp 4 = tn41
Yna = Yn + hnPn3,

Pna = f(tn—i-l’ yn,4)7

Yn+l = Yn + hn(%pn,l + %pn,2 + %pn,?) =+ %pn,4)7

Cette méthode est d’ordre 4. Dans ce cas les méthodes d’intégration (1.14)
et (1.15) utilisées sont respectivement :

1
2 1
(M2) /2 g(t)dt ~ 59(0) : rectangles a gauche,
0 2 11
(Ms) / g(t)dt ~ 59(5) : rectangles a droite,
0
1
1
(Ms) / g(t)dt ~ g(i) : point milieu,
0

)+ —g9(z) + 1g(l) : simpson.

Ordre de la méthode de Runge-Kutta

Théoréme 2 [7] La méthode de Runge-Kutta définie par le tableau des co-
efficients c;, a;5,b; est
— d’ordre > 2 ssi ) ;bjc; =
— d’ordre > 3 ssi y_; bjc;

N[ N | =



— d’ordre > 4 ssi

Zb ajcj = Zba] = Zbclawcj

1

8

1
Zb ik CL = T
.5,k

On voit ainsi que la méthode d’Euler est d’ordre 1, et que les méthodes
de 'exemple (1.3) sont d’ordre 2. De plus, dans une méthode avec g = 2, il
y a a priori un seul coefficient a;; non nul, & savoir o = ag1. On a alors

= Y agj = «a et la méthode est d’ordre 2 au moins ssi

j<2

Zb]’Cj = bQOé = %, soit b2 == i et b1 = 1*b2 = 1** On voit donc
qu’il n’y avait pas d’autres choix possibles pour une methode d’ordre 2 avec
g = 2. Enfin, la méthode Runge-Kutta "classique" présentée dans I’exemple
(1.4) est d’ordre 4. C’est si l'on peut dire la "méthode reine" des méthodes a
un pas : ordre élevé, grande stabilité. Il existe des méthodes d’ordre encore
plus élevé, mais leur plus grande complexité les rend peut-étre un peu moins
praticables.

Contréle du pas

La maniére la plus simple d’utiliser une méthode de résolution numérique
consiste & utiliser un pas constant h,, = h. La principale difficulté est alors
de déterminer A4, de facon que 'erreur globale ne dépasse pas une certaine
tolérence e fixée & I'avance; on ne sait pas en effet quelle sera 1’évolution de
la solution étudiée, de sorte qu’il est difficile de prévoir a priori les erreurs de
consistance. L’utilisation d’algorithmes & pas variables présente de ce point
de vue deux avantages majeurs :

— ladaptation du pas a chaque étape permet d’optimiser ’erreur com-
mise en fonction de la tolérence prescrite e, sous réserve qu’on dispose
d’une estimation "instantanée" de erreur de consistance &,,.

— ’approche d’une discontinuité ou d’une singularité de 1’équation dif-
férentielle ne peut se faire généralement qu’avec une réduction im-
portante du pas. Dans cette circonstance, il convient d’arréter 1’algo-
rithme avant de traverser cette discontinuité, faute de quoi les erreurs
deviennent imprévisisbles. Le calcul du pas sert alors de test d’arrét.
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1.5 Meéthodes a pas multiples

On appelle méthode numérique a r + 1 pas toute méthode numérique de
la forme
Yn+1 = \I/(tna Yns P oo by Yn—rs hn—r)

L’intérét de ces méthodes vient du fait qu'on peut obtenir un ordre élevé
pour une compléxité de calcul nettement inférieure a celle des méthodes de
Runge-Kutta. L’un des problémes essentiels, néanmoins, est de s’assurer que
la stabilité numeérique reste suffisement bonne.
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Chapitre 2

Controle Optimale

Introduction

La théorie du controle (ou commande) analyse les propriétés des sys-
témes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande (ou
controle). Le but est alors d’amener le systéme d’un état initial donné a
un certain état final, en respectant éventuellement certains critéres. L’objec-
tif peut étre de détérminer des solutions optimales pour un certain critére
d’optimalité (controle optimale, ou commande optimale). Les domaines d’ap-
plications sont multiples : aérospatiale, automobile, robotique, aéronotique,
internet et les communications en général, mais aussi le secteur médical, chi-
mique, génie des procédés,...etc. Du point de vue mathématique, un systéme
controle est un systéme dynamique dépendant d’'un paramétre dynamique
appelé le contréle. Pour le modéliser, on peut avoir recours & des equations
différentielles, intégrales, fonctionnelles aux différences finies, aux dérivées
partielles, stochastiques,..etc.

Pour cette raison, la théorie du contréle est a l'interconnexion de nom-
breux domaines mathématiques. Les controles sont des fonctions ou des pa-
ramétres, habituellement soumis & des contraintes. Une fois le probléme de
controlabilité résolu, on peut de plus vouloir passer de I’état initial a 1’état fi-
nal en minimisant un certain critére ; on parle alors d’un probléme de controle
optimale.

La théorie moderne du contréle optimale a commencé dans les années
50, avec la formulation du principe du maximum de Pontryagin, qui géné-
ralise les équations d’Euler-Lagrange du calcul des variations. De nos jours,
les systémes automatisés font complétement partie de notre quotidien, ayant
pour but d’améliorer notre qualité de vie et de faciliter certaines taches : sys-
téme de freinage ABS, assistance & la conduite, servomoteurs, thermostats,
circuits frigorifiques, controle des flux routiers, ferroviaires, aériens, bour-



siers, photographie numérique, lecteurs CD et DVD, réseaux informatiques,
moteurs de recherche internet, circuits électriques, électroniques, télécom-
munications en général, raffinage pétrolier, chaines industrielles de montage,
peacemakers et autres systémes médicaux automatisés, opérations au laser,
robotique, satellites, guides aérospatiaux,... la liste est infinie, les applica-
tions concernent tout systéme sur lequel on peut avoir une action, avec une
notion de rendement optimal.

2.1 Formulation du probléme

Soit un systéme (S) (physique, biologiquee, économique,...) caractérisé a
chaque instant ¢ par un état z(t) € R™ et que l'on peut controler a l'aide
d’une commande u(t) € R™. Evolution du systéme : #(t) = f(¢, z(t), u(t)).
On cherche la commande u qui fait passer (S) d’un état initial & un état final
donné en minimisant un certain critére (objectif) (consommation,énergie,...).

2.1.1 Formulation générale (Probléme de Bolza)

On appelle probléme de contréle optimal sous forme de Bolza, tout pro-
bléme noté (P) du type :

Min  J(x,u) = g(to, x(to), ty, 2(ts)) + [, F(t,x(t), u(t))dt,
o(t) = f(t,x(t),u(t)), € [to,ty]
u(t) e U C R™,

Wo(to, z(to)) = 0,

Wy (ty,z(ty)) =0,

\

Ty :R x R® — RP
¥y R x R® — R4

Le cas linéaire :

{ i(t) = Az(t) + Bu(t), t € [to,tf]
z(0) = xo

avec A dans M,,(R) et B dans M,, ,,(R)

2.2 Controlabilité

Définition 2.1 (Ensemble Accessible) L’ensemble des points accessibles
a partir de xg en un temps T > 0 est définie par :

Ace(xo, T) = {zy(T)\u € L=([0,T],U)}
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ot xy(.) est la solution du systéme controlé associée 4 w. Autrement dit
Acc(zo,T) est l'ensemble des extrémités des solutions du systéme controlé
au temps T, lorsqu’on fait varier le contréle w. Pour la cohérencee, on pose
Acc(x0,0) = xg.

Théoréme 3 [20] Soient T > 0 et o € R™. Alors pour tout t € [0,T],
Acc(xo,t) est compact, conveze et varie contindment avec t € [to,ty].

Proposition 2.1 [20] On suppose que xo = 0 et U = R™. Alors, pour tout
t >0, l’ensemble Acc(0,T) est un sous-espace vectoriel de R™. De plus, pour
tout 0 < t1 < t2, on a Acc(0,t1) C Ace(0,t2).

Définition 2.2 (Controélabilité) Le systéme controlé est dit controlable
en temps T si Acc(zo,T) = R"™, i.e, pour tous xo,z1 € R™, il existe un
controle u tel que la trajectoire associée relie xg a x1 en temps T.

Théoréme 4 [20] On suppose U = R™ (pas de contrainte sur le controle).
Le systeme ©(t) = Ax(t) + Bu(t) est contrélable en temps T quelconque si et
seulement si la matrice C = (B, AB, ..., A" 'B) est de rang n. La matrice
C' est appelée matrice de Kalman, et la condition rg C = n est appelée
condition de Kalman.

2.2.1 Cas avec contraintes sur le controdle

Corollaire 2.1 [20] Sous la condition de Kalman précédente, si 0 € U° alors
lensemble accessible Acc(xg,t) en temps t contenant un voisinage du point
exp(tA)xg.

Remarque 2.1 Les propriétés de contrélabilité globale sont reliées aux pro-
priétés de la stabilité de la matrice A. Par exemple, il est clair que si :

1. La condition de Kalman est remplie,
2.0eUY,

3. Toutes les valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle stricte-
ment négative (i.e la matrice A est stable),

alors tout point de R™ peut étre conduit a [’origine en temps fini.

Théoréme 5 [20] Soit b € R" et U C R un intervalle contenant 0 dans son
intérieur. Considérons le systéeme (t) = Axz(t) + bu(t), avec u(t) € U. Alors
tout point de R™ peut étre conduit a 'origine en temps fini si et seulement
st la paire (A, b) vérifie la condition de Kalman et la partie réelle de chaque
valeur propre de A est inférieur ou égale a 0.
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2.2.2 Controlabilité dans le cas non lineaire

Définition 2.3 Considérons pour le systéme :
w(t) = f(t,x(t),u(t)); 2(0) =z (2.1)

le probléeme de contrdle suivant : étant donné un point x1 € R™, trouver
un temps T et un controle u sur [0,T] tel que la trajectoire x, associée a
u, solution de (2.1) vérife : x,(0) = zo, xu(T) = x1. Ceci conduit a la
définition swivante : Soit T > 0. L’application entrée-sortie en temps T du
sytéme controlé (2.1) initialisé a xo est U'application :

Er:U—R"

u — x4,(T)

ou U est l'ensemble des contréles admissibles, i.e l'ensemble de controles
u tels que la trajectoire associée est bien définie sur [0,T]. Autrement dit,
Uapplication entrée-sortie en temps T associe a un contréle u le point final
de la trajectoire associée 4 u.

Définition 2.4 L’ensemble accessible en temps T pour le systéme (2.1),
noté Acc(xo,T'), est l'ensemble des extrémités au temps T des solutions du
systeme partant de zo au temps t = 0. Autrement dit c’est ['image de ’ap-
plication entrée-sortie en temps T .

Définition 2.5 Le systéme (2.1) est dit contrélable (en temps quelconque)
depuis xg St :
R"™ = U Acc(zo,T)

T>0

Il est dit controlable en temps T si R™ = Acc(xo, T)

Proposition 2.2 [20] Considérons le systéme (2.1) ou f(zo,uo) = 0. No-
tons A = %(mo,uo) et B = g—i(wo,uo). On suppose que :

rg(B,AB,..., A" 'B) =n
Alors le systéme est localement controlable en xq.

Définition 2.6 Soit u un contréle défini sur [0,T] tel que sa trajectoire as-
sociée x,, issue de x(0) = xo est définie sur [0,T]. On dit que le controle
u (ou la trajectoire x,) est singulier sur [0,T] si la différentielle de Fréchet
dE7(u) de Uapplication entrée-sortie au point u n'est pas surjective. Sinon
on dit qu’il est régulier.
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2.3 Définitions

Définition 2.7 1. On appelle commande admissible toute fonction
u € Mes([0,T],R™), Mes([0,T],R"™) étant l’espace des fonctions me-
surables [0, T] — R™, telle qu’il existe x € AC([0,T],R"™),
(AC étant l'espace des fonctions dites "absolument continues”), véri-
fiant :

(a) Uapplication t — f(t,z(t),u(t)) appartient a L*([0,T],R™).
(b)

(¢) u(t) € U presque partout sur [0,T].
2. la fonction x associée est appelée trajectoire admissible.

3. On appelle commande optimale, toute commande admissible solution
de (P) et état optimal I’état associé.

2.4 Temps-Optimalité

2.4.1 Existence de trajectoires temps-optimales

Il faut tout d’abord formaliser, a I’aide de Acc(zo,t), la notion de temps
minimal. Considérons le systéme contrélé dans R™ ou les contrdles u sont a
valeurs dans un compact d’intérieur non vide U C R™. Soient x( et 1 deux
points de R™. Supposons que z; soit accessible depuis xg, c’est & dire qu’il
existe au moins une trajectoire reliant xg a x1, on aimerait caractériser celles
qui le font en temps minimal ¢*.

Si t* est le temps minimal, alors pour tout t < t*, z1 ¢ Acc(xo,t) (en
effet sinon z; serait accessible a partir de zp en un temps inférieur a t*). Par
conséquent, t* = inf{t > 0\z1 € Acc(zo,t)}.

2.5 Condition nécessaire d’optimalité : principe du
maximum dans le cas linéaire

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un controle soit optimal.

Théoréme 6 [20] Considérons le systéme de contréle linéaire :

x(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)

:C(to) = X.
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ot le domaine de contraintes U C R™ sur le contréle est compact. Soit
tr > 0. Le controle u est optimale sur [to,ts] si et seulement s’il existe une
solution non triviale p(t) de l’équation :

p(t) = —p(t)A(t) telle que
p(t)B(t)u(t) = r&agp(t)B(t)v- (2.2)

pour presque tout t € [to,tf]. Le vecteur ligne p(t) € R™ est appelé vecteur
adjoint.

Remarque 2.2 Dans le cas mono-entrée (controle scalaire), et si de plus
U = [—a,a] ot a >0, la condition de mazimisation implique immédiatement
que u(t) = a x signe(p(t)B(t)). La fonction ¢(t) = p(t)B(t) est appelée
fonction de commutation, et un temps t. auquel le contréle optimal change
de signe est appelé un temps de commutation. C’est en particulier un zéro
de la fonction .

2.6 Theéorie linéaire-quadratique

On g’interesse aux systémes de controle linéaires avec un colt quadra-
tique. Ces systémes sont d’une grande importance en pratique. En effet un
colit quadratique est souvent trés naturel dans un probléme, par exemple
lorsqu’on veut minimiser 1’écart au carré par rapport & une trajectoire nomi-
nale (probléme de poursuite). Par ailleurs méme si les systémes de controle
sont en général non linéaires, on est souvent amené 4 linéariser le systéme le
long d’une trajectoire, par exemple dans des problémes de stabilisation.

Nous allons donc considérer un systéme de controéle linéaire dans R”™ :
i(t) = A@)z(t) + B(t)u(t), 2(0) = xo, (2.3)

muni d’un cott quadratique du type :

T
C(u) = 2/(T)Qz(T) + /0 (@ (W (t)x(t) + o' ()U(t)u(t))dt, (2.4)

Remarque 2.3 Ici le signe (') désigne la transposée.

Ou T > 0 est fixé, et o, pour tout ¢ € [0,T],U(t) € My, (R) est syme-
trique définie positive, W (t) € M, (R) est symétrique positive, et @ € M, (R)
est une matrice symétrique positive. On suppose que les dépendances en t
de A, B,W et U sont L*> sur [0,7]. Par ailleurs le cott étant quadratique,
I’espace naturel des controles est L2([0, T, R™).

Le probléme de contréle optimal est alors le suivant , que nous appelerons
probléme LQ (Linéaire-Quadratique).
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2.6.1 Probléme LQ

Un point initial g € R™ étant fixé, 'objectif est de déterminer les trajec-
toires partannt de zy qui minimisent le cotut C(u). Notons que 'on n’impose
aucune contrainte sur le point final z(7"). Pour toute la suite, on pose :
l2(®)[[f = 2" (OW ()x(t), [lu®)lf = ' (U ()u(t), et g(z) = 2'Qu; de sorte
que :

T
C(u) = g(x(T)) +/O (lz @)1 + lu®)7)dt

2.6.2 Existence de trajectoires optimales
Introduisons ’hypothése suivante sur U :
T T
o > 0\Wu € L2([0, T], R™) / lu()[2dt > a / dBubdt (25)
0 o)

Par exemple cette hypothése est vérifiiée si I'application ¢ — U(t) est conti-
nue sur [0,7] et T' < +o00, ou encore qu'il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour tout t € [0,7] et pour tout vecteur v € R™ on ait v'U(t)v > cv'v.
On a le théoréeme d’existence suivant :

Théoréme 7 [20] Sous U'hypothése (2.5), il existe une unique trajectoire
minimisante pour le probléme L(Q).

Remarque 2.4 (Extension du théoréme) Si la fonction g apparaissant
dans le codt est une fonction continue quelconque de R™ dans R, et/ou si
le systéme de contréle est perturbé par une fonction r(t), alors le théoréme
précédent reste vrai.

Remarque 2.5 (Cas d’un intervalle infini) Le théoréme est encore va-
lable si T = +o00, avec g = 0, pourvu que le systeme (2.3) soit contrélable

(en temps quelconque).

Proposition 2.3 [20] Considérons le probléme de déterminer une trajec-
toire solution de :

(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r(t)
sur [0, 4o00] et minimisant le codt :
e 2 2
C(u) :/0 (=@l + llu@®)llz)de
Si le systéme est controlable en un temps T > 0, et si Uhypothése (2.5) est

vérifiée sur [0, +o0], alors il existe une unique trajectoire minimisante.
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2.6.3 Condition nécessaire et suffisante d’optimalité : prin-
cipe du maximum dans le cas LQ

Théoréme 8 [20] La trajectoire x, associée au contréle u, est optimale pour
le probléme LQ si et seulement s’il existe un vecteur adjoint p(t) vérifiant
pour presque tout t € [0,T] :

B(t) = —p()A(t) + 2" ()W (2) (2.6)

et la condition finale :
p(T) = —2'(1)Q (2.7)

De plus le controle optimal u s’écrit, pour presque tout t € [0,T] :
u(t) =U(t) "' B'(t)p'(t) (2.8)

Remarque 2.6 Sile systéme de controle est perturbé par une fonction r(t),
alors le théoréme précédent reste vrai. Il le reste, de méme, si la fonction g
apparaissant dans le cot est une fonction C' quelconque de R™ dans R, sauf
que la condition finale sur le vecteur adjoint (2.7) devient :

p(T) = — 5 Vo(a(t)) (29)

Remarque 2.7 Dans le cas d’un intervalle infini (T = 400), la condition
devient :
lim p(t) =0 (2.10)

t——+o0

Remarque 2.8 Définissons la fonction H : R" x R™ x R™ — R par :
1
H(x7p¢ u) = p(Al‘ + BU) — §(CU,W33 + ’LL/UU),

en utilisant toujours la convention que p est un vecteur ligne de R™. Alors
les équations données par le principe du mazimum LQ s’écrivent :

OH

T =—=Ax+ Bu
Op
H
p——a—:—pA—Fx’W
ox
et SH
o0 =

puisque pB — u'U = 0.
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2.7 Théorie du contréole optimal non linéaire

2.7.1 Probléme de Lagrange

Ce probléme simplifié est le suivant. On cherche des conditions nécessaires
d’optimalité pour le systéme :

z(t) = f(t,z(t),u(t)), (2.11)

ou les controles u(.) € U sont définis sur [0,7] et les trajectoires associées
doivent vérifier #(0) = z¢ et (T') = x1, le probléme est de minimiser un
cout de la forme :

T
I = [ Ffta(e) u(o)i (212
0
ou T est fixé. Associons au systéme (2.11), le systéme augmenté suivant :

w(t) = f(t x(t),u(t)),
0(t) = fO(t, 2(t), u(t)), (2.13)

et notons & = (x,29), f= (f, f9). Le probléme revient donc & chercher
une trajectoire solution de (1.13) joignant les points i = (z0,0) et &; =
(21,2%(T)) et minimisant la derniére coordonnée 2°(T'). L’ensemble des états
accessibles a partir de Zp pour le systéme (1.13) est :

AEC('%Ov T) = Uu()i'(T7 Zo, u)

Théoréme 9 (Principe du maximum faible) [20] Si le contréle u asso-
cié au systéeme de controle (2.11) est optimal pour le codt (2.12), alors il
existe une application p(.) absolument continuee sur [0,T], a valeurs dans
R™, appelée vecteur adjoint, et un réel p° < 0, tels que le le couple (p(.),p°)
est non trivial, et les équations suivantes sont vérifiées pour presque tout
te[0,T7].

CL’(t) = 87p(t7x(t)7p(t)ap07u(t)) (214)
. OH
p(t) = 7%(75)33(071)(75)’1)0’“(7&)) (215)
OH
%(ta x(t),p(t),po,u(t)) =0 (216)
ot H est I” Hamiltonien associé au systéeme (2.11) et au codt (2.12).
H(t,z,p,p° u) =< p, f(t,2,u) > +p"fO(t, 2,u) (2.17)

Définition 2.8 L’Hamiltonien associé au probléme (P) est la fonction :
H:RxR"xR™xR"—R
(t’ $7p7u) = H(t7l'7p?u) = F(t7$’ u)+ < p?f(t’ x?“) >

ot < . > est le produit scalaire usuel de R™.
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Le probléme de controle optimal (P) est un probléme d’optimisation en
dimension infinie que I’on peut écrire :

Min J(z,u),
(x,u) € AC([0,T],R™) x Mes([0,T],R™),

u € Uyg C Mes([0,T],R™),

A(z,u) =0,

ou : U,q =ensemble des commandes admissibles.

avec

g, { AC(]0,T),R™) x Mes([0,T],R™) — L*([0,T],R"),
' (@, u) = (t — () — f(E,2(t),u(t)),

' AC([0,T],R™) — RP,
o : { x— Uy(0,2(7)),

[ AC(0,T],R") — RY,
1 {x»—»\Pl(T,x(T)),

Le lagrangien associé au probléme (P), s’écrit :
L(z,u,\) = J(z,u)+ < A(z,u), A >
Si on note A = (p, o, p41) on a :

T
L(z,u,\) = ¢(0,2(0), T, z(T) —i—/o I(t,z(t),u(t))dt

T
+ /0 ((t) — £(t,2(t), u(t))\p(£))dt
T (Wo(0, 2(0))\po) + (W1 (T, 2(T))\ )

Les conditions nécessaires de solution du probléme (P) ont été établies par
Pontryaguin en 1962.
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Théoréme 10 [8/[Théoréme de Pontryaguin(Principe du Mazimum)]

Sous les hypothéses suivantes :

1. Il eziste une paire (z,u) € AC([to,tf],R™) x Mes([to,t¢], R™) admis-
sible pour le probléme (P).

2. f etl sont de classe C° par rapport a u et de classe C' par rapport
tetx.

3. g, U et Wy sont de classe C* par rapport a = si (x*,u*) est une paire
optimale pour (P) alors :

(a) Il existe p* # 0 € AC([tg, 3], R") tel que (z*,p*) vérifie :
(t) _%%(t7m*(t)7 *<t),p*(t)) = f(tv x*(t)7U*(t))a
(

pr(t) =

(b) Pour presque tout t € [i5, 3] la commande uw*(t) minimise I’Ha-
miltonien :

u*(t) = argmin  H(t,z*(t),v,p"(t))

(c) 1l eziste (kj, k7) # 0 € RP x R? tel que : Conditions de transver-

salité :
Wo(tg, x(t5)) = 0,
Uy (ty,2(t7)) =0
pH(t5) = 22 (t5, 2" (o), £}, K, K7),
pH(th) = — 22 (5, 2™ (to), th, o™ (), K§, K1),
avec

RxR"” xR xR"” x RP x RT — R,

(to, xo,tf,xp, ko, k1) — P(to, zo,ty, 25, Ko, k1) = g(to, o, ty, xy) + (Yo(to, z0)\Ko)
+(Wi(ty, zp)\k1)

— Sity est libre on a :

0P

H(to, 2" (to), u”(to), p"(t0)) — 5

to, o (), t7, 2 (t}), Kgs K1) =0
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- S5 t} est libre :

Kk (g% * (g * (g oo KR\ gk k(g% x ok
H<tf7x (tf)7u (tf)7p (tf))+ 8 (t07 (tO)atf7x (tf)vﬁﬂv’%l) =0

1. On cherche les commandes H-minimales : Pour t € [to,ts] firé on
résout :

{ Min,cuH(t, z(t),v,p(t)) — u*(t) = u*(t, z(t), p(t)),

2. On injecte la solution obtenue en (1) dans les systémes différentiels en
(z,p) et on obtient un systéme différentiel aux deux bouts. (Two Point
boundary value Problem=TPBVP) de 2n équations.

2.8 Meéthodes numériques en controle optimale

On distingue deux types de méthodes numeériques en controéle optimal : les
méthodes directes et les méthodes indirectes. Les méthodes directes consistent
& discrétiser ’état et le contréle, et réduisent le probléme a un probléme
d’optimisation non linéaire (programmation non linéaire, ou "nonlinear pro-
gramming"). Les méthodes indirectes consistent & résoudre numeériquement,
par une méthode de tir ("shooting method"), un probléme aux valeurs li-
mites obtenu par application du principe du maximun, il existe aussi des
méthodes hybrides, qui sont un mélange des deux approches.

2.8.1 Meéthodes Indirectes
Méthode de tir simple

Le principe est le suivant. Considérons le probléme de controle optimal
sous forme de Bolza, et supposons que le temps final ¢ est fixé. Le prin-
cipe du maximum donne une condition nécessaire d’optimalité et affirme
que toute trajectoire optimale est la projection d’une extrémale. Si I'on est
capable, a partir de la condition de maximum, d’exprimer le controle ex-
trémal en fonction de (z(t),p(t)), alors le systéme extrémal est un systéme
différentiel de la forme 9(t) = F(t,9(t)), ou 9(t) = (z(t), p(t)), et les condi-
tions initiales, finales, et les conditions de transversalité, se mettent sous la
forme R(¥(to),¥(tf)) = 0. Finalement, on obtient le probléme aux valeurs
limites

it) = F(t, 0(2)),
{R< W(to),D(tp)) = 0, (2.18)

Notons ¥(t, Jp) la solution du probléme de Cauchy.
I(t) = F(t,9(t), 9(to) = Do
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et posons G(¥9) = R(Yo,¥(ts,0)). Le probleme (1.19) aux valeurs limites
est alors équivalent a
G(Wy) =0

i.e, il s’agit de déterminer un zéro de la fonction G. Ceci peut se résoudre
par une méthode de Newton.

Remarque 2.9 Si le temps final ty est libre, on peut se ramener a la for-
mulation précedante en considérons ty comme une inconnue auxiliaire. On
augmente alors la dimension de ’état en considérons l’équation supplémen-
taire dd%f = 0. On peut utiliser le méme artifice si le controle est bang-bang,
pour déterminer les temps de commutation. Il peut cepedant s’avérer préfé-
rable, lorsque le temps final est libre, d’utiliser la condition de transversalité

sur le Hamiltonien.

Meéthode de tir multiple

Par rapport & la méthode de tir simple, la méthode de tir multiple dé-
coupe l'intervalle [to,tf] en N intervalles [t;,t;11], et se donne comme in-
connues les valeurs ¥(¢;) au début de chaque sous-intervalle. Il faut prendre
en compte des conditions de recollement en chaque temps ¢; (condition de
continuité). Lintérét est d’ameéliorer la stabilité de la méthode.

De maniére plus précise, considérons un probléme de contréle optimal
générale. L’application du principe du maximum réduit le probléme & un
probléme auz valeurs limites du type

Fo(t,ﬂ(t)), sitg <t<ty
i) = oy = § Uk shstsn -
Fy(t,9(t), sit,<t<t;

ott ¥ = (z,p) € R?" (p est le vecteur adjoint), et ty,ta,...,ts € [to, tf].

Remarque 2.10 A priori le temps final t; est inconnu. Par ailleurs dans
la méthode de tir multiple le nombre s de commutations doit dtre fizé; on le
détermine lorsque c’est possible par une analyse géométrique du probléme.

La méthode de tir multiple consiste a subdiviser I'intervalle [to,t¢] en N
sous-intervalles, la valeur de ¥(t) au début de chaque sous-intervalles étant
inconnue. Plus précisemment, soit tg < 01 < ... < 0} < ty une subdivision
fixée de l'intervalle [to,ts]. En tout point o; la fonction ¥ est continue. On
peut considérer o; comme un point de commutation fixe, en lequel on a :

{ Io}) = 0(oy),

. —_— * A
0j =0}, fixé
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On définit maintenant les noeuds

{7’1, R ,Tm} = {to,tf} U {01, . ,O’k} U {tl, . ,ts} (2.19)

Finalement on est conduit au probléme auz valeurs limites.

Fl(t,ﬁ(t)), si T <t<Ty
Fg(t,’ﬁ(t))’ sSimm<t<Ty
: (**)

mel(tﬁ(t))a si Tm—1 <t< Tm

Vie2,...,m—1 rj(Tj,ﬁ(Tj*),ﬁ(T-Jr)) =0

o (Tons 9(11), 9 () = 0

ol 71 = g est fixé, 7, = ty, et les r; représentent les conditions intérieures
ou limites précedentes.

Remarque 2.11 On améliore la stabilité de la méthode en augmentant le
nombre de noeuds. C’est la en effet le principe de la méthode de tir multiple,
par opposition 4 la méthode de tir simple ou les erreurs par rapport a la
condition initiale évoluent exponentiellement en fonction de ty — to. Bien
stir dans la méthode de tir multiple il y a beaucoups plus d’inconnues que la
méthode de tir simple, mais éventuellement l'intégration du systéeme (*) peut
se parralléliser.
Posons ﬂ;r = 19(7';), et soit J(t, 7j—1, ﬁ;r_l) la solution du probléme de Cau-
chy. .

J(t) = F(t,9(¢)), 19(73*1) = 19;—1
On a

W) = 0 i, 07,

Les conditions intérieures et frontiéres s’écrivent

V] € {2, oo, — 1} Tj(’l‘j, 19(7’;,7']'_1,19;;1),19;_) = 0,
Tm(Tma19;_719(7—%77-7”*1719;—1)) = O (220)
Posons maintenant
7 = (791", Ty 19;', To, ... ,19;;_1, Tm_l)T e R@n+1)(m~1)

(ot1 9 € R?™). Alors les conditions (1.21) sont vérifiées si :

Tm(Tmaﬂ;r?ﬁ(Tn_‘uTmll’ﬂizfl))
ro(7mo, ¥ (79 , 11,97 ),
G(Z): 2(2 (2‘1 1) 2) -0 (***)

Tm—1 (Tm7 79(Tm—17 Tm—2, 19;2—2)? 197—;—1
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On s’est donc ramené & déterminer un zéro de la fonction G, qui est définie
sur un espace vectoriel dont la dimension est proportionnelle au nombre de
points de commutation et de points de la subdivision. L’équation G = 0 peut
alors étre résolue itérativement par une méthode du type Newton.

2.8.2 Meéthodes Directes

Les méthodes directes consistent a transformer la probléme de controle
optimale en un probléme d’optimisation non linéaire en dimension finie.

Discrétisation totale

C’est la méthode la plus évidente lorsqu’on aborde un probléme de controle,
on se rameéne a un probléme d’optimisation non linéaire en dimension finie
(ou probléme de programmation non linéaire) de la forme

imin F(Z) (2.21)

onZ = (x1,...,TN,ULy...,Up), €t

C={2\gi(Z)=0,ie{l,...,r}
9;(Z)<0,je{r+1,...,m} (2.22)

Plus précisement, la méthode consiste & choisir les controles dans un espace
de dimension finie, et a utiliser une méthode d’intégration numeérique des
équations différentielles. Considérons donc une subdivision ty < t1 < ... <
tn = ty del'intervalle [to, tf]. Réduisons 'éspace des controles en considérons
(par exemple) des controles constants par morceaux selon cette subdivision.
Par ailleurs, choisissons une discrétisation de 1’équation différentielle, par
exemple choisissons ici pour simplifier la méthode d’Euler explicite. On ob-
tient alors, en posant h; = ;41 — 5,

Tip1 = xi + hi f (i, x4, ;)

La discrétisation précedante conduit donc au probléme de programmation
non linéaire :

Tip1 = o + hif(ti, vi,wi), i=0,...,N—1
min C'(xg, ..., TN, Ug, - .-, UN),
w; €U,1=0,...,N—1

i.e un probléme du type (2.21).

Remarque 2.12 Cette méthode est trés simple a mettre en oeuvre. De plus
lintroduction d’éventuelles contraintes sur [’état ne pose aucun probléme.
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Le tableau suivant résume les caractéristiques des méthodes directes et

indirectes :

Méthodes Directes

Meéthodes Indirectes

Mise en oeuvre simple,
sans connaissance a priori

Connaissance a priori de la structure de la trajectoire optimale

Peu sensibles au choix de la
condition initiale

Trés sensibles au choix de la condition initiale

Facilité de la prise en compte
de contraintes sur ’état

Difficulté théorique de la prise en compte de contraintes sur ’état

Controles (globalement) optimaux
en boucle férmée

Controles (localement) optimaux en boucle ouverte

Précision numérique basse ou moyenne

Trés grande précision numérique

Efficacité en basse dimension

Efficaces en toute dimension

Gourmandise en mémoire

Calculs parrallélisables

Probléme des minima locaux

Petit domaine de convergence
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Chapitre 3

Résolution d’un probléme de
controle optimale par la
méthode de relaxation

3.1 Optimisation dynamique : probléme de com-
mande optimale associé & des EDO

3.1.1 Cas des systémes linéaires avec cofit quardratique : ré-
gulation d’un processus thermique

Position du probléme On considére un systéme physique composé d’un four &
moufle, dans la cheminée duquel est placé un barreau ; le but de I’étude est d’amener
la température 0 relevée en n points du barreau a une température 65 € R™, en un
temps fini ¢, qui représente I’horizon de la commande. On aura donc & déterminer
la commande u, qui sera en fait I'intensité des courants de régulation, de telle sorte
que, au bout du temps ¢y, la température 6 du barreau soit uniformément égale &
04, compte tenu d’un critére & minimiser.

notation 1z € R" température de la cheminée en n points

0 € R™ température du barreau en n points

u € R™ intensité des courants envoyés dans chacun des n enroulements de chauffage
Un modéle a été obtenu en étudiant 1’évolution du systéme autour d’un point de
fonctionnement, on pose :

th
T

0;
T
0n

Tn




ce qui conduit & associer un modéle mathématique de la forme suivante :
{ W = Ay+ Bu+ f(t), tE€ [to,ty]
y(to) = yt07
Yo état initial donné, f(¢t) terme source donné, A et B deux matrices.

0=Cy

la variable # modélise I'observation du systéme, la matrice C' est appelée matrice
d’observation. Le critére & minimiser est la combinaison de deux critéres : d’une
part, obtention d’une trajectoire du vecteur d’état telle que ’obrservation soit, en
moyenne quadratique, aussi proche que possible de la consigne d’observation 6y,
d’autre part, le fait que la commande reste en moyenne quadratique aussi proche
que possible de la commande nominale ug.

J(u) = aJi(u) + BJ2(u)

ol « et [ servent de dosage entre les deux composantes du critére.
Ji(u) = fttof |60 — 64]|3dt, critére de précision

Jao(u) = fttof |lu — ug|3dt, minimisation de la consommation d’énergie

Equations d’Hamilton-Pontryaguin

{ L = Ay + Bu+ f(t), tE€ [to,ty]
y(to) = yo,

{ = = A'p+ C'Cy — C'04, t € [to, ty]
p(ty) =0,

EBTp+u—ug =0, t € [to, ty]

3.1.2 Algorithme de relaxation associé

~ approximation initiale de la commande : u(%) (t),t € [to,t ] donnée
— détermination de l'état y("+1)(t) par intégration numérique de I’équation
d’état

(r+1)
0 = Ay () + BuO () + f(t), € [to, tf]
y" D (1) = o,

détermination de I’état adjoint p(’”H)(t) par intégration numérique dans le
sens rétrograde de I’équation d’état adjoint

dt

7dp(r+1)(t) _ Ap(rJrl)(t) + C/C«y(rJrl)(t) o Oled, te [t07tf]
p(r+1)(tf) _ 0’

détermination de la commande :



3.2 Etude d’un systéme en anneau

Considérons un processus dont un modéle est définit par :

ou u(t) est la loi de commande, u € C([to,tf],R™),ty > to. On se propose de
conduire ce processus de ¢y & ty, & partir de I'état initial g9, en minimisant le
critére :

23
J:/ r(y, u, t)dt

to
et en réspectant la contrainte : u € Uyqg, ol Uygq est un convexe fermé représentant
I’ensemble des commandes admissibles. Le principe du maximum de Pontriaguine
nous permet d’affirmer que les conditions nécessaires d’optimalité sont définies par
le systéme suivant :

y=fly,ut); y(to) = o, t € [to, ty]
—-p= % + (%)/ xp; p(ty) =0, oup(t) est 'état adjoint

[é) e}
0€ 9 +(%y xp+0ovy,,,
Pour illustrer la méthodologie, nous considérons un exemple simple correspondant

A un systéme & structure en "anneau", avec couplage unidirectionnel, pouvant étre
décomposé en n sous-systémes scalaires identiques. Il s’agit de minimiser le critére :

t,
=3y — vall? + K ]2}, )
u; € [uf,u], i€1,2
sous la contrainte supplémentaire :
U1 = —y1+ay2 +ui, yi(to) =0 (3.2)
Y2 = ay1 — Y2 +uz,  y2(to) =0 '

ou a est une constante réelle positive. Les conditions nécessaires d’optimalité sont
alors :

(3a) U1 =—y1 +ay2 +u1, yi(to) =
Yo =ay1 —y2 +u2, Ya(to) =0

p1=p1 —ap2 —y1 +yia, pi1(ty) =
3b . 3.3
( ){ P2 =p2 —apy — Y2 + Yaa, pa(ty) =0 (3.3)

o { VS K400,
0 € Kug + pa + 0V a4,,
ol
0 siu?ﬁuiguZM
Uy, =1 +oo siu; >uM
—o00 siu; <upt
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3.2.1 Algorithmes de résolution

Pour résoudre le systéme (1.3), nous proposons deux types de décomposition
des équations :

Méthode de I’état-adjoint par relaxation (Costate Relaxation Me-
thod)

La variante séquentielle (Sequential approch) Elle consiste & intégrer
alternativement et en séquence ’équation d’état (3a) et ’équation d’état-adjoint
(3b), respectivement dans le sens direct et dans le sens rétrograde, puis de résoudre
les inéquations (3c).
Ceci conduit aux opérations itératives suivantes :
— au départ, choix d’une premiére approximation pour la loi de commande
optimale, notée u®(t),t € [to, tf].
— détermination de la variable d’état 3" +1)(t), ot1  désigne le numéro de l'itéra-
tion, par intégration des équations d’état a partir de I’état initial 3" +1) (to) =
0:

- (T T T T (3'4)
Y =ay Y =y s, (1) =

< ) ) —0
Ya =ay

— détermination de I'état adjoint p(”l)(t) par intégration dans le sens rétro-
grade des équations d’état adjoint , & partir de la valeur finale p("+1 (ty) =0

(r+1 r4+1 r+1 r+1

pg ) = pg ) apé ) y§ 4 + Y1d,

L(r+1 r+1 r+1 r+1 3.5
pgr ) = p; ) - (Zpg ) - yé ) Y2d, ( . )

p () =0 pl(ts) =0,

— résolution des inéquations :

wat (3.6)

ad2)?

0e Kul"™™ +p"Y 4 9wy
0e Kud™ +pi™ + 0wy,

La variante paralléle asynchrone (Asynchronous Parallel Approch)
Elle consiste a intégrer simultanément les équations d’état (3a) et les équations
d’état adjoint (3b) a 'aide de deux processeurs, chacun communiquant a 'autre le
résultat de ses calculs par paquets de composantes,chaque paquet correspondant en
fait a I’ensemble des valeurs sur un intervalle

[Th, Th+1] C [to,ty]. La détermination de la loi de commande (équation (3c)) est
confiée indifférement & I'un ou ’autre processeur, voir méme & un troisiéme. Préci-
sons que ’asynchronisation résulte du fait que chaque processeur effectue ses calculs
& son rythme propre avec les données les plus fraiches dont il dispose.
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Ceci peut se traduire par les équations suivantes :

g = —yM a0,
v () - @ hl)“h)z
yz—ayP s + g,

h—
y$ () = @V (),

pik; = P(1k) G(P%k) w( Unt Y1d,
( >(Tk+<1k)>_ b (k(; b

Dy’ = D3 Dy — Wy + Yad,
Pék) (Tk+1) = Qék)(TkH)»

0¢kul + 49+ 0wy,

0¢€ kugl) + qu) + 0V,
ol w( ),qz(l) f ) représentent les données disponibles & l'instant d’intégration
cons1dere

Méthode de décentralisation et coordination par relaxation (Re-
laxation Decentralisation Method)

Décomposition en sous-problémes Lorsque U,q se laisse décomposer en
un produit cartésien de n convexes fermés U,q;, on peut décomposer le vecteur de
commande u en n sous-vecteurs u;, et effectuer une décomposition semblable du
vecteur d’état y. Le probléme (1.3) peut alors se réecrire comme une famille de n
sous-problémes tels que :

Y1+ Y — U = ays, yi(to) =0
—Pi +pi — Yi = —apj — Yia, pi(ty) =0 (3-8)
0e kui + p; +6\Iandi7

Ces sous-problémes sont couplés, comme ’expriment les seconds membres des équa-
tions de (1.8), la relaxation du sous-probléme n° i consiste a le découpler des autres,
en considérant les variables de couplages (y;,p;,u;) comme connues, et & résoudre
séparemment sur ces bases.

Coordination des sous-problémes Nous appelons application de Jacobi,
associée & la résolution du probléme décentraliser 'application I qui & tout v fait
correspondre w = F(v) tel que pour tout i,w; = F;(v) est la solution du iéme
sous-probléme relaxé :

Di(w;) + Li(wi) = —L;(v;)

ou, dans le cadre de l'exemple illustratif :

Dl(wi) = [dyZ dpl , 0¥ Uadz( )]

dt’
Yi — U4
Li(w;) = Di — Vi
pi + ku;
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_ay;
Lj(v;) = | —apj + yia
0

Dans ces conditions, la solution z(t) du probléme global
D(z)+ L(z) =0 (3.9
peut étre considérée comme le point fixe de 'application de Jacobi associée :
z(t) = Flz(t)] (3.10)

De nombreux algorithmes itératifs peuvent étre mis en oeuvre dans le recherche
de ce point fixe & partir d’un vecteur initial (%), et constituent, s’ils convergent,
autant de méthodes de coordination.

Ici encore, deux variantes peuvent étre envisagées, une variante séquentielle ol
on applique, pour chaque sous-probléme, la méthode de 1’état adjoint par relaxa-
tion, une variante paralléle asynchrone ou chaque sous-probléme est résolu par un
processeur échangeant ses infos avec les autres. Dans les deux cas, la coordination
est effectuée en utilisant les données disponibles.

3.2.2 Analyse de la convergence

Ayant associé aux algorithmes précedents une équation de point fixe du type
(3.10), on peut envisager deux méthodes distinctes d’analyse de la convergence.

Contraction en norme vectorielle

On appelle norme vectorielle, et on note ]|.|[, le vecteur des normes scalaires des
sous-vecteurs x; :
Nell= (el - Nl - llenll)
avec ¢ = (x1,a,...,Ti,...,Ty) . Soit F' une application, de domaine de définition

de F C D(F), a valeurs dans un espace vectoriel normé F, on suppose que :

D(F)#0 et F[D(F)] C D(F) (3.11)
F admet un point fixe unique & € D(F) (3.12)
On dit que lapplication F' est contractante en & pour la norme vectorielle ]|.|[ s’il

existe une matrice G de type n X n non négative et de rayon spectrale p(G) < 1 tel
que :
||F(z) — F(&)|]] <G|lz—2&|] Vxe D(F) (3.13)

On peut alors énoncer le résultat suivant[10] : Les hypothéses (3.11), (3.12) et (3.13)
étant vérifiées, tout algorithme de relaxation, partant de z(°) € D(F), converge vers
Z point fixe de F.
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Contraction en norme scalaire

On dit que Papplication F est contractante en Z, pour la norme scalaire |||,
gl existe un nombre réel g €]0, 1] tel que :

[1F(z) = F(2)| < glle — 2], VoeD(F) (3.14)

On peut alors énoncer le résultat suivant :

lellg.c = llz:]
i€{1,2,...n} I

ot le vecteur I'Y de composantes I'Y est le vecteur propre de la matrice G associé a la
plus grande valeur propre g de la matrice G. On obtient un résultat de convergence
analogue & celui énoncé au paragraphe précedent. Enfin, signalons que les critéres de
convergence énoncés précedement sont liés entre eux par le fait que si 'application
F' est contractante en norme vectotielle, alors on peut construire une norme scalaire
pour laquelle F' sera également contractante.

3.3 Application numérique : Résolution d’un pro-
bléme de controéle optimale & entrée libre

3.3.1 Position du probléme

On considére le probléme suivant :

Déterminer u € U,q tel que,
J(u) < J(w), Yv € Uug;

J(u) = %/0 "((@ = 20)? + ku?)dt

x4 correspond & un état désiré, u est la commande et k sert & doser deux critéres
distincts & minimiser, un critére de précision et un autre de minimisation d’énergie
et U,q est ’ensemble des commandes admissibles. sous les contraintes suivantes :

1 = —bxy + axa,
To = axry — bxo + u,

xo=2€Xo={2€R*:Gz=~,-2<2z<2},

k*z(ty) = g,
avec G=(1,2), v=3, k*=(1,0), g=2, t;y=2, a>0,b>0.
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On peut formuler le probléme d’une autre maniére :

T1 = —bxry + axs,

To = ax1 — bxo + u,

21(0) = z1,22(0) = 29 tel que 21 +220=3, —2<2z <2, —2<2z<2,
ri(ty) =2,
(3.15)
La forme matricielle du systéme d’état s’écrit :
x'1 _ —b a €T 0
(2)=( 508 )+ (1)
avec
1 b 1 0 1 — 14 2
J(u) = 5/0 [(301 — T1d, T2 — T2q) ( 0 1 ) ( Ty — Doy + ku }dt.

L’Hamiltonien est donné par :

H(ac(t),p(t),u(t),t) ((ml - $1d>2 + (332 - 332d)2 + k/’U2)

b a > ( >+(;01(’5)»p2(t)) ( 2 )

a —b
1
5((:101 — 331d)2 + (z9 — xgd)Q + kuQ) + p1(t)(—bxy + axs)

+ po(t)(axy — bxa) + pa(t)u.

N | =

Z1
€2

1 (0),p2() (

Les équations d’optimalité sont données :

ou a;,7 = 1,4 seront précisées ci-dessous.
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dd% - d‘%{ = —bxi + axs,

%:%:am*bfﬂer%

z(0) = o,

_dd% = gTHl = —bp1 +apz + 1 — 714, pP1(0) = a1, pi(ty) = a2

_%:%:apl—bpz—km—mzd, p2(0) = as, pa(ty) = a4
?Tf =0=ku+ pa(t),



On adjoint au systéme précédent les conditions de transversalité : 3(kg, k1) # 0
tel que :

@0, 2,tp,2(ty), Ko, k1) = (Wo(0, 2)/Ko) + (Wa(ty, z(ty))/K1),
avec

Uo(0,2) = Gz —,  Wilty z(ty)) =k z(ty) — g,

(3.16)
@(O,Z,tf,.ﬁ(tf), Ko, "Ql) = (GZ - ’7\"{0) + (k*x(tf) - g\’%l)'
(3.17)
p(O) = g%(oa thf7x(tf)7 Ko, K/l) - Gl"{Oa )
p(tf) = _%(07 Z,ly, x(tf)v Ko, K1) = —k" k1,
(3.18)
(p1(0),p2(0)) = (1,2)K0 = (Ko, 2K0), ,
(p1(ty).p2(ty)) = —(1,0)k1 = (—k1,0),
Les équations d’Hamilton-Pontryaguin s’écrivent :
T1 = —bxy1 + axs,
I9 = ax1 — bxo + u,
z(0) = xp,
—p1 = —bp1 + ap2 + x1 — x14, P1(0) = Ko, p1(ty) = —k1
—Pa =ap1 — bpa + 22 — 224,  P2(0) = 2k0,p2(ty) =0
0=%u —|—p2(t),
D’ou la forme matricielle :
T -b a 0 0 0 O 0 T 0
To a —-b 0 0 1 0 0 To 0
—p1 1 0 —b a 0 0 0 P1 —ZT1d
7p2 _ 0 1 a 7b 0 0 0 D2 + —Toq
0 0 0 0 1 k£ O 0 u 0
—p1(0) 0 0 0 0 0 -1 0 Ko 0
p1(ty) 0 0 0 0o 0o 0 -1 K1 0
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Dans le systéme précédent, notons que pi(ty), pi(0), ko, x1 sont des inconnues
dans les relations suivantes p;(ty) = —k1, p1(0) = Ko, p2(0) = 2k¢,. Pour déter-
miner la solution du probléme de controle optimale & entrée libre, on considére la
méthode de tir [20] qui permet de déterminer p(0) tel que la condition sur I’état
final z1(t;) = 2 soit satisfaite, et de déterminer p(¢s) tel que la condition sur 1’état
initial x1(0) + 2x2(0) = 3 soit satisfaite.

Ainsi, on aura un probléme aux deux bouts qu’on peut formuler de cette maniére :
T1 = —bxy + axs,

Ty = ax1 — bxro + u,

x(0) = xo,

—p1 = —bp1 +apz + 21 — x14, p1(0),p1(ty)

—pa = apy — bpa + T2 — x2q,  p2(0),p2(ty)

ko = p1(0),
R1 = _pl(tf)7
w= _mk(t)’

La méthode de relaxation revient a résoudre de maniére itérative, le probléme de
point fixe suivant :

T1 = —bxy + axs,

To = ax1 — bxo + u,

z1(0) =1,22(0) =1

P1=0bp1r —aps —x1 + 214,  p1(0) = ko, p1(ty) = —k1

P2 = —ap1 + bpa — x2 + 224, p2(0) = 2k0,p2(ty) =0
p2(t)

u=—"5=,

3.3.2 La solution exacte

On utilise la méthode de dérivation au niveau des équations. On obtient :

p1 = bpy —aps — 21 + 114,

(3.19)
p1 = bpr—aps — 21,

(3.20)
p1 = b(bp1 — ape — 1 + x14) — a(—apy + bpz — 2 + 2q) — (—bx1 + azx2),

(3.21)
pr = b’p1—abps — bxy + baig + a’p1 — abps + azs — azaq + by — axs,

(3.22)
Pr = (a®+b*)p1 — 2abps + br1g — awaq,

(3.23)
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d’on

P1 = (a® +b*)p1 — 2abps + br1q — aT2g

De la méme maniére :

P2 = —ap1+bpy — T2+ Ty
P2 = —api +bps — To,
P2 = —a(bpy —ap2 — x1 + x1q4) + b(—ap1 + bpz — 2 + x24) — (a1 — by — %)7
Po = —abpi +a’ps + axy — awig — abpy + b°pa — bro + brag — ax1 + brs — azy + bro + %7
. 2,52 1
P2 = —2abp; + (a” + 0" + E)Pz — ax1q + brag
D’ou 1
P2 = (a® +b* + E)pg — abpy — ax1g + bxoy (3.24)
Dérivons 2 fois ’équation (3.24), on obtient :
n’ = (@40~ 2abps,
(3.25)
. 1
p§4) = (a® +b*)p; — 2ab(—2abp; + (a® 4+ b* + E)pg — ar1q + bxrag),
(3.26)
1
p§4) = (a® +b*)p; + 4a*b*py — 2ab(a® +b* + %)pg + 2a2bz1g — 2ab*Tog;
(3.27)
D’ou

1
p§4) = (a® 4+ b*)py + 4a®b*py — 2ab(a® + b + E) +2a%bx1g — 2ab%x0q,  (3.28)

(3.28) entraine :
2abpy = (a® + b*)py — 1 + br1g — az2a, (3.29)
En injectant (3.29) dans (3.28), on obtient :

. 1 ,
Pt = (a? + b2)j1 + 4a26%p1 — (a® + 0 + %)((02 +b*)p1 — p1 + br1g — azaq)

+2a%bx1g — 2ab%woy

1 1
p§4) = (a® + b*)p1 + 4a*b*p; — ((a® + b*)? + E(a2 +03)p1 + (a® + % + %p'l

1
— b(a2 +02 4+ E)(Egd +2a%bx14 — 2ab%Toyg
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1 2 2
Y = (2a2+2b2—|—%)}31 —((a2—|—62)2+ﬂ—4a2b2)p1—|—(—b3—é—i—aQb)xld—i—(a?’—abQ—i—g)xQd,

k k
d’ou
1. a’ + b2 b a
p§4)—(2a2+2b2+%)p1—((a2+b2)2+7—4a2b2)p1 = (—bg—E+a2b)$1d+(a3—ab2+%)l‘2d
(3.30)
L’équation caractéristique correspondante a I’équation (3.30) s’écrit :
1 242
Ot = 2(a? + 8 + - )C + (0 + 1) + Y 4y =o0
1 22
Les racines de 1’équation caractéristique sont données par :
C? = (a®> +b* + i) - \/i + 4a2b?
! 2k 4k2 ’
(3.31)
C2 = (a®>+b* + i)+ \/i + 4a2b?
2 2k 4k2 '
D’ou
p1(t) = AeCt 4 Be Ot 4 et 4 e o, (3.32)
Détermination de v, on a :
pi(t) = ACLett — BCLe™ Mt 4 uChe®?t — aChe 2,
pi(t) = MC2eD 4 BCTe= Mt 4 uC2eC?t 4 aCZe 21,
p§3)(t) = AC{eOt — BC3e™ Ot 4 uC3eCet — aCie 2t
p§4) (t) = MOt 4 pCte 1t 4 pCle?t + aCye= 2t

On remplace dans (3.30), et on obtient :

1 1
AK#<—(@ﬂ-+b%2+-E(a2+JF)-4a%9)-2@ﬁ-+b2+-§éyjﬂecﬂ

1 1
HBICT = ((a* + %)% + 2 (a* + %) — 40%b?) — 2(a” +b* + ) CTle”
Fl0F — (@ + 1) + (6 + 1) — 4a%87) — 2(a? + 17 + 5)CFJeC

+alCy — ((a® +b*)? + %(a2 +b%) — 4a%b?) — 2(a® 4+ b* + i)cg}ef@t

1 b
+((a® +b%)% + %(aQ +b?) — 4a*v*)v = (=0 — T a?b)z1q + (a® — ab® + %)zgd
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Par identification, on obtient :

(=3 — % +a?b)x1q + (a® — ab® + %)xgd
((a®> +b2)2 + Lsz — 4a?b?)

vV =

(3.33)

On en déduit aisement po(?) :
De (3.29), on obtient :

1 .
pao(t) = —[(az + bz)pl — p1 + bx1g — axaq2ab),

2ab
a? + b o —Cit Cot —Cat 1 2 _Cht 2 —Cit 2 _Cot
pa(t) = 540 [Ae™" + Be™ %1 + pe™?t + ae” 72 4+ 1] —%[)\C’le 4 BCTe™ " + pCye™?
1 1
—Cst . _
+aC5e %" + 5g T1d ~ 5y T2d;
D’ou
a2—|—b2—C’2 a2+b2—02 a2+b2—C’2 a2+b2—C’2
£ =\ 17, Cit 17,—Cit 21 Cat 21 —Cat
p2(t) [ 2ab Jem" 4+l 2ab Je +ul 2ab Je™ +af 2ab Je
a? 4+ b? 1 1
+ YT + g %1d ~ 5pt2d- (3.34)
De méme compte tenu des équations :
x1 = bpy — apz — p1 + T14,
T2 = —ap1 + bpa — p2 + Tag.
On obtient les résultats suivants :
2 b2 _ 02
z1(t) = bAe“ + Be” Nt 4 pe®?t £ ae 2t £y + a[/\(ale)efclt
a? 4+ b - C? a2+ -0C2%, _ a®+b? 1 1
+ 2ab ; )eC2t o 2ab : Je @+ 2ab v %xld a %md]
- [/\Cleclt — BCe= Gt 4 pChe®?t — 0026702% + T1q4.
D’ou
b2 —a? + C? b2 — a2 + C? _ b? —a? + C?
le(t) = )\[Tl — Cl]eclt + ﬁ[Tl + Cl]e Gt + M[TQ - OQ]@Czt
b? —a? + C? _ b? — a? 1 a
-+ OL[TQ + Cg]e Cat + WI/ + §$1d + ?bmgd. (335)
2 2 2 2 2 2
2o (t) = —a[/\eclt +ﬁe—01(t) e e L V] +b[A(%)eC1t +ﬁ(%)e—clt
a? +b? — C3 Cot a?+b? — C2 Ot a’® + b? 1 1
+ 2ab Je s+ ol 2ab Je + 2ab v %xld B ﬁ]
a? 4+ b — C? a? + b — C? a® + b — C?
—I\C 1 Cit C 1 —C1t C 1 Cot
[ 1(72% Je B 2(72(11) Je 4 2(72% )e
2 bZ _ 02
_ a(b(%Tl)e*Cﬂ] N
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D’ou

b2 — a? — C? b2 4 a? — C? b2 — a2 — C? b2+ a2 — C?
=AN— "1 _ 11101t L, 1y1,—Cht
za(t) = A o v o + (g )le
P-a?-C} | B+a-C} o, P-d—C}  Pt+d-C o,
+ul 2a — O 2ab e™ + o 2a +Ca( 2ab e
a’® — b? b 1
+ % v+ %wld + 5.’1)2(1. (336)

Les constantes étant détérminées par les conditions aux limites suivantes :

r1(0) = z2(0) =1,
( )_HOv xl(tf):27
pl(tf) = —K1, p2(tf) =0,

On résoud le systéme linéaire numériquement, :
ko=A+f+p+a+vr,
—k1 = eG4 Be=Crts 4 peCets 4 et 4y,

2422 22 2. 2,202 22 2.
0= A(%Tl)ecltf +ﬁ(a+2T1)e City +M(‘1"'2T2)€Cztf + a(a""zT2>e Coty

b%+a? 1 1
+( 2ab )V + %wld - %$2d7

1= A(b2_g;b+c _ Cl) +ﬁ(b —a +Cl +Cl) (bz—a;b—‘,-cg _ 02) +Oé(b —a +C2 +C ) ba21/

1
+5%1d + 35224,

b2 _a2—C2 b24a?— b2 b2 4a?—C2 b2 —a2_C2 b2 4a2—C2
1= A0S O (PO 4+ A1+ O (P O] + PG - OS]

b2 —a?—-C2 b2 +a?—C2 212
+a[ Za =+ C ( Jrgab )} + (a Qab )V + %xld + %IEQd,

2 2 2 2 2 2
9 — /\(% — Cy)eCitr + ﬂ(w +Cy)e=COrtr 4 M(% — Cy)eCatr

b2 —a?+C3 —Cyt b2 —a? 1
ta(—F 2 + Co)e™ Y + 25 v + Sx1a + 55224,
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Ceci est équivalent au systéme :

A B+p+a—ry=-v,

1 a
—35%1d — 3pL2d,

b2—a?—-C?2 b2+a2-C b2 —a? b2 +a2—-C? b2 —a?—-C2 b2 +a?—-C2
ANEE — o (S L] + 4] 1+C(%)]+u[72—02(¥)]

b2_a2—C b2 4a?—C2 242
+a[# F (T =1 — (S — Ly — Ly,

A(W—C) City +B<07+q+c> —City —‘r/,b(ai—w_CQ)ecztf

b2 —a’+C3 —Cut b2—a? 1
ta(—g 2 + Ca)e” 72 =2 — S5bv — Sw1g — 35024,
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AeCtr 4 Be=C1ts 4+ et + et 4 gy = v,

A %)ecw + 5(%)6—&” + M(W)ecﬂf + a(#)e—cﬁf = _(a;:li’z
—imd + ﬁmd’

A= ) 4 BEESEC - 0y) 4 (A EC 0y (B 4 o) = 1 - e

1%
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Soit encore sous la forme matricielle :

1 1 1 1 -1 0 A Ll
ecltf €7cltf eCQtf engtf 0 1 /8 —v
2 2
as1 ass ass as4 0 0 H —(%55 ) = 5aa1a + 55T
X = 2_ 2
a41 a42 a43 44 0 0 a 1—- 250y — doyg — Laog
as1 as2 as3 asa 0 0 Ko 1= (S — by — Lagy
a1 a2 a3 Qg4 0 0 K1 92 _ b2i]a2 v — %Ild _ %xzd
avec :
2 2 2 2 2 2
a4+ b —Cf X a®+b"—-C%, _o,
== (= f - (- @ —1 1ty
as1 = ( 2ab Jee,az = ( 2ab Je
2 2 2 2 2 2
a+ b —C3\ o a+b" =G5\ oy
== (= f - (@ 4 2lf
ass = ( 5k 1e“2t gy = ( 50 Je
b2 —a? + C? b2 —a? + C?
-~ 1 _C - 1 C
aq1 % 1, Q42 2% +C1
b27a2+022 b2fa2+022
a43*27b*02, CL44—T+CQ
b2 —a? + C? b2 +a% — C?
as1 = —————= — Ci( L),
2a 2ab
b% — a? — C? b2 + a? — C?
452 = 2a -+ il 2ab : )
b2 a2 02 b2 2 _ 02
as3 = a 2 02( +a 2 )
2a 2ab
b2 2 02 b2 2 C2
sy = a 5 O +a 5 )
2a 2ab
b2 —a? + C?
=(——= 1 o)elrts
ag1 ( % 1)6
b2 2 02
gy = ( a + 1 + Cl)e—c1tf
2b
b2 —a® + 022
= (—— 172 _ ) C2ls
a63 ( % 2)6
62 2 02
ags = (ﬂ 4 OQ)Q*CQtf

2b
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3.3.3 Reésultats numériques

Pour ce dernier exemple, nous avons simulé la méthode de relaxation qui utilise
la méthode numérique de Runge Kutta pour 'intégration du systéme différentiel.
Nous avons détérminer les multiplicateurs de Lagrange kg et k1 en utilisant la mé-
thode de tir.

Les résultats obtenus pour b = 3, a = 1, k = 2 grace & Matlab sont donnés
ci-dessous :

1 calcula ¥2 calcule

[}
L}

0 05 1 1.5 05 1 1.5
pl calculé p2 calculs

-200

A
0

[
LT
—
—_
Lm
[
-
[
LT
—
—_
Lm

u calculé

40

F1G. 3.1 — Solution calculé
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1 exacte ¥ exacte

2 10
1 h
I : , : I : , :
I (.5 1 15 ? I (5 1 15
ql exacte (2 exacte
I I
-200 2
-4(]
-4 : : : : : :
I (.5 1 15 2 I (5 1 15
U exacte
40

I . . .

0 04 1 1.5 2

F1G. 3.2 — Solution exacte
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Le tableau ci-dessous présente le nombre d’itérations ainsi que les temps de
convergence de notre programme en faisant varier le paramétre k :

k | kakon | temps-CPU
0.5 12 1.1094
1 9 0.5625
1.5 8 0.5625
2 7 0.5469
2.5 7 0.5938
3 7 0.6250
3.5 7 0.6250
4 6 0.6719
4.5 6 0.6406
5 6 0.5156
5.5 6 0.5156
6 6 0.5469
6.5 6 0.5938
7 6 0.5781
7.5 6 0.5781
8 6 0.6563
8.5 6 0.6875
9 6 0.7031
9.5 6 0.6791
10 6 0.6875

Ou kakon est le nombre d’itérations et temps-CPU est le temps d’exécution.

3.4 Conclusion

On a résolu un probléme de controle optimale & entrée libre par la méthode
de relaxation, on a utilisé la résolution numérique et la résolution analytique, on a
constaté que les résultas obtenus sont les mémes. Plus encore, nous avons trouvé
la solution pour differents & , on a pris en considération le nombre d’itérations et
le temps d’exécution. Nous avons conclut que, I’algorithme converge vite quand k
augmente, c’est ce paramétre qui régle la vitesse de convergence.

Si par exemple les conditions suivantes sont vérifiées :

b>lal+1

alors la matrice A est une M — matrice et dans ces conditions on est assuré de la
convergence des algorithmes de relaxation appliqués & la recherche de la solution
du systéme d’équations 3.19.

Notons que : Une matrice A est une M — matrice si toutes les valeurs propres
de la matrice A sont positives.
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Conclusion générale et
perspectives

Dans ce mémoire, nous avons donné quelques méthodes numériques d’intégra-
tion des équations différentielles, on a choisi parmi ces méthodes la méthode de
Runge Kutta pour simuler la méthode de relaxation.

Le probléme de controle optimal & entrée libre, peut étre intérpréter comme
un probléme pour lequel on cherche un meilleur départ appartenant a un ensemble
prédéfinit X, et une commande u qui nous permet de ramener le systéme de x(0)
vers z(ty).

Ensuite, nous nous sommes interessé & la résolution de ce probléme par la mé-
thode de relaxation numériquement et analytiquement. La solution exacte que nous
avons obtenue est identique & la solution numérique.

La méthode de relaxation est une méthode qui converge vite quand k est grand.
Pour conclure, il apparait que I’étude et 'application des méthodes de relaxation
présentent au moins deux avantages important. D’une part, les calculs des lois de
commande optimale peuvent étre effectué rapidement en temps réel, notamment
par l'utilisation de calculateurs paralléles, d’autre part, les critéres de convergences
présentés précedemment fournissent des critéres d’arrét des itérations, d’autant plus
strs que la convergence est plus lente.

Il existe dans la littérature de nombreux travaux concernant la méthode de
relaxation. Compte tenu des développements actuels des moyens de calculs, il est
utile de s’intéresser aux possibilités de calcul parralléle synchrone et asynchrone
pour la résolution de systémes différentielles avec conditions aux deux bouts.

A ce sujet, nous trouvons dans [16], une variante asynchrone de la méthode de
I’état adjoint par relaxation, dans laquelle des processus paralléles échangent entre
eux des informations en cours de calculs, dés que les résultats sont disponibles, par
ce biais, chaque processeur effectue de nouvelles itérations avec les données les plus
fraiches concernant les fonctions d’intéractions.

Nous y trouvons également, une analyse du comportement de ces algorithmes
qui est basée sur une adaptation de la notion de H-accrétivité, une notion complexe
qui est définit dans [16], et qui permet d’obtenir une propriété de contraction en



norme scalaire.

Cette notion peut par ailleurs, étre utilisée pour analyser la convergence d’al-
gorithmes de relaxation séquentiels et parralléles (synchrone et asynchrones), liés &
la résolution de certains problémes aux limites.

Enfin, nous y trouvons des applications concernant la régulation de processus
thérmiques, pour lesquelles sont données des expérimentations basées sur des simu-
lations d’exécutions parralléles des algorithmes de calcul de la loi de commande.

Une autre application des méthodes de relaxation concerne la résolution de
problémes multicritéres [11], ’analyse de la convergence y est étudié en utilisant la
notion de H-accrétivité, certains résultats de convergence d’algorithmes de relaxa-
tion appliqués a la résolution de problémes de commande mono-critére sont étendus
au cas de problémes multicritéres dans le cadre de la recherche d’un équilibre de
Nash ainsi que la recherche d’une solution pareto-optimale.

Les critéres de convergences obtenus sont ensuite appliqués au cas de systémes
linéaires avec contraintes sur la commande et critéres quadratiques.

On peut également mentionner une application & la résolution de problémes de
commande optimale dans le cas de systémes singuliérement perturbés [11], il n’est
pas rare d’étre en présence d’un processus possédant des dynamiques différentes et
notamment d’un processus & deux échelles de temps. Une fagon de faire apparaitre
ces deux dynamiques au niveau du modéle est d’introduire un petit paramétre, on
obtient alors un systéme d’équations singuliérement perturbées.

Les modéles singuliérement perturbés considérés dans [12], sont les cas ou un
retour d’état optimal ne peut étre effectué simplement, notamment lorsque les com-
mandes sont, contraintes. Aprés avoir étendu certains résultats de convergence d’al-
gorithmes de relaxation & cette classe de problémes, une méthodologie de calcul en
ligne de la loi de commande optimale y est proposée.

En ce qui concerne les axes de recherche & suivre aprés ce mémoire, on peut
citer entre autre :

1. La généralisation de cette méthode & une matrice A d’ordre plus grand et la
détermination des critéres de convergence.

2. L’application de cette méthode pour un probléme de contréle optimale &
entrée libre avec une commande polyédrale ou une commande vectorielle.

3. L’application de cette méthode pour un probléme de controle optimale avec
une commande polyédrale ou une commande vectorielle.
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