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Introduction générale

Introduction générale

L'une des théories qui peut étre considérée auessidncienne que nouvelle et qui connait
actuellement une grande popularité parmi les cleemrshdans les sciences fondamentales et
en ingénierie, est celle dQalcul Fractionnaire qui étend l'operateur de dérivation et
d’intégration aux ordres fractionnaires. Au débetait presque un jeu d'esprit pour certains
mathématiciens de renommée, qui voulaient générdiésnotion de différentiation d'ordre
entier par des opérateurs d'ordre fractionnainenpttant le calcul de la dérivée d’ordreéel

ou complexe d'une fonction différentiable, soit :

d*f(t)
dt

DH{f(®)} =

Ou a serait un réel non nécessairement entier, voinambre complexe. Il est clair que
jusqu'a une période tres récente, une telle natathématique n'avait aucune explication
réelle ou pratique. Ce n'est qu'au début des arri@&gsque Van Der Ziel dans ses recherches
sur les spectres de bruit des semi-conducteurs, Pavidson et Cole en 1951 dans leurs
travaux sur la relaxation diélectrique dans cestdiquides, ont pu mettre a jour des
phénomenes naturels dont les modeles faisaient apgelérivée d'ordre fractionnaire.

En effet, Il a été montré qu’'un nombre importansgstemes physiques ont un comportement
qui peut étre mieux décrit en utilisant des modébkeghématiques d’ordre fractionnaire tels
gue : les processus électro-chimiques [Ichise,et1d| la polarisation diélectrique [Sun et al,
84] le matériel viscoélastique [Makris et al, 914 conduction de chaleur [Battaglia, 02]. Et
plus récemment, le développement de systemes demaonde d'ordre fractionnaire
[Oustaloup, A, 91]. Ces systémes sont caractérjss une mémoire infinie et leur
modélisation par des modeles entiers nécessitembme de parametres et un temps de calcul
élevés. Cette complexité est encore plus importdates le cas des systémes non linéaires
fractionnaires; pour y remédier a ce probléeme nprgposons l'approche multi-modeéle
généralisée au cas fractionnaire. Cette méthodmegtede prendre en considération les
différents points de fonctionnement du systéme livgdaire comme elle permet d’avoir un
modele qui représente au mieux la dynamique desyesinon linéaire fractionnaire avec un

minimum de parametres.
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Objectifs du mémoire

L'objectif du travail présenté dans ce mémoire @sixploiter la structure multi-modéle
connue sous modeéele de Takagi-Sugeno, afin d'ifienties systemes non linéaires
fractionnaires. Celle ci s’appuie sur l'utilisatidfun ensemble de sous-modeles de structures
simples, chaque sous-modéle décrivant le comporterde systéeme dans une "zone de
fonctionnement” particuliere. Ces sous-modeéles esgrvalors a la description du
comportement dynamique global du systeme en utilisdes fonctions non linéaires
(fonctions poids) définissant la contribution deaghe sous-modéle. La forme multi-modele
réunit les avantages des modeles linéaires du geirue de la structure, qui sont simples a
utiliser, et des modeles non linéaires, qui peram¢tt’avoir une bonne représentation d’'un
systeme réel. La méthode ainsi développée powentiication des systémes non linéaires

fractionnaires sera validée par son applicatibide@ntification d'un processus de diffusion.

Présentation du mémoire
Ce mémoire, décomposé en quatre chapitres, estiségde la facon suivante :

- Le premier chapitre présente les principales ou#h d’identification des systémes. La
meéthode d'identification classique des moindresésaest développée et un apercu général
des méthodes d'identification continue dans le doeentgemporel est donné. Deux grandes
classes suivant la nature des erreurs de prédietioe la sortie mesurée et la sortie estimée
sont exposées: les méthodes a erreur d'équativsisgrles a mettre en ceuvre mais imposent
une condition restrictive de linéarité du models &ivis des parametres, et les méthodes a
erreur de sortie non restrictives sur I'hypotheseliéarité et d'application plus générale.

L’algorithme de Levenberg-Marquardt est développé.

- Le deuxieme chapitre se compose de trois parti@spremiere partie présente quelques
notions de base sur le calcul fractionnaire eblgsrations de dérivation et d’intégration non
entiere. La deuxieme partie s'intéresse a l'appnation et la simulation des systéemes
d’ordre fractionnaire. L’approximation des modéti&tat d’ordre non entier dans le but de la
simulation est basée sur I'operateur d'intégraffantionnaire borné en fréquence. L'objet de
la troisieme partie est l'utilisation et I'explditan du concept de la dérivation d’ordre

fractionnaire dans un contexte d’identificationgaétrique des systemes fractionnaires. Elle
consiste a étendre la méthode du modele (erresodie) pour I'identification paramétrique

des systémes au méme titre que l'ordre de dérivatan entiére en utilisant I'algorithme
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d’optimisation non linéaire Levenberg Marquardt g@tisé aux cas de l'identification des

systemes d’ordre fractionnaire.

-Le troisieme chapitre est réservé a la présemtalksol’approche multi-modéle qui est utilisée
a présent pour l'identification des systémes npédires. Cette méthode est généralisée pour
l'identification des systemes non linéaires fragchaires. En représentant un systeme non
linéaire fractionnaire sous forme multi-modéle ptebléme de I'identification des systemes
est réduit a I'identification des parameétres dassssystemes définis par des modeéles locaux
linéaires ainsi que I'ordre de dérivation communiptous les sous-modeles. Cependant, cette
meéthode exige laonnaissance des données entrées-sorties du syspéntieéaire autour de
différents points de fonctionnement afin de pouwairactériser les modeles locaux. Pour cet
effet nous avons développé l'algorithme a erreur soetie associé a l'algorithme de
Levenberg-Marquardt. L'approximation des sous-meslelest obtenue grace a
'approximation de I'operateur d’intégration framtinaire, ainsi le modele global s’obtient par
agrégation des modeles locaux fractionnaires appéxx A la fin du chapitre la méthode est
appliguée sur l'identification d'un systéeme naméhire fractionnaire pour mettre en évidence
la capacité de la méthode développée pour l'ideatibn des systemes non linéaires

factionnaires.

-Le quatrieme chapitre est consacré pour la misapplication de l'algorithme développé
pour l'identification des systemes non linéairezcfionnaires en l'occurrence le transfert de
chaleur. L'identification du modele d’'un simulatéiermique par différence finie ainsi qu’un
systeme expérimentale : benchmark thermique pedmetalider I'approche multi-modele

fractionnaire pour I'approximation des phénomermedifiusion non linéaire.

Enfin, une conclusion générale résume les pringipesultats obtenus et suggere les

perspectives futures pour la suite de ce travaikdberche.
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Chapitre 1

ldentification des systémes d’ordre entier

1.1 Introduction

Le développement des modeles mathématiques esbhleme majeur pour I'application des
techniques avancées de l'analyse, la commandetinfigation, la surveillance et le
diagnostic des processus. Identifier un systemerdigue réel (appelé processus) c'est le
représenter par modele, a partir de la connaissexpérimentale des entrées et sorties, de

maniére a obtenir une identité de comportementy{PH875].

u(t) y(t) Mécanisme
Systeme Critere d’adaptation

\ 4

A\ 4

Ym(t)

Mod

A 4

A

Figurel.l : Identification d’'un systeme

1.2 Principe de la modélisation mathématique
La modélisation mathématique est une représentafiontraduit le fonctionnement d’'un
systeme a travers des relations mathématiquesldismtifférentes variables du systeme. Elle

peut se faire de deux fagons différentes :

-Modélisation théorique : la représentation du &y& est faite a partir des lois (physiques,
chimiques, biologiques, etc.) régissant le fonetement du systeme. Il est donc nécessaire
d’avoir une connaissance compléte du systéeme. Qetidélisation peut présenter des
difficultés lorsqu’elle est appliquée a des systememplexes. Les modeles de ce type sont

appelés modeles de connaissance ou modeéles deltgiie blanche ».

4
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-Modélisation expérimentale ou identification: laprésentation est faite sur la base de
données recueillies sur le systeme a modélisete @aprésentation ne requiert que quelques
connaissances a priori sur le systeme. Les modidese type sont appelés modeles

expérimentaux ou de type « boite noire ». lls septésentés en général sous la forme d’'une
relation de type « entrée-sortie ». Dans certa@iss les connaissances a priori sur le systeme
permettent de fixer la structure du modele. La doaibon de ces connaissances a priori et
des données expérimentales recueillies permet dfebéd une représentation du systeme

communément appelé modele de type «boite grise».

L’établissement de la modélisation expérimentatauas procédure itérative comportant cing
phases [Landau, 93] (voir figure 1.2) :

Extraction de données: durant cette phase, des mesures sont effectugeles variables
sensées caractériser le systeme, ces variablesmngedtve des variables externes qui agissent
sur le systeme, des variables internes qui traduikétat du systéme, ou la réponse du
systeme. Il existe souvent des perturbations nosurables qui agissent sur le systeme

rendant plus difficile sa modélisation.

Choix de la structure du modéle: il s’agit de définir d’'une fagon formelle la ation
expliquant le fonctionnement du systeme. Cettdioglaorrespond a une famille de fonctions

mathématiques dont une seule correspond au mazt#ierché.

Choix du critere d’estimation paramétrique : c’est le choix de la fonction objectif (fonction
coqt) dont I'optimisation (minimisation) permet déterminer la structure du modeéle de fagon

unique. Ce critere est fonction de I'écart entreddie du systéme et celle du modele.

Estimation paramétrique: elle s’agit alors de trouver la valeur des pares permettant la

satisfaction d’un critére de performance donnéifuipation de la fonction objectif).

Validation du modéle: c’est une procédure qui permet d’évaluer I'eitade (ou la fidélite)
du modele. Pendant cette phase, le modele estatestédes données non utilisées pendant la
phase d’identification.
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Connaissance
a priori

Extraction de
donnée

y

Choix de la P
structure du

Choix du critére <
d’estimation

A 4 A
Estimation paramétriqug

A

v
Validation du modeél

Correcti

Utilisation
du model

Figure 1.2: procédure d'identification d’un systeme

Incorrecte

La phase d’estimation paramétrique est basée suméthodes d’optimisation, dans ce qui
suit nous présenterons quelques méthodes leauplisges afin d’en extraire les principes
d’optimisation les plus aptes a résoudre notrelprob.

1.3 Algorithmes d'identification

Pour lidentification des systémes deux approchédewtification sont utilisées dans la
littérature, algorithme d’identification des sys&sndiscrets et I'algorithme d’identification
des systémes continus. Les modeles a temps cauiiyplus proches de la nature physique
du systéme et les parametres estimés sont fortdi@erdux parametres réels du processus,
pour les modeéles discrets, les parameétres et lactste dépendent de la période

d'échantillonnage choisie et peuvent avoir perdt lten avec la réalité physique.

1.3.1 Algorithmes d'identification de modeles dis@ts

-Identification classique des moindres carrés
La méthode des moindres carrés, introduite par $Sausdébut du XIX™ siécle, peut étre
utilisée afin de déterminer les parametres optimdiure équation linéaire vis-a-vis de ces
parametres, quant on minimise la somme des cae®gchrts entre les valeurs issues d’'une

mesure et les valeurs obtenues par I'équétid).
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Soit le systéme discret décrit par le modele ARMd&quation aux différences suivante :

Ng np
Vi = —Z a; Ye-i + Z b; ux_; + ey (1.1)
i=1 i=0

(ur,yr) €tant les couples d'entrées/sorties associésystense a linstant k,af,b;) les
parametres du modéle e}, représente l'effet du bruit de mesure appelé aessur

d'équation, voir Figure 1.3.

Uy Systeme Vi

A 4
v

réel

B(g™") A(@™)

€k
Figure 1.3 : Principe de la méthode des moindregsa

En utilisant I'opérateur retarg™! tel quey,_; = q~ ! yy, I'équation (1.1) s'écrit :
A(q Dy = B(@ Dy + ¢y (1.2)
Soit 8 le vecteur de parametre a estimér= [a; ... an, by ... by, ] €t soitg, le vecteur de

mesures appelé aussi régresseur, défini par

Gk = [~Vk-1 - —Vi—ny Uk - Ukny] (1.3)
L'équation (1.1) s'écrit alors sous la forme :
Vi = $r6 + e (1.4)

Donc la sortie du modéle de prédiction a l'instanpeut étre calculée a partir des mesures
disponibles jusqu'a linstant (k-1). En supposam tgs données soient disponibles sur un
horizon de mesures de N échantillons :
Y$ = Wk Yier - Yian] 6 Ug = [We Uppq o Upan]
L'équation (1.4) s'écrit sous forme matricielle :
Y{ =Ry 0+ Ex
avec la matrice de mesures

_ T _
Ry n = [¢1€ ¢1€+1 ¢1€+N] et E}f = [ex exs1 - k4N
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La méthode des moindres carrés consiste & estimegcteur de paramétrésen minimisant
un critére quadratique J tel que :

IDk=1 €k €k =Yk — Ik (1.5)
Avecy est la sortie prédites, I'erreur de prédiction ou résidu.
La solution donnée par l'estimateur moindre castdaematrice pseudo inverse de la matrice

d'observation :

8 = [REy Riw| RENY: QL.
Celle ci conduit & un optimum unique mais introdui biais de modélisation et un biais de
mesure. Pour éliminer ce dernier, il faut que geéseur soit non corrélé avec la perturbation
et l'erreur de prédiction soit un bruit blanc pdirc 8 [Young, 1981]. Cela a conduit au
développement de différentes variantes de la métlias moindres carrés basées sur le
blanchiment de I'erreur de prédiction ou sur laodétation entre le vecteur des observations
et I'erreur de prédiction [Young, 1981].

1.3.2 Algorithmes d'identification de modeéles contius

Pour ces algorithmes nous donnons comme exemple:

-I'approche a erreur d'équation

- 'approche a erreur de sortie (du modele)

La premiere exige une transformation linéaire (dep données pour utiliser les techniques
d'identification classique, alors que pour la déme structure a erreur de sortie, cette

transformation n'est plus nécessaire.

1.3.2.1 La méthode a erreur d'équation
Ces algorithmes sont basés sur la méthode clasdegienoindres carrés [Young, 1981], la

structure de ces méthodes est représentée en HBidgure

A y(t)
Systeme

A\ 4

réel

u(t)

TL .| Modele

Figure 1.4 : Principe d’identification fondé sueiteur d’équation.
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Le bloc de transformation linéaire des données @dt)égal a 1 dans le cas particulier des
modeles discrets ; en continu, le systéeme (1.1yéstit par une équation différentielle telle

que:

y(t) + a 1dy(t) vt q. @ ayf)=bou(t)+...+b ) o) (1.7)

Ng g Np  4t"b
Soitf = [ay ... an, by ...by, 17 le vecteur de parameétre a estimer.

le régresseur s'écrit dans ce cas :

dy(® _ dhay(®) a"bu)]"
¢(t)—[ R T (Y (1.8)

L’équation (1.7) peut étre écrite sous cette forme

y(®) = ()"0 +e(t) (1.9)
L'équation (1.9) s'écrit sous une forme similaifd &), Dans ce cas, le régresseur est formé
des dérivées successives des entrées/sortiedisatlés en pratique, et une transformation
linéaire couplée a la méthode des moindres careésgi de résoudre le probleme de
I'estimation des dérivées des signaux.
Les méthodes de type erreur d'équation préseritaatét d'une solution explicite qui conduit
a un optimum unique. Elles ont l'avantage d'éirgole a mettre en ceuvre mais imposent une
condition restrictive de linéarité du modele vigisdes parametres. Leur inconvénient majeur
est l'introduction de biais : biais de mesure atsbile modélisation. La réduction du premier
peut étre effectuée par une méthode du type variabtrumentale [Young, 70], en revanche,
le second subsiste toujours.
Ces méthodes restent intéressantes dans un contexteuité et sont utilisées pour initialiser

les algorithmes a erreurs de sortie.

1.3.2.2 L’approche a erreurs de sortie

La méthode a erreurs de sortie (méthode du modstd)asée sur la comparaison de la sortie
d’'un processus et celle d’'un modele mathématiqumt dio cherche a évaluer les parameétres.
Cette méthode s’avere particulierement efficacesdgoe la fonction a identifier est non

linéaire. Son fonctionnement est schématisé sutesiment par la figure 1.5.
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(Bruit

N y (D)
» Processus
u) | g(1) Critére
gopt —_—
Quadratiaue
»| Modele 0 .
y(@)

A J

Optimisation

A

Figure 1.5 : Principe d’identification fondé sugifeur de sortie.

Soit le systéme monovariable dépendant du veételerparameétres a estimer

x=g(x0,u)
b= Fo 1)

ou y(t) et u(t) sont la sortie et I'entrée du systerespectivemeny et f sont des lois issues
d’un raisonnement physique, qui en général ne gastinéaires.

Considérons un ensemble d@e données expérimentalds,, y, }, acquises avec la période
d”echantillonnagd,, telle quet = kT, ; le probléme de l'identification est alors d'estir le
modele qui correspond le mieux aux données, dordetiminer la valeur des parametres du
vecteurd.

L’erreur de prédiction notés, entre la sortie reellg”, et la sortie simulég, est définie par

&k =Y, — Yk (1.11)
Le critére que I'on se propose de minimiser est
J@)=Zk=18% = Zkaa (V" — 7)? (1.12)

ouy, représente la sorties échantillonnée perturbéarphruitb,, .
Comme y(t) n'est pas linéaire énla minimisation de ce critere s’effectue par um&thode de
Programmation Non Linéaire. Plusieurs méthodeatitérs d'optimisation non linéaire peuvent
étre utilisées:

- Gradient

-Gauss-Newton

-Levenberg-Marquardt
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1.4 Méthodes d’optimisation non linéaire
L’estimation des paramétres d’un modele se fabmimisant un critéere de performance dans
le but d’approcher la sortie du systéme par callenddéle. Ce critere de performance est une

fonction de I'écart (ou résidu) entre la sortielledu systeme et celle du modéle.

Méthode du gradient :

Cette méthode consiste a rechercher le minimuroritiere par I'utilisation des dérivées du
critére par rapport a chacun des parametres. Laeguoe itérative a la recherche du minimum
est présentée par I'équation aux récurrences deivg@alamai and More, 1987]

Ot =9t — 2,7'(8Y (1.1 3)
avec]'(6%) le gradient a litération i ef; coefficient correcteur du pas de descente. La
méthode du gradient présente l'intérét d’étre singpiettre en ceuvre. Lorsque le point initial
est situé loin du point optimum, cette méthode mtrde diminuer rapidement la valeur du
critere. En contrepartie, la convergence devienplds en plus lente en se rapprochant du

minimum car le vecteur gradient tend a osciller.

Méthode de Gauss-Newton :
Cette méthode consiste a rechercher le minimumrdere par I'utilisation des dérivées
premieres et secondes du critére par rapport ainhdes parametres. La procédure itérative a
la recherche du minimum est présentée par I'éguadiourrente suivante: [Kelley, 99]

0t =0" -2, [J" (6017 J' (89 (1.14)
avecJ"(6%) la matrice des dérivées secondes du critére|aliessien. La méthode de Gauss-
Newton s’avere particulierement efficace lorsqudantrouve dans le voisinage du minimum,

mais se montre fragile dans sa convergence paoragy choix du vecteur initial.

Méthode de Levenberg-Marquardt

Les deux méthodes précédentes présentent l'inc@nén(que quelques variantes
contournent) de ne pas converger lorsque le poitiliest loin du minimum recherché.
L’algorithme Levenberg-Marquardt leve cet inconeéh en proposant un compromis entre
la méthode du gradient (robuste mais lente a lagp du minimum) et celle de Newton (peu
robuste loin du minimum mais tres efficace pre€ette méthode consiste a rechercher le
minimum du critére par I'utilisation des dérivéasmieres et secondes du critére par rapport

a chacun des parametres.

11
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La procédure itérative a la recherche du minimush grésentée par I'égquation aux
récurrences suivante : [Marquardt, 63]

oI+ = gl — []7(6Y) + A,1]71 J'(8Y) (1.15)
aveci; un coefficient strictement positif permettant @atcdler la direction de recherche du
minimum deJ par relaxation mathématiqu#; est réduit a chaque itération réussie et au
contraired ; est augmenté a chaque itération non convergente.
Cette méthode conjugue les deux méthodes précédentar les valeurs élevées e la
meéthode est proche du gradient, a contrario, ldodé&t est proche de Gauss-Newton pour les
faibles valeurs dd;. Le critéere quadratique est calculé a partir dedit entre la sortie du
processus et la sortie du modele.
Le vecteur gradient correspond a la dérivée dererivis a vis de chacun des paramétres

constituant le modeéle. Il s'écrit sous la formevante :

IC a
J(0H=29 = a3k g B (1.16)

La dérivée partielle de la sortie du modele eselgeur de fonctions de sensibilité par rapport

aux parametres du modele, on la note :
—
[Uy/g]k T (1)1
Le vecteur gradient peut donc s’écrire :
J(0H==2%kes & [0y | (1.18)
Le Hessien est défini comme étant la dérivée sexdundritere, soit la dérivée du gradient.

Il s’exprime sous la forme :

" aJ’ (9) _ K T
J"(09==55 = 2Zk=10%;, 0y, (1.19)

Le calcul du Gradient et du Hessien est basé surcalcul des fonctions de sensibilité

paramétrique que nous définissons dans le paragmaphant.

- Calcul des fonctions de sensibilité

Ce sont les indicateurs essentiels du conditionneme l'identification car elles traduisent
I'effet d’une variation d’un parametre sur la sertiu systeme. En effet, le développement en

série de Taylor du®lordre de la sortie y autour de I'espace paramédgionne :

y(t,0+60) —y(t,0) =860".0y, (1.20)

12
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Cette expression indique clairement que la varatie la sortie du modele peut étre projetée
sur la base des fonctions de sensibilité. En &aitdela de leur réle essentiel dans le calcul,
ces fonctionsr sont I'équivalent des composantes du régresseur dans le cas du modele
linéaire par rapport aux parametres. Par conséglieentification devient tres sensible au
calcul de ces coefficients.
Dans le cadre de notre mémoire, le systéme estitdéar un modéle d’état, cette
représentation revét 'avantage d'étre compaateple et plus générale. De plus, elle s’avere
dans la pratique tres bien adaptée a la synthaése dbi de commande ou a la conception
d’observateurs.
Considérons le cas général d'un systéme sous fbemeprésentation d'ét@t.21)
x(t) = A(@)x(t) + B(B)u(t)
{y(t) =C(0)x(t) + D(O)u(t)
tel qued est le vecteur des parametres des matideC et D a identifier est donné par :

(1.21)

L’application de la dérivation de (1.21) par rapm)le donne

ax(t) au(t)

2 %) =6x, = 7 X(0) + 4 2 U(®) + B (1.22)
a6 /6; :
La différentiation de la sortie
ay(t) 6x(t) 6u(t)
= x(t C u(t D—= 1.2
69]' O—Y/Gj 69] ( ) + ] ( ) + ( 3)

%=, j=1,.

Avec 2, ,... 3n+1 avecn est I'ordre du systéme.

Ces équations (1.22).23) peuvent étre simulées sousAMAB, aprés avoir calculé
analytiquement les dérivées par rapport au vedeyarametre®.

Les méthodes a erreur de sortie présentent lagamtune applicabilité quasi-universelle que
ce soit vis-a-vis des types de systémes ou des idemal'application, ne nécessite pas
d’hypothese sur la forme du modéle, elle est adapaéerecherche de parametres physiques si

modele de connaissances (modeéle continu), et teastiun outil d'identification puissant.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté la méthedmaoiedres carrés qui est une méthode de
base de l'identification des systemes, cette m&hwtessite un modéle linéaire par rapport
aux parametres. Dans le cas de modele discretatasngtres et la structure dépendent de la
période d'échantillonnage choisie et peuvent guidu tout lien avec la réalité physique.
Comme nous avons présenté les deux classes ddtifiction continue : la méthode a erreur

d’équation et la méthode a erreur de sortie. Léhate a erreur d'équation nécessitant une
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étape intermédiaire de transformation linéaire didre utilisée en association avec une
méthode de variable instrumentale pour rejeter itgs basymptotique, mais un biais de
modélisation subsiste toujours. Les méthodes aiede sortie non restrictives sur I'hypothése
de linéarité et d'application plus générale, camestit un outil puissant d'identification.

Certains phénomenes physiques caractérisés patymaenique complexe et la propriété de
mémoire longue n'obéissent pas aux lois standasisystemes entiers, une nouvelle classe
de systémes appelée modéles d'ordre non entierramtiohnaire est développée, La

modélisation et la simulation de cette classe ydemes font I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

|dentification des systemes d’ordre non entier

2.1 Introduction

L’identification des systémes dynamiques par dedeates d’ordre fractionnaire est I'une des

applications de la théorie du calcul fractionnaijeé a connu un grand développement au
cours de ces deux dernieres décennies. Les phépermplsiques présentant une mémoire
longue et une structure de dimension infinie patére modélisés par I'introduction de la

dérivée d’ordre fractionnaire dans les modeles ératitiques du systéme. En effet, la dérivée
fractionnaire d’'une fonction tient compte de tohistorique de la fonction et ne refléte pas

uniquement des caractéristiques locales commeldaras de la dérivée d’ordre entier.

La premiére partie de ce chapitre rappelle lesions de base du calcul fractionnaire et les
opérations de dérivation et d’'intégration non estié

La deuxiéme partie s’intéresse a l'approximationlaetsimulation des systémes d’ordre

fractionnaire. L'opérateur d'intégration fractiomeaborné en fréquence, associé a une
représentation d'état permet la simulation desByss non entiers a l'aide d'un formalisme
d'état conventionnel de dimension élevée mais niomie.

Quant a la troisieme partie, elle est consacrégentification des systemes fractionnaires a
'aide des représentations d’état fractionnaireysn@xposons le principe de la méthode
d’identification utilisée, qui est la méthode dodele associée a I'algorithme d’optimisation

non linéaire Levenberg-Marquardt généralisé peucds fractionnaire, Cette méthode fait

appel aux fonctions de sensibilités que nous adérsloppées analytiguement.
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2.2 Calcul fractionnaire

La question de la dérivée fractionnaire a été almtks 1695 par Leibnitz dans une lettre a
L’Hospital, mais lorsque celui-ci lui demande qaghourrait étre la dérivée d’ordre un demi
de la fonctiorx, Leibnitz répond que cela méne a un paradoxe aomirera un jour d’utiles
conséquences. Plus de 300 ans apres, on commextemaet a venir a bout des difficultés.
De nombreux mathématiciens se sont penchés seraqestion, en particulier Euler (1730),
Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Rianm (1847), etc. Différentes approches
ont été utilisées pour généraliser la notion dévdion aux ordres non-entiers dont :

— la limite du taux d’accroissement d’'une fonctigni se généralise sous la forme de la
formule de Grinwald-Letnikov, trés utile numériqueh

— I'intégration, opération inverse, via la formidéégrale de Liouville, qui mene aux formules
de Riemann-Liouville et de Caputo.

— les transformations de Fourier et de Laplaceagsocient la dérivation fractionnaire a une
multiplication par(iw)* oup® aveca non entier.

Ces différentes définitions ont pendant longtengaldé ne pas donner toujours les mémes

résultats.

2.3 Opérateurs d’ordre fractionnaire
L'opération de dérivation ou d'intégration d'ordren entier est la généralisation de la
dérivation ou intégration classique entiére a ddses quelconques non entiers irrationnels ou

complexes.

2.3.1 Définitions fondamentales
Il existe plusieurs définitions mathématiques pdintégration et la dérivation d'ordre

fractionnaire. Les principales définitions utiliségans la littérature sont les suivantes :

2.3.1.1 Définition de Riemann-Liouville
Cette définition est appelée la définition de LetwiRiemann-Liouville [Samko et al, 93],

son expression mathématique est donnée par:
RL —
1 DEf(E) =

Avect € R etl'(a) = fOOO e”t t*1dt est la fonction gamma d’Euler

1 an
r(n—a)dt™

ft’;(t —D)"elf () dr, (-1 <a<n  (2.1)
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Le symbolef:D¢ f(t) désigne la dérivée d'ordre non entiepar rapport & de la fonction

f(t) entret, ett selon la définition de Riemann-Liouville.

2.3.1.2 Définition de Caputo

La définition de Caputo requiert que la fonctipt) ainsi que sea dérivées successives
soient nulles pour < 0, ce qui la rend plus restrictive que la définitamRiemann-Liouville
qui exige la seule causalité fié).

La dérivée d'ordre fractionnaire définie par Capegt donnée par:

GDEF(O 2 IMDMf(6) = o [y (= D)7 fO (D) de (22

I'n—o)

avecn est un entier positif vérifiant I'inégalitdn — 1) < o < n.
f™ (1) étant la dérivée d’ordre entier, par rapport de la fonctiory (7).
£DEf(t) désigne la dérivée d'ordre non entierde la fonctionf(t) entret, ett selon la

définition de Caputo.

2.3.1.3 Définition de Grunwald-Letnikov

La définition de la dérivée non entiere d'une fam; proposée par Grinwald-Letnikov, peut
étre obtenue de facon plus intuitive a partir dgdaéralisation de la définition de la dérivée
entiere usuelle :

La dérivée d'ordre 1 s'écrit :

. ()-f(t—h
Df () = limy,_, (f—i( ))

h étant le pas d'échantillonnage.
La généralisation a un ordre de dérivation quelaen¢entier, réel) conduit a la définition

proposée par Grinwald en 1867, soit:

SEDE (D) = limpog %2[(;7:](—1)" (}) fe—kh) (2.3)

[t_ht"] désigne la partie entiéere et la notatiaﬁf{‘u) représente le bindbme de Newton généralisé

a des nombres réels.

ay I'(a+1)
avec (k) T I(k+DI(a—k+1)

(2.4)

Pour des ordres de dérivations entiers la form2l8) (se limite a une combinaison linéaire

des 6 + 1) valeurs de la fonctigift — k h) , k = 0, ... ,n donnant ainsi une caractérisation
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locale. Et dans le cas des ordres non entiel3; i) a un instant donné prend en compte
toutes les valeurs de cette fonction a tous lgsiims du passi = 0, ..., «, Cela montre qu’a
linverse de la dérivation entiere, la dérivatioonnentiere donne une caractérisation globale

de la fonction.

2.3.2 Représentation des systemes d'ordre fractioaire
Un systeme d’ordre fractionnaire peut étre déaimme dans le cas entier par trois modeles

(équation différentielle, représentation d’'étahdtion de transfert).

1- Equation différentielle généralisée
L'équation différentielle généralisée représentamsysteme d'ordre non entier s'écrit sous la

forme :
y(t) + Xy a; DUy () = XLy by DPiu(t) + by u(t) (2.5)
Ouu(t) € R ety(t) € R désigne respectivement I'entrée et la sortieydteme,
a, b ER; a;, f; € RY.
Lorsque les ordres de dérivatiay 5; sont tous multiples d’'un méme nombre reekl que

a; = ia, B; = ja, le systeme non entier est dit d’ordre commensurable

2- Fonction de transfert fractionnaire
- Transformée de Laplace des dérivées fraotinaires
La transformation de Laplace de la dérivée d’ordrde la fonction causalg(t)selon la

définition de Riemann-Liouville est donnée par :

L{ oDZ ()} = s*F(s) = XiZp s* oDF ¥ f(0) (n—1<a<n) (26)
La transformation de Laplace de la dérivée d’ordrear rapport d, de la fonction causale

f(t) selon la définition de Caputo est donnée par :
L{ oDf f()} = s“F(s) = ZRZ5s“* 1 oDEf(0)  (n—1<a<mn) (27)

On applique la transformation de Laplace définie@aputo sur 'équation (2.5) on obtient la

fonction de transfert non entiére suivante :
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_Y(s) b0+2}n=1 bjsﬁj

G(s) = u(s)  1+3%,a;s% (2.8)
Dans le cas des systemes commensurables la fonlgtidransfert s’'écrit :
_ bo+XTl bjsi®
G(s) = T a5 (2.9)

3- Représentation d'état des systemes fractioninas

Comme dans le cas entier, une représentation ddatire fractionnaire comporte deux

equations :

- une équation d’état d’ordre fractionnaire dargutdle le vecteur d’état ne fait plus I'objet

d’'une dérivation unitaire mais d’'une dérivation i fractionnaire réel.
- une équation de sortie analogue a celle du déexen
Elle est ainsi définie par le systéme d’équation :

D%x(t) = Ax(t) + Bu(t)
(2.10)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
Avec x € R" représente le vecteur d'étatss Ret y € R représentent le vecteur d’entrée et
du sortie respectivement.
a € R*est 'ordre de dérivatioavec D@ x = [D%1x, D%x, .. D%x,]".

Dans le cas des systemes d’ordres fractionnairesnemsurables tous les étaigt) sont

derivé & un méme ordre non entierD @x = [D%;, D%, .. D%,]"

2.3.3 Commandabilité et observabilité des systeméactionnaires
La définition de la commandabilité des systemestifranaires est la méme que celle utilisée
dans la théorie des systemes linéaires entiersghat et al, 96] [Bettayeb et al, 06]...

Le systeme non entier d'ordre commensurable deidittgn (2.10) est commandable
si pour un temps donng il existe un temps fini; > t, tel que, quelque soient deux états
x(ty) = xo et x;)=x;dans l'espace d'état, il existe une entrée de camien&(t),t €

[to t1] Qui permet de transférer I'étaft) dex, ax; en un temps fing,.
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Le systeme non entier d’ordre commensurable (240fommandable si le rang de la matrice
de commandabilité :

C =[BABA%*B - A" !B] (2.11)
est égal a n.
De la méme maniére la condition d’observabilité ggstemes non entiers commensurables
est établie en utilisant la définition d’obsenglites systemes entiers donnée par :

Le systeme non entier d’ordre commensurable deudittgn (2.10) est observable
pendant lintervalle de temps, t1],t; > 0, si n’importe quel état x{) peut étre déduit a
partir des observations de la soutig) et de I'entréec(t) pendant un temps fini € [t, t,].

Dans ce cas aussi, la condition d’observabilit&ykieme (2.10) est que le rang de la matrice

d’observabilité :
C
CA
0 =| CA? (2.12)
CAn—l
est égal a n.

2.3.4 Stabilité des systemes fractionnaires
La définition de la stabilité au sens BIBO (Bounde@ut, Bounded output), dite aussi
stabilité externe, est donnée par la définitionauie [Matignon, 98] :

Un systeme est dit BIBO stable si, a une entréadmoil lui correspond une sortie
bornée.
Dans le cas des systemes entiers la conditionathditt est que I'équation caractéristique du
systeme n‘admet aucune racine a partie réelleymmdrour le cas des systemes fractionnaires
ou d’ordre non entier peuvent avoir des racines damoitié droite du plan complexe et étre
stables.
La condition de stabilité établie par Matignon pdas systémes non entiers d'ordre

commensurable (2.10) nécessite que :

larg (4;)] > ag, (1) e a(4), i=1,-,n (2.13)

aveco(A) = {A4, ..., 4,}
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Le domaine de stabilité est représenté en Figdre 2.

Im(p)\ T Im(p) a%

“2

Re(p) Re (p) Re (p)

V3
) . I:I Domainestable
_a p—
2 I:I Domaineinstable

O<a<l a=1 1<a<?

Figure 2.1: Domaine de stabilité des systémes camaunables dans le plan complexe s*

La simulation des systémes d'ordre fractionnaire besée sur I'approximation de
'operateur de dérivation ou d’'intégration d’ordwen entier par un modele d’ordre entier,
celui ci, connu pour son caractere global, indui¢ ¢p sortie d'un systeme non entier, a un
instant donné, dépend de tout son passé, connegssamivent indisponible ou difficile a
prendre en compte. Pour remédier a ce problemeplssméthodes ont été proposées.

2.4 Simulation des systemes d’ordre fractionnaire

La simulation numérigue de ces systemes fractioesast dépendante de la modélisation de
'opérateur de dérivation fractionnaire. Afin densiler un systéeme d’ordre non entier deux
types de méthodes peuvent étre considérées. Laiguegnappelée I'approche directe, est
basée sur une approximation numérique de l'opéraewlérivation non entiere [Carlson,
Matsuda, Euler,...], la plus répandue étant celleaste la définition de Griinwald-Letnikov :
le modéle fractionnaire est alors remplacé par odate d’équations aux différences qui a un
comportement de type mémoire longue. Bien que oé&thades soient faciles a mettre en
ceuvre, elles requiérent pour chaque pas d'écluamibe le calcul de sommes de dimension
croissante, rendant ainsi la simulation difficile le temps de calcul important, donc
inutilisables en simulation en temps réel, La démea, appelée la méthode indirecte
[Oustaloup, Charef, Trigeassou,..], Cette apprasstebasée sur une approximation entiere
continue du systéme a simuler, a partir de la ®g#hd'opérateur de dérivation ou intégration
fractionnaire. Ce dernier de dimension infinie pétie approché par des modeéles rationnels
de dimension finie. La méthode d'approximation der€f, le systeme fractal, également
appelés Fractional Power Pole (FPP) est approxaméme fonction de singularité constituée
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d’'une série de paires pole-zéro dont le nombreadatistribution fréquentielle dépendent,

notamment, d’'une erreur d’approximation définie @éalable. La méthode d’Oustaloup
repose sur une distribution récursive d’'une infirdie zéros et de pbles réels négatifs (afin
d’assurer un comportement a phase minimale). Dansadre d'une synthése réaliste
(pratique) fondée sur un nombre fini de zéros etpéées, il convient de réduire le

comportement différentiel généralisé sur un intdevéréquentiel borné, choisi selon les

besoins de I'application.

2.4.1 L’approche d’Oustaloup
La méthode [Oustaloup, 95] est basée sur I'appration de la fonction de la forme:

H(s)=s%, a € R* (2.14)

par la fonction irrationnelle suivante :
s -
1 o _ 1+w_b
= 1“(s)=C S (2.15)

1+
@Wp

Cette approche consiste a remplacer le dérivatenremtier (2.14) par un dérivateur non
entier borné en fréquence (2.15), awget w,étant les fréquences transitionnelles basse et
hautesg I'ordre de dérivation non entier, @test un coefficient de normalisation.

La synthese de dérivateur non entier borné en émcpirepose sur une distribution récursive
de zéros et de pdles soit :

1%(s) = H(s) = CITi=

1+ /wk

145/ .

L'inconvénient de la méthode d’Oustaloup est quijglesente un comportement asymptotique

(2.16)

d'ordre zéro en basses et en haute fréquences, dd@mede cas d’'un dérivateur. Le faite que
la fonction de transfert soit une constante enédgjuence, cela engendre une réponse
indicielle finie a la différence de la réponse uidlile de l'intégrateur idéal qui est infinie. Une
amelioration de cette approche est proposée payedssou [Trigeassou et al, 99], en
définissant un opérateur d'intégration fractiorméiorné en fréquence dont le comportement

a l'extérieur de l'intervalle fréquentiel est umgmrtement d’un intégrateur d’ordre 1.
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2.4.2 L’'approche par intégrateur fractionnaire
Cette approche a été proposée par Trigeassou dftigeassou et al, 99]. Elle nécessite a
définir un opérateur d'intégration fractionnairerri# en fréquence dont le comportement a

I'extérieur de l'intervalle fréquentiel est d'ordre

1+
@h

' e  Ga 1+wib
La synthése de cet opérateur repose sur une apm@tion par une distribution récursive de
poles et zéros, qui conduit a I'opérateur d’intéigrafractionnaire décrit par I'expression
suivante :
S
1+ /w’,-

1+5/wj

1(s) = =1}, (2.18)

G, est un coefficient tel que l'intégrateur fractioineadéal et son approximatidf aient le
méme gain pour la pulsation, = 1rd/s. Les fréquences transitionnelleéj et w; sont

définies par les relations récurrentes suivantes{&oup, 95]:

> wj=dw avecs > 1
> wjy =nw; avecn >1

_ g ®
log (5m)

> a=

Les coefficients etn sont les facteurs récursifs dépendants du nombeceltidesN.

Le schéma synoptique de I'opérateur d'intégratyathgtisé est donné par la figure2.2 :

|
' |
|
| S S S I
v: G, |~ 1+ _{ Zy 1+ (U_é Z3 Zy 1+ w_IIV ZN+1: W= f“(v)
I I P B P B PRI 2 B
: W1 W3 Wy i
o :
Figure2.2 : Schéma bloc d&(s)
Le modele d’état correspondant est donné par
Z=a;z+bw a; = M4,
(20.19) avec : (2.20)
w = CIZ bI = MI_IBI
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Z —_— [Z1 cee Zj s ZN+1]T

1 0 0 0 [
MI = —a 1 .. AI = @1 _'(.Ul BI =[0‘C1 =|0|
0 —a 1 0 Wy —wy 0 L|

z représente le vecteur d’état micro de l'intégratavecv(t) est I'entrée dé*(s)

La figure 2.3 représente le diagramme de Bode ditégrateur borné en fréquence, cette

figure montre une amplitude de I'intégrateur frantiaire de -260 dB/décade et une phase

de—a%, en effet celui-ci présente un comportement foactaire dans une bande de fréquence

limité [w, wy], et agit comme un intégrateur entier & I'extdride cette bande.

Bode Diagram

—a20 dB/decade

MagrhEe(

) e - -
1 10 " Frequency (fad/sec) 1.8 13

Figure 2.3: Diagramme de Bode d’un intégrateurné@n fréquenck

Par la suite de notre travail la simulation de €mgieurd® se base sur I'operateur d’intégration

borné en fréquence défini par Trigeassou.

2.5 Approximation des systemes d’ordre fractionniae en représentation d’état

Soit le modéle d’état d’'un systeme fractionnair@tdes conditions initiales sont supposées

€gales a zéro :
D@y = Ax + Bu

(2.21)

y=Cx+ Du

D@Wx = [D%x; D%, ...D%,]" (2.22)
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Avecx e R",u € R,y € Ret a € R*

Le schéma synoptique du modéle d’état (2.21) estéen figure 2.4

» D

u(t) D%x X y

Iaf

A 4
O
v

v
o8]

A <

Figure 2.4: Schéma synoptique du modele d’'étatifnaicaire

L’approximation des systémes non entiers par desléelee d’ordre entier, consiste a
développer un modele d’état d’ordre entier qui appne le systéme fractionnaire dans une
bande de fréquences donnée, Pour ce faire, onssedoa le schéma de simulation de la
figure2.5 dans lequel l'intégrateur non entiéfs) (Figure 2.5(a)) est remplacé par son
approximation entiere (Figure 2.5 (b)). La formidatdu modéle d’état est développée par

la suite pour le cas des systémes commensurablesvariables.

G 1+S/w,_

- _ Garqn f

,(s) = lj=1 35 o (2.23)
v z J‘ z w
—_— b] Cy >

1 w
— IO( L
a
(a)-Intégrateur d’ordre (b)-Approximation edre du l'intégrateur

Figure 2.5: Approximation dE* par un modéle d’état entier

L’intégrateur fractionnaire (2.23) peut étre reagd par son approximation entiére de modéle
d’état @;, b, c;) de (2.24)

Zz=az+bv
(2.24)
w =z
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Le modele (2.24) peut étre écrit sous le modélmt&uivant:

Z = AyZ + By (D%)
(2.25)
w = CdZ

avec

La substitution de I'expression d¥®x dans (2.25) donne la macro représentation d'état
entiere qui approxime le systeme d’ordre fractererdans le cas général: [Djamah et al,
07], [Mansouri,08]

Z=(Ay+B4AC)Z+ (BsB)u

(2.26)
y = (CC4)Z + Du
On pose :
Ag = Ad + BdA Cd
B, = By4B
Cqg = CCy
D, =D
Z=A,Z+B,u
On obtient : (2.27)

y=C4Z+ Dyu

L’approximation ainsi obtenue est un systeme erd&mgrande dimension peut étre utilisé

pour I'analyse, la réalisation et la simulationsysteme non entier.

2.5.1 Exemple de simulation d’'un systeme d’ordre &ctionnaire

Des exemples de simulation sont présentés afinedeeran évidence quelques propriétés des
systemes fractionnaires.

Exemple 1:

Cet exemple est un systeme de dimension 1 avemealitls ordres de dérivatian= 0.4, 1.6

H =
(s) 2+ s
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L'operateur d'intégration est simulé sur la bande fitquence [1® 10°] rad/s avec un

nombre de cellules égal a 30.

Le but de cet exengst de montrer les différentes

dynamiques que peut représenter un systeme de slonenn avec différents ordres de

dérivation.
La figure 2.6(a) représente les réponses indiciglle systeme 1. Pour @< 1 le systeme a

un comportement apériodique, et paus 1 le comportement est oscillatoire.

Amplitude

Step Response
T T

15

alpha=0.4
alpha=1.6

05H

Magnitude (dB)

Phase (deg)

50

501

-100 -

-150 -

-200

45

451

90

-135

Bode Diagram

T T
alpha=0.4
alpha=1.6 [

/

I I -

T T 5
alpha=0.4
alpha=1.6 ||

-180 L
0 10° 10" 10” 10°
Freauencv_(rad/sec)

(b) -Réponses fréquentielles

\ \ | \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 10° 10 10°

Time (sec)

(a)-Réponses indicielles
Figure 2.6 : systéme de dimension 1, avec différerdres de dérivation

Les réponses frequentielles (figure 2.6(b)) paur 0.4 et « = 1.6 montrent une amplitude
de -20a dB/décade et une phase der%rad sur le domaine de validité de l'opérateur

d'intégration fractionnaire, a I'extérieur de agkrivalle, le systeme se comporte comme un

systéme entier.

Cette exemple montre qu'un systeme fractionnaiee dimension 1 peut modéliser

différentes dynamiques sur le domaine de valid#€aperateur d’intégration pour différentes
valeurs dex .

Exemple 2 :
Soit un systeme de dimension 1, avec un ordre deatiéna = 1.6.

2
H(s) = ——
(s) 2+ slo
L'objectif de cet exemple est de monter que le poriement fractionnaire du systéme se

limite a la bande de fréquence de I'operateur éjrdtion fractionnaire.
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L'operateur d’intégration est simulé sur une baddefréquence [I0 10°] rad/s avec un
nombre de cellule égale & 30, puis sur une bandieédeence [18 10°] rad/s avec un

nombre de cellule égale a 20.

Bode Diagram
50

T
10 decades

6 decades

-50 |-

-100 —

Nagince(cD

-150 —

-200
45 = T T T T T T =

45 |- -

Frese(c)

-90 - J—

-135 - __— -

-180 = L I I I I I —
10 10 10° 10° 10 10°
Frequency (rad/sec)

Figure 2.7 : Réponse fréequentielle du systeme difzente bande de fréquence

La figure 2.7 montre une amplitude d€0a dB/décade et une phase de.xgrad sur le

domaine de validité de I'opérateur d'intégratioactionnaire [18 107] rad/s (10 décades), et
lorsque on diminue l'intervalle de validité de Kopteur d'intégration le comportement
fractionnaire se limite & cette bande de fréquéh@é 10°] rad/s (6 décades), & I'extérieur de

cette bande le systeme se comporte comme un systéiae

2.6 ldentification des systémes fractionnaires

Dans la littérature deux approches d’identificatiemporelle sont distinguées|Le Lay, 98]
[Cois et al, 02] [Djamah ,09] :

- La premiére, a erreur d’équation suppose les omieedérivation connus a priori, et seule
l'estimation paramétrique est effectuée, et récemiymeertaines methodes telle que la
meéthode de la variable instrumentale a été adgotgel’estimation de I'ordre fractionnaire.

- La seconde a erreur de sortie, estime les ordremé&mue titre que les paramétres, et
nécessite une technique d’optimisation non linéaire

Les parametres sont estimés a partir d'un modé&&tdcommensurable, en optimisant les
parameétres des matrices du modéle d’état, I'or@redérivation doit étre estimé au méme

temps que les parameétres. Dans notre cas nous akors la méthode a erreur de sortie
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associée a l'algorithme d’optimisation non linédievenberg-Marquardt généralisé au cas
fractionnaire [Djamah et al, 08].

2.6.1 ldentification des modeles d’état fractionnae
L’objectif de cette identification est I'estimatiates parameétres des matrices d’un modeéle

d’état ainsi que I'ordre de dérivation non entter

D%x(t) = Ax(t) + Bu(t)
(2.28)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Oux eR" uetyeR

Dans le but de réduire le nombre de paramétresrdifigér du modele (2.28) et sans perte de

généralité le modéle sera écrit sous la forme dgnercommandable (2.29).

L

c; Cy X + [d]u

Le vecteur des paramétres a identiflexst donné par :

0=1[0 al=[-a,..—a,c;..c,da] (2.30)
L’estimation paramétrique se base sur la mininosadie I'erreur quadratique moyenne.
~ 1 X
J(0) = ;Zlk{ﬂ €% avec & =Yy — Yk (2.31)

Avecy”, est la sortie du systemg, la sortie du modele.
L’estimation paramétrique du modeéle, est baséaisarprocédure itérative de minimisation
du critereJ a l'aide de l'algorithme de Levenberg-Marquardt :
g+t =9t —[J"(6Y) + 4,117 ) (8Y) (2.32)
Avec :
> 6 vecteur de parametres a une itérationqudigre

> 61 vecteur de paramétres a l'itération suivante

> J'(8Y) = ——Zk 1€k Zz le vecteur gradient
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dy o . .
> J'(6H) == Zk 155 507 lamatrice Hessienne

» A; paramétre de controle

Le calcul des fonctions de sensibiligt? de la sortie du modéle par rapport aux parametres

6 est nécessaire pour le calcul du vectradient]’ et la matricéhessienng’’.

2.6.1.1 Calcul des fonctions de sensibilité

Les fonctions de sensibilité traduisent I'effet dariation d’'un parametre sur la sortie
du modéle. Le calcul des fonctions de sensibilitéstste a deriver le modeéle d’état (2.29) par

rapport aux parametrés(2.30).

La dérivation du systeme (2.29) par rappo#t donne :

6[(a)] JdA +A6x+aB +Bau
=80, " "0, 80," T " 50,
(a) 0A 0B [x]

26, 09]- 26, | lu
(@ 9B [*
D [O'x/e ] =A0x/0; + 09] a0; [u]

La différentiation de la sortie

ay ac Cax+aD +D6u
a6, 00, ' "6, 06, ' a6,

ac oD | [X
Ty/o; =Coxs0; + [a. a] M

Des deux formules précédentes on peut définir utehecd’état de fonctions de sensibilités

J{D( )[O'x/e ] Adxye; + [091 ;% [Z]

(2.34)
ap | [x
L Ty/6; = COx/o; + 09] a0; [u]
Par simplification d'écriture nous écrirons (2.8dys forme :
{D(“)XS = A X, + B,U, (2.35)
Yo = (X5 + DU .
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avec

_ _ T
XS = Jx/G [O')C/g1 O'X/GZ ...O'X/92n+1 ]
Y, =|oy, oy .. 0y T
=1 lo, /e, /92n+1]

_ T
Us = [x1%5 ... X U]

Xs€ R™@D) x R Uy € R™D x R, Yse R x R,

[A00..07 [C00..07 04 94 oa 17
OA O O I |0C O 0 | 0_61 0_62 cee 692n+1 0B
A; =0 ™ Cs=|0 ™ B, = avec —- = 0
P P 0 0 0 ‘
00 A 00 C
dC  aC ac 1"
00, 00, ... 003,44
D, =
oD oD aD
06, 90, 86y

Le modéle d'état non entier des fonctions de s#itsif2.35) est un modele multivariable
ayant pour entrées les états et I'entrée du mddetdonnaire a identifier (2.29), et pour
sorties les sensibilités de la sortie par rapp@t laes valeurs propres de la matrice As, de
(2.35) sont les valeurs propres de A de (2.295 stabilité du modele est donc assurée.
La représentation d'état (2.29) ne donne pas anceéslcul des sensibilités par rappott a
(puisqu'il se trouve en exposant de la dérivéejaleul peut étre effectué par lI'approximation
numerique de la dérivée [Djamah, 09] tel que:
oy
y(t, a+Aa) —y(t,a) = Aaa = Aaay/a

_ y(ta+Aa)-y(t,a)
Jy/a - Aa @

2.6.1.2 Conditions et tests d'arrét

La méthode a erreur de sortie est basée sur unergmmce itérative et un modeéle défini de
telle sorte qu'il représente au mieux le proceskest improbable que I'erreur entre la sortie
du processus et celle du modéle soit nulle et wh déarrét du processus itératif sur

'annulation de l'erreur est souhaitable, mais ffisant. Plutét qu’un test portant directement
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sur I'erreur, nous avons choisi de définir le prentiest d’arrét sur I'annulation du critéere
J@YH) (2.31).

« Arrét de l'identification si J @) <¢ avec £« 0

Dans certaines situations, la valeur de décrémientalel est telle que la vitesse de
convergence devient trés faible prés de I'optimoexjui se traduit par une oscillation autour
de ce dernier, donc le processus d’identificatiegue de durer indéfiniment. Dans ce cas, un
test d’arrét basé sur le nombre d'itérations s’avercessaire.

J('™h
Arrét de I'identification si ETER Gl
](é'i'_n)

Initialisation des
parameétres(, ;)

»
>

Calcule des fonctions
de sensibilité £5:)

v

Calcule du Gradient e
du Hesien (J°,J)

>
)l

Calcul des nouveaux
paramétres g¢+1)

v

Simulation du modéle

v

Calcul du critérej(*1)

Diminution de & | Qui Non| Augmentation de;
(A 110) (i *10) B

Sauvegarde des nouveaux
paramétres §' = §'+1)

y

Convergence
Atteinte ?

Fin
Figure 2.8: Organigramme de I'algorithme d’optintiga non linéaire: Levenberg-Marquardt
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2.6.2 Exemples de simulation
Afin de tester les performances de la méthode &uerde sortie généralisée pour
l'identification des systemes fractionnaires, noagons effectué quelques simulations
d’identification des modéles d'état fractionnaitesdifférentes dimensions, dans le cas sans
bruit et en présence de bruit (SNR).

SNR: Le rapport signal sur bruit est un indicatde la qualité de la transmission d'une
information. C'est le rapport des variances emtigdnal de sortie et le signal du bruit :

oy
SNR = —
o%b

Exemple 1
Le systéeme a estimer est de dimension 1 avec ue deddérivation a= 1.6, correspond au

modeéle d’état suivant

D1ex(t) = —2x(t) + u(t)

y() = 2x(t)

L’entrée est une séquence binaire pseudo-aléatomeérateur d’intégration est simulé sur la
bande de fréquence=[10° 10°] rad/s avec un nombre de cellules égal & 30.

Le tableau 2.1 donne les résultats de simulatioede@mple 1 pour différente SNR. Les
Figures 2.9, 2.10 montrent respectivement lesnggmtemporelles et I'erreur de prédiction
de la sortie en absence de bruit. Les Figures 2.12, montrent respectivement les réponses
temporelles et fréquentielles des sorties mesuréstinée pour différents SNR.

Parametres a c a J
Parametres réels / -2 2 1.6 /

Parametres initiau / 0 0 / /

Cas sans -2 2 1.6 5.33e-31
bruit
Parameétres estimés

SNR=8dB| -1.997 2.006| 1.605 0.0590
SNR=16 dB| -2.004| 1.989| 1.607 0.0295

Table 2.1 : résultats des simulations de I'exenple
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1.5 —— — sortie estimée

sortie mesurée

-2 1 1 1 1 1

L L L
o 20 40 60 80 100 120 140 160
Temps

Figure 2.9 : Résultat de simulation de I'exemple 1

-14

180

200

1.5 I I I I I I I I
(o] 20 40 60 80 100 120 140 160

Temps

Figure 2.10: erreur de prédiction

I
180

200

sortie mesurée

------ sortie estimée

-3 I I I I

L L L L
(0] 20 40 60 80 100 120 140 160
Temps

Figure 2.11: Résultat de simulation de I'exempévéc SNR=8dB
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Figure 2.12 : Diagramme de Bode de I'exemple 1

Dans cet exemple les courbes des réponses temagofieigure 2.9, 2.11) et fréquentielles
(Figure 2.12) se superposent respectivement gialesnétres sont estimés avec une précision

satisfaisante méme en cas de présence de bruit.

Exemple 2
Soit le modele de dimension 3, avec un ordre devatéon a = 0.9, I'entrée du systéeme est

une séquence binaire pseudo-aléatoire.

0 1 0 0
D¥x(@®)=|0 0 1 [x(@®) +|0[u(t)

y@®)=[2 3 4]x(®

L'opérateur d’intégration est simulé sur la bandefa@quencew=[10° 10°]rad/s avec un
nombre de cellules égal a 30.

Le tableau 2.2 relate les résultats de l'identifa de I'exemple 2 pour différente SNR
(16 dB et de 8 dB). Les Figures 2.13, 2.14 montrespectivement les réponses temporelles
et I'erreur de prédiction de la sortie en abserecérdit. Les Figures 2.15, 2.16 représentent

respectivement les réponses temporelles et fréglleat en présence de bruit.
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Parametregbruit

Parameétres & = & C1 C C3 a J
Parametres 1 2 | 3] 2| 3| al| o9 /
réels
Parametres 0 0 ol ol of ol /
Initiaux

Cas sans

-1.00 | -2.00| -3.00 2.00| 3.00 | 4.00| 0.90 | 5.04e-32

estimés | SNR=20 dB|-0.77 -1.90| -2.961.53 | 2.87| 4.01 0.90| 0.018

SNR=16dB| -0.82 | -1.59| -2.811.63| 2.46| 3.98 0.9C

0.0265

Table 2.2 : Résultats des simulations de I'exeriple

T T
sortie mesurée
i1is- 4 v A | mem——— sortie estimée ||

1.5+ -
2o > a 6 8 10 12 14 16 18 20
temps
Figure 2.13 : Résultat de simulation de I'exemple 2
x 107*°
1.5
1 | —
g 0.5 - =
E o I
-0.5 - =
_l 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(o] 2 4 6 8 10 12 14 16 18

temps

Figure 2.14: Erreur de prédiction
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Figure 2.15 : Résultat de simulation de I'exempé@c SNR=16 dB
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Figure 2.16 : Diagramme de Bode de I'exemple 2

Les réponses temporelles et fréquentielles montueet trées bonne adéquation entre les

courbes simulées et les courbes estimées, de ne&npatameétres estimés sont tres proches
des paramétres exacts, mais avec un critere supgoar le cas bruité.

Ces exemples de simulation ont permis de mettréviaence la capacité de la méthode

d’identification choisie d'identifier efficacemefd dynamique des systémes fractionnaires

méme en présence d'un pourcentage important de brui
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2.7 Conclusion

Ce chapitre a fait I'objet de plusieurs pointseasgiels, nous avons commencé par des rappels
sur le calcul fractionnaire et les principales diéfhns de généralisation de  I'opérateur
d’intégration fractionnaire (Riemann-Liouville, Qap et Griinwald-Letnikov).

La deuxieme partie a porté sur la méthodologiendeélisation et simulation des systemes
d'ordre non entier par des modeéles d'état. Ceshouéts reposent sur les techniques
d’approximation de l'operateur d’intégration framtnaire par un intégrateur fractionnaire
borné en fréquence. Dans notre travail, cet opérast approximé a un modele d'état entier
conventionnel de dimension élevée mais non infinie.

La troisieme partie est consacrée pour liderdifin des systémes fractionnaire par la
méthode a erreur de sortie associée a l'algorithenarquardt étendu au cas non entier, cet
algorithme permet d’accéder a l'estimation au méitne I'ordre de dérivation non entier
ainsi que les paramétres d'un modele d'état fracioe.

Diverses simulations numériques illustrent la c#pades systemes fractionnaires de
modéliser plusieurs dynamiques différentes avecnambre restreint de paramétres, et
d’autres simulations numeériques ont permis dermeth évidence la capacité de la méthode
développé d'identifier efficacement la dynamiques dgstemes fractionnaires méme en

présence du bruit.
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Chapitre 3
|dentification des systemes

non linéaires par 'approche multi-modéle

3.1 Introduction

Un systeme non-linéaire ne peut étre représenté aréision par un modeéle linéaire que
dans une zone restreinte de son espace de fonetimm. En découpant cet espace en zones
ou le systeme peut étre décrit par des modelesile® le comportement du systeme peut étre
approché par une combinaison de ces modéles Eseditapproche multi-modele se base sur
ce principe, et s’appuie sur l'utilisation d’'un ensble de sous-modeles de structures simples,
chaque sous-modéle décrivant le comportement duéersgs dans une "zone de
fonctionnement” particuliere. Ces sous-modeéles esgrvalors a la description du
comportement dynamique global du systeme en utilisdes fonctions non linéaires
(fonctions poids) définissant la contribution deagbhe sous-modéle et fournissent une
transition douce entre les modéles locaux.

La capacité des multi-modeles a représenter oyrbelper le comportement dynamique d’'un
systeme réel a été largement reconnue. En efiateddart, ils offrent la possibilité de décrire
des comportements non linéaires tres complexes amecstructure simple inspirée des
modeles linéaires. Les multi-modéles offrent ainsiexcellent compromis entre complexité,
précision, généralité et flexibilité.

La motivation de cette approche découle du faiil gst souvent difficile de concevoir un
modele qui tient compte de toute la complexité yhtésne étudié. Ainsi la structure multi-
modéle permet de simplifier et d’étudier aisémknstabilité d’un systéme non linéaire, grace
a l'outil numérique LMI qui permet de trouver dedugions aux équations de Lyapuonv.
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La synthése des correcteurs (constitue par exedipiteretour d'état pour chague modele
local) et la synthése des multiobservateurs.

La forme multi-modéle réunit les avantages :

— des modeéles linéaires du point de vue de latsireiogui sont simples a utiliser, et

— des modeles non linéaires, qui permettent d’awo@ bonne représentation d’'un systeme
réel.

Nombreux sont les travaux de recherche dédiégdantification des systémes non linéaires
par une approche multi-modeéle. En effet, il n'yas ple méthodologie spécifique capable de
conduire a une représentation multi-modele unidue slysteme.

Les bons résultats obtenus avec les modeles d'draltdonnaire, en qualité de description
des phénomenes physiques relativement aux résdéatmodeles entiers, nous ont motivés a
I'identification des systémes non linéaires pappeoche multi-modele fractionnaire, la
théorie développée dans ce chapitre s’inspire Huete de ce qui est fait dans le chapitre
précédent.

L'objectif de ce chapitre est I'identification degstémes non linéaire dans le cas entier et
fractionnaire. Ce dernier comporte deux partiesgipales, la premiére est consacrée a la
présentation de I'approche multi-modéle, et la dpson de la méthode d’identification des
systemes non linéaire a l'aide de cette approchatiésant la méthode a erreur de sortie
basée sur I'algorithme de Levenberg Marquardt commes avons cité les différents criteres
a minimiser qui peuvent étre utilisés en fonctianathoix des fonctions de pondération. La
deuxieme partie est consacrée pour l'applicationladenéthode pour l'identification des

systemes non linéaires entiers et fractionnairesegamulti-modéles de Takagi-Sugeno.

3.2 Origine de l'approche multi-modele

Un modele doit étre capable de représenter fideieree comportement dynamique d’un
processus réel. Dans le cas d’un systeme nonigéamplexe, il est difficile de représenter
touts les modes de fonctionnement ainsi que tol#esinteractions entre les différentes
grandeurs avec un seul modéle global. Afin de gralli complexité de cette tache, la tendance
a été d'utiliser des modéles Linéaires Invariamissde Temps (LTI). Cette approximation
permet ainsi d’étudier un systéme ayant un compute non lin€aire en le représentant par
un seul modéle linéaire (linéarisé tangent autéum goint d'équilibre). L'inconvénient d'une
telle approche est son aspect uniquement locahddele linéaire n'est qu'une description

locale du comportement du systeme. Une approcHmlgidbasée sur de multiples modéles
40



Chapitre 3 : Identification dess8ymes non linéaires par I'approche multi-modele

LTI (linéaires ou affines) autour de différents misi de fonctionnement a été élaborée ces
dernieres années. L'interpolation de ces modeleaulo a l'aide de fonctions d'activation
normalisées permet de modéliser le systéeme glatrallinéaire. Cette approche, dite multi-
modéles, s'inspire des modéles flous de type Tekageno (T-S). En effet, un multi-modéle
réalise une partition floue de l'espace caracig@ustZ dit aussi espace de décision (c'est
I'espace caractérisé par I'ensemble des variahtastéristiques (de décision) z(t) qui peuvent
étre des variables d'état et/ou la commande, lkekokLes zones de fonctionnement sont

définies en termes de propositions sur les varsadbbeprémisse.

3.3 Obtention d'une structure multi-modele
Les multi-modeles peuvent étre obtenus de diffésemhanieres, dans cette section, nous
décrivons les trois méthodes d'obtention d'unecttra multi-modeéle a partir d'un modele

non linéaire.

3.3.1 Multi-modéle par linéarisation
Dans ce cas, on dispose de la forme analytiqgueatieél®m non linéaire du processus physique
gu'on linéarise autour de différents points de tionoement judicieusement choisis.
Considérons le systeme non linéaire suivant :
{J'C(t) = F(x(),u(®))
y(®) = G (x(8), u(®))

Ou F,G) € R?*" sont des fonctions non linéaires continug), € R™ est le vecteur d'état

(3.1)

et u(t) € R est le vecteur d'entrée. Par la suite, nous repiésms le systeme non linéaire
(3.1) par un multi-modele (3.2), composé de plusieuodeles locaux linéaires ou affines
obtenus en linéarisant le systéme non linéaireuawston point de fonctionnement arbitraire
(x;,u;) € R™ x R [Johansen et Foss, 1993]:
x() = iz wi(§(©)) (A x(®) + B u(t) + D)
{y(o = L 1 (EO) (€ x(O) + Fu(®) + N 52

Avec L est le nombre de sous modele.

_ OF(xw _ OF(xu) _
Ai - dx xX=x;’ Bi - ou x=x;" Di = F(xi, ui) — Aix — Biu
u=u; u=u;
_ 9G(xw _ OF(xu) _
Ci - dx xX=xi i — ou xX=xi1 Nl — G(xl, ul) — Clx — Elu
u=u; u=u;
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Notons que dans ce cas, le nombre de modeles lo@gudépend de la précision de
modélisation souhaitée, de la complexité du systeamelinéaire et du choix de la structure

des fonctions d'activation. Ces dernieres doivatisfaire les propriétés (3.3).

l.’_ i t = 1
Avec { i=1 P—z(f( )) (3.3)
0<w(E®) <1
3.3.2 Multi-modéle basé sur les secteurs de non-darités
Considérons le systeme continu non linéaire :
x(t) = f(x()) + Bu(t) (3.4)

Avec x(.)e R™, u(.e R, f(x(.))e R™ et Be R".

La méthode de transformation exposée est initiéel paaka et al [Tanaka et, 41996]. Elle
est basée sur une transformation des fonctionsaigesl origines de la non linéarité.
L'avantage de cette méthode est de ne pas engelfehreur d'approximation et de minimiser
le nombre de modéles locaux. Cette méthode estbsiséla bornitude des fonctions

continues.

Lemme L

Soit i(x(t)) une fonction bornée de, b — R pour tout xe [a, b avec
(a, e R*2. Alors il existe deux fonctions

F'(): [a B =[0, 1], i€ I,

X(t) >F'(x(t))

avec B(x(t)) + FX(x(t)) = 1et deux scalaires etp tels que

h(x(t)) = F'(x(t)) & + F*(x(t) B

Une décomposition de(x(t)) est considérée sua,[ comme suivant
B = minye[qp (h(x)), a = MaXxe[q,p] N(X))

Loy () R — B 20()) = E=h®)
F W) = FXW) =— =

Sous I'hypothése de la continuité et la bornitdds fonctiond(x(t)) et g(x(t)) données en
(3.4) aved(0) = 0 etg(0) = 0O, ces fonctions peuvent étre réécrites ttmme suivante :
(D) =22, F(x(t) Ax(); @x(1) =22, F(X()Cx(t)
Le modele (3.4) devient

42



Chapitre 3 : Identification dess8ymes non linéaires par I'approche multi-modele

{x(t) = X5 F! (x(0) (Aix(8) + Bau(D)) (3.5)

y(®) = X2, FL (x(®)(Cix(t) + Diu(t))

Dans ce cas, le multi-modéle (3.5) obtenu représedatfacon exacte le modéle non linéaire

(3.4) sur l'intervalle compact considere.

3.3.3 Multi-modéle par identification
Si 'on ne dispose que des mesures des entréesrtggssdu systéeme, on procede par
identification en imposant la structure du multiaate.
Soit le systéme non linéaire modélisé sous la fayareerale :
{x(t) = f(x(@®),u®)
y(£) = h(x(8),u(t))

Oux(t) € R™ est le vecteur d’étaty(t) € R représente le vecteur d’entréeyét) € R est le

(3.6)

vecteur de sortie.

En représentant le systeme non linéaire sous formudti-modéle, le probleme de
l'identification des systemes non linéaires estitéd lidentification des sous-systemes
définis par des modeles locaux linéaires et de<tifoms d'activation. Les méthodes
d'optimisation numérique sont alors utilisées pEBiimer ces parametres.

La forme générale d'un multi-modéle décrivant usté&syie non linéaire continu dans le temps

v — VL
ot {x(t)— -1 i (§(0) (A; (O)x () + B; (O)u(D)) -

y(®) = X w(E®) (€ (0)x(t) + D; (O)u(t))

Oué(t) € R est le vecteur des variables de décision, L esbiebre de modeldecaux, ety;

(.) pouri € I, sont les fonctions d'activation, Elles détermirlerdegré d'activation deif™
modéle local associé.

Généralement la construction d'un multi-modéleréip@des entrées/sorties exige :

-La définition d'une structure de multi-modele

-La définition des fonctions d'appartenance

-L'estimation des parametres des fonctions d'aativet des modeles locaux

L’identification des parametres du multi-modele efféctuée a I'aide de la méthode a erreur

de sortie en minimisant le critére défini par :

J =23 e()? = S ZIL O - y(1)? (3.8)

N
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3.4 Fonction de pondération

La fonction de pondération (¢(t)) dite d'activation détermine le degré d'activatites sous-
modeles. Selon la zone ou évolue le systeme, fmitgion indique la contribution plus ou
moins importante du modeéle local correspondant dansiodéle global. Elle assure un
passage progressif de ce modele aux modeles logzsixs. Elles peuvent étre de forme

triangulaire, sigmoidale ou gaussienne, et satisésnpropriétés suivantes:

{ i= 1”1(5(’5)) =1
0<p(E®) <1

Dans la suite de notre travail les fonctions dedgoationy;(¢) sont considérées a partir

(3.9)

d’une fonction Gaussienne :

(=ci)
w;(&) = exp( - ) (3.10)
qui est fonction de centig et de la dispersiom avecé est la variable d'indexation. Afin de

respecter la contrainte donnée par la relation) (89fonctionsw; sont ensuite normalisées.

Les fonctions de pondération sont données par :

wi(§)
w; () = S0, 13)

En fonction de la vitesse de transition d’'un sousiéte a l'autre et de recouvrement on peut
introduire les notions de fonction de pondératimmegment mélangée et peu mélangée.

0.5

7 1 = — T T
/// \\ / \ ““ (
0.45- Yo 0.9t J | I \
/ [ |
0.4+ S g 0.8l | |
N | o
0.35F ~_ — ya b 0.7 ‘ ‘ ‘
0.3} /'X‘:\ AN / g 1 0.6/ ‘/ \‘ “‘
w i /,/ \ \\/’ u, ‘ ‘ ‘
0.25 S AN 1 05f
\ / ‘\ | ‘
0.2r / NS AN 1 0.4 I I )
/ "/ | i f
015 // X S 03 } ‘\ | \ \
i d N ‘ | \ | / \
- ~ S | / \
oosl - - S~ 01l ’ \ [ [
_— o —] /o J /
O 0 —// A \ /.
1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 1 04 -02 0 02 04 06 08 1
(@) ) (b

Figure 3.1: (a) Fonction de ponderation fortemeatamgée, (b) Fonction de ponderation peu

melangée.
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La dispersions définit le degré de chevauchement des fonctionpaselération d’ou nous
pouvons tirer la notion des fonctions de pondénatiode fort recouvrement et de faible
recouvrement. Par recouvrement, on entend une pon@u moins deux fonctions de
pondération sont significativement non nulles enm@mé&emps. Une grande dispersion
traduit un recouvrement important entre les zomef®dctionnement et vice versa.

Dans le cas limite, le recouvrement est nul, cpoad au cas des modéles linéaires par

morceaux ou les fonctions de pondération sont leooiés.

3.5 Stabilité des systemes de Takagi-Sugeno
La structure particuliere de type de modele deagiaugeno a permis I'extension de I'étude
de la stabilité des systémes linéaires au casydénses non linéaires.

Soit un systeme de Takagi-Sugeno autonome, repéésan:

x(6) = Ti w(§ ) Ax (t) (3912
Le systeme (3.12) est dit quadratiquement stalileesiste une matricd® € R™"

symétrique et définie positive telle que les cdndi suivantes soient vérifiées pouri=1,..., L
ATP+PA; <0 2.13)

On peut noter que l'interpolation de sous-modéiakles n’est pas nécessairement stable.

3.6 ldentification des systémes non linéaires panulti-modéle

La modélisation des systémes non linéaire parrabe multi-modele est devenue I'un des
domaines de recherche les plus actifs. A la diffégedes approches classiques qui essayent
de trouver un modéle global et par conséquent aaxeplcette approche est basée sur la
décomposition de l'espace de fonctionnement diesysten petits secteurs. Des modeéles
locaux simples habituellement linéaires sont emgdogour décrire le systéeme dans chaque
secteur. L’élaboration d'un multi-modele nécesdi&ude de trois points: choix de la
structure, choix de la variable d’'indexation, dtreation des paramétres des modeéles locaux.

3.6.1 Le choix de la structure du multi-modéle

Il faut choisir un modéle composé de sous-moddlehacun est composé d’'un nombre de

parametres qui dépend de la précision que l'onateilces sous modeles sont obtenus par le
partitionnement uniforme de I'espace de fonctioneeindu systeme. Ce choix est cependant

sujet a un compromis. En effet, plus le nombrealesgnodéles et de parameétres sera éleves,

45



Chapitre 3 : Identification dess8ymes non linéaires par I'approche multi-modele

plus la précision sera meilleure mais plus la coyerece sera difficile, longue, voire
incertaine. A l'inverse, un nombre de parametrekiitépermet une convergence rapide et
efficace au détriment de la précision.

Plusieurs types de multi-modéles ont été introduitslti-modéles a états découplés et multi-

modeles a états couplés connus sous le nom de endeldlakagi-Sugeno(T-S).

3.6.1.1 Multi-modeéle a états découplés

Les multi-modéles a états découplés sont représgar un ensemble de sous-modeles
linéaires représentant chacun le comportement dstesyge autour d'un point de
fonctionnement. Ces sous-modeles évoluent indépemeat les uns des autres.

La description du comportement global du systérheasactérisée par la pondération, via des
fonctions non linéaires, des différentes sortiesstris-modéles. [Filev, 91]

y(t) = Tioq i (@) Cixi (t)
avec PRI (f(t)) =1 (3.15)
Oux; € R™ est le vecteur d'état de1® sous-modeley(t) € R est le vecteur de commande,

y € R le vecteur de mesures, le r6le des fonction del@@iony; est de pondérer la sortie

de chaque sous-modeéle sans mélanger les paramésresus-modeles, B;, et C;.

lul

u X y
» B, —b% / e B
A |,
lllz
V2
> B, 4% | X2 C, SHRI
A2 <
Xy, YL l;uL
R y
B, 4»% / C, H— I ——

4,

A

Figure 3.2: Schéma fonctionnel d’un multi-modektat découplé
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3.6.1.2 Multi-modele a états couplés (Modele depy Takagi-Sugeno)
Le modéle flou de Takagi et Sugeno (TS) [Takadsegeno, 1985] est décrit par des regles
"si-alors" qui représentent des modeles LTI. toatlgde flou TS d'un systéme non linéaire est

structuré comme une interpolation de systemesitegdes matriced;, B; et C; caractérisent

un fonctionnement local particulier.

{ 2(t) = Ticq 1 () (Aix (®) + Bu(t)) 3.16)
y(k) = Xio w(§@®) Cix () '
{fc(t) = (Bh, () A)x (1) + (Bhoy 1 (5 () By )u(®)
L (3.17)
y(6) = (Bic m(§©)C)x(®)
Fw@®=1et0<su(®<1veVviell, .., L} (3.18)
On peut faire apparaitre un état loeakn écrivant I'équation (3.16) sous la forme :
(3.19)

{a‘ci(t) = A;x(t) + Bju(t)
x(t) = Xioq i (E@®)x:()

Le réle des fonctions de pondératipndans ce cas est d’effectuer un mélange de paresnetr

des sous-modeéles en fonction de la zone de fom&moent du systéme non linéaire.

lul
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A 4

A 4
o8}
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Figure 3.3: Schéma fonctionnel d’'un multi-modektat couplé
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3.6.2 Le choix de la variable d’'indexation€ des fonctions de pondération

Dans le cas du modele de Takagi-Sugeno la varidiihelexation ¢ et les fonctions de
pondération (3.11) sont fixées a prigriest définie par les variables d’état et/ou legwed

du signal d’entrée ou de sortie du systeme.

Dans la suite de notre travail nous nous intéresaarmodele de Takagi-Sugeno, obtenu par
la méthode d’identification, ainsi que les variabtiindexation ou variables prémisses sont

considérées connues (entrée du systénreu ) ce qui contourne ce probleme.

3.6.3 Estimation paramétrique d’'un multi-modeéle aétats couplés (TS)
Elle s'intéresse au choix de la structure du multigle et a I'optimisation paramétrique qui
consiste a identifier les parametres des modetegilopermettant une reproduction fidele du

comportement dynamique du systéme

3.6.3.1 Cas de multi-modéle entier

La structure a états couplés ou modele de Takagei® se présente sous la forme suivante :

x(t) = i wi(E®) (A:(0)x (D) + B;(B)u(t))
(3.20)

y(t) = Xioq w(§())(Ci(8)x(t) + Dy(B)u(t))
Avec f=1 ,ui(f(t)) =1 i=1..L,Vt
Oux € R" est le vecteur d’états,a@R le vecteur de commandge £ R le vecteur de mesures

et ¢ la variable d’'indexation des fonctions de pondémaj; , L est le nombre de sous-

modéles.
O 1 0 0 0
[ 0O 0 1 0 ] [o]
4; =| 0 ' | B = |0| Ci=lci1 Cip o Cin]”
l_di,l_ai,z_ais _di,nJ l1J
D; =d; (3.21)

Le vecteur ded; correspond aux paramétres inconnus d’'un souslm@drticulieli, avec :

0; =[ai; Az QinCi1 CinCind;]" avec dim; =2n+1 (3.22)
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On définit le vecteud comme étant le vecteur colonne des parametres dhirmuadele a

estimer, il est représenté sous la forme d’'un wegartitionné e bloc colonnes; :
0=1[0,"..6"..0"] avec dimb =L(2n+1) (3.23)

oun est I'ordre du vecteur d’état.

L’identification des sous-modeles s’effectue aipale données entrée sortie du systéeme non

linéaire, en minimisant le critere quadratique BT0Y.

avec

J=-3N. M2 et E) =y'(®) —y(D) (3.24)

ut) | Systéme non| Y*(t)
g linéaire

t +
. : y® £(t)
Multi-modéle Optimisation

B
( |

Figure 3.4:Identification d’'un systeme non linégee multi-modele

A 4

Le multi-modele doit représenter au mieux le cortgmuent dynamigue du systeme
(adéquation globale du multi-modele et du systemi) de prédire correctement le
comportement du systeme. Comme il est souhaitalde lgs sous-modeles fournissent une
caractérisation du comportement du systéme dangjuehaone de fonctionnement
(adéquation locale du multi-modeéle et du systeme).
Pour répondre a ces contraintes plusieurs crit@ledal, local ou combiné) peuvent étre
utilisés lors de I'optimisation paramétrique du tratodeéle.

a- Estimation paramétrique avec un critere global
Ce critére favorise une bonne caractérisation dopostement global du systeme non linéaire

par le multi-modele. Le critére est définit par :

1 x
Jo =32t €2 avec  E() =y () —y(t) (3.25)
Ou E(t) est I'erreur entre la sortie du multi-modélet la sortie du systéme non linéaire

etN est le nombre de mesures.
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9J5(0 )
J'e = ]aG—a() — _%th\lz e(t) y(t) Le vecteur gradient

ay(t) ay(t ) .
_Zt 1 ﬁ y(t) La matrice Hessienne

20T
avec az’_g) =yN, 1; () Cix()

ay‘(t) est la fonction de sensibilité de ifa™ sortie par rapport aux parametres inconnus du

multi-modele.

b- Estimation paramétrique avec un critere local :
Il favorise une bonne adéquation entre le compwetd local des sous-modeles et le
comportement local du systeme non linéaire a cmmditoutefois que les fonctions de
pondératiorny; soient peut mélangeées.

Le critére local est de la forme :

Y ui(E®)E®)? avec  &(t) = yi(t) —y* (D) (3.26)

Ou &;(t) est l'erreur entre la sortie dif™®sous-modeéle et la sortie du systéme non linéaire

avec N est le nombre de mesures.

], = % = —%Zf N yl(f(t))g (t) —= ay‘(t) Le vecteur gradient
%ZL'L=1 t= 1#1(5@)) a%(t) La matrice Hessiane

c- Le critere mixte
Le critére mixte ou combiné représente un compranise le critére global et local, comme
il permit de profiter des avantages offerts parcanades criteres en fonction de la valeur

donnée au parametres, il est définit par : [Yen et al, 1998]

Je=plc + (1 —-p) XL —1JLi 0<p<1 (3.27)

Si les fonctions de pondératign (.) choisies sont peu mélangees, la distinction eltre
critere global et le critéere local disparait. Lesixi approches d’identification livrent alors des
mémes résultats (les vecteurs gradients et lesicemtrhessiennes sont sensiblement

identiques) [Orjuela, 08].
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Dans notre cas l'identification des systemes noédires par des multi-modeéles est obtenue
par I'optimisation des parametres en appliquaalgrithme d’identification non linéaire
(Levenberg-Marquardt) et en utilisant les défimtodu gradient et du hessighy§ et (')

pour un critere globa{).
Le calcul des fonctions de sensibil% de la sortie du multi-modele (3.20) par rapport aux

parametre® (3.23) est nécessaire pour le calcul du veqeadient]’ et la matricenessienne
]

d- calcul des fonctions de sensibilité paramétriques
La méthode d’estimation paramétrique utilisée tésdé I'extension de la méthode a erreur
de sortie aux ordres non entier (chapitre II), jéalif consiste a estimer les parametées
pour chaque sous modé|e partir des données entrée sortie du systesha identifier.
A partir du systéme (3.20) on peut distinguer dgartes de fonction de sensibilité :

1- oy, = Z—Z est la somme ponderée des fonctions de sensitditia sortie de chaque

sous-modele par rapport & . sont obtenues par la dérivation partielle dasatgns

de sortie des sous-modeles.

2- d‘x/e =£est la fonction de sensibilité du vecteur d'ételle est calculée par

dérivation partielle du vecteur d’état du model@3 par rapport a chaque parametre
de6 (3.23).

La sensibilité du systeme (3.23) par rappof; a aveci=1...L etj=1...2n+1est donnee par :

ax 0x aAl aBl X
EY Z ()| A [ ]
691-,]- i= 69 691-,]- 801-‘]- u

04; 0B;

. ilrx
Ox/0;; = Yic 1:(6) (Aiax/ei_j + 20, E] [u]) (3.28)

La différentiation de la sortie :

dy _ZL © aC; +c 0x +6Dl- sy ou
56, ~ Lui"\Ge,, g, T ag, " Pige,

Oty = her i) (Congo, + [ 22|[1]) (3.29)

Des deux formules précédentes (3.28) et (3.29)enn géfinir un modéle d’état de fonctions

de sensibilités
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. 0A; 0B; | [X
(Ux/ei,j =i 1 (§) (Aiax/ei,j + [@ @] [u])

(3.30)
R ) ac; ap; | [x
\ 9y/00; = Zi=1 ti(§) (CiUx/ei,j + [@ @] [u])
qui sera simplifié par I'écriture suivante :
Xs = %:1 Mi(f)(AsiXs + BsiUs)
(3.31)
Yo = %:1 1 (§) (CsiXs + DsiUs )
avec
— — T Ln(2n+1)
XS O-x/ei,j [O-X/gl'l . O-X/61'2n+1 s O-x/HL'Zn_*_l ] f XS € R X R
Y, = r, Yse RLCnHD) x R,
s [Uy/91 1 Gy/91,2n+1 O-y/QL,2n+1:|
Us = [x; x5 ... x, ul”, Us € RV x R
4, 0 0 ..0 C;00..0
0 4; 0 0} [O G; 0 O} 0B
Asi= 0 " . :| C5i=[? :J avec WLJ-:
Lo 0 T4 00
[ aAl aAl aAl 'IT [ aCl aCl aCl i
00; 1 00, ; 00, 2n+1 901 00, ; 001, 2n+1
BSi = | DSL =
aD; oD; . aD;
0 0 0 J 0011 00, 061, 2n+1 |

3.6.3. 2 Cas de multi-modele fractionnaire
Dans ce cas le multi-modéle a un comportementidracire, la formulation mathématique
du modéle de Takagi-Sugeno fractionnaire est dopaées équations :

D*x = ¥i_; 1;(§)(4;(8)x + B;(6)w)
(3.32)

y = Zi=1 k(O (Ci(O)x + Di(H)w)
La simulation du multi-modele fractionnaire essé&a sur I'approximation de chacun des
sous-modeles fractionnaires en utilisant la ménoxduture définie au paragraphe 2.5 du
chapitre 2.

Le vecteur des parametres a estimer pour le cetsoinaaire est donné par :
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6 =160 a] (3.33)
Avecd est le vecteur des paramétres des matdg€s etD; des sous-modéleeta est

I'ordre de dérivation commun pour tout les modédesux.

- Sensibilité par rapport @ :

La procédure que nous avons adoptée pour 'estmatis parameétrésest analogue pour le
cas entier. Le calcul de la sensibilité de la sadti multi-modele par rapport aux parametres
6 pour le cas fractionnaire est donné par :
_ vl
DaXs = 4i=1 .ui(g)(AsiXs + BsiUs)
(3.34)

Ys = %:1 ,Lli(f) (CsiXs + DsiUs )
Le modele d’état non entier obtenu des fonctionseatesibilité est un modéle multi-variable

ayant pour entrées les états et I'entrée du mudtigte a identifier et pour sortie la sensibilité
par rapport &. Les matricesd;,, B, Cs,etDs,; sont calculées de la méme maniere que le cas
entier.

- Sensibilité par rapport ax :

Le calcul de la sensibilité par rappartr s’effectué numériguement comme pour le cas des

systemes linéaires [Djamah et al, 08], ayeaxst la sortie du multi-modele :
5
y(t,a+ Aa) —y(t,a) = Aaé = Aaay/a (3.35)
Pour une variation dda suffisamment faible une bonne approximation desdasibilité

O'y/aeSt obtenue.

Le vecteur des fonctions de sensibilité utilisérde calcul du gradient et du Hessien pour le

cas fractionnaire est définit comme suit :
o = |o o 3.36
3’/9 [ 3’/5 Y/a] ( )
Avec Ty, est la sensibilité du systéme par rapport aux péiraso, etoy, est la sensibilité
0

du systéme par rapport a I'ordre de dérivation

3.7 Exemples de simulation
Nous considérons deux exemples de simulation afinméttre en évidence la capacité de

I'algorithme développé pour l'identification desssg§mes non linéaires par I'approche multi-
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modele, I'exemple 1 permet I'étude de la précigdenl’estimation paramétrique d’'un multi-

modele dans un contexte sans bruit, puis en présnbruit.

L’objectif de I'exemple 2 consiste & approcher yasté&me non linéaire fractionnaire par une
structure multi-modéle entier puis fractionnairdirafde conclure I'apport des modeéles
fractionnaire par rapport aux modeles entiers,’ @udier I'influence du nombre ainsi que la

dimension des sous-modeles sur la précision du imotiéenu.

Exemple 1:

Soit le multi-modele défini par = 2 sous modeéles entier de dimensioe 2
x(t) = 2w (E(®) (Ax(t) + Biu(t)
y(k) = iy i (§(0)) Cix ()

Les valeurs numériques des matridgset C; sont les suivantes :

0 1 0 1
“Loss " Loos s
~0.58 —0.40 ~0.06 —05

C, = [2.75 0] C, =[-0.2 2.5]
L’entrée u(t) est constituée par la concaténatmoréneaux d’amplitude variables
u € [-0.5 0.5], les fonctions de pondératipn dépendent du signal de commande u(t), les
centres sont donnés par[—0.5,0.5], et la dispersionr = 0.4, La procédure d’identification
est basée sur un critere global.
La table 3.1 illustre les résultats des simulati@®ns le cas sans bruit les paramétres estimés
sont satisfaisants et convergent vers les valexastes des parameétres du systeme. Les

figures (3.5) représente I'écart entre la sorti@cexilu multi-modele et estimée.

n=2 Sous-modeéle 1 Sous-modele 2 | ¢yitere

Parameétres alal ol o & 2| ¢ | o (J)

Parameétres réels -0.58 -0/4R.75 0 -0.06] 0.50-0.20{2.50
6.5e-18

Parametres estimés-0.58 | -0.4Q 2.75 0 -0.06| 0.50-0.20|2.50

Parametres estimé

S
SNR=16dB -0.80|-0.35| 2.89 | 0.16| -0.21 | 0.85(-0.87(2.39| 8.4 e-03

Parametres estimé

S
SNR=8dB -0.34 | 0.75| 2.48| 0.40 -0.17 | 0.66-0.14| 2.23| 1.6e-02

Table 3.1: Résultats des simulations
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x 10

Anmplitude
o
|

0) 50 100 150 200 250 300

Time

Figure 3.5: erreur de prédiction

La figure (3.5) nous montre une erreur dé® 1Qui est un résultat trés satisfaisant, comme
'analyse des résultats présentés par le tabledl i®us permet de constater que la méthode
d’identification que I'on a mise en ceuvre nousperd’obtenir une tres bonne précision sur
les parametres estimés du multi-modéle. Mais esepice de bruitSNR= 8dB, 16dB) la

précision diminue avec le taux de bruit.

Exemple 2: Systéme non linéaire fractionnaire
Soit le modele non linéaire fractionnaire a appescpar une structure multi-modeéle entier

puis fractionnaire, défini par :

d0'6y(t)
— 2

—gr06 = Y () —y(®) +u(®)
L'entrée u(t) du systtme est wune séquence binairseudn aléatoire
u € [-0.25 0.55], Un jeu de données entrée/sortie a servi a [fifleation, avec t=10, et
une période d’échantillonnage h=0.01. Les fon&tida pondération; sont de type gaussien

et dépendent du signal d’entrée u(t).
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L’entrée et la sortie de ce systeme sont représesidr la figure 3.6.

0.6

0.4 -

0.2 -

u®

-0.2 +

0.3

)
o
[

-0.1 I I I I I
(0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Temps

Figure 3.6: Entrée sortie du systeme

1- Identification par des multi-modeles entiers
Dans le premier cas le modele testé est compodéuwesous-modeéles (L=2) pour différents
dimensions du vecteur d’état), ensuite nous avons considéré un modele de tonis-s
modeles (L=3).
Les tableaux 3.2 présente I'évolution du criterdagrction du nombre de sous-mode(és et
de la dimensioifin) du vecteur d’'état.
La sortie du multi-modele qui convient a la repndgBon du systeme non linéaire est

représentée par la figure 3.7 et la figure 3.8sille I'erreur de prédiction.

L c o EQM

2.7e-003
2 [-0.2 0.35] 0.03 3.56-004

6.9e-004

2.3e-003
3| [-0.2-0.050.35] | 0.02 356.004

1.6e-003
Table 3.2 : résultats des simulations de I'exer@ple

W N P W N S
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0.35 T T

. sortie mesurée
'll -==-e-== soOrtie estimée
0.25 Wl V. ; _

0.3+

0.2} /

0.15 |- [ P : ) i

Anmditude

0.1 ¢ T [

0.05 " )
s ! ! 1 !

-0.05

-0.1 I I I I I I I I I
(0}

Temps

Table 3.7 : Sortie du systéme non linéaire et dliifmodele pour L=2 et n=2

o.1

0.08 - ml

0.06 - M

0.04 - |

0.02 B

-0.02 -

-0.04 - —

-0.06 - —

-0.08 - —

0.1 I I I I I I I I I
o 1 2 3 4 5 S 7 8 o 10

Temps

Figure 3.8: Erreur de prédiction

L’augmentation du nombre de modeles locaux peragirise en compte de la complexité
plus ou moins grande du systeme et permet égaleteiteindre la précision souhaitée du
modéle global. Les résultats illustrés par lesdaipk 3.2 permettent de constater que le multi-
modele qui représente au mieux le systéme nonidléamporte L=2 sous-modéles et la

dimension des sous-modeles est de n=2.

2. ldentification par des multi-modéles fractionnaies

Dans ce cas le systeme est modélisé avec difé&restructures de multi-modele
fractionnaire.

Le tableau 3.3 représente les résultats de sironldti systeme non linéaire par multi-modéle
fractionnaire, aprés plusieurs essais le meilleitére obtenu est d'ordre TOLes paramétres

du multi-modéle qui représente au mieux le systeom illustrés dans la table 3.4. La figure
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3.9 représente les sorties réelle et estimée pounuwlti-modéle fractionnaire de deux sous-
modéles de dimension n=1 avec l'ordre de dérivatiormulti-modelea = 0.57. La figure

3.10 représente I'erreur de prédiction.

n L C o EQM o
1 2 [-0.2 0.35] 0.5 1.59e-004 0.575
1 3 [-0.2 -0.05 0.35] 0.4 1.51e-004 0.520
Table 3.3 : résultats des simulations de I'exer@ple
Sous-modeles Ordre de
Dimension n| Paramétres dérivation
L=1 L=2
n=1 a -1.730 -0.955 a=0.57
cL 3.190 0.168

Table 3.4 : paramétres estimées, pour L=2, n=0,57

sortie mesurée
—-==e-== soOrtie estimée ||

_O. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Temps

Figure 3.9: sortie du systeme non linéaire etsalti multi-modéle avec L=2, n=1

0.06

0.04 B

0.02 —

-0.02 - —

-0.04 + g

_0.06 I I | I I I | I I
(o] a1 2 3 a4 5 6 7 8 o 10

Temps

Figure 3.10: erreur de prédiction
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L’analyse des résultats illustrés par le table®&un®us permet de constater que la dynamique
du systeme non linéaire peut étre représentéeurpamulti-modéle fractionnaire de L=2
sous-modéles de dimension n=1 pour une erreud®6®.'augmentation du nombre de

sous-modele et de la dimensi@r) n’apporte pas une minimisation meilleure du ceiter

A travers cet exemple académique, Nous montrongquldité de l'approximation d'un
systeme dynamique non linéaire par un multi-moa@eiger et fractionnaire, en effet, de la
comparaison des résultats mentionnés danshbésatx 3.2 pour le cas de sous-modéles
entiers et dans le tableau 3.3 pour le cas de modeles fractionnaires, nous pouvons
conclure que pour une erreur I'ordeel0* Tidentification du systéme non linéaire nécessit
un multi-modéle de L=2 sous-modéles avec une dimens=2, par contre pour le cas de
multi-modéele fractionnaire pour la méme erreur,miedéle nécessite que L=2 sous-modeles
avec une dimension n=1.

Ces différentes simulations montrent que l'algonigha erreur de sortie développé pour le cas
de I'approche multi-modéle, donne des résultatsfagants pour I'estimation paramétrique
des multi-modeles, ainsi, 'exemple 2 montre laacdig des sous-modeles fractionnaires par
rapport au sous-modéles entiers de décrire landgne d’'un systeme complexe avec un
nombre minimal de sous modéles et un nombre rastteiparamétres, sur tout le domaine de

fonctionnement.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le probleméiddmtification des systemes non
linéaires a I'aide de I'approche multi-modéle. Mo#ittention s’est portée sur le multi-modele
de Takagi-Sugeno que nous avons développé poentification des systémes non linéaires
fractionnaires.

La premiéere partie de ce chapitre a été consactageésentation des difféerentes méthodes
d’obtention d’un multi-modéle a partir d'un systémn linéaire (linéarisation, les secteurs de
non-linéarités, identification). Nous avons entipatier mis en évidence I'algorithme
d’identification des systemes non lin€aires partiambdele entier en utilisant la méthode a
erreur de sortie que nous avons étendue pour tifttion des systemes non linéaires
fractionnaires par des multi-modeéle d’'ordre notieenDeux exemples de simulation ont été
présentés pour mettre en évidence la capacitéatipolithme développé pour identifier des
systemes non linéaires par I'approche multi-modal®)s avons constaté que les multi-
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modeles fractionnaires représentent d’'une maniere grécise et compacte les systemes non
linéaires fractionnaires, les rendant facilememi@tables du point de vue mathématique.

Pour évaluer les performances de I'approche dépémlans ce chapitre, il nous semble
intéressant et essentiel de I'appliquer sur desgasus réels, ce qui fera l'objet du chapitre

suivant, avec l'application de la méthode a I'éthdé&ansfert de chaleur.
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Chapitre 4
Application de I'approche

multi-modele au transfert de chaleur

4.1 Introduction

Le transfert de la chaleur est un phénomene diffssn étude a travers une théorie classique
monodimensionnelle, montre un aspect fractionndioedre 0.5 [Battaglia et al, 00] [colis,
02]... ; Ainsi, lI'idée de l'application des systesn&actionnaires dans la modélisation des

procedes diffusifs apparait évidente, [Battagliale00] [Benchellal et al, 05] [Djamah, 10].

Dans la littérature, I'étude thermodynamique a ménigue certains coefficients
thermophysiques sont directement liés a I'état dliem et varient avec la température,
induisant ainsi des non linéarités difficiles amuhee en compte avec un seul modele, les
parametres de ce dernier devant étre actualisequerle point de fonctionnement change.
L’approche multimodéele offre l'alternative intérasse de caractériser la présence de
plusieurs modes de fonctionnement, en décomposanterValle de fonctionnement

dynamique en plusieurs zones, chacune d’elle étzrite par un sous-modele.

Ce chapitre présente le phénomeéne de transfecthaleur dans une géométrie plane, et le
principe de la modélisation d’'un simulateur therneigpar la méthode des différences finies.
Afin d’évaluer la méthode d'identification par I'mpche multi-modele développée aux
chapitre précédent, deux exemples de simulationt smmsidérés, le premier est
l'identification du simulateur thermique par diféérces finies, le deuxieme est l'identification
d’'un benchmark expérimental représentant le trainsgle chaleur dans une barre en
aluminium. Pour lidentification de chaque systemaus avons considéré deux cas: en
premier des sous-modeles entiers puis des souslesodractionnaires afin de montrer
l'apport des multi-modéles fractionnaires par rappaux multi-modéles entiers pour

modéliser les systemes non linéaires fractionnaires
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4.2 Transfert de chaleur
L'évolution de la température dans un milieu coriduc de la chaleur est régie par une
éguation aux dérivées partielles dite équatioradehbleur

AT _ acd ( p 0T (r,t)) e
at  rPor ar %e = pep *.1

ou t est une variable scalaire, symbolisant le &gmpst I'abscisse du point de mesure.

- a, représente le coefficient de diffusivité (@upeut varier avec T)

- A, est la conductivité thermique du milieu

c, représente la chaleur massique du milieu

p représente la densité massique du milieu

La géométrie du matériau considéré est caractgueséla variable telle que :
- p =0 pour une géométrie plane
- p =1 pour une géométrie cylindrique

- p= 2 pour une géométrie sphérique

4.2.1 Etude du transfert de chaleur dans un mur plan

Le transfert de chaleur a une dimension est régigguation aux derivées partielles appelée

équation de la chaleur (4.2) et la loi de Fick Y4@vantes :

oT(r,t) 02T (r,t)

5w = %52 gquand 0<r< o et t>0 (4.2)
Ayant comme conditions aux limites :

aT(r,
-, ;: B _ ¢(r,t) quand r=0 et Q> (4.3)
aT(r,
% =0 quand w= et t>0 (4.4)
TA:
1lr{0,t}@? T(L,t)

—» L -

Figure 4.1: Transfert de chaleur dans un mur plan
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Considérons la configuration simple d'un mur honmegde longueut. soumis a l'une des
extrémitésA a un flux de chaleug(0,t) (en l'abscisse * 0), la faceB, a l'autre extrémité,
transmet la chaleur au milieu ambiant a traversraaistance thermigu&R est la résistance
thermique entre le mur et l'airi(L, t) = T(L,t)/R.

L’équation (4.3) correspond au flux de la chalejedté, (4.4) a l'isolation parfaite du mur (il
n'y a aucun transfert de la chaleur en dehors tdaui

Le modele dynamique décrivant le systeme thermaysnt pour entrée le flux de chaleur
®(0,t)=u(t) et pour sortie la températufér, t)=y(t) est défini par la fonction de trangfer
Hp(s) = Y(s)/U(s); lorsquer = 0, le systeme décrit I'interface de diffusion thegme.

L’expression analytique de cette fonction de trarisgst donnée par I'équation suivante :

tanh (L [S/q.)

Hp(s) = —Sm}\c\/s/T

En basses fréquences—t «), un modele d’ordre entier est suffisant pour mlédfinterface

(4.5)

de diffusion, alors que pour les hautes fréquefi@gme transitoire +> 0), elle agit comme

un intégrateur fractionnaire d’ordre 0.5. Cela meta pertinence de l'utilisation des modeles
fractionnaires pour la description du systeme thguendans cette bande de fréquences [Cois,
02], [Oustaloup, 95].

4.2.2 Simulation du transfert de chaleur par difféences finies

L'étude théorique du transfert thermique d'un mlanpa permis a l'aide d'hypotheses
simplificatrices plus ou moins justifiées, de déerile processus par des modeéles
fractionnaires simples d'ordre50 Dans la réalité, le phénoméne physique étantesdplus
complexe, la température extérieure n'étant pae,nlltilisation des méthodes numériques
comme les différences finies permet d'aborder dblpme et de représenter les observations
le plus exactement possibles en vue de sa résoldéns les conditions de fonctionnement.
L'objectif étant l'identification du transfert déateur, cette méthode numérique permet de
générer une base de données du transfert thermmdépendamment de toute caractérisation
fractionnaire, en vue de son analyse d'une pade sbn identification d'autre part.

Le principe de la méthode repose sur la discrétisapatiale du mur enblocs élémentaires,

de méme épaissenk, tel que L = I.Ax, et lei®"®bloc d'abscisse est défini parx = i.Ax.
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T ! 1
A: i Bloc élémentaire,
] =
o) -
- >l
»> L e Ax

Figure 4.2: Transfert de chaleur dans un mur plan

L'analogie thermique-électrique permet de rempldedtux de chaleur par une source de
courant et la température fixée emp& une source de tension et de traiter ainsideditons

aux limites. La face Agtant soumise a un flux de chale@(0,t) = u(t) et la face B a une
température extérieurg,,, = T(L,t) non nulle dans la réalité. Chaque bloc élémentaire
étant composé d'une résistance thermiguet d'une capacité thermiqu&, et le schéma

équivalent d'un bloc élémentaire est donné endiguB. [Lin, 01], [Cois et al, 02].
R; R;
Ti 1 T; Tiva

Figure 4.3: Schéma de simulation d’'un bloc élémentiu mur

Le transfert de la chaleur est un phénomene diffugii fait apparaitre un comportement
fractionnaire d’ordre 0.5 et un comportement nodire dd a la variation de. etA, en
fonction de la température. A cet effet, la modéiem de ce phénomeéne nécessite un modele
fractionnaire non linéaire. Ce chapitre propose nmavelle structure permettant d’approcher

au mieux les comportements dynamiques des intexfditisifs thermiques dans une large

plage fréquentielle.

4.2 ldentification de transfert de chaleur par I'approche multi-modéle

Notre objectif est de définir un modéle non linéaiians le cas ow,. et A varient avec T, et

cela a laide d’'un multi-modéle parcimonieux, okaun multi-modele entier ou bien
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fractionnaire capable de fournir une bonne céragtion du systéme non linéaire avec un
nombre minimal de paramétres.

Le multi-modéle aurait été déterminé directemeptdir des données expérimentales apres
avoir imposé des structures pour different nombret In. L'inconvénient principal de cette
approche réside dans le nombre de parametrest#igten

Pour le cas de multi-modeles fractionnaires I'ofgrad’intégration fractionnaire du modéle
est simulé dans une bande de fréquence w2 ] rad/s, avec un nombre de cellules
N=30.

4.3.1 Identification de l'interface de diffusion di mur

Pour l'identification de linterface de diffusionudmur deux cas de sous-modeles sont
considérés : des sous-modeles entiers puis desrsmiedes fractionnaires.

Les données du processus thermique sont généréésspdifférences finies, le nombre de
blocs utilisés est I=300. Celles-ci seront congidércomme les données réelles du simulateur
thermique. L’entrée correspondante au flux de chakst une séquence binaire pseudo
aléatoire de période d’échantillonnaife= 0.1s.

La figure 4.4 représente I'entrée sortie temposelil simulateur numérique du mur a

I'interface de diffusion.

—

que(W)
1 1

S
>
1

Flu_x thermi

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 20

=
=Y
S

grature(°C)

S
=
2

p

Tem

0 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Temps(s)

Figure 4.4 : Entrée sortie du simulateur thermique
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1- Identification par multi-modéle entier

Nous avons fait des tests en faisant varier le menbtbde modéles locaux et ainsi leur
dimension n. Les valeurs des différents critered smontrées sur le tableau 4.1, Nous avons
choisi L=3 sous-modeles de dimension n=2.

La figure 4.5 représente la sortie réelle et ldisastimée choisie, I'erreur de prédiction est

illustrée par la figure 4.6.

n L Ci o critéere (J)
1 2 [-1 1] 0.15 | 1.13e-0%
2 2 [[1 1] 0.1 7.33e-07
1 3 [-1 0 1] 0.05 5.01e-05
2 3 [-1 0 1] 0.04 4.85e-07
2 5 [(1-0.5 0 0.5 1] 0.03 5.05e-07

Table 4.1: résultats des simulations

002 : : :
p i sortie estimée
0015~ 7| ==="sortie mesurée ||
001 ‘ ' ,
|
0.005|- l 1 n 4 _
L5
g 0
2
£ -0.005— -
<C
001 ; , b
y h 1
-0.015— —
A\ 1
0.02 ! B
0.025 \ \ \ \ \ \ \ \ \
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

temps

Figure 4.5: sortie réelle du systéme et la sodiendllti-modeéle avec L=3 et n=2

x107°
4

Anplitude
o
%?
r/_/_,_/ﬁ

0 500 1000 1500 2000
temps

Figure 4.6: erreur de prédiction de la sortie
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L’analyse des résultats du tableau 4.1 permet dstater que pour une bonne approximation,
avec un critérd de 10’, le systéme nécessite un multi-modele de dirans2.
2-Identification par multi-modéle fractionnaire

Plusieurs multi-modeles fractionnaires commeridasade différents dimensions et de
nombres de sous-modeles sont testés.

Les résultats obtenus par cette simulation sonhé@ondans le tableau 4.2 avec des critéres
satisfaisants, le meilleur étant obtenu pour untinmubdele de L=3 avec une dimension n=2.
Les parametres des modéles avec L=2 sous-modeldisndasion n=1 et L=3 sous-modeles
de dimension n=2 sont illustrés dans le table8ulé figure 4.7 représente les fonctions de
pondération pour L=2 sous-modéles. Les figure 4dhtne la superposition de sorties du
systeme et son approximation par le multi-modéle2(let n=1). L'erreur de sortie est
représentée sur la figure 4.9.

La figure 4.10 représente les fonctions de ponaégrsit pour un modéle de L=3 sous-modeles
de dimension n=2. La figure 4.11 montre une baaaequation entre la réponse temporelle

mesurée et estimée avec une erreur d’ordfe illastrée sur la figure 4.12.

a n (L Ci o critere(J)
057 1| 2| [(1 1] | 05| 7.03e-07
0.32 2 2 -1 1] 1 4.85e-07
0.58 1 3 [-1 0 1]| 0.94 6.77e-07
0.40 2 3 [-1 0 1] 1 1.81e-07

Table 4.2: Résultats des simulations

dimension Paramétre sous-modele L Qrdre _de
n L=1 L=2 L=3 | dérivation
n=1 a -0.31 -0.05 / % =057
c 0.30 0.005 /

Table 4.3: paramétres estimés

0.8+ ]

0.4¢ 1

O J/ |
-1 -0.5 0 0.5 1
u(t)

Figure 4.7: Fonction de pondération pour L=2
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0.02

0.015+
0.01 +

0.005

' -0.005
= -0.01

-0.015

-0.02 -

sortie mesurée | _|
------ sortie estimée

-0.025
(0]

50 100 150 200

temps(s)

Figure 4.8: sortie réelle et sortie du multi-modaberr L=2 et n=1

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Temps(s)

Figure 4.9: erreur de prédiction, L=2, n=1

-0.5 (@] 0.5 1
u((t)
Figure 4.10: Fonction de pondération pour L=3
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0.02 T T
i sortie mesurée
; At | = sortie éstimée
0.01f : _ 7 8
g o i
5
S , ‘
E 001 v {) _ M
k3 i !
-0.02 + vy TRy .
_003 L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Temps(s)
Figure 4.11: sorties réelle et du multi-modele potB et n=2
x 10™
8 = —
6 [ —

e _

2 [ —

0 —

_2 [

4 i

6 i

8L i

[0} 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Temps(s)

Figure 4.12: erreur de prédiction pour L=3 et n=2

Les résultats du tableau 4.2, montre une légéarendtion du critére a chaque fois que le
nombre de sous-modele et leur dimension sont augsiefe qui conclut que pour cet
exemple la variation du critere est inversemenpgriionnel au nombre de sous-modéles et a
la dimension n. Un modele fractionnaire de deuxssoodeles de dimension 1 est suffisant
pour décrire l'interface de diffusion, avec I'ordte dérivation du modéle= 0.57, ce qui est
en accord avec la théorie.

la comparaison des résultats illustrés dans leedax 4.1 et 4.2 de l'identification de la
diffusion du mur par des multi-modéles entiersrattionnaires respectivement, permet de
constater que pour un méme ordre du critéré@jllé systéme est représenté avec un modéle
de deux sous-modeles de dimension deux pour lesigtsr et un modeéle de deux sous-

modeéles de dimension un pour le cas fractionnagepour un méme nombre de sous-
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modele( L=3)et de méme dimension(n=2) la figuredabBne une erreur de prédiction d’'ordre
10° pour le cas entier et la figure 4.12 montre unewerdordre de 10 pour le cas
fractionnaire.

Ces résultats confirment la capacité des systédmaetionnaires de mieux représenter la

dynamique des systémes ainsi que leur critérémanieux.

4.3.2 ldentification du benchmark Malti [Université Bordeaux ]

Le systeme expérimental est une barre en alumimsahée représentée sur la Figure 4.13,
I'entrée étant le flux de chaleur appliqué a I'das extrémités et la sortie étant la température
mesurée a une distance 0.5 cm de I'extrémité chauffée, a l'instant aite systeme est a la

température ambiante, et on suppose I'échangeitherravec I'extérieur nul. [Malti et al, 04]

?ﬂ I 2 -;i- 4 5 a8 7 = B 110

Figure 4.14: schéma du systéme expérimental

aT(xt) 92T (x,t)

o A= 5 0<x<oo,t>0 (4.6)

AT (x,t)
AT =

T(x,t) =0,0<x<o, t=0

(1), x=0,t>0 4.7)
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La figure (4.15) représente I'entrée et sortie teraffes du systeme expérimental :

Tension(v)

o N &~ o ™
T

0 500 1000 1500 2000

)

Temperature(°C

h o o

| | | |
0 500 1000 1500 2000

Temps(s)

Figure 4.15: Entrée sortie du systeme
1- Cas de multi-modéles entiers
Le test est effectué sur des modéles de différentbne de modéle locaux et de différente
dimension. Les résultats obtenus pour difféeremisdéles de simulation sont représentés
dans le tableau 4.4. Le figure 4.16 représentesoftie du systeme et du multi-modele qui
'approxime avec L=5 sous-modeles. L'erreur de mtémh de la sortie est illustrée sur la
figure 4.17.

n L Ci o critere (J)
1 3 [0612] 0.1 0.5673
1 5 [036912] 0.1 0.2087

Tableau 4.4 : résultats des simulations

. . . . . . . .
o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
temps(s)

Figure 4.16: sorties réelle et du multi-modele poth et n=1
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1 1 1 1 1 1 1 1
(6] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
temps

Figure 4.17: erreur de prédiction

Le tableau 4.4 montre qu’il existe une relationeirsement proportionnelle entre le critdret
le nombre L de modéles locaux choisi. Comme il iqund les multi-modéles retenus qui
offrent une bonne approximation du systéme, maissiaune certaine complexité de

modélisation et un grand nombre de paramétresniifiee.

2- Cas de multi-modéles fractionnaires
Dans ce deuxiéme cas, plusieurs multi-modélesidrataires commensurables sont testés.
Les résultats de simulation sont montrés dans béeda 4.5. Les paramétres des multi-
modeles qui approximent au mieux la dynamique diiésye sont illustrés dans le tableau
4.6. La figure 4.18 représente la fonction dedd@pation pour L=2. La sortie réelle et du
multi-modéle illustrée sur la figure 4.19, et igufre 4.20 représente I'erreur de prédiction
pour un modéle de L=2 sous-modele de dimension n=1.
Les figure 4.21, 4.22 représentent les sortiedlerést du multi-modele et l'erreur de

prédiction respectivement pour un modele de Lax&gnodeéle de dimension n=2.

a n L C; o critere (J)
0.71 1 2 [0 12] 6 0.24
0.35 2 2 [0 12] 6 0.05
0.73 1 3 [0 6 12] 4 0.23
0.37 2 3 [0 6 12] 4 0.28

Tableau 4.5 : résultats des simulations
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dimension sous-modele L Ordre de

n Parametred =1 L=2 L=3 dérivation
a -0.0076 -0.005 /

n=1 a=0.71
CL 0.0194 0.0328 /
AL -0.7416 0.0916 /

n=2 L -0.9184 0.0780 / % =0.35
CiL -1.1297 0.2123 /
CoL -1.7984 0.1667 /

n=1 a -0.0055 -0.0091 -0.0041 2 =073
CL 0.0177 0.0370 0.245

Tableau 4.6 : paramétres estimés, pour L=2 de h21led L=3de n=1

1

0.8

0.6

0.4

0.2

u(t)
Figure 4.18: Fonction de pondération L=2

25

15+

10+

sortie mesurée

———— sortie estimée

| | | | | | 1 |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
temps(s)
Figure 4.19: résultat de simulation pour L=2, n=1
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1.5
1l i
0.5 + —
os| i
al i
-t-s o 560 1(500 15;00 2(500 ZE;OO 3(500 35;00 4(500 4500
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Figure 4.20: Erreur de prédiction pour L=2, n=1
25
20 -
% 15+
E 10 -
F S5 sortie mesurée 7
- sortie estimée
0 —
-5 1 1 1 1
(0] 500 1000 1500 2000
temps(s)
Figure 4.21: résultat de simulation pour L=2, n=2
0.8
0.6 - -
0.4+
0.2+
0 ill B
0.2+ -
0.4+ -
-0.6 - -
-0.8 1 1 1 |
0] 500 1000 1500 2000
Temps(s)

Figure 4.22: Erreur de prédiction pour L=2 n=2.

La figure 4.20 montre que les courbes du systentanodele sont confondues avec une

erreur de moyenne d’ordre de™ @t on voit qu'il y'a un léger décalage qui estalibruit de
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mesure, et I'augmentation de la dimension de adefaalonne une meilleure approximation
avec une erreur moyenne d’ordre d& {Oableau 4.5).

L'analyse des résultats obtenus de lidentificatdes systémes non linéaires défini par
benchmark en exploitant I'approche multi-modele nim® que le modéle de deux sous-
modeles de dimensions deux reproduit fidelemerolaportement dynamique du systeme
non linéaire fractionnaire, qui nécessitent un n@mie sous-modele supérieurs pour le cas
de multi-modele entier.

Les résultats de simulation montrent la capacité deulti-modeles a approcher le
comportement des systemes non linéaires. Poursleeriger le nombre de modeéles locaux
augmente en fonction de la complexité de la dynamidu modéle a appréhender et de la
précision souhaitée par contre pour le cas de /imdtéles fractionnaire la dynamique du
systeme non linéaire fractionnaire peut étre regm&e avec un modéle moins complexe.
Cette identification met en valeur la pertinencel'dilisation des modeles fractionnaire, et
montre la caractéristique de parcimonie des sysefmactionnaires. La propriété de
compacité des modéles fractionnaires est aindié@ri

4.3 Conclusion
L'objectif de ce chapitre est la validation de lathode développée pour lidentification des
systemes non linéaires fractionnaire par des rmutii€les.
Les différentes simulations effectuées ont pernes vérifier I'efficacité de la méthode
développée pour l'identification du processus foactaires.
La simulation des systemes non linéaires fractivasa I'aide de I'approche multi-modéle
d’ordre non entier permet d’obtenir des modélescipmnieux aux parametres. L'analyse des
résultats obtenus a linterface de diffusion révelee le multi-modéle fractionnaire de
dimension un reproduit fidelement le comportemgmaanique du transfert de chaleur défini
par différence fini qui nécessite un multi-modetgier plus complexe, en effet, I'utilisation
de modéles classiques basés sur une dérivati@rentest donc pas appropriee.
L'identification du transfert thermique a partirsdégonnées réelles de benchmark permet de
valider la méthode développée. De ce chapitre powsons conclure que la modélisation
fractionnaire est capable de reproduire les caiatitties essentielles des systemes non
linéaires fractionnaires avec des modeéeles non axepl et avec un nombre réduit de

parameétre.
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Cette étude comparative, aide au choix du nombrenddeles locaux pour une bonne
approximation du systeme. Nous avons donc faitampromis entre ces trois contraintes a

savoir la complexité, le nombre de paramétres ritiiier et la qualité de I'approximation.
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Conclusion générale

Les travaux de recherche présentés dans ce mérnoireernent des contributions a
l'identification paramétrique des systémes nonalmes fractionnaires par I'approche multi-
modele. La difficulté de l'identification des systes réels fractionnaires réside dans leur
dynamique de nature non linéaire, les systemesuaenande et de diagnostic développés sur
la base de modeles linéaires fournissent des pesftses dégradées dés qu’on s’éloigne du
point de fonctionnement. Afin d’améliorer les penfiances des systemes, il est impératif de
prendre en considération les non-linéarités danshkse de modélisation. Cela permet de
décrire le comportement d’'un systeme réel sur angel plage de fonctionnement avec une
meilleure précision comparée a celle obtenue aescnabdeles linéaires, et d’autre part, les
systemes fractionnaires sont considérés commeydésnges a mémoire, notamment pour la
prise en compte des conditions initiales, ils pnémgt une dynamique beaucoup plus
complexe, de-ce-fait I'utilisation de modeles clgaes basés sur une dérivation entiere n’est
donc pas appropriée.

Avant de nous pencher sur le probleme posé panfification des systemes non linaires
fractionnaires par des multi-modeles d’ordre notieemous avons présenté au cours du
premier chapitre les principales méthodes d’ideatifon des systemes. L’étude
bibliographique nous a permis de constater quedthode a erreur de sortie non restrictive
sur I'hypothése de linéarité et d'application pgénérale, constituent un outil puissant
d'identification, ainsi que les modéles a tempginarsont plus proches de la nature physique
du systéme et les parametres estimés sont fortdiderdux parametres réels du processus,
Cette méthode est étendue pour lidentificaties systéemes linéaires d’ordre non entier,
et I'identification des systémes non linéairestiamaires par I'approche multi-modéle.

Le second chapitre a présenté un rappel sur ¢eldaactionnaire et les différentes méthodes
d’approximation de I'operateur d’intégration frathaire, la deuxiéme partie de ce chapitre a
porté sur la méthodologie de modélisation et sitradades systémes d’ordre non entier par
des modeles d’état qui repose sur la techniquepddpmation de I'operateur d’intégration
fractionnaire. En fait, cet opérateur est approxin@&n modeéle d'état conventionnel de
dimension élevée mais non infinie. La troisiematipaest consacrée pour I'identification des
systemes fractionnaires par la méthode a erreusattie associée a l'algorithme de
Levenberg-Marquardt étendu au cas non entier, ngftbode permet d’accéder a I'estimation

au méme titre les ordres non entiers ainsi qupdesmetres d'un modeéle d'état fractionnaire.
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Le troisieme chapitre a porté sur la présentatde I'approche multimodéle qui est 'une
des méthodes qui est utilisée jusqu'a présentlfidentification des systémes non linéaires,
ainsi nous avons présenté les deux structures ditismodéles classiquement utilisées. Nous
avons en particulier mis en évidence I'algorithdidentification des systemes non linéaire
par multi-modele de Takagi-Sugeno entier en afilida méthode a erreur de sortie associé a
I'algorithme d’optimisation non linéaire Levenbdwarquardt que nous avons étendu pour
l'identification des systeme non linéaire fractiame par des multi-modele d’ordre non
entier, I'estimation des parametre est effectuéenammisant un critére global afin d’avoir
une adéquation du comportement dynamique globagystéme.

La principale contribution de ce travail de redher apparait au cours du quatrieme chapitre,
les méthodes développées sont appliquées sur tifidation du phénoméne de diffusion
thermique du mur, les résultats sont validés pesrabnnées expérimentales de benchmarks
Malti , tel que nous avons pris des multi-mod&lesers puis des multi-modéles fractionnaire
afin de montrer I'apport des multi-modeéles fractiaines par rapport aux multi-modéles
entiers.

Les multi-modéles fractionnaires obtenus de l'idemttion du comportement dynamique des
systemes non linéaires fractionnaires ont une septétion paramétrique compacte, ils
permettent de représenter de maniere précise $8nsgs non linéaires. lls ont une structure
simple présentant des propriétés intéressanteeneant facilement exploitables du point de
vue mathématique et permettant I'extension de iosrteésultats du domaine lin€éaire aux

systemes non linéaires.

Les résultats présentés dans ce mémoire sont geurseet ouvrent de multiples perspectives
- Geénéralisation de la méthode développée pour ledeasulti-modele fractionnaire
non commensurable
- Application de la méthode développée pour le cam dahulti-modele fractionnaire
multi-variable
- Application de la méthode développée pour le candéi-modele fractionnaire a état

découplé
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