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Introduction Générale
En mathématique, pour une application f d’un ensemble E dans lui-méme,
un élément x de E est un point fixe de f si f(z) = z.
Les théorémes du point fixe consistent a donner des conditions sur E et
f qui assurent l'existence d’un point fixe. Ces théorémes sont fondamen-
taux en analyse mathématiques, ils ont de nombreuses applications, a la
fois théoriques et pratiques; on les retrouve dans la plupard des problemes
d’existence: solutions d’equations differentielles,...
Ce travaille est composé de deux chapitres:
Le premier chapitre est consacré a 1’étude de quelques théoréemes qui sont a
la base de la théorie du point fixe :
- Théoreme ou principe de la contraction de Banach qui dit qu’une contrac-
tion d’un espace métrique complet dans lui-méme admet un point fixe.
-Théoreme de Brouwer qui donne 'existence d'un point fixe pour une fonc-
tion continue sur un convexe compact dans un espace euclidien de dimension
finie.
- Théoréeme de Schauder qui est une généralisation du théoréme de Brouwer
en dimension infinie. Et on présente un exemple d’application pour chacun de
ces théoréemes:théoreme de Cauchy lipschitz, théoreme de Cauchy Arzela,...

Dans le deuxieme chapitre on étudie la propriété du point fixe dans les espaces
de Banach pour les applications non-expansives; il s’agit des application T'
définie sur un sous-ensemble non vide C' d'un espace de Banach dans lui
méme tel que:

Va,y € O[Tz — Tyl < [lz —yll.

On présente dans ce chapitre les arguments fondamentaux de cette théorie,
et deux théoremes classiques: théoreme de Kirk, théoreme de Pei-Kee-Lin,
et une application pour le théoreme de Lin.



Chapter 1

Théorémes "Classiques" du
Points Fixes et Application

1.1 Introduction

Soit une fonction f : F — E. Un point zy de E est appelé un point fixe
de f s’il verifie
f(z0) = wo.

les points fixes de f sont les solutions de I’équations f(x) = .
Dans ce chapitre, on reprend trois théoremes, des plus célébres, du point fixe
et quelques-unes de leurs applications.

Le théoreme du point fixe de Banach nomé aussi principe de contrac-
tion de Banach dit qu'une contraction d’un espace metrique complet dans
lui-méme admet un point fixe unique, de plus, il fournit un algorithme
d’approximation du point fixe comme limite d’une suite d’itérées. En dimen-
sion finie, il fut pourtant énoncé et démontré pour la premiere fois en 1903
par édouard Goursat Stefan banach ’a étendu en 1922 aux fermés d’espaces
vectoriels normés complet de dimension infinie, ce qui a augmenté le champ
de ses applications.

Le théoreme du point fixe de Brouwer donne ’existence d'un point fixe
pour une fonction continue sur une boule fermé dans un espace euclidien de
dimension finie. Dans le cas de dimension 1, la preuve est tres élémentaire,
pour le cas de dimension n > 2, il existe plusieurs demonstrations aussi
laborieuses les unes que les autres.

Le théoréme du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation
du théoreme du point fixe de Brouwer en dimenion infinie, il affirme qu’une
application continue sur un convexe compact d’un espace de Banach admet
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un point fixe, mais il n’assure pas son unicité.

Pour chacun des théoremes nous donnons un exemple d’application, bien
que le domaine a beaucoup d’applications. Ces théoremes apparaissent dans
des diffirentes branches, ils interviennent aussi pour établir des resultats fins
sur les équations differentielles, on a étudié comme exemples d’applications:
théoreme de Cauchy lipschitz, théoreme de Cauchy Arzela ,...
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Les notions utilisé dans ce chapitre portent isentiellement sur les modules
de I, I et I3, on a pas jugé nécéssaire de les rappelées.

1.2 Principe de la Contraction de Banach

Définition 1.2.1. ( Application contractante) .

Soit E un espace metrique, une application T de ’espace E dans lui-méme
est appelée application contractante ou simplement contraction, s’il existe un
nombre k € [0, 1] tel que pour tout couple de points x,y € E on a l'inegalité

d(Tx,Ty) < kd(z,y) (1.1)

On peut illustrer une contraction par le lavage d’une chemise, a chaque lavage,
la chemise rétrécit. Elle pourra se ranger dans le porte feuille aprés un nom-
bre suffisant de lavage.

Remarque:

Si T est une application contractante alors toutes les itérées T" de T,n € N
sont également contractantes.

Le théoréme suivant dit principe de la contraction de Banach est a la
base de la théorie du point fixe. Ce principe garantie ’existence d’un unique
point fixe pour toute application contractante d’'un espace métrique complet
dans lui-méme.

Théoréme 1.2.1. (Théoreme de Banach) Soient (E,d) un espace métrique
complet et T : E — E une application contractante. Alors T admet un
unique point fire x € E et pour tout point initial xo € E la suite des itérrés
{T"x¢} converge vers ce point fize.

Preuve. 1
Soient {x,} la suite définie par

o donné dansE
Tp1 =T1(z,), YneN

La suite {x,} est de Cauchy . En effet , soient n,m € N, pour fixer les idées
on prendm >n, ekp=m—n on a

d(Tp, ) = d(T"xo, T™x0) < kK"d(T0, Ty—n) = k™d(z0, T))
et
d(zp, o) < d(xp, xp_1) + d(xp_1,2p_2) + ... + d(21, T0).
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d(xp, xp—1) < kd(zp_1,2p2) < ... < kP71d(z1,70) donc
d(zp—la xp—?) S kpiQd(ajlal‘O)

d(xe, 1) < kd(x1,10). Ce qui implique que
AT, tn) <K (1+k+ K+ ...+ kP7Yd(xq, 20)
D n

1—k k
(T, ) < k" T % d(x1, ) < md(xl,xo)...(*)

Comme k < 1 pour n assez grand, cette quantite peut devenir aussi petite
que [’on veut:

n

Ve > 0,dN. € N,Vn,m,m >n > N, = -

d(iEl, 130) <€

Donc {z,} est une suite de Cauchy.
L’espace E étant complet, la suite de Cauchy {x,} a une limite dans E.

Posons x = lim z,. En vertu de la continuite de l’application T, on a
n—+00
Txr=T lim z,= lim Tz,= lim z,1 =2
n—-+o0o n—+00 n—+00

L’existence du point fixe étant demontré. Vérifions l'unicité de ce point.
Supposons qu’il existe x,y € E telle que x =Tx et y =Ty, on a

d(z,y) = d(Tx, Ty) < kd(z,y)

comme k < 1, il vient que d(z,y) =0 c.a.d z=y.

On presente une deuxiéme preuve pour l’existence

Preuve. 2.

Trouver x € E telle que x = Tx revient a trouvé x € E tel que d(x,Tx) =0
Soit A = {d(z,Tz),z € E} C Ry, A est minoré par 0 donc A admet une
borne inferieur.

Soit a = inf{d(z,Tx);x € E}. vérifiant que a = 0.

Ona a>0 et Soite>0. Pour _

€>0, dxr.e M tel que;

1—k
d(ze, Tz.) < a+e. At

Alors

1—k
)

a < d(Tx,T?z) < kd(x, Tx) < k(a + ¢
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ce qui implique que 0<a<e c-a-d a=0.
Pour tout n € N*, on pose M, ={z € E;d(z,Tz) < +}. Ona

o Vn e N M, # & car:

inf{d(z,Tz),r € E}=0=Vne N3z, ¢ £ /| d(z,,Tx,) <

S|

o Vn € N M, est un fermé car il est l’image reciproque d’un fermé [0, %] par
Uapplication continue x — @(x) = d(z, Tx).

o¥n, Mpy1 C M, car: x € My = d(z,Tx) < n%l < % = x € M,. De plus
2
x,y € My, p(x,y) < p(x,Tx) + p(Tz, Ty) + p(Ty,y) < ~+ kp(z,y).

2
diamM, = sup d(z,y) < ——.
R T

Par passage a la limite on aura lim diamM,, = 0.
n——+oo

Ainsi, la suite {M,}nen vérifie le lemme de Cantor donc ()
réduite a un seul point. Soit {x} = (), cne Mp-

1l est claire que x est un point fize de T. En effet, on a:

Vn € N* z € M,,, donc Vn € N* | d(x,Tzx) < % Par passage a la limite on
aura 0 < d(x,Tz) =0 c-a-d z="T(x).

M, est

neN*

Remarque :
st T admet un point fixe alors toutes les itérées T™, n € N ont toutes un point

fize.

L’hypothese T' contractante n’est pas nécéssaire. En fait, on a:

Corollaire. .

Avec les méme hypothéses sur l’espace, si T est tel que:

1l existe p € N* pour le qu’elle TP est contractante alors T admet un unique
point five. (c-a-d il Iz : TP(x) =z alors Iy : T'(y) =y).

Preuve. T? admet un unique point fize x c-a-d TP(x) = x ce qui implique
T(T?(z)) = TP(T(x)) = T(x) donc T(x) est un point fize de T?, et par
unicite du point fire de T? on o T'(z) = x.
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Variation sur le théoréeme de Banach
En renforcant ’hypothese sur l’espace on obtient la méme conclusion avec
des conditions plus faible sur T'.

Théoréme 1.2.2. .
Soient (E,d) un espace metrique compacte et T : E — E une appliquation
qui vérifie

d(Tz, Ty) < d(x,y),Vr,y € E,x #y

alors T admet un unique point fixe dans E et pour tout xy € FE la suite
{T"xq}d’iterrés converge vers ce point fize.

Preuve. .
la fonction ¢ : E — RT definie par p(y) = d(y,T(y)) est continue sur E

puisque E est compact alors o atteint son minimum sur E. c-a-d:
Jre B /[ d(x,Tr) = p(r) = minp(y)
yE

Si x # Tx alors p(Tz) = d(Tx, Tx?) < d(z,Tz) contradiction avec le fait
que d(z,Tx) est le minimum ,donc x = Tx.

Soit xy € E et l’ensemble a,, = d(T"xo, x) puisque

(pi1 = d(T"+1x0, x) = d(T”HxO,Tx) <d(T"xy, ) = ay.

(an)nen est une suite décroissante de mombres réels positif et a donc une
limite, disons a.
Par la compacité (T"xg),, a une sous suite convergente (T x¢),. Posons

lim T xy = 2
n—o0

C’est évident que d(z,z) = a. Car

a= lim a, = lim d(T"zg,z) = d(im T"xq, x) = d(z, x)
n— oo n—oo

St a > 0 donc on obtient
a =limd(T" 2y, 2) = d(Tz,2) = d(Tz,Tz) < d(z,2) = a
Contradiction. Ainsi a =0

Par consequent toute sous-suite de {T™xq} convergente doit converger vers x
donc par la compacité, lim T"xqg = x
n—oo
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Exemples 1.2.1. .

Les exemples suivants montrent que chacune des hypothéses du théoréme
est réellement nécéssaire. Si nous négligeons seulement une alors le point
fixe n’existe pas.

1. X n’est pas stable par f: f(x) = Va? +1 sur X =[0,1].

or X est ferme dans R, et complet car R est complet. De plus,

fl(x) = —=—= < 1 = sup,cx |f'(x)] < 1 = f est contractante. Mais f
Va2 +1 ’

n’admet pas de point fire car f([0,1]) = [1,v/2],i.e. X n'est pas stable par f.
2. fn'est pas contractante: f(x) =vx?+ 1 sur X = [0, +o0].

Orf: X — X, et X est un fermé de R. R est complet donc X est complet.
Mais sup,¢cx | f'(x)| = 1 donc f n’est pas contractante.

3. X nest pas complet:f(z) = sin(z) sur X =|0, 7]

Or f(]0,%]) =10, ‘/Ti] Cl0,%], et sup,ex |f'(z)| = 3 < 1,donc f est contrac-
tante. Mais X n’est pas fermé dans R donc il n’est pas complet.

1.2.1  Application: théoréme de Cauchy Lipschitz

Le théoreme suivant est une application du théoreme de Banach. En effet,
nous verrons qu’'une facon de le démontrer est d’appliquer le théoreme (1.2.1)
avec E un ensemble de fonction et ¢ une application bien choisie.

Probleme de Cauchy: Soient U un ouvert de R x R" et f: U — R™ une
application continue.

On introduit le probléme de Cauchy (£) suivant :

Etant donné (to,yo) € U, trouver une solution y : I C R — R™ de I'équation

differentielle
{ y=fty), (tyeU (B)
y(to) =yo, to€1
On note ||.|| une norme quelconque de R". Pour =y € R”, r € R%, on note

By¢(xo,r) la boule fermé de centre x, et de rayon r:

By(xo, 1) = {z € R"/|[x — xol| < r}.

Avant d’énoncer le théoreme d’existence et d’unicité de la solution de ce
probléme on a besoin de définir les notions suivants:
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Définition 1.2.2. Soient T > 0 et ro > 0. On dit que C' = [to —T,to+ T| x
By (yo,10) est un cylindre de sécurité pour (E) si toute solution y : I — R™
du probleme de Cauchy y(to) = yo avec I C [to — Tty + T reste contenue
dans B (yo,70).

Définition 1.2.3. La fonction f est localement lipschitzienne par rapport a
la variable y sur U si pour (ro,y0) € U, il existe un voisinage V' de (1o, yo)
dans U et une constante k = k(V') telle que

v(t’y1)> (t’y2> € V» on ait ”f(tayl) - f<t7y2)“ < kHyl - yQH

Théoréme 1.2.3. (Théoreme de Cauchy Lipschitz)

Si f: U — R™ est continue et localement Lipschitzienne par rapport a y sur
U, alors pour tout cylindre de sécurité C = [to — T, to+ T x By(yo,70)

le probleme de Cauchy admet une unique solution y : [T — to, T + to] — U.
De plus, si on pose ¢(y)(t) = yo + ftz f(u,y(u))du, il exite p € N tel que la
suite des itérées ¢F(z) converge uniformement vers la suite ezacte.

Preuve. On commence par construire un cylindre de securite pour (E).
Soit 'V un voisinage de (to, yo)sur lequel f et k-Lipschitzienne par rapport a
y, et soient Ty > 0 et Cy = [to — Lo, to + To] X Bf(yo,r0) C V un cylindre.
Cy est un férme borne de R™ donc compact, et on en déduit alors que f est
bornée sur Cy. Soit M = sup, ec, || f(t, y(2))]]-Soit

C = [to — T,to —|—T] X Bf(y07T0> C C()

C’est un cylindre de méme diamétre que Cy et de demi-longueur T' < Tj.
On va montrer que C' est un cylindre de securite pour (E).

Soit y : I C [to — Ty, to + To] — R™ avec y(to) = yo et vy = f(t,y)Vt € I.
supposons que J = {t € [to,to +T[: y(t) & B(yo,r0)} est non vide.

Soit T le premier instant ou y(t) ¢ Bf(yo,70), c-a-d 7 = inf J. Alors Vt €
[to, 7[ on a y(t) € By(yo,70)-

Par definition de T on a||ly(t) —yol|| < 7 pourt € [to, T[, donc par continuitéde
y on obtient ||y(T) — yo|| = ro. Comme (t,y(t)) € C C Co pourt € [ty, 7], il
vient

ly @)l = LF .y < M et o= [ly(7)—yoll = H/tT y (u)dul| < M(r—ty)

Donc T —ty > 3%. Par consequent si T' < 1%, aucune solution ne peut

s’échapper de C sur [to — T, to + T).

10
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Alors C' est un cylindre de securite pour T < min(Tp, 15).

Dans la suite on travaille avec ce cylindre de securité . On remarque que
par construction on a supq|fl= M et f est k-Lipschitzienne par rapport a y
sur C

On note F = C%([to — T, to + T, B(yo, r0)) muni de la distance d = ||.|| -
Yy € F on associe ¢(y) definie par :

60 = m+ [ Pl y()du, ¢ € [to— Tt + 1]

On montre d’abord l’équivalence suivante : y est solution de (E) < y est un
point fixe de ¢.

(<) Supposons que y est un point fixe de ¢ alors ¢(y) = y c-a-d Vt €

[to — T to + T $(y)(t) = y(t) dotv y(t) = yo + [, f(u,y(u))du.
Or f est continue sur U donc y est continue sur [to—T,to+T].De plus , y est
dérivable sur [to—T,to+T] et sa dérivée égale f(t,y(t)), i.e y'(t) = f(t,y(t)).

On a aussi y(to) = yo + fti ft,u(t))du = yo. Donc y est solution du
probleme de Cauchy (C).

(=) Supposons maintenant que y est solution de (E) . On a alors

y'(t) = f(t,y(t)) et y(to) = yo

On peut intégrer y par rapport a u car y'(u) = f(u,y(u)) et
u — f(u,y(u)) est continue sur un segment et donc integrable sur ce meme
segment . Alors on obtient :

Jo v/ (wdu = [ f(u,y(w))du = [y(u)]i=t, = y(t) — y(to) = y(t) — vo.
Donc , on a bien y(t) = yo + ftz ft,u(t))du = ¢(y)(t) et donc y est un point
fixe de ¢.

On veut appliquer le théoreme du point fixe de Banach a ¢P (pour p bien
choisi).

1. On montre d’abord que ¢ est une application de F' dans F. Pour cela

on montre que ¢(y)(t) € Bf(yo,m0) V t€[to—T,to+T]. Soity e F.
On remarque que sit € [to — T, to+ T,

11
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o) () = woll = 1Sy, f(usy(u))dull < [y |1f (wy(u))dul| < M [, du <
M|t—t0| SMTS’T’O
Done ¥t € [to —T,to+T)] , ¢(y) € F et on a évidemment la stabilité de F

par ¢P.

2. On montre maintenant que @P est contractante. Soient y,z € F .On
note y, = ¢*(y) et z, = ¢*(z), Vp € N*. Par récurrence sur p on montre
qu’on a :

t —tolP
VEE [t —Toto + T, Iluplt) — 5(8)] < w0 p,O' d(y,z) . (HR)

- Initialisation : C’est évident dans le cas p =0 .
-Généralisation : supposons que pour un certain entier p quelconque on ait

(HR).Alors ¥t € [to — T, to + T
|u—tol”
lyps1(8) = zpra (O] < 1 fy, Fllyp(w) = zp(w)[[dul< | [, /f-kaOd(y, z)dul
( par (HR))
< kgld(y,z)|ﬁi|u—to|pdu|§

p+1 ’U _ tO’p+1

k t — to|Ptt
d L B L S
p' (y,Z)H (p+ 1), ]u to

| — p+1‘
(p+1)!

d(y, z)

ce qui acheve la récurrence .

Comme |t —to| < T ,on a d(y,(t), z,(t)) < kapd(y,z) , donc ¢P est lip-
schitzienne de rapport ka . Et il existe un p € N* tel que kaf <1 (car

lim k;p " =0). Donc ¢? est contractante, alorsVq > p, ¢? est contractante.
p—r—+00

3. Comme F est un espace métrique complet ( voir annexe), on déduit
du théoreme de Banach (corollaire du théoreme (1.2.1)). que ¢ admet un
unique point five y. Finalement y est l'unique solution de (E).

1.3 Théoréme de Brouwer

Théoréme 1.3.1. Soit K une partie non vide, compact et convexe de R" et
f: K — K une fonction continue. Il existe v € K tel que f(x) = x.

Ce théoreme donne l'existence d’un point fixe ( mais pas nécésairement
I'unicité) pour une fonction continue sur un convexe fermé borné de R™ muni
de la norme euclidienne.

Remarque. Les parties convexes et compactes de R sont les segments.
ce théoreme prend donc dans le cas n =1 la forme particulicre suivante:

Théoréme 1.3.2.
Si f i [a,b] = [a,b] est continue, alors il existe x € [a,b] tel que f(z) = x.

12
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Preuve. ;

Si f est continue de [a,b] dans lui-méme, la fonction g : x — f(x) — x est
continue prend en a la valeur f(a) —a > 0 et en b la valeur f(b) —b < 0.
Alors par le théoreme des valeurs intermédiaires, la fonction g s’annule en
un point Ty, qui est un point five de f.

La généralisation de ce théoreme (cas de n > 2) dont la preuve est loin d’étre
aussi simple est di au mathématicien Brouwer.

Dans ce paragraphe, on considére R™ muni de la norme euclidienne |.]|.
On note B™ (respectivement S™!) la boule unite fermé (respectivement la
sphére unité) de (R™, ||.]|):

B" = {[E = (.171,1'2, ,l’n) S Rn/\/gj% —}—I% + ... —f—{L‘% < ]_}7

Sl ={x = (21,29, ...,2,) ER" 1 27 + 25 + ... + 22 = 1}.

Théoréme 1.3.3. .( théoréme de Brouwer )
Toute application continue T : B™ — B"™ admet un point fixe.

Ce théoréeme prend des formes différentes et donc a plusieurs preuves faisant
toutes appel a la notion de rétracte. Nous allons présenté celle qui fait appelle
au théoréme connu sous le nom de "la boule de billard chevelue".

Définition 1.3.1. §i D C E C R", une rétraction de E sur D est une ap-
plication continue R : E — D telle que R(x) = x pour tous x € D. Si une
telle rétraction existe, D est appelé un rétracte de F.

Proposition 1.3.1. .

Si D est un rétracte de E et si E a la propriété du point fixe ( c-a-dire toute
application continue de E dans E admet un point fize ) alors D aussi a la
propriété du point fize ( c-a-d toute application continue de D dans D admet
un point fize ).

Borsuk a prouvé en 1931 les resultats suivants:
Théoréme 1.3.4. S"~! nest pas un rétracte de B™

Dans le cas de dimension n = 1 le théoreme dit:
La frontiere d’un disque n’est pas un rétracte du disque.
En terme imagés, on ne peut pas ramener la peau d’'un tombour sur son

13
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cadre sans la déchirer.

De point de vue de son contenue topologique, le théoreme de non-retraction
de Borsuk est équivalent au théoreme du point fixe de Brouwer.
On va montrer la proposition suivante qui donne cette I’équivalence.

Proposition 1.3.2. Les deux assertions sutvantes sont équivalentes:
(1) Toute application continue T : B™ — B"™ admet un point fize.
(ii) S"! n'est pas un retracte de B".

Preuve. .

(i) = (i1) S’il existe une retraction R : B;(0,1) — S(0,1) alors

—R: B(0,1) — S(0,1) n'a pas de point five . En effet

S’il existe x € By(0,1) tel que (—R)(z) = . Donc —z € S(0,1) = = €
S(0,1) donc R(x) = x. contradiction (x = R(x) = —x)

(i1) = (1) SiT : B(0,1) = Bf(0, 1)est continue et n’a pas de point fize, alors

R: B;(0,1) — S(0,1)
x— x+t,(x—T(x)).

Out, estleseul t>0 tel que||x+t.(x—T(z))||* =1
ce qui est équivalent a ||x||* + 2t.(x,x — T(x)) + t2||x — Tx||> = 1 ce qui est
equivalent a t*||x — Tx||* + 2t{x,z — T(z)) + ||z||> — 1 = 0, on trouve

—(z,2 —T2) + /(w2 — Tx)’ + ||z — Tx[?(1 — [[=]?)
e = T?

donc t, est bien définie et R est continue.

ty =

—(z,x — Tx)+|{(x,x — Tx)]
[ — T/

Or (z,x —Tz) = ||z||* — (z,Tz) > 1 — ||z||.|Tz|] > 0 = t, = 0.

Donc Vx € S(0,1) , R(x)=x c-a-d R est un retracte.

Dans la suite on va montré le théoréme (1.3.4) dans le cas de n pair. Avant

tout, on est amené a définir la notion suivante

De plus, siz € S(0,1) c-a-d ||z =1, on at, =

Définition 1.3.2. On appelle champ de vecteurs sur la sphére S,_1 toute
fonction continue V : S, _1 — R™ telle que, pour tout z, V(z) soit tangent en
x a S,_1, c’est a-dire orthogonal a z.

On admit le resultat suivant:

14



1.3. THEOREME DE BROUWER

Théoréme 1.3.5. ( Théoréme de la boule de billard chevelue ou Hary ball
theorem ).
Sur la sphere Ss, tout champ de vecteurs s’annule en au moins un point.

Ce théoréme est, entre autre, démontré et publié par John Milnor dans le
Mathematical Monthly of the Mathematical Association of America, Vol. 85,
No. 7

Lemme 1.3.1. S’il existe une retraction de Bs,, sur Ss,_1, il existe un champ
de vecteurs partout non nul sur Sa,.

Preuve. On suppose que p est la retraction de Bs, sur Ss, 1 et on note
T R27+1 — R2"

((Il,ZEQ, ...,I2n+1)) — (ZEl, T2, ...7$2n>
qui envoie So, sur Bs,. il existe un champ de vecteurs V : Sop_1 — San_1
(partout non nul). En effet, si on pose :V (1, xa, ..., Top) = (T2, —T1, T4, —T3,
On a V est continue, |V (2)|*= ||z||*=1 et (V(z),z) =0
La fonction f 1y — V o pomn(y) est alors continue sur Ss, a valeurs dans
Son—1 C Son. Si, pour un y € S, fly) = *y, alors y € Sa,_1 donc
w(y) =y.et pom(y) = ply) =y. dou f(y) =V(y) = ty. Ce qui contredit
le fait que (V(y),y) =0, et on en déduit alors que ¥ € So,, f(y) & {y, —y}.
f étant une fonction continue de Sa, dans San, la fonction V' définie par

est continue et vérifie, Vy € Sop,

V'(w),y) = W),y = Fw),llyl*=0

Donc V' est bien un champ de vecteurs sur Sy,. Et il est partout non nul
car si on avait V' (z) = 0, f(x) colinéaire a x et appartiendrait a Sa,, i.e
f(z) = £z, ce qui est impossible.

On deduit du théoreme (1.3.5) qu’il n’existe pas de retraction sur S, ce
qui acheve la preuve de théoreme de Brouwer en dimension n pair. Main-
tenant on va le montré pour tout n € N*. Pour cela il suffit de montrer que:

St By11 a la propriété du point fize alors B, l’a aussi.
Soit la fonction f : B, — B, continue et m la projection definie par
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1.3. THEOREME DE BROUWER

T (21, %9y ey Tpg1) — (21,22, .., Tp). On a alors w(B,11) = By, et de plus
fom est continue de B,y dans B, C Bp11.

Donc, il existe y € Byyq tel que (fom)(y) =y. Alorsy € B,, donc w(y) =y.
On en déduit que y est un point fize de f sur B,.

Preuve du théoreme (1.3.1):
K est un convexe compact non vide donc il est fermé borné de R™:

Ir >0 tqg K C By(0,r).

Fait(1):
Toute application continue f : By(0,7) — By(0,r) admet un point fixe.

Preuve. Il est clair que B™ est homeomorphe a By(0,r). soit h : B™ —
B#(0,7) homéomorphisme et h™' sa réciproque.

Puisque Uapplication h~*o foh : B® — B™ est continue, elle admet un point
fire c-a-d Fx € B™ tel que: (h™'o foh)(x) = x. Ce qui implique que
= (foh)(x) = h(x). Dot h(x) est un point fixe de f.

Fait (2): K est un retracte de B".

Preuve. Comme K est un compact convexe de R"™ [’application de projection
Py : By — K est une retraction.

La conclusion du théoreme (1.3.1) s’ensuit du Fait (1) et Fait (2) et de la
proposition (1.3.1).

1.3.1 Des exemples d’applications du théoréme de Brouwer

Définition 1.3.3. (Simplexe). L’ensemble
S" ={x1, 9, ., xp iy > 0,09 >0, .., 2, > O,in =1}
k=1

est appelé simplexe de dimension r — 1.

(1)Une chaine de Markov
Considérons une matrice A de r lignes et r colonnes, dans laquelle 1’élément
a;; donne la probabilité qu’un systeme possede de passer de I'état j a 1'état
i entre les instants ¢t et ¢ + 1 ( une transition ).
Par définition, Y., a;; =1, j =1,2,...,7. Sile vecteur z; = (@14, Toy, ..., Tpt)
représente les probabilités que le systéme a d’étre dans chacun des r états
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a Uinstant ¢ ( et que des lors xz; € S”), alors I'état du systeme a l'instant
t+ 1 est décrit par les équations x;,1 = Ax;. Il est aisé de voir que le vecteur
Ty1 appartient aussi @ S”. La fonction continue Az applique des points de
S™ dans S” et posséde par conséquent un point fixe z* tel que z* = Ax*.
En ce point fixe, les probabilités (z7, 23, ..., x¥) ne se modifient plus lors des
transitions suivantes.

(2) Un jeu non coopératif.
Considérons une situation dans laquelle r argents repérés par l'indice
j =1,2,...,7 (les joueurs) interagissent sur un marché.
Chacun d’eux choisit dans son ensemble de stratégies Y; C R (par exemple
I'ensemble de ses possibilités de production) une action y; (sa production) de
maniére ¢ maximiser son profit. Le profit de agent j, ] (i, y_;) dépend
bien entendu de sa propre action y;, mais aussi des actions
y—; = (Y1, Y2, ---Yj» Yj+1, ---, Yr) Drises par ses concurrents. Si le choix de j est
unique pour chaque y_;, il est donné par la fonction (appelée fonction de
réaction de j), g;(y-;) = argmaxy,ey; [[;(y;,y-;), qui prend nécessairement
ses valeurs dans Y;. Un équilibre de Nash de ce jeu est un vecteur
v = (yf, v, s (T y*), tel que pour chaque producteur j
y; = argmax] [.(y;, v~ ;).
Un tel vecteur, s’il existe, doit donc étre solution du systéme de r équations.
Définissons la fonction g(y) = (91(y-1), 92(y—2), ---, 9;(y—j), ---, gr(y—r)), qui
applique des points de Y =Y} x ¥ x ... xY; x .. x Y, dans Y. Si Y est
non vide, compact et convexe (ce qui est assuré si chacun des ensembles de
production Y; est non vide, compact et convexe ) et que la fonction g(y) est
continue (ce qui est le cas si [[;(y;,y-;) est une fonction continue et stricte-
ment (quasi)concave), le théoréme de Brouwer implique que g(y) posséde un
point fixe y* tel que y* = g(y*); ce point fixe est bien une équilibre de Nash.
Voir par exemple friedman (1986) pour les détails.

1.4 Théoreme de Schauder

Ce théoréme prolonge le resultat du théoreme de Brouwer pour montrer
I’existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact
dans un espace de Banach.

Théoréme 1.4.1. Soient E un espace de Banach et K C E convexe et
compact. Alors toute application continue f : K — K possede un point fize.

Preuve. Soit f: K — K une application continue.

17
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Comme K est compact, f est uniformement continue; donc, si on fize € > 0,
il existe 6 > 0 tel que, pour tout x,y € K, on ait || f(x) — f(y)| < e, des que
|z —yl|< 8. De plus,

il existe un ensemble fini des points {x1,...,x,} C K tel que les boules ou-
vertes de rayon § centrées aux x; recouvrent K; i.e K C U1§jgj B(x;,9)

Si on designe L := Vect(f(x;))i<j<p, alors L et de dimension finie, et
K* := KN L est compact convexe de dimension finie.
Pour 1 < j <p, on definit la fonction continue ¢; : E — R par

0si|lz—a;>06
;) :{

| — 2

1-— | stnon

J

et on voit que 1; est strictement positive sur B(z;,0) et nulle dehors.
On a donc, pour tout v € K, 25:1 Yi(x) > 0, et donc on peut définir sur K

169)
fe1 Yi(@)
Pour lesquelles on a 3 7_, p;(x) =1, pour tout x € K.
On pose alors, pour x € K, g(x) = 3_7_, ;(x) f(x;).

les fonctions continues positives @; par ¢;(x) =

g est continue ( car elle est la somme des fonctions continues ), et prend ces
valeurs dans K* (car g(x) est un barycentre des f(x;)).

Donc, si on prend la restriction g\~ : K* — K*,par le théoreme (1.3.1), g
possede un point five y € K*. De plus,

f)—y = fly)—g(y) = Z @j(y)f(y)—z 0i(y) f(z;) = Zsoj(y)(f(y)—f(xj))

Or st pj(y) # 0 alors ||y — ;|| < 0 et donc

||f(dy) — f(z))l[< e. Done, on a, pour tout j, [l;(y)(f(y)) — f()I< ep;(y),
et donc

1f(y) —yll < Z||soj(y)f(y) — [zl < ij(y) =¢

Donce, pour tout entier m, on peut trouver un point y,, € K tel que || f(y™) —
Ym|| < 27™, Et puisque K est compact, de la suite (Ym)mez on peut extraire
une sous-suite (Ym, ) qui converge vers un point y* € K.

Alors f étant continue, la suite (f(ym,)) converge vers f(y*),et on

conclut que f(y*) = y*, i.e . y* est un point fize de f sur K.
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1.4.1 Un exemple d’application du théoréeme de Schauder

On prend le probléeme de Cauchy pour I'équation y' = F(t,y(t)) , mais ici on
ne sait pas si F' est lipschitzienne

Le théoréme de Schauder nous donnera 1’éxistence d’une solution , mais pas
nécéssairement 1'unicité qu’on avait dans le théoreme de Cauchy lipschitz .

Théoréme 1.4.2. (Cauchy -Arzela).Soient:

— FE un espace normé de dimension finue,

— U un ouvert de R x F,

— F une fonction continue de U dans FE, et

— (to, o) un point de U.

Alors Uéquation differentielle x° = F(t,x)a une solution au voisinage de
(to, o). (i-¢) Il existe un nombre p > 0 et une fonction f : [to—p;to+p] = E
de classe C' avec f(tg) = xg. Telle que pour tout t € [ty — p;to + p)

1— (¢, f(t) e U

2— f'(t) = F(t, f(1)).

Preuve. Soit M > || F(to, x0)l||, quitte a remplacer U par l’ensemble ouvert
{(t,z) e U : ||F(t,x)|| < M}, on peut supposer que F est majoré en norme
par M surU. Il existe doncr > 0 et h > 0 tels que [to—h, to+h]| x By(xo, 1) C
U et on choisi p = min(h, 57) > 0.

On considere l’ensemble K des fonctions M — lipschitzienne de ['intervalle
J = [to — p,to + p| dans E qui valent xq en to, que l'on munit de la norme
uniforme. Si f et g sont dans K et s € [0,1] alors sf + (1 —s)g € K, donc
K est conveze. Si (fi)ien est une suite de Cauchy dans K pour la norme
uniforme, alors d’apres le théoreme (2.4.3), il existe une fonction continue
f:J — E telle que f; converge uniformement vers f.

On a alors f(ty) = lli+m fito) = xo et
1—+00

vt € A — [l = Tim [I1:(6) = fi(t)|< Mt~

Et donc f € K.
On en deduit que K est fermé pour la norme uniforme dans C°(J, E).
De plus, pour toust € J et tout f € K, on a

1(£) = zoll = £ () = f(to)ll < Mt —to|< Mp <

Ce qui montre que K(t) = {f(t) : f € K} est contenu dans la boule By(xg, ),
et donc K(t) est relativement compact. Et puisque K est uniformément
équicontinu, il résulte de théoreme (2.4.4) que K est compact.
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On peut alors définir une application ¢ : K — CY(J, E), en posant

Wﬁ@=%+/F@ﬂm@

to
En effet, si f € K, alors f(s) € By(xo,r) pour tout s € J, ce qui montre que
la fonction s — F(s, f(s)) est bien définie et continue sur J & valeurs dans
E, et possede une primitive ¢(f) de classe C', valant zy en to.
Puisque la fonction g := ¢(f) vérifie g (t) = F(t, f(t)), on a que
lg' (V)] < M, c’est-t-dire que g est M-lipschitzienne sur J. De plus, g(to) =
xg. Donc ¢(K) C K. Enfin, comme F est uniformement continue sur le
compact J X By(xg,r), pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que pour tout (s, x)
et (s',2') appartiennent a J x Bf(zo,7), on ait

max(|s — s |, ||z —2'||) <0 = ||F(s,z) — F(s —z'|| < <
p

Alors, si f et fi appartiennent a K et si ||f — fi|| <0, on a Vs € J,
I1F' (s, f(s)) = F(s, fu(s))]| < 5. Donc,

1o(f)(8) = (S = II/t F(s, f(s)) = F(s, fi(s))ds]|

< It = tolsupl| F(s. £(5)) — F(s. A(s) | < o5 =

Pour tout t € J. Ceci montre que ||p(f) — o(f1)| < ¢, ie. ¢ : K - K
est une application continue. Donc, d’apres le théoreme (1.4.1), il existe un
point fire f € K de ¢, c’est a dire que f est une solution au probleme de
Cauchy.
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Chapter 2

Point Fixe des applications
non-expansive dans les espaces de
Banach

Introduction

Soit M un espace metrique muni de la metrique d. L’application T': M — M
est appelé nonexpansive si sa constante lipschitzienne k£ ne dépasse pas 1.
Ainsi cette classe d’applications contient les applications contractante.

En outre, elle contient toutes les isométries (y compris l'identité).
Explicitement T est non -expansive si:

d(Tz, Ty) < d(x,y); pour tout x,y € M

La théorie pour les applications non-expansive est fondamentalement dif-
férente de celle des applications contractante: dans le sens que, méme si
I’application non-expansive a un point fixe, la procédure itérative décrite
dans le chapitre (1) ne parvient généalement pas a converger.

Voici quelques-unes des questions les plus élémentaires posées lors de I’étude
des applications non-expansive:

a) Quelles hypothéses supplémentaires doivent etre ajoutées concernant les
structures de I'espace M et ou des restrictions sur 1" pour asurer 1’éxistance
d’au moins un point fixe ?

b) Quelle est la structure de ’ensemble de tous les points fixes d'un 7" donné?
¢) Que peut-on dire du comportement des itérations de T ?

Nous limiterons principalement notre attention a la question (a).
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2.1. RAPPPELS DES NOTIONS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

2.1 Rapppels des Notions d’analyse fonction-
nelle

Définition 2.1.1. .
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la distance
induite par la norme (d = ||.||).

Exemple 1. Les espaces suivants sont des espaces de Banach:

[®(N) = {(x,) C R/sup,ey |zn| < +00}= {suites réelles bornées } muni de
la norme ||.||co = sup|z,|.

Le sous-espace fermé de [*°(N): ¢o(N) = {(z,) C R, 7}1_)1210 z, =0}

1
P(N) = {(7,) CR, Y |za|P < +00} muni de la norme ||.|,= (32 [2al?);5

C(K,R)={f: K =R, f continue } l’ensemble des fonctions contin-
ues muni de la norme || f||o= sup,cx|f(t)|.

Dans toute la suite il est question d’espaces de Banach réels. Pour un espace
X, on notera: Bx La boule unite fermé.

2.1.1 Dualité-Topologie faible

Définition 2.1.2. Soit (X, ||.||) un espace de Banach.
Le dual de X noté X* est l’espace des formes lineaires continues sur X muni
de la norme duale:

[fllx= = sup |f(x)]

rEBx

Le biduale de X noté X** est le dual de X* :l’espace des formes lineaires
continues sur X* muni de la norme biduale:

[fllxe = sup [f(z)].

TEBx*

(X5 lxe), et (X )1

x++) sont des espaces de Banach.

Définition 2.1.3. Sur l’espace de Banach X est définie, en plus de la topolo-
gie forte (associe a la norme), la topologie faible notée o(X, X*) (notée aussi
w) qui est la topologie la moins finie sur X rendant continues toutes les
formes lineaires sur X.

Remarque: Tout ouvert (resp. fermé) pour la topologie faible est ouvert
(resp. fermé) pour la topologie de la norme. L’inverse n’est pas vrai.
Cependant, dans le cas des sous-ensembles convexes, on a le résultat suivant.
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Proposition 2.1.1. Soit C' un convere dans un espace de Banach X.
Alors C' est faiblement fermé si et seulement s’il est fermé pour la norme.

Définition 2.1.4. (convergence faible)

Soit X un espace de Banach, (x,), une suite d’éléments de X, z € a X. On
dit que (x,) converge faiblement vers x et on note x, =" x, quand n — oo
siVo € X*, p(x,) = ¢(x) quand n — oo.

Théoréme 2.1.1. (compacité faible)

Soit X un espace de banach et K C X faiblement compact. Alors de toute
suite de K on peut extraire une sous-suite faiblement convergente vers un
élément de K.

Définition 2.1.5. On appelle topologie prefaible ou topologie faiblex sur X*
la topologie la moins fine telle que toutes les applications:
Jz : X* = R definie par j.(f) = f(x), © € X soient continues.

2.1.2 isomorphisme

Théoréme 2.1.2. Soit (X, |.||x), (Y, ||.|ly) deux espaces de banach.

f (X x) = (Y, |.]ly) une application lineaire continue. si f est bijective
alors sa reciproque f~1 est ausi continue.

On dit alors que f est un isomorphisme autrement dit une application lineaire
et bijective f de (X,||.||x) dans (Y, ||.||y) est un isomorphisme si elle verifie

do, >0 tg Pllellx <[[f(@)lly < allz]lx,Vre X
Définition 2.1.6. Une isometrie lineaire f : (X, ||.||x) — (Y, ||l.|ly) est une

application lineaire et bijective telle que

1 @) = ll=]], Vo € X.

On dira que X contient une copie isometrique de Y si X contient un
sous-espace fermé qui est lineairement isometrique a Y .
Dans la suite on dira isometrie au lieu d’isometrie lineaire.

2.1.3 Espaces réflexifs

Soit X un espace de Banach. On voit facilement que X s’indentifie a un
sous-espace vectoriel de X** grace a l'injection:

Je: fEX" = g.(f) = f(z) eR.

qui est une isométrie.
On générale I'application j n’est pas surjective.
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Définition 2.1.7. On dit que X est réflexif s’il est égale (isométrique a X**)
(i.e) si lapplication j définie précédemment est surjective.

Définition 2.1.8. (stricte converité)

On dit que Uespace de Banach (X, ||.||) est strictement conveze s’il vérifie
l'une des propriétés équivalentes suivantes:

I— |lz|| <1, ||z]| <1,z #y et 0<t <1 implique ||[(1 —t)z+ty|]| <1,

2— ||z + y|| =llz||[+]ly|l implique Uexistence de scalaire o > 0 et 5 > 0 tels
que o+ >0 et ax = Py.

On dit qu’un espace de Banach X est uniformément conveze

si Ve > 0,30 > 0 tel que

r+y
(@yeXllzll<1, vl <1 et Jlo—yl>e)=(—I<1-9)

Exemple 2. R, R", [P, [P (1 < p < +00) sont des espaces réflexifs

Théoréme 2.1.3. (Milman-pettis)
Toute espace de Banach uniformement convexe est réflexif.

Théoréme 2.1.4. (Kakutani)
X est reflexif si et seulement si

By = {o € X; 2l < 1)
est compact pour o(X, X*).

Corollaire. .
Si X est réflexif alors tout sous-ensemble convexe fermé, borné de X est
faiblement compact.

2.2 Applications non-Expansives-Convexes min-
imaux

Définition 2.2.1. Soit (X, ||.||) un espace de Banach, soit C' un sous-ensemble
non vide de X. On appellera application non-expansive sur C toute applica-
tion T : C — C verifiant:

IT(x) =TI < lle—yll, Ve,yeC (1)

Remarque

Si T est non-expansive alors toutes les itérées T™ de T,n = 0,1,2,.... (avec
T° = I) sont également non-expansive.

Les applications non-expansives n’ont pas toujours de point fize.
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Exemple 3.

1— Si a est un élément non nul, l'application x — x + a est non-expansive
et elle n’admet pas de point fixe.

2—Les contractions, l'identité et les isométries sont évidemment non expan-
SIVES.

3— Soit C[0,1] l’espace des fonctions continues sur 0,1] a valeurs réelle
muni de la norme ||.||s-

Soit M = {x € C[0,1] : 0 =2(0) < z(t) < x(1) = 1}.

Vapplication T : M — M définie par T'(z)(t) = ta(t). x € M,t € [0,1] est
non-expansive car Vx,y € M, t € [0, 1],

1T ()(t) — T'(y)(t )H = [tz(t) — ty@)|| = tlz(@t) —y@) < [Ja(t) —y@)] =

supyepo )| 72(t) — Ty(@)|| < supyepllz(t) — y(@)| (=ie [Tz — Tyllo <
|t — ylloo- €t elle n'a pas de point fivze car T(x) = x est équivalent a

x(t) =0,Yt € [0,1], maisz =0¢ M.

Définition 2.2.2. Soit (X, ||.||) un espace de Banach, et C' un ensemble non
vide de X.

e On dira que C a la propriété du point fize ( en abrégé. ppf) si toute
application non-expansive T' de C' dans C' admet un point fize.

e On dira que l’espace de Banach X a la propriété du point fixe(en abrégé.
ppf ) si tout conveze fermé borné C' # ¢ de X a la ppf.

e On dira que X a la propriété faible du point fixe( en abrégé. pfpf ) si tous
les convezes faiblement compactes C' de X ont la pfpf.

Remarque 1
Si X alappf alors X a pfpf et que ppf et pfpf coincident pour un espace
de Banach réflexif .

Remarque 2
— Siun espace de Banach X a alappf (resp. pfpf ) alors tout sous-ensemble
fermé de X ont la ppf (resp. pfpf).
— ppf est consérvé par les isométries mais pas pour les isomorphismes en
général.

Exemple 4. L’espace co(N) muni de la norme usuelle n’a pas la ppf, ainsi
que tout les espaces de Banach contenant une copie isométrique de cy(N)
n‘ont pas la ppf, mais il a la pfpf. [voir maurey/

Dans la suite On va s’intéréssé a la pfpf. On présente quelques propriétés
geométriques qui implique la pfpf. On commence a presenté quelques résultats
classiques

On commence par le résultat suivant:
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Lemme 2.2.1. Si K est un convexe non vide fermé borné de X et
T : K — K une application nonexpansive alors il existe une suite (x,) C K
tel que
lim ||Tx, — x,|| = 0.
n——+0o00
Preuve. Pour z fizé et n € N*, considerons l'application T, : K — K definie
par

T.,x = L z+ n Tx
n+1 n+1
Donc
Tr = n+1( T — ! z) = n+1Tn$—lz
n+1 n n
Vn € N*,T,, est une contraction car
| T = Tuyl| < ()| T2 = Tyl| < —— ||z — ylls 0,y € K

n+1 n+1
Alors¥n € N*, 3z, € K telle que T,(x,) = x, = VYn € N*||T,z,—x,| =0
La suite (z,,) ainsi définie est telle que nl_1)11100||Txn — z,|| = 0. en effet:
0 < ||Txp—an| = | T — 22—, || = |25 T2, — e, 4+ 2 e, — Lo —a, |

(T )+ d— 22 € BT — ]+ s — 2] < Ldiam

la conclusion s’ensuit par passage a la limite.

Remarque
Le lemme précédent montre, sous les mémes hypothéses, le fait suivant:

inf{|lx — Tz|;z € K} =0

La question, maintenant, de savoir si 7" a un point fixe équivaut a la question
si la fonction ¢ : K — R définie par ¢(z) = ||z — Tz|| atteint sa valeur
minimal zéro .

La reponse est oui ,si K est compact . D’ou le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.1. Soit K un sous-espace convexe non vide et compact d’un
espace de Banach , alors toute application non-expansive de K dans K a un
point fixe .

Ce resultat qui est un cas particulier du théoreme de Schauder n’est plus vrai
si K n’est pas compact.
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Exemple 5. Soit C[0,1] l'espace des fonctions a valeur réelle continue sur
[0,1] avec la norme définie pour x € C[0,1] par:

[2]loe = sup{la(?)]: ¢ € [0,1]}.

Soit M = {xz € C[0,1] : 0 =2(0) < z(t) < z(1) = 1}.

M est un convexe fermé borné et il est complet (fermé dans un complet),
Mais M n’est pas compact car c’est un ensemble fermé borné dans un espace
de dimension infinie.

L’application T : M — M définie par T(x)(t) = tz(t), x € M , t € [0,1], est
non-expansive (voir ex 2) et elle n’admet pas de point five car T'(x) = x est
équivalent a x(t) = 0,Yt € [0,1], maisz =0¢ M

Avant de donner un autre resultat donnons la definition d’un argument
de base utilisé.

Définition 2.2.3. (Ensemble minimal T- invariant)

Un sous-ensemble Ky non vide convexe et fermé d’un ensemble convexe donné
K est dit minimal invariant par Uapplication T : K — K, si T(Ky) C Ky
et si. VD C K invariant par T c-a-d T(D) C D tel que D C Ko,
D = K,.

Théoréme 2.2.2. Soit K un sous-ensemble convexe ,non vide ,et faiblement
compact d’un espace de Banach . Alors pour toute application T : K — K ,
il existe un sous-ensemble de K qui est minimal T'- invariant .

Preuve. Considerons la famille S de tous les sous-ensembles convexes non
vides fermés (donc faiblement compacts) de K qui sont invariants par T, et
ordonnée par la relation d’ordre tq pour Ki,Ky € & :

K1§K2<:>K2CK1

Par la compacité faible, toute chaine d’éléments de S a une intersectin non
vide. Alors par le lemme de Zorn, il existe au moins un ensemble majorant
D € & qui est la borne superieure (un élément mazximal) par rapport a la
relation <, et qui est minimal par la relation dinclusion. Donc qui est le
T-minimal invariant.

Lemme 2.2.2. .
St K un ensemble convexe non vide, fermé et borné et minimal T-invariant
alors

K = convT(K)
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Preuve. .
On a K est T-invariant alors T(K) C K et donc convT(K) C K.
Ce qui implique que

T(convT(K)) C T(K) C convT (K).

Alors convT(K) est un convexe fermé T- invariant inclus dans K.
Comme K est minimal T-invariant alors — convT (K) = K.

2.3 Théorémes basiques.

Soit X un espace de Banach. Kirk en 1965 a observé que la présence d’une
propriété geométrique appelée "Structure Normale" garantit la ppf si X est
réflexif .

Le concept de "S.N" a été introduit en 1948 par Brodski et Milman pour
etudier les points fixes des isométries .
Pour toute ensembles D, H de X :

o r,(D) =sup{|lu —v|;v € D}(u € X). (rayon de D par rapport a u).
e ry(D) =inf{r,(D);u € H} (rayon de chebyshev)
e cy(D)={ue H;r,(D) =ry(D)} ( centre de chebyshev).

On a r(D) <r,(D) < diamD = sup,cp ru(D).

Définition 2.3.1. Un point u est dit diametral si r,(D) = diamD
Si ce n’est pas le cas on dit alors que u est non diamétral .

Définition 2.3.2. (Structure Normale )(Brodski et Milman,)

Un sous-ensemble K de X est dit avoir une structure normale si chaque
sous-ensemble conveze borné S de K avec diam(S) > 0 contient des points
non diametral .

A Taide d’un argument direct Brodski et Milman (1948) ont montré qu’'un
ensemble convexe faiblement compact K qui a une Structure Normale con-
tient toujours un point fixe par chaque isométrie de K dans K.

Théoréme 2.3.1. Soit K un sous-ensemble convexe non vide , faiblement
compact d’un espace de Banach et supposons que K a la S.N alors toute
application non-expansive T : K — K a un point fize .
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2.3. THEOREMES BASIQUES.

Preuve. Sans perdre de généralité on peut supposer que le convere K est un
minimal T- invariant, d’apres le lemme (2.2.2) on a

ConvT(K) =K

Soituw e C(K) i.er,(K) =r(K). Puisque |[T(u) —T(v)| < ||lu—v| <r(K)
alors pour tous v € K, Tv € By(T,,r(K)) donc T(K) C B¢(T,,r(K)). Par
consequent

K = ConvT(K) C ConvBy(T,,r7(K)) = By(T,,r(K)).
Montrons que ro(K) = r(K). On a
rru(K) = sup||Tu —v|| < r(K) =infr,(K) < rp,(K)

D'our(K) = rpy(K) c-a-d Tu € C(K). Cela prouve que C (K )est T-invariant,
et par minimalité de K, C(K) = K: Yu € K,r,(K) = r(K).

Ce qui implique que [application u — r,(K) est constante sur K, donc
Vu € K,r,(K) = diamK. Ce qui implique que tout les points de K sont
diamétrauz, ce qui contredit la S.N de K sauf si K est réduit a un seul point
Zo-

Remarque:

Dans la preuve précédente, nous avons observé le fait suivant:

Fait: Si K est un convexe non vide faiblement compact et minimal 7-
invariant alors chaque point de K est diamétral.

Lemme 2.3.1. (Lemme de Karlovitch) : Soit K un convexe faiblement com-
pact minimal pour Uapplication non-expansive T et soit (x,) une suite quasi-
fize , alors pour tout x de K, liril |z, — z|| = diam(K).

n—-—+0oo

Preuve. supposons qu’il existe {x,} C K pour lequel hrf Tz, —x,]| =0
n——+0o0
mais pour lequel hrf |x — z,|| = r < diam(K) pour certain x € K. Soit
n—-—+0oo

. - i — <
C={zeK ngrj{loosusz Tl <1}

1l est facile de voir que C' est convexe et fermé.FEn effet,
Si{u;} CC et si im wu; =u alors pour chaque i = 1,2, ...
1—+00
nl_l)gloo sup|lu — x| < nEToo sup||u — w;|| + ngrfoo sup|lu; — zn|| < JJu —wil] +7r

Donc u € C alors C est fermé. De plus si u € K,

lim sup||Tu — z,|| < lim sup[||Tu — Tx,|| + || Tz, — z,]
n——+o0 n—+00
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< lim sup||Tu —Tz,|| < lim sup|u—z,| <r
n——+o0o

n—-+o0o

Donc Tu € C. Cela prouve que C' est T-invariant, et on sait que tout
sous-ensemble convexe fermé d’un ensemble faiblement compact est lui-méme
faiblement compact, alors C est faiblement compact et T-invariant et par
minimalité de K nous concluons que C' = K. Supposons que diam(K) > 0.
Soit € > 0 tel que r + ¢ < diam(K).

Ve e K, F, = B(z,r +¢) N K est w-compact car c’est un w-fermé dans un
w-compact. la famille {F,;x € K} a la propriété d’intersection finie.

En effet; F, contient une infinité d’éléments de la suite (x,) donc tout inter-
section finie des F,, est non vide. Comme K est w-compact,

Neex B(z;r +€) N K # ¢

Mais cela implique Jv € Nypex B(x;r +€) N K c-a-d

Jv e K,Vx € K,v € B(xz,r +¢).

Donc v e K tq Ve € K, |lu—z| <r+e < diam(K) d’ou

ro(K) <14 € < diam(K). Contradiction avec le fait que K ne peut avoir
aucun point non diamétral.

Karlovitz a utilisé ce lemme pour montrer que la S.N n’est pas nécéssaire
pour la ppf.

2.4 Propriété du point fixe dans les espaces a
base inconditionnelle

Des résultats surprenants ont été apportés par Maurey concernant les es-
paces L1 et Cp, il utilisa la technique des ultra-produits pour montrer que les
sous-espaces réflexifs de Ly ont la pfpf.

S’inspirant de la démonstration de Maurey, Lin réussit ¢ montrer que si un
espace de base inconditionnelle dans la constante d’inconditionnalité \ est
strictement inférieur a 1,37, a la pfpf.

On va cité des definitions dont nous auront besoin pour démontré le théoréme
de Lin.

2.4.1 Base inconditionnelles

Définition 2.4.1. Soit (X, ||.||) un espace de Banach et (e,,) une suite d’éléments
de X. On dira que la suite(e,) est une base de Schauder de X si pour tout x
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dans X il existe une suite unique de scalaire () telle que: x =7

n=1 Tn€n,
ot la convergence a lieu au sens de la norme

n=N
lim [lz =) " anen]| = 0.
N—+o0
n=1

Si{en}n>1 est une base de X alors les projections Py : X — X, définie par:

e ) n=N
Py: X — X, PN(Z Tpen) = Z Tn€n,
n=1

n=1

sont continues de plus — sup,||Py,| < oo

Les projections { Px}nen+ sont appelées projections naturelles associées a la
base {e,}n>1 et le nombre ¢ = supy||Py|| est appelé constante de la base

{entnz1-

La base de Schauder (e;) est dite inconditionnelle si et seulement si

sup{[|> _ entnenll, en = £1, D anen||< 1} < +o0.

On note
A = supl|2Pg, — I
FCN

la constante d’inconditionnelité (ou F un sous-ensemble fini de N).

Exemple 6. .

La base naturelle {e, }=°, e, = (0,0, ...,0,1,0,...) est une base 1-inconditionnelle
pour chacun des espaces co(N) et IP(N), 1 < p < 0o pour en savoir plus con-
sulter [9].

2.4.2 Filtre Et Ultrafiltre

Définition 2.4.2. Soit X un ensemble fini. Un filtre ¢ dans X est une
famille de sous-ensemble non vides de X satisfaisant :

a) AABep=ANBEey

b) AcpetACB=Be€y

La famille de tous les Filtres sur X ordonné par inclusion, satisfait le principe
selon lequel chacune de ces chaines a [’ordre lineaire a une limite superieure.
Par consequent, chaque filtre est contenu dans un filtre maximal. tous filtre
dans ce sens s’appelle un Ultrafiltre.
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Proposition 2.4.1. Un filtre p est un Ultrafiltre si et seulement si pour tout
AeXomaAecpouX Acyp

L’utilité du concept d’ultrafiltre dans ’analyse resulte en grand partie de la
definition de convergence suivante

Définition 2.4.3. .

Soit S un espace topologique et soit U un ultrafiltre dans [’ensemble X . Soit
x: X — S et pour chaque i € X, xz(i) = x;, alors {z;,i € X} est dite
convergente par rapport a U vers un élément y € S si pour chaque voisinage
V dey, Uensemble {i € X,x; € V'} est dans U. Dans ce cas nous écrivons

limx; =y.
mz; =y

Définition 2.4.4. . (D’un Espace de Banach Quotient)
L’espace quotient d’une relation d’équivalence R définie sur un ensemble X
est l’ensemble X /R des classes d’équivalences de la relation R.

2.4.3 Ultrapuissances

Soient X un espace de Banach et U un ultrafiltre sur N. On appelle ultra-
puissance de X l'espace X quotient de 1’espace

(X)) ={(zn) 1 xzn € X,Vn €N et [(x,)] =sup|z,|] < oo}
par le sous-espace
N ={(z,) € I*°(X) : lim||z,| = 0}.
n—U

Si (2,,) est un representant de € X , on a |z||¢ = hrrlle:an
%

X est un espace de Banach , dit ultrapuissance de X.

X a des propriétés de prolongement qui sont tres riches.

Il est clair que X est isométrique a X par application z — (x,z, ..., z).

Si (S,,) est une suite de projection sur X telles que sup,,||S,|| < oo alors
SNZ (S,) telle que S(z,) = (Spx,) est une projection sur X et

1S < supl|:S,l|-

Argument de Maurey

Soient C' un convexe fermé borné de X et T': C' — C une aplication non-
expansive.
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€ X:i=(xn),x, €C}

On designe par C’Nl’ultrgpuissance de C: C= =
T(x,) = (T'(x,)) est une appli-

I'application T : C' — C' définie par T'(z)
cation non-expansive sur C.

En outre T admet toujours des points fixes. En effet dire que T% = 7 équivaut
a dire que 7 est representé par une suite quasi fixe (z,,) .

Si K est un convexe faiblement compact minimal pour T alors K est un

convexe fermé borné et diam(K) = diam(K).

I

P.K.Lin a adapté le lemme de Karlovitch dans le langage des ultrapuissance.

Lemme 2.4.1. (lemme de Lin)
Sous les hypotheses précédentes, on a:
1) Si (2,) est une suite quasi-fixe pour T', alors

lim|| 2, — z|| = diamK = diamK.

Ou K est un convere minimal pour T
2) Si W est un sous-conveze non vide de K, invariant par T, alors

Vz € K sup||w — z|| = diamK.
W

Apres ce rappel des résultats fondamentaux, on est en mesure de démontrer
certains nouveaux résultats.

2.4.4 Théoreme de Pei-Kee-Lin

Soit X un espace de Banach avec une base A-inconditionnelle.

inconditionnelle alors X a la pfpf.

alors X a la pfpf. En particulier si X est a base 1-

Preuve. .

Supposons que X a une base {e,} A-inconditionnelle et X n’a pas la pfpf.
Alors il existe un conveze faiblement compact K qui est minimal pour une
application non-expansive T laissant invariant K tel que diamK > 0. Dans
K, il va exister une suite quasi-fize (x,) pour T convergeant faiblement. Sans
perdre de généralité on peut suppose les propositions suivantes:

(a) diamK = 1;

(b) 0 € K;

(¢) w— nh_g)lo x, = 0;

et par le lemme de Karlovitch on a

(@) lim o] = 1
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et par passage aur Sous-suiles nous pouvons en outre supposer
() lim [z, — zppa | = 1;
n—oo

On designe P, les projections naturelles sur X associées a {e,} vérifiant:

PoPn =0 si n#m, L [[Pan= lim flz,)=1 et (I—Pu) )= 0.

lim ||
n—+o0o

Les points § = (z,,) et Z = (2,,) avec 2, = T, 41 sont fizes pourT et ||j—2||=1.
Soient P = (P,) et Q = (Py41). Alors Py =9 et QZ = Z et pour tout x € K,

Soit

W={weK3zeK:|w—z|<

DO | >

U 1
et max(||w —z, [|o —gl)) < 5}

Alors W est un convexe non vide, fermé borné et invariant par T'. Donc W
contient une suite quasi-five pour T'. pour faciliter les calculs, on suppose

que W contient un point w tq |w|| = 1. Soit z € K avec || — z||< 5 et soit
feX* avec f(w)=1=|f|. Doi,

1= f@) =f@-g) < o-g|<
De facon analogue, on obtient les inégalités f(,%) >
Soit a = f((I — P — Q)w). Alors

1 —a=f(@) - f((I-P-Qw) = f(P+Q)uw) = f(P1) + f(Qu)

Et donc ou f(Pw) < 1;047 ou f(Quw) < 1;04 Soit f(Pw) < 1;04
Alors
A TP ~ PO ~ PO A2

(2=20)—5 < 2f((P+Q)w)—flo—x) = f(2P+2Q)~1)(w—2) < [[f[[2P+2Q~ || |o—z]< =
Et

. . Lo . o L A
oty = 5 H1-(1-a) < f()+F(0)~2f(Pi) = fa—g)+2f(Pl-)) < |l T-2P|la—l< 5
D’oﬂS—% §>\; et donc \ > @
Remarque:

Pei-Kee-Lin a dabord montré le théoreme pour la base 1- inconditionnelle.
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2.4.5 Application du théoreme de P.K. Lin

Signalons aux passage les faits suivants:

1)Pour un espace de Banach X, la propriété d’avoir une base( incondition-
nelle ou pas) ne passe pas aux sous-espaces fermés de X.

2) Si un espace de Banach X a la pfpf et si Z est un sous-espace fermé de
X alors Z ala pfpf.

3) la pfpf se conserve par les isométries.

Dans la suite nous aurons besoin des notions suivants:

Définition 2.4.5. (Distance de Banach Mazur ):
Soient X et Y deux espaces de Banach isomorphes. On appelle distance de
Banach-Mazur entre X et'Y le nombre:

dpv(X,Y) = inf{||T||| T, T: X =Y isomorphe}

On a toujours 1 < dpp(X,Y) < 400
Sidpy(X,Y) =1, on dit que X etY sont presque isométrique cela se traduit
par: Pour tout € > 0, il existe un isomorphisme T, de X dans Y tel que

ITNIT < 1+ e

Remarque:

Si X et Y sont isométrique alors dpp(X,Y) = 1. L’inverse n’est pas vrai
( I'inf peut ne pas étre atteint ).

Dans la suite on utilisera le resultat elementaire | voir [10]]

Proposition 2.4.2. Soit X un espace de Banach avec une base incondi-
tionnelle {e,}n>1. SiY est un espace de Banach isomorphe a X alors Y
admet une base inconditionnelle. Plus précisement, si {e,}n>1 est une base
A-tnconditionnelle de X etT" est un isomorphisme de X surY alors la suite
{T(e,)}n>1 est une base X -inconditionnelle de Y avec N < N|T||.||T7-

Comme conséquence immédiate du théoreme de P.K.Lin, compte tenu de la
proposition précédente, on a le corollaire suivant.

Corollaire. St X est un espace de Banach présque isométrique a un espace
de Banach'Y ayant une base 1-inconditionnelle
alors, en particulier, X a la pfpf.

Preuve. On a dgy(X,Y) = 1. Done, pour chaque € > 0, il existe un iso-
morphisme T, : Y — X tel que ||T)|.|TY] <1 +e.
Par la proposition précédente, on déduit que X a une base A-inconditionnelle

V33-3
o

tel que A <1+ ¢€,Ye > 0. On peut,alors, choisir € tel que 1 + ¢ <
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En fait, on a un résultat plus fort:

Théoréme 2.4.1. Soient X un espaces de Banach, Y un espace de Banach
ayant une base 1-inconditionnelle. S’ils vérifient la propriété suwivante:

Ve > 0, il existe un sous-espace fermé X, de Y tel que dpp (X, X.) < 14¢€
alors X a la pfpf.

Remarquons que, comme Y est a base 1-inconditionnelle, il a la pfpf. Par
conséquent, tout sous-espace fermé de Y a la pfpf.

Pour montrer le théoreme précédent on admet la proposition suivante [voir

[10]].

Proposition 2.4.3. (X, ||.||), (Y, |.||) deuzx espaces de Banach. Si, pour tout
e > 0, il existe un sous-espace X, de 'Y tel que dpp (X, X.) < 1+e.

Alors pour chaque € > 0, il exite un sous-espace Y. de Y, il existe une norme
I|.|le équivalente sur'Y tels que X est isométrique a (Ye, ||.||e) et

1
1+e¢

Preuve. .(Preuve de th (2.4.1):
V33 -3
2

D’apres la proposition (2.4.3), il existe une norme équivalente |||.||| sur Y
vérifiant les conditions (i) et (i1) suivantes:

(i) disne (Y, L), (O LID) < 1+ o

(17) X est isométrique a un sous-espace de (Y, |||.|||)-

La condition (i) et la propositon (2.4.2) impliquent que (Y, |||.|||) a une base

V33 -3
—5— Donc (V,[[LIIl) a pfpf, daprés le
théoreme de P.K.Lin. par consequent, tous les sous-espaces fermés de 'Y ont

lapfpf. On déduit de la condition (ii) que X apfpf quisqu’il est isométrique
a un sous-espace d’un espace qui a pfpf.

lylly < llylle<llylly, vy € Y.

Soit €q tel que 1+ €y <

A-inconditionnelle avec A <

Des exemples d’espace de Banach vérifiant les hypotheses de théoreme (2.4.1)
sont donnés par les travaux de Goedfroy[13]. On cite sans démonstration
quelque-un

Lemme 2.4.2. Soit 2 un K, c-a-d une reunion dénombrable de compacts.
Soit X un sous espace fermé de Cy(R2) tel que pour tout compact K de €,
l'opérateur de restriction:

ri: X = C(K) telque rx(f) = fix
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est compact.
Alors pour tous € > 0, il existe un sous espace X, de Co(N) tel que

dBM(X, Xe) <1+e.

Lemme 2.4.3. Soit Q un espace localement compact métrisable

(non nécessairement K,). Si X un sous-espace fermé de Cy(S2) pour la norme
.o tel que Vf € X,Vx € Q, f est ponctuellement lipschitzienne en = (ce
qui, par définition, est:

M € R(M depend de f et de x) tel que |f(x)—f(y)|< Md(z,y) Yy € Q)

Alors pour tout compact K de Q Uoperateur: ri : X — C(K) est compact.

Exemple 7. Soit X un sous-espace fermé de C([0,1]) tel queVf € X, f est
dérivable en tout point x de [0,1[. Alors

Ve > 0,3X, sous — espace de cy(N) telque :  dppu (X, Xe) <1+e.
En particulier X a pfpf.

Preuve. Tout d’abord remarquons le fait que si f est dérivable en x € [0, 1],
alors f est ponctuellement lipschitzienne sur tout compact K C [0,1] en x.
En effet, il suffit de voir que pour un compact K C [0, 1], la fonction p définie

par:
o) = IO i 4 et o) = ()

est continue sur K donc bornée sur K c.a.d

M, e RVt € K, |f(t) — f(x)|< M|t — x|.

Ainsi la premiere assertion de la proposition se déduit des lemme (2.4.3) et
(2.4.4) la deuxieme de déduit du théoreme (2.4.1).
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2.4.6 Annexe

Théoréme 2.4.2. (Lemme de Cantor)
Dans un espace complet, si (F,)n>o est une suite décroissante de fermés non

vides telle que lim diam(F,) = lim sup, g d(x,y) = 0, alors (-, Fr
n—-+00 n—+00 ’ n z

est un singleton.

Théoréme 2.4.3. Soit (E,d) et (E',d) deux espaces metriques avec (E',d)
complet . Alors l’ensemble C)(E,E') = {f : E — E', fcontinueetborne} est
complet pour la distance uniforme duo(f, ) = sup,ex(d (f(z), g(x)))

Si lespace d’arrivé est un espace de Banach (X, ||.||) alors espace des fonc-
tions CO(E, E") muni de la norme ||f|ls = sup||f(z)|| est un espace de Ba-
nach.

En particulier si [’espace de depart E est un compact K et ’espace d’arrivé
R l’espace de Banach muni de la norme | f||= sup,exl|f(z)]: CY(K,R) =
C(K,R) est noté C°(K) .

Théoréme 2.4.4. (Théoreme d’Ascoli):

Soit (E,d) un espace métrique compact, (F,§) un espace métrique complet.
Une partie A de C'(E, F) est relativement compact si et seulement si:

1— A est équicontinue, c’est-a-dire:

Vo € B,Ye > 0,30 > 0/¥f € Ay € B, (d(z,y) < n) = (0(f(x), f(y) <

2— Pour tout x € E, Uensemble A(x) = {f(x),f € A} est relativement
compact.
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