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Tabledesindices

t variable indiquant le temps.
to: Instant initial.

tr ! Instant final.

T: Durée de I’ horizon (temps).

Dimension de systeme.

ng: Nombre de contraintes instantanées.

ny ! Nombre de contraintes intégrales.

P : Nombre de contraintes égalités.

q : Nombre de contraintes inégalités.

k Numeéro de I’itération.

x(t) : Forme continu de vecteur d’ état.

y(t) : Forme continu de vecteur de sortie.

u(t)) : Forme continu de vecteur de commande
u(t) : Ensemble de vecteur de commande admissible.
a® - Pas de descente.

X Variable de décision.

X Vecteur généraisé, X = (X ,1).

o Minimum global.

x ) Estiméx al’itération k.

J Fonction objectif ou critere.

Jo Vaeur optimale de critere.

ut o Valeur optimale de u.

G(X) : Vecteur des contrainte de type égalité.
H(X) Vecteur des contrainte de type inégalité.
D : Ensemble admissible des variables d’ état.
R Ensemble des réels.

R, B, et Q : Matrices symétriques définie positives.

F Fonction scalaire.

F Fonction décrivant la dynamique des systémes.
Y0y (W) : Fonction de u, avec x(0) fixé.

L : lagrangien.



it) :

Ve (8)
Vs (0

3>

Vecteur des parameétres de lagrange
Vecteur des paramétres de Kuhn-Tucker.
Résistance électrique.

Intensité du courant éectrique.

Tension éectrique d entrée.

Tension éectrique de sortie.

Unité de longueur, le métré.

Unité de temps (seconde).

Le gradient.

espace vectorielle de démontions n.

La matrice Hessienne.

Le module.
Norme Euclidienne.
Rayon
L’angled’ un cercle
vitesse

Accélération
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Introduction générale

La commande optimal e consiste a synthétiser une loi de commande qui permet de minimiser
un critere de performance tout en respectant un ensemble des contraintes et des conditions

terminales.

L’une des approches la plus utilisée pour le calcul de la loi de commande consiste a
transformer e probléme de commande optimale a un probleme d’ optimisation, puis d' utiliser des

algorithmes d’ optimisation pour larésolution de ce dernier.

Dans ce mémoire, on sest intéressé a la résolution des problémes de commande optimale des
systémes dynamiques. L’idée est de transformer le probléme de commande optimale a un probléme
d optimisation classique en utilisant la méthode de paramétrisation du vecteur de commande, puisal’aide de
la méthode des itérations variationnelles (VIM), on détermine les expressions analytiques des états. En
subgtituant les expressions des états et de la commande dans le critére a optimiser, on obtient un probléme
d’ optimisation classique dont les parametres de la loi de commande représentent les variables de décision.
Pour la résolution de ce dernier, on utilise la méthode d optimisation globale d’ Aliénor, qui transforme le
probléme d' optimisation a plusieurs variable de décision a un probléme d’ optimisation a une seule variable

de décisions qui est facile arésoudre.

Le mémoire est organisé comme sulit :

Le premier chapitre, est consacré a des genéralités sur la commande optimae et les

différentes méthodes de résol ution des problémes de commande optimale.

Le second chapitre est consacré a des généralités sur I’ optimisation statique.

Le troisieme chapitre est consacré a la résolution des équations différentielles ordinaires par

laméthode des itérations variationnelles (VIM).
Au quatrieme chapitre, on présente |e principe de la technique de paramétrisation du vecteur
de commande et |’ approche proposée pour la résolution d’ un probleme de commande optimale. Ces

deux dernieres sont illustrées exemples d application.

Le mémoire se termine par une conclusion générale.
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Chapitre | La commande optimale

.1 Introduction

La conception de la commande d'un systeme dynamique a pour objectif de déterminer
des lois de commandes permettant d assurer des performances désirées. Mais, souvent, on est
amené a optimiser cette commande, ¢’ est |e probleme de la commande optimale.

Ce chapitre est consacré a la définition et a la formulation sous forme mathématique
d’ un probléme de commande optimale. Les définitions des différentes notions utilisées dans
ce domaine sont, également, présentées. [3]

.2 Commande optimale

Le probléme général de la détermination d’' une commande optimale d’ un processus peut se
résumer comme suit :

Un processus étant donné et défini par son modéle, trouver parmi les commandes admissibles
celle qui permet alafois:

1. De véifier des conditionsinitiales et finales données.
2. Desatisfaire diverses contraintes imposees.
3. D’optimiser un critere choisi.

Sous forme mathématique, |e probléme de la commande optimal e se résume comme suit :

Soit le systéme dynamique décrit par I’ équation d’ état

% (t) = f(x(t), u(t), t) (1.1)

Cette équation est en général non linéaire. De plus le vecteur de commande doit appartenir
aun certain ensemble de vecteurs de commande admissible

u(t) € U(t) (1.2)
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Une forme courante de ces contraintes est que les variables de commande ne peuvent
dépasser en modules des valeurs imposées.

Dans ces conditions, on désire conduire le systeme d’ un état initial x(to) aun état final x(ts),
tout en minimalisant la fonction de codt

Jx(®), 1) = f L&D, u(®), Hdt (1.3)

Dans la suite le colt minimal est noté:

*

(1.4)

min ]
u(Heu(t)

Remarque 1.1

1. L’état final x(tf) peut étre imposé ou non. S'il n'est pas imposg, il doit ére défini
indirectement par lafonction de co(t.

2. Les contraintes sur les variables de commande et les variables d'état introduisent
toujours des complications.

|.3. Formulation du probléme de commande optimale
1.3.1. Modéle du systeme

Un systéme dynamique, Ou processus, est caractérisé par trois ensembles de variables :

1. Lesvariables de sortie, en général directement accessibles et regroupées dans un
vecteur y dedimension r.

2. Lesvariables de commande, regroupées dans un vecteur u de dimension m et dont
le choix permet d’agir sur I’ évolution du processus.

3. Lesvariablesinternes caractérisant I’ éat du processus a un instant donné, regroupées
dans un vecteur état x(t) dedimension n . L’instant courant est noté t > 0.
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Dans une modélisation de I’ évolution du processus, ces diverses variables sont liées par une
équation d’ état |e plus souvent explicitée sous laforme:

%(t) = f(x(6),u(t),t) (1.5)

y(® =g x(),u(®),t) (1.6)

Ol x()e K™, u(t)eR™, y()eRT et t eR

|.3.2. Conditionsterminales

Les conditions terminales caractérisent alafois |’ éat initial, ¢ est-a-dire I’ instant ou on
commence aagir sur le processus, et I’ état final, aprés action de la commande. Par
convention, I’instant initial est noté t, et I’ éat initial x, = x(ty) . De méme, I'instant final
est noté t¢et |’ état final x; = x(t;) . Lesconditionsinitiale et finde x, et x; prises aux
instants respectifs t, et t; peuvent étre fixées ou non.

1.3.3. Contraintesinstantanées et intégrales
1.3.3.1. Contraintesinstantanées

Elles caractérisent en général les limitations physiques sur la commande ou sur |’ état du
processus.

Cetype de contraintes s exprime par des inégalités delaforme:

qx(t),u(t),t) < 0 avec geR™ (1.7)

Ou nq est le nombre de contraintes.
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On peut également avoir des contraintes de type égalités, les contraintes inégalités peuvent
se ramener a des contraintes égalités en introduisant des variables supplémentaires v(t) et les
contraintes (1.7) devient :

q(x(6), u(®),t) + v(t) =0 , geR™d (1.8)

|.3.3.2.Contraintesintégrales

Elles sont le plus souvent liées a une limitation des ressources ou a une limitation des
résultats de nos actions, Ces contraintes s expriment sous laforme :

ftfp(x(t),u(t),t)dt <0 , peR" (19)

Ou n, est e nombre de contraintes.

Comme dans |e cas des contrai ntes instantanées, une contrainte inégalité peut étre remplacée
par une contrainte égalité.

1.3.4. Critérede performances

Le critére d’ optimalité peut prendre en compte les valeurs initiale et finae de I’ état du
processus, comme minimiser |’ écart fina par rapport a une consigne donnée, ou tenir compte
de I’ensemble des valeurs de |’ état ou de la commande a chague instant. La forme la plus
générale du critére a optimiser correspond al’ expression :

] = ro(Xo to, Xp te) +ftt0fr(x(t),u(t),t)dt (1.10)

Letermery( X, to, X5, te) €st appelé partie terminale, permet la prise en compte dans le critére
des états, initial et final. Suivant laforme du critere (1.10) , on distingue :
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a. Probléemede Mayer

Dans ce cas, e critére ne comporte que la partie terminale, cette derniére exprime I’ objectif a
optimiser al’instant final ‘t;’

Jx(®) = Px(to), tr) (1.11)

b. ProblemedelLagrange

Ce probléme ne comporte que la partie intégrale qui exprime |’ objectif a optimiser sur tout
I” horizon de commande.

Jx(D) = [y @, u®), Dt (1.12)

c. ProblemedeBolza

C'’ est la combinaison des deux cas précédents

Jx() = Pt t) + [ o(x(D),u(t), Hdt (1.13)
Remarquel .2

1. Nous supposons, dans la suite, I’ optimisation décrite sous forme d’ une minimisation
(maximiser revient & minimiser I’ opposé).

2. Lechoix du critere est tresimportante et une commande qui minimise un critére donné
N’ est pas nécessairement intéressante si le critere est mal choisi ou netient pas compte
des contraintes physiques imposées au systéme.

3. L’intérét de la commande optimale découle de la nature méme de sa définition :
optimiser un critere de notre choix, tout en satisfaisant des conditions de
fonctionnement données et des contraintes imposees.

1.3.5. Exempleillustratif (Circuit électrique)

i

1(t)
i/“‘\
\

10000000
t_‘
[|
Il
Q

Figure (1.1) : Circuit électrique
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Les variables caractéristiques :
u(® =1I(v
x1 (1) = 11()

X2 () = Uc(D)

L es équations régissant |e comportement dynamique du circuit électrique :

IO =15 +1.(0)

U (t) — Ldll(t)
I (t) = (=== dUc(t)
Ona: i (1) = T = 2y (1) = 2x,(1)
1) = T8 = 21.(0) = 2 [u(®) - x,(1)]

Ce qui donne le modéle d’ état suivant :
. 1
X1 (D) = X2 )

% () = 2 [u(®) — %, (0]

Les conditions terminales sont :

x(0) [51(3)] [0]

x(ty) = IIJIC((ttff))] =[]

(1.14)
(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.22)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

Le probléme consiste a minimiser I’ énergie dissipée par I’ effet Joule donnée comme suit :
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E(t) = [,"RI?()dt = [ "Ru?(t)dt (1.26)

Par conséquent , |e probléme de commande optimale est formulé comme suit :

minj(u() = [, RuZ(t)dt (1.27)
Sujet a:
%1(6) = £x,(0) (1.28)
%,(0) = < [u(®) — x, (V)] (1.29)
x(0) = [8] (1.30)
x(te) = [(1’] (1.31)

|.4. Résolution d’un probléme de commande optimale

Pour larésolution du probléme de commande optimale formul &, plusieurs méthodes ont été
proposees :

1. Laméthodede calcul desvariations

Le calcul des variations est une branche des mathématiques qui permet la recherche de
I’ optimum d’ une fonctionnelle.

Une fonctionnelle ] sur un espace vectoriel V dans R . Par exemple si x(t) est une
fonction continue sur I'intervalle [ty , tr |, I’ application définit par

Jx(®) = [ox(®dt (1.32)

Lavariation d’ une fonctionnelle est donnée comme suit :
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A] (x(©) = J (x(D) + 8x(1) — J(x(D) (1.33)

Ou : 8x(t) est une variation de x(t)

En faisant e développement de Taylor jusqu’al’ ordre 2 ou en faisant un calcul direct on peut
montrer :

AJ (x(D), 8x(1)] (x(1), 8x(1)) + g(x(D), 8x(1) [I8x(D | (1.34)

2. Leprincipedu minimum de Pontriaguine:

Le principe du minimum est la méhode la plus utilisé pour résoudre un probleme de
commande optimale, il est développé en utilisant le calcul des variations.

Les conditions d’ optimalités sont données sous forme d’ un systéme d’ équations différentielles
ordinaire du 1 ordre.

Soit |e probleme de commande optimale suivant :

minJ(u(D) = WG, + freG®,u®nde  (1.35)

sujet a:
X (t) = f(x(t),u(t),t) (1.36)
x(to) = X, (1.37)
x(tf) = xgoulibre (1.38)

Pour éliminer cette contrainte, on propose d’introduire le vecteur des variables adjointes A(t)
et del’intégrer dans le critére et le probleme devient :

rlrll(itgli(u(t)) =W (x(tf), tf) + fttof(p(x(t), u(t), dt + AT f (x(),u®),t) —x(t)]dt (1.39)
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Sujet a:
X(to) = XO (I 40)
x(tf) = x¢ Oullibre (1.42)

En introduisant lafonction d’ Hamilton définit comme suit :

H(x(t), u(t),A(),t) = @(t),u(®),t) + AT(t) f(x(t), u(t),t) (1.42)
le critére devient :

r&itglf(u(t)) = W (x(tf),tf) + [SHE®, u®),A®),0) — ATO®]dt  (1.43)

3. Lacommandelinéaire quadratique (équation différentielle de Riccati) :

Larésolution d un probléme de commande optimale peut étre simplifiée en considérant un
modéle linéaire & condition que I’ hypothése de linéarité est vérifié. Désignons par  x9 (t)
I état désire variable et définissons |’ erreur de poursuite :

e(t) = x4(t) - x(t) (1.44)
le systéme suivant : x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.45)
et le critére ] = ; [le®™e® + u®TTRut) ] de  (1.46)

Avec Q et R sont des matrices définits positives.

En utilisant le princier du minimum :

L’Hamiltonnien s écrit :

1 T
HC(®), u®), A0, =5 [[e®]T Qe + [u®I"Ru® | + [a®) ] x® (1.47)

10
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H(®), u(®), A(), 1) = %[[e(t)]TQ e(®) + [u®]™Ru®] + AWITAX® + Bu(t) (1.48)
Il est minimal pour :

Vu(t) H (x (t),u (©),A(0),) = Ru(t) + BTA(t) = 0 (1.49)
Lacommande optimale est dors:

u*(t) = —RIBT A(D) (1.50)

Les équations d’Hamilton-Pontryagin s écrivent sous laforme matricielle suivante :

;g;]:[_AQ —_:T] iEB]W[Xd‘)@] (1.51)

En considérant :
A(Y) = K@ x(t) - V() (1.52)
Ladérivée de A(t) par rapport au temps:
A() = K(®) x(t) + K() x(t) — V(b (1.53)

Cequi donne: K(t) x(t) + K®) x(t) — V(t) = =AT A(t) + Q (x4(t) - x(t)) (1.54)
En remplacant x(t)et A(t)par leurs équations, on aura:
KO +KMA + ATK®) -KO®OSK® + Q=0 (1.55)

V() + (AT-K®S)VH)-Qxd() =0 (1.56)

Ces équations définissent  K(t) et V(t) . Lapremiére équation est appelée équation
matricielle de Ricatti. On obtient alors :

u'(t) = —RBT(K(DxX(L) - V(D) (1.57)
%(t) = (A- SK(®) x(t) + SV(©) (1.58)

11
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x(t) intervient dans |’ expression de u*(t) , ce qui permet d’ avoir lacommande optimale sous
forme d’un retour d’ etat.

On remarque que K(t) et V(t) ne dépendent pas del’ état du systéme, alorslaloi de
commande trouvée est optimale quelque soit les conditionsinitiales.

|.5. Synthése d’une commande optimale :
En résumé la synthése d’ une loi de commande optimale passe par |es étapes suivantes :

Modélisation du procédé a commander.

Détermination des diverses contraintes a satisfaire.

Choix étudié avec soin du critere & minimiser.

Résolution du probléme pour déterminer laloi de commande optimale u(t).
Implémentation de laloi de commande.

abkrwdeE

|.6. conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté la démarche a suivre pour la formulation
mathématique d'un probleme de commande optimale et les principaes méthodes de
résolution.

Dans le chapitre suivant, nous allons présenter les concepts de base d'un probléme
d optimisation et les méthodes de résolution en indiquant les méthodes d’ optimisation
globale.
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Chapitre II L’optimisation - L’optimisation globale

[1.1. Introduction

L’optimisation est une branche des mathématiques cherchant a analyser et a résoudre
analytiquement ou numériquement les problémes qui consistent a déterminer le meilleur éément
d’un ensemble, au sens critére quantitatif donné. Ce mot vient du latin optimum qui signifie le
meilleur.[1]

Un probléme de commande optimale peut se ramener a la résolution d'un probleme
d’ optimisation classique.

Ce chapitre est consacré a des généralités sur |’ optimisation, aprés la formulation d’ un probleme
d’ optimisation, on donne une classification des méhodes d optimisation (méthodes locales et
méthode globales) .verslafin on s'intéresse ala méthode d’ optimisation globale d’ Aliénor.

[1.2. Formulation d’un probleme d’optimisation :

Un probleme d optimisation est exprimé comme une fonction objective a une ou plusieurs
variables de décision, pour étre maximisée ou minimisée sous une certaine contrainte indiquée.
Les fonctions de contraintes définissent le domaine acceptable des variables pour le processus
d’ optimisation. Les contraintes peuvent étre de type égalité ou inégalité, elles permettent la

limitation des domaines sur les variables, dans la recherche de la solution optimale.

Un probléme d’ optimisation de type minimisation et de dimension n peut étre formulé de fagon
générale comme suit :

min, f(x) XED c R
Sujet a:
gi(x) = 0 1<i<p (11.2)
hj(x) <0 1<j<p

f (x) : fonction objectif.

D : domaine admissible.

x; . Vecteur des variables de décision (X1, X2 -+ Xn).
h; (x) : Contraintes inégalité.

gi(x) : Contraintes égalité.
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I1.3. Classification des problémes d’ optimisation:

Suivant la nature de la fonction objectif et des différentes contraintes qui définissent le
domaine des solutions admissible D, on distingue plusieurs types de programmation qui sont
résumeés dans letableau 11.1

Fonction objectif
Linéaire Quadratique Non linéaire
(Convexe)
Linéaire Programmation programmation Programmation
contraintes linéaire quadratique non linéaire
Quadratique Programmation Programmation Programmation
(Convexe) non linéaire convexe non linéaire
Non linéaire Programmation Programmation Programmation
non linéaire non linéaire non linéaire

Tableau I1.1: classification des problemes d’ optimisation.

I1.4. Résolution d’un probleme d’optimisation

Il existe deux méthodes d optimisation, méthode locale et méthode globale. En outre un
probléme d optimisation peut étre avec ou sans contraintes. Dans les deux cas, |’ objectif est de
trouver des variables de décision qui maximise ou minimise lafonction objective.

11.4.1. Optimisation sans contraintes

Il existe de nombreuses méthodes pour la résolution des problémes d optimisation sans
contraintes, On trouve::

a) Méhode graphiques:

Ce type de méthodes s applique au probleme d’ optimisation ayant deux variables de décision.
On peut toujours ramener un probléme a n variables de décision a un autre probléme a deux
variables par élimination de variables, par conséquent |es contraintes.

Les étapes asuivre sont :

1- Représenter le domaine admissible défini par les relations de contraintes inégalités.
2- Représenter les contours de lafonction objectif.
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3- Déerminer le point d'intersection entre la fonction objectif et le domaine admissible
dans le sens de |’ optimisation.

Les directions d’ optimisation sont données comme suit :
min f(x) - =V, f(x) (11.2)
max f(x) = + V, f(xy) (11.3)
a) Méthodes analytiques
Ces méthodes sont basées sur I’ existante de dérivée, donc sur la continuité de la fonction
objectif. Le point principal consiste a rechercher un extremum en déterminant les points de pente

nulle dans toutes les directions qui dépend du gradient de lafonction objectif.

La premiére étape dans la recherche d’un extremum consiste a rechercher les points critiques
gu’ on obtient par I’ annulation des dériveées partielles de lafonction objective.

Soit f (x) une fonction des variables réelles, I’ optimum est obtenu en résolvant I’ équation suivante :

Vy f(x) = 0 (11.4)
Ou V, f(x) estlegradient def(x).
=  Gradient d’'unefonction [2]
Soit f:R" > R une fonction continue. La fonction notée

Vi f(x):R™ > R estappelée gradient de f et est définit par

of(x)
6)_(1

Vv, f(x) = (11.5)

9f(x)
dxn

Apres avoir caculé le gradient, la deuxieme éape consiste a calculer la matrice Hessienne qui est la
deuxieme dérivée de f(x) ce qui permet de déterminer la nature des points critiques.

V2 f(x*) (11.6)

e V2 f(x*) > 0 ,il Sagitd unminimum.
e V2 f(x*) <0,il sagitdunmaximum.
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Ou x* est le point critique.

= |amatriceHéssienne|[2]

Soit f:R™ — R une fonction deux fois différentiable. Lafonction notée V2xf(x): R™ — R
est appel ée matrice Hessienne, elle est définit par :

X(x) . 0%f(x)
ax% 0x1 0Xp
V2xf(x) = : P (1.7)
kazf(x) %) /
0xn 0% 0x%

b) Méthodes numériques

Lorsqu’on ne peut pas résoudre analytiqguement I’ équation Vxf(x) = 0 alors on va chercher la
solution numériquement.

Le principe des méthodes numériques d’ optimisation consiste a choisir une solution de départ
appelée estimé de la solution noté x® et faire des itérations comme suit

<&+ = () 4 Ax® (11.8)

Ax® dépend de la méthode & utiliser.

= Meéthodedu gradient

Cette méthode permet de déterminer le minimum d’une fonction dont on peut calculer le
gradient. Lorsgu’ on ne dispose pas d’'une expression du gradient de la fonction f, une estimation
par une méthode de différence finie peut étre utilisée.

x(HD = x(0 _ My, f(x®) (11.9)

p& = _ a®V,f(x1)
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a® est appel ée pas de descente, on peut le déterminer par les deux méthodes suivantes

1. Pasdedescente f(x**D) < f(x®) (11.10)
2. Pasde descente optimale n”l(LI)lf(X(k+1)) (11.12)
o

= Meéthodedu gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est un algorithme pour résoudre des systémes d’ éguations
linéaires dont la matrice est symétrique définie positive. Cette méthode est une méthode
itérative qui converge en un nombre fini d'itérations.

p(X(k)) - —fo(X(k)) + B(k)p(x(k—l)) (11.12)
B(O) =0
glo = T CEDI® (11.13)

[1Vx f(x(=1)))|2

= Method de Newton

L’ agorithme de la méthode de Newton peut étre résumé comme suit :
Pour k =1,2...

p(x®) = —[-V2f(x®)] 1V, f(x ) (11.14)

= Method de Newton modifié
pourk =1,2...
p(x®) = —a®[—V2f(x®)] 1V, f(x) (11.15)

o est déterminé en utilisant les mémes méthodes comme dans |e cas de la méthode du gradient

11.4.2. Optimisation en présence de contrainte

Dans cette partie, on présente les méhodes de recherche de I'optimum en présence de
contraintes de type égalité, inégalité ou mixte.[3]
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11.4.2.1. Casdes contraintes égalité [3]
Gi(x) =0, i=1,....p (11.16)
Qu’ on peut regrouper dans un vecteur G(x) comme suit :

[G1 (X)]
G(x) = IGZ:(X)lz 0 (11.17)
Gp ()
Pour résoudre ce probléme, on utilise la méthode des multiplicateurs de Lagrange A; =1, -, p.

Cette méthode permet de transformer un probléme posé avec contraintes a un autre probléme sans

contraintes en définissant lafonction de Lagrange suivante :

L(x ) = f(x) + X, G (%) (11.18)
AVeC:

L(x,A): lafonction de Lagrange
f(x): lafonction objectif

A; (%) : multiplicateur de Lagrange
G;(x) : lacontrainte.

Pour résoudre ce probléme on doit déterminer les points critiques de lafonction de Lagrange, le
gradient du Lagrangien doit ére nul :

( f@L(X,)\) —0
6X1
V(X)L(X, A) = :
OL(x,A)
\ 0xn =0
Vi f(xA) = 1 AL _ (11.19)
o,
V(;\)L(X,A) = J :
OL(x,A) 0
\ \ oA,
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11.4.2.2. Casdes contraintesinégalité 3]
Hi(x) <0, j=1,......q (11.20)
Qu’ on peut regrouper dans un vecteur H(X) comme suit :

H; (%)
H(X) — HZ:(X)

Hq'(X)

<0 (11.21)

Pour résoudre ce probléme on peut utiliser deux méthodes :

a) Laméthodedesvariablesd’écarts

Cette méthode consiste aintroduire des variables ditesd'écart E(x;), j=n+1,....,n + q pour
convertir les contraintes de type inégalite H;(x), j=1,...q a des contraintes de type égalite
Gi(x) =0, j=1,..q puisutiliser lameéthode des multiplicateurs de Lagrange.

Plusieurs choix de fonctions d’ écart sont possibles, par exemple les variables
Xj,j=n+ 1,...,n+q

positivestellesque: Gj(x) = Hj(x) + X441 =0, j=1,..,q.

b) Laméthode desparamétresde Kuhn-Tucker
Cette méthode donne directement les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’'un point

critique soit un min ou un max. Elle consiste a introduire les parametres pj appelés paramétres de
Kuhn-Tucker et adéfinir lafonction de Lagrange suivante :

L(xA) = f(x) + XL, wy Hj (%) (11.22)

Les conditions nécessaires et suffisantes pour les différents problemes sont résumées dans le
tableau suivant :
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Contraintes Minimum Maximum
hjx) <0 ViL(x,p) =0 ViL(x,p) =0
VLx, 1) <0 Vo Lx,)) <0
=0 W<0
hj(x) =0 Vi.L(x,u) =0 ViL(x,p) =0
VLx,1) =0 V,L(x,)) =0
<0 B =0

Tableau I1.1 : conditions de Kuhn-Tucker

11.4.2.3. Cas des contraintes mixtes (égalités et inégalités) :

Les contraintes égalités et inégalités sont données respectivement par |es équations suivantes :

gi(x) =0, i=1,...,p
(11.23)
H](X)SO, ]:1,,q

Dans ce cas on introduit un parameétre pour chagque contrainte. Seuls les paramétres relatifs aux
contraintes inégalités sont soumis a des conditions de signe (y; = 0) et doivent s annuler lorsque la
contrainte correspondante n’ est pas saturée. On a coutume d’ appeler :

e Multiplicateurs de Lagrange, ceux relatifs aux contraintes du type égalité (A;).
e Paramétres de Kuhn-Tucher, ceux relatifs aux contraintes du type inégalité ().

Lafonction de Lagrange s écrit :

Lx A = f(x) + L AG (0 + XL u H; (%) (11.24)
LxAw = f(x) +ATG(x) + uT H(x)

Dans ce cas, on définit le vecteur suivant : X = (x,A) etlafonction ®(X) = f(x) + ATG(x)
le lagrangien peut aors s écrire comme sulit :

L( % ) = ®(¥%) + ATGX) (11.25)
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Finalement, le probléme revient a rechercher I’ optimum de la fonction ®( X) soumise a des
contraintes du type inégalité H;(x) < 0 , le méme cas possible résumé dans le Tableau 11.2 restent

valables.

La littérature sur I’ optimisation décrit pour |’essentiel des méthodes locales qui permettent
I’ obtention des minimums locaux qui peuvent étre certes intéressantes dans une étude préal able des
phénomenes mais qu'il faudra de toute fagcon améliorer pour optimiser au mieux le probleme
formulé ou modélisé. Quant aux méthodes globales existantes elles sont |a plupart de temps des
améliorations de méthodes locales que I’ on tente de débloquer d’un minimum local pour aler vers
un meilleur minimum, espérant qu’ en fin, on obtiendra un minimum global. Parmi ces méthodes on
retrouve la méthode d' Alienor développé par I’ équipe de recherche « d’yves cherruault » dans les
années 80, dont le principe est smple et I’ efficacité n’ est plus a démontrer

1.5 Principe delaméthoded’ Aliénor :
La méthode d' Aliénor, repose sur une suite de transformations réductrices qui permet de
ramener toute fonction de plusieurs variables a une fonction d’une seule variable. On peut aors

I’ utiliser, pour résoudre |es problemes d’ optimisation a plusieurs variables de décision.

Elle a été développée par cherruault et Arthur Guillez en utilisant la premiére transformation
réductrice basée sur la spiral d’ Archimede.

Soit le point (x,y) € R? nous alons d abord passer en cordonnées polaire.

Xy =T CoS
X, =rsina a=0 (11.26)

Puisonrelier et a par laspiral d’ Archimeéde:
r=aa (11.27)
avec a est un paramétre fixé destiné atendre vers 0.
Ainsi lesrelations deviennent :
X, = aacos(a)

X, = aasin(a) (11.28)

Par conséquent, elles permettent d’ exprimer x; et x, en fonction d’ une seule variable a > 0.
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Pour troisvariables x4, X, x3 on relie d’abord x; et x, par une spiral d’ Archiméde d anglea; on
obtient :

X; = a oy cos(ay )

X, = a oy sin(oy ) (11.29)

Il est claire quex;,x,,x3 Sexpriment al’aide de a . Ainsi, on obtient une courbe paramétrée
h(a) = (hl(a )'hz(o‘ ),h3((X ))

sous laforme:

x; = a?acos(a) cos(a a cos (a))
X, = a?a cos(a) sin( a a cos (a)) (11.30)
x3 = aasin(a)

d’une fagon générale pour n variablesx,,x, ....X5 , onrelie deux adeux lesvariables par des
spirales d’ Archiméde o; et on aboutit ades relations

Xj = hi(a) , 1=1,......n (l I 31)

[1.5.1. Autrestransfor mationsréductrices

Latransformation 1:

x; = Bacos (pj),i = 1,2,...,n (11.32)
ou les paramétre o;, forment une suit croissante et virifient les condition suivante

LIPS et B> 0 (11.33)

Pi+1

Latransformation 2 :

x; = B cos(m! ma) (11.34)
Avec m>1
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Latransformation 3:

X; = B cos (pja) (11.35)
Les parametres, p;, ..... pn—1 SONt choisis proches |es une des autres, tout en constituant une suit
lentement croissante, par exemple
Pn1 = Pi+ € (11.36)

Avec € > 0 et choisi tres petit. Le paramétre p,, et choisi comme suiit :

pp = m/n—1 % (11.37)
Latransformation 4 :
X; = B cos(wja+ ;) (11.38)

Oulesw; > 0 forment une suit croissante. ¢; est une suit lentement croissant dont les termes
sont proches |’ un des autres, par exemple :

Piv1= @ + € (11.39)
Avec € > 0 et chois trés petit.

Notons que la derniere transformation réductrice (11.38), selon lalittérature, assure une trés
bonne précision par rapport aux autres transformations.

[1.6. Conclusion

Dans ce chapitre, on a donné un apercu général sur I’optimisation statique des fonctions a
plusieurs variable, nous avons présenté les deux types d optimisations (local et global). Dans le cas
de I’ optimisation locale, on a cité les différentes méthodes pour la recherche de I’ optimum.
Concernant I’ optimisation globale, on a présenté la méthode d’ Aliénor, cette méthode repose sur
une suite de transformation réductrice qui permet de ramener un probleme d optimisation a
plusieurs variables de décision a un probléme d’ optimisation a une seule variable de décision dont
I’ optimum globale est facile a atteindre.
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Chapitre III Résolution des équations différentielles

[11.1. Introduction

La moddisation de la mgjorité des phénomenes se fait par des équations différentielles. Ces
équations sont parfois fortement non linéaire et leurs solution analytique est difficile voir
impossible a déterminer par des moyens analytiques. Pour obtenir |a solution de ces équations, on
fait appel aux méthodes numériques. Dans notre travail on s'intéresse a la méthode des itérations
variationnelle. Cette méthode permet d’ obtenir une solution exacte ou approchée avec une grande
précision méme pour les égquations qui sont fortement non linéaires.

I11.2. Leséquations différentielles ordinaires (EDOS)

En mathématique, une équation différentielle, est une relation entre une ou plusieurs fonctions
inconnues et leurs dérivées. L’ ordre d’ une équation différentielle correspond au degré maximal de
dérivation auquel |’ une des fonctions inconnues a été soumise.

Les équations différentielles sont utilisées pour construire des modeles mathématiques de
phénomenes physiques, biologiques, etc. Par conséguent, les équations différentielles représentent
un vaste champ d’ éude, aussi bien en mathématique pures qu’ en mathématiques appliquées.

[11.2.1. Dé&finition

Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ ordre n est une relation entre la
variable réellet, une fonction inconnue t ~ x(t) et ses dérivéesx’,x”, ..., x™au point t dé&finit par

F(t,x,x", ..., x™) (111.2)

Ou F n'est pasindépendant de saderniére variablex™. On prendrat dansunintervallel de R.
Larésolution de cette équation permet de déterminer lafonction continue x(t) qui vérifiel’ équation
différentielle ordinaire. [5]

Remarque (1)

L’ ordre d’ une équation différentielle correspond au degré maximal de différentiation auquel
une des fonctions inconnues a été soumise.
A titre d’ exemple, les équations différentielles suivante

y'+y =1 (11.2)

nr

y"+y"—-y=0 (111.3)
Sont respectivement des EDOs du deuxiéme et du troisieme ordre.
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I11.2.2. Classification des équations différentielles ordinaires
Les équations différentielles ordinaires sont classées comme linéaire et non linéaire, aussi
selon I’ homogénéité (homogene ou non homogene).
[11.2.2.1. Equation différentielle ordinairelinéaire et non linéaire
Une équation différentielle detype (111.1) d’ordre n est ditelinéaire s elle est de laforme
a, (Ox" (D) + a,_1 (Ox" 1 (D2, () + -+ + a; (D' (1) + 2, (Ox(t) = g(v) (111.4)
Avectousles x® dedegré 1 et tous les coefficients dépendent que det.
Donc, si |I"une de ces conditions n’ est pas satisfaite, I’ équation est non linéaire. [5]
111.2.2.2. Equation différentielle ordinaire homogene et non homogéne
Une équation différentielle ordinaire est dite homogéene si chague terme de I’ équation dépend
de lavariable dépendante x (fonction inconnue) ou I’ une de ces dérivées si non elle est dite non
homogene. [5]
e Uneéquation différentielle du premier ordre homogene :

ax)y(x) + bx)y(x) =0 (111.5)

e Uneéquation différentielle du premier ordre non homogene :

apy™ + - +a,y+a; +ay=0 (111.6)

I11.4. Résolution des équations différentielles

Pour larésolution des équations différentielles, il existe plusieurs méthodes : |es méthodes
anal ytiques et |es méthodes numeériques.

111.4.1. Méthode analytique

Cette méthode est possible que pour certaines équations différentielles ayant une forme
particuliere. Par exemple, les équations différentielles du premier ordre ou du second ordre
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linéaires. La résolution consiste a faire des manipulations mathématiques suivis des intégrations
ordinaires ou par partie. [6]

Les méthodes analytiques ne sont pas suffisantes pour résoudre les problémes d’ équations
différentielles et ne sont possibles que dans un nombre de cas trés restreints.

La résolution de la plupart des équations différentielles se fait donc par I’ utilisation des
méthodes numérique

[11.4.2 Méthode Numérique
[11.4.2.1 Méhoded’Euler [6]

En mathématique, la méthode d’ Euler, du mathématicien Leonhard Euler (1707-1783), est une
procédure numérique pour résoudre par approximation des équations différentielle du premier ordre
munie d’une condition initiale. C’ est la plus ancienne et la plus simple des méthodes de résolution
numérigque des équations différentielles ordinaires. Toutefois, elle est relativement peu utilisée en
raison de safaible précision.

Larésolution du probleme de Cauchy suivant :

y= f(ty) (11.7)
y (to) = Yo
Conduit aux éguations suivantes :
ti+1 == ti + h
Yi+1 = Yi + hi(t;, yi) (111.8)

En pratique, la méthode d’ Euler n'est pas utilisee car elle n'offre pas une précision
suffisante.

y(t) = wl= ;hEy) . avec c€ltyt] (111.9)

Mais cette méthode dite explicite, si lafonction est linéaire, par exemple :

y = f(ty) = —ay avec a >0 (111.10)

L’ équation d Euler est :
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Yi+1 = yi —ahy; = (1 — ah)y; (111.112)

Est instable desque h > ; , car danscecas yi tend vers!'infini lorsquei tend vers|’infini.

111.4.2.2 Méhode de Runge-Kutta [6]

Carl Runge (1856-1927) et Martin Kutta (1867-1944) ont propose de résoudre |e probleme de
cauchy suivant :

y=f(ty)
y(to) = Yo (111.12)

Nous alons nous intéressé dans ce chapitre ala méthode de Runge-kutta d’ ordre 4.
L’ algorithme de Runge-kutta d’ ordre 4 est donné comme suit :
1. Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (to, Yo) est un nombre maximal

d’itération
2. Pour 0<i<N:

K; = hf(t;, y;) (111.13)
h Ky

K, = hf(t +2,yi + 5 (11.14)

Ky = hf(t; +3,y; + 2 (111.15)
K4_ = hf(ti + hiyi + k3) (I I 16)

Yier = i + ¢ (ks + 2K + 2ks + ky) (111.17)

tisi=t;+h (111.18)

Ecrire tj;, €t yizq
3. L’itération seterminequand i+ 1 =N (111.19)
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Remarquelll.l1
La méthode de Runge- kutta d’'ordre 4 est tres fréguemment utilisée car elle nous permet

d’ obtenir des résultats d’une grande précision. En fait plus I’ ordre d’une méthode est élevée,
plus elle devient plus précise. [6]

[11.5 Principedela méthode desitérationsvariationnelles (VIM)

Dans cette partie, on présente les différentes étapes a suivre pour illustrer les concepts de
base de laméthode de VIM.

Considérons I’ équation différentielle suivante :

L) + N@y) = g® (111.20)

Ou L(y) est un opérateur linéaire, N(y) est un opérateur non linaire et g(x) est leterme non
homogene.

Nous pouvons construire une correction fonctionnelle selon la méthode itérative variationnelle
suivante :

Yar1(®) = ya(®) + [FAGS) Ly (s) + N, (s) — g ()} ds (111.21)

Avec A est le multiplicateur de Lagrange, I’indice n représente la n'®™€  jtération.
¥,(s) est considéré comme une variation restreinte ¢'est-a-dire$y,(s) = 0 , afin d'identifier
approximativement le multiplicateur de Lagrange.

Ains, lavariation de (111.11) devient :

8Yn+1(x) = Byn(x) + 8 [y A(S){Ly (s) + N, (s) — g(s) }ds (111.22)

Etant donné que leterme non linéaire §,, est considéré comme une variation restreinte
89,(s) = 0, dors|’équation (111.11) devient
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8Yn+1() = 8yn () + 8 [[A(S){Lyn (5) — g(s) }ds (1.23)
Les itérations sont exécutées jusqu’a ce qu’ on atteint la convergence, c'est-a-dire

Yn+1 (X) X ¥Yn (X)

Cette extréme condition sur 8y, ., (x) exige que

8Yns1 () = 8yn(¥) + 8 [[AG){Ly (s) — g(s)}ds = 0 (111.24)

En généra le multiplicateur de Lagrange peut étre aisément identifié en utilisant les conditions
stationnaires de I’ équation précédente et cela aprés |’ intégration par partie.

Unefoi le multiplicateur de Lagrange est identifié, on choisit une fonction sélective yo(t) qu’ on
remplace dans la fonctionnelle pour pouvoir calculer par la suite les itérations successives

Yn+1 (X) pour n =0 [6]
[11.6. Application de VIM pour larésolution des équations différentiellesordinaires
Exemplel:

Pour comprendre le principe de la méthode, on considere I’ exemple suivant, ou le probleme et
de résoudre cette équation différentielle linéaire :

x) +x—t =0 ,x(0) = 1 (111.25)

En utilisant laméthode des itérations variationnelle, laformule (111.11) s écrit :

Xps1(8) = Xp () + [iA(S) (%(S) + Xn(s) - ©) dis (111.26)

Ou A est lemultiplicateur de Lagrange pour lequel son expression sera déterminée par lathéorie
des variations comme suit :

8Xnt1 = 8%y (X) + 8 [TA(S)(Xa(S) + Xn(s) - 1) ds (111.27)
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En tenant compte de la condition de stationnarité §Xn + 1(t) = 0 et en utilisant une intégration
par parties du terme en fonction de x,(t) on aboutit au résultat suivant :

8Xn41(8) = 8%y (D) +A(5)8XN(S) 5oy — J5 A () 8%, (5) ds + [ A(S)8x, (5) ds (111.28)
Larésolution de cette équation donne :
A(t) = —eB™® (111.29)
Laformule d'itération correspondante devient :
Xpe1(D) = x4 (0) + fot— eG™0 (x,(s) + x,(s) - s)ds (111.30)

En choisissant comme estimé de départe xo(t) =1 et on effectuant les itérations, on aura:

A l'itération 0 :
Xo(t) =1 (111.31)
L’'itération 1:
x () =1+ [[— etV (1- s)ds (111.32)
L’itération 2
x; () =2eY 4+ (t—1) (111.33)

La solution analytique exacte de I’ éguation différentielle est :

X, (1) =2eY 4+ (t-1) (111.34)
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La figure suivante présente |a solution obtenue par la méthode anal ytique et celle obtenue par la
méthode VIM.

itération k=2
l ‘ ‘ ‘ ‘ _
*  X(solution analytique)
x(méthode des itération variationnelle)

0.95

0.9 .

0.85 -

0.8 .

solution x(t)

0.75 8

0.7 f

065 I I I I I | | | I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t(s)

Figurelll.2: comparaison entre la solution approximee trouvée par laméthode de VIM et la
solution exacte trouvée anal ytiquement.

Le résultat obtenu montre que la solution obtenue par VIM correspond a la solution analytique
apres deux itérations.

Exemple2:

Soit le systeme d’ équations différentielles ordinaire suivant :

dya

& Y3 T cosx =0 (111.35)
dya _ X _

22—y +ef =0 (111.36)
Y5 _ vy +y, =0 (111.37)
x 1 y2 = :
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La correction fonctionnelle selon VIM de ce systéme d’ équations différentielles donne :

Vi ®) = Yimy ) + A0 (Vi (S) - Yamy(s) + cos(s)) ds (111.38)
Yacnen)(®) = Yoy ) + [ 22(8)  (Y2m)(S) - yamy(s) + %) ds (111.39)
Ya(n+1)(X) = Y3m) X) + f;(7\3(5) (Y3 (S) - Yiy(s) + yamy(s))ds  (111.40)

Les conditions de stationnarité de lafonction impose d' avoir lavariation dey,,,; nulle, cest-a-dire
8yn+1 (x) =0

En négligeant les petites variations relatives ala partie non linéaire (6x,.,.,(t) = 0) et pour toute
variation 6x, (t) ona:

8y1(n+n () = 8Y1m () + 5 M ($)8y1(ny(s) ds =0 (111.41)
Y21y (®) = 8Y2m (0 + fy A2(8) 8yamy(s)ds = 0 (111.42)
8Y3(nin(®) = 8Y3m () + f;A2(5) 8 Yamy(s) ds =0 (11.43)

En utilisant une intégration par parties au systeme en fonction de y,,(x) on aboutit au résultat
suivant :

8Y1(n+1)(X) = Y1) X)) + A(S) Syim) (X) |y = s— fOXX1 (s) 6yim) (s)ds (111.44)
8Y2(n+)(X) = 8Yom) X)) + A2(8) 8y2my (%) |y =s— ff’/\'z (s) 8yzm) (s)ds (111.45)
8y3(n+)(X) = Sy3zm) (X) + A3(s) 8yztm) (X) |y = s— foxx3 (s) 8ysm)(s)ds (I11.46)

Avec
1424 ) |sex=0 , X4(8) |y =0 (111.47)
142 (8) |sex =0 , ()]s =0 (111.48)
1+ 2(5) |sex=0 , 3(5)]s=x=0 (111.49)

La résolution de ces équations donne :

A(s) = —1 (111.50)
A (s) =—1 (111.51)
As(s) = —1 (111.52)
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Substituant les valeurs du multiplicateur de Lagrange dans la fonctionnelle donne laformule

itérative suivante

Y1(n+1)(X) = Yim) (%) - fOX (Y.1(n)(5) - Y3(n)(5) + cos(s)) ds
Vacnen® = Yom) B = [ (Yam)(S) -Yam(s) + €% ds
Vacnen® = Yz ) — Jy (Yamy(®) = Yimy(s) + yam(s)) ds

On prend comme estimé de départ :

y1(0) =1
y2(0) =0
y3(0) = 2

Cette sélection nous permet d’ obtenir |es approximations consécutives suivantes
Pour vy, :

y1(0) =1
y1(1) =1+ 2x +sinx

y1(2) = —sinx +%x2 +2x +1

Pour y,:

y2(0) =0

yo(1) =2x — eX +1

y,(2) =2x — ¥ —%x2+1
Pour y3: y3(0) =2

y3(1) = 2 +x
y3(2) = cosx — e* +2x +2

Par conséquent les solutions exactes du probléme est :

(111.53)
(111.54)
(111.55)

(111.56)
(111.57)
(111.58)

(111.59)
(111.60)

(I11.61)

(111.62)
(111.63)

(111.64)

(111.65)
(111.66)
(111.67)

(111.68)
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y, = sinx (111.69)
y3 = e¥+ cosx (111.70)

Lafigure suivante illustre la solution analytique et |a solution obtenue par VIM apres

6 itérations.

itération k=6
2.8 T T T T T T
#*  X(solution analytique) [t
2.6+ x(solution avec VIM) H

241 .

2.2 .

solution x(t)

1.2 8

1 \ ! \ ! \ ! | ! \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t(s)

Lafigurelll.3 démontre que la solution approximée trouvée par |la méthode des itérations
variationnelles (VIM) ala 6¢™¢ itération correspond avec celle trouvée anal ytiquement.

[11.7. Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté des généralités sur les équations différentielles ordinaires
(EDOs), ensuite nous avons présenté |e principe de la méthode des itérations variationnelle utilisée
pour larésolution de ces éguations en utilisant des formules itératives.

Le principe de cette méthode consiste a écrire une formule itérative, appelée fonctionnelle de
correction, qui permet de calculer des solutions approximatives de la solution de I'équation

34



Chapitre III Résolution des équations différentielles

différentielles. Cette méthode introduit un multiplicateur de Lagrange qui doit étre identifié en
écrivant les conditions de stationnarité de lafonctionnelle.

Les deux exemples traités montre que la méthode VIM converge vers la solution exacte avec une
trés grande précision, d' ou I’ intérét de cette méthode.
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Chapitre IV La paramétrisation

[V.1. Introduction

L e principe de la méthode de paramétrisation du vecteur de commande, utilisée pour la
résolution d’'un probléeme de commande optimale consiste a approcher le vecteur de
commande par une fonction réelle de laforme suivante :

u(t) = YL, k; 9;(0) (1V.1)

Ou 9;(t) sont des fonctions linéairement indépendantes de |’ approximation choisie. Les 9; (t)
sont connues ou définies pour ¢ appartenant al’intervalle de définition deu(t), et les k; sont
des paramétres inconnues a déterminer. Ainsi, rechercher u(t) revient a trouver les
paramétresk;(j = 1, ... ... ,N).

IV.2. Les expressions de paramétrisation dela commande:
Latechnique de paramétrisation consiste a approcher le vecteur de commande par :

Si les parametre de contréle doivent étre constants durant [to, tr] alors,

u(k,t) =k (1V.2)
e Silesparametres sont sous forme de rampe aors,
u(k,t) = kq, +k,t (1v.3)

e Silesparameétres sont sous forme de polyndme alors,

e Si les paramétres sont sous forme de fonction trigonométrique alors,

t
(te—to)

u(k,t) = ksinm| ] (IV.7)

e Silesparameétres sont sous forme des séries de fourrier :

it
(tr—to)

uk,t) = YN, [kn sin —"— + k,; cos (1v.8)

(tr—to)
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Remarque:

La solution trouvée dans chague cas serait tres différente. Il est souvent désirable d’ utiliser
peu de parametre de contrdle que possible pour minimiser le calcul, pourtant I”augmentation
du nombre de paramétres peut améiorer I’ optimalité du résultat.

Pour expliquer le principe de la paramétrisation du vecteur de commande, on considere le
probléme de commande optimale suivant :

Lecritere:
Jnin ] = G0t t) + fiT o(x(0, Lo Ky 8,0, ) (IV.9)
Lemodéle:
%(t) = f(x(t), XL, k; 9;(0), ) (1V.10)
L’ état initial :
x(0) = x,

L’ objectif est de trouver les valeurs des paramétres k qui minimise J en satisfaisant la
contrainte dynamique. Les fonctions de contrdle qui sont raisonnable pour une application ne
peuvent pas forcement étre raisonnables pour une autre.

Les conditions de minimisation de J:

La condition nécessaire de k pour minimiser J est

g

i 0 (1v.11)
Si en plus

0%
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Les deux équations fournissent des conditions nécessaires et suffisantes pour un
minimum local. Trouver une valeur de k qui satisfait cette équation n’ écarte pas |’ existance
d’ autres valeurs de minimisation locale k qui produit la valeur la plus basse de J. La
description du probleme peut donner assez d’information supplémentaire pour déterminer si
un minimum local est global. Pour des problémes plus difficiles, les évaluations numériques
et les méthodes itératives serait utilisées.

IV.3. Exempleillustratif (un chariot se déplacant sur une piste)

a(t), v(t)

N\ VR
. —(o) © .
0 100

X

»
»

A) Un chariot libre se déplace sur une piste sous I'influence d’une force de contrdle
constante f , nous voulons que le chariot parcours 100 m dans 10 s mais avec laplus
petite force possible.

v; = 0, v¢libre, lamasse du chariot est m .

Toutes les forces d’ autre que le contrdle sont nulles
e Quelleest lavaeur appropriédef ?

Les equations d’ état sont

X=vV
{x _f (1V.13)
m
Posons x=x;,v=x,, u=£
Xl = XZ
L2 (IV.14)
Avec les conditionsinitiales :
X10 = 0
{XZO . (1V.15)
L’ état find désiréa(t; = 10 s)
X1q = 100 m
{ X,qlibre (1v.16)

38



Chapitre IV La paramétrisation

En intégrant les équations d’ état :

x, () = k& et %, () = kt (1V.17)

Il'y aune seule valeur de k qui donnex;(10) = 100 m aveck = 2

Il n"y a aucun contrdle admissible qui satisfait les deux buts précédents. On peut fixer un

objectif en minimisant le critéere quadratique

J = q(xs¢ — 100)% + r [, u? dt (1V.18)

Dans ce simple exemple :
J = q(50k — 100)? + 10rk? (1V.19)
Et 2 =k(500q + 2r) — 100q (1V.20)

9

Fi 0, le contrdle parametrique optimale est :

_1000q _ 1000()
(500g+2r) (500(%)+2)

(IV.21)

On paramétrise le vecteur de commandepar une constante, |e tableau suivant fournit les
résultats pour trois choix des facteurs de pondérations du critére

pondérations Q 100 1 1

du critére R 1 1 100

ControleParamétrique 1.9999 1.9920 1.4286

optimal K

Etatsfinals X1f 99.9960 99.6016 71.4286
Xof 19.9992 19.9203 14.2857

L’énergieminimale | [u? dt 39.9968 39.6819 39.6819

Lecritere J 39.9984 39.8406 2857.1

Tableau (1V.1) Les résultats obtenus avec la paramétrisation par une constante
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En étudiant les résultats du tableau (IV.1) obtenus par un programme sous MATLAB pour
trois choix des facteurs de pondérations, on remarque que lorsgu’ on prend (g = 100) et (r = 1)
etaussi (g=r=1),onauralecritere égale al’ énergie minimale donc la partie terminal e est
négligée. Par contre si on prend (g = 1) et (r = 100), on aura les deux partie (terminale et
intégrale) considéré dans le critére. Donc dans ce cas, pour minimiser le critére, il faut prendre
lavaleur de g beaucoup plus élevé que celle der.

B) Supposons gue le contréle admissible est donné sous laforme d' une rampe :

Dans cecas
Xl = X5

Et les états sont les suivants :

ke
(=5 & (1V.24)
Xz(t):k1t+2_

Le critere prend I’ expression suivante :
= q[(50k, + 166.7k,) — 100]? + r(10k,* + 100k, k, + 333.3k,?) (1V.25)

Et le gradient est exprimé par les deux équations :

;’T‘ = k,(500q + 2r) + k,(1666.7q + 10r) — 10000q
1
(1V.26)
;TJ = k,(1666.7q + 10r) + k,(5555.6q + 66.7r) — 3333.3q
2

9]

]
k, e

Le contrdle de minimisation est définit par % = 0, qui exige que FT simultanemment
2
égale a zéro.
Cameneal’ égquation
(500q + 2r) (1666.7q + 10r) ] [ ] [ 10()0

(1666.7q + 10r)  (5555.6q + 66.7r) 3333. 3 (1v.27)
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Qui prend laforme:

k =A"1Bq

(1V.28)

Pour |a paramétrisation du vecteur de commande par une droite, |e tableau suivant résume les
résultats obtenus pour trois choix des facteurs de pondérations du critére.

pondérations Q 100 1 1

du critére R 1 1 100

Contréle K1 14.4094 3.0127 2.3065

Parametrique k 3.7227 0.3056 0.230

Optl mal 2 -9. -U. 5 -U. 5

Etatsfinals X1f 100.0208 09.7041 76.9163
Xof -42.0409 14.8477 11.5423

L’ énergie [ u? dt 1331.6 29.8274 29.8274

minimale

Lecritére J 1332.2 29.9180 2307.9

Tableau (1V.2) : résultat obtenus pour la paramétrisation par une droite

En étudiant les résultats du tableau (1V.2) obtenus par un programme sous MATLAB pour
trois choix des facteurs de pondérations, on remarque que dans ce cas, quand on prend (g =
100) et (r =1) et (q=r =1) on aurale critére égale al’ énergie minimale, et pour le choix de (q
=1) et (r = 100) les deux parties sont considéré dans le critere. Alors pour minimiser le critere
danscecas, il faut prendre (q=r=1).

C) Paramétrisation par un polynéme d’ ordretrois:

Dans cecas
Xl = X5
{Xz = k1 + kzt + k3t2 (IV30)
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Xl(t) = %kltz + %kztg + %k3t4

Xz(t) = klt + %kztz + §k3t3

(1V.31)

Apres avoir remplacé I’ expression du vecteur de commande et des états dans |’ expression du
critére précédente on obtient :

J = q((50k, + 166.67k, + 833.33ks) — 100)2 + 1 [ "(k; + kot + kst?)?dt  (1V.32)

Et le gradient est exprimé par les équations suivantes: V] = { —

9]
ok,
9]
ok,
9]
k3

(1V.33)

Pour |a paramétrisation du vecteur de commande en considérant un polynéme d’ ordre 3, le
tableau suivant fournit les résultats pour trois choix des facteurs de pondérations du critére

pondérations Q 100 1 1
du critere R 1 1 100
Contréle k1 3.0005 2.9916 2.3082
Parametrique k 0.3003 0.2995 0.2310
optimal 2 e e e

ks 3.4198e-05 3.4096e-05 2.6307e-05
Etatsfinals X1f 99.9950 99.6989 | 76.9222

Xof 14.9989 14.9545 11.5381

L’ énergie f @2 dt 29.9970 29.8196 | 17.7511
minimale
Lecritere J 29.9979 29.9979 2.3076e+03

Tableau (1V.3) Les résultats obtenus avec la paramétrisation par un polynéme d’ ordre 3
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En éudiant les résultats du tableau (IV.3) obtenus par un programme sous MATLAB
pour trois choix des facteurs de pondérations, on remarque gque quand on prend (q = 100)
et(r=1) et (g=r=1)onauralecritere égale al’ énergie minimale et pour (g= 1) et (r =
100) on aura les deux parties (terminale et intégrale) dans le critére. Alors pour minimiser
le critereil faut prendre (q=100) et (r=1) et (q=r=1).

D) Paramétrisation de vecteur de commande par une fonctions trigonométrique :

u = k; coswy t + k, sinw,t (1vV.34)

Ou w, = % et w, = 2w, (1V.35)

Pour toute les valeurs de k; et k,, I’ expression de temps de la vitesse est décrite par :

X, (1) = Vli—llsin wit+ :}—22 (1 — cosw,t) (1v.36)

L’ état initial et final sont donnés par :

X () = k4 [wi% (1 —cosw;t)] +k, [WL2 - Wi%sin W t] (1v.37)
200 50
%,(10) = 0

Le critere est donné par :

J = ql(ky 23 + kp 2 — 100]? + 1 [ (ky cos wy t + k; sinw,t)2dt (1V.39)

En mettant % = 0 donne une éguation pour les paramétres de contrdle paramétrique

q (1V.40)

ME (a0 () a+ (o)m| [
kol [(M) q+ (2) r] [(51(1(2)0) q + 10r] 10?r00

T3
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Le tableau suivant présente les résultats obtenus pour trois choix des facteurs de
pondérations du critére.

pondérations Q 100 1 1
du critere R 1 1 100
Contréle k1 5.8012 57331 2.6368
Paramétrique
optimal k2 -1.1039 -1.0909 | -0.5017
Etatsfinas X1f 99.9880 98.8139 | 45.4476

Xof 2.2614e-15 | 2.2349e-15 1.0279e-15
L’ énergie f @2 dt 120.0047 117.2030 | 24.7928
minimale
Lecritere J 120.0192 118.6098 | 5.4552e+03

Tableau (1V.4) lerésultat pour laparamétrisation par une fonction trigonométrique

En éudiant les résultats du tableau (IV.4) obtenus par un programme sous MATLAB pour
trois choix des facteurs de pondérations, on remarque que dans ce cas, lorsqu’on prend (g
=100) et (r=1) et aussi (g =r = 1) on aurale critére qui est égale al’ énergie minimale par
contre lorsqu’on prend (g = 1) et (r = 100) on aura les deux parties dans le critére. De la, on
distingue que pour minimiser le critereil faut choisir (q=r=1).

Pour démontrer la justesse de la méthode, un exemple d’ application a été présenté. La
convergence de la méthode a été confirmée

V.4, Exemple de résolution d’un probléme de commande optimale par la technique de
paramétrisation:

Soit |e probleme de commande optimale suivant :

min(u(t) = J, (@ +x? )dt (IV.41)
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Sujet a:

X=—x+u (1V.42)
x(0)=0 , x(1) =1 (1v.43)

“pour larésolution de ce probléme de commande optimale, nous allons appliquent latechnique qu’ on
aexpliguée dansles chapitres précédents.

La premiére étape est |a paramétrisation de |la commande. pour la paramétrisation, on
considere un polynéme d’ ordre 2 qui est donné par :

Le probléme revient a chercher les paramétresk, , k, , et k, detelle sorte quela
commande(lV.44) minimise le critere J. Le probleme de commande optimale prend laforme
suivante :

En remplacant (1V.44) dansle probléme (1V.41) et (1V.42) on aura:

min(u(t) = JJ (ko + gt + kpt3)? + %2 )dt (1V.45)
u
Avec k; sont desinconnus, (i=0, ....... , 2)

Pour la résolution de I’ équation différentielle du modéle, on applique la méthode VIM. On prend
comme condition initialex, = 1. L’ application de laméthode VIM permet d’ avoir la solution de I’ état

x(t) en fonction des paramétres et k,en une itération.

En substituant les expressions des états dans le probléme de commande optimale précédent, et aprés
I’ évaluation de la partie intégrale, le probléme devient un probléme d’ optimisation dans les variables
de décisions sont ky, k; et k, . Pour déterminer |a solution de ce probléme d’ optimisation, on a utilisé

la méthode d’ optimisation globale d’ Aliénor.

Latransformation réductrice utilisée est latransformation (11.38) du chapitre (11).
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x; = cos(wj o + @) (11.38)
Avec:
(wo =100, @o = 1)
(wy =101, @, = 1.0005)
(w, =102, ¢, = 1.001)
ko = B cos(woat + @) (1v.47)
k; = Bcos(wia + @4) (1v.48)
k, = B cos(w,a + @) (1v.49)

Les résultats de simulations sont donnés par les figures suivantes. LaFigure (1V.l) donne
laloi de commande optimale obtenue par |a technique de paramétrisation et celle obtenue par
la méthode anal ytique (exacte). On remarque que les deux solutions sont trés proche I’ une de
I’ autre, ce qui montre I’ intérét de la technique de paramétrisation.
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Chapitre IV La paramétrisation

opt =

UYexact -

u(t)
=)
N

_0.4 l l 1 1 1 | | 1 l
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

Figure (1V.l) : Commande optimale

On constate que I’ approche proposée donne une solution trés proche de la solution exacte.

LaFigure(IV.11) présente I’ évolution de I état obtenue par la technique de paramétrisation
et I’ état obtenue par la méthode analytique. On remarque que |’ erreur entre les deux états est
trésfaible.
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Chapitre IV La paramétrisation

0.9¢ Xexact M

0.8+ .

0.7 -

0.6 -

x(t)

0.5+ .

0.4+ .

0.2 | | 1 | 1 l l 1 |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure (IV.I1) : Etat du systéme

IV.5. Conclusion

Dans ce chapitre, on a donné un apercu général sur le principe de la méhode de
paramétrisation du vecteur de commande, et les différentes expressions de paramétrisation de
la commande ensuite nous avons étudié un exemple illustratif de résolution d’un probléme de
commande optimale par les différentes expressions de paramétrisation. Par la suite, on a résolue un
probléme de commande optimale par la méthode indirecte, qui consiste a le transformer a un probleme
d’ optimisation a I’ aide de la technique de paramétrisation, la méthode VIM et la méthode d’ Aliénor.
La comparaison des résultats obtenus par cette méthode par rapport aux résultats obtenus par la
méthode analytique démontre I’intérét de I’ utilisation de la technique de paramétrisation pour la
résol ution des problémes de commande optimale.
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Conclusion générale

Le travail présenté, dans ce mémoire, s'inscrit dans le cadre de la résolution des problemes
de commande optimale en utilisant la technique de paramétrisation du vecteur de commande et la
méthode des itérations variationnelles. L’idée consiste a transformer |e probleme de commande

optimale a un probleme d’ optimisation résolu par la méthode d’ optimisation globale d’ Alienor.

Nous avons commenceé par des généralités sur la commande optimale ou on a présenté les
notions et les concepts de base pour la formulation mathématique des problemes de commande
optimal, par la suite on a présenté les différentes méthodes de résolution des problemes de

commande optimale.

La suite du travail a éé consacrée al’ optimisation d’ une maniére générale et en particulier a
I’optimisation globale. Nous avons utilise I'une des méthodes d optimisation globale en
I’occurrence la méthode d Aliénor qui permet d atteindre I’optimum globale, par conséquent

d avoir lameilleur commande a appliquer au systeme.

La suite du travail a éé consacrée a la résolution des équations différentes ordinaire en

particulier laméthode des itérations variationnelles (VIM).

A lafin du mémoire, nous avons résolus un probléme de commande optimal en combinant
la technigque de paramétrisation et laméthode VIM. La comparaison de la solution obtenue par cette

approche avec la solution exacte montre I’ intérét de cette combinaison.
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