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Introduction générale

L’analyse statistique des courbes ou analyse des données fonctionnelles, est un thème
de recherche en statistique qui est en plein expansion et dont les applications concernent
de nombreux domaines scientifiques (climatologie, médecine, économie, chimie, ...). On
poura ce raporter à [48] pour une revue de différentes méthodes d’analyse illustrées sur
des exemples variées. Les outils statistiques mis on oeuvre sont issues de l’anaslyse fonc-
tionnelle et généralement des procédures classiques multivariées .
Le statisticien cherche généralement, dans une première étape, à représenter au mieux
ces données fonctionnelles dans un espace de dimention plus petite par l’intermédiaire
d’une analyse en composantes principales adaptée au cadre fonctionnel. On peut ainsi
déterminer le comportement moyen (courbe moyenne) et les principaux modes de varia-
tions autour de la moyenne grâce aux éléments propres de l’opérateur de covariance [22].
Un cas particulier de données fonctionnelle [7], [40] est une méthode bien adaptée à ce
type de données, nous consacrons un chapitre dans ce mémoire pour exposer l’essentiele
de cette méthode.
La mise en oeuvre de l’analyse en composantes principales de densités sur des données
réelles et confrontée au problème des densités inconues, dans la littérature deux solutions
ont été proposées, la première consiste en estimation paramétrique avec des hypothèses
sur l’appartenance de la fonction de densité inconnue à une famille paramétrique connue
(comme par exemple , les lois normales multidimentionnelles) [9]. La deuxième solution
porte sur l’estimation non paramétrique sans l’hypothèses d’appartenance de la fonction
de densité inconnue à une famille paramétrique connue. Parmi les méthodes non pa-
ramètrique on s’intéresse à l’estimation par la méthode noyau voir [55] , [38], [40],[63].
En appliquant dans ce travail cette méthode dans le cadre de l’analyse en composantes
principales de densité, et on illustre avec des exemples de simulation, la convergence de
l’ACP estimée vers l’ACP théorique, une application sur des données réelles (sensorielle
et aussi exposée).
Comme dans toute les méthodes statistiques d’analyse des données multidimensionnelles
la question d’intérprétation des résultats est impotante et rendue plus difficile par l’ex-
pression non linéaire des modes de variabilité et la perte des propriétés mathématiques
des fonction propres obtenues par décomposition des densités. Cette question à été résolue
en partie dans Boumaza et al (2014), elle consiste en interprétation de la position de la
densité en fonction de la corrélation linéaire entre le vecteur des moyennes, le vecteur des
variances, les vecteurs des covariances et les vecteurs des corrélations.
Ce mémoire est organisé comme suit :
Dans le chapitre 1, on donnera des rappels mathématiques nécaissairent à la méthode
(ACP de densité) en particulier : la théorie des opérateurs et l’estimation de densité.
Le chapitre 2, est consacré à l’exposer de l’ACP théorique et estimê par noyau, et en
illustre avec des exemples, la convergence de l’ACP estimé vers l’ACP théorique. Une
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application sur les données réelles est aussi réalisée. Le chapitre 3 et à l’interprétation des
sorties de l’analyse en composantes principales de densité.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Estimateur de la densité de probabilité multi-

variée par la méthode du noyau

1.1.1 Estimateur à noyau

Soit X = (X(1), ..., X(p)) un vecteur aléatoire à p-dimensions de fonction de densité
f : Rp 7−→ R+, et soit X1, ..., Xi, ..., Xn un échantillon i.i.d de taille n.

Définition 1.1.1. On appelle estimateur à noyau de la densité de probabilité f la sta-

tistique suivante :

f̂(x) = n−1

n∑
i=1

KH(x−Xi), (1.1)

avec

KH(x) = |H|−1/2K(H−1/2x), (1.2)

où

— H une matrice carrée d’ordre p, symétrique et définie positive, appelée matrice des

paramétres de lissage ou matrice des fenêtres (banduidth matrix ) .

— K(·) appelée fonction noyau multivariée, qui est aussi une densité de probabilité.
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1.2 Formes possibles du noyau multivariée

Il existe dans la littérature ([55], [59]) deux variantes possibles du noyau.

1.2.1 Noyau produit

Il est de la forme

K(x) =

p∏
i=1

w(xi). (1.3)

où w est une densité de probabilité réelle .

Quelques formes possibles de la fonction w :

Les différentes formes de la fonction w utilisées dans la littérature

Noyau w(x).
Rectangulaire 1

2
I[−1,1](u) .

Triangulaire (1− |u|)I[−1,1](u).

Gaussien 1√
2π

exp
−u2

2 , u ∈ R.
Epanchnikov 3

4
√
5
(1− u2

5
)I[−

√
5,
√
5](u).

Biweight 15
16
(1− u2)2I[−1,1](u).

Triweight 35
32
(1− u2)3I[−1,1](u).

cosinus π
4
cos(πu

2
)I[−1,1](u).

Gamma wλ,r(u) =
λr

Γ(r)
exp−λu ur−1I[0,∞[(u).

Beta uα−1(1−u)β−1

β(α,β)
I]0,1[(u).

1.2.2 Noyau sphérique

Il est de la forme
K(x) = Cw.dw{(xTx)

1
2}, (1.4)

avec

C−1
w.d =

∫
w{(xTx)

1
2}dx. (1.5)

Remarque 1.2.1. Lorsque le support de la densité est Rp, le noyau gaussien suivant

KN(µ,Σ)(z) =
1

(2π)
p
2 (|Σ|) 1

2

exp{−
1
2
(z−µ)tΣ−1(z−µ)}µ ∈ Rp (1.6)

est le plus populaire. L’estimateur à noyau obtenu possède des bonnes propriétés asymp-

totiques .

1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.3.1. Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel H est une application

de H ×H dans R, bilinéaire symétrique notée < ·, · >H définé positif.
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Définition 1.3.2. Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel muni d’un produit

scalaire qui est complet pour la norme induite, définie par :

∥x∥H = (⟨x, x⟩H)1/2. (1.7)

La distance associée à cette norme est

∀(x, x′) ∈ H2, dH(x, x
′) = ∥x− x′∥H . (1.8)

L’orthogonalité est une notion très importante en particulier dans l’étude des opérateurs
linéaires.

Définition 1.3.3. Deux vecteurs x, y ∈ H sont orthogonaux si

⟨x, y⟩H = 0. (1.9)

Définition 1.3.4. On appelle orthogonal d’une partie F d’un espace de Hilbert H noté

par F⊥, le sous espace vectoriel de H constitué des vecteurs orthogonaux à tous les

vecteurs de F :

F⊥ = {y ∈ H/∀x ∈ F, ⟨x, y⟩H = 0}.

Définition 1.3.5. On note L2(Ω) l’ensemble des fonction de carré intégrable sur Ω de

carré intégrable sur Ω. Une fonction u définie sur Ωà valeur complexes est dite de carré

intégrable si u est mesurable et u ∈ L2(Ω). On définie alors la norme sur L2

∥u∥L2 = (

∫
Ω

|u|2)
1
2

L2 est un espace vectoriel.

1.4 Projection sur un sous espace vectorielle

Le théorème suivant est une caractérisation de la notion de projection orthogonale sur
un sous espace vectoriel.

Théorème 1.4.1. Soit H un espace de Hilbert et F ⊂ H un convexe fermé, alors pour

tout x dans H, il existe un unique y ∈ F tel que :

∥x− y∥ = d(x, F ) = inf{∥x− z∥H , z ∈ F}

.

Notons alors par y = pF (x), ainsi
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1. pF (x) est l’unique vecteur dans F qui satisfait x− pF (x) ⊥ F .

2. ∀x ∈ H; ∥x∥2 = ∥pF (x)∥2 + ∥pF⊥(x)∥2.

3. Le complémentaire orthogonal F⊥ est un sous espace fermé de H, avec

H = F ⊕ F⊥.

pF (x) est appelé la projection orthogonale de x sur F .

Définition 1.4.1. Une famille de vecteur (ei)i∈I⊂N dans H est dite système orthonormal

si

⟨ei, ej⟩H =

 0, si ∀i ̸= j,

1, sinon.

On écrit alors : ∥ei∥2H = ⟨ei, ei⟩H .

1.4.1 Décomposition sur un sous espace de projection

Soit B = {e1, ..., en} un système orthonormal et F le sous espace vectoriel de H
engendré par B, alors

∀x ∈ H, pF (x) =
n∑

i=1

⟨x, ei⟩Hei. (1.10)

Définition 1.4.2. Un système orthonormal (ei){i∈I} est dit total dans H si

{ei, i ∈ I}⊥ = {0}. (1.11)

Autrement dit si x ∈ H est tel que ⟨x, ei⟩H = 0 pour tout i ∈ I , alors x = 0.

Théorème 1.4.2. Si (ei)i∈I est un système orthonormal total de H , alors

∀x ∈ H, x =
∑
i∈I

⟨x, ei⟩Hei. (1.12)

Remarque 1.4.1. Un système total H est appelé aussi base Hilbertienne de H .

Définition 1.4.3. Un espace de Hilbert H est dit séparable s’il possède une suite de

points qui est dense dans H.

Théorème 1.4.3. Tout espace de Hilbert séparable possède une base orthonormale .

Théorème 1.4.4. Un espace de Hilbert est séparable si est seulement si possède une base

hilbertienne .
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1.5 Généralités sur les opérateurs

Définition 1.5.1. Soient H et H
′
deux espaces de hilbert, on appelle opérateur linéaire

de H vers H
′
toute application linéaire de H dans H

′
. Notons alors L(H) l’ensemble des

opérateurs linéaires de H vers H, on définit la norme d’un opérateur T ∈ L(H) par

∥U∥ = sup{∥Ux∥H , x ∈ H, ∥x∥ ≤ 1}.

Définition 1.5.2. Soit U ∈ L(H), alors il existe un unique opérateur U∗ ∈ L(H), tel que

∀x, y ∈ H, ⟨Ux, y⟩ = ⟨x, U∗y⟩.

L’opérateur U∗ est appelé l’adjoint dans H de l’opérateur U .

Remarque 1.5.1. L’opérateur U est dit

1. Auto-adjoint ou hermitien si U∗ = U , dans ce cas :

∀x, y ∈ H, ⟨Ux, y⟩ = ⟨x, Uy⟩.

2. Positif s’il est auto-adjoint et de plus ⟨Ux, x⟩ ≥ 0, ∀x ∈ H.

Propriétés. Soient U , U1 et U2, trois opérateurs linéaires dans H, on a alors les propriétés

suivantes

1. Pour tout U ∈ L(H), (U∗)∗ = U et ∥U∗∥ = ∥U∥.

2. (U1 ◦ U2)
∗ = U∗

2 ◦ U∗
1 .

3. Si U est auto-adjoint , alors

∥U∥ = sup{|⟨Ux, x⟩|, ∥x∥ = 1}.

Définition 1.5.3. Un opérateur U de H dans H ′ est dit compact si l’image de la boule

unité de H par U est relativement compact dans H ′.

Définition 1.5.4. Soit U un opérateur de L(H) et (ej)j∈I une base hilbertienne de H,

on appelle trace de l’opérateur U notée tr(U) le réel

tr(U) =
∑
i=1

⟨U(ei), ei⟩.

Ce nombre ne dépend pas de la base hilbertienne choisie .
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Définition 1.5.5. On dit qu’un opérateur U ∈ L(H) admet une décomposition spectrale

s’il existe une base (ei)i∈I de H et des réels (λi)i∈I tel que

U =
∑
i=1

λiei ⊗ ei.

⊗ désigne le produit de kroneeker.

Ces réels sont appelés valeurs propres de U et les vecteurs {ei} sont les vecteurs propres

associés .

Théorème 1.5.1. Tout opérateur U ∈ L(H) auto-adjoint positif, admet une décomposition

spectrale .

— L’opérateur étant positif, les valeurs propres (simples ou multiples ) sont positives

ou nulles .

— L’opérateur étant symétrique , les espaces propres associés à deux valeurs propres

distinctes sont orthogonaux .

Si (λi)i∈I est la suite pleine décroissante des valeurs propre de U (c’est à dire répétée au-

tant de fois que leur ordre de multiplicité l’indique) et (ui)i∈I une suite de vecteurs propres

unitaires associés formant une base orthonormale de H, l’opérateur U se décompose

comme suit

T =
∑
i∈I

λiui ⊗ ui. (1.13)

La formule (1.13) appelée aussi décomposition de Hilbert-Schmidt.

1.5.1 Théorème d’identification de Riesz

Définition 1.1. On appelle dual d’un espace espace de Hilbert H noté H∗, l’espace des

formes linéaire continues de H dans K(K = R où C), c’est-à-dire

H∗ = L(H,K). (1.14)

Le théorème de Riesz est d’une importance capitale en théorie des opérateurs, il permet

l’identification d’un espace de Hilbert avec son dual topologique.

Théorème 1.5.2. (identification de Riesz) A tout élément x d’un espace de Hilbert H,

on associe la forme linéaire f de H∗ définie par :

∀y ∈ H, f(x, y) = ⟨x, y⟩H .
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1.6 Analyse en composantes principales d’un opérateur

Soient H et H ′ deux espaces de Hilbert séparables, l’espaces H (resp. H ′) est identifié
à son dual. On pose ⟨·, ·⟩H (resp. ⟨·, ·⟩H′) le produit scalaire dans H (resp. H ′)et ∥ · ∥H
(resp. ∥ · ∥H′) la norme associée.
Soit U un opérateur continu non nul de H dans H’ et U∗ son adjoint.
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Définition 1.6.1. On appelle analyse en composantes principales ”pas à pas”de U , tout

couple ({λi}i∈I , {ui}i∈I) où

1. I est une section commençante de N∗.

2. {λi}i∈I est une suite décroissante de réels positifs ou nuls.

3. {ui}i∈I est une suite d’élèments de H ′ vérifiant les conditions suivantes

(a) ∀(i, j) ∈ I2, ⟨ui, uj⟩H′ =

 1, si ∀i = j

0, sinon.

(b) ∀i ∈ I, λi = sup{∥U∗u∥2H
∥u∥H′

, u ∈ H ′ et ∀j ≤ i, ⟨u, uj⟩′H = 0}.

Proposition 1.6.1. [22] (Dauxois et Pausse , 1982)

Soit ({λi}i∈I∗ , {Ui}i∈I∗), une ACP ”pas à pas” de l’opérateur compact U , le couple ({λi}i∈I∗ , { U∗u
∥U∗u∥H

}i∈I∗)

une ACP ”pas à pas ” de U∗ dite associée à la précédente .

où {λi}i∈I∗ la suite des valeurs principales, {fi}i∈I∗ = U∗u
∥U∗u∥H

} la suite des composantes

principales normalisées et {ui}i∈I∗ la suite des facteurs principaux de l’opérateur U .

Par la proposition précédente on peut chercher l’ACP de U en faisant l’analyse spectrale

de V ou bien celle de W . On peut écrire l’opérateur V comme suit

V =
∑
i∈I∗

λiui ⊗ ui

∀ (x, y) ∈ H2, y ⊗ x est l’opérateur définie par

y ⊗ xf(x) = ⟨y, f⟩Hx.

1.7 Affinité L2 entre deux densités de probabilité

La notion d’affinité est un concept et outils mathématiques trés important dans la
suite de ce mémoire, il est à la base de la théorie de l’ACP de densités.

Définition 1.7.1. (Qannari, 1983) Soit f, g deux densités de probabilités de carrées

intégrables sur (Rp, BRp), on appelle mesure d’affinité L2 entre f et g la quantité suivante :

⟨f, g⟩ =
∫
Rp

f(x)g(x)dx

Cette affinité n’est que le produit scalaire classique sur H.
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1.7.1 Mesure d’affinité de quelques lois usuelles

Cas de deux densités gaussiennes

Proposition 1.1. [9] Soit f et g deux densités gaussiennes dans H, de paramétres res-

pectifs (µf ,Σf ) et (µg,Σg). La mesure d’affinité L2 de f et g est égale à

⟨f, g⟩ = 1

(2π)
p
2

1

|Σf + Σg|
1
2

exp[−1

2
(µf − µg)

t(Σf + Σg)
−1(µf − µg)].

Cas de deux densités de loi uniformes

La mesure d’affinité L2 entre deux densités de lois uniformes sur deux domaines ouverts
et bornés de Rp, Df , Dg

f =
1

vol(Df )
IDf

, g =
1

vol(Dg)
IDg .

est définie par

⟨f, g⟩ = vol(Df ∩Dg)

vol(Df )vol(Dg)
.

ID est l’indicatrice du domaine D et vol(D) son volume.

Lois gamma unidimensionnelle

La mesure d’affinité L2 entre deux densités f et g de lois gamma G(rf , af ) et G(rg, ag)
respectivement est définie par

⟨f, g⟩ =
a
rf+1

f a
rg+1
g

(af + ag)rf+rg+1

Γ(rf + rg + 1)

Γ(rf + 1)Γ(rg + 1)
.

avec Γ(a) =
∫ +∞
0

xe−axdx.

Lois de poisson

Soient θf et θg deux paramètres de deux lois de poisson. La mesure d’affinité L2 entre
les deux lois vaut

eθf eθg

eθf+θg
.

Lois binomiale

Soient B(n, pf ) et B(n, pd) deux lois binomiale, alors l’affinité L2 est égale à

[(1− pf )(1− pg) + pfpg]
n.



Chapitre 2

Analyse en composantes principales

de densités de probabilité

2.1 Introduction, position du problème

En théorie des probabilités et en statistique, une densité de probabilité est une fonction
qui permet de représenter une loi de probabilité sous forme d’une integrale.
Formellent, si une loi de probabilité posséde une densité f , intégrable, positive sur Rp, et
si A est un Borélien de R alors

P (A) =

∫
A

f(x)dx.

En statistique une densité de probabilité peut être utiliser pour estimer des caractéristque
d’une population de données. En analyse des données fonctionnelles une densité de pro-
babilité joue le rôle d’une observation relative à un échantillon de données. Considérons
alors le cas où on observe plusieurs échantillons de données, on s’intéresse alors à une
discription globale de ces échantillons au moyen de leurs densités associés. Un exemple
pratique de ce type de données sont les données sensorielles, où l’objectif est de construire
des cartographies afin d’apprécier les ressemblances et les défférences entre les produits.
L’exposer théorique pour réaliser cet objectifs est donné dans la partie suivante.

Soit f1, ..., fL, L densités de probabilités dans L2(Rp), l’objectifs est de trouver une
représentation reprochés des L densités dans un sous-espace de faible dimention.

Notons pour cela Pg le projecteur orthogonal sur le sous espace engendré par le vecteur
g de H.

1. Cherchons g1 =
∑L

t=1 α
(1)
t ft de norme 1 dans H, qui minimise la quantite

Ig1 =
L∑

t=1

∥Pg1(ft)− ft∥2
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2. Cherchons g2 =
∑L

t=1 α
(2)
t ft de norme 1 dans H, orthogonale à g1 qui minimise la

quantite suivante :

Ig2 =
L∑

t=1

∥Pg2(ft)− ft∥2.

Ainsi de suite .
Les fonction g1, g2, ... ainsi obtenues, ne sont pas des densités de probabilités, mais consti-
tuent un système orthonormal dans H.
Soit U l’opérateur compact défini sur RL par :

∀v ∈ RL, Uv =
L∑

t=1

vtft, v = (v1, ..., vL).

sont adjoint U∗ est définit par

∀g ∈ H, U∗
g = (⟨g, f1⟩, ..., ⟨g, fL⟩)t,

car

⟨v, U∗
g ⟩RL = ⟨g, Uv⟩H =

L∑
t=1

⟨ft, g⟩vt.

On a la définition suivante .

Définition 2.1. On appelle ACP de densités de probabilités, l’ACP ”pas à pas ” de

l’opérateur U .

Par application de théorème de Phytagore la minimisation de Ig1 =
∑L

t=1 ∥Pg1(ft)− ft∥2

est équivalente à la maximisation de la quantitie suivante

I ′g1 =
L∑

t=1

∥Pg1(ft)∥2 =
L∑

t=1

⟨ft, g1⟩2 = ∥U∗g1∥2RL

avec ∥.∥RL est la norme usuelle de RL.

D’autre part

∥U∗g1∥2RL = ⟨U∗g1, U
∗g1⟩RL = ⟨g1, U ◦ U∗ g1⟩

max
∥g1∥=1

(I ′g1) = max
∥g1∥=1

⟨g1, V g1⟩

De cette dernière définition on peut déduire que l’ACP de ces densités équivalente
à l’analyse spectrale de l’opérateur autoadjoint W = U∗ ◦ U . Dans la base canonique
e1, ..., eL de RL, la matrice W s’écrit

Wt,s =


⟨f1, f1⟩ ... ⟨f1, fs⟩ ... ⟨f1, fL⟩

⟨ft, f1⟩ ... ⟨ft, fs⟩ ... ⟨ft, fL⟩

⟨fL, f1⟩ ... ⟨fL, fs⟩ ... ⟨fL, fL⟩

 (2.1)
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Remarque 2.1.1.

1. Si u de RL est un vecteur propre de l’opérateur W associé à la valeur propre non

nulle λ , alors g = Uu√
λ
est un vecteur propre de V associé à la même valeur propre

non nulle λ.

2. Les vecteurs propres de l’opérateur V sont les facteurs principaux, et leurs images

par U∗ sont les composantes principales .

2.1.1 Formule de reconstitution des densités de probabilité

Soit g1, g2, ..., gT le système de vecteur propre de l’opérateur V , où T désigne le nombre
de valeurs propre non nulles de V (resp W ), alors chaque densité ft s’écrit comme suit

ft =
T∑

j=1

⟨ft, gj⟩Hgj.

La coordonnée ⟨ft, gj⟩ de ft suivant gj, est égale à la t-ième composante du vecteur U∗gj.
De la relation

U∗gj =
1√
λj

(U∗ ◦ U)uj =
1√
λj

Wuj =
√

λjuj.

On déduit

⟨ft, gj⟩H =
√
λjuj,t. (2.2)

ft =
L∑
j

√
λjuj,tgj. (2.3)

gj =
1√
λj

T∑
t=1

uj,tft. (2.4)

Pour obtenir une représentation approchée du nuage initial il suffit de tronquer la
relation (2.4) .

2.2 Qualité globale de l’ACP

On mesure la qualité globale de l’ACP par la somme des proportions d’inerties ex-
pliquées par les axe retenus, l’axe j expliquant une quantité d’inertie égale à

λj∑T
r=1 λr

.

2.2.1 Qualité de représentation de ft suivant gj

Elle est égale à
∥Pgj(ft)∥

∥ft∥
.
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2.2.2 ACP normée

L’ACP normée des densités de propabilité consiste à diviser chaque densité par sa
norme associée dans H, cette ACP conduit alors à diagonaliser la matrice de terme gene-
rale

W
(N)
s,t =

1

∥ft
1

∥fs∥
⟨ft, fs⟩H .

Remarque 2.2.1. Cette normalisation conserve dans H les angles entre les densités mais

déforme leur distances .

2.2.3 ACP centrée

Pour obtenir une représentation approchée qui restitue les distances entre les densités,
on definit un autre nuage dont le centre de gravité est lui même l’origine de l’espace
vectoriel où les densités sont representées. Théoriquement elle consiste à prendre comme
nuage l’ensemble des fonctions f

(c)
t = ft − fu dans L2(Rp), où fu = 1

L

∑L
s=1 fs. L’ACP de

ce nuage conduit à diagonaliser la matrice W
(c)
t,s , de terme général

W
(c)
t,s = ⟨ft − fu, fs − fu⟩.

L’opérateur de covariance associé s’ecrit

w(c) =
T∑

j=1

(ft − fu)⊗ (ft − fu).

Les densites ft, t ∈ {1, ..., L} s’écrivent dans la base des fonctions propres g
(c)
1 , g

(c)
2 , ... de

l’opérateur V (c) comme suit

ft = fu +
T∑

j=1

√
λ
(c)
j u

(c)
t,j g

(c)
j

avec λ
(c)
j et la j-iéme plus grande valeur propre et de u

(c)
j est le vecteur propre associé à

W (c).

2.2.4 ACP de 20 densités gaussiennes

Considérons une famille de 20 densités gaussienne à deux dimentions

ft ≡ N(µt,Σt), µt = (t, t)t, Σt =

(
t 0
0 t

)
, t = 1...20. (2.5)
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La mesure d’affinité entre ft et fr est égale à :

⟨ft, fr⟩ =
1

(2π)10
1

|Σt + Σr|
1
2

exp [−1

2
(µt − µr)

t(Σt + Σr)
−1(µt − µr)],

=
1

(2π)10
(t+ r) exp(−(t− r)2

t+ r
).

En effectuant une ACP sur les 20 densités on obtient les résultats suivants :

La liste des valeurs propres non nulles et les pourcentages d’inertie
Les quatres plus grandes valeurs propres ainsi que les pourcentage d’inerties associés sont
données dans le tableau (2.1) :

λ valeurs propres pourcentages d’inertie

λ1 0.117 40.9

λ2 0.065 22.7

λ3 0.044 15.4

λ4 0.029 10.1

Table 2.1 – Les 4 premieres valeurs propres et les pourcentage d’inerties associés

L’inertie globale est égale à

Ig =
20∑
r=1

λr = 0.285 (2.6)

et montre que 3 axes sont suffissants pour reproduire 80% d’informations

Contribution des densités à l’inertie
Le tableau suivant nous montre les densités qui contribuent le plus à l’inertie sur les
quatres premiers axes.

densités axe 1 axe 2 axe 3 axe 4

1 51.4 17.0 10.2 8.7

2 27.8 0.0 1.7 6.8

3 12.0 6.0 9.6 10.4

4 5.0 13.0 7.9 1.6

Table 2.2 – Contribution des densités à l’inertie



Chapitre 2. Analyse en composantes principales de densités de probabilité
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Les coordonnées des densités sur les deux premiers axes
Le tableaux suivant nous donne les coordonnés des 20 densités sur l’axe1 et l’axe2.

Densité f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10

axe.1 0.245 0.180 0.119 0.077 0.050 0.032 0.021 0.014 0.009 0.006

axe.2 0.105 0.004 -0.063 -0.092 -0.099 -0.094 -0.084 -0.072 -0.061 -0.050

Densité f11 f12 f13 f14 f15 f16 f17 f18 f19 f20

axe1 0.004 0.003 0.002 0.001 0.001 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000

axe.2 -0.041 -0.033 -0.027 -0.021 -0.017 -0.013 -0.010 -0.008 -0.006 -0.005

Table 2.3 – les coordonnées des densités sur les deux premiers axes

La projection des densités sur les quatres premiesrs plans principaux est donnée par
la figure suivante.
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Figure 2.1 – projection des densites sur les quatres premiers plans
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2.2.5 ACP de 20 densités issues d’un mélange de deux gaus-

siennes

Considérons une famille 20 de densité f1, ..., f20 où

ft = αf
(1)
t + (1− α)f

(2)
t , α ∈ [0, 1] (2.7)

avec
f
(1)
t ≡ N(µ

(1)
t ,Σ

(1)
t ) (2.8)

f
(2)
t ≡ N(µ

(2)
t ,Σ

(2)
t ) (2.9)

On réalise une ACP sur ces 20 densités avec :

µ
(1)
t = (t, t)t, µ

(2)
t = (2t, 2t)t, α = 0.5 (2.10)

Σ
(1)
t = Σ

(2)
t =

(
t 0
0 t

)
(2.11)

Ce qui conduit à diagonaliser la matrice W de terme général

Wtr = ⟨ft, fr⟩ (2.12)

= ⟨αf (1)
t + (1− α)f

(2)
t , αf (1)

r + (1− α)f (2)
r ⟩ (2.13)

= α2⟨f (1)
t , f (1)

r ⟩+ α(1− α)⟨f (1)
t , f (2)

r ⟩+ α(1− α)⟨f (2)
t , f (1)

r ⟩+ (1− α)2⟨f (2)
t , f (2)

r ⟩

Les résultats obtenus sont donnés dans la partie suivante.

Les quatres premieres valeurs propres et pourcentages d’inerties sont donnés dans le ta-
blaux suivante

λ valeurs propres pourcentages d’inertie

λ1 0.087 48.3

λ2 0.043 23.9

λ3 0.023 12.8

λ4 0.009 5.0

Table 2.4 – Valeurs propres et pourcentages d’inertie
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La contribution des quatres premiers densités sur les quatres premiers axes est donnée
par le tableau (2.5) :

Densités axe 1 axe 2 axe 3 axe 4

1 59.6 19.8 12.1 6.0

2 23.9 1.0 11.9 25.0

3 9.3 9.7 12.6 1.6

4 3.8 13.4 4.4 2.2

Table 2.5 – La contribution des densités sur les premiers plans principaux

La présentation graphique sur les plans (1,2), (1,3), (3,4) et (2,4)
Les 4 graphiques de la figure (2.2.6) nous montrent l’allure des densités sur les 4 premiers
plans.
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Figure 2.2 – Projection des densités sur les premiers plans principaux
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2.3 ACP de densités estimées par la méthode du

noyau multidimenionnel

L’estimation des densités peut être faite par une méthode non paramétrique ou pa-
ramétrique. L’estimation paramétrique repose sur l’hypothèse de l’appartenance de la
fonction de densité inconnue à une famille paramétrique (par exemple les lois normales
multidimentionnelles) connue et vise ensuite à estimer les paramètres par les techniques
d’estimation classique voir[9]. Les méthodes non paramétriques ne repose sur aucune hy-
pothèse sur l’appartenance de la fonction de densité inconnue à une famille connue. Parmi
ces méthodes on s’interesse dans ce travail à l’estimation par la méthode de noyau ([55])
.En appliquant cette méthode dans le cadre de l’analyse en composantes principales ([38],
[40],[63], [64], [67]), on obtient grâce à la bilinéarité de la mesure d’affinité une estimation
de produit scalaire ⟨f, g⟩. La suite de cette section est concacrée à l’étude assymptotique
des sorties de l’ACP de densités lorsque elles sont estimées par noyau.

Soit Xt1, ..., Xtnt un échantillon (iid) de densité inconnue ft , avec t ∈ {1, ..., T} .
f̂1, ..., f̂T sont resprctivement les estimateurs à noyau des densités f1, ..., fT , alors le terme
général de l’estimateur Ŵ de la matrice W déduit de la bilinéarité du produit scalaire est
donnée par

Ŵtr =
1

ntnr

nt∑
i=1

nr∑
j=1

∫
Rp
KHnt

(z −Xti)KHnr
(z −Xrj)dz.

Par définition , l’estimation non-parametrique de l’ACP de densités est l’analyse spectrale
de la matrice Ŵ .

2.3.1 Propriétés asymptotiques

Sous la condition de la convergence en moyenne quadratique integrée des estimateurs
à noyau f̂t vers ft (t = 1, ..., L) nous avons les résultats suivantes.

Théorème 2.3.1. (Yousfi et al)

∥Ŵ∥2
p→ ∥W∥2

∥Ŵ −W∥ p→ 0

où ∥ · ∥2 eat la norme matricielle de frobenious

Soient λ̂1 ≥ λ̂2 ≥ ... ≥ λ̂L > 0, les valeurs propres non nulles de Ŵ rangées dans
l’ordre décroissant et répétées autant de fois que leurs ordres de multiplicités, et û1, ..., ûL

la suite des vecteurs propres orthonormés associés .

Corollaire 2.3.1. (Yousfi et al)

λ̂r converge en probabilités vers λr . De plus, si l’ordre de multiplicités des valeurs propres

égale à 1, alors le signe de ûr peut être choisis tel que :

ût
p→ ur.
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2.4 Influence de la matrice de lissage sur la qualité

de l’estimation de l’ACP

Supposons dans tous ce qui suit que la taille des données est fixée.
Nous avons alors les résultat de convergence suivant

Théorème 2.4.1. (Yousfi et al)

Si Ht = hIp, on a

(a) Si h → 0+

⟨f̂t, f̂r⟩ → 0

∥f̂t∥et∥f̂r∥ → +∞

⟨f̂t, f̂r⟩
∥f̂t∥∥f̂r∥

→ 0.

(b) Si h → ∞

⟨f̂tf̂r⟩ → 0

⟨f̂tf̂r⟩
∥f̂t∥∥f̂r∥

→ 1.

2.4.1 Produit de noyau gaussien

Si K est le noyau gaussien réel, le noyau gaussien produit est définie par

Kp(z) =

p∏
k=1

K(zk), ∀z ∈ (z1, ..., zp). (2.14)

L’estimateur de la mesure d’affinité L2 dans ce cas vaut

⟨f̂t, f̂r⟩ =
1

ntnr

nt∑
i

nr∑
j

p∏
k=1

1√
2π

1

h(S2
tk + S2

rk)
1
2

exp (−
(X

(k)
ti −X

(k)
rj )2

2h2(S2
tk + S2

rk)
)

avec Ht = h diag(St1, ..., Stp) t = 1, ..., p où Stj est la variance de j-éme variable . On a
alors le théorème suivant.

Théorème 2.4.2. (Yousfi et al)

Presque sûrement, nous avons

lim
h→∞

⟨f̂t, f̂r⟩
∥f̂t∥∥f̂r∥

=

p∏
k=1

(
2StkSrk

S2
tk + S2

rk

)
1
2 .
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2.4.2 Noyau gaussienne sphérique

On définit le noyau gaussienne sphérique par

Kp(z) = (
1

2π
)
p
2 exp(

−z′z

2
).

Donc l’estimateur de la mesure d’affinité L2 entre ft et fr est égale à

⟨f̂t, f̂r⟩ =
1

ntnr

1

(2π)
p
2

1

|V̂t + V̂r|
1
2

1

hp

nt∑
i

nr∑
j

exp(− 1

2h2
(Xti −Xrj)

′(V̂t + V̂r)
−1(Xti −Xrj)).

(2.15)

Où Ht = hV̂
1
2
t est la matrice de lissage. Et V̂

1
2
t la racine carrée de la matrice variance

covariance empirique.

Théorème 2.4.3. (Yousfi et al)

On a presque sûrement

lim
h→+∞

⟨f̂t, f̂r⟩
∥f̂t∥∥f̂r∥

= 2
p
2
|V̂ | 14 |V̂r|

1
4

|V̂t + V̂r|
1
2

.

2.4.3 Exemple de 20 densités gaussiennes estimées par la méthode

du noyau gaussien

Considérons l’exemple des 20 densités gaussienne ft ≡ N(µt,Σt), t = 1, ..., 20 de
paramétres

µt = (t, t),Σt =

(
t 0
0 t

)
. (2.16)

Pour illustrer la convergence de l’ACP estimé vers l’ACP théorique on réalise pour dif-
ferentes tailles de (n = 10, 30, 100) une ACP sur les 20 densités gaussienne estimées par
la méthode du noyau avec un noyau gaussien bivarié. Les résultats obtenus sont données
dans la partie suivante :

Le tableau suivant nous montre la convergance des valeurs propres estimées vers les va-
leurs réelles correspandantes.

λ n=10 n=30 n=100 val réel

λ1 0.081 0.095 0.092 0.117

λ2 0.061 0.056 0.053 0.065

λ3 0.040 0.040 0.036 0.044

λ4 0.030 0.024 0.022 0.029

Table 2.6 – Les valeurs propres
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Le tableau (2.7) suivant nous montre la convergance des inerties expliqués par les axes
retunus vers les valeures réelles sont

axe n=10 n=30 n=100 val réel

axe 1 27.2 36.6 39.5 40.9

axe 2 20.5 21.6 22.7 22.7

axe 3 13.5 15.4 15.5 15.4

axe 4 10.1 9.2 9.4 10.1

Table 2.7 – le pourcentage d’inertie

Les contributions des densités à l’inertie pour les différentes valeurs de n est donnée
dans les tableaux ( 2.8, 2.9, 2.10), et montre une bonne aproximations des contribution
réelles (le tableau 2.2).

densités axe 1 axe 2 axe 3 axe 4

1 48.0 14.5 2.4 2.1

2 21.4 3.2 0.1 0.0

3 10.8 0.0 1.4 2.1

4 7.7 2.1 4.5 5.5

Table 2.8 – Contribution des densités à l’inertie pour n=10

densités axe 1 axe 2 axe 3 axe 4

1 31.9 17.5 15.3 7.3

2 26.8 3.6 0.4 0.4

3 17.9 0.4 4.7 6.0

4 11.7 3.7 9.0 4.5

Table 2.9 – Contribution des densités à l’inertie pour n=30
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densités axe 1 axe 2 axe 3 axe 4

1 39.3 14.6 13.1 11.3

2 25.5 2.0 0.0 1.8

3 16.6 0.3 3.6 7.6

4 9.2 5.5 10.3 1.3

Table 2.10 – Contribution des densités à l’inertie pour n=100

La présentation graphique sur le plans (1,2)
Les graphiques de la figure (2.3) montrent la convergence de l’ACP estimé par noyau vers
l’ACP réelle sur le plans (1,2).
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Figure 2.3 – la projection sur le plans (1,2)
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Les graphiques de la figure (2.4) montrent la convergence de l’ACP estimé par noyau
vers l’ACP réelle sur le plans (1,3).
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Figure 2.4 – la projection sur le plan (1,3)
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La présentation graphique sur le plans(2,4)
Les graphiques de la figure (2.5) montrent la convergence de l’ACP estimé par noyau vers
l’ACP réelle sur le plans (2,4).
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Figure 2.5 – la projection sur le plan (2,4)
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La présentation graphique sur le plans (3,4)
Les graphiques de la figure (2.6) montrent la convergence de l’ACP estimé par noyau vers
l’ACP réelle sur le plans (3,4).
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Figure 2.6 – la projection sur plan (3,4)
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2.4.4 Exemple de 20 densités issues d’un mélange de deux gaus-

siennes estimées par la méthode du noyau gaussien

Considérons une famille 20 de densité f1, ..., f20 où

ft = αf
(1)
t + (1− α)f

(2)
t , α ∈ [0, 1] (2.17)

avec
f
(1)
t ≡ N(µ

(1)
t ,Σ

(1)
t ) (2.18)

f
(2)
t ≡ N(µ

(2)
t ,Σ

(2)
t ) (2.19)

On réalise une ACP sur ces 20 densités avec :

µ
(1)
t = (t, t)t, µ

(2)
t = (2t, 2t)t, α = 0.5 (2.20)

Σ
(1)
t = Σ

(2)
t =

(
t 0
0 t

)
(2.21)

On a alors les résultats suivantes .
Le tableau (2.11) suivant nous montre la convergance pour diffèrentes taille de n des 4
premieres valeurs propres estimé vers les valeurs propres réelles.

valeur propre n=10 n=30 n=100 val propre réelles

λ1 0.061 0.072 0.066 0.087

λ2 0.038 0.037 0.034 0.043

λ3 0.021 0.020 0.018 0.023

λ4 0.012 0.009 0.007 0.009

Table 2.11 – Les quatres premiers valeurs propres

Le tableau (2.12) suivant nous illustre l’évolution en fonction de n des porcentage d’inertie
expliquées, et montre ce passage leurs convergences versl’inertie réelle correspondante.

axe n=10 n=30 n=100 inertie réelle

axe1 31.5 42.3 45.3 48.3

axe2 19.6 21.7 23.3 23.9

axe3 10.8 11.7 12.3 12.8

axe4 6.2 5.3 4.8 5.0

Table 2.12 – Pourcentage d’inertie pour les quatres premiers axes
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Les contributions des densités à l’inertie des axes, en fonction de n sont données par
les tableaux (2.13, 2.14, 2.15)

Densité axe 1 axe 2 axe 3 axe 4

1 54.8 20.0 8.7 2.5

2 20.3 0.3 2.3 2.5

3 8.6 4.2 8.2 3.7

4 7.5 4.5 8.8 1.7

Table 2.13 – La contribution des quatres premiers plans principaux pour n=10

Densités axe 1 axe 2 axe 3 axe 3

1 38.8 29.0 16.2 7.3

2 29.0 1.1 3.9 15.6

3 12.8 7.2 16.1 4.6

4 8.9 6.0 5.7 0.1

Table 2.14 – La contribution des quatres premiers plans principaux pour n=30

Densités axe 1 axe 2 axe 3 axe 3

1 46.6 23.2 19.0 7.5

2 24.6 0.2 6.3 22.9

3 12.8 3.4 13.0 2.1

4 7.7 8.0 9.4 0.1

Table 2.15 – La contribution des quatres premiers plans principaux pour n=100
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La présentation graphique sur le plans (1,2)
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Figure 2.7 – La projection des densités sur le plans(1,2)
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La présentation graphique sur le plans (1,3)
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Figure 2.8 – La projection des densités sur le plans(1,3)
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La présentation graphique sur le plans (3,4)
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Figure 2.9 – La projection des densités sur le plans (3,4)
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La présentation graphique sur le plans (2,4)
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Figure 2.10 – La projection des densités sur le plans (2,4)

2.4.5 Analyse des données sonsorielles par une ACP de densité

On considère les données issues d’une application de l’analyse sensorielle en horti-
culture ornementale (données roses du R-Package dad) : 14 juges ont évalués à trois
reprises, 10 rosiers (sur photo) selon entre autre 2 descripteurs sensoriels visuels (syme-
trie et forme global et hauteur) sur une échelle structurée à 9 niveaux Ainsi, au rosier
t(t = 1, ..., 10) est associé un tableau à 16 colonnes et 42 lignes considérés comme 42
observations indépendantes d’un vecteur aléatoire Xt à 16 dimensions, et de densité de
probabilité f t

(k)pour chacune des dimensions. On realise une ACP sur les 10 densités, es-
timies à la base des données par noyau gaussien, les résultats obtenus sont données dans
la partie suivante.
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Valeurs propres et inertie

Densités valeurs propres pourcentages d’inerties

A 0.206 46.4

B 0.104 23.4

C 0.047 10.6

D 0.037 8.3

E 0.034 7.7

F 0.011 2.5

G 0.003 0.7

H 0.001 0.2

I 0.000 0.0

J -0.002 0.5

Table 2.16 – Les valeurs propres et pourcentages d’inerties

La contribution des rosiers aux axes factoriels

rosier axe 1 axe 2 axe 3 axe 4

A 14.3 7.0 0.0 5.6

B 13.0 9.7 0.1 8.4

C 0.0 0.0 97.8 1.3

D 16.3 0.3 0.9 43.2

E 13.3 7.4 0.0 5.0

F 11.9 5.7 0.1 3.9

G 16.3 16.6 0.0 2.1

H 5.7 2.1 1.1 8.5

I 5.7 26.5 0.0 7.4

J 3.6 24.6 0.0 14.5

Table 2.17 – Convtribution des 10 rosiers aux quatres premiers axes factoriel
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Figure 2.11 – La projection sur les quatres premiers axes

La projection des 10 rosiers sur les 4 premiers plans principaux montrent à chaque fois
l’existance de groupes de rosiers similaire, en particulier sur le plan (1,3) qui sépare bien
les rosiers, (A,B,D,E,F,G) (H,I,J) et C.



Chapitre 3

Interprétation des résultats de

l’ACP de densité

3.1 Introduction, position de problème

Comme dans toutes méthodes statistique d’analyse des données mulidimentionelles, la
question d’interprétation des résultats est importatnte et rendue plus difficile par l’expres-
sion non linéaire des modes de variabilité et la perte des propriétés mathématiques des
fonctions propres obtenues par décomposition à des densités. Cette question est résolue
en partie dans Boumaza et al 2014, et elle consistée l’interprétation de la position de
la densité en fonction de la corrélation linéaire entre le vecteur de RT des scores princi-
paux des densités sur l’axe factoriel l et le vecteur des T moyennes de la j-iéme variables
(moyj ∈ RT ), le vecteur des T variances de l j-iéme variable (varj ∈ RT ), les vecteurs
des T covariances (covij ∈ RT , i = 1, p, j = 1, p ) entre la i-ième et la j-iéme variable
marginale, et en fin, les vecteurs des T corrélations (corij ∈ RT , i = 1, p, j = 1, p ) entre
la i-ième et la j-iéme variable marginale .
On peut interpréter la position d’une densité en fonction de la corrélation linéaire entre
le vecteur de RT (CP.l) des axes prinsipaux des densités sur l’axe factoriel l et le vec-
teur moyj des T moyennes de la j-ième variable marginale moyj = (moyj1, ...,moyjT ) ∈
RT ; 1 ≤ j ≤ p, le vecteur varj des T variances de la j-iéme variable marginale varj =
(varj1, ..., varjT ) ∈ RT ; 1 ≤ j ≤ p, le vecteur covij des T covariances de la i-iéme et
la j-iéme variable marginale covij = (covij1, ..., covijT ) ∈ RT , 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ p,
et le vecteur corij des T corrélation de la i-iéme et la j-iéme variable marginale corij =
(corij1, ..., corijT ) ∈ RT , 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ p.
Ainsi, l’axe s’interprete en fonction de la valeur de la contribution obtenu. Par exemple :

— Si cor(axel,moy(Xj)), j = 1, 2 est proche de 1, l’axe s’intérprete plus comme une
moyenne de Xj, ainsi une densité qui a une forte coordonnée sur l’axe l a donc une
forte moyenne par rapport à la variable j.

— Si cor(axel,var(Xj)), j = 1, 2 est proche de −1 l’axe l s’intérprete comme l’anti-
variance de la variable Xj.
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Exemple 3.1. (Interprétation de la position des 20 densités gaussienne (exemple 2.2.4)).

Du fait que l’axe1 et l’axe2 représentent à eux seul 80% d’inertie, on se fixe alors à

l’intérprétation de ces deux axes. De plus comme les covariances (resp. coorélations) sont

nulles, l’intérpretation des densités concerne uniquement les moyennnes et les variances.

Le tableau (3.1) nous donne les corrélations entre les vecteurs des scores des densités sur

les deux premiers axes et le vecteur des 20 moyennes et des 20 variances.

axe moy.X1 moy.X2 var.X1 var.X2

axe1 -0.76 -0.76 -0.76 -0.76

axe2 0.19 0.19 0.19 0.19

Table 3.1 – Corrélation scores principaux, moyennes, variances

On remarque que l’axe1 est fortement corolé négativement avec les moyennes et les

variances des deux variables.Ainsi, plus une densité possède une forte coordonée sur l’axe1,

plus ses deux moyennes et ses deux variances marginales sont petites.

3.1.1 Interprétation des proximités inter densités sur les espaces

de projection

En pratique les densités sont estimées par noyau, la question d’intérprétation des proxi-
mités inter densités passe essentielment par l’intérprétation de la mesure de similarité L2,
entre les même densité. C’est l’objet de paragraphe suivant.

3.2 Mesure de similarité L2 entre deux populationns

de données réelles

Soient (x1, ..., xn) et (y1, ..., yn) deux échantillons correspondant aux réalisations de
deux variables aléatoires X et Y , de même famille de lois et de densités de probabilités
f et g, de carrées intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue sur R. La mesure de
similarité L2 entre f et g est définie par

A =

∫
R
f(z)g(z)dz. (3.1)

En pratique cette quantité est estimée au moyen de l’estimation des densités. Par une
méthode paramétrique si les densités appartiennent à une famille connue de lois de pro-
babilité (voir Boumaza(1999) pour plus de détails sur les propriétés asymptotiques des
estimateurs obtenus), soit par une approche non paramétrique (voir Yousfi et al, 2014)
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pour une famille plus générale de densités. Si on note par µ̂f , µ̂g, σ̂f , σ̂g les moyennes
et les écart-types observés de X et Y respectivement, alors sous l’hypothèse de normalité
l’estimation de A vaut :

Â =
1√
2π

1

(σ̂f + σ̂g)(
1
2
)
exp[−1

2

(µ̂f − µ̂g)
2

(σ̂f + σ̂g)
]. (3.2)

Dans le cas contraire, l’estimation par noyau gaussien de A est égale à (h un paramètre

de lissage positif proportionnel à n
−1
5 ) :

Â =
1

n2

n∑
i

n∑
j

1√
2π

1

h(σ̂2
f + σ̂2

g)
1
2

exp[−1

2

(xi − yi)
2

h2(σ̂2
f + σ̂2

g)
]. (3.3)

La lecture de la formule (3.1) peut s’effectuer de deux points de vue :

1. A est la moyenne de la variable aléatoire f(Y ).

2. A est la moyenne de la variable aléatoire g(X).

Les deux points de vue jouent un rôle symétrique. Dans la suite de ce chapitre nous
montrons en quoi cette mesure de similarité est porteuse d’information sur la similarité
entre les deux échantillons, de X et de Y .

3.2.1 Démarche

L’intérprétation statistique de la mesure de similarité en relation avec la structure
des données est une étape importante, peu de travaux dans la littérature traite de cette
question, l’idée est donc de vérifier sur des exemples que la mesure de similarité est en
quelque sorte une moyenne un peu particulière et, qu’elle est d’autant plus grande, si en
moyenne les observations d’une population sont proches des zones de concentration des
observations de l’autre population ce qu’on peut expliciter par le calcul de la moyenne
arithmétique des images des observations d’une population par la densité de l’autre po-
pulation. Ce calcul nous l’avons effectué sur des données gaussiennes(3.5), la variation des
tailles d’échantillons permet de visualiser en comparant les graphique (c) des figures (2)
et (3) où le fait de déplacer 25% des points noirs de la zone de concentration des points
rouges a fait chuter la mesure de similatités de 40% de sa valeur.

n 20 100 1000

moyennes observées de g(X) 0.498 0.686 0.951

moyennes observéesf(Y ) 0.268 2.123 2.086

valeurs observées de Â 0.398 0.398 0.398

Table 3.2 – Valeurs observées en fonction de la taille des données n des moyennes

arithmétiques de g(X) et f(Y ), de la similarité Â, calculées pour deux populations de

données simulées à partir de deux densités gaussiennes f ≡ N(1, 2) et g ≡ N(2, 3)
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n 50 100 1000

moyennes observées de g(X) 0.096 0.100 0.104

moyennes observéesf(Y ) 0.101 0.104 0.106

valeurs observées de Â 0.037 0.036 0.024

Table 3.3 – Valeurs observées en fonction de la taille des données n des moyennes

arithmétiques de g(X) et f(Y ), de la similarité Â, calculées pour deux populations de

données simulées à partir d’un mélange de gaussiennes (f ≡ 1
2
N(1, 2) + 1

2
N(3, 2) et g ≡

1
2
N(3, 2) + 1

2
N(2, 4))

Cas de données sensorielle : 10 rosiers de cultivar :

On considère les donnèes issue d’une application de l’analyse sensorielle en horticul-
ture ornementale (donnèes rose du R-Pakage dad) : 14 juges ont évalué à trois reprises, 10
rosiers (sur photo, figure reference ) selon 16 descripteurs sensoriels visuels sur une échelle
structurée à 9 niveaux. Ainsi, au rosier t = (t = 1, ..., 10) est associé un tableau à 16 co-
lonnes et 42 lignes considérés comme 42 observation indépendantes d’un vecteur aléatoire
Xt à 16 dimentions, et de densité de probabilité f

(k)
t pour chacune des dimensions. Il est

important de noter que dans ce cas les densités sont estimées par la formule (3.2). En
effectue pour le discripteur Symétrique de la plante (Sha) le calcul des 03 grandeurs(3.5),
les résultats obtenus montrent l’effet symétrique joué par les deux premières grandeurs.
Les valeurs obtenues sont très proches de celles de la mesure de similarité, cela ait dû en
partie à la raison suivante :
L’estimation à noyau gaussien d’une densité f

(k)
t associé au rosier t pour un descripteurk

est donnée par :

n 50 100 1000

moyennes observées de g(X) 0.093 0.091 0.088

moyennes observées f(Y ) 0.076 0.080 0.078

valeurs observées de Â 0.038 0.035 0.022

Table 3.4 – Valeurs observées en fonction de la taille des données n des moyennes

arithmétiques de g(X) et f(Y ), de la similarité Â, calculées pour deux populations de

données simulées à partir d’un mélange de gaussiennes (f ≡ 1
4
N(1; 2) + 3

4
N(3; 2) et g ≡

1
6
N(3; 2) + 5

6
N(2; 4))
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Cas de données sensorielle

On considère les données issues d’une application de l’analyse sensorielle en horticul-
ture ornementale (données roses du R-Package dad) : 14 juges ont évalués à trois reprises,
10 rosiers (sur photo,) selon 16 descripteurs sensoriels visuels sur une échelle structurée
à 9 niveaux. Ainsi, au rosier t(t = 1, ..., 10) est associé un tableau à 16 colonnes et 42
lignes considérés comme 42 observations indépendantes d’un vecteur aléatoireXt à 16 di-
mensions, et de densité de probabilité f t

(k)pour chacune des dimensions. Il est important
de noter que dans ce cas les densités sont estimées par la formule (3.2). En effectue pour
le discripteur Symétrie de la plante (Sha) le calcul des 03 grandeurs (3.5), les résultats
obtenus montrent l’effet symétrique joué par les deux premières grandeurs. Les valeurs
obtenues sont très proches de celles de la mesure de similarité, cela ait dû en partie à la
raison suivante . L’estimation à noyau gaussien d’une densitéf t

(k) associé au rosier t pour
un descripteur k est donnée par

f̂
(k)
t (x) =

1

nhσ
(t)
k

42∑
i

exp
−1

2π

(x− x
(k)
il )2

(hσ
(t)
k )2

(3.4)

σ
(k)
t est l’écart-type observé du descripteur k calculer sur le rosier t et x

(k)
it , i = 1, 42 les

42 notes attribués par les 14 juges au rosier t suivant le descripteur k. Ainsi en remplaçant
dans la formule (3.4) x par x

(k)
il et en calculant la moyenne arithmétique on obtient

1

n2

n∑
i

n∑
j

1√
2π

1

hσ
(k)
t

exp
−1

2

(x
(k)
il − xk

it)
2

(hσ
(k)
t )2

(3.5)

En effectuant les même calculs sur la densité du rosier l, on obtient

1

n2

n∑
i

n∑
j

1√
2π

1

hσ
(k)
l

exp
−1

2

(x
(k)
il − xk

it)
2

(
hσ

(k)
l )2 (3.6)

En identifiant les formules (3.2), (3.5) et (3.6) on peut annoncer que l’idée d’estimer
la mesure de similarité en utilisant la méthode du noyau est plus proche de l’intuition que
la similarité mesure le taux d’observations d’une population donnée qui sont proches des
zones de concentrations des observations de l’autre population. En analysant de plus près
les résultats du tableau (3.5) par exemple les valeurs de la similarité entre les rosiers A
et I on s’attend à une valeur inférieur à celle calculée entre A et lui même, ce qui n’est
exactement pas le cas (même chose pour les rosiers E et I, A et B , . . . ). Ce constat
peut être expliquer par le fait que les zones de concentrations des observations des deux
populations sont très proches et que l’une d’elle est absorbée par l’autre, comme on peut
le voir sur les graphiques de la figure (3.2.1) où sont superposées les notes des rosiers A et
I ensuite E et I. Ce constat a été observé aussi sur les deux premières grandeurs (rosiers F
et E, G et E). Une solution naturelle consiste à diviser chaque densité par sa norme. Il est
aussi intéressant de notés que l’expression analytique de la mesure de similarité estimée
par noyau est moins évidente pour une large famille de noyaux, d’où l’intérêt d’utiliser
une des deux premières grandeurs comme une alternative.
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Rosiers les 3 grandeurs A B C D E F G H I J

moy obs de f(Y ) 0.161 0.119 0.048 0.133 0.159 0.129 0.102 0.149 0.123 0.078

A moy obs de g(X ) 0.161 0.122 0.052 0.132 0.149 0.131 0.800 0.138 0.109 0.148

val obs de Â 0.126 0.113 0.061 0.111 0.115 0.112 0.102 0.108 0.085 0.074

moy obs de f(Y ) 0.198 0.005 0.185 0.121 0.189 0.203 0.163 0.043 0.052

B moy obs de g(X ) 0.198 0.013 0.159 0.114 0.167 0.273 0.136 0.062 0.047

val obs de Â 0.181 0.021 0.140 0.105 0.150 0.226 0.117 0.064 0.056

moy obs de f(Y ) 0.147 0.021 0.054 0.018 0.008 0.033 0.106 0.075

C moy obs de g(x ) 0.147 0.018 0.054 0.014 0.000 0.035 0.100 0.093

val obs de Â 0.106 0.035 0.063 0.031 0.011 0.049 0.079 0.076

moy obs de f(Y ) 0.035 0.063 0.031 0.011 0.049 0.079 0.076

D moy obs de g(X ) 0.157 0.126 0.163 0.224 0.140 0.074 0.083

val obs de Â 0.121 0.103 0.126 0.153 0.108 0.069 0.060

moy obs de f(Y ) 0.148 0.123 0.100 0.139 0.118 0.108

E moy obs de g(X ) 0.148 0.129 0.076 0.136 0.109 0.140

val obs de Â 0.107 0.104 0.099 0.101 0.082 0.072

moy obs def(Y ) 0.164 0.166 0.153 0.064 0.048

F moy obsde g(X ) 0.164 0.236 0.139 0.070 0.075

val obs de Â 0.132 0.167 0.110 0.068 0.059

moy obs def(Y ) 0.305 0.162 0.008 0.041

G moy obs de g(x ) 0.305 0.128 0.051 0.003

val obs de Â 0.370 0.120 0.057 0.051

moy obs de f(Y ) 0.143 0.092 0.090

H moy obs de g(X ) 0.143 0.090 0.109

val obs de Â 0.101 0.073 0.065

moy obs de f(Y ) 0.123 0.119

I moy obs de g(X ) 0.123 0.133

val obs de Â 0.077 0.071

moy obs de f(Y ) 0.119

J moy obs de g(X ) 0.119

val obs de Â 0.067

Table 3.5 – Valeurs des moyennes arithmétiques de f
(k)
t (x

(k)
il ), (t, l = A, ...J)et de la

similarité Â
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Figure 3.4 – Zone de concentration des notes des rosiers A, E et I (Descripteur Symétrie

de la plante)



Conclusion générale

Dans ce travail nous avons exposé la méthode de l’analyse en composantes principales
de densités de probabilité comme un cas particulier de l’analyse en composante principale
”pas à pas” d’un opérateur compact auto-adjoint. Ainsi, nous avons appliqué la méthode
sur une famille de 20 densités gaussiennes et non gaussiennes, les résultats obtenue montre
que l’ACP reproduit une partie de la variabilité des densités visibles sur les graphiques
des plans principaux de projection.

Pour une mise en oeuvre sur des données réelles nous avons effectué une estimation
de l’ACP en utilisant une méthode non paramétrique à savoir la méthode du noyau et
nous avons montrer sur des données simulées, la convergence de l’analyse en composantes
principales estimée vers l’analyse en composantes principales réelle. Une application sur
les donnés sensorielle à été effictuée.
En fin, nous avons proposé une approche d’interpretation des résultats de l’ACP basée sur
l’interprétation statistique de la mesure d’affinité. En effet, nous avons montré en quoi la
mesure d’affinité permet une comparaison de population de données et cette comparaison
est en partie reproduite par une application de l’ACP sur les densités de ces populations.
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Mathémathiques, Laboratoire de Probabilité et Statistique, Université Montpelier
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53

[56] Silverman, B.W., Pezzuli, S., Some Properties of Smoothed Principal Component
Analysis for Functional Data, Computational Statistics, 1993, vol 8 pp 1-16.

[57] Simonoff, J.S., Smoothing methods in statistics, Springer-Verlag, New-York, 1996.

[58] Timm, N., Applied multivariate analysis, Berlin Heidelberg New York : Springer,
2002.

[59] Wand, M.P., Jones, M.C., Kernel Smoothing Chapman and Hall Ltd, London, 1995.

[60] Wang, G. Lin, N. Zhang, B., Functional contour regression, Journal of Multivariate
Analysis. 116 (2013) 1-13.

[61] Yao, F., Muller, Wang, J-L., Functional linear regression analysis for longitudinal
data, Annals of Statistics. 33 (2005) 2873-2903.

[62] Ycart, B., Genon-Catalot, V., Vecteurs et suites aléatoires. Martingales discrètes
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noyau, Acte du Séminaire International sur la Statistique et ses Applications, Uni-
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Mammeri de Tizi ouzou, 2007.

[67] Yousfi, S., Boumaza, R., Analyses en Composantes Principales de Densités de Pro-
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