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Introduction Générale

Sous l'appellation Systémes a Evénements discrets (SED) sont regroupés des sys-

témes, généralement, de conception humaine comme : les systémes de production (ateliers
flexibles, lignes d’assemblage) [17], [18], les réseaux de communication (réseaux informa-
tiques) [36] et les systémes de transport (routier, ferroviaire ou aérien), [30].
L’intégration des technologies de I'information et de la communication dans les différents
domaines de I'ingénierie conduit & plus de complexité, notamment ’aspect de commande
temps réel de ces systémes. Cet aspect se présente par des spécifications (contraintes)
qui peuvent se présenter sous diverses formes (états interdits, intervalles de temps, durée
de validité ...). Afin de garantir le bon fonctionnement de ces systémes, plusieurs études
ont été menées par la communauté des systémes a événements discrets sur la synthése de
controéleur qui permettent la satisfaction des différentes spécifications imposées.
Dans cette thése, on s’intéresse a la commande des systémes & événements discrets tempo-
risés soumis a des spécifications de type : contraintes de temps ou contrainte de ressources.
Dans un premier temps, nous avons traité des spécifications de type contraintes de temps.
En effet, le paramétre temps dans les systémes a événements discrets est un paramétre
primordial. Les opérations doivent avoir lieu dans des délais précis et, parfois, elles doivent
se terminer avant une date fixée a ’avance, le non-respect de ce paramétre (temps) conduit
a des défaillances et parfois a des conséquences graves. On retrouve ces contraintes dans
les systémes de production incluant des traitements thermiques ou chimiques [1I, [33], les
systémes de transport urbain ou ferroviaire |29 [52], et dans les systémes de commande
en réseau [21].

Afin de garantir des spécifications temporelles, plusieurs approches, basées sur des ou-
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tils de modélisation différents (automates, réseaux de Petri, algébre des dioides,...), ont
été proposées dans la littérature. La contribution dans [I4] est basée sur les automates
temporisées, les auteurs ont synthétisé un controleur afin de garantir la satisfaction des
contraintes imposées au systéme considéré. Cette approche donne une bonne solution
de commande par supervision. Toutefois, comme toutes les méthodes basées sur les au-
tomates, elle souffre du probléme d’explosion combinatoire souvent rencontré lorsqu’on
utilise des automates & états. Afin d’éviter ce probléme, plusieurs approches basées sur
les réseaux de Petri ont été développées. On peut citer par exemple, [15], B34 2, 11, 138].
Les auteurs dans [15, [34] , s’intéressent, plus précisément, a des problémes de rejet de
perturbations et de poursuite d’un modéle de référence. La contrainte temporelle est une
condition supplémentaire du probléme. Les auteurs dans [2], 8, B3] ont proposé des mé-
thodes de synthése de controleur en boucle fermée et calculent des gains de retour d’état
permettant de garantir des spécifications temporelles imposées au systéme modélisé. Ces
approches utilisent les graphes d’événements temporisés (GETS), une sous-classe des ré-
seaux de Petri et 'algébre Max-Plus.

Notons toutefois que les contraintes considérées dans ces études sont particuliéres. Il s’agit
plus précisément de contraintes de temps imposées sur des places (indépendantes) du GET
considéré.

Dans cette thése, nous généralisons 1'approche proposée dans [2], pour le cas de graphes
d’événements temporisés soumis a des contraintes de temps imposées sur des chemins.
Les contraintes sur les places sont dans notre cas un cas particulier. On rencontre ce type
de spécifications temporelles (contraintes sur les chemins) dans de nombreux systémes a
événements discrets tels que les systémes de production, les systémes de transport et les
systémes de commande en réseau.

Dans cette thése, on s’intéresse a des architectures d’automatisation distribuées en réseau
soumis & des contraintes de temps imposées sur leurs temps de réponse [49)].

Nous avons par la suite, abordé le probléme de ressources limitées (stock borné par
exemle) ; ces contraintes s’expriment par des inégalités linéaires sur le vecteur de mar-

quage des graphes d’événements temporisés. Ce probléme est souvent traité comme étant



un probléme d’état interdit [53], [24], , [47], [10], |[26]. Le probléme d’états interdit consiste
a empécher 'occurrence d’un ensemble d’événements qui conduisent & violer les contraintes
de marquage imposées. Plusieurs travaux sont dédiés a ce probléme [54, AT, 50] 5.
Seulement, la majorité de ces travaux ne prennent pas en considération le parameétre temps
ni dans ’étape modélisation ni dans I’étape de synthése de controleur. Une approche ba-
sée sur les réseaux de Petri temporisés a été proposée dans [6], cette méthodologie est
basée sur I'approche de Ramadge et Wonham et la théorie des régions, et sert a calculer
un ensemble de places de controle a ajouter au modeéle de réseau Petri afin de résoudre
le probléme des états interdites. Dans [9], un superviseur est synthétisé pour le controle
des graphes marqués temporisés basés sur la contrainte d’exclusion de marquage est déve-
loppé. Ces deux approches sont basées sur la théorie des graphes ce qui rend 'application
de ces méthodes pour des systémes complexes compliquées et parfois impossible.

Le travail présenté dans cette partie de la these, permet de synthétiser des superviseurs qui
garantissent le respect des contraintes de marquage. La méthodologie de synthése prend
explicitement en compte le facteur temps dans 1’étape de modélisation et dans I'étape de
synthése. De ce fait, les controleurs calculés sont aussi temporisés.

Cette theése est décomposée en trois chapitres. Nous donnons dans cette introduction les
grandes lignes du plan qui sera détaillé par la suite.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions et notations de base concer-
nant 1’algébre des dioides, les réseaux de Petri et graphes d’événements temporisés. par la
suite, nous montrons comment décrire le comportement d’un graphe d’événement tempo-
risé par des équations linéaires dans ’algébre Max-Pus (resp. 'algébre Min-Plus ) basées
sur les fonctions dateurs (resp. compteurs).

Dans le deuxiéme chapitre, nous représentons dans la premiére partie notre premiére
contribution concernent la commande des graphes d’événements temporisés sous contraintes
de temps. Nous utilisons les GETs pour la modélisation de systéme & commander et 1’al-
gebre Max-Plus pour la représentation de la dynamique. Nous calculons des lois de com-
mande qui garantissent les contraintes de temps qui sont imposées sur certains chemins

du graphe qui modélise le systéme a commander. Par la suite, dans la deuxiéme partie de
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ce chapitre, nous nous intéressons a la commande d’une Architecture d’Automatisation
en Réseau (AAR) soumis a une contrainte de temps imposé sur le temps de réponse.
Nous représentons tout d’abord et de maniére détaillée les différentes composantes et le
fonctionnement d’une AAR dans lequel les controleurs logiques communiquent avec les
modules d’entrées/sorties via un réseau de communication TCP /IP. Ensuite, nous passons
a la modélisation de ’AAR avec un graphe d’événement temporisé et la représentation
de la dynamique de ce graphe dans 'algébre Max-Plus afin d’appliquer les résultats de
notre contribution pour satisfaire les contraintes de temps imposées sur 'AAR.

Le troisiéme chapitre est consacré a la synthése de commande des GETs sous contrainte
de marquage. Dans la premiére partie de ce chapitre, nous représentons le probléme des
contraintes de marquage dans les systémes a événements discrets et nous montrons com-
ment les représentés par des inéquations linéaires dans ’algébre Min-Plus. Notre approche
de commande des GETs soumis a des contraintes de marquage est ensuite introduite. Nous
traitons dans un premier temps, des graphes d’événement temporisés avec une seule tran-
sition de commande. L’approche est ensuite généralisée au cas des graphes d’événements

temporises avec plusieurs transitions de commande.

Nous terminons cette thése par une conclusion générale et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Modélisation des systémes a

événements discrets dans les dioides

1.1 Introduction

Nous nous intéressons dans cette thése a la commande des systémes a événements
discrets soumis a différents types de spécifications. Afin d’atteindre cet objectif, on a be-
soin d’outils de modélisation et d’analyse mathématique. Il existe plusieurs formalismes
de modélisation et d’étude des systéemes a événements discrets tels que les automates a
états finis, les réseaux de Petri (RDP), les chaines de Markov, I'algébre des dioides, etc.
Notre travail est basé sur l'utilisation des graphes dévénements temporisés (une classe
des réseaux de Petri) comme outil de modélisation et 1’algébre des dioides pour décrire le
comportement dynamique de ces graphes par des équations linéaires et pour la synthése
des lois de commande.

Dans ce premier chapitre, nous introduisons les notions de base concernant 1’algébre des

dioides et les réseaux de Petri qu’on va utiliser dans la suite de ce manuscrit.



2 Modélisation des systémes a événements discrets dans les dioides

1.2 Théorie des dioides

Dans cette section, nous présentons un rappel sur les concepts de base et les propriétés
de I'algebre des dioides. Le but de cette section est d’introduire les notions et notations
qui seront utiles pour la commande des graphes d’événements temporisés. Ces rappels

sont issus des références suivantes, [11], [12], [4], [39], [48] et [5].

1.2.1 Rappels algébriques

Définition 1. Un dioide est un ensemble D muni de deux opérations internes notées @
et ® appelées "addition” et "multiplication” respectivement, telles que, pour a, b, ¢ € D :
l’addition est associative : (a ®b) Hc=a® (bDc);

l’addition est commutative .a Gb=bd a;

l’addition admet un élément neutre : noté € et appelé "zero” :a® e =a;

la multiplication est associative : (a Rb)Rc=a® (b®c);

la multiplication admet un élément neutre : noté ¢ et appelé "identité” : a ® e =
eRa=a;

la multiplication est distributive par rapport a l'addition : a @ (bdc) = (a®b) ®
(a®c)et(bPc)®a=(b®a)P(c®a)

le zéro est absorbant pour la multiplication : c @ a=a®¢c = ¢;

l’addition est idempotente : a d a = a.
Le dioide est dit commutatif si la multiplication est commutative (a ® b =b® a).

Exemple 1. 1. L’ensemble (R U {400, min,+) est un dioide commutatif pour lequel
e = 400 et e = 0. Ce dioide est noté R,,;,, et traditionnellement appelé 7 Al-

bl

gebre Min-Plus 7. Dans ce dioide, la loi & correspond a [application minimum
(T®4=min(7,4) =4), et la loi @ est la somme usuelle (4 ®3=4+3=T7).

e Application 1 :

On s’intéresse par exemple a la production des lunettes (Fz'g.. On peut dire

qu’une paire de lunettes est la "somme” d’une paire de verres et d’un cadre. Cette

nouvelle "somme", notée @ pour la distinguer du + habituel, correspond a l’opération
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d’assemblage. La somme @ permet alors d’ajouter des grandeurs qui ne s’expriment
pas dans les mémes unités. Si on a 2 verres et 1 cadre, on ne peut fabriquer qu’une
seule paire de lunettes, donc 1 & 2 = 1, ce qui est équivalent dans [’algebre usuelle

au min(2,1) = 1.

5 unités de temps I
— t E - U
5 unités de temps
3 unités de temps

F1G. 1.1: Assemblage d’une paire de lunette

2. L’ensemble (R U {—oo}, maz,+) est un dioide commutatif pour lequel e = —oo et
e = 0. Ce dioide est noté R,,.z, et traditionnellement appelé ” Algébre Max-Plus”
Dans ce dioide, la loi & correspond a Uapplication maximum (T®&4 = max(7,4) = 7),
et la loi ® est la somme usuelle (4®3=4+3=7)

e Application 2 :

On prend toujours l’exemple de lunette et on s’intéresse maintenant au temps de
production d’une paire de lunettes. Ce temps est donné par le temps maximal entre
le temps de fabrication de deux verres et le temps de production du cadre. On sup-
pose que le temps de production de deux verres est de 5 unités de temps, et le
temps de production de cadre est de 3 unités de temps. Alors le temps de production

d’une paire de lunettes est de (5 ® 3) =5 ce qui exprime dans 'algébre usuelle par

max(5,3) = 5.

1.2.2 Propriétés des dioides

1.2.2.1.Dioide complet

Un dioide (D, &, ®) est dit complet si :
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- il est fermé pour les sommes infinies,

- la loi ® distribue (& gauche et a droite) sur les sommes infinies, c¢’est-a-dire si pour tout
b € D et tout sous-ensemble A C D,

b® (Bacaa) = @aca(b® a) et (Bacaa) ®b = Bacala ® b).

Un dioide complet admet un élément maximum €,., b, que I'on notera T. II est absor-
bant pour I'addition, autrement dit,Va € D, T G a ="1T.

Notons que, daprés la définition d’un dioide, I’élément zéro est absorbant pour la multi-

plication, pour tout élément de D, aussi,ona: T XRe=ec®R T =¢.

Exemple 2. (dioide complet de R,,..).

Le dioides (R, —00, 400, max, +), avec e = —oo,e =0 et T = +o0 avec (+00) + (—00) =
—o0, est un dioide complet qu’on notera R, nqq.

Dans Ualgébre Maz-Plus on a aussi par hypothése : € @ (+00) = (—00) + (+00) = ¢ =

(—00).
1.2.2.2. Relation d’ordre dans un dioide

Définition 2. (Relation d’ordre).

Une relation R sur un ensemble S est une relation d’ordre si les trois axiomes suivants
sont vérifies Ve, y,z € S :

-R est réflexive : v R x

-R est transitive : six Ry ety R z, alorsx R z

-R est antisymétrique : six Ry ety R x, alors x = y.

Dans un dioide D donné, la propriété d’idempotence de la lot additive & induit une relation
d’ordre, notée < définie par V(a,b) € D*, a <b<=a®db=0b.

De plus, cette relation d’ordre est compatible avec les lois de structure de D, c’est-a-dire,
V(a,b,c) €D3, a<b=a®c<bDc

a<b=—=a®@c<bRcetcRQa<cRDb

Dans Ryae, la relation d’ordre naturel coincide avec Uordre usuel. Dans R, Uordre

naturel correspond a Uordre usuel, x <y <=z @y = min(x,y) =y.

Exemple 3. La relation <, associée a l'application max est une relation d’ordre qui
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correspond a l'ordre usuel <, a < b <= b = max(a,b).
La relation <, associée a l'application man est une relation d’ordre qui correspond @

Uinverse de l'ordre usuel >, a < b <= b = min(a,b).

1.2.2.3.Dioide matriciel :
Soit (D, ®,®) un dioide. On note DP*™ avec p,n € N*, I'ensemble des matrices de
dimension (p x n) a coefficients dans D. La somme matricielle de deux matrices A, B €
D®P*") “est une matrice notée A® B, avec des coefficients qui sont donnés par 1’expression
suivante :
(A® B)ij = ai; © by
Etant donnés les matrices A € D®*™ B € D("*9 avec p,n,q € N*. Le produit matriciel
de ces deux matrices est une matrice notée A ® B ou A - B, avec des coefficients qui sont
donnés comme suit :
(A® B)ij = Dj_i (Aix @ Byy).
A

ij» Bij désignent 1'élément de la i™¢ rangée et de la j7™ colonne des matrices A, B

respectivement et Cj;, désigne I'élément de la k™€ rangée et de la ;"¢ colonne de la

matrices C.

Exemple 4. Soient A ,B deuz matrices dans l'algébre (max,+) tels que :

37 2 0
A= et B=
2 4 3 1
On a )
max(3,2) max(7,0) 37
A @ B — fy ,
mazx(2,3) max(4,1) 3 4
et )
mazx(3+2,7+3) max(3+0,7+ 1) 10 8
AR B = =
| max(2+2,4+3) max(2+0,4+1 75

1.2.3 Reésolution des équations dans les dioides

Certaines équations définies dans des dioides complets admettent des solutions par-
ticuliéres extrémes, des solutions plus petite ou plus grande que toutes autre solution.

Des résultats généraux relatifs a la résolution des équations sur des dioides complets sont
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fournis dans [IT), 12]. Nous rappelons ici simplement le résultat concernant la résolution

de I'équation implicite x = a ® x & b qu’on va utiliser par la suite.

Définition 3. (Etoile de Kleene)([11), [12])
Soit D un dioide complet et a un élément de D, l’étoile de Kleene de a, noté a*, est définie

O = e. De la méme facon I’étoile de Kleene d’une matrice

comme suit :a* = @pen a® avec a
carrée A € D™ notée A*, est définie par : A* = @(ieN)Ai avecA® = I, et I,, designe la

matrice identité.

Théoreme 1. [11] Dans un dioide complet, la quantité (a*b) est la plus petite solution

de ’équation x = ax H b et de linéquation x > ax & b.

Démonstaration. On vérifie que x = a*b est solution de x = ax ® b.

On a:
a(ab) ®b=ale®a®a®>®.)bBb=(e®a®a*P®a’..)b=a*b. O

1.3 Reéseaux de Petri et graphe d’événements temporisé

1.3.1 Réseaux de Petri (RDP)

Les réseaux de Petri (RDP) ont été introduits en 1962 par 'allemand Carl Adam Petri
[44]. Tls constituent un outil puissant de description des systémes a événements discrets.
Ils permettent une modélisation graphique et mathématique des systémes de production.
Ils sont particuliérement adaptés a I’étude des processus complexes mettant en jeu des
propriétés de synchronisation et de partage de ressources. Le lecteur intéressé par plus
de détails sur les réseaux de Petri et les GETs trouvera une présentation générale et des
références bibliographiques dans [42], [43], [20]. Pour I'étude des SEDs dans l'algébre des
dioides, une classe des réseaux de Petri appelée Graphe dévénements Temporisé (GET)
est souvent utilisé comme outil de modélisation. Ces graphes peuvent étre représentés par
des équations linéaires dans cette algeébre. La démarche consiste en effet a modéliser le

systéme étudié en premier lieu par un GET, puis a établir, a partir du graphe obtenu, les



1.3 Réseaux de Petri et graphe d’événements temporisé 7

équations linéaires dans le dioide propre a ’analyse de ce systéme.

1.3.1.1. Définitions et notations

Définition 4. (Réseau de Petri)

Un réseau de Petri est un graphe biparti composé essentiellement de deux types d’objets :
les places (représentées par des cercles) et les transitions (représentées par des barres).
Des arcs orientés relient certaines places a certaines transitions, ou certaines transitions
a certaines places (voir Fig.. Des poids (W) sont associés aux arcs, lorsque tous les
arcs orientés ont un poids égal a 1, le réseau de Petri est dit ordinaire. S’il existe un arc
orienté dont le poids est strictement supérieur a 1, le réseau de Petri est dit généralisé.
Le nombre de transitions et de place est fini, et non nul. Chaque place peut comporter un

ou plusieurs jetons représentés par des points modélisent ’état du systeme.

Définition 5. (Réseau de Petri temporisé)
Un réseau de Petri est dit temporisé si des temporisations sont associées auz places et/ou

transitions.

Dans la suite de cette thése, nous considérons des réseaux de Petri temporisé ordinaires

ou les temporisations sont associées aux places.

Définition formelle : un réseau de Petri est un 5-uple Q = (P, T, A, iy, 7) ou :
o P=p1,po, ..., pn est un ensemble fini, non vide de places ,
o T=tq,ts,...,t,, est un ensemble fini, non vide de transitions ,
o AC (PxT)U(T x P) est 'ensemble fini des arcs qui connectent les places aux transition,

et les transitions aux places.

o 1o : est un vecteur d’entiers non négatifs dont la iéme composante indique le mar-
quage initial de la place p;.
o 7 € NP : définit des temporisations associées aux places. Une temporisation désigne la

durée minimale de séjour d’un jeton dans la place p;.
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D2

P1 D4

p3

~

t1

F1G. 1.2: Exemple d'un RDP

L N Y

F1G. 1.3: Représentation de marquage d'un RDP

e Marquage
Chaque place d’'un RDP contient un nombre entier positif ou nul de jetons. Le marquage u
définit I’état du systéme décrit par le réseau a un instant donné. C’est un vecteur colonne
dont la dimension est le nombre de places dans le réseau. Le iéme élément du vecteur
correspond au nombre de jetons contenus dans la place p; (voir Fig.
¢ Franchissement d’une transition
Une transition est franchissable lorsque toutes les places qui lui sont en amont (ou toutes
les places d’entrée de la transition) contiennent au moins un jeton.
La transition t¢; est franchissable & partir de 1’état p & I'intant 7; et son franchissement

conduit & I'état x', on peut désigner cela par :(u —— .

Définition 6. (Graphe d’accessibilité)

Soit n = (R, o) un réseau de Petri. L’ensemble des marquages accessibles A(R, 119) d’un
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2 Ps
P Mo 1251 Uz Uz
B
P2 1 2 1
1‘ th tf2 ‘
3 Ps
tz

F1G. 1.4: Exemple d'un RDP avec son graphe d’accessibilité

réseau de Petri marqué est l’ensemble des marquages que l'on peut atteindre a partir du

marquage initial g par une séquence de franchissement, aprés un temps T , c.a.d.

tq/T
A<R7 MO) = {:U’Za Eltqa Ho = :u’l}
On peut, lorsque cet ensemble est fini, le représenter sous forme d’un graphe (Figi2.11]).
Les sommets de ce graphe correspondent aux marquages accessibles de A(R, p). Un arc
orienté relie deux sommets p; et p; s’il existe une transition ¢, franchissable permettant

. . tq/T
de passer d’un marquage a un autre aprés un temps 7 : p; —— fi;.

1.3.1.2.Quelques propriétés des réseaux de Petri

Définition 7. (Vivacité).

Etant donné un réseau de Petri R et un marquage initial [19, une transition t; est dite
vivante pour le réseau marqué (R, o) si pour tout marquage p accessible depuis pg, il
existe une suite de transitions T , comportant au moins une fois la transition t;, et telle

que T' soit franchissable pour .

Un réseau de Petri marqué (R, 1) est dit vivant si toutes ses transitions sont vivantes.
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Définition 8. (RDP sans blocage).
Un réseau de Petri R est dit sans blocage pour un marquage wnitial po st aucun mar-
quage accessible n’est un blocage. autrement dit, un blocage est un marquage tel qu’aucune

transition n’est validée.

1.3.1.3.Différents structures des réseaux de Petri
1-Un graphe d’état est un RDP telle que toute transition a une place d’entrée et une
place de sortie.
2- Un graphe d’événement est un RDP telle que toutes place a exactement une tran-
sition d’entrée et une transition de sortie.
3- Un RDP pur s’il n’existe aucune transition telle que une des places d’entrée soit

également une place de sortie.

1.3.2 Graphe d’événements temporisé

Dans notre travail, on s’intéresse a la classe des graphes d’événements temporisés
qui est une sous classe des réseaux de Petri (notés GET) et qui permet de modéliser les
systémes ol interviennent des phénomeénes de synchronisation et de délai (les phénoménes
de conflits étant supposés résolus au préalable). Les graphes d’événements temporisés
admettent une représentation linéaire sur une structure algébrique de dioide, les résultats
sont bien connus [15],[40] et [19]. Dans cette section, nous représentons quelques définitions
et notations sur les GETs et la représentation de la dynamique de ces derniéres dans

I’algebre Max-Plus et 'algébre Min-Plus.

Définition 9. Graphe d’événements temporisés
Un graphe d’événements G est un réseau de Petri ordinaire ot chaque place posséde exac-
tement une transition d’entrée et une transition de sortie. Un graphe d’événement est dit

temporisé si des temporisations sont associées auz places et/ou transitions.

Dans la suite de ce mémoire, nous considérons des graphes d’événement P-temporisés
ou les temporisations sont associées aux places. Pour chaque couple de transitions ¢;,¢; €

T, tel que T est ’ensemble des transitions du graphe considérée. On note par p;;, la place
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qui relie la transition ¢; a ¢;. Si cette place existe, la temporisation correspondante est
notée 7;; et son marquage est noté m;.

1.3.2.1.Propriétés des graphes d’événements

Nous rappelons briévement quelques caractéristiques des graphes d’événements au travers

des propositions suivantes.

e Chemin
Un chemin entre deux transitions ¢; et ¢; d'un réseau de Petri, est une succession de place
et de transitions relié par des arcs, tel que la transition initiale du premier arc est t;, le
sommet terminal du dernier arc est ;.
Dans la suite de ce travail on note par « le chemin qui relie la transition de commande ¢,
a la transition ¢;, et par p le chemin qui relie la transition ¢; a la transition ¢;.
e circuit
Un circuit est un chemin ou la transition terminal est aussi la transition initial.
e Chemin élémentaire

Un chemin élémentaire est chemin ou aucun arc n’est répété.

Proposition 1. [39] Dans un graphe d’événements, le nombre de jetons d’un circuit

élémentaire est constant.

Démonstaration. Rappelons qu’'un circuit élémentaire est un chemin qui commence et
se termine au méme sommet. Alors, si une transition franchissable appartenant & un circuit
élémentaire est franchie, son franchissement prend un jeton dans une des places amont du
circuit pour le remettre immeédiatement dans une autre place aval du circuit. L’opération
de franchissement d’une transition d’un circuit laisse donc invariant le nombre de jetons

du circuit. O

1.3.2.2.Représentation de la dynamique ([11], [12])
Les graphes d’événements temporisés sont utilisés comme outil de modélisation intermé-
diaire. Si cette modélisation graphique constitue une premiére étape, la seconde étape
est la mise en équation du modéle graphique, c’est-a-dire la définition d’une représenta-

tion analytique du systéme. Le comportement d’un graphe d’événements temporisé peut
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s’exprimer sous forme d’équations linéaires dans les dioides R, i, 0u Rynae. Ces équations
représentent 1’évolution du graphe dans les domaines temporel et événementiel. Si on
considére 7;; la temporisation correspondante a la place p;; (c’est-a-dire la place qui relie
la transition ¢; & la transition ¢;) avec un marquage initial noté m;;. La plus grande tempo-

risation du graphe d’événements considéré est notée 77, définie par : 7™¢

T = max(T;;).
Le plus grand marquage initial des places du graphe d’événements considérés est défini
par : b = maxz(m;;). D'une maniére générale, le comportement d'un graphe d’événements
temporisés est représenté sous I'une des deux formes définies dans le paragraphe qui suit.
a)Fonctions compteurs, domaine temporel : La mise en équation de GET peut se
faire dans le domaine temporel, ou le systéme est écrit par des fonctions dépendantes
du temps t. Dans ce cas, on s’intéresse au nombre d’activation des transitions jusqu’a
I'instant considéré. En effet, cette représentation consiste a associer a chaque transition
une fonction 6(t) € R™, cette fonction est appelée compteur.

Les compteurs correspondants aux transitions sources (transitions d’entrées) sont les com-

m
man*

posantes du vecteur u(t) € R

POTPE%TCH

Fia. 1.5: Exemple d'un GET

-
=t

Le comportement du graphe d’événements temporisé de la Fig[I.5| est modélisé par les

inéquations suivantes :

01(t) < min(0 + u(t), 2 + O(t)),
0,(t) < 0+ 64 (t — 2),
03(1)) < 0+ O(t).

En utilisant des opérateurs algébrique de Min-Plus (@) pour l'opérateur min et (-) pour
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la somme classique 4+, ces équations peuvent étre réécrites comme suit :
01(t) <e-u(t)®2-0,(t),
Os(t) <e-0:(t —2),
O5(t) < e-0s(t).

Ces équations peuvent s’écrire sur la forme suivante :

IN

0(t) > Ay~ 0(t) ® Ay - O(t — 2) ® By - u(t),

avec :
01(t) e 2 € € € € e

Ot) = | 6,(t) |, Ado=|ec e e|,A2=|¢e e |, Bo=| ¢ |.Engénéral le
03(t) £ e ¢ € € ¢€ £

comportement d’un graphe d’événements temporisé est représenté par l'inéquation sui-

vante :

max

0(t) < &7 (A,0(t — 7) @ Byt — 7).

oit A, € R est la matrice dont le terme A, ;; est égal & m;;, qui correspond au nombre
de jetons initiaux dans la place p;; si cette place existe et ¢ sinon. Les termes des matrices
B, (k) € R correspondent aux marquages initiaux des places de sortie des transitions
sources.

En général, on s’intéresse a I’évolution au plus tot des graphes d’événements temporisés,
c’est-a-dire qu’une transition est franchie dés qu’elle est franchissable. Cette évolution

correspond 4 la solution maximale de l'inéquation précédente dans R,,;,. Cette solution

satisfait I’équation linéaire suivante :

max

0(t) =y (A0t —7) D B, -u(t —71)). (1.1)
L’équation (|1.1]) est implicite en général. Elle est souvent remplacée par la solution expli-

cite suivante :

O(t) = @I (Ay - A O(t — 1) D A5 - By - u(t —1)). (1.2)

Ou : Aj est I'étoile de Kleene de la matrice Ay.

Equation d’état dans R,,;,.
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Par analogie avec la théorie des systémes linéaires classiques, I’équation explicite (1.2))
peut étre transformée en une forme d’état. Pour obtenir un modéle d’état, nous décom-
posons toutes les places dont la temporisation 7 > 1 en 7 places temporisées a 1. Nous
ajoutons donc (7 — 1) transitions intermédiaires. On associe des compteurs & ces transi-

/
n
man -’

tions intermédiaires, au nombre de n’ qui sont les composantes du vecteur 6(t) € R

N

Le vecteur d’état résultant, noté x(t), appartient a RN, ~avec N = n+n’, et est défini par :

0(t)
o)
Le comportement dynamique du graphe d’événements temporisé étendu est décrit par

une équation de la forme :
w(t) = Ag-z(t) ® Ay -zt — 1) ® By - u(t), (1.3)
Qui peut s’écrire sous la forme explicite suivante :
z(t)=A-z(t—1)® B -u(t), (1.4)

avec

A:ASAletB:Agéo

Proprieté 1. [J|] Pour un graphe d’événements temporisé avec des temporisations com-

mensurables, I’équation d’état est équivalente a la formulation suivante :
T—1
2(t) = A"zt —7) ® [P A" B-ult — k) (1.5)
k=0
Pour tout T entier tel que T > 1.

Démonstaration. Nous allons démontrer cette propriété par récurrence. Etant donné
un graphe d’événement temporisé dont le comportement est décrit par I’équation d’état
(1.4)). II est claire que la propriété est vérifiée pour 7 = 1. Supposons qu’elle est aussi

vérifiée pour 7 = K, c’est-a-dire :

x(t):Ak~$(t—K)@[®Ak-B-u(t—K)] (1.6)
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Du fait que ’hypothése que I'équation d’état est satisfaite, nous avons

r(t—K)=Ax(t—K—-1)® Bu(t — K). (1.7)

En remplagant x(t — K') par son expression dans (|1.6]), nous obtenons alors

x(t):AK“-:p(t—(K+1))@[E|_9A’“-B-u(t—f()]. (1.8)

b) Fonctions dateurs, domaine événementiel :
Pour la représentation en dateurs, on s’intéresse aux dates d’activation des transitions
du GET. Dans ce cas, on associe a chaque transition une fonction 0(k) € R”  cette

fonction est appelée dateur. Les dateurs correspondants aux transitions sources sont les

composantes du vecteur u(k) € R™

max”

La dynamique d’un graphe d’événements temporisé

est représentée par I'inéquation suivante :

max

0(k) > @7 (A.0(k — 1) - Bru(k — 1)).

ou A; € R%g est la matrice dont le terme A;;; est égal a 7;;, qui correspond a la
temporisation de la place p;; marquée a [. Si cette place n'existe pas, le terme A;;; est
égale a . Les termes des matrices B; € R"*™ correspondent aux temporisations des places
de sortie des transitions source. En général, on s’intéresse a 1’évolution au plus tot des
graphes d’événements temporisés, c’est a dire qu’une transition est franchie dés qu’elle
est franchissable. Cette évolution correspond & la solution minimale de I'inéquation pré-

cédente dans R,,,,. Cette solution satisfait I’équation linéaire suivante :

max

o(k) = @7 (A.0(k — 1) - Bru(k —1)). (1.9)

L’équation est implicite en général. Elle est souvent remplacée par sa solution

explicite suivante :

max

(k) = ™" (AL - Ak — 1) - A% - Bu(k — ). (1.10)
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ot Aj est I'étoile de Kleene de la matrice Ay.
Equation d’état dans R,,,,.
Par analogie avec la théorie des systémes linéaires classiques, I’équation explicite peut
étre transformée en une forme d’état. Pour obtenir un modéle d’état, nous décomposons
toutes les places dont le marquage m > 1 en m places marquées a 1, et donc, nous ajoutons
(m —1) transitions intermédiaires. On associe des dateurs a ces transitions intermédiaires

au nombre de n’ qui sont les composantes d'un vecteur (k) € R? . Le vecteur d’état

max-”

résultant, noté x(k), appartient & RY__ avec N =n + n’, et est défini par :
0(k

o(k) = _( ) |
o(k)

Dans notre cas, nous considérons des graphes d’événements dont le marquage des place
qui ont des transitions source en amont est nul. Le comportement dynamique du graphe
d’événements temporisé étendu est décrit par une équation de la forme :
w(k)=Ag-z(k)® Ay - x(k —1) ® By - u(k),

qui peut s’écrire sous la forme explicite suivante :

2(k) = A-x(k—1)® B - u(k), (1.11)

Avec A= A% . A, et B= A} By.

Proprieté 2. on considére un graphe d’événements temporisé dont le comportement est
représenté par l’équation . Cette représentation d’état est équivalente a la formulation

sutvante :

-1
2(k) = A%x(k — ¢) & |PA* B)uk-k)|, (1.12)

Pour tout ¢ entier tel que ¢ > 1.

Exemple 5. Nous considérons l’exemple de graphe d’événements temporisé de la Figl1.0,.
Ce graphe représente le fonctionnement d’un systéme qui se compose essentiellement d’un

four et d’un stock. Le four est modélisé par la place pay qui peut contenir jusqu’a deux
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pieces, le temps de cuisson est 1 unité du temps. La place pss modélise le stock qui repré-
sente aussi la zone de refroidissement, ce stock peut contenir une seule piéce a la fois, le

temps de refroidissement est de 2 unités du temps.

e Fonctions dateurs
Nous considérons le fonctionnement au plutot, c’est-a-dire que toute transition validée est

immeédiatement franchie. Les fonctions dateurs vérifient alors les équations suivantes :

m

>
=
=
I
o
]
—~
o
+
£
—~
oy
~—
[a)
_I_
)
no
—~
ol
|
)
~—
~—
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Ce qui donne :

€

€

H(k—1)@

O(k—2)@

Pour avoir la forme d’état, nous avons étendu le graphe d’événements temporisé initial

pour avoir un nouveau graphe équivalent avec des marquages égaux a 1 ou 0. Nous obte-

nons alors le graphe de la Fig[1.7]

3

e

€

€

£

cx(k—1)®

3

(1.13)

ou z;(k) est la fonction dateur de la transition ¢; pour i = 1 a 5, et u(k) correspond a la

fonction dateur de la transition d’entrée tu.

e Fonctions compteurs

Nous associons maintenant pour chaque transition de graphe d’événements de la Fig[I.6|

une fonction compteur 6;(¢). Pour un franchissement au plus tot, les fonctions compteurs
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vérifient les équations suivantes :

01 (t) = min(0 + u(t), 2+ 6,(t)),
O(t) = min(1 + 63(t), 0+ z1(t — 1)),
03(t) = 0+ Oa(t — 3),

04(t) = 0 + O5(1).

Ce qui donne :

€ 2 ¢ ¢ € € € € € € € € e
e ¢ 1 ¢ e € € ¢ € € € ¢ €
0(t) = 0(t)® (t—1)® 0(t—3)® u(t)
€ € € € € € € € € e € € €
€ € € ¢ € € € € € € € € €

Pour avoir la forme d’état, nous avons étendu le graphe d’événements temporisés initial
pour avoir un nouveau graphe équivalent avec des temporisations égales a 1 ou 0. Nous

obtenons alors le graphe de Fig[I.8]

F1G. 1.8: Graphe étendu de sysstéme montré dans la Fig[I.0]
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Le modele d’état obtenu est donné par :

2 £ ¢ ¢ ¢ 3 e
e € € ¢ ¢ 1 €
€ € € € € e €
x(t) = z(k—1)& u(k)
E € € € € € €
€ e € € € € €
€ € € € e € €

1.4 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons présenté les outils mathématiques utilisés dans
nos travaux. Nous avons ainsi donné quelques définitions et propriétés relatives aux
dioides. Nous avons introduit les graphes d’événements temporisés aprés un petit rap-
pel sur les réseaux de Petri. Par la suite, nous avons montré comment, a partir d'un GET,

obtenir des modeéles linéaires dans 1’algebre Max-plus et Min-plus.



Chapitre 2

Commande Max-Plus des systémes a
événements discrets sous contraintes de

temps

2.1 Introduction

Commander un systéme a événements discret consiste a synthétiser des lois de com-
mande qui agissent sur le systéme considéré afin de garantir des spécifications imposées par
le cahier des charges de ce dernier. Ainsi, il apparait que la synthése de lois de commande
représente un concept fondamental dans la structure et la conception de ces systémes.
Cette notion a attiré 'attention de plusieurs chercheurs de la communauté des systémes a
événements discrets. Plusieurs approches ont été développées pour synthétiser un contro-
leur (superviseur) afin de garantir un fonctionnement souhaité pour cette catégorie de
systémes [46], [53],[32].

Par ailleurs, il est a noter que le temps est une composante primordiale dans les systémes
a événements discrets i.e. les opérations doivent avoir lieu dans des délais bien précis
(définis selon 'application), et avant une date fixée a I’avance, afin de garantir le bon
fonctionnement du systéme. Le non-respect des délais ou des contraintes temporelles peut

conduire & des états non souhaitables et parfois méme a des conséquences graves. 1l est
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donc, trés important de disposer de techniques d’analyse et de controle afin de garantir les
spécifications temporelles imposées par le cahier des charges. Plusieurs approches de com-
mande basées sur les différents outils de modélisation et d’analyse sont développées dans
le but de garantir des spécifications temporelles imposées sur cette catégorie de systémes.
A titre d’exemple, 'approche proposée dans [14] est basée sur les automates temporisés
et la discrétisation du temps. Deux types d’automates sont utilisés, le premier pour la
modé¢lisation des états et les transitions du systéme, et le second pour la modélisation
des contraintes temporelle. Cette approche donne une bonne solution de commande par
supervision des systémes a événements discrets temporisés. Comme toutes méthodes ba-
sées sur 'utilisation des automates, son inconvénient majeur réside dans le probléme de
I’explosion combinatoire du nombre d’états. Afin d’éviter le probléme d’explosion combi-
natoire, plusieurs approches basées sur les réseaux de Petri ont été proposées. Dans ([13]),
une approche basée sur les réseaux de Ptri temporisés a été présentée. L’auteur a déve-
loppé une nouvelle technique énumérative pour I'analyse des systémes a temps critique.

Il est a noter que ces derniéres années, plusieurs approches formelles ont été dévelop-
pées pour la commande des SEDs sous contrainte de temps en utilisant de ’algébre des
dioides 2], [8], [15], [28], [34], [38]. Les auteurs de [I5], [34], s'intéressent plus précisément
a des problémes de rejet de perturbations et de poursuite de modéles de références. La
contrainte temporelle dans ces cas est considérée comme une condition supplémentaire a
satisfaire. Par contre, les auteurs dans [2], [8], ont abordé le probléme de la commande des
systémes a événements discrets sous contraintes temporelles strictes. Ils ont calculé des
feedbacks causaux pour satisfaire des contraintes de temps. Leur méthode est basée sur
la modélisation du systéme considéré par un graphe d’événements temporisé. L’algebre
Max-Plus a été utilisé pour décrire le comportement du graphe par des équations linéaires.
Toutes les transitions du graphe considéré ont été considérées comme observables, mais
non toutes commandables (que les transitions d’entrées sont considérées commandables).
Une extension de cette méthode est représentée dans [31], ou les auteurs ont abordé le
probléme de contraintes du temps imposées & un SED, les auteurs ont considéré que les

transitions du graphe ne sont pas toutes observables (que les transitions de sortie sont
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observables). L’objectif des auteurs est de calculer des lois de commande en fonction des
transitions de sorties. Ces derniéres doivent satisfaire les contraintes de temps imposées
sur le GET qui modélise le systéme considéré.

Une autre méthode basée sur 'algébre Max-Plus est présentée dans [2§], les auteurs ont
considéré que les systémes sont soumis a des contraintes temporelles et a des contraintes
de marquage imposées sur certaines places ou chemins du graphe. Le controleur synthé-
tisé est un sous graphe qui se compose de places et de transitions connectées au GET du
systéme.

Les méthodes que nous avons citées précédemment sont limitées au cas ol la contrainte
temporelle est imposée sur une place de GET. Dans ce chapitre, nous allons traiter le cas
général ou les contraintes sont imposées sur certains chemins d’'un GET, sachant qu'une
place dans un GET est un chemin de longueur 1. Notre travail, consiste a synthétiser
un controleur qui garantit des contraintes temporelles imposées sur certains chemins d’un
graphe d’événements temporisé. Ce type de contraintes est trés fréquent dans les architec-
tures d’automatisation en réseaux (AAR) [49], dans les systémes de transports [2§]...etc.
Ce chapitre est structuré comme suite : La section 2.2 est consacrée a la présentation
de notre problématique et notre motivation. La commande Max-Plus des GET sous
contraintes de temps est représentée dans la section 2.3. Nous considérons dans un pre-
mier temps le cas de la commande d'un graphe d’événements temporisé avec une seule
transition de commande. Par la suite nous généralisons notre approche pour le cas de la
commande d'un GET avec plusieurs transitions de commande. Pour les deux cas, nous
considérons tout d’abord le cas ot le systéme est soumis & une seule contrainte temporelle.
Ensuite, nous étendrons I'approche au cas ou le graphe est soumis & plusieurs contraintes
temporelles différentes. Dans la derniére section, nous appliquons les résultats de I'ap-
proche que nous avons proposée a une Architecture d’Automatisation en Réseau (AAR).
Nous décrivons tout d’abord les différentes parties de ces systémes et leurs principes de
fonctionnement, puis nous passerons a la commande d’une AAR soumise & des contraintes

temporelles imposées sur le temps de réponse.
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2.2 Motivations et problématique

Dans certaines applications industrielles le temps est contraint. Ces contraintes peuvent
prendre diverses formes (échéance, intervalle de temps, durée de validité, etc.) et s’appli-
quer a des objets variés. Dans la littérature, de nombreuses approches sont proposées pour
la synthése de controleurs afin de satisfaire les contraintes temporelles imposées aux sys-
témes & événements discrets temporisés. Nous pouvons citer a titre d’exemple [2],[8]. Les
auteurs traitent le probléme de la contrainte temporelle imposée aux places d’un graphe
d’événements temporisé. Ces approches sont basées sur I'utilisation des graphes d’événe-
ments temporisés pour la modélisation des systémes considérés. Et par la suite utiliser
I’algébre Max-Plus pour décrire le comportement des GETs via des équations linéaire dans
I’algébre Max-Plus. Dans le cas pratique, I'objectif des auteurs est de garantir la durée de
I’exécution d’une tache ou plusieurs taches indépendantes.

Dans les systémes industriels en générale, les taches sont dépendantes les unes des autres.
Chaque tache est reliée a la tache qui la précéde, il existe alors des contraintes tempo-
relles imposées sur plusieurs taches dépendantes. Dans les architectures d’automatisation
en réseau, par exemple, le temps de réponse est représenté par une succession de taches
de traitement et de communication dépendantes. Ces systémes généralement sont soumis
a une contrainte temporelle imposée sur leurs temps de réponse. Cette contrainte a sa-
tisfaire n’est pas imposée sur une place du graphe modélisant ce systéme, mais sur une
succession de place du GET considéré. Les méthodes qu’on a citées précédemment sont
limitées et ne permettent pas de considérer des contraintes sur des chemins. Dans ce cha-
pitre, on s’intéresse plus précisément aux contraintes temporelles imposées sur certains
chemins d’un graphe dévénements temporisé modélisant une succession de taches dépen-
dantes. Nous cherchons a synthétiser un controleur sous la forme de u(k) = F - z(k — 1)
afin de garantir la satisfaction de contraintes temporelles imposées sur certains chemins
d’'un GET. Notre méthode est basée sur l'utilisation de GETs pour la modélisation de
systéme considéré et sur 'algébre Max-plus pour exprimer le comportement de GETs
par des équations linéaires. Les contraintes & satisfaire sont exprimées par des inéqua-

tions linéaires dans cette algebre. L’approche que nous proposons dans ce chapitre est
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) min _max )
t ITE',." v Tig ] t

F1G. 2.1: Contrainte temporelle imposée sur une place

une extension de l’approche proposée dans [2]. Nous généralisons la méthode proposée
dans [2] pour le cas ou les contraintes temporelles sont imposées sur les chemins d'un
graphe d’événements temporisé au lieu des contraintes imposées sur des places. Avant de
présenter notre contribution sur la commande des graphes d’événements temporisés sous
contraintes de temps, nous commencons tout d’abord par présenter un petit résumé sur

la méthode proposée dans [2].

2.2.1 Probléme de commande des GETs sous contraintes tempo-

relles imposées sur des places [2]

Plusieurs méthodes ont été proposées pour la commande des GETs sous contraintes
temporelles imposées sur des places de ce dernier. Nous pouvons citer a titre d’exemple
les méthodes proposées dans [34], [2], ces méthodes sont basées sur I'utilisation des GETs
et de 'algébre Max-Plus.

L’objectif des auteurs de I'approche proposée dans ([2]) est de synthétiser un controleur
sous la forme de u(k) = F.x(k — 1) afin de garantir les contraintes temporelles imposées
sur des places d’'un GET.

Dans les graphes d’événements temporisés, la temporisation de chaque place correspond a
la durée minimale de séjour des jetons dans la place. La durée maximale apparait comme
une contrainte supplémentaire qui devrait étre vérifiée. Alors des intervalles de temps sont
associés pour chaque place comportant une contrainte temporelle.

Soit p;; une place soumise & une contrainte de temps de s¢jour, un intervalle de temps

[T, 7i79*] est associé & cette place, comme illustrée a la Fig..
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En associant a chaque transition du graphe dévénements temporisé un dateur. Les
dateurs associés aux transitions ¢; et t; sont notés respectivement par : z;(k) et z;(k).
La contrainte temporelle imposée sur la place p;; est exprimée par 'inéquation Max-plus

linéaire suivante :

zi(k) < 702 (k — myj ) (2.1)

La condition {D impose aux jetons de passer au maximum 7;7'**

unités de temps dans
la place p;;. Les auteurs ont ainsi synthétisé des lois de commande causales u(k) qui
permettent de garantir le respect de cette contrainte temporelle. La méthode développée
est basée sur la résolution d’un systéme d’inéquation dans 'algébre Max-Plus. Les auteurs
supposent qu’il existe au moins un chemin « qui relie la transition source a la transition ¢;
(t; étant la transition d’entrée de la place sous contrainte p;;), le marquage de ce chemin
est noté par mg.

Les auteurs de [2], ont défini deux conditions suffisantes et nécessaires pour I'existence des
lois de commande qui garantissent la contrainte temporelle imposée sur la place p;;. La
formule du controleur u(k) est donné par une formule explicite en fonction des transitions
de GET qui modélise le systéme considéré. Les auteurs ont considéré tout d’abord le cas
de commande d’un GET avec une seule contrainte temporelle, puis ils ont généralisé leur
approche pour le cas d'un GET avec plusieurs transitions sources.

Le Théoréme 2 est dédié pour le cas simple, commande d’un GET avec une seule transition
de commande et soumis & une seule contrainte de temps. Les résultats obtenus sont

résumés dans le Théoréme suivant :

Théoreme 2. [2]. L’équation

u(k) > @ [(Ai — By — 77%) - x.(k — 1)], définit des lois de commande causales qui
garantissent le respect de la contrainte x;(k) < 7/7% - x;(k — my;) si les deur conditions
survantes :

(A%)i > 7797 - (nA™ - B); avecr =1 a N et ¢ = mq +mg +1 .

(Ak, - B); <7770 (AMe - B); avec 0 < < o—1

sont satisfaites, et si hypothése (m, = m;; = 0) est bien respectée.
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2.2.2 Contrainte temporelle imposée sur un chemin d’un GET

Au lieu de considérer une contrainte temporelle imposée sur des places d'un graphe
d’événements temporisé on peut chercher a limiter le délai de séjour d’un jeton dans cer-
tains chemins d’'un GET. Si ce graphe modélise un systéme de production, ce type de
contrainte a pour but de limiter le temps d’exécution d’une succession de taches dépen-
dantes. Soit p un chemin d’'un GET schématisé sur la Fig2.2]

Le nombre de jetons initiaux contenus dans ce chemin est m,, I'intervalle de temps as-

F1G. 2.2: Schéma d’un chemin d’'un GET

max
T

5 représente la borne maximale de temps & ne pas

SN : max
socié a ce chemin est [7,, 7,"7]
dépasser. On associe aux transitions ¢; et ¢; deux dateurs notés respectivement z,(k),
z;(k). La contrainte temporelle imposée sur le chemin p peut étre décrite en fonction de

ces dateurs par la relation suivante :

zi(k) — xj(k —m,) < 7" (2.2)

Dapreés la définition des dateurs (x;(k) — z;(k — m,)) représente le temps de séjour du
keme jeton dans le chemin p.

L’inéquation ([2.14)) peut étre écrite comme suite :
zi(k) <7 xi(k —my) (2.3)

La contrainte (2.3) exprime la durée maximale & ne pas dépasser par un jeton entrant
dans le chemin p. Notre travail consiste a synthétiser un controleur afin de respecter cette

contrainte temporelle.
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2.3 Commande temporelle des systémes Max-Plus li-
néaires

Dans cette section, nous étendons la méthode proposée dans [2] pour le cas de contraintes
temporelles imposées sur des chemins d’un graphe d’événements temporisé [49]. Dans un
premier temps nous considérons le cas de commande des graphes d’événements temporisés
a une seule transition d’entrée : ce dernier est soumis a une seule contrainte temporelle
ou plusieurs contraintes temporelles. Ensuite, nous généralisons notre étude pour le cas
de commande de GET a plusieurs transitions d’entrées.

Dans la suite de ce chapitre nous considérons les hypothéses suivantes :

Hypothése 1. [l existe au moins un chemin qui relie la transition de commande a la

transition d’entrée du chemin sous contrainte.

Hypothése 2. Chaque transition de graphe d’événements temporisé est franchie deés

qu’elle est franchissable (franchement au plus tot).

2.3.1 Commande monovariable

Dans cette section, nous considérons un systéme a événements discret modélisé par
un graphe dévénements temporisé soumis & des contraintes temporelles. Ces contraintes
sont imposées sur certains chemins de ce GET. Le comportement de ce graphe est re-
présenté par une équation d’¢tat (1.11), avec une seule entrée de commande qui est un
scalaire u(k) € RY*!. Notre objectif est de calculer une loi de commande sous la forme
de u(k) = F - x(k — 1) ou F est un vecteur ligne avec N composantes. On note les com-
posantes du vecteur F' par F, pour (r =1 a N). La loi de commande que nous cherchons
est fonction des dateurs des transitions internes de graphe considéré. La composante F
représente la temporisation de la place qui relie la transition interne ¢, a la transition de

commande t,, dans le cas ol y a pas de liaison entre une transition ¢, et la transition de

commande t,, F, prend la valeur ¢.
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2.3.1.1. Une seule contrainte

Nous considérons un graphe d’événements temporisé G comportant une seule contrainte
temporelle. Cette contrainte est imposée sur le chemin p qui relié¢ la transition ¢; a la
transition ¢; du graphe G. La temporisation associée a ce chemin est notée 7,, cette tem-
porisation représente la somme des temporisations associées aux places de ce chemin. Les
transitions du graphe G ne sont pas toutes commandables, la transition d’entrée notée t,
est la seule transition commandable. Le comportement de ce graphe est représenté par
'équation Max-Plus linéaire (1.11)). Notre objectif est de synthétiser un controleur u(k)
qui garantit la satisfaction de la contrainte temporelle .

En appliquant la propriété 2, pour 7 = ¢, tel que ¢ est un entier avec ¢ > 1, a 1’équa-
tion Max-plus linéaire du graphe d’événement temporisé, on obtient I’expression explicite

suivante :
¢—1 ,
v(k) = A%x(k — ¢) ® |EPA* B)uk k)|, (2.4)
k' =0
La i™¢ composante des termes de cette équation, est donné par :

o—
@A (k- o) P @ u(k — k) (2.5)

En remplagant la fonction z;(k) par son expression donnée en (2.5) dans I'inéquation

(2.3), on obtient l'inéquation suivante :

N o—1 ) ,
P AL a (k- o) D |EPA Bliulk — k)| <pm - ai(k—m,). (2.6)

Du fait qu’il existe un chemin « qui relie la transition de commande ¢, & la transition
t; (Hypothése 1) et a partir de la définition de la fonction dateur de la transition t;, la

relation entre les deux transitions est donnée par :
zj(k) > (A™ - B); - u(k — ma). (2.7)

Avec m,, répresnte le nombre de jetons de chemin a.
En prenant en considération I’hypothése 2 (franchissement au plus tot), et en remplagant

la fonction x;(k) par son expression (2.7) dans I'inéquation (2.6)) on obtient :
$—1

D A% (k=0 D) | DAY - Bl ull— 1) | < 7 (A" B)joulk—m,—m,) (2:8)

k' =0
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Alors, la contrainte ([2.3)) est satisfaite si les deux inéquations suivantes sont vérifiées :

N
@ AL x (k= ¢) < 7T (A B); - u(k — m, —my) (2.9)
-1
(AF - B);-u(k—k) < T (AT B)j - u(k —my, — mag) (2.10)
k'=0

Les deux inéquations (2.9) et (2.10) peuvent étre décrites par les deux inéquations sui-

vantes :

u(k —m, —mg) > @A T _ (AMe . B, - x,(k — ¢) (2.11)
¢—
@ u(k — ) <779 (A" . B); - u(k —m, — mq) (2.12)

La contrainte temporelle est satisfaite si les deux inéquations (2.11)) et ( sont
satisfaites.
Dans le Théoréme [3| on définit la formule des lois de commande causales qui satisfont la

contrainte temporelle (2.3), dans le cas ou la condition (2.14)) est satisfaite.

Théoreme 3. Nous considérons un graphe d’événements temporisé G avec une seule
transition de commande et soumis a une seule contrainte temporelle sous la forme .
Nous supposons qu’il existe un chemin « qui relie la transition de commande t, a la
transition d’entrée de chemin sous contrainte p avec (mo, = 0). Le chemin p n'est pas

marqué initialement. Le controleur décrit par [’équation suivante :

u(k) = @ F,.x.(k —1). (2.13)
avec F, = max (0, Ay, — 7 — B;), satisfait la contrainte temporelle (2.3)) si la condition
sutvante :

B < 7. B; (2.14)

est vérifiée.

Démonstaration. Comme nous 'avons expliqué précédemment, on cherche un contro-

leur sous la forme u(k) = F - z(k — 1). Pour cela, on prend ¢ = 1 ce qui signifier que



2.3 Commande temporelle des systémes Max-Plus linéaires 31

mq = m, = 0, alors 0 < k' < ¢ —1 ce qui implique k" = 0.

Nous remplagons ¢, m, et m, par leurs valeur dans les deux inéquations et .
L’inéquation donne la formule de la loi de commande qui garantit la satisfaction
de la contrainte temporelle si la condition donnée par l'inéquation est bien

versifiée. O

2.3.1.2. Plusieurs contraintes
Nous considérons dans ce cas un graphe d’événements temporisé décrit par son équation
d’état , soumis & S contraintes temporelles (notées p,, avec s = 1 a S) . Les tran-
sitions ¢; et t; notent respectivement la transition d’entrée et la transition de sortie de

max

chemin p,. Pour chaque chemin pg, nous avons m,,, 7,, et T, qui représentent respecti-

vement le marquage initial, la temporisation minimale et la temporisation maximale de ce
chemin. Les fonctions z;(k) et x;(k) définissent les dateurs correspondants aux transitions
ti et tj.

Les contraintes temporelles imposées sur ce graphe sont exprimées par l'inéquation sui-

vante :

(k) <7 ai(k),  s=1,..,8 (2.15)

< Ty,
Pour s allant de 1 a S, nous prenons toujours en considération I’'Hypothése 1, et nous sup-
posons que pour tout s allant de 1 & S, il existe au moins un chemin qui relie la transition
de commande ¢, & la transition ¢; qu’est la transition d’entrée de chemin sous contrainte,
nous notons ce chemin par «.

Le marquage initial du ce chemin est notée par la valeur de m,,. La relation entre ces

deux transitions est donnée en fonction de s par I’équation :

2,(k) = (A7 - B); - u(k —mq) (2.16)

Nous pouvons appliquer les résultats du Théoréme (3| pour chaque contrainte temporelle
imposée sur ce graphe. Nous notons par us(k) les lois de commande qui garantit la s™°
contrainte. Les lois de commande u4(k) sont obtenues en fonction du paramétre s, et elles
sont données par :

us(k) = N (A — 7% — By) -z (k — 1)

r=1 Ps
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avec @5 = Mqs + My, + 1 pour s allant de 1 a S.
Le controleur qui garantit le respect de toutes les contraintes, correspond au controleur
maximum entre les controleurs u,(k) calculé pour s allant de 1 & S.

Ces résultats sont résumés dans le théoréme suivant :

Théoreme 4. Soit G un graph d’événements temporisé, dont le comportement est décrit
par ’équation , ce graphe est soumis a S contraintes temporelles sous la forme de

, tel que my, = m,, =0 et ¢ps = 1. Le controleur donné par :

u(k) = EP us(k) (2.17)

avec,

us(k) = F,, - (k= 1) avec F,, = maz(0, (A — 7,09 — Bj))

satisfait toutes les S contraintes temporelles si les conditions suivantes

Bi S T;);ax . Bj

(2.18)

sont versifiées pour chaque indice s correspondant a la contrainte imposée sur le chemin

Ps-

Démonstaration. D’apres le Théoréme 3, si la condition [2.14] est satisfaite, alors les lois
de commande données par ug(k) satisfaisant la "¢ contrainte temporelle [2.15]

Pour s =1 a S, nous avons l'inéquation suivante :

@leus(/f) > us{k)

A partir de cette équation, il est évident que le controleur u(k) = ©5_ u (k) satisfait les
S contraintes temporelles 2.15]
[

Exemple 6. Nous considérons un systéme de transmission de l'information. Ce systéme
effectue deux tiches A et B en série. Aprés l'exécution de la tdche A ['information est

transmise afin d’effectuer la tiche B. Une contrainte temporelle est imposée sur le temps
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d’exécution de la tiche A et le temps de transmission de linformation. Le temps de [’exé-
cution de la tiche A n’est pas fize, il varie en entre 2 ms et 5 ms, le temps d’exécution de
la tache B est fité a 3 ms. Le temps de transmission (i) est fixé a 10 ms. Le temps de

l’ezécution de la tdache A et le temps de transmission i1 ne doivent pas dépasser 15 ms.

Transmission (il)\

A > B ) ——

F1a. 2.3: Systéme de transmission d’informations

Nous prenons en considération le cahier des charges de systéme de transmission de
Uinformation représenté a la figure Fig|2.3.
Ce systeme peut étre modélisé par un graphe d’événements temporisé donné a la Figl2.].

La contrainte temporelle itmposée a ce systéme est imposée sur le chemin allant de la

0
O
ta 0 t1 [2 5 Eg t3| 3 14
10 L‘
0 0

F1G. 2.4: modéle GET de systéme de transmission d’informations

transition de ty a la transition t3. Cette contrainte peut étre représentée par l'inéquation
suivante :

z3(k) < 15.21(k)

Notre objectif est de calculer une loi de commande u(k) a appliquer sur le systéme de
transmission d’informations afin de garantir les spécifications de systéme. Le systéme
posséde une seule transition d’entrée, cette transition est la seule transition du systéme
qui est contrélable.

Nous appliquons le Théoreme 3 pour calculer les lois de commande qui garantissent la
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contrainte temporelle imposée sur ce systéme. Pour cela, nous donnons tout d’abord [’équa-
tion d’état du graphe de la Figl2.]).

En appliquant les résultats de la section 1.3.2.2, I’équation d’état de ce systéme est repré-

sentée par l’équation :

e e € ¢ e
e 2 e ¢ 2
z(k) = -x(k) @ -u(k). (2.19)
e 12 10 e 12
e 15 13 3 15

L’hypothése du Théoreme 3 est vérifiée du fait qu’il existe un chemin vide o qui relie la
transition de commande t, a la transition t1 qui est la transition d’entrée de chemin sous
contrainte p. La temporisation minimale de ce chemin est 7, = 12, et la temporisation
mazimale qui ne devrait pas le dépasser est 7" = 15.

D’apres équation ona:Bj=By=¢B; =DBy=12, A;, = A3, = (¢ 12 10 e).
On a By < 7™ . By, la condition du Théoréme est donc bien vérifiée. Alors il existe une
loi de commande qui satisfait la contrainte temporelle imposée sur le systeme. Cette loi

de commande est donnée par [’équation suivante :
u(k) = ©F_, (As, — T = By) e (k = 1)

=@t (A3, —15—0) - 2,.(k — 1)
On prend en considération la remarque 2.1 et on remplace les termes (A, — 15 < 0) par

I’élément neutre e. Alors, Le contréleur est donné par l’équation suivante :
ulk) =e-xo(k—1)Pe-az3(k—1)De-ay(k—1)

Ce controleur peut étre simplifié. D’apres le graphe de la Figl2.4], 1l est clair que, la
date de franchissement de la transition tz est supérieure a la date de franchissement la
transition ty, et que la date de franchissement de la transition ty supérieur a la date de
franchissement de la transition t3 ce qui donne xq(k — 1) > x3(k — 1) > zo(k — 1).

Alors la loi de commande est donnée par [’équation suivante :

u(k) = exy(k —1) =3.x3(k — 1)
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Ce controleur peut étre représenté par une place marquée et temporisée connectée au mo-
dele de graphe d’événements temporisés de systeme (Fz'g.) afin de garantir la contrainte

temporelle imposée a ce systéme.

3
2l
@J" 0
©®
tu 0 4 [25]\:'3 ts 3 ts
Lo oy Y ]
[ (o / W/
10
®
0 0

F1G. 2.5: modele GET de systeme de transmission d’informations avec la place de controle

2.3.2 Commande multivariables

Dans cette section, nous traitons le probléme de la commande d'un graphe d’événe-
ments temporisé avec plusieurs transitions de commande. Comme dans la section précé-
dente, nous supposons que ce graphe est soumis a des contraintes temporelles, et que le
comportement de ce graphe est représenté par une équation linéaire dans 1'algebre Max-
Plus sous forme de 1’équation , avec u(k) € R™, et B € RNVX™ tel que m représente
lenombre de transitions d’entrées et N le nombre des transitions internes. Notre objectif
est du calculer les composantes de vecteur de commande u(k) qui garantit la satisfaction
des contraintes temporelles imposées sur le graphe considéré. Dans un premier temps,
nous considérons le cas d'un GET avec plusieurs transitions d’entrées et soumis a une
seule contrainte temporelle, puis, nous généralisons notre étude pour le cas d'un GET
avec plusieurs transitions d’entrées est soumis a plusieurs contraintes temporelles.
2.3.2.1.Une seule contrainte
Nous considérons dans ce cas un GET avec m transitions d’entrées et soumis a une seule
contrainte temporelle imposée sur le chemin p. On associé pour chaque transition source,
une fonction dateur notée u;(k) pour [ = 1---,m. Nous supposons toujours qu’il existe un
chemin, noté o avec un marquage initial m,, qui relie la transition ¢,. a la transition ¢;

qu’est la transition d’entrée du chemin sous contrainte p.
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En prenant en considération cette hypothése, la relation entre la transition source tu,. et

la transition ¢; est donnée par :
zi(k) > (A" B)cuc(k —mg)

Nous supposons maintenant que le marquage du chemin « et du chemin p sont nul, c’est-
a-dire, m, = m, = 0. Dans ce cas, on a, ¢, = m,, +m, + 1 = 1. Alors les inéquations

2.9 peuvent s’écrire comme suite :

N
P A - @k —1) < 77 - (B)je - uclk) (2.20)
r=1
B Bic - w(k) < 70" - Bje - ue(k) (2.21)
=1

Les deux inéquations (2.20)) et (2.21]) peuvent étre écrites par ces deux inéquations :

ue(k) > P - (B)je — Aula,(k — 1) (2.22)
é Bie - w(k) < 7, - Bje - uc(k) (2.23)
=1

L’inéquation donne la formule de la S composante du vecteur de commande u(k).
Cette composante permet de vérifier la contrainte temporelle 2.3 si la condition [2.23] est
vérifiée.

La condition [2.23] est vérifiée si les deux conditions suivantes sont vérifiées pour [ =1 a

m .
Bil S Tgnax . Bjc7 (224)
w(k) < ue(k). (2.25)

Théoreme 5. Soit G un GET avec m transitions d’entrées et soumis a une seule contrainte
sous la forme de . Le respect de la contrainte temporelle est garanti, s’il existe

un indice ¢ tel que

uc(k) > ®8r = 1V[F,, - 2, (k — 1)]
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avec : For = max (0,7 - (B)je — Air) et wi(k) = € pour | # c et si la condition

p
est satisfaite.
Démonstaration. Comme indiqué précédemment, le controleur (2.22|) garantit la satis-
faction de la contrainte temporelle si les deux conditions données par et
sont vérifiées.
La condition By < 7,"** - Bj. est simple & vérifier pour [ = 1 a m. Il suffit de trouver une
seule composante de vecteur u(k qui assure la satisfaction de la contrainte , alors il
suffit de choisir u;(k) = € pour | # ¢, pour que la condition soit vérifiée pour [ =1
am.
Alors les feedbacks donnés par le Théoréme 5 assurent la satisfaction de la contrainte ([2.3)
si la condition est bien vérifiée. Nous avons montré dans cette section que pour
respecter une contrainte temporelle, il suffit de trouver une composante u.(k) de vecteur
de commande u(k) pour laquelle la condition (2.24]) est vérifiée et il faut aussi fixer les
autres composantes du vecteur u(k) a e.
Dans la section suivante, nous généralisons notre étude pour le cas de la commande des
graphes d’événements temporisés avec plusieurs transitions d’entrées et soumis a plusieurs

contraintes temporelles.

2.3.2.2. Plusieurs contraintes

Soit G un graphe d’événements temporisé avec m transitions d’entrées. Ce graphe est
soumis & s contraints temporels. Ces contraintes temporelles sont imposées sur certains
chemins qu’on note ps pour s = 1 & .S. Nous notons par ¢; et ¢; respectivement la transition
d’entrée et la transition de sortie de chemin ps. Nous notons par 7,7*" le temps maximal
qui ne doit pas étre dépassé par un jeton entré dans le chemin pj.

Nous supposons, qu’il existe au moins un chemin «, qui relie une transition de commande
tues a la transition d’entrée du chemin sous contrainte p,. Cette hypothése est exprimée

par I'inéquation suivante :
x;(k) > (A" - B)je, - te, (K — maq,). (2.26)

Pour s=1 4 S.
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Les contraintes temporelles imposées sur le graphe GG sont exprimées par le systéme d’in-
équation suivant :

r; < T ik —m),y,, s =1

a S.(2.27)

L’équation [2.4] peut s’écrire sous la forme suivante :

(bs_l
2(k) = o) (A% 2(k — ¢,) @ | P (A" B)ulk—k)| . (2.28)
k'=0
La fonction z;(k) est donnée par I'inéquation :
d)Sil ,
zi(k) = &L (A% .k — ¢,) © | D (@7 (A" Blaw(k - k)|, (2.29)
k' =0

Nous remplacons maintenant les deux inéquations et)2.29| dans l'inéquation de
contrainte [2.3.2
Nous constatons que les contraintes temporelles sont satisfaites, si les deux inéquations

suivantes sont vérifiées :

) (A w(k — ¢a) < T (A7 - B)je, - e, (k — ma, —my,) (2.30)
¢s_1 ,
P (@, (AF Bk — k), < 7 (A" - B)jo. - ue, (k — ma, —m,,) (2.31)
k=0

Pour s=14a 5, et ¢ =m,, +mq,, +1
A partir de ces deux inéquations nous constatons que si la condition est versifiée,

alors le controleur tiré de I'inéquation donné par la formule qui suit :

e, (k) = @0 [((A%)ir — (A" - B)je, = 7,2%7) - (k= 1)] (2.32)

Ps

garantit la satisfaction des contraintes temporelles imposées sur le graphe G.
Nous remarquons que la condition [2.31] est vérifiée si les deux inéquations suivantes sont
vérifiées :

(A¥ B)y < 7mem(A™es . B);, (2.33)

Ps
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w(k — k') < e, (k —ma, —m,,) (2.34)

avec k =04 ¢, — 1 et 1=1 & m.
Le Théoréme suivant définit le vecteur de commande u(k) qui assure la satisfaction de

toutes les s contraintes temporelles.

Théoreme 6. Les composantes du vecteur u(k) définies par :
(k) = &L uc, (k)

pour 1=1 a m et u(k) =€ pour l # c¢5 avec s=1 a S.

Tel que

Uue, (k) = EBo{Vlerc -y (k—1)

avec F,. = maz(0, [((A%); — (A™es - B)je, — 7,0%%))
pour mo, =m, =0, et ¢, =1
représentent les lois de commandes causales qui garantissent le respect de toutes les

contraintes temporelles st la condition est vérifiée.

Démonstaration. Comme nous ’avons démontré précédemment, les contraintes [2.3.2
sont satisfaites si les deux conditions [2.30} [2.31] sont bien vérifiées. Pour mq, = m,, =0,
nous pouvons extraire a partir de I'inéquation la formule du controéleur qui va satis-
faire les contraintes 2.3.2] si la condition 2.31] est bien vérifice.

La satisfaction de la condition est équivalente a la satisfaction des deux conditions
233 et 2341

La condition [2.33] est simple & vérifier. Pour la deuxiéme condition, en prenant en consi-
dération I'hypothése u;(k) = &5, u., (k), la condition est vérifiée pour tout u;(k) = ¢
pour [ # c.

Finalement les lois de commande données dans le Théoréme 6 garantissent le respect de

S contraintes temporelles imposées sur le systéme commandé. O
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Exemple 7. Nous considérons dans cet exemple le graphe dévénements temporisé décrit
par la Figl2.0. Ce graphe représente un atelier d’assemblage, constitué de : deux fours
D21, Pes s deux zones de refroidissement modélisent par les deux places pss et prg ; deux
stocks limités a une seule piéce représentée par les deux places py3 et pyr et une machine
d’assemblage modélisée par la place psy.

A chaque place est associée une temporisation qui représente le temps de sé€jour minimum
pour quil puisse contribuer au franchissement de la transition située en aval de cette place.
Les transitions étiquetées t,q, tuo représentent les transitions d’entrée de ce graphe. Ces
deuz transitions sont les seules transitions commandables.

Le graphe est soumis a deux contraintes temporelles imposées sur les deux chemins p; et
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F1G. 2.6: Modéle Graphe d’événements temporisé d’un systéme d’assemblage

p2. Le chemin py relie la transition t, a la transition t3 et le chemin ps connecte la transi-
tion ts a la transition t;. Ces deux contraintes sont représentées par les deux inéquations
Mazx-Plus suivantes :

z3(k) < 3-z1(k)

x7(k) < 2-x5(k)

Ou x1(k), x3(k), x5(k), x7(k) représentent respectivement les fonctions dateurs des tran-
sitions tq, t3, ts, t7 .

Notre objectif est de calculer le vecteur de commande u(k) qui garantit la satisfaction de
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ces deux contraintes temporelles.

Afin d’atteindre cet objectif, nous appliquons le Théoréme 6. Nous commengons tout
d’abord par le calcul de I’équation d’état de graphe de la Figl2.6. Pour cela, nous décompo-
sons la place pa1 qui comporte deux jetons en deux places avec un jeton pour chacune, et
on rajoute une transition supplémentaire t1y. L’équation d’état de systeme est représentée

par l’équation suivante :

-6888588886- -e 5-
E € € € € € € € € 2 2 €
e el e e e e e ¢ 3 3 €
e e 21 e 3 2 ec 4 4 3
wy=] " " T T T S ke | T uk (@35)
e € e e el e e € ¢ e 1
e €€ e € 21 ¢€ ¢ ¢ e 2
e e 43 5426 6 5
e e 43 542 ¢ 6 6 5
e ec € ¢c €€ €€ €] e

Nous commencons maintenant par le calcule de la premiére composante du vecteur de
commande u(k) qui garantit la premiére contrainte temporelle x3(k) < 3 - x1(k).

Nous remarquons que sur le graphe de la Figl2.0 il existe un chemin oy qui relie la tran-
sition de commande t,; a la transition t; (t; est la transition d’entrée du chemin sous
contrainte p1) et nous avons may = 0, alors ’hypothése de Théoreme 6 est bien vérifiée.
On a aussi d’apres 'équation , T =3, B = e, By = (Bs1 Bs) = (3 ¢).
Nous pouvons facilement vérifier que la condition de Théoréme 6 Bg < Tt + By est
vérifiée pour | =1 a 2. Alors il existe une loi de commande qui garantit la satisfaction de

la premaiére contrainte temporelle.

La premiére composante du vecteur u(k) est donnée par ’équation suivante :
10

ur(k) = P (Asr — 3 = Bu).a(k — 1)

r=1

Pourr =1 a10 ou A et B sont respectivement la matrice d’état et la matrice de commande

donnée par l’équation .
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Nous avons By = e =0, et As, représente les composantes de la ligne 3 de la matrice A.
Nous remplagons By par sa valeur et nous remplagons aussi chaque terme (Asz. —3) <0
par ’élément neutre e en se basant sur le Théoréeme 6.

Le controleur peut étre écrit sur la forme suivant :
u(k) =e-a3(k—1)@e-z4(k—1)de-xg(k—1).

C’est claire que la date de franchissement de la transition tg est plus grande que la date
de (k-1)éme fois franchissement de la transition ty et ty. Alors, nous avons xg(k — 1) >

xy(k—1) > x3(k—1), Finalement, la premiére composante du vecteur u(k) est donnée par :

uy (k) =e-xg(k —1).

Awvec la méme procédure, on calcule la deuxiéme composante du vecteur de commande
u(k) qui garantira la satisfaction de la deuziéme contrainte temporelle x7(k) < 2 - x5(k).
D’apres la Figl2.6, Nous constatons qu’il existe un chemin oy qui relie la transition de
commande t,o a la transition ts qu’est la transition d’entrée de deuxiéme chemin sous
contrainte py, et on a myo = 0, alors ’hypothése de théoreme 5 est bien vérifiée. Nous
vérifions maintenant la condition a satisfaire pour [’existence des lois de commande qui
garantissent la satisfaction de la contrainte temporelle. La condition du Théoréme 6 est

donnée par :

By < 7% + Bsa

Ou B est la matrice de commande et | =1 a 2.

Nous avons d’apres Uéquation d’état , T =2, Bsy = e, By = (B Br) = (¢ 2).
La condition est bien vérifiée, alors il existe des lois de commande qui garantissent la
contrainte temporelle imposée sur le chemin py. Ces lois de commande sont données par

[’équation suivante :
10

’LLQ(]{?) = @(A'yr -2 - B52) : C(Zr(k? — 1)

r=1

= @(AW - 2) ’ xr(k - 1)
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D’apres le Théoreme 6, Nous avons F, = maz(0, A; — Tyt — Byj) ou F, = A, — Tyt —
Byj). Nous remplagons les éléments (Az, — 2) < 0 par l’élément neutre e = 0. Les lois de
commande qui représentent la deuxieme composante du vecteur de commande u(k) sont

données par ’équation suivante :
ug(k) =e-zy(k—1)@e-zg(k —1)De-x7(k—1).

A partir du graphe de la Fig nous constatons que la date de (k-1)éme franchissement
de la transition ty est plus grande que la date de (k-1)éme franchissement de la transition
t7 et tg, alors nous avons, xy(k — 1) > x7(k — 1) > z¢(k — 1). Finalement, la deuziéme

composante du vecteur de u(k) est donnée par : :

ug(k) = e - x4k —1).
Le vecteur de commande qui garantit la validité des deux contraintes temporelles imposées

aux deur chemins py et ps du systéme considéré est donné par :

e-xg(k—1
u(k) = =t
e-xq(k—1)

(o

et

0

FiG. 2.7: Modéle GET de systeme d’assemblage avec les places de controle

Ces lois de commande sont des feedbacks représentées par des places marquées connec-
tées au modéle GET du systéme d’assemblage considéré. Ces lois de commande sont re-

présentées par des places en double cercle dans la Fig|2.7.
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2.3.3 Application sur une architecture d’automatisation en ré-

seau

Les architectures d’automatisation en réseau (AAR) sont des systémes temps réel et
embarqués. Le domaine des architectures d’automatisation en réseau est relativement nou-
veau dans la communauté académique du contréle, mais il ne 'est pas dans I'industrie. On
les retrouve dans les systémes de production, les avions, les voitures...etc. Ces systémes
sont caractérisés par l'existence de contrainte temporelle dont il faut tenir compte. Dans
les systémes temps réel et embarqués en général ou dans les architectures d’automati-
sation en réseau en particulier, les données ont une durée de vie limitée et deviennent
obsolétes aprés un certain temps, les événements apparaissent a des instants particuliers
et doivent étre pris en compte au bout de délai connu a l'avance. Les traitements (ou
actions) ont souvent des instants de début, de fin et des durées d’exécutions fixées. Alors
I’analyse des performances temporelles de ces systémes de commande est nécessaire. Dans
la littérature, il existe plusieurs travaux qui s’intéressent a I’évaluation des performances
temporelles des systémes de commande en réseau.

Nous pouvons citer a titre d’exemple la méthode analytique publiée dans [7]. Cette ap-
proche est basée sur I'utilisation des graphes d’événements temporisés pour modéliser ’ar-
chitecture d’automatisation en réseau et I’exploitation du formalisme de I’algébre (Max,+)
pour calculer les bornes de temps de réponse de ces systémes. Par contre, les auteurs de
[23] s’intéressent plus précisément a I’évaluation du temps des architectures d’automati-
sation en réseau de bout en bout (délais de traversée réseau de communication). L’outil
utilisé dans cette méthode est le calcul réseau. Les auteurs dans [37] ont utilisé un simu-
lateur basé sur les réseaux de Petri colorés et des tests expérimentaux pour estimer les
bornes du temps de réponse des systémes de commande en réseau.

Dans cette section, nous traitons le probléme de commande d’une architecture d’automa-
tisation en réseau soumis a une borne maximale du temps de réponse. Nous appliquons les
résultats que nous avons obtenus dans le Théoréeme 3, pour calculer des lois de commande
causales qui garantisant la satisfaction de la contrainte temporelle stricte imposée sur la

réactivité d’une architecture d’automatisation distribuée sur un réseau. Avant de calculer
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les lois de commande qui satisfisant les contraintes temporelles imposées sur une AAR,
nous commencons tout d’abord par la représentation de ces systémes dont nous allons
décrire les différentes parties, ainsi que leurs principes de fonctionnement. Ensuite, nous
passons a la modélisation de ce systéme par un graphe d’événements temporisé, puis a la

représentation de leur comportements par des équations linéaires dans ’algebre Max-Plus.

2.3.3.1. Représentation des architectures d’automatisation en réseau

Les architectures d’automatisation en réseau sont des systémes distribués ou les cap-
teurs, les actionneurs et la partie de commande (PLC) sont interconnecté en temps réel
par un réseau de communication Fig[2.8] Le capteur transmet l'information au controleur,
ce dernier exécute le programme d’utilisateur et envoie par la suite la commande calculée

a ’actionneur. Ces systémes sont généralement composés de 3 parties :

= ‘%@ 4 Plant

. e ’? Destination

I[/O Modules

Network

PLCs

F1G. 2.8: Architecture d’automatisation en réseau

a) Le controéleur

Les controleurs logiques jouent un role important dans les architectures d’automa-
tisation en réseau. Ils doivent accomplir deux fonctions : la premiére est d’exécuter le
programme utilisateur et la seconde est de gérer les échanges avec les modules d’en-
trées/sorties (pour récupération des valeurs en entrées et transmission les valeurs en sor-

ties). Il se décompose donc en deux parties : le processus de calcul (CPU) et la carte de
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communication (COM) (voir Fig2.§).

e CPU : Le CPU effectue quatre taches consécutives : il lit les données des modules
d’entrées enregistrés dans la mémoire tampon 1 (durée fixe) , puis exécute le programme
utilisateur (durée variable), et écrit les données de sortie dans la mémoire tampon 2 (du-
rée fixe). A la fin il exécute d’autres traitements, indépendamment du programme (durée
variable). Comme la lecture des données d’entrée et 'écriture des données de sortie sont
beaucoup plus rapide que le calcul (du programme ou des autres traitements), elles sont
négligées. Le CPU posséde un comportement cyclique, le temps du cycle de CPU est
constant.

e carte de communication COM : Le role de la carte de communication est d’assurer
la transmission des données entre le CPU et les modules d’entrées/sorties. La carte de
communication posséde un fonctionnement périodique : elle attend d’abord les requétes
des modules d’entrées (durée variable), écrit les valeurs des modules d’entrées arrivent
dans un ordre fixé par I'utilisateur dans la mémoire tampon 2 (ce dernier est située entre
la carte de communication et le processeur de calcul) (durée fixe). La carte attend que le
CPU exécute le programme d’utilisateur et copie toutes les sorties calculées par le CPU
et les enregistre dans la mémoire tampon 1 (située entre le processeur de calcul et la carte
de communication) dans sa mémoire propre, puis elle émet les requétes (une a une) aux
modules de sorties dans un ordre fixé par l'utilisateur (durée fixe). Une fois toutes les
réponses sont envoyées elle attend la fin du cycle (durée variable).

b)Interface de communication (NET) :

L’interface de communication est dédié uniquement aux communications entre l’automate
et les modules d’entrées /sorties. Elle est toujours préte a transmettre des requétes des
modules d’entrée a la carte de communication (COM) (délai fixe), et la trame de la carte
de communication (COM) aux modules de sorties (délai fixe).

b)Modules d’entrées/sorties :

Les modules d’entrées/ sorties représentent le lien entre la partie opérative et le contro-
leur.

L’état normal d’'un MES est un état d’attente, dont il ne sort que lors de changement
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FiG. 2.9: Comportement d’une architecture d’automatisation en réseau

d’état d’'un capteur de la partie opérative.

Le traitement de cette requéte consiste a lire les valeurs des entrées physiques connectées
au module d’entrée et d’envoyer le rapport contenant les nouvelles valeurs a la carte de
communication. Cette derniére transfert et enregistre ces valeurs dans la mémoire tampon
qui se trouve entre la carte de communication, la CPU exécute le programme utilisateur
dans le but de calculer les valeurs de sorties. Ces nouvelles valeurs des sorties sont envoyées
de la carte de communication vers le module de sortie & travers le réseau de communica-

tion.

2.3.3.2. Temps de réponse d’une architecture d’automatisation en réseau

Le temps de réponse ou bien le temps de réactivité d’'une architecture d’automatisation en
réseau peut étre défini comme étant le temps qui s’écoule entre le changement d’état d’'un
capteur au niveau du module d’entrée et sa conséquence sur un actionneur au niveau du
module de sortie issue du PLC sur le systéme commandé (Fig. Ce temps de réponse
n’est pas constant, par contre il est décomposable en un ensemble de délais élémentaires,
subis aux différents niveaux de I’AAR [16], [27].

Trouver les bornes supérieures et inférieures de cette distribution est un probléme crucial
pour ces systémes. Dans la littérature, il existe plusieurs contributions dédiées a 1'éva-
luation des performances temporelles des AARs. Nous pouvons citer a titre d’exemple,

les travaux de [7], [37] ot les auteurs déterminent les bornes supérieures et inférieures du
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temps de réponse pour différentes catégories d’architectures d’automatisation.

Dans cette thése, nous nous intéressons au contréle d'une AAR sous contrainte de temps
imposée sur son temps de réponse. Notre objectif est d’assurer un temps de réponse
souhaité dans les systémes d’automatisation. Pour cela, nous appliquerons les approches
théoriques de la section 2.3 pour synthétiser un contréleur qui garantit le respect de cette
spécification temporelle. Tout d’abord, nous modélisons ’'AAR par un graphe dévéne-
ments temporisé. Par la suite, nous décrivons le comportement de ce graphe avec des
équations linéaires dans l'algebre Max-Plus. Les détails de cette étude sont décrits dans

le reste de ce chapitre.

PLC

T
cpu_|lcom

i

Actuator

F1G. 2.10: Temps de réponse d’une architecture d’automatisation en réseau

2.3.3.3. Commande d’une Architecture d’automatisation en réseau
2.3.3.3.1. Modélisation d’une architecture d’automatisation en réseau
Dans cette section, nous utilisons les graphes d’événements temporisés pour la modé-
lisation d’une architecture d’automatisation en réseau. En prenant en considération le
principe de fonctionnement d'une architecture d’automatisation en réseau décrits pré-
cédemment dans la Figl2.9] le systéme peut étre modélisé par le graphe d’événements
temporisé montré dans la Fig2.11] Ce GET comporte trois parties principales. La partie
de la CPU et la partie de la carte de communication (COM), les deux parties sont liées par
deux mémoires tampon qui sont le seul lien entre la CPU et la carte de communication.
La troisiéme partie représente le module d’entrée/sortie du systéme. Ce dernier est relié

a la carte de communication via un réseau de terrain qui assure 1’échange entre ces deux



2.3 Commande temporelle des systémes Max-Plus linéaires 49

modules.

Le début du cycle du systéme commence par le franchissement de la transition ¢; qui mo-
délise I'arrive de requéte au niveau de module d’entrée. Le module d’entrée est en phase
d’attente tant qu’il n’y a pas de requéte a traiter. Cette attente est représentée par le
jeton de la place p7s. Le franchissement de t; signifie I'arrivée d’une requéte au module
d’entrée. Immédiatement aprés la réception de cette requéte, 'attente est interrompue.
Un jeton dans pg; indique que le traitement de la requéte est commencé. Ce processus
dure 7g7 unités de temps avant de se terminer par le tire de la transition g et la réponse
résultante du traitement est envoyée par le module d’entrée vers le calculateur a travers le
réseau de communication. La requéte entre dans le réseau de communication modélisé par
la place psg et y subit un délai de bout-en-bout total de 753 unités de temps. Le franchis-
sement de la transition t; indique que la requéte a traversé le réseau de communication
et indique également que le début du cycle de la carte de communication a commencé.
Ce cycle est modélisé par la place pss avec une temporisation de 755 unités de temps. La
place p3g modélise la phase d’attente de réponse de I'unité de calcul (CPU) sur la requéte
envoyée par le module d’entrée. Un jeton dans la place p1g modélisant la mémoire tampon
située entre la carte de communication et I'unité de calcul (CPU). Il indique que toutes
les nouvelles valeurs des modules d’entrées sont écrites dans la mémoire tampon 1 par la
carte de communication. La CPU au début du cycle modélisé par la place p;; avec une
temporisation, 7; unités de temps exécute le programme d’utilisateur. Cette tache est
modélisée par la place po; et effectuée sur trois phases : lecture, calcul et écriture. Ces
phases durent 75, unités de temps. Cette tache se termine par le franchissement de la
transition to. Aprés 'exécution du programme d’utilisateur, la CPU enregistre toutes les
nouvelles valeurs des modules de sorties dans la mémoire tampon 2 (située entre la CPU
et la carte de communication).

Le franchissement de la transition ¢3 indique que la carte de communication est entrain
de copier les valeurs des sorties écrites par la CPU dans la mémoire tampon 2, dans sa
propre mémoire pour qu’elle ’envoie par la suite vers les modules de sorties a travers le

réseau de communication. Cette tache dure 743 unités de temps. Un jeton dans la place
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P1o9 indique que la réponse de la CPU est arrivée au module de sortie a travers le réseau

de communication modélisé par la place pss.

Fiac. 2.11: Modéle GET d’une architecture d’automatisation en réseau

a) Présentation Max-Plus de comportement d’'une AAR
Nous avons vu dans le premier chapitre que le comportement dynamique d’un graphe
d’événements temporisé peut étre décrit par des équations Max-Plus linéaire. Pour re-
présenter le comportement dynamique du graphe de la Fig2.11] Nous associons a chaque
transition ¢;, avec ¢ = 1 & 10, une fonction dateur 6;(k), qui représente le temps de franchis-
sement de k™ jeton. La fonction dateur attribuée a la transition d’entrée (la commande)
est notée u(k). Nous considérons un franchissement au plus tot, c’est-a-dire que toute
transition validée est immédiatement franchie.

Nous associons les temporisations ci-dessus aux places de graphe d’événements tem-
porisé de la FIGR.11| 719 = 736 = 754 = 78 = To10 = T16 = T32 = 0, Tu3 = Tg7 = Ti09 =

Tsg = To4 = Tes = 1, T11 = 9, Ts5 = 10, 721 = 2.

L’équation implicite (1.9) du graphe d’événement temporisé¢ de la FIG[2.11| s’écrit

comme suit :

x(k)=Ag-x(k)® A -z(k—1)® By - u(k)

tel que,
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Tenant compte de la section 2.3 et du Théoréme 3, le comportement de PAAR peut étre
représenté par une équation d’état dans ’algébre Max-Plus.

Cette équation est représentée par la formule suivante :

z(k)=A-z(k—1)® B -u(k) (2.36)

Tel que
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L’architecture d’automatisation en réseau comporte une contrainte temporelle imposée
sur le temps de réponse qui est représenté par la temporisation du chemin p reliant la
transition ¢; a la transition t19. Ce temps représente aussi le temps du cycle du systeéme.

Un intervalle de temps [7, 7%

o ], tel que 7, correspond & leur temporisation minimale par

contre 77"

5" corresponds a la valeur maximale a ne pas dépasser. Cette contrainte tempo-

relle peut étre représentée par une inéquation linéaire dans ’algébre Max-Plus exprimée

par I'inéquation suivante :

(L’lo(k) S T:@ax : ]I7(k5>

Notre objectif consiste a synthétiser des lois de commande sous forme de u(k) = F.z(k—1)
pour garantir la contrainte temporelle imposée sur le temps de réponse de ce systéme.
Afin de calculer les lois de commande qui satisfont la contrainte imposée sur ce systéme,
nous appliquons le Théoréme 3 A partir du graphe de la FIG[2.11] qui modélise le systéme
de commande en réseau, on peut remarquer qu’il existe un chemin « qui relié la transition
de commande ¢, a la transition ¢; qui est la transition d’entrée de chemin sous contrainte p
et nous avons m, = 0. Alors hypothése du Théoréme 3. est vérifiée. Et d’aprés I’équation
d’état nous avons, B; = Bjg =8 et Bj = B; =0

Avant de passer au calcul des lois de commande qui garantissent la contrainte temporelle
imposée sur le temps de réponse du systéme de commande en réseau, nous vérifions tout

d’abord la condition dexistence de ces lois de commande :
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Byo < 7" + By
En remplacant Big, et B; par leurs valeurs, nous constatons alors que la condition est
vérifice si (7,77 > 8)

En prenant en considération le principe de fonctionnement du ’AAR décrit précédem-
ment, et la valeur de chaque temporisation associée aux places du modéle de ce dernier
(FIG- (712 = T36 = Ts54 = T7g = To10 = T16 = T32 = 0, Tuz = Tg7r = T109 = T58 = Toa =
Tes = 1, 711 = 5, T55 = 10, 191 = 2.)

Le temps de réponse du 'architecture d’automatisation en réseau prend sa valeur minimal
dans le cas ot il n’y a pas de délais d’attentes pour I'exécution des requétes. La CPU et
la carte de communication sont toutes les deux dans 1’état de début de cycle. Dans ce
cas, le temps de réponse maximal est égale a la somme des temporisations des places du

graphe considéré , ce temps de réponse est donné par cette équation :

maxr
T

o2 Te7 + Tos + Tes + Tie + Tor + Taz + Tug + Toa + Tiog -

La valeur minimale que le temps de réponse peut prendre est la valeurs 8, nous avons
alors 7,"%* > 8 . Alors la condition du Théoréme 3 est alors toujours vérifiée. Les lois de
commande qui garantissent la contrainte temporelle imposée sur le temps de réponse est

donnée par I’équation suivante :

10

u(k) > @ (Asor — Br = 7)o (k — 1)

r=1
(Ajg, représenté les composantes de la ligne 10 de la matrice A,
ot (A, = (10 5 ¢ 6 16 ¢ ¢ 8 & 1). Nous remplagons les terme de (A;.) par leurs
valeur pour 7 =1 a 10 et By par sa valeur (0).

L’équation précédente devient donc :

u(k) > (10 — 7';”‘”) (k=1 B =71 29k —1) D (6 — 7)) - xy(k — 1)D

p P

(16 — 709%) - w5(k — 1) @ (8 — 7,7%) - wg(k — 1) @ (1 — 70%%) - w19 (k — 1).

Nous remplagons maintenant les termes (Ag, — By — 77%*) < (0 par I’élément neutre

p
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e = 0 puisque 7, > 8, on a (5 — 7,"%) = ¢, (6 — 7'%%) = e et (8 — 7)) = e.

Les lois de commande sont données par :

u(k) > (10 — 7';””) ik —1)@e-ao(k—1)De-xq(k—1)D (16 — 7';”‘””) ~xs5(k— 1)@

e-xg(k—1)®e-z0(k—1).

Dans le GET de la FIG2.11] nous remarquons que le chemin qui relie les transitions ¢,
t, et tg et la transition tqg, la transition t;q est la derniére transition qui soit franchissable
par rapport a ces transitions. Alors la date du kéme franchissement de la transition ¢
est supérieur a la date du kéme franchissement de transitions to, t4 et tg.
On peut écrire : z19(k — 1) > x4(k — 1) > x9(k — 1) > zg(k — 1). Alors I'inéquation des

lois de commande devient :
u(k) > (10 — 7)) - 21 (k — 1) @ (16 — 7,"") - w5(k — 1) @ e - 210(k — 1)

ou bien :

u(k) > Fy-xy(k—1)® F5-x5(k — 1) ® Fio - 210(k — 1) (2.37)
avec
Py = (10 — 70e®), F5 = (16 — 7,"%%), Fyp = e.
Les lois de commande garantissant la satisfaction de la contrainte temporelle imposée
sur le temps de réponse du l’architecture d’automatisation en réseau, sont données par
I'inéquation en fonction de 7,"** représentent la limite de temps de réponse a ne
pas dépasser. Dans la sous-section suivante, nous calculons ces lois de commande pour
une valeur de temps de réponse maximale bien définie.
e Cas particulier Dans cette section, nous prenons un cas d’une architecture d’automa-
tisation en réseau sous contrainte temporelle imposée sur sont temps de réponse. Cette
contrainte exige au temps de réponse a ne pas dépasser la valeur 19 unités du temps.
Notre objectif est de calculer les lois de commande qui garantissent cette contrainte tem-

porelle.

Nous prenons les lois de commande calculées par 'inéquation (2.37)), et nous rem-
b

plagons 7,"** par sa valeur. nous avons dapres le Théoréme 3, F} = maz(0,10 — 19) et
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F5 = max(0,16 —19), Alors les lois de commande sont données par I'inéquation suivante :
uk) >e-xi(k—1)de-a5(k—1)De-x9(k—1) (2.38)

Cette inéquation peut étre simplifier. nous aurons alors : x19(k—1) > z1(k—1) > x5(k—1),
puisque , la date de (k — 1) franchissement de la transition t;o est plus grand que la
date de (kK — 1) franchissement de la transition ¢;, et la date (k — 1) franchissement
de la transition ¢; est plus grande a la date de (k — 1) franchissement de la transition
ts.

Finalement la lois de commande est donnée par I’équation suivante :

u(k) =e-xo(k—1) =1-29(k —1).

Cette loi de commande peut étre représentée par une place marquée et temporisée

connectée au modeéle de du 'AAR (place représentée par un double cercle sur la figure

Fig2.12).

o(e 1
10
is

D 1

1

\_ !

1

g 1 com NET

F1G. 2.12: Modele GET du ’ARR avec la place du controle

2.3.3.3.3. E. Interprétation de résultats

La loi de commande calculée correspond a un retour détat causal pour lequel la contrainte
temporelle de ’AAR est satisfaite. Cette loi de commande implique un retard qui pourrait
étre représenté par une place marquée et temporisée a 1. Cette loi de commande va retarder

la réception dune autre requéte au niveau de module dentrée aprés lenvoi dune requéte
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par une unité de temps. En pratique, cette loi de commande correspond a un contacteur

temporisé réglé a une unité de temps.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche formelle pour la synthése de lois
de commande en boucle fermée afin de satisfaire un ensemble de contraintes temporelles
imposées sur les systémes a événements discrets modélisés par des graphes d’événements
temporisés (GETs). L’approche proposée est basée sur 'utilisation des GETs et de I'al-
gebre Max-Plus, ou le comportement dynamique du GET est représenté par un systéme
d’équations linéaires dans I’algébre Max-Plus. Les contraintes temporelles imposées sur
certains chemins du GET sont exprimées par un ensemble d’inéquations linéaires Max-
Plus.

Nous avons obtenu une condition suffisante pour 'existence des lois de commande qui
garantissent la satisfaction de ces contraintes. Les lois de commande que nous avons ob-
tenue peuvent étre représentées par des places de controle connectées au graphe initial.

Nous avons par la suite, appliqué les résultats obtenus sur une architecture d’automati-
sation en réseau AAR, afin de garantir la contrainte temporelle imposée sur leur temps
de réponse. Les événements dans ces systémes apparaissent a des moments particuliers et
doivent étre pris en compte dans un délai connu & ’avance. Mais les différents composants
de ces AAR (controleurs, capteurs, actionneurs) échangent leurs données via un réseau
de communication. Cela induit un délai considérable entre 'apparition d’un événement
généré par le controleur et son impact sur le processus controlé. Ce qui impose certaines
contraintes temporelles sur le temps de réponse du ’AAR. Les lois de commande calcu-
lées sont des feedbacks causales qui peuvent étre représentées par des places de controle

connectées au modéle du AAR.



Chapitre 3

Commande des graphes d’événements
temporisés sous contraintes de

marquages

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons abordé le probléme de la commande des sys-
témes a événements discrets sous contraintes de temps. Dans ce chapitre, nous intéressons
toujours a la commande des systémes a événements discrets temporisés, mais par rapport
une autre catégorie de spécifications. Nous s’intéressons plus précisément au probléme
d’états interdits, autrement dit probléme de contraintes de marquage.

Dans un réseau de Petri, ’état du systéme est représenté par le vecteur de marquage, et
les états interdits sont des marquages atteignables, mais interdits par des spécifications
imposées sur le systéme. Le probléme consiste alors & empécher I'occurrence d’un ensemble
d’événements qui conduisent & ces états.

Dans ce chapitre, nous développerons une approche qui permet de synthétiser un contro-
leur qui va agir en boucle fermée avec le systéme considéré afin de garantir des spécifica-
tions de marquage imposées sur un systéme a événements discret modélisé par une classe

de réseau de Petri.
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Ce probléme de synthése de superviseur pour les SEDs, dans lobjectif de garantir des
spécifications imposées par un cahier de charges a été initiée par les travaux de Ramadge
et wonham [46], 45]. Leur approche est basée sur l'utilisation des modéles automates et
des langages formels. L’inconvénient de cette technique est I’explosion combinatoire du
nombre d’états souvent rencontré lorsquon a affaire & des SEDs.

Afin de résoudre ce probléme, plusieurs méthodes basées sur les réseaux de Petri non
temporisés ont été développées. Nous pouvons citer les travaux présentés dans [53], [24],
[54], [47], [10], [26]. Dans [53], 24] [54], les auteurs ont proposé des approches basées sur les
réseaux de Petri sauf pour synthétiser des controleurs en boucle fermée. Le but est d’assu-
rer la satisfaction de contraintes sur le vecteur marquage. Les spécifications de marquage
ont été exprimées par des inéquations linéaires. Les approches utilisent des invariantes
de marquage, cette technique permet de remplacer r contraintes constituées de n places
par une seule contrainte constituée de (n-1) places. Les places de controle satisfaisant
ces contraintes ont été calculées. Une autre méthode pour résoudre ce probléme d’états
interdits, dans les systémes a événements discrets modélisés par des réseaux de Petri avec
des transitions non observables, est proposée dans [47].

Dans [10} 26] deux autres méthodes ont été présentées, ces derniéres permettent la synthése
des contréleurs maximalement permissif pour les RAP avec des transitions incontrolables.
Ces méthodes sont basées sur la théorie des régions. Ces approches sont plus puissantes
que les méthodes basées sur les invariants de marquage, dans le sens ou elles permettent
de trouver une solution de controle optimale (dans le cas ou elle existe).

Les travaux que nous avons cités précédemment ne prennent pas en compte explicitement
I'influence du temps. Ils considérent que les événements peuvent avoir lieu dans un procédé
a des moments indéterminés. Comme nous ’avons vu dans le deuxiéme chapitre, le temps
dans les systémes a événements discrets en général et dans les systémes de production
en particulier, est un parameétre trés important. Malgré le grand role qui joue le temps
dans ces systémes, peu d’approches ont été développées pour la commande des systémes
a événements discrets temporisés sous contraintes de marquage.

Ces derniéres années ont vu apparaitre des travaux sur la commande des SEDs basées



3.1 Introduction 59

sur les réseaux de Petri temporisés. Dans [0], les auteurs proposent une méthodologie
de synthése d’un controleur fondé sur des réseaux de Petri temporisés pour résoudre le
probléme des états de transitions interdites. Cette méthodologie est basée sur I’approche
de Ramadge et Wonham et la théorie des régions. Elle permet de calculer un ensemble de
places de controle a rajouter au réseau de Petri afin de résoudre le probléme des états de
transitions interdites.

Dans [9], un superviseur est introduit pour des graphes marqués temporisés pour résoudre
un probléme d’exclusion de marquage. Ces deux approches sont basées sur la théorie des
graphes ce qui rend 'application de ces résultats dans des systémes complexes compliqué
et parfois impossible.

Dans cette partie de la thése, nous abordons le probléme de la synthése du controleur en
boucle fermée pour une classe de réseaux de Petri temporisés sous contraintes de mar-
quage. L objectif étant de limiter le nombre de jetons dans une ou plusieurs places dans
un GET. Ces places peuvent représenter des stocks dans les systémes industriels, la mé-
moire tampon dans les systémes de communication ou des stations dans les réseaux de
transport.

Nous avons considéré des SEDs modélisés par des graphes d’événements temporisés dont
la dynamique est régit par des équations linéaires dans I’algébre Min-plus [11], [12].
Avant de calculer des lois de commande pour satisfaire les contraintes de marquage im-
posées sur le systéme, nous traduisons tout d’abord ces contraintes par des inéquations
linéaires dans 'algebre Min-Plus. La méthode formelle que nous proposons dans ce cha-
pitre repose sur la résolution d’un systéme d’équation et d’inéquations dans l'algebre
Min-Plus. Contrairement aux approches citées précédemment, dans notre travail le temps
est pris en considération dans létape modélisation du systéme et dans létape synthése du
controleur.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous formulons le probléme de commande des
GETs sous contraintes de marquage dans lalgebre Min-Plus. Nous montrons notamment
comment écrire ces contraintes par des inéquations linéaires dans 1’algébre Min-Plus.

Dans la deuxiéme partie, nous présenterons d’une maniére tres détaillée notre approche
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de commande des GETs sous contrainte de marquage. Nous considérons dans un premier
temps le cas des graphes d’événements temporisés avec une seule transition d’entrée. Nous
supposons que ce graphe est soumis a des contraintes de marquage imposées sur des places
indépendantes. Puis, lapproche est adaptée au cas des graphes soumis a des contraintes
de marquages imposées sur des chemins de GET.

Par la suite, nous avons étendu notre étude a la commande des GETs avec plusieurs

transitions de commande, sous plusieurs contraintes de marquage.

3.2 Probléme de contraintes de marquages (état inter-
dit)

Nous définissons dans cette partie le probléme de contrainte de marquage et nous
montrons comment le traduire mathématiquement par des équations et des inéquations

linéaires dans I’algébre Min-Plus.

3.2.1 Formulation du probléme de commande

Comme nous 'avons déja mentionné dans le premier chapitre, ’état d’'un RDP tem-
porisé en général et d'un GET en particulier indique le nombre de jetons dans chacune
de ses places & un moment donné.

Une contrainte sur le marquage dans un RDP consiste a imposer une borne maximale a
une place ou un ensemble de places dépendantes ou indépendantes.

Pour bien expliquer le probléme de contraintes de marquage, nous considérons 1’exemple
d’un systéme de production modélisé par le GET de la Figf3.1]

Ce systéme est composé de deux machines M; et M, avec un stock intermédiaire B, li-
mité en piéce. La transition ¢; (resp. t3) indique le début du traitement sur la machine M
(resp. Ms). L’événement de la fin du traitement dans M; (resp. Ms) est représenté par la
transition ty (resp.ty). Le franchissement de la transition ¢y (resp. t3) désigne également
qu’une piéce est entrée (sortie) au/de stock B. La transition de commande ¢, est la seule

transition controélable dans ce graphe. Le stock B est limité a 2 piéces.
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Nous remarquons que le temps de cycle de My est supérieur au cycle de M, ce qui

fffffffffffffffffffffffffffffffff

tuw 0 i 1y 1 fzii 0 ii t3 2ty
O (())jw O !
: ! ! 0 1
! |1 Stock 1! }
o B My |

F1G. 3.1: Modéle d’une ligne de production

conduit au dépassement d’'un nombre maximal de piéces dans le stock B.

Dans le cas ou la transition t, est commandable, la solution de ce probléme est intuitive,
similairement & ce qui se fait dans les réseaux de Petri en général. Il suffit d’ajouter la
place po3 marquée par 2 jetons, afin d’assurer que le nombre de jetons dans la place pso

ne dépasse pas 2 jetons (voir la Fig3.2). La résolution du probléme dans le cas ou la

F1G. 3.2: Modéle d’une ligne de production avec un stock limité a 2

transition d’entrée de la place sous contrainte est incontrolable n’est pas évidente. Il faut
donc disposer d’autres techniques pour garantir ces contraintes de marquage.

Dans ce chapitre, nous traitons la question comme un probléme de controéle, et nous dé-
terminons des lois de commande garantissant la satisfaction des contraintes de marquage
imposées sur des places d'un GET. Nous supposons que les transitions d’entrées de ce
graphe sont les seules transitions contrdlables. Notre cherchons des lois de commande
pour garantir le respect des contraintes de marquage imposées sur ce graphe. Dans un
premier temps, nous montrons comment exprimer ces contraintes par des inéquations li-
néaires dans ’algébre Min-Plus, ensuite, nous définissons des conditions d’existances des

lois de commande.
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3.2.1.Contraintes de marquage

Nous considérons un SED modélisé par un graphe d’événements temporisé. Nous suppo-
sons qu’une place p;; de ce graphe est soumise & une contrainte de marquage (ne peut
pas contenir plus de b jetons au long de fonctionnement du systéme). Nous notons par
M;;(t) le nombre de jetons dans la place p;; a l'instant t et la contrainte de marquage

peut s’exprimer par l'inéquation suivante :

M;;(t) < b (3.1)

Nous associons a chaque transition du graphe un compteur, et nous notons par x;(t)
et z;(t) les compteurs associés respectivement aux transitions ¢; et ¢;. Par définition,
le compteur z;(¢) indique le nombre de franchissements, depuis linstant initial, de la
transition ¢; a I'instant t. Aautrement dit, il représente le nombre de jetons entrants a la
place p;; & I'instant t. Le compteur x;(t) représente le nombre de jetons sortis de la place
pi; a l'instant t.

D’aprés ces définitions, le nombre de jetons dans la place p;; peut s’exprimer en fonction
de ces deux compteurs par la formule suivante :

M;;(t) = x;(t) — xi(t) + Mijo

avec M;jo représente le marquage initial de la place p;;.

En remplacant M;;(t) par son expression donnée précédemment, 'inéquation peut

s’écrire comme par :

zj(t) — x;(t) + Mijo < b (3.2)

ce qui donne :

(1) < (b= Myo) - (1) (3.3)

tel que (-) représente 1'addition usuel ((+)) dans I’algébre Min-Plus.

Cette inéquation (3.3) corespond & la contrainte de marquage a satisfaire.
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3.3 Commande des graphes d’événements temporisés
sous contraintes de marquage

Nous proposons dans cette section, une approche formelle basée sur 'utilisation de
I’algébre Min-Plus pour le calcul des lois de commande pour garantir des bornes maxi-
males des jetons dans des places d'un GET. Comme nous ’avons indiqué dans le premier
chapitre, le comportement d’'un GET peut étre représenté par une équation linéaire dans
I’algébre Min-Plus. Dans ce qui suit, nous considérons que le comportement dynamique

dun GET est décrit par I’équation d’état suivante :
z(t)=A-z(t—1)& B -u(t), (3.4)

Ou:xeRYN, ~AcRYN BecRN<m 4R, .
Les deux entiers N et m correspondent respectivement au nombre de transitions internes
et au nombre de transitions de commande.

Notre approche est basée sur la résolution d’un systéme d’équations et d’inéquations dans
'algébre Min-Plus. Nous recherchons un controéleur sous la forme de u(t) = F - u(t — 1)

garantissant la satisfaction des contraintes de marquage.

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons les hypothéses suivantes :

Hypothése 3. Il existe au moins un chemin qui relie la transition de commande a la

transition d’entrée de la place ot du chemin sous contrainte.

Hypothése 4. Chaque transition du graphe d’événements temporisé est franchissable dés

qu’elle est validée (franchissement au plus tot).

3.3.1.Commande monovariable
Nous considérons un graphe d’événements temporisé avec une seule transition d’entrée et
soumis a des contraintes de marquage. Notre objectif est de calculer une loi de commande
sous la forme de u(t) = F - u(t — 1). Ot u(t) est un scalaire (u(t) € RY*1) et F est un
vecteur ligne avec N composantes qui sont soit F,. = ¢ ou F, > 0. Les composantes de ce

vecteur correspondent aux marquages des places de controle que nous voulons déterminer
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pour assurer les spécifications de marquage désirées.
Les spécifications de marquage désirées peuvent étre représentées par des inéquations
linéaires dans 1’algébre Min-Plus, comme démontré dans la section précédente. Dans un
premier temps, nous considérons des contraintes de marquage imposées sur des places d'un
graphe d’événements temporisé. Par la suite, nous considérons le cas ot les contraintes de
. , . : . , e
marquage sont imposées sur certains chemins (succession de places) d'un graphe d’événe-
ments temporisé. Dans les deux cas, nous entamerons tout d’abord le cas simple, ou le
GET est soumis a une seule contrainte de marquage, aprés nous allons généraliser notre
étude pour le cas d’'un GET soumis a plusieurs contraintes de marquage.
3.3.1.1.Contraintes de marquage imposées sur des places
a) Une seule contrainte
Nous considérons un graphe d’événements temporisé G soumis a une seule contrainte de
marquage imposée sur une place notée p;;. Les spécifications de marquage imposées sur
ce graphe consiste a assurer que le nombre de jetons dans la place p;; ne dépasse pas le

nombre b. Cette contrainte peut étre exprimée par 'inéquation suivante :

v,(t) < (b= Myo) - (1) (3.5)

ou, z;(t) et x;(t) représente respectivement les compteurs associés au deux transitions
t; et t; et indiquant respectivement le nombre de jetons entrant et le nombre de jetons
sortant de la p;;.

Comme indiqué a la propriété 1 de la section 1.3, pour 7 = ¢, tel que ¢ est un entier avec

¢ > 1, 'équation d’état (1.11)) peut s’étendre a 'expression suivante :

x(t) =A%zt — ¢) @

$—1
(A" B).u(t - k)] , (3.6)
La i®™® composante de x(t), est donnée par :

é Af; ’ xr(t - ¢)
r=1

tel que, ¢ > 1, A € R™*"™ n représente le nombre de transitions internes du graphe G et

min )’

$—1
S¥)
k=

(A% B); - u(t — k:)] , (3.7)

0

Aiq indique le 7*® ligne de la matrice A?.
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Du fait qu’il existe un chemin « qui relie la transition ¢, & la transition ¢, nous avons
7

alors I'inégalité suivante :
z;(t) < (A™ - B); - u(t — 1,), (3.8)

avec T, représente la somme des temporisations de toutes les places qui appartiennent au
chemin a.

En prenant en considération I'hypothése 4(franchissement au plus tot), et en remplagant
les deux fonctions, z;(t) et x;(t) par leurs expressions données respectivement dans les
deux équations et dans lI'inéquation de contrainte de marquage 7 on obtient

cette inéquation :

(A™-B);-u(t—7,) < (b— Mjo) -

@A

La satisfaction de I'inéquation (3.9 revient a vérifier les deux inéquations suivantes :

QB (A¥ . B); -u(t — k)| (3.9)

)y ult— 7)< (0 Moo DA B, -ult — b)) (3.10)
et -
(A7 B), - u(t = 7a) < (b~ Myo)[A2 - 2,(t — 9) (3.11)
Ces deux inéquations peuvent s’écrire sous les formes suivantes :
(), ult — 72) < (b Moo DA B, -ult — b)) (3.12)
et -
ult —72) < (b= Migo — (A™ - B),) - [A2 - 2,(t — 0) (3.13)

Dans le Théoréme qui suit, le controleur u(t) qui assure la satisfaction de la contrainte

de marquage (3.5)) est explicitement donné.

Théoreme 7. Nous considérons un graphe d’événements temporisé G dont [’évolution

est représenté par l’équation d’état . Ce graphe est soumis a une seule contrainte de

marquage de la forme.

Pour ¢ =1, + 1 la loi de commande donnée par :

u(t) = @Y F, - x,(t — 1) (3.14)
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tel que F, = max(0, (b— My — (A™ - B);) - A2,

assure la satisfaction de la contrainte st la condition suivante est respectée :
(b—MZ]())(AkB)ZZ (ATa 'B)j, k‘:O"'Ta, (315)

Démonstaration. Nous cherchons des lois de commande sous la forme de u(t) = F.z(t —
1) garantissant la contrainte de marquage (3.5)).

De I'inéquation (3.12)), nous tirons u(t) en fonction de z(t — 1) si seulement si ¢ = 7, + 1.
En remplacant ¢ par 7, + 1 dans les deux inéquations et , nous obtenons les

deux nouvelles inéquations :

(A™ - B); - u(t — 7a) < (b— Myjo)[@D(A* - B); - ult — k)] (3.16)
k=0
et
u(t) < (b= Mo — (A™ - B);) - [A}) -, (t — 1)] (3.17)

La fonctionu(t) qui représente le nombre de franchissement de la transition ¢, a l'instant
t est une fonction croissante, c’est-a-dire : u(t) > u(t — 1) > u(t —2)--- > u(t — n). En
prenant en considération cette remarque, I'inégalité peut s’exprimer sous la forme
qui suit :

(A™ - B); < (b— M) (A" - B); (3.18)

Pour k=0ar1,
L’inéquation (3.17)) traduit explicitement les lois de commande données par le Théoréme

7, garantissant la satisfaction de la contrainte de marquage (3.5 dans le cas ou condition

(3.18) est vérifiée. O

Les feedbacks donnés par le Théoréme 7, assurent la satisfaction de toutes les contraintes
de marquage imposées sur un graphe d’événements temporisé et qui peuvent étre formulés
sous la forme de I'inéquation . Ces feedbacks peuvent étre représentés par des places
marquées et temporisées connectées au graphe initial.

b) Plusieurs contraintes
Nous considérons maintenant un graphe d’événements temporisé GG, comportant une seule

transition de commande ¢, et .S contraintes de marquage. Les places sous contraintes sont
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notées ps, pour s = 1 & s = 5. Pour chaque place ps, nous notons par My, et 7, respective-
ment le marquage initial et la temporisation de la place ps et par b; le nombre maximal de
jetons a ne pas dépasser dans chaque place p,. Les transitions ¢; et ¢; sont respectivement
la transitions d’entrée et la transition de sortie de la place ps. Les fonctions z;(t) et z;(t)
définissent les compteurs correspondants.

Les contraintes de marquage sont représentées dans l'algébre Min-Plus par 'inéquation
suivante :

15(8) < (b — Myy).i(1) (3.19)

avec s allant de 1 a S.

Nous supposons qu’il existe au moins un chemin, noté a,, de la transition de commande
t, vers la transition ¢;. Toutes les transitions ¢; sont alors controlables. Pour chaque
contrainte ps, nous pouvons appliquer les résultats du Théoréme 7.

Si la condition de Théoréme 7 est satisfaite pour chaque contrainte s, alors la loi de
commande u(t) satisfait la séme contrainte.

D’une maniére générale, les lois de commande sont données par 1’équation suivante :
us(t) = F, -z (t — 1)

ast1
Avec F,, = @7]’\[:1((65 — My, — (A™ - B);) - AiTr * ).
Le controleur qui garantit la satisfaction de toutes les contraintes de marquage imposées
sur le systéme correspond au minimal des controleurs calculé. Ces résultats ont été résumés

dans le Théoréme 8 suivant :

Théoreme 8. Soit G un graphe d’événements temporisé. L’évolution de ce graphe est

donnée par [’équation . Ce graphe est soumis a S contraintes de marquage sous la

forme .

La lot de commande exprimée par :

u(t) = &L us(t),

avec

us(t) = Frs ’ mr(t - 1)
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et F,, = maz(0, ®N_, ((by — My, — (A= . B);) - ATaS+1)) pour s =1,---,85,

ir

assure la satisfaction des spécifications st la condition suivante est bien respectée :
(bs — My,) - (A¥-B); > (A™ - B);, k=0 7, (3.20)

Démonstaration. Comme nous l’avons indiqué dans le Théoréme 7, le controleur
garantit le respect de la contrainte de marquage . Il est donc clair que pour S
contraintes de marquage, la loi de commande u,(t) garantit la Séme contrainte si la
condition (3.20)) est satisfaite.

Finalement, le feedback qui garantit les s contraintes est donné par :

u(t) = ®5_,u,(t) pour s=1 a S.

Ce feedback correspond au minimum des controleurs calculés pour les s contraintes. [

Nous illustrons maintenant les résultats par un exemple d'un systéme manufacturier

qui comporte un stock borné.

Exemple 8. Nous considérons une ligne de production modélisée par le graphe d’événe-
ments temporisé représenté dans la Fig|3.53. Ce systéme est composé de deux machines M,
et My avec un stock intermédiaire B. La transition ty (resp. t3) indique le début du traite-
ment sur la machine My (resp. My). L’événement de fin de traitement dans My (resp. Ms)
est représenté par la transition ty (resp. ty). Le franchissement de la transition ty (resp.
t3) signifie qu’une piéce est entrée (sortie) au/de stock B. La transition de commande t,
est la seule transition contrélable dans ce graphe. Le stock B est borné a 2 pieces.

Le graphe de marquage de ce réseau de Petri est donné par la Figl3.J. Nous supposons
que la place p1, comporte toujours le nombre de jetons nécessaire pour le franchissement
de la transition t;. Comme montré par le graphe de marquage, le nombre de jetons dans
le stock B dépasse le nombre autorisé (u4, s, fe,--)-

On veut synthétiser une loi de commande u(t) pour que le nombre de jetons dans la
place p3o qui modélise le stock B, ne dépasse pas deux jetons. Pour cela, nous appliquons
les résultats du Théoréme 7 . Pour construire le modéle d’état du graphe de la Fig[3.3 il
faut étendre le graphe de cette figure pour avoir un GET équivalent, avec 1;;= 0 ou 1.

Nous décomposons ainsi, la place py3 en deuz places, notées respectivement par ps3 et pys
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F1G. 3.3: modéle d’une ligne de production
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Pas.

F1G. 3.4: Graphe de marquage de la Figf3.3]

et temporisées a 1 unité de temps. Le graphe étendu est représenté dans la Fig]3.5.
Léquation d’état du graphe de la Fig[3.5 est exprimée comme suite :

[ 0 151 ts | 14

OO A-O4-O-O-
T

E € € € ¢ 9

g € e € ¢ S

Nous appliquons le Théoréme 7 pour calculer la loi de commande qui garantira les spéci-
fications de marquage imposées sur le stock B. Le marquage initial de la place pys est nul
(Myzo = 0). 1l eziste un chemin o qui relie la transition t, a la transition ts, avec une
temporisation de T, = 1, (¢ = 7o+ 1 = 2). Nous avons aussi, (A*- B), = €, e pour k =0

al, (A™ - B); =2, et (43, = [2,¢,1,¢,¢]).
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La condition du Théoréme 7 est donnée par :

2. (A% B)3 > (A B),

pour k=0 a 1.
On remarque que la condition du Théoréeme 7 est bien vérifice. Il existe donc des lois de
commande qui permettent de garantir la contrainte de marquage imposée sur le stock B.

Ce contréleur est donné par [’équation suivante :

ut) = (20— (A" B)o) - [P A5, - (t = 1)]

qui peut étre exprimé par :

u(t) =4 -2t —1) @3- 23(t — 1)

On peut simplifier cette expression en comparant le nombre de franchissement de la
transition t1 a l'instant t est plus grand que le nombre de franchissement de la transition

t3, alors mous pouvons écrire :

Ce qui donne

En conclusion, la loi de commande u(t) qui assure le respect de la contrainte est :
u(t) =3 x3(t —1)

Cette loi peut étre représentée par une place de contréle marquée de 3 jetons et temporisée
par 1 unité de temps. Cette place de contréle relie la transition tz du GET a la transition
de commande t, (place en double cercle Fig[3.6).

La Figl3.7 représente ’évolution du graphe de marquage de modéle de la ligne de produc-
tion apres 'intégration de la place de contréle au réseau de Petri initial. Nous pouvons
facilement vérifier que dans le systéme bouclé, le nombre de jetons dans le stock B est

bien respecté, et que le graphe est vivant et sans blocage.
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F1G. 3.6: Modéle de ligne de production avec la place de controle

P Ho Hy Uz Us tha
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0 0 0 0

wo 1

F1G. 3.7: Graphe de marquage du modéle de la Fig[3.6]

3.3.1.2. Contraintes imposées sur des chemins d’un GET

Dans cette section, nous considérons le probléme de contraintes de marquage imposées
sur un ensemble de places dépendantes. Dans ce cas, le probléeme consiste a limiter le
nombre de jetons dans certains chemins (succession de places) d’un graphe d’événements
temporisé. Lobjectif étant de synthétiser une loi de commande sous la forme de u(t) =
F - z(t — 1), afin de satisfaire ces contraintes. Le méme principe serait utilisé comme
précédemment, la contrainte imposée sur un chemin d’'un GET peut étre représentée par
une simple inéquation linéaire dans l’algebre Min-Plus. Cette inéquation est donnée en
fonction du marquage initial de ce chemin ainsi que les compteurs associés a sa transition
d’entrée et sa transition de sortie.

Nous considérons par exemple, le GET représenté a la Fig[3.§|

Nous supposons que ce graphe est soumis a une contrainte de marquage imposé sur le
chemin p qui relie la transition ¢; a la transition ¢;. La contrainte imposée sur ce chemin

est donnée par I'inéquation suivante :

Maj(t) + Myq(t) + Mi(t) < b, (3.21)
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F1G. 3.8: Succession de places d'un GET

avec My;(t), My,(t), M;,(t) représentent respectivement les marquages des places p,;,
Dkq,Dix & l'instant t et b étant un entier non négatif représente le nombre de jetons maximal
a ne pas dépasser dans le chemin p.

Nous associons a chaque transition de ce graphe une fonction compteur. Cette contrainte

peut étre exprimée par cette inéquation :
((t) — 2q(t) +2) + (2q(t) — 2x(t) + 1)+
(z(t) — z:(t)) < 0.
Aprés simplification, cette inéquation devient :
z;(t) — zi(t) < (b= 3),
D’une maniére générale, I'inéquation de contrainte peut étre décrite comme suit :
2,() < (b= M,,) - a,(t) (3.22)

avec M,, = 3 est le marquage initial du chemin sous contrainte p.

a) Un seul chemin sous contrainte

Nous considérons un graphe d’événement temporisé avec une transition d’entrée ¢, qui est
la transition de commande. Ce graphe est soumis & une contrainte de marquage imposée
sur un de ces chemins noté p. Les transitions t; et ¢; représentent respectivement la tran-
sition d’entrée et la transition de sortie du chemin. Les fonctions z;(t) et x;(¢) définissent

les compteurs correspondants.
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La contrainte de marquage imposée sur le chemin p est représentée par une inéquation de
la forme (j3.22)) .

Nous supposons qu’il existe au moins un chemin « reliant la transition de commande ¢,
a la transition ¢; (Hypothése 3),

La méme démarche appliquée dans le cas d'un graphe d’événements temporisé sous
contrainte de marquage imposée sur une place sera suivie pour calculer les lois de com-
mande qui grantit la satifaction de la contrainte .

En remplacant le marquage initial de la place sous contrainte par le marquage initial de
chemin p, dans la section 3.3.1.1, nous remarquons que la formule des deux contraintes
est la mémes. Nous pouvons alors appliquer les résultats obtenus pour la contrainte de
marquage imposée sur une place pour résoudre le probléeme de contrainte de marquage
imposée sur un chemin d’'un GET. Avec quelques modifications dans certains paramétres
qui seront indiqués par la suite.

L’objectif du Théoréme 9 est de définir les lois de commande qui assurent le respect de

spécifications de marquage imposées sur un chemin d’'un GET.

Théoreme 9. L’équation :

u(t) = F -z, (t — 1) (3.23)

avec F, = maz(0, (b— M,, — (A™ - B);)- A%) et ¢ = 7o + 1, assure la satisfaction de la

contrainte st la condition suivante :
(A™ - B); < (b—M,,) - (A*-B);, k=0,...,6— 1. (3.24)

est satisfaite.

Démonstaration. Comme nous ’avons démontré dans la section 3.3.1.1, le controleur
donné par la formule satisfait la contrainte de marquage imposée sur une place
d'un GET, dans le cas ou la condition est satisfaite. Aprés simplification de la
contrainte de marquage imposée sur un chemin d’'un GET donnée par I'inéquation .
Nous pouvons facilement remarquer que l'inéquation résultante est la méme que

celle de la contrainte imposée sur une place (3.5) en remplagant le marquage initial de
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la place p;; noté M;;o par le marquage initial du chemin p donné par M. En suivant la
méme procédure de calcul des lois de commande dans le cas de contrainte imposée sur
une place, nous trouvons toujours les mémes résultats en remplacant le marquage de la
place p;; par le marquage du chemin p.

Finalement, les lois de commande données par 1’équation garantissent la satisfaction
de la contrainte de marquage si la condition est satisfaite. O

Exemple 9. Soit un systéme manufacturier constitué de deux machines My et My qui
travaillent en série et un robot comme un moyen de transport (voir Fig.. Les deux
machines My et My ont une capacité d’usinage d’une seule piece a la fois. La machine M,
est décomposée en deux parties ; une partie thermique et une zone de refroidissement. Ces
deuz parties sont modélisées respectivement par les deuz places pay et psy dans la Figl3.10,
Fig]3.10 représente le modele graphe d’événements temporisé du systéme précédent. La
machine My est modélisé par la place prs et le robot par la place py3, le robot peut trans-
porter une piéce a la fois. Les temps d’exécutions des taches par les deux machines et le
temps de transport de la piéce par le robot sont associés a chaque place modélisant [’'une

de ces entités.

vim®

' Une Piéce semi usinée

n Une piéce usinée

F1G. 3.9: Systéme manufacturier (deux machines et un robot)

Le cahier des charges de ce systeme indique que le robot ne doit pas étre en attente
pour poser la piéce dans la machine My. Ce qui signifie que les deux places pys et psy ne
doivent pas étre toutes les deuxr marquée a la fois. Cet état est atteignable au cours de

fonctionnement de systéme, ce qui est indiqué par le graphe de marquage du RDP illustré
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FiG. 3.10: Modéle GET de systeme de la Fig)3.9

P

Hy My iy M jies u He Ky g
Pl |0 1 0 1 1 0 1 1 0
P | 1 1 0 0 1 0 0 1 0
Pauf (0 tujo 0 /o L el © a1 0 ta 1 st | O tay 0 Y 1
pz| o = [o|=]o] =51 =]o| o] =—==]1]|=|o]|=]|0
pas| [0 0 0 0 1 1 0 1 1
pasf | 1 1 1 1 0 0 1 0 0
pas| | 1 1 1 1 1 1 0 0 0
psad L0 0 0 0 0 0 1 1 1

Iul4 ul:{ Iu12 'ull Iu'lﬂ |u'9

1 0 1 1 1 1

0 0 1 0 0 0

0 1 0 0|, o| .. |o Ertu/l
o) 1| 22 o [E o &1L 1] £

1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

1 1 1 1 0 1

F1G. 3.11: Graphe de marquage de Modéle GET de la Fig[3.10]

par la Figl3.11 (état pr,us,po,p12, p13,p14). Nous pouvons écrire ces spécifications par

linéquation suivante :

Myz + M5y < 1.

Comme indiqué précédemment, cette contrainte peut étre représentée par une inéquation

linéaire dans ’algébre Min-Plus, sous la forme :
(25(t) — wa(t)) + (24(t) — w5(8)) < 1.
En simplifiant cette inéquation, l'inéquation de contrainte devient :
(z3(t) —x5(t)) <1 (3.25)

On veut synthétiser des lois de commande qui garantissent la spécification de marquage

imposées a ce systéme. Pour cela, nous commengons tout d’abord par la représentation
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gtu
!
t1—

ty—— 1(
®o 10

/

FiG. 3.12: Modele GET de systéme de la figure

de la dynamique du systeme par une équation d’état. La temporisation de la place psy est
supérieur & 1, alors on décompose cette place en 4 places temporisées a 1. Nous ajoutons
3 transitions intermédiaires, comme montré dans la Figl3.19 L’ équation d’état associé au

graphe d’événements temporisé de la Fig[3.19 est donnée par ’équation :

e 1 2 ¢ e ¢ ¢ 3 e
e € € € € € € ¢ €
c el e e ¢ ¢ 2 €
€ € e € e ¢ ¢ 1 IS
x(t) = x(t—1)® u(t)
E € E E € € € ¢ €
€ € € € € € € € €
€ € € € € e € € €
€E € € €E € € € &€ €

Le marquage initial du chemin p est nul (M, = 0), la temporisation du chemin o
reliant la transition de commande t, a la transition ty est donnée par 7, = 2, alors on
deduit que ¢ =71, +1 = 3.

Afin de vérifier la condition du Théoréme 9, nous calculons, tout d’abord A2.
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A? =

E € € € € € €& ¢

E € € € e € e ¢
On peut facilement vérifier que la -condition du Théoréeme 9-68t bien vérifiée :
(A-B)3 <1-(A*- B)s, pour tout k allant de 0 a 2.
Alors il existe un controleur qui garantit le respect des spécifications de marquage imposées

sur le systéme précédent. D’apres le Théoréme 9, ce controleur est donné par la formule

sutvante :

u(t) < @A -0)- AL, — (B)s -2, (t — 1),
:1$6(t—1):1$4(t—2)

Le feedback calculé peut étre représenté par une place de contrdole marquée, temporisée et
connectée au modéle de graphe d’événements temporisé du systéme manufacturier (place
représentée par un double cercle dans la Figl3.15 Ce controleur assure la satisfaction de
la contrainte de marquage imposée sur le systeme, cela est bien vérifiée par le graphe de

marquage ilustré sur la Figl3.1]]

b)Plusieurs chemins sous contraintes de marquage
Nous considérons maintenant un graphe d’événements temporisé G toujours avec une seule
transition de commande t,. Ce graphe est soumis & S contraintes de marquage imposées
sur S chemins notés p,, avec s = 1 a S. Pour chaque chemin p,, on note par M,y et 7,
respectivement le marquage initial et la temporisation du chemin p,. Les transitions t; et

t; représentent respectivement la transition d’entrée et la transition de sortie du chemin
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FiG. 3.13: Modeéle GET de systéme manufacturier avec la place de control
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FiG. 3.14: Graphe de marquage de Modele GET de la Figi3.13

s- Les fonctions z;(t) et x;(t) définissent les compteurs correspondants.
Chaque chemin p, est soumis a une contrainte de marquage, qui exige que le nombre de
jetons dans le chemin p; ne dépasse pas bs avec s allant de 1 & S. Nous représentons ces

spécifications de marquage imposées sur le graphe G par cette inéquation linéaire :
zj(t) < (bs = My,) - (), (3.26)

Théoreme 10. Nous considérons un graphe d’événements temporisé G. Son évolution est

représentée par Uéquation (1.5)et soumise a plusieurs contraintes sous la forme de )

Le contréleur donné par :

ult) = P u.l).

s>1

avec
(1) = (b = My, = (A™ - B)j) - AT 410 (e = 1),

assure la satisfaction des spécifications de marquage st la condition suivante est
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bien vérifiée :
(ATQS : B)j < (bs - Mpso) ) (Ak : B)i’ k= 0, "'7¢5 -1 <327)
avec g5 = To, + 1,

Démonstaration. D’aprés le Théoréme 8, le controleur [3.23] garantit le respect de la
contrainte de marquage . Donc pour S contraintes de marquage, le controleur ug(t)
garantira la S contrainte si la condition est satisfaite.

Le feedback qui garantit les S contraintes est alors donné par :

u(t) = ®_ u,s(t) pour s=1 4 S.

Ce feedback correspond au contréleur minimum calculé pour les S contraintes. O]

3.3.2.Commande multivariables
Nous considérons dans cette section, un graphe d’événements temporisé avec plusieurs
transitions de commande. Le comportement de ce graphe est donné par 1’équation d’état
, avec un vecteur u(t) € R”, et B € RY*™ pour m > 1. Nous supposons que ce
graphe est soumis a des contraintes de marquage imposées sur des places ou sur certains
chemins. Ces contraintes peuvent étre représentées par des inéquations linéaires dans 1’al-
gébre Min-Plus. Nous cherchons le vecteur de commande u(t) qui garantit ces contraintes.

Nous considérons en premier lieu un GET soumis & une seule contrainte, puis en second

lieu un graphe d’événements temporisé soumis a plusieurs contraintes de marquage.

3.3.2.1.Une seule contrainte
On propose dans cette partie une démarche de synthése de lois de commande pour sa-
tisfaire une seule contrainte de marquage imposée a un GET. Nous supposons que cette
contrainte est imposée sur une place ou sur un chemin. Nous associons & chaque transition
source un compteur noté u;(t) pour [ = 1 & m. La contrainte de marquage imposée a ce

graphe est donnée par :

M,y(t) <b (3.28)
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tel que, p représente le chemin sous contrainte.

Nous notons par t; et ¢; respectivement la transition d’entrée et la transition de sortie du
chemin p.

Comme dans le cas de la commande avec une seule transition de commande, nous suppo-
sons qu’il existe au moins un chemin qui relie la transition de commande u; et la transition
t; représentant la transition d’entrée du chemin sous contrainte.(Hypothése 3). La relation

entre ces deux transitions peut s’exprimer par cette inéquation :

x;(t) < &L (A™ - B)ji - w(t —m)

Dans ce cas, les deux inéquations (3.12) et (3.13]) sont remplacées par :

d—1
@y (A™ - B)j - w(t — 7a) < (b— M) [@D B2y (A* - B)y - wi(t — k)] (3.29)
k=0
et
SN [t — 1) < [(b— My — (A™ - B)j) - A2 - 2, (t — ¢)] (3.30)

Nous cherchons a définir la relation entre les deux variables ¢ et 7, qui qui permet de
satisfaire les deux inéquations précédentes pour que la contrainte soit, satisfaite.
Comme dans le cas de la commande des GET avec une seule transition de commande,
nous supposons qu’il existe au moins un chemin « avec une temporisation 7, qui relie une
transition de commande tu, & la transition ¢;, ce qui implique que (A™ - B);. # .

Pour ¢ = 7,41 le controleur u.(t) donnée par l’inéquationmpeut s’ecrire comme suite :

uc(t) < (b= My — (A™ - B)je) - Af) -2, (t = 1) (3.31)

L’inéquation [3.29) est satisfaite si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(A7 - B)je < (b— Myo)(A* - B (3.32)

u(t — 710) < ue(t —k)
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Théoreme 11. Soit G un GET avec m transitions d’entrées et soumis & s contraintes de

marquage sous la forme . Le contréoleur :

- — (A™ - B)..) - A% - x(t — si l=c
walt) = (b—M,, — (A™ - B)jc) - Aj< - x(t — 1) l , (3.34)

€, sinon.

garantit la validation des s contraintes st la condition suivante :
(b= M,)- (A" B)y > (A™ - B),, (3.35)

est vérifiée.

Avecop=1,+1,l=1am, k=0a¢—1,

Démonstaration. Pour ¢ = 7, + 1, grace a I'inéquation la formule de controleur
qui garantit la satisfaction de la contrainte est exprimé par l'inéquation .
Comme notre objectif est de trouver un controleur qui garantit la satisfaction de la
contrainte , il suffit alors de trouver une seule composante de vecteur u(t) qui
assure I’accomplissement de cette objective. Nous avons par la suite fixé toutes les autres
composantes a €.

Finalement, le controleur (3.34]) garantit la satisfaction de la contrainte de marquage

(3.28)), si la condition (3.35)) est bien vérifiée. H

3.3.2.2.Plusieurs contraintes
Soit G un graphe d’événements temporisé avec m transitions d’entrée. Ce graphe est sou-
mis & S contraintes de marquage. Ces contraintes sont imposées sur certains places ou
chemins notés p, pour s = 1 a S. Nous notons par ¢; et ¢; respectivement la transition
d’entrée et la transition de sortie de chemin p,. Nous notons par bs le nombre de jetons
maximum qui ne doit pas étre dépassé dans le chemin p,. Ces contraintes sont exprimées

par les inéquations suivantes :

M, (t) <, (3.36)

Nous supposons que pour chaque contrainte s, il existe au moins un chemin noté, oy re-

liant la transition de commande tu,., & la transition d’entrée de chemin sous contrainte ps,
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oll ¢y désigne 'indice associé a la transition de commande qui agit sur la contrainte s. On

note par 75 la temporisation de ce chemin. Cette condition peut se traduire comme suit :

Is@) < (ATS : B)scs Uy (t - Ts)' (337>

L’équation explicite de la transition ¢; est donnée par :

—1)((A*-B);u(t—k)),(3.38
i(t) = BN (A% - 2, (t — ) @ B VAP ),(3.38)

avec ¢, > 1.

Nous utilisons les résultats pour le cas de la commande d’une seule contrainte, obtenus
précédemment, et nous traitons chacune des contraintes séparément. Pour s=1 a S, la
contrainte s est équivalente aux deux inégalités , sont données par les deux

inéquations suivantes :

¢s_1
(A™ - B)je, - tte, (t = Ta,) < (b= M,0)[ED &1 (A" - B)a - wi(t — k)] (3.39)
k=0
et
e, (t = Ta,) < [(b—= My — (A™ - B)je,) - A] -, (t = &y)] (3.40)
avec ¢ = T,, + 1 pour s= 1 a S.
Si pour tout s, les conditions :
(bs = M,,) - (A*- B)y = (A™ - B)je, (3.41)
et
w(t) > ue,(t) (3.42)

sont vérifiées, le controleur est alors donné par ’équation suivante :

U, (t) < [(b - M,, — (ATes B)jcs) : A(ibrs ~r,(t—1)
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Théoreme 12. Le contréleur donnée par :
w(t) = &7 uc, (t) (3.43)

avec U, (t) = (b— M

psO) - (ATQS ' B)jcs ’ A?TS ’ ajr(t - 1)
garantit la satisfaction de s contrainte imposées a un GET G si la condition |3.35 est
vérifiée pour les s contrainte.

Tel que u.(t) est le controleur|3.34 calculé dans le Théoréme 10.

Démonstaration. Comme nous ’avons démontré dans le Théoréme 11, le controleur
garantit le respect de la contrainte de marquage (3.28)). Donc pour S contraintes de
marquage le controleur u., (t) garantit la satisfaction de la Séme contrainte si la condition
(13.35)) est satisfaite.

Le feedback qui garantit les S contraintes est alors donné par :

u(t) = ®F_ e, (t) pour s=1 a S.

Ce feedback correspond au contréleur minimum calculé pour les S contraintes.

O

Exemple 10. Nous considérons dans cet exemple un systéeme d’assemblage avec deux
lignes de production, modélisé par le graphe d’événements temporisé schématisé dans la
Fig.. Ce graphe contient deuz transitions de commande (m = 2) notées respectivement
tul €t tys. Ce systéme comporte deux stocks limités modélisés respectivement par les deux
places psa et prg. De ce fait, deux contraintes de marquage imposées sur ces deux places.

Ces deux contraintes sont définit par ces deux inéquations :

Msy <2
Mz <3

La Figl3.16 représente le garphe de marquage de GET de la Figl3.15, nous pouvons re-
marqué qu’a partir de l’état p; le nombre de jetons dans les deux place pss, pre dépasse le

nombre imposé par le cahier de charge (33 < 2, Mz < 3).
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F1G. 3.15: Modele GET de systéme d’assemblage
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F1G. 3.16: Graphe de marquage de Modéle GET de la Fig
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Nous souhaitons calculer le vecteur de contréle u(t), afin de limiter le nombre de jetons
dans le stock 1 et le stock 2 a (by,by).
Avant d’appliquer le Théoréme 12, nous décrivons d’abord la dynamique de modéle de
systeme d’assemblage par une équation d’état. Pour obtenir cette équation, mous avons
décomposé la place (pss) en trois places temporisées a 1 unité de temps et deux transitions
sont ajoutées (ti1,t12). Nous avons ainsi décomposé la place (psy) en deuz places tempori-
sées a 1 unité de temps, et une transition est ajoutée (t13). L’équation d’état du systéme

est donnée par :

l e ceccececececececcece e €
e £ € ¢ € €€ €€ € €€ € £ €
e ceececceceeceeele £ ¢
R R - R R R > £ ¢
£ e ¢e €2 ¢€cec e e € ¢ e e
E € ¢ccec e e e € € ¢ £ €
tt)=|ec ceccecccececececoel|ld|le ] ul
E €€ € ¢c € ¢c €€ €€ € e £ ¢
E € €ecc e e €€ e e e ¢
o R R R R R R R I £ ¢
€ € €€ € €€ €€ €€ €€ £ ¢
E € €€ c e e e e ec€ ¢ e ¢
E € e c e e ecce e ec ¢ £ ¢

Nous appliquons les résultats du Théoreme 12 pour déterminer les lois de commande qui
assurent le respect des deux contraintes de capacité imposées sur ce systeme d’assemblage.
Nous avons Msog = 0, on remarque bien qu’il existe un chemin qui relie la transition de
controle t,1 a la transition ty, on note ce chemin aq. La temporisation de ce chemin est

Ta1 = 1. La condition du Théoréeme 12 donnée par :
2.(A*.B)g > (A.B)yy

est bien vérifiée pour k=0 ¢o—1=1etl=1,2.

D’aprés le Théoreme 12, puisque la condition est bien vérifiée alors il existe un contréoleur
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qui garantit la satisfaction de la contrainte Mss < 2, les lois de commande qui représente

le premier élément du vecteur de contréle est donnée par :
13
ur(t) =2 — (A" B)y - @ 43,
r=1

w(t)=2(1-z1(t—1) @1 -24(t —1))
=3-n(t—-1)@3-21(t—1)
=3x1(t —1)®3.23(t —2)
= 3.x3(t — 2)
Nous passons maintenant au calcul de la deuziéme composante du vecteur du controle u(t),

les lois de commande qui garantissent la contrainte Mg < 3, est la deuziéme contrainte

imposée sur le systéme d’assemblage.

Nous avons M7go = 0, on remarque bien qu’il existe un chemin qui relie la transition
de controle t,s a la transition to, le délai du chemin qui relie la transition de controle t,o
a la transition t; = tg est on a Too = 1. En remplacant 1,0 dans le Théoreme, la condition

de ce Théoréme est donnée par :

3.(A* - B)y > (A B)g

on remarque bien que la condition est bien satisfaite pourk =0 ¢—1=1 et poul =1,2.
On prend toujours le Théoréme 12 en considération, l’équation de la lov de commande qui

représente le deuxieme élément du vecteur de contréle qui est donnée par :

13

up(t) =3 — (A" B)er - @D A2,

r=1

us(t) =312 -a5(t — 1) D e-ar(t — 1))
=5-x5(t—1)®3-27(t — 1)

On prend en considération les chemins de GET de la Figl3.15, on a :

$5<t — 1) Z 1’7(t — 1),
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alors

I’équation us(t) peut se réduire a cette équation :

Finalement, le controleur qui garantit les deux contraintes imposées sur le systéme d’as-

semblage est donné par le vecteur suivant :

3- T3 (t — 2)
u(t) =
3- i (t — 1)
Ces lois de commande sont représentées par des places marquées et temporisés connectées
au modeéle du systéme d’assemblage (places représentées par des doubles cercles dans la

Figl3.17, et grace a la Figl3.1§ qui représente I’évolution de systéme aprés Uintégration des

lois de commande calculées, nous pouvons conclure que les contraintes sont bien respectées.

e e
L By B A X

te

tg tig

o=
poiodbied
& - ©

F1G. 3.17: Modele GET de systéme d’assemblage avec les places de controle

3.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons proposé une approche de commande des systémes a évé-

nements discrets, modélisés par des graphes d’événements temporisés sous contraintes de
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Ho Hy H2 #3 Ha
Pz 3 0 0 0 1
Piu1 0 3 2 2 1
P21 0 0 1 0 1
P1z 1 1 0 1 0
Paz 0 0 0 1 0
Psz 0 0 0 0 1
.'!;34 1 1 1 1 0
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F1G. 3.18: Graphe de marquage de Modéle GET de la Fig3.17]

marquage. Notre approche est basée sur 1'utilisation de I’algébre Min-Plus. Nous avons uti-
lisé 'algebre Min-Plus pour représenter le comportement de GET par une équation linéaire
et les contraintes de marquage par des inéquations linéaires dans I’algebre Min-Plus. Les
lois de commande calculées sont des feedbacks qui sont sous la forme de u(t) = F-z(t—1).
Dans la premiére partie, nous avons considéré le probléme de commande des GETs avec
une seule transition de commande soumis a une seule ou plusieurs contraintes de mar-
quage. Dans la deuxiéme partie, nous avons généralisé notre étude pour le cas des GETs
avec plusieurs transitions de commande. Dans les deux cas, nous avons considéré le pro-

bléme de commande sous des contraintes de marquage imposée sur des places indépen-
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dantes d'un GET et des contraintes imposées sur des places dépendantes (chemins) d’un

GET.






Conclusion générale

Nous avons présenté dans ce manuscrit deux méthodologies de synthése de lois de com-

mande pour les systémes a événements discrets modélisés par des graphes d’événements
temporisés. Nous avons développé une approche de commande des graphes d’événements
temporisés soumis a des spécifications (contraintes) de temps ou de marquage imposées
aux places ou bien aux chemins de ces graphes.
Nous avons présenté dans la premiére partie de cette thése une méthode formelle pour
la synthése des lois de commande en boucle fermée afin de satisfaire un ensemble de
contraintes temporelles imposées aux systémes a événements discrets modélisés par des
graphes d’événements temporisés. L’approche développée est basée sur l'utilisation de
I’algébre Max-Plus. Le comportement dynamique du graphe d’événements temporisé est
exprimé par une équation linéaire Max-Plus. Grace aux dateurs associés a chaque tran-
sition du GET, les contraintes temporelles sont représentées par des inéquations linéaires
dans ’algébre Max-Plus. Des conditions suffisantes pour I'existence de lois de commande
qui satisfont ces contraintes temporelles sont définies. Les lois de commande calculées
peuvent étre représentées par des places de controle connectées au graphe initial afin de
garantir le respect des contraintes. Par la suite, nous avons appliqué les résultats de notre
approche pour la commande d’une architecture d’automatisation en réseau soumise a une
contrainte temporelle imposée sur leur temps de réponse. Les lois de commandes calculées
sont des feedbacks causaux qui sont représentés par des places de controle connecté au
modeéle GET du 'architecture d’automatisation en réseau.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, nous avons abordé le probléme de commande de

systémes a événements discrets soumis a des contraintes de capacités de ressources. Nous
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avons présenté une nouvelle méthode pour la synthése de controleurs pour des graphes
d’événements temporisés soumis a des spécifications sur les marquages. L’approche que
nous avons proposée est basée sur l’algebre Min-Plus, ol le comportement dynamique
du GET est exprimé par des équations linéaires et les contraintes de marquage par des
inéquations linéaires dans 'algébre Min-Plus. Nous avons défini une condition suffisante
pour 'existence de lois de commande qui satisfont ces contraintes. Dans un premier temps,
nous avons considéré le cas ou le probléme posé est de limiter le nombre de jetons dans
une seule place. Ensuite, nous avons étendu ’approche pour le cas ou les spécifications
imposées sur le systéme exigent de borner le nombre de jetons dans une séquence de places
(chemin). Pour les deux types de contraintes, nous avons tout d’abord considéré le cas
de GETs avec une seule transition de commande, par la suite nous avons généralisé notre
contribution pour le cas de GETs avec plusieurs transitions d’entrée.

Plusieurs perspectives peuvent étre envisagées pour ce travail : sur ’aspect théorique, il
serait intéressant de considérer des systémes ot les transitions du GET ne sont pas toutes
observables. Dans nos travaux nous avons considéré le cas ou le chemin « qui relie la
transition de commande et la transition d’entrée de la place ou de chemin sous contrainte
est vide, il serait intéressant d’envisager une amélioration de la technique proposée ou
bien une nouvelle méthode pour le cas ot le chemin « est non vide.

Pour le cas de commande des GETs sous contraintes de marquage imposées sur plusieurs
places, nous avons limité notre étude au cas ot les places sont situées sur le méme chemin.
Il serait intéressant d’envisager une commande basée sur 'algebre Min-Plus pour le cas
de probléme d’exclusion mutuelle (places ne sont pas sur le méme chemin).

Sur le plan pratique, pour la commande des architectures d’automatisation en réseaux,
il reste & étendre la validité des résultats de cette étude et leur généralisation en met-
tant l'accent sur des AARs plus complexes (plusieurs controleurs et plusieurs modules
d’entrées/sorties) et d’étudier d’autres AAR qui fonctionnent avec d’autres protocoles de
communication (par exemple, client/serveur). En outre, il est important d’étendre la va-
lidité de notre contribution dans différents contextes, notamment pour la vérification et

la validation des systémes de production automatisés et les réseaux de transport.
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