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Introduction générale

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a un probleme de renforcement par une couche
mince extérieure d’épaisseur € et de conductivité A. Plus précisément, nous considérons un
probleme de transmission qui correspond physiquement a un probleme stationnaire de dif-
fusion de la chaleur a travers une couche tres fine. L’objectif de cette étude est de préciser
le comportement asymptotique de la solution quand 1’épaisseur € tend vers 0 et A tend vers
0 ou +oo. Les problemes limites ainsi obtenus sont posés sur le domaine sans la couche
mince et constituent par conséquent une alternative tres intéressante pour contourner les
difficultés rencontrées lors de la simulation numérique de la solution du probleme de départ.
Ce genre de littérature a été largement étudié par plusieurs auteurs, utilisant les méthodes
variationnelles et effectuant le passage & la limite & partir d’estimations L? sur la solution
et ses dérivées premieres. Les convergences obtenues sont en général faibles.

L’objectif de cette étude, qui est présentée dans le papier [5], consiste a obtenir des conver-
gences fortes dans H' et uniformément sur les compactes. Les deux points clés sont ’ob-
tention des estimations L? sur les dérivées secondes et 1'utilisation de la représentation par

la fonction de Green.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Espaces de Sobolev

Dans toute cette section ) sera un ouvert de RY.

Définition 1.1. On appelle espace de Sobolev sur €2 I'espace fonctionnel :
WhP(Q) = {u € LP(Q) /Ya € Z", |a| <k:Due LF(Q)},
ou D%u est la dérivée de u au sens des distributions. v

Pour ces dérivées, on pose a = («y, ..., ay), |a| = E a; et on utilise la notation :
i=1
o0%*u
0Mgy, ..., 0NN

D%y =
On note H* = W*2(Q).
Théoreme 1.1. L’application
HY Q) x HY(Q) — R,
(u,v) /ﬂ(uv + VuVo)dz,

est un produit scalaire et munit H () d’une structure d’espace de Hilbert.

N

On note ||ul| g () = </ u® + |Vu\2dx) la norme associée.
Q

Proposition 1.1. (Inégalité de Holder)
Soient f € LP(Q) et g € LI() avec 1 < p < +oo.Alors fg € L'(Q) et

[ 1251 <10l
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Remarque 1.1. Lorsque p = ¢ = 2, on retrouve 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme 1.2. (de trace)

Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*, ou bien Q = RY.On définit lapplication trace

Yo

H'(Q)NC(Q) — L*09)NC(09N)

v = %) =v|aq.

Cette application o se prolonge par continuité en une application linéaire continue de
HY(Q) dans L*(0R2), notée encore ~yo. En particulier, il existe une constante C' > 0 telle

que, pour toute fonction v € H*(Q), on a :
[0]]22(092) < Cllo]| 11 ().

Proposition 1.2. (Inégalité de Poincaré classique )
Soit 0 un ouvert borné de RY dans au moins une direction de l'espace, il existe une

constante C' > 0 telle que, pour toute fonction v € H} (),
[vllz2(@) < ClIV[[L2(0).

Proposition 1.3. (Inégalité de Poincaré-Wirtinger)

Si Q est borné et connexe, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout v € H'(Q),

v —m(v)|l2) < Cl|VV|[z2(0),

1
m(v) = @/dex,

est la valeur moyenne de v sur Q , le nombre || désignant la mesure de Lebesgue du

domaine ).
Remarque 1.2. Si m(v) = 0, on retrouve 'inégalité de Poincaré classique.

Preuve. On suppose que l'inégalité de Poincaré Wirtinger est fausse. Dans ce cas, pour

tout entier naturel n > 1, il existe un élément u,, de H*(Q) tel que :

|tn — m(un)|lL2(@) > 1l VUl 22,
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ol m est la moyenne définie par :

(U — m(uy))
[[tn = m(un)lr2(0)

On pose v, = . La suite v,, vérifie I'inégalité :

1= H'UnHLQ(Q) > nHvunHLQ(Q)- (1.1)

Ainsi, la suite v, est bornée dans H'(€). Comme 2 est borné régulier, d’apres le Théoreme
de Rellich, on peut extraire de v,, une sous-suite convergente dans L?*(2) vers un élément
v de L*(Q2). Par commodité, on note de nouveau v, cette suite.Comme v,, est convergente
dans L?(Q), c’est une suite de Cauchy de L*(Q2). De plus, d’aprés 1'équation (1.1), Vo,
converge vers 0 dans L*(Q). Ainsi, v, est une suite de Cauchy dans H'(2). Comme H'()
est un espace de Hilbert, il est complet : toute suite de Cauchy est convergente et v,

converge dans H'({2) vers un élément v. De plus, on a :

. . 1
Vel = i onl ey < tim (1) =0

m(v) = lirrbnm(vn):o,

i [|vp || 2 () = 1.

V]| 22

Comme Vv =0, m(v) = 0 et Q est connexe, v est une constante de moyenne nulle. Ainsi,

v=0et ||v||p2@) = 1, ce qui est absurde et acheve la démonstration de I'inégalité.

Proposition 1.4. (Inégalité de Young)
En mathématiques, la forme standard de l'inégalité de Young (ou inégalité d’Young) affirme
que pour tous a et b réels positifs ou nuls et tous p et q réels strictement positifs tels que
1—17 + é =1 (on dit parfois qu’ils sont conjugués), on a :

a? b

ab < — + —.

p q
L’égalité a lieu si et seulement si aP = 0. L'inégalité de Young est un cas particulier de
linégalité arithmético-géométrique. Son nom vient de William Henry Young.
Un cas simple (relativement fréquent) de l'inégalité de Young est l'inégalité avec des expo-
sants 2 : 2

hb< — 4+ —
a_2+2,
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qui donne également l'inégalité de Young avec § (valide pour tout 6 >0) :

b<a_2_|_5_b2
W=95 T

Théoréme 1.3. (Ascoli )
Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un fermé borné Q de RY, a valeurs réelles.

On suppose que cette suite de fonctions est équicontinue c¢’est-a-dire
pour tout € > 0, il existe un § > 0, tel que si ||x; — x| <6, || fu(x1) — fulz2)|| <€, Vn.

et qu’il existe un réel M tel que |f,(x)] < M pour tout n de N et pour tout x de 2. Alors
on peut extraire une sous-suite (f,(n)) qui converge uniformément sur Q0 vers une fonction

continue f.

Théoréme 1.4. (Formule de Green )

Soit Q un ouvert borné régulier . Si u et v sont des fonctions de H*(QY), elles vérifient :

Kﬁ@ﬁ&@mz—Am@gymm+éymw@mm@,

ot n = (n;)1<i<n €st la normale unité extérieure a OS2.
De méme, siu € H*(Q) etve H (), ona :

Au(z)v(z)dr = — [ Vu(z)Vu(x)dr + %(x)v(x)ds.
J J J

Qan

Théoréme 1.5. (Rellich-kondrachov)

On suppose que § est borné et de classe C'. On a :
1. §i N <2 alors H'(Q) — C (Q) .
2. 8i N =2 alors H' () — L1(Q), Vq € [2, o0].

2N
3. 8i N >2 alors H' (Q) — L1(Q), Vq € [2, m[

Awec injections compactes.

On particulier, on a toujours :
HY(Q) — L*(Q).

Donc, on peut déduire que :

D(Q) = H' (Q) = L2(Q) — D' (Q).
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1.2 Convergence fort et convergence faible

Définition 1.2. (convergence faible)

Soit (#)neny une suite d’éléments d'un espace de Hilbert H, muni du produit scalaire
<, >py, et x € H. On dit que la suite (z,,) converge faiblement vers z et I’on note x, — x
si

Vhe H, lim <ux, h>g=<ux,h>g.

n—-+o0o

Définition 1.3. Soit (z,),en une suite d’éléments d'un espace de Hilbert H, et x € H.

On dit que (z,) converge fortement vers x et 1'on note z, — x si

lim ||z, —z||g =0,
n——+0o0

| .|l étant la norme associée au produit scalaire < . >p.

Théoreme 1.6. Soit H un espace de Hilbert. La boule unité de H est faiblement com-
pacte. De maniere équivalente, de toute suite bornée d’un espace de Hilbert, on peut extraire

une sous suite faiblement convergente.

1.3 Fonction de Green

Définition 1.4. (Définition de la fonction de Green)

Considérons une équation aux dérivée partielle linéaire de la forme :
Lu(x) = F(z) dans Q, (1.2)

Q2 étant un ouvert borné de R" et L est un opérateur différentiel linéaire. La fonction u(x)
est I'inconnue du probleme et F'(x) est une donnée.

La solution de I’équation (1.2) peut s’écrire formellement :
u(z) = L71F(z),

ou L1 est I'inverse de I'opérateur £. On définit cet opérateur inverse en utilisant une

fonction de Green, soit :

u(e) = L7F(z) = - / G, E)F(E)de. (1.3)

Q
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ou G(z, &) est la fonction de Green associée a L (G est le noyau).
On désigne par ¢ la masse de Dirac, qui est une distribution vérifiant < d, ¢ >= ¢(0), V¢ €

D (). rappelons que la distribution de dirac vérifie les propriétés :
/ O(x)der =1 et / d(z — &h(&)dE = h(z).
En tenant compte de I’équation (1.3), on obtient :
Lule) = Fa) = = | LGz OF)

la fonction de Green G(x, &) satisfait alors :
uw) = = [ Gla, 1€ avec LGlw, ) = =5z =€), v, ¢ €0

1.3.1 Fonction de Green pour opérateur de Laplace

Considérons I’équation de poisson sur un ouvert borné €2, de frontiere 02 = 3 :
Au=F dans €, (1.4)

soit n la normale a ¥ extérieure a 2. On a la formule de Green qui s’écrit :

ov ou
/Q (uAv — vAu) dx = / (ua—n - 'Ua—n> ds,

/uAvd:v—/Fv+/ (u@—v—) ds.

Donc, si on choisit la fonction v = v(x, &) vérifiant :

et qui donne :

Av = —5(37 - 5)7
u sera solution de 1’équation

u(€) = —/Qdex —/ (u% - vg—Z) ds. (1.5)

Si on considére maintenant une autre fonction v = w(x, £), réguliere en & et vérifiant

Aw = 0 sur §2, on obtient par la formule de Green

ow ou
/2 (u% - w%) ds = /Q (uAw — wAu) dQ = —/wadQ. (1.6)
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En combinant (1.5) et (1.6), on obtient :

0 ou
u(§) = — /Q(U + w) FdS) — /2 (u%(v +w) — (v+ w)%> ds. (1.7)
Donc, en prenant G = v 4+ w, on aura :

AG =—0(x—&) dans €,

oG 9
u(€) = — /Q GFdQ —/E (ua—n - Ga—Z) ds.

1.3.2 Fonction de Green et condition de Dirichlet

Supposons que la solution u du probleme (1.4) satisfait une condition de Dirichlet sur

le bord ¥, i,e u est solution du probleme aux limites :

(1.8)

Au=F dans €,
u =g sur 00 =2X.

On choisit alors dans le raisonnement précédent les fonctions w et v de sorte a ce qu’on
ait w = —v sur X. On aura alors G = 0 sur X et en remplagant dans I’équation (1.7), on

obtient la solution du probleme de Dirichlet pour I’équation de Poisson (1.8) :

oG
— FdQ — | g=—d
u(§) /QG L Ian

ou G = v+w est la fonction de Green associée et qui est solution du probleme de Dirichlet

AG = —(x — &) dans Q,
G =0 sur 2.

1.3.3 Fonction de Green et condition de Neumann

Supposons que la solution u du probleme (1.4) satisfait une condition de Neumann sur

le bord X,i,e u est solution du probleme :

Au=F dans (),

(1.9)
6’u—g sur M.

B =
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w ov G
On choisit alors w de sorte a ce qu'on ait — = —— sur X, i,e — = 0 sur X. Malheu-

on on on
reusement, le probleme de Neumann
AG = —(x — &) dans €,

1.10
% =0 sur 2. ( )
on

n’admet pas de solution car la condition de compatibilité n’est pas satisfaite. Nous allons

alors modifier la fonction GG pour avoir un probleme bien posé. GG sera alors la solution du

probleme :
AG = -z —&)+c¢ dans €,
1.11
% =0 sur 2. ( )
on

ou ¢ est une constante. La condition de compatibilité pour le probleme de Neumann (1.11)

/(—5+c)dQ=/Ods=0,
0 2

!
@

En appliquant maintenant la formule de Green :

ou oG
/Q(GAu —uAG) dQ) = /2 (G% - ua—n) ds,

u(g):—/GFdQ—I—/Ggals—l—L udSQ.
o > 12 Jo

Par conséquent, la solution du probleme de Poisson avec condition de Neumann s’écrit :

s’écrit :

ce qui donne :

C

on obtient :

u({):a—/QGFdQJr/Zngs,

1
ou u = —’ / udS(), et G est la solution du probleme :
Q

1
AG:—(S(:E—S)%—W dans $,

oG =0 sur 2.

o =



Chapitre 2

Etude d’un Probleme de
renforcement par une couche mince

Dans ce chapitre, nous étudions un probléeme de renforcement par une couche mince
extérieure d’épaisseur € et de conductivité X\. Nous déterminons les problemes limites dans
le cas de conditions de Neumann sur le bord extérieur, quand € tend vers 0 et A\ tend vers

0 ou A tend vers l'infini.

2.1 Position du probleme

Soit Q. un ouvert borné de R™, de frontiere réguliere 02, = Y. On suppose que ce
+ ) +
domaine contient le matériau & renforcer, de conductivité finie, normalisée & un. On désigne
) )
par €2¢ la couche mince de renforcement, d’épaisseur € et de conductivité A.

L’ouvert )¢ est défini par :
Q ={z.eR":z.=zx+tn(z), 2B, 0<t<e},

ol n, est la normale extérieure a §2,. Le bord de ¢ est constituée de deux parties,
00 =X UXE ou X est donné par :

Y={z.eR": zc=x+eny(z), x € X}.

Le domaine complet est noté par Q¢, ou Qf = Q. UQ° UX (voir figure 2.1 en dimension
2).

11
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Qe

g1

FIGURE 2.1 — Le probleme de couche mince en dimension 2

Pour h = h(€) = (¢, A (€)), on considére le probleme de transmission suivant :

(—Aut = f dans €.,
D VAV dans Q°,
ui = ut sur X,
o h o h (2.1)
et S sur X,
on on_
o h
_au_ =0 sur  X°,
\ mn_

ou f = (fy, f) vérifie la condition de compatibilité :
f(x)dzr =0 pour tout € > 0,
Qe

c’est a dire
fi(x)dx =0 et f-(x)dz = 0.
Q4 Qe

Le probleme (2.1) modélise la propagation da la chaleur dans une structure composée
d’une plaque entourée d’'une couche mince de conductivité A. L’objectif de cette étude est
d’étudier le comportement asymptotique de la solution (uﬁ, ul ) quand € — 0 et quand :
. A tend vers 0 (couche mince tres peu conductrice).

. A tend vers 400 (couche mince trées conductrice).

Des modeles limites, posés uniquement sur le domaine €2, seront justifiés et des conver-

gences fortes, seront obtenues dans H'(Q).

Remarque 2.1. L’interface de jonction ¥ est une hypersurface. Soient oy € ¥ et V un



Chapitre 2 : Problemes linéaires de renforcement par des couches minces 13

voisinage suffisant petit de xy. Pour € assez petit ’application :

VN x[0,¢— Q°

(Tgy Tn) — To + Tuny (T,),

est inversible. Ici, z, désigne aussi bien un point de 'hypersurface ¥ que les n — 1 coor-
données tangentielles (z1, za, ..., x,_1) dans le systeme de coordonnées locales (z,, x,)

associée a V. Dans ce systeme de coordonnées locales, > est représentée par ’équation

x”:g(‘ra):g(xla T, ..., xn—l);

et Y€ par :

Ty =g (21, To,. .., Tp1) + €ngyn (T1, T2y - .y Tpo1),

olt ny, est la né™¢ composante de n, dans le repere local et g vérifie |D%| < C, V|a| < 2.

Pour presque tout x,, € [0, €], on a :
/ f-(zo, x,) dz, = 0.
2

2.1.1 Formulation variationnelle

On multiplie les deux premieres équations du probleme (2.1) par une fonction test ¢

Avec ¢ = ¢, sur 2, et ¢ = ¢_ sur )¢, et on integre sur {2¢ on obtient :

/ —Aulpdr = | fodx,
€ Oe

ce qui signifie que :
/ —Aul ¢ dz + A / —Aul ¢ _dr = | fode.
QL Qe Qe

En utilisant la formule de Green (formule d’intégration par parties), on obtient :

oul
Vu}}rVqudx +q§+ds+)\ Vu' Vo_dr—\ (b ds = froide+ f-o_dux,
Q4 o0, ony Qe o0e 3”— QL Qe
8u+ oul
ce qui est équivalent a (en tenant compte de la condition de transmission —— = A\——)
8n+ 671_
Vu'Vo,dr+ N [ Vu'Ve_ de= | fodw Vo € H' (QF). (2.2)
Q4 Qe Qe
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Alors, la formulation variationnelle associée au probleme (2.1), est donnée par :

Trouver u" €V,
(2.3)
a(u, ) =1(¢), Vo€V,
avec
alu, ¢)= | Vu'Vo,dr+ X[ Vu"V¢_dr,
et

L(0)= [ [odu.
QE

2.1.2 Existence et unicité de la solution :
1. La continuité de la forme linéaire [ :

(D) < 11l 2206 191 200
< C |9l grae) -

2. La continuité de la forme bilinéaire a :

la(u, ) < || Vil || oo, | VO N2y T ATV ] o gy I VO 120

<C (” “}Jlr HH1(9+) + H ul ||H1(Qe_)> (H P+ HHl(m) + [l ¢- HHl(Qi)>
< Cllullgyoy ¢ llge) -

3. La coercivité de la forme bilinéaire a :
On a:

au,w) = ||Vl |[Fa, + A VU Do -

Grace a la condition de compatibilité f(z)dz = 0, on peut montrer 'existence et
QE

I'unicité d’une solution a moyenne nulle, / udz = 0. On utilise 'estimation :

€

on aura alors

||u|lL2(Q) = ||vu||L2(Q)=



Chapitre 2 : Problemes linéaires de renforcement par des couches minces 15

donc

v

[V iy + ANV ragaey 2 Clled lngay + A0 o
> min(A, C) [H ulp Hiﬂ(m) + || ul Hiﬂ(ﬂ_)]

2
CHUHHl(Qe)-

v

Alors, le théoreme de Lax-Milgram assure I’existence et I'unicité de la solution du probleme
(2.1).
Si ul est la moyenne de u" dans QF, on désigne par v = v — uP la solution de moyenne

nulle. On note v (resp. v") la restriction de v™ & Q (resp. & Q°), on obtient le probleme

suivant : )
A = fi dans €,
A\t = f dans €€ |
vi = ot sur X,
ot o
_8n+ = )\_ﬁn_ sur X, (2.4)
o h
—aZ: =0 sur X,
/ V" = 0.

Nous allons maintenant obtenir des estimations H?.
Dans tout ce qui va suivre, on conviendra de désigner par la lettre C' toutes les constantes

indépendantes de h qui interviendront dans les calculs.

2.1.3 Estimations H?

Lemme 2.1. [] existe une constante positive C' telle que Ve > 0 suffisamment petit, VA > 0,

on a .
4

[] / [ |2 —I—/ |v" [2dx < C + CE—Q.
Q+ (953 )\

2
ii] /\Vvﬁ|2dx+)\/ Vol 2dr < C 4+ CS
0, Qe A

o / V20" Pda + )\/ V2! Pdz < C + O
Q+ Q. )\
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Preuve. (i)

Dans la formulation variationnelle (2.2), on pose ¢ = v", donc ¢ = v et ¢p_ =" :

/ |Vl |*dx + A / Vo' Pde = | fioldQy + [ footdQC
QL Qe QL

Qe

= |f||v"|dx < C (/ |vh|d:1:> ) (2.5)
QS QG

Soit 2° € ¥ et soit V un voisinage suffisamment petit de 2° dans RY. Nous effectuons le

changement de coordonnées suivant :

(I'O-, l’n) — (yCM yn) )

onY, =—2n+g(x1, Toy ..., Tp1), ys =x; 811 <n— 1.
Nous avons donc les correspondances :
Vv — V.,
VNEY — VNY  C{y, =0},
VNIt — VNXe C{y,=—¢€}

Alors, pour (Ys, yn) € Q° NV, nous avons

i vl _h h
0 a_fn (ym én) dfn =v_ (ycra yn) —V_ (ycn O) )
ie
h [ ot h
v_ (ym yn) - /0 a_gn (ym gn) dgn +vZ (ym 0) . (26)

Donc, on a :

h 2 Yn a/UE
V_ Yo, Un = as
o o) = ([ 56
Yn av]i 2
= ( ¥ (ym gn) dgn) + (U}_l (ym 0))2
0 n
yn Gl

h I
w20 (0 0) [ 5 o )

En utilisant le fait que : (¢ —b)* > 0 i.e : 2ab < a® 4 b, il s’ensuit :

2
(o &) dén + 0" (4, o>)

yn Gyl 2
o (s )| < 2 ( /0 S o &) dgn) 20 (e, )’
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D’autre part, on a :
ov h
06,

Yn Oy
—d¢, dg,,
/0 95, :

par Cauchy-Schwartz, on obtient :

<),

B /y gsh &
([ () ) ([=)
([ Gee) = ([ () o) oo

or, Yy, €] —€,0[ et donc, —y, < € et par conséquent
un Gyl 2 0 /9uh\ 2
([ Ge) << (5) e
0 agn UYn 8§n

2
dé, + 2 ‘v Yo 0)|2.

yn Qo

0 afn

d&,

Il s’ensuit que :

on déduit alors :

0" (g )| < 26 /
0

En intégrant cette quantité sur YNV, on éerit

/ 0" (4o, ya)|* ds < 26 /yn
NV NV

Comme :

ol

8€n (y(H gn)

agn ya7 fn)

2

ol < |V11H2,

. (Yo, &n)

il s’ensuit que :

Lot mPas<ce [ v Pagec [t 0f ds
NV Qe nv nv

En intégrant cette quantité par rapport a y,, sur |—¢, 0[, on obtient :

(2.7)

2
dgnds+2/ 0" (Yo, O \ ds.
SNV

(2.8)

0
/ / Yoy Un \ dsdy, < C’e/ / ] ]va‘zdydyn—k(;'/ / " (e 0)|2dsdyn,
—eJENV cNnv —e J XNV

ce qui donne :

/ o 2 dy<C’e[ ~|W|2dy+oe[ o Pds.
Qe nv ‘cnv XNV

(2.9)
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Donc, en retournant aux coordonnées (z1, ..., ,), en utilisant un recouvrement fini de

'interface ¥ par des ouverts V, (2.8) et (2.9) nous donnent :

[l s < e [ (vt @F o€ [ o (o o) s,
5 Q. =

/ | (x)|2dx < 062/ Vo (x)fdx 4+ Ce/ 0" (24, 0)‘2 dz,.
Qc Q° =
Par ailleurs, on a les conditions de transmission sur X :

h . h
vl =Y,

/\Uh\dSZ/\vz\ds,
by by

et par le théoreme de Trace, on a :

/‘vﬁfds:/‘vifdsﬁC’/ ‘vﬁ‘r|2dzx—|—0/ ‘Vvifda:,
5 5 Q. Q.

C' étant une constante indépendante de h.

ce qui donne :

En combinant avec (2.11), on obtient :
/ o 2 de < 062/ \Vvﬁ\Qda:nLCe/ ;Ugmwe/ Vo[ d.
Q. 0 0 0,

D’autre part,on a :

avec

h
vyd,

=
+5

194 Q

et on a l'inégalité de Poincaré Wintinger :

.y
/Q‘vifdx = /Q vi—vi—%vi‘ dx
+ +
L=\ 2 —\ —
= / <v+—vi> +<vfﬁ> +2<vi—vﬁﬁ) <vi>‘daz
Q4

—2 — 2
| Jet =] e o]
Q4

1
C/ ‘Vvifda:—l——/ ol (z)dx
0, 2411 /o,

IN

2

IN

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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/ vhdx = 0,
/ v_}ﬁdx = —/ vhde,
Q4 2

/mvi(x)dx /Evﬁ(x)de

/}vﬁ\zdxgc/ ]Vv_ﬂzdyﬁ—C’e/ W (@) d. (2.14)
Q4 Q4 Q¢

En additionnant (2.12) et (2.14), on obtient :

/|vi}2dx + / |"U}_Z(£L‘)‘2d$§062/ ‘Vvi_l}zda:%—Ce/ |Vvi|2d:v
Q4 Q¢ Q. Q4
T cg/ }Uﬁ’r‘dejLC/ |wg|2dx+ce/ [ (o) de,
Qs Q4 Q.

ce qui donne, pour € suffisamment petit :

/wfdxgc/ ;szdHCEZ/ Vo[ de. (2.15)
Qe Q4 Q.

Mais, on sait que :

ce qui signifie que :

d’ou
2

< C’e/e |0 (2)|” da, (2.13)

et done

D’apres la formule (2.5), nous avons :

/ ’Vvifdx < C’/ |vh’2dac,

Q+ QE

/\/ |Wi\2dx§0/ o[ da
Qc Qe

2
/ |vh’2dx§0/ ‘Uh|dl’+c%/ |vh‘d:v. (2.16)

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient donc

Il s’ensuit alors :

1
v5>0,/ ] de < _/ [ da + 51,
Qe 5 Qe
Par conséquent Vdq, oo > 0 :

/ g dx<—/ [0 d;c+C’(51+C')\5 / "2 dx+0527 (2.17)
2
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Nous choisissons alors §; = 4C et dy = 40% nous obtenons :

/w\ dr<?t /w dz +4C° + /w dx+402/\2,

ce qui donne :
/w dr < /w dx+C+C’)\2,

qui s’écrit comme suit :

4
|l [ ifar<or o,
Q+ 958 )\

d’ou lestimation (7).

Pour (i), il suffit de remarquer que :

/ |vﬂd:c+/ W |de < c(/ mfcm/ mfdx) ,
Q4 Qe Q4 0

et en utilisant (2.5), on obtient :

/{Vvifdaﬂr)\/ Vo' dr < c(/ \Umdﬁ/ ww)
o Q¢ o Qe
< C(/ \v1|2dx+/ \v’j|2dx>
QL Qe

2

€
< C+C—.
< + 3

D=

D’ou l'estimation (ii).

Pour démontrer (iii), considérons & € (V) telle que € = 1 dans

- 5
ng{y:|yi|<501§i§n}.

Soit
62 h h
SZ a 2 ) = U+(y),
et .
n (92~h
it = T (@) =i (y)
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On va prendre ( ’}r, at ) comme fonction test dans la formulation variationnelle, on aura :
n—l n—1 ~ n—1 ~
02" oo
3 dy+)\/ VitV | ¢ —ldy| <C — | dy.
/va ( ZZI: G AV ; i Genv = | O
(2.18)

Ay

(/ (5262h>dx_‘/aylfgayj < f

de Green (formule d’intégration par parties), on obtient :

da:) . En utilisant la formule

@2 h 52 h 81}
- & dy — )\/ € dy < C/ dy.
/fzmv ( Z Qe nv Z Qv ] Ay
Par conséquent, (2.18) donne :
/ v Pay<o [ (10t 9]+ | vi]) ay (2.19)
Qent Qent
2
ot V2 est le vecteur composantes de 9y 2, 1<i<n-—1.

Par 'inégalité de Young, on a :

C
C/ vat| |2t —/ V2 h‘ +OM/
Qemv M QEQV Q‘ﬂV

D’apres l'estimation (i¢) du lemme 2.1, on a :

. 2 1 . 2
v%h‘ dy < — )v%h
/fzenf/‘ M Jaeni

A partir des equations

, VM > 0.

2 2 1/2
(0+c%)+c<c+ck2) (220

= fi+ et A" =f

2~h
on peut estimer le terme restant .
Az
o*o"
2

Yn
(2.20), nous obtenons, apres avoir utilisé (7),

Nous pouvons estimer ( > en fonction des autres termes. Utiliser cette estimation et

1 N 2 €
/ v fay < — ||V oot (2.21)
Qenv M Jaeni A
Nous revenons maintenant aux coordonnées x, et on obtient :

1
/ V25" |* de < — V| + 0+ 0.
Qv M Joery A
Nous choisissons alors M > 2C, nous obtenons :

/ |v%_’;|2dx+A/ V2P de < C 4 C=.
Qp Qe A

d’ou l'estimation (7).
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2.1.4 Couche de faible conductivité (A — 0)

Nous commencons par prouver un lemme qui sera utilisé par la suite.

ou_
Lemme 2.2. Soitu € H? (. UQ)NH! (Q°) telle que GL = 0 sur la frontiére extérieure
n_
€. Alors :

2
/ 0 dr < Ce (/ |Vu+|2dx—|—/ ‘D2u+|2dx) —|—C’€/ ‘D2u_|2dx.
s |On_ QL Q4 Qe

Preuve. Notons par n (y) le vecteur normal unitaire a 9Q2° au point y.

(.

Soient x € X et z, le point appartenant au bord extérieure 3¢ correspondant. Nous avons :
n(z)Vu_ (z) = n(z)Vu_ (z) + / DVu_ (z+mn(x))n(x)dr,
0
D étant la dérivée par rapport a 7. Ainsi

n(z).Vu_(x) = n(z).Vu_(z)+n(z)(Vu_ (x) — Vu_ (z.))
= (@) = n(20) - (Vi (2) - Vu_ (1)) + (0(2) — n (2)) Vu_ (2)
+ n(x).(Vu_ (z) — Vu_ (z,)),

car n (z.) .Vu_ (z.) = 0.

D’autre part, on a :

Vi () - Vu_ () < 6/06 D?u_ (z + 7 (2)) n (2)[* dr,

et donc

In(x) Vu_(z)]> < Ce|(Vu_ (v.) — Vu_ (2))|* + CG\VU, (z)|> + C| (Vu_ (v) — Vu_ (x.))|?
< CVu_ () P+ C| (Vu_ () — Vu_ (2)) (2.22)
< CelVu_ (x )|2+C’e/ |D*u_ (z + 0 (x))n (z) |2dT. (2.23)

En intégrant sur >, nous obtenons :

J

2 €
Ou- z)| de < C’e/ |Vu_ (I)|2dI+C’€/ / |D*u_ (z+7n (x))n(x)}ngdx
> =Jo

o, @)
< CE/E\Vu (:c)]2d:c+06/ﬂe D2 ()| da. (2.24)
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Mais, on sait que :
2

Ou_
Vu_ (@) = |52 @)+ [Vru (@),
ol Vr est le gradient tangentiel sur X.
Donc, on aura :
/ |0u_ ?dr < C’e/ \Vru_ (z) |*dx + Ce/ |D*u_ () [dx, (2.25)

et comme u € H? (4 UQS) N H' (QF), Vyu est continue & travers X, et nous avons :

/z |Vru_ (z) [*de = /2 |Vruy (z) Pde < /2 |Vu (x) |Pdw

et par le théoreme de Trace, on obtient :

/vau ) |Pdx < C (/Q+ |V, (z) \2dx+/g+ |D?u, () |2d:1:>. (2.26)

Finalement, nous obtenons :

/ |8u_ ) |2dr < C’e/ \Vu, (x) Pdr + C’e/ |D*u (7) [*dx + C’e/ |D*u_ (x) |*dz,
(971_ Q4 Q4 <

(2.27)
d’ou le résultat.
Théoreme 2.1. Soit vflr = ul — E ot E est la valeur moyenne de u sur Q. Alors,
quand h — (0, 0), on a :

(024) fortement.

(ii). v — vy uniformément sur les parties compactes de Qy, ot vy est la solution du

probleme de Neumann suivant :

([ —Av, = fi dans
0
U = 0 sur X,
< an+

/ vy (z)dx = 0.
\ YO
De plus :

() Si }llin(l]i est finie, v:}ﬁ — vy dans H? () faiblement, donc dans H' (2,) fortement.
—
2

(B) Si ]llincl]i = 400 mais }lliné% est finie, vflr — vy dans H' () faiblement, donc dans
— —
L? () fortement.
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. dvh+ Ovh- ) . h
Preuve. (i). Nous avons 5 =\ 5 sur 2. En appliquant le lemme ci-dessus pour v"
n+ n_

et en utilisant les estimations du lemme 2.1, nous obtenons :

ovl 20 _ e [ 00" 2
25 (2, 0)Pds = A /E|%(ma,0)|ds

< CE)\Z/ |\Vuy (x) ]2dx+Ce)\2/
0, Q

|D?u, (2) |*dx + CG)\Z/ |D?u_ (z) |*dx

+

< CeN (C + C?) + CeN? (C + C%) + %CEAQ (C + ci)

C+CS) (20X + Ce)) .
(c+e5)( )

2
(Notons que C' + C% < C+C§ car € < e).
Dans le cas o1 A — 0, on aura A\? < ), ce qui donne
0% ) [2ds < <C+O£>(20>\+O>\)
8n+ (xo, 0) |7ds < 3 € €

< 3CeA (c + C§>

€
< — . .
< EA<0+0A) (2.28)
Par passage a la limite, on obtient alors :
ol 2
— (25, 0)| ds -0, quand h — (0, 0), (2.29)
s |Ony

on déduit alors la convergence forte de la trace de la dérivée normale de vfﬁ sur X dans
LA(%).

(ii). Considérons le probleme :

([ —Av, = fi dans €,
0
9 = 0 sur X,
8n+
/ vy (z)dx = 0,

\ Jy

avec f, fonction donnée, f, € L*(€,) telle que fidr = 0. En utilisant la formule de
Q4

green :

ov oul
uh Av — oAU de = / (u — = v—+) ds,
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formellement avec v = G(.,y), ou G est la fonction de Green du probléme de Neumann
pour le laplacien sur €2, .

/Q+ (W AG(,y) — G(.,y)Aul) do = /

by

(M;M — G(.,y)%> ds,

an+ 6n+

ce qui est equivalent a :

1 oul
.k h - o+
u+un-+7neﬁ1+jQ+u+dx—+]Q+cxw4»f;cwdx [ 6aagis.
ou encore :
1 oul
hi(n _ R dy = d / —*ds.,.
) = [t = [ censiwans [ e gtas
Posons
=it —d = [ G fdi+ [ G 2)glas.
+
aui
avec g (z) = o (2).

Maintenant, en considérant (2.29), d’apres le théoréme d’Ascoli, on déduit qu’il existe une

sous-suite, notée vfﬁ qui converge uniformément sur tout compact de €2, vers la limite

MZAGWMh@@-

Comme G est la fonction de Green associée au probleme Neumann, cela signifie que v est

une solution de moyenne nulle < / vipdr = O) du probleme :
Q

+
—Avy, = f, dans €.,
ov
—£ = sur 2.
an+
Par T'unicité de la solution de ce probleme, on en déduit que ’ensemble de la séquence
converge vers v, .

€
(a) Si ( )\%iH(l 5 est finie. L’estimation (i7i) du lemme 2.1 montre que :
e,A\)—(0,0

<
A’

on déduit alors que [[V?v} 75 ) est bornée par rapport a e.

/ (V2! Pde < O+ C
Q4

De méme, l'estimation (¢74) du méme lemme montre que :

2
/ Vol Pdr < C + CS
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2

€ €
or, comme lim — est fini alors lim — = 0, ce qui implique que ||Vo" |2 est
(eX)-(0.0) (eX)=(0,0) A qui implique que [[VUi[|zzq, )

borné par rapport & e. On déduit alors que ||V} [|7 ., et borné. La suite (Vol), étant
alors bornée dans H'(€,), on peut en extraire une sous-suite, toujours notée Vvi, qui
converge faiblement dans H*(Q,) vers W € H'(Q,) :

Vol =W faiblement dans H' ().
Par I'injection compacte de H' (€2;) dans L? (€, ), on déduit que :
Vol = W dans L*(Qy)  fort.

Mais la convergence dans L? (€2, ) implique la convergence eu sens des distributions (D’ (€24)),

alors :

Vol - W dans D' (). (2.30)

Puisque, on a :

o — vy dans D/,

alors :

Vol — Vo dans ©'(Q4), (2.31)

de (2.30) et (2.31) implique alors que W = Vv,. On déduit alors que :

Vol — Vv, fortement dans L (90). (2.32)

Par ailleurs, comme fm vydr = 0, on peut écrire :

1 1
h h h
oy = dr — vy + d
'U+ V4 u+ mes +/Q+u+ X V4 mes +/QJr vyax
1
h h
= (- vy) - —v,)d
('LLJr 'U+) mesSl, /Q+ ('U/Jr 'U+) X,

ce qui donne :

Y

L2 ()

(uflF — v+) _ ! /Q (1szF — v+) dz
+

mes,

. \

et par 'inégalité de Poincaré-Wirtinger, on obtient :

||Ui — U+||L2(Q+) S OHV (U}j_ — U+) ||L2(Q+) = CHVU&_ — VU+||L2(Q+).
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Puisque ||V — Vi | 12¢,) — 0, en déduit que :

[0 — villr2,) — 0,

donc
" — vy fortement dans L* (). (2.33)

N P ’ 2 h12 ’ N
D’autre part, nous avons déja montré que ||V U+||L2(Q+) est bornée par rapport a e. Donc,

a une sous-suite prés, on a :
V! 1 faiblement dans L* ().

Or, comme la convergence dans L?(£2,) implique la convergence dans @’(€2, ), on obtient :

VAl =1 dans D' ().
Puisque, on a :

" = vy dans D'(Qy),
alors :

VA - V. dans D' (),

on déduit alors que :
V3! = V%, faiblement dans L* (). (2.34)
De (2.32),(2.33) et (2.34), on déduit que :
o' —w,  faiblement dans H? (),
et par l'injection compacte de H? (2,) dans H' (), on déduit :

vl — v, fortement dans H'(Qy).

2

€ €
() Examinons maintenant la cas ou  lim — = +oo avec lim — finie.
(e)—(0,0) A (eX)—(0,0) A
2

€
Dans cette situation on a lim  — est finie et les estimations (i) et (ii) du lemme 2.1
(e))=(0,0) A%

montrent alors que v et Vot sont bornées dans L?(£2,.). On déduit alors que v est bornée
dans H'(£2;). Il s’ensuit qu’on peut extraire une sous suite v qui converge faiblement dans
HY(Qy) :

o =W dans H'(Qy),
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et par I'injection compacte de H' (Q,) dans L? (€2, ), on obtient :
o - W dans L*(Qy).

Comme la convergence dans L? (€2, ) implique la convergence dans @’ (€, ), alors :
o - W dans D' (Qy),

ce qui a pour conséquence Uﬁ = W. On déduit alors que :

o — v, fortement dans L* ().

2.1.5 Couche de forte conductivité

Dans ce qui suit, nous allons étudier le cas ou la conductivité A de la couche mince tend

vers +00. Nous allons identifier le probleme limite quand le parametre € tend vers 0.

Changement d’échelle :

Avant d’effectuer un passage a la limite dans notre probleme quand ¢ — 0, nous allons
procéder a une dilatation de la couche mince d’un rapport — dans la direction de z,,. Le
domaine ¢ sera alors transformé en un ouvert indépendantede €.

Soit (V%) une carte locale de &, ¥ = XNV et Q° = Q° NV. On effectue le changement
d’échelle suivant :
Q. =¥x]0,e[ - Xx]0,1]

In

(Tg, Tp) — (xa, Yp = —) )
€

On désigne par Q_ (respectivement ) Pimage de Q¢ (respectivement (2) par cette trans-
formation.

Toute fonction u sera transformée en la fonction @ par :

a(:yl? Y2, ..., yn—layn) = u<y17 Y2, « -5 Yn—1, Eyn) :

On notera le gradient de la fonction v par Vo = (Vrov, V,v), avec

ov ov
Vev=(—,..., —, 0],
v (ayl aynfl )

ov
2w=10,....0 —,
Vv ( 8yn>

le gradient normal dans le systeme des coordonnées locales.

le gradient tangentiel et
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Le probleme limite :

Introduisons 'espace fonctionnel V5(€2,) défini par :
Vo () ={p € H' (Q4),Vro € L* ()}
On a alors le théoreme suivant :

Théoréme 2.2. Soit h = (¢, \) = (0, 00) et a = , l%m )6)\.
—(0, 00
(i) Si0 < a < +o0.
Alors v — vy dans H* () faiblement, dans H' (Q) fortement, avec vy € Vo (€2), est

la solution du probleme :

/ VU+V(]5+d$ + Oé/ VTU+VT¢+CZ$ = f+¢+dfl?7 V¢ € ‘/2 (Q+) s
Q4 2

Q4

Autrement dit, vy est la solution variationnelle du probleme :

([ —Av, = fi dans Qy,
0
&+QATU+ = 0 sur X,
an+

/v+(x)dx = 0,
\ JQy

ou Vr est le gradient tangentiel sur ¥ et Ap représente l'opérateur de Laplace sur Y.
(1) Si o = +o0, alors

vt — vy dans H? (Q24) faiblement avec

1

- — wodx
] Jo,

Vy = Wy

ot wy € Hi (Q) est la solution du probléme de Dirichlet :
—Aw, = fi dans Qy,
Wy = 0 sur X

Remarque 2.2. Si on fait formellement o« — 400 ci-dessus, on obtient Arv, = 0, car v,

est constante sur X..

Preuve. (i) D’apres le lemme 2.1, il est clair que la séquence vﬁ est bornée dans H? (£2)

et converge faiblement vers v, € H?(2,) C V5 (Q.).
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On a:
h |2 . h 12 100€
IV By = [ Vet P
_ l/i (V0" 2 + [V [2) dShe
Qc
= e/ |VTU}_‘|2d§~2_—|—e_1/ |V 0" |2d_
Q_ Q_
_ h 12 —1 h |12
= ATy )+ IV g

En utilisant estimation (¢7) du lemme 2.1 :

62
N

/ |VU:L_|2d:L‘+)\/ Vo |2de < C +C
Q4 Qe )\

donc )
)\/ Vo' [2de < C + O
Qe A

ce qui signifie que :
h 12 -1 h 2 e
)\6||VT’U_||L2(§~27) + Ae HV”U—HH(Q,) < C+CX’

donc

2
€

2
h2 < 2 €
(Xe) ||an_||L2(Qi> <e (C’—FC')\) .

[owip = [ [
Q€ Q€ Q€

1
:6/ |V2th|2+—4/ (V20" |2
Q_ € Ja_

= ellVIvtllGaq ) + € P IVRt I

De méme, on a :

€||V%UE||?:2(§L) S ||VQUE||i2(Qi)7
et

673HVELUEH22(~7) S HVQUEHiQ(Qi)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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On multiplie (2.37) par A, on obtient :

AIVE 2y S MV 7060 . (2.39)

D’apres l'estimation (ii7) du lemme 2.1, on a :

M| V2"

2 €
@) SO0

comme € — 0 et A — +00, on obtient :

(Ae)ﬁ V2! Pdy < A[ (V20" [2de < C.
Q¢

D’apres (2.12) on a :
/ [v" [2dx < 062/ Vo |2dx + C'e/ |Vl |*da + C’&/ [ |2dz,
Qe Qe Q4 Qy

ce qui donne apres le changement d’échelle :

e/ Wt [2de < 062/ yvuh\2dx+ce/ \wﬁy?dwce[ o da.
Q. +

_ Q Q4

Les estimations (7) et (iz) du lemme 2.1, nous donnent :

b 12 € €2 € e
e[ Pdr <O+ (CH+CO+ | +Ce|CHC— | +Ce|C+C+ ),
O

A A A A2
donc
2 2 4
h12 € € € €
< — . . _
/Q_|U_|dl‘ C')\(C+C)\)+C(C+C>\)+C<C+C’)\2)
< oS C+C—2 +C?+C2§+02+C2é
- A A A A2

2

oL C+Cf +oi(c+cS) e+20?
A\ ) A\ N )€ '

IN

Comme on a € < 1 pour € suffisamment petit, donc

b2 € €2 € €2 9
tPde < O (0O ) +OT (00T ) 20

< 208 C+C§ 1202
—_ A A b)
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d’ou

2
[ o 2dz < 0§ (C + O%) +C. (2.40)

Rappelons que C' désigne plusieurs constantes indépendantes de € qui ne sont pas forcément
égales.

On a alors, v" bornée dans H? <S~2_> Par conséquent, lorsque h — (0, +00) il existe une

sous-suite v € H? (Q_) telle que :

o" —~w_  faiblement dans H? (Q_> (2.41)

Par l'injection compacte de H?> (Q_> dans H! (Q_>, on obtient :

v > wv_ fortement dans H' <S~L> )

D’apres (2.38), V0" — 0 fortement dans L2 <Q_> donc v_ ne dépend pas de la variable

normale.
h

Vru_ fortement dans L2 <Q_>, on obtient :

En utilisant les conditions de transmission v"* = vﬁ, Vol = VTUELF et le fait que Vo —

Voo = VTU+ € L2 (E) .

En prenant un recouvrement fini de X, nous définissons donc une fonction v_ sur tout

I'ensemble Q¢ par v_ (z;) = v_ (z,) pour presque tous les z; = x, + tny (z,) et tels que :
Vo = Voo dans L2 (X) et Vpv_ =Vpu,.

Soit maintenant ¢, € V5 (€)4), arbitraire. Nous la prolongeons a Q¢ en posant pour tout
x e

T =1x,+1tn(z,),
et en définissant ce prolongement a {2¢ par :
o— (2) = ¢ (z5).

La fonction ¢ définie par :
bp sur

o_  sur Q°,
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appartient alors a espace H'(). En prenant ¢ comme fonction test dans la formulation
variationnelle, on écrit :

Vo'Vo,de+ X | Vo'V de= [ fippde+ [ [ ¢ do Vo € V.
Q.

Q4 Qe Q4
Comme V,¢_ = 0, on obtient :
/ VoiVo de+ X [ Vu'"Vrg_dr = fropdr+ | f_o_dux. Vo € V.
Qy o Qy Q<

Nous allons maintenant effectuer un passage a la limite dans cette formulation variation-

nelle. On a :
Vv_hF — Vv, fortment dans L*(€),

et donc :
[ (Ve = Ve Voudel < [ (V0 - Ve Vouds
Q4 Q4
S ||Vvi — VU+||L2(Q+)‘|v¢+de’||L2(Q+) — 0

On déduit alors que :
/ ViV dr — Vo, V,dz.
Q4

Q4

Par ailleurs, on a :

A

/ (Vro" — Vo) Vrg_da
Qe

S )\/ | (VTUE - VTU_) VT¢_|dl'7
Qc

ce qui donne, en écrivant les intégrales sur I'ouvert dilaté €2_ :

)\e[ [(Vrv! = Vrv_) Vro_|dy < Mel|Vro® = Vov_|| o y[IVré- 26 ) — 0.

Par conséquent, nous obtenons :

A / (Voo = Vool ) Veg_dz — 0.
Q<

D’autre part, on peut écrire :

)\/ VTUEVT¢_d£L‘ = )\/ VTUEVT¢_C[.Z'+)\/ VTU_VT¢_d£L'—>\/ VTU_VTd)_d.I
Qe Qe Qe Q

€

= )\/ (VTUEVT(ﬁ, — VTU,VT(ﬁf)dZE -+ 6/\/ VTU,VT(ﬁ,d‘TO,
Q. b



Chapitre 2 : Problemes linéaires de renforcement par des couches minces 34

en passant a la limite

A V"Vee_der — o / Vru_Vog_dr,,
Q¢ b

d’ou le résultat.
(ii) Si oo = 400, on aura :

" — v_ faiblement dans H'(Q_),
avec Vru_ =0, et V,u_ =0, ce qui donne :

v_ =,

ou c est une constante.
Par conséquent v, = v_ = ¢ sur X. D’autre part, par la formule (2.11) ou (2.12), on déduit
que :
hy2
H,UfHLQ(Qi) - 07
donc

/6 v" (z) dx — 0.

Mais, on sait que :
/ ol (x) dx :/ " (x)dx et vl — vy dans L* (),
Q4 €

ce qui signifie que :

/Qf* (z) dz = 0.

Par conséquent, v, est la solution du probleme suivant dans H'(€Q,) :

—Avy = fi dans Q,

vy |BQ+ = 6

/ V4 = 0.
Q4

Soit maintenant wy = v, — c. Alors w; € H} (£24) et est solution du probleme :

{ —Awy = f, dans Qg

wy =0 sur 0Q4.
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On sait que ce probleme admet une solution unique w, € Hg (€2, ). Nous avons :

/ widr = / (vy —¢)dx = / vydr — |y,
O Q4 Q.

1

9] Ja,

donc

c wodz.

Par conséquent,
1

+ + — w+dl‘.
| Ja,

Vy =W



Conclusion générale

Nous nous sommes intéressés dans cette étude a la propagation de la chaleur dans une
structure hétérogene comportant une couche mince. Des modeles limites ont été justifiés
quand I'épaisseur de la couche tend vers 0 et quand sa conductivité A tend vers 0 ou +oo,
des convergences fortes dans H' ont été démontrées. Notons que la condition aux limites
imposée a la frontiere extérieure dans le probleme de transmission est de type Neumann :
L’analyse effectuée peut se généraliser a d’autres conditions (ex : conditions mixtes, voir[5]).
Elle peut aussi s’adapter aux problémes semi-linéaires (voir[5]) et non linéaires et aussi a

d’autres modeles physiques.
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