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de ma famille qui m’ont toujours soutenue. Il me faut également remercier de tout mon coeur
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1.1 Généralités sur les systèmes dynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Notations et acronymes

1. Acronymes :
– LTI : Linéaire Temps Invariant (Linear Time Invariant).
– LPTV : Linéaire à Paramètres Temps Variants (Linear Parameter Time Varying).
– LMI : Inégalités Matricielles Linéaires (Linear Matrix Inequality).
– BMI : Inégalités matricielles bilinéaires (Bilinear matrix inequality).
– GAS : Globalement Asymptotiquement Stable.
– SDP : Semi Définie Positive.
– SVD : Décomposition aux valeurs singulières (Singulare Value Décomposition).
– GSM : Gram-Schmidt Modifié (Gram-Schmidt Modified).

2. Notations :
– R est l’ensemble des réels ;
– Rn est l’espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels ;
– (?) est utilisée pour les blocs induits par symétrie dans une matrice ou dans une inégalité

matricielle ;
– A

′
représente la matrice transposée de A ;

– Rn×m est l’ensemble de toutes les matrices réelles de n lignes et m colonnes ;
– I est une matrice d’identité de dimension appropriée et Ir représente une matrice d’identité

de dimension r ;
– La valeur (0) représente une matrice nulle de dimension appropriée, et (0)n,m désigne

matrice nulle à n lignes et m colonnes ;
– pour une matrice carrée S, S > 0 (S < 0) signifie que cette matrice est définie positive

(définie négative) ;
– ‖.‖ est la norme Euclidienne habituelle ;
– diag(A1, . . . , Ai) est la matrice diagonale par blocs ayant A1, . . . , Ai sur sa diagonale prin-

cipale.

– es(i) = (0, . . . ,

ith︷︸︸︷
1 , . . . , 0)︸ ︷︷ ︸

s composantes

∈ Rs, s ≥ 1 est un vecteur de la base canonique de Rs.
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Introduction générale

Motivation

L’amélioration des techniques de modélisation et l’utilisation de logiciels de conception rendent
les modèles dynamiques de plus en plus complexes. Si d’un point de vue théorique cela peut sem-
bler intéressant, en pratique en revanche, les modèles de grande dimension rendent la simulation,
l’analyse de performances et la synthèse de contrôleurs problématiques. C’est notamment le cas
en aéronautique où les modèles fournis par les partenaires industriels peuvent difficilement être
utilisés en l’état. Il est nécessaire d’en réduire la taille afin de pouvoir appliquer des techniques
d’analyse et de synthèse classiques basées sur l’optimisation.

Position du problème de réduction

En fonction de la classe de systèmes considérée, de nombreuses techniques de réduction existent.
Pour les systèmes linéaires invariant dans le temps et stables, le problème est le suivant :

Problème 1. Étant donné le système dynamique (Σ) d’ordre n ayant nu entrées et ny sorties,
représenté dans le domaine temporel par

Σ :=

{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t)

(0.0.1)

ou dans le domaine fréquentiel par sa fonction de transfert

H(s) := C(sIn − A)−1B ∈ Cny×nu . (0.0.2)

Le problème de réduction consiste à trouver les matrices

Â ∈ Rr×r, B̂ ∈ Rr×nu, Ĉ ∈ Rny×r (r << n)

telles que le système réduit Σ̂ :

Σ̂ :=

{
˙̂x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t)

ŷ(t) = Ĉx̂(t)
(0.0.3)

dont la fonction de transfert est :

Ĥ(s) := Ĉ(sIn − Â)−1B̂ ∈ Cny×nu (0.0.4)

ait un comportement entrées/sorties proche de celui du système original Σ.
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Les méthodes de réduction des modèles de grande dimension se divisent principalement en deux
familles, les méthodes qui n’utilisent pas la projection et celles qui l’utilisent. Seule la seconde
famille de méthodes est considérée ici car elle répond mieux aux exigences numériques liées aux
systèmes de grande dimension. Le problème de réduction par projection s’exprime comme suit.

Problème 2. Étant donné le système Σ à réduire, il s’agit de trouver deux matrices de projection
V,W ∈n×r (r << n) bi-orthogonales (W ′V = Ir) telles que les matrices du modèle réduit Σ̂
s’écrivent

Â = W ′AV, B̂ = W ′B, Ĉ = CV. (0.0.5)

Pour juger de la qualité de l’approximant dans le Problème 1, le critère H∞ est considéré :

‖H(s)− Ĥ(s)‖2
H∞

où, la norme H∞ n’est autre que la norme infinie ‖.‖∞ de la matrice de transfert H. Si on connâıt
l’expression de la valeur singulière de la matrice de transfert, on a

‖H‖∞ = sup
w
‖H(iw)‖2 = sup

w
σ(H(iw)), (0.0.6)

Le problème suivant apparâıt alors naturellement.

Problème 3. Le problème de minimisation de la norme H∞ de l’erreur consiste à trouver le
modèle réduit Σ̂ de fonction de transfert Ĥ(s) tel que

Ĥ(s) = arg
(

min
Ĥ(s)stable

‖H(s)− Ĥ(s)‖2
H∞

)
Ce problème n’étant pas convexe, le minimum global ne peut pas être déterminé facilement.

A l’échelle temporelle, ce problème peut être reformulé comme suit (voir par exemple [20]) :

Minimiser le paramètre γ > 0 sous la contrainte

N−1∑
k=0

‖ŷk − yk‖2 < γ2

N−1∑
k=0

‖uk‖2 . (0.0.7)

∀uk ∈ Rn, ∀k ∈ [0, N − 1], et pour toute condition initiale x0 = 0 et x̂0 = 0

Il convient de préciser que cette reformulation nécessite des arguments d’analyse fonctionnelle
(Analyse de Fourier) très laborieux que ne nous présentons pas dans le cadre de ce mémoire.
Ce mémoire à pour objectif d’étudier et développer l’approche de S. Ibrir et M. Bettayeb pour
la réduction de modèle pour une classe de systèmes non linéaires discrets Lipschitziens. Cette ap-
proche, consignée dans la référence [1], est basée sur la méthode de projection de Krylov et quelques
techniques d’optimisation convexe. Des conditions suffisantes garantissant l’existence d’un modèle
linéaire et non linéaire d’ordre réduit sont données. Ces dernières sont exprimées sous forme d’un
problème d’optimisation convexe sous contraintes inégalités linéaires matricielles (LMIs).

Le mémoire que nous présentons est rédigé comme suit :

Le premier chapitre est consacré à la présentation de quelques notions mathématiques utiles
pour la compréhension de ce mémoire. Un bref rappel sur la stabilité des systèmes dynamiques
est donné. Les théorèmes issus des techniques de Lyapunov conduisent en général à des inégalités
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linéaires matricielle (LMI), nous consacrons une section pour une représentation du problème des
LMIs. Nous achevons ce chapitre par la présentation du problème de réduction des systèmes dy-
namiques linéaires.

Le deuxième chapitre est l’essentiel de notre travail. Nous y avons développé la méthode de
réduction proposée par Ibrir et Bettayeb pour la classe suivante de systèmes non linéaires :{

xk+1 = Axk + f(xk) +Buk,

yk = Cxk,
(0.0.8)

où A,B et C sont des matrices connues de dimensions appropriées et telles que (A,B) et (A,C)
sont respectivement stabilisable et détectable. La non-linéarité f est supposée être globalement
lipschitzienne. Ce chapitre est composé de trois parties, la première est dédiée l’approximation du
système (0.0.8) par un système linéaire d’ordre réduit de la forme{

ζk+1 = G−1
2 Xζk +G−1

2 Y uk,

zk = Crζk,
(0.0.9)

Grâce au théorème de la valeur moyenne, la théorie de Lyapunov et quelques techniques de
linéarisation des inégalités matricielles, des conditions suffisantes sont données afin de résoudre
le problème 3. ci-dessus. Le calcul des paramètres du système réduit (0.0.9) repose uniquement sur
les techniques de linéarisation des systèmes non-linéaires (et n’évoque donc pas les projections de
Krylov).

On présentera ensuite dans la deuxième partie la méthode basée sur les projections de Krylov
et l’optimisation convexe pour l’approximation du système (0.0.8) par un système non-linéaire
d’ordre réduit de la forme {

ζk+1 = Arζk +Bff(Wrζk) +Bruk,

zk = Crζk,
(0.0.10)

Enfin dans la troisième partie, nous présenterons les résultats de simulation que nous avons
obtenus lors de l’application des deux approches précédentes sur l’exemple du système dynamique
masse-ressort-amortisseur (SMD, Spring, Mass, Dimping), soumis à un frottement non linéaire.
Dans chaque cas, nous y avons calculé les paramètres du systèmes réduit ainsi que la marge d’erreur
tolérée. Comme language de programmation, nous avons opté pour Matlab. Pour la programmation
des conditions LMI données, nous avons utilisé le package Yalmip.
Ce mémoire s’achève par une conclusion générale synthétisant l’ensemble du travail effectué et
dégageant des perspectives de recherche.
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Chapitre 1

Résultats préliminaires

1.1 Généralités sur les systèmes dynamiques

Les systèmes dynamiques sont les notions mathématiques qui permettent de modéliser des
phénomènes évoluant dans le temps, ces phénomènes pouvant provenir de la physique, la mécanique,
l’économie, la biologie, l’écologie, la chimie... Un système dynamique est constitué d’un espace
de phases, l’espace des états possibles du phénomène convenablement paramétré, muni d’une loi
d’évolution qui décrit la variation temporelle de l’état du système. Dans le cadre choisi ici, ce-
lui de lois déterministes en temps continu, cette loi d’évolution prend la forme d’une équation
différentielle.

1.1.1 Équations différentielles ordinaires

Soit
f : Ω→ Rn, x→ f(x)

une application de classe Ck, k ≥ 1, d’un ouvert Ω ⊆ Rn dans Rn. Nous écrirons,

x = (x1, x2, ..., xn), f = (f1, f2, ..., fn).

On appelle équation différentielle vectorielle autonome du premier ordre une équation du
type

ẋ = f(x), (1.1.1)

Le qualificatif autonome se rapporte au fait que le second membre dans l’équation (1.1.1) ne
dépend pas explicitement du temps.

On appelle solution de l’équation (1.1.1) toute application dérivable x : I → Rn, définie sur un
intervalle non vide I ⊆ R et telle que, pour tout t ∈ I, x(t) ∈ Ω et ẋ(t) = f(x(t)).

Théorème 1. Supposons que f soit de classe C1 sur Ω Alors, pour tout nombre réel t0 et tout
vecteur x0 ∈ Ω, il existe un intervalle ouvert I contenant t0, sur lequel il existe une solution de
l’équation (1.1.1) qui satisfait à la condition initiale x(t0) = x0 et cette solution est unique.

Le problème de trouver une solution de l’équation (1.1.1) satisfaisant à la condition initiale
x(t0) = x0, est appelé problème de Cauchy.
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Problème de Cauchy

Soit I un intervalle de R et U un ouvert de Rn. Considérons le problème de Cauchy{
ẋ(t) = f(t, x(t))
x(t0) = x0

(1.1.2)

où f est une application de I × U dans Rn, et x0 ∈ U . Le théorème de Cauchy- Lipschitz usuel
affirme l’existence et l’unicité d’une solution maximale pourvu que f soit continue, et localement
lipschitzienne par rapport à sa deuxième composante.

Définition 1. L’application f de l’ouvert U de R× Rn dans Rn est Lipschitzienne par rapport à
x sur U si :

∃γ ∈ R+, ∀ (t, x1) ∈ U, (t, x2) ∈ U, alors ‖ f(t, x2)− f(t, x1) ‖≤ γ ‖ x2 − x1 ‖ .

γ est appelé la constante de Lipschitz. Noter qu’elle ne dépend ni de x1, ni de x2.

Définition 2. L’application f de l’ouvert U de R×Rn dans Rn est localement Lipschitzienne par
rapport à x sur U , si ∀ (t, x) ∈ U , on peut trouver un voisinage ouvert de (t, x) dans U , dans lequel
f est Lipschitzienne.

Un résultat très important est que si f est de classe C1 sur U , alors elle est localement lipschit-
zienne.
En particulier en dimension 1, la constante γ est égale à

sup
(t,x)∈U

|∂f
∂x

(t, x)|.

1.1.2 Stabilité des équilibres

La notion de stabilité d’un système dynamique caractérise le comportement de ses trajec-
toires autour des points d’équilibre. L’analyse de la stabilité d’un système dynamique permet donc
d’étudier l’évolution de sa trajectoire lorsque l’état initial est proche d’un point d’équilibre.

Considérons l’équation différentielle autonome

ẋ(t) = f(x(t)), (1.1.3)

où le champs de vecteurs f : Ω ⊂ Rn → Rn est supposé de classe C1. Les points d’équilibre de
(1.1.3) sont les solutions de l’équation f(x) = 0.

Définition 3. On dit qu’un point x∗ ∈ Ω est un équilibre de (1.1.3) si la fonction constante
x(·) ≡ x∗ est solution de (1.1.3) ou, de façon équivalente, si f(x∗) = 0.

Quand l’équation (1.1.3) modélise l’évolution d’un phénomène physique (mécanique, biolo-
gique,. . . ), un équilibre correspond bien à la notion habituelle � d’état d’équilibre � : si le système
est dans l’état x∗, alors il y reste. En pratique on sait cependant que seuls les états d’équilibre
ayant certaines propriétés de stabilité sont significatifs.
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Définition 4. Un point d’équilibre x∗ du système (1.1.3) est dit
– stable si ∀ε > 0∃δ > 0 tel que

‖x(0)− x∗‖ < δ ⇒ ‖x(t)− x∗‖ < ε, ∀t ≥ 0,

– asymptotiquement stable si x∗ est stable et si il existe δ > 0 tel que

‖x(0)− x∗‖ < δ ⇒ lim
t→∞

x(t) = x∗,

– globalement asymptotiquement stable si x∗ est stable et ∀x(0) ∈ Rn

lim
t→∞

x(t) = x∗.

– localement exponentiellement stable s’il existe trois nombres réels positifs c, K et λ tel
que

∀‖x(0)− x∗‖ < c⇒ ‖x(t)− x∗‖ ≤ K‖x(0)− x∗‖e−λt,

– instable s’il n’est pas stable.

1.1.3 Analyse de la stabilité au sens de Lyapunov (cas discret)

La définition de la stabilité présente certains désavantages importants :
– Il est nécessaire de pouvoir calculer de manière explicite chaque solution correspondant à

chacune des conditions initiales.
– Le maniement de la définition est fastidieux.

Par conséquent, des résultats permettant de déterminer la stabilité sans devoir intégrer les
équations différentielles seraient les bienvenues.

Le comportement stable ou instable d’un système est relié à la fois à la caractéristique et à
l’évolution de sa fonction d’énergie, la présence d’un maximum ou minimum d’énergie possède une
influence critique. De plus la présence des perturbation est responsable de la croissance d’énergie
complète, et influence donc la stabilité. Le comportement est stable lorsque :

1. Énergie E diminue et E est minimum au point d’équilibre.

2. Énergie E est conservée et E est minimum à L’équilibre.

Par contre, le comportement est instable lorsque :

1. L’énergie augmente.

2. L’énergie E est conservé, mais elle ne correspond pas à un minimum à l’équilibre.

La théorie de Lyapunov est fondée sur l’extension de ses concepts, la procédure de base est de
générer une fonction scalaire ”de type énergie”pour le système dynamique.

Définition 5. Une fonction de Lyapunov est une fonction continue V : Rn → R telle que :

V (x) > 0 ∀x 6= 0 et V (x) = 0 si x = 0,

Si l’inégalité précédente est vérifiée au sens large, alors la fonction est dite semi-définie posi-
tive. Notons qu’une classe de fonctions souvent utilisées pour l’analyse des systèmes est celle des
fonctions quadratiques V (x) = x

′
Px où P est une matrice symétrique réelle. Une telle fonction

V (x) = x
′
Px est dite définie positive (respectivement semi-définie positive) si toutes les valeurs

propres de la matrice P sont strictement positives (respectivement positives).
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Dans notre cas, nous nous focaliserons sur la stabilité au sens de Lyapunov pour les systèmes
à temps discret.
Considérons maintenant un système non linéaire à temps discret, s’écrivant

x(k + 1) = f(x(k)), (1.1.4)

et notons x∗ = 0 son point d’équilibre.

Nous disposons du résultat suivant qui donne des conditions suffisantes pour la stabilité du
système (1.1.4) via la théorie de Lyapunov

Théorème 2. L’équilibre x∗ = 0 est
– localement stable s’il existe une fonction V : Rn −→ R et un voisinage Ω ∈ Rn de l’origine

tels que :

V (x) > 0,∀x ∈ Ω et V (0) = 0,

∆V (x(k)) ≤ 0,∀x ∈ Ω, x 6= 0,

avec ∆V (x(k)) = V (x(k + 1))− V (x(k)).

– localement asymptotiquement stable s’il existe une fonction V : Rn −→ R et un voisi-
nage Ω ∈ Rn de l’origine tels que :

V (x) > 0,∀x ∈ Ω et V (0) = 0,

∆V (x(k)) < 0, ∀x ∈ Ω, x 6= 0,

– globalement asymptotiquement stable s’il existe une fonction V : Rn −→ R telle que :

V (x) > 0,∀x ∈ Rn et V (0) = 0,

∆V (x(k)) < 0,∀x ∈ Rn, x 6= 0,

V (x) −→∞ lorsque ‖x‖ −→ ∞,

La stabilité asymptotique des systèmes LTI à temps discret en terme de fonction de Lyapunov
se caractérise comme suit :

Théorème 3. Le point x∗ = 0 est asymptotiquement stable si et seulement si, pour tout Q = Q
′
>

0, il existe une matrice P = P
′
> 0 vérifiant l’équation de Lyapunov

A
′
PA− P +Q = 0.

Il convient de rappeler le critère de stabilité asymptotique du système linéaire (1.1.4).

Théorème 4. Un système discret est asymptotiquement stable si les valeurs propres de sa matrice
A ont leur module strictement inférieur à 1.
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1.1.4 Discrétisation d’une équation différentielle

Le principe de la discrétisation(Méthodes de type Euler) est de remplacer un phénomène continu
par un autre, discret. On présent une des méthodes les plus anciennes de résolution d’une EDO
du premier ordre. Il existe deux types de méthode d’Euler : explicite et implicite et dans les deux
cas on cherche à résoudre des équations du types :

∂x

∂t
= f(x, t) (1.1.5)

où f est une fonction connue de x et t.

Méthode d’Euler explicite

Dans la méthode d’Euler explicite, (1.1.5) est discrétisée comme suit :

{
∂x
∂t
≈ xk+1−xk

∆t

f(x, t) ≈ f(xk, tk)
, (1.1.6)

où xk est la valeur de x à la date tk,xk+1 est la valeur x à la date tk+1,∆t = tk+1 − tk est le pas de
temps.

En remplaçant (1.1.6) dans (1.1.5), il vient :

xk+1 − xk
∆t

= f(xk, tk). (1.1.7)

Cette équation s’écrit :

xk+1 = xk + f(xk, tk)∆t (1.1.8)

Puisque xk est connue et que la fonction f l’est aussi, f(xk, tk) l’est également. xk+1 peut être
déterminée directement d’après xk. La méthode numérique est dite explicite car la valeur de x à
la date k + 1 peut être déterminée explicitement à partir de la valeur de x à la date k.

Méthode d’Euler implicite

Dans la méthode d’Euler explicite, (1.1.5) est discrétisée comme suit :

{
∂x
∂t
≈ xk+1−xk

∆t

f(x, t) ≈ f(xk+1, tk+1)
(1.1.9)

A la différence de la méthode explicite, f est maintenant calculée à partir de la valeur x à la date
tk+1. En remplaçant (1.1.9) dans (1.1.5), il vient :

xk+1 − xk
∆t

= f(xk+1, tk+1). (1.1.10)
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Cette équation s’écrit :

xk+1 = xk + f(xk+1, tk+1) (1.1.11)

Contrairement au cas explicite, cette formulation lie la valeur de xk+1 à une fonction de cette valeur
même. En général la résolution de (1.1.11) impose d’avoir recours à des méthodes itératives (de
type Newton).

1.2 L’approche des inégalités matricielles linéaires

Une grande quantité de problèmes d’automatique concernant les performances et la robus-
tesse peuvent se traduire sous la forme d’une optimisation convexe avec des contraintes inégalités.
Auparavant, on faisait appel à la résolution d’équations de Riccati basées sur des contraintes
égalités. De nombreux travaux ont montré qu’un grand nombre de problèmes qui apparaissaient
difficiles à résoudre de manière analytique, pouvaient se formuler et se résoudre par l’approche
LMI. [2, 19, 29, 31]

1.2.1 quelques rappels sur les LMIs

Définition 6 (Linear Matrix Inequality). Une contrainte LMI est une contrainte sur un vecteur
réel x ∈ Rm de la forme

F (x) = F0 +
m∑
i=1

xiFi ≥ 0, (1.2.1)

où les matrices symétriques Fi = F T
i ∈ Rn×n sont données, et le symbole d’inégalité au sens large

(rep. strict) signifie que F est semi-définie (resp. définie) positive, c’est à dire que uTFu ≥ 0 pour
tout u ∈ Rn.

Définition 7 (Bilinear Matrix Inequality). une contrainte BMI est une contrainte sur x ∈ Rm et
y ∈ Rr qui est de la forme

F (x, y) := F0,0 +
m∑
i=1

r∑
j=1

xiyjFi,j ≥ 0, (1.2.2)

avec F0,0 ∈ Rn×n et Fi,j ∈ Rn×n.

Problèmes LMI de programmation semi-définie

Un problème de Programmation Semi-Définie (SDP) est un problème d’optimisation qui s’écrit{
minimiser c

′
x,

sous la contrainte F (x) > 0
(1.2.3)

où c ∈ Rm est un vecteur définissant l’objectif du problème. Si une formulation SDP est obte-
nue pour un problème donné, alors nous pouvons considérer ce problème comme ”résolu” si on
démontre qu’il est faisable.
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Exemple 1. [30] SDP pour les LMIs
Soit le système (1.3.1), sa fonction de transfert est H(s) = C(sI−A)−1B. Minimiser γ, avec, ‖H(s)‖∞ <
γ est un problème SDP. En effet, cela revient à écrire


minimiser γ,

sous la contrainte

[
−(AX

′
+XA+ CC

′
) XB

? −γ2I

]
> 0,

X > 0.

(1.2.4)

Il s’agit de la généralisation de la notion de LMI. Une grande variété de problèmes d’automa-
tique peuvent se formuler comme des BMI. Cependant, les BMI ne sont pas convexes, ce qui génère
des difficultés dans leur résolution.
L’intérêt des LMIs est résumé dans les quatre points décrits ci-dessous.

1. Convexité : La LMI (1.2.6) définit une contrainte convexe en x. En effet, ∀{x, y} ∈ E, E :=
{x|F (x) > 0}, alors

F (αx+ (1− αy)) ≤ αF (x) + (1− αF (y)) ∀α ∈]0, 1[, (1.2.5)

où F (x) est donnée par (1.2.1).

2. Concaténation : Des LMIs multiples peuvent se ramener en une seule. En effet,résoudre les
deux LMIs F1(x) > 0 et F2(x) > 0 est équivalent à résoudre F̄ (x) > 0 avec F̄ = diag(F1, F2).

3. Algorithmes : Les algorithmes utilisés pour résoudre les contraintes LMI sont efficaces : une
bonne initialisation garantit la convergence de l’algorithme, cette convergence étant à temps
polynômial. Actuellement,les principales classes d’algorithmes sont basées sur les méthodes
des points intérieurs ([30]).

4. Applications :De nombreuses conditions classiques en automatique peuvent se formuler sous
la forme de problème LMI. De plus, il est possible de convertir certaines inégalités non
linéaires (notamment de Riccati) en LMI par l’utilisation de lemme de Schur.

1.2.2 Lemmes utiles pour les LMIs

Nous collectons quelques inégalités mathématiques et lemmes utiles qui ont été largement
utilisés dans le manuscrit. Rappelons tout d’abord le ”complément de Schur” qui permet de trans-
former certaines inégalités matricielles non linéaires en LMI.

Lemme 1 (Lemme de Schur ou complément de Schur). Soit M , N et Q trois matrices de dimen-
sions appropriées telles que Q = Q

′
et M = M

′
. Alors,[

Q N
N
′
M

]
< 0 (1.2.6)

si et seulement si
M < 0, et Q−NM−1N

′
< 0

ou de manière équivalente
Q < 0, et M −N ′Q−1N < 0.
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Démonstration. Posons G =

(
M N
NT Q

)
. En utilisant le principe de congruence, on déduit que

G < 0→ STGS < 0, ∀S inversible .

En choisissant S =

(
0 I
I 0

)
, on obtient

(
0 I
I 0

)(
M N
NT Q

)(
0 I
I 0

)
=

(
Q NT

N M

)
.

D’où l’équivalence (
Q NT

N M

)
< 0⇔

(
M N
NT Q

)
< 0.

Pour démontrer (1.2.6), il suffit de choisir S =

(
I NQ−1

0 I

)
et de remarquer que la matrice

S est inversible, de plus on a

(
I NQ−1

0 I

)−1

=

(
I −NQ−1

0 I

)
. En effet, il suffit d’utiliser la

factorisation suivante

G =

(
M N
NT Q

)
=

(
I NQ−1

0 I

)(
M −NQ−1NT 0

0 Q

)(
I NQ−1

0 I

)T
pour avoir les inégalités désirées. La preuve est ainsi achevée.

Une autre transformation est dicrit par le lemme suivant :

Lemme 2. [23] Les deux conditions suivantes sont équivalents :

1. Il existe une matrice symétrique P > 0 telle que

ATPA− P < 0.

2. Il existe une matrice symétrique P et une matrice G telles que[
P ATGT

GA G+GT − P

]
> 0.

Le lemme suivant jeu un rôle centrale pour les résultats de ce travail.

Lemme 3. [18] Soit M ∈ Rn×n,M = M
′
> 0, γ un scalaire positif, et une fonction ω : [0, γ] −→

Rn, alors intégration suivante est bien définie, on a

γ

∫ γ

0

ω
′
(β)Mω(β)dβ ≥

(∫ γ

0

ω(β)dβ

)′
M

(∫ γ

0

ω(β)dβ

)
. (1.2.7)

Démonstration. C’est claire en utilisant le complément de Schur que :
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(
ω
′
(β)Mω(β) ω

′
(β)

ω(β) M−1

)
≥ 0

.

Pour tout 0 ≤ β ≤ γ l’intégrale de l’inégalité précédente reste toujours vraie donc,( ∫ γ
0
ω
′
(β)Mω(β)dβ

∫ γ
0
ω
′
(β)dβ∫ γ

0
ω(β)dβ γM−1

)
≥ 0

.

En appliquant le lemme de Schur une autre fois on aura l’inégalité (1.2.5)

Lemme 4. [20] Les deux conditions suivantes sont équivalents :

(1) A est stable et ‖C(zI − A)−1B +D‖∞ < γ.

(2) A
′
PA− P + C

′
C + (A

′
PB + C

′
D)R−1(B

′
PA+D

′
C) < 0 où R = γ2I −B′PB −D′D.

1.3 La réduction des systèmes dynamiques

1.3.1 Problématique générale

La problématique générale associée à la réduction de modèle est décrite de manière schématique
à la figure 1. Partant d’un système physique quelconque, et de données évaluées expérimentalement
ou numériquement, la phase de modélisation consiste à déterminer un ensemble d’équations différentielles
ordinaires (EDOs) ou d’équations aux dérivées partielles (EDPs) représentatif du système phy-
sique. Dans le cas où un système d’EDPs est obtenu dans la phase de modélisation, celui-ci est
généralement discrétisé en espace afin d’obtenir un système d’EDOs que l’on nomme par la suite
S. La phase de réduction de modèles consiste à déterminer un système dynamique Ŝ en réduisant
de manière appropriée le nombre d’EDOs nécessaire à la description du système. Finalement, le
modèle réduit Ŝ est utilisé pour simuler ou contrôler le système S. Éventuellement, le système
d’EDOs est également discrétisé en temps, conduisant alors à un système dynamique discret.

Figure 1.1 - Description schématique de la réduction de modèles.
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Soit T l’ensemble des valeurs prises par le temps (selon le cas, on pourra considérer T = R+,
R− ou R pour un système continu en temps, ou T = Z+, Z− ou Z pour un système discret),

on considère que le système Ŝ peut s’écrire de manière générique comme un système d’EDOs du
premier ordre, soit :

S :

{
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(t0) = x0

y(t) = g(t, x(t), u(t))
(1.3.1)

où
– x ∈ X = {x : T −→ Rn} , est la variable d’état,
– u ∈ U = {u : T −→ Rn} , la variable d’entrée ou de commande,
– y ∈ Y = {y : T −→ Rp} , la variable de sortie ou l’observable,
et où f et g sont des fonctions vectorielles correctement dimensionnées. Le système S peut donc
être représenté par le schéma de la figure 2.

Figure 2.1 - Représentation schématique du système dynamique S.

L’objectif de la réduction de modèle est donc de remplacer le système (1.3.1) par :

Ŝ :

{
˙̂x(t) = f̂(t, x̂(t), u(t)),
ŷ(t) = ĝ(t, x̂(t), u(t)),

(1.3.2)

avec
–x̂ ∈ X̂ = {x̂ : T −→ Rr} , avec r << n,

–ŷ ∈ Y = {y : T −→ Rp} . Par ailleurs, la construction du modèle réduit Ŝ doit être réalisée en

s’assurant de vérifier si possible l’ensemble des conditions suivantes :
1. erreur d’approximation faible i.e.

‖y − ŷ‖ < ε. ‖u‖

quelle que soit l’entrée u où ε est ici une tolérance donnée ;

2. stabilité du système S préservées ;
3. procédure de réduction stable numériquement et efficace.
Souvent en pratique le système S non linéaire est linéarisé autour d’une solution d’équilibre. On
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détermine ainsi un système linéaire dont les paramètres sont variables en temps que l’on peut en-
core noter SLPTV où LPTV signifie Linear, Parameter, Time-Varying. Ce système est donné par :

S :

{
x(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),
y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t)

(1.3.3)

où A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m,C ∈ Rp×n,D ∈ Rp×m.
Finalement, si les paramètres du système ne dépendent pas du temps, on obtient le système SLTI
où LTI signifie ici Linear Time-Invariant. Ce système est alors représenté par :

S :

{
x = Ax(t) +Bu(t),
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(1.3.4)

Les systèmes SLPTV et SLTI ont été abondamment analysés par les automaticiens ou les mathématiciens
appliquées (Zhou et al., 1996, par exemple). Dans le cas des systèmes linéaires, de nombreux
résultats existent donc sur la réduction de modèles de systèmes dynamiques de grande dimension
et la recherche est toujours active dans ce domaine comme le prouvent de très récentes publications
sur le sujet (Antoulas, 2005 ; Benner et al., 2005). Selon Antoulas (2005), trois grandes classes de
méthodes d’approximation existent :

1. celles basées sur une méthode de Krylov (Lanczos, Arnoldi, Interpolation),

2. celles basées sur la Décomposition aux Valeurs Singulières (SVD),

3. enfin, des méthodes itératives combinant certains aspects provenant d’une méthode de Décomposition
en Valeurs Singulières et d’autres provenant d’une méthode de Krylov.

Ces méthodes possédant toutes des forces et des faiblesses différentes [21],[24],[25], il serait
certainement intéressant de les tester pour des problèmes de mécanique des fluides. Cependant,
les équations de Navier-Stokes étant non linéaires, peu de méthodes sont directement utilisables,
à moins de linéariser le système d’état autour d’une solution d’équilibre. Citons par exemple les
travaux d’ Allan (2000), dans lesquels une méthode basée sur les sous-espaces de Krylov a été mise
en œuvre avec succès afin de contrôler en boucle fermée l’écoulement dans une cavité entrâınée.
Dans la suite de ces notes, on s’intéressera exclusivement aux méthodes de Krylov et on présentera
plus particulièrement la réduction de modèles par la méthode de projection (Arnoldi).

1.3.2 Méthodes de projection sur des sous-espaces de Krylov

La modélisation des problèmes que l’on rencontre en ingénierie et dans les domaines appliqués,
conduit éventuellement après une étape de discrétisation, à la résolution de systèmes linéaires
d’équations en dimension finie. Le traitement numérique de ces systèmes complexes nécessite des
méthodes rapides et stables, d’où le recours à des techniques itératives de projections orthogonales
qui permettent de réduire la taille du système à étudier. Ces méthodes de projection consistent en
général à construire une matrice V dite projetée, de taille plus petite que celle de la matrice de
départ. Parmi les approches de projection qui ont été largement étudiées et exploitées avec succès,
il y a les méthodes de type Krylov qui sont basées sur des techniques de projection orthogonale sur
un sous espace Km, appelé << sous-espace de Krylov >> de taille m, où m crôıt avec les itérations.
L’approche par des méthodes de type Krylov est assurée pour m = N (en arithmétique exacte),
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bien qu’on espère qu’elle se produise pour m << N (N étant la taille de la matrice du problème
discret).

Les sous-espaces de Krylov

Définition 8. Le sous-espace de krylov d’ordre m est définit par :

Km(A, v) = vect
(
v, Av,A2v, ..., Am−1v

)
où A ∈ Rn×n et v ∈ Rn, est le sous-espace engendré par les puissances successives de A appliquées
au vecteur v.

1.3.3 Méthode d’Arnoldi

la méthode d’Arnoldi est une méthode de projection orthogonale sur un sous-espace de Krylov,
généralement appliquée aux matrices non symétriques. Cette méthode a été introduite par Arnoldi
en 1950 [7],dans le but de factoriser une matrice sous forme Hessenberg supérieure [4, 24]. Cette
stratégie est utile pour l’approximation de valeurs propres de matrices de grande taille. Si l’algo-
rithme arrive à la même itération, m << n, on obtient une matrice Hm de forme Hessenberg
supérieure de taille m×m, et une matrice orthonormale Vm de taille n×m dont les colonnes sont
définies par des vecteurs v1, ..., vm. Ces vecteurs forment une base orthonormale du sous-espace de
Krylov Km(A, v1) = [v1, Av1, ...A

m−1v1].

Définition 9. (matrice d’Hessenberg).H = (hij)1≤i,j≤n est une matrice sous forme Hessenberg
supérieure (resp. inférieure) si la condition (a) (resp. (b)) est vérifiée.

∀i � j + 1, hij = 0, ...(a)

∀j � i+ 1, hij = 0, ...(b)

1.3.4 Construction de la base d’Arnoldi

La construction des vecteurs vj orthonormés et de la matrice Hm est implémentée par l’Algo-
rithme 1 Cet algorithme a comme paramètres :

1. v1, un vecteur initial de norme 1 ;

2. A, la matrice du système aux valeurs propres considéré ;

3. m, la taille de l’espace de Krylov.

Pour un m fixé, il est possible de calculer une base orthonormale de Km(A, v) en utilisant
l’algorithme d’Arnoldi.
En posant v1 = v/ ‖v‖2, cette méthode génère une base orthonormale vi de Km(A, v1) en utilisant
le procédé de GSM (Gram-Schmidt modifie) [4].
Pour k = 1, . . .,m, l’algorithme d’Arnoldi consiste à calculer :

hik = v
′
iAvk, i = 1, 2, ..., k,

wk = Avk
∑k

i=1 hikvi, hk+1,k = ‖wk‖2 .

18



Si wk = 0, le processus s’interrompt (on parle de breakdown) ; autrement, on pose vk+1 =
wk/ ‖wk‖2 et on reprend l’algorithme en augmentant k de 1. On peut montrer que si la méthode
s’achève à l’étape m, alors les vecteurs v1, . . . , vm forment une base de Km(A, v). Dans ce cas,
en notant Vm ∈ Rn×m la matrice rectangulaire à n lignes et m colonnes dont les colonnes sont les
m premiers vecteurs de la base d’Arnoldi,

Vm = [v1 |. . .| vm](n×m) ,

alors l’orthonormalisation des vecteurs nous donne

V
′

mVm = Im,

et l’orthogonalisation nous donne

V
′

mwm = 0,

on aura

Vm+1H̃m = AVm = VmHm + wme
T
m =⇒ V

′

mAVm = Hm.

La matrice H̃m = (hij)(m+1,m) , tel que hij est le coefficient d’orthogonalisation de Avj par
rapport à vi , prend la forme :

Hm+1,m =



h11 h12 · · · h1j · · · h1m

h21 h22 · · · h2j · · · h2m

0 h32 · · · h3j · · · h3m
...

. . . . . .
...

...
hj+1,j hj+1,m

...
. . . . . .

...
0 · · · · · · 0 hm+1,m


et la matrice de Hessenberg Hm obtenue à partir de H̃m en supprimant sa dernière ligne.
avec

Hm =


h11 h12 · · · h1m

h21 h22 · · · h2m

0 h32
. . . h3m

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 hm−1,m hm,m
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Données : A, v,m
Résultats :Vm, Hm

Initialisation :v1 = v
‖v‖ ;

Pour j = 1 à m faire
wj = Avj;
Pour i = 1 à j - 1 faire

hij = v
′
iwj;

wj = wj − hijvi;
Fin pour

hj+1,j = ‖wj‖ ;
Si(hj+1,j = 0) Alors

Stop;
Sinon

vj+1 =
wj

hj+1,j
;

FinSi
Fin pour

Algorithme 1 : Procédure d’Arnoldi
Construction d’une base orthonormale pour l’espace de Km(A, v1) et de la matrice d’Hessenberg

associée Hm [4, 24].

Remarque 1. Dans des situations pratiques, le calcul des valeurs propres d’une matrice carrée
A est une tache très complexe, c’est pour cela, il est commode de calculer les valeurs propres de
Ritz (Hm)qui peuvent être considérés comme des bonnes approximations à une certaine précision.
Cette approche est bien justifiée théoriquement et numériquement.

Remarque 2. Les valeurs propres de Ritz sont des approximations des valeurs propres de A qui
dépendent (explicitement)du choix de vecteur initial v dans la procédure d’Arnoldi.
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Chapitre 2

La réduction des systèmes non-linéaire à
temps discret

Ce chapitre a essentiellement pour objectif de présenter et développer les récentes techniques
proposées par S. Ibrir et M. Bettayeb [1] pour la réduction d’une classe de systèmes non linéaires
discrets et lipschitziens. Ces techniques font intervenir le théorème de la moyenne, les méthodes
de projection de Krylov et quelques résultats de linéarisation liés à l’optimisation convexe.

Nous fournissons, dans la première partie de ce chapitre, un résultat qui donne des conditions
suffisantes, exprimées sous forme d’un problème d’optimisation convexe, permettant d’approcher
au sens de la norme H∞ un système non linéaire par un système linaire d’ordre réduit (LTI). Notons
que les premières conditions garantissant le critère de performance H∞ via la stabilité de Lyapu-
nov sont exprimés par la résolution d’un problème d’optimisation sous contraintes bilinéaires. Ces
dernières sont linéarisées grâce au Lemme de M.C. de Oliveira et al.

Dans la deuxième partie nous avons développé la méthode d’approximation au sens de la norme
H∞ d’un système non linéaire par un système non linaire d’ordre réduit. Celle-ci combine la pro-
jection sur les sous espaces de Krylov et les outils de l’optimisation convexe.
Afin de valider les performances des deux méthodes étudiées, nous présentons une application sur
la réduction du système dynamique masse-ressort-amortisseur (SMD) soumis à un frottement non
linéaire.

2.1 Conditions suffisantes pour l’approximation d’un système

non-linéaire par un système linéaire d’ordre réduit

Considérons le système non-linéaire à temps discret :{
xk+1 = Axk + f(xk) +Buk,

yk = Cxk,
(2.1.1)

où xk ∈ Rn représente le vecteur d’état, yk ∈ Rp est la sortie mesurée, uk ∈ Rm est la commande.
A,B,C sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

Les paramètres du système (2.1.1) sont soumis aux hypothèses suivantes :
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Hypothèses 1. –
– f est différentiable et globalement Lipschitzienne avec f(0) = 0 ;
– Les sous systèmes suivants :{

xk+1 = (A+ Fi)xk +Buk, 1 ≤ i ≤ µ

yk = Cxk.
(2.1.2)

sont exponentiellement stable pour uk = 0 où F1 . . . Fi sont les sommets de l’enveloppe convexe
de la Jacobienne ∂f

∂xk
(xk).

Notons bien qu’en vertu du Lemme de reformulation de la condition de Lipschitz sur f établi
par Zemouche et Boutayed [32], cette deuxième hypothèse est une condition nécessaire pour la
stabilité du système (2.1.1).

2.1.1 Formulation du problème d’optimisation

Notre objectif dans cette sous section consiste à approcher (au sens de la norme H∞) le système
(2.1.1) par un système d’ordre réduit linéaire à temps discret et stable de la forme :{

ζk+1 = Arζk +Bruk,

zk = Crζk
(2.1.3)

où Ar ∈ Rr×r, Br ∈ Rr×m et Cr ∈ Rp×r sont des variables à déterminer qui vérifient l’inégalité
suivante (critère de performance H∞) :

N−1∑
k=0

‖zk − yk‖2 ≤ γ2

N−1∑
k=0

‖uk‖2 . (2.1.4)

∀uk ∈ Rm,∀k ∈ [0, N − 1], où le paramètre γ est un réel positif à minimiser.

Les premières conditions suffisantes pour l’approximation du système non-linéaire (2.1.1) par
un système linéaire d’ordre réduit sont résumées dans le théorème suivant :

Théorème 5 ([1]). Considérons les systèmes (2.1.1) et (2.1.3), et les hypothèses 1. Le système
d’ordre réduit est exponentiellement stable pour uk = 0 et vérifié la condition d’optimalité (2.1.4)
pour tout uk 6= 0 si pour un r, (0 < r < n) donné, il existe trois matrices Ar ∈ Rr×r, Br ∈ Rr×m,
Cr ∈ Rp×r, un réel positif γ, et une matrice définie positive P ∈ R(n+r)×(n+r) vérifiant l’inégalité
matricielle suivante : −P +A′(i)PA(i) + C

′
∆C∆ A′(i)PB∆

(?) −γ2I +B
′
∆PB∆

 < 0, (2.1.5)

pour tout 1 ≤ i ≤ µ, où

A(i) =

[
A+ Fi (0)

(0) Ar

]
, B∆ =

[
B
Br

]
, C∆ =

[
C −Cr

]
.

22



Démonstration. Considérons le vecteur augmenté suivant

ξk =

[
xk
ζk

]
∈ R(n+r).

Comme f(0) = 0, alors par le théorème de la valeur moyenne [1, 21] on a,

f(xk) =

(∫ 1

0

∂f(λxk)

∂xk
dλ

)
xk. (2.1.6)

Par conséquent, la dynamique du système augmenté est donnée par{
ξk+1 = A∆(xk)ξk +B∆uk

y∆ = C∆ξk,
(2.1.7)

où

A∆(xk) =

[
A+

∫ 1

0
∂f(λxk)
∂xk

dλ (0)

(0) Ar

]
(2.1.8)

Une condition suffisante garantissant l’inégalité (2.1.4) consiste à trouver une fonction candidate
de Lyapunov Vk = ξ

′

kPξk, P = P
′
> 0, telle que

‖y∆‖2 − γ2 ‖uk‖2 + Vk+1 − Vk < 0, ∀k ∈ Z≥0. (2.1.9)

En effet, comme les condition initiales sont nulles, on a d’une part V0 = 0 et d’autre part, si
l’inégalité précédente est vérifiée on aura

N−1∑
k=0

(‖y∆‖2 − γ2 ‖uk‖2) + VN − V0 =
N−1∑
k=0

(‖y∆‖2 − γ2 ‖uk‖2 + Vk+1 − Vk) < 0, (2.1.10)

est vérifié le long de la trajectoire du système (2.1.7). L’inégalité (2.1.9) est équivalente (par
définition de la norme) à

−γ2u
′

kuk + ξ
′

k(A
′
∆(xk)PA∆(xk)− P )ξk + u

′

kB
′
∆PA∆(xk)ξk

+ξ
′

kA
′
∆(xk)PB∆uk + u

′

kB
′
∆PB∆uk + ξ

′

kC
′
∆C∆ξk < 0.

(2.1.11)

Soit

F(λ, xk) =

[
A+ ∂f

∂xk
(λxk) (0)

(0) Ar

]
. (2.1.12)

Alors A∆(xk) peut s’écrire sous la forme :

A∆(xk) =

∫ 1

0

F(λ, xk)dλ (2.1.13)

En utilisant le Lemme 3 , on obtient

ξ
′
kA
′
∆(xk)PA∆(xk)ξk =

∫ 1

0
(ξ
′
kF
′
(λ, xk))dλP

∫ 1

0
(ξkF(λ, xk))dλ ≤

∫ 1

0
(ξ
′
kF
′
(λ, xk)PξkF(λ, xk))dλ.

(2.1.14)
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En prenant en considération (2.1.13), (2.1.14) dans l’expression de (2.1.11), une condition suffisante
vérifiant (2.1.11) est donnée par

−γ2
∫ 1

0 u
′
kukdλ+

∫ 1
0 ξ
′
k(F

′
(λ, xk)PF(λ, xk)− P )ξkdλ+

∫ 1
0 u

′
kB
′
∆PF(λ, xk)ξkdλ

+
∫ 1

0 ξ
′F ′(λ, xk)PB∆ukdλ+

∫ 1
0 u

′
kB
′
∆PB∆ukdλ+

∫ 1
0 ξ
′
kC
′
∆C∆ξkdλ < 0,∀xk.

(2.1.15)

Soit ηk =
[
ξ
′
k u

′
k

]′
, alors (2.1.11) s’écrira comme suit∫ 1

0
η
′
k

[
F ′(λ, xk)PF(λ, xk)− P + C

′
∆C∆ F ′(λ, xk)PB∆

(?) −γ2I +B
′
∆PB∆

]
ηkdλ < 0,∀xk. (2.1.16)

L’inégalité (2.1.16) est équivalente grâce au complément de Schur à :

∫ 1

0

 −P + C
′
∆C∆ F ′(λ, xk)PB∆ F ′(λ, xk)P

(?) −γ2I +B
′
∆PB∆ (0)

(?) (?) −P

 dλ < 0, ∀xk. (2.1.17)

D’après les hypothèses 1, par le principe de convexité, il existe un ensemble de scalaires positifs
(αi(xk))1≤i≤µ telle que

∂f

∂xk
(xk) =

µ∑
i=1

αi(xk)Fi,

µ∑
i=1

αi(xk) = 1, ∀xk, (2.1.18)

ce qui implique que ∫ 1

0
F(λ, xk)dλ =

∫ 1

0

µ∑
i=1

αi(λxk)A(i)dλ,

∫ 1

0

µ∑
i=1

αi(λxk)dλ = 1. (2.1.19)

donc l’inégalité (2.1.16) est équivalente à

∫ 1

0

µ∑
i=1

αi(λxk)

 −P + C
′
∆C∆ A′(i)PB∆ A′(i)P

(?) −γ2I +B
′
∆PB∆ (0)

(?) (?) −P

 dλ < 0,∀xk. (2.1.20)

Par le principe de convexité on aura −P + C
′
∆C∆ A′(i)PB∆ A′(i)P

(?) −γ2I +B
′
∆PB∆ (0)

(?) (?) −P

 < 0, (2.1.21)

Remarque 3. Les conditions (2.1.5) entrâınent grâce au lemme de Schur, que

−P +A′(i)PA(i) + C
′
∆C∆ < 0,∀i.

Comme C
′
∆C∆ ≥ 0, on a nécessairement

−P +A′(i)PA(i) < 0,∀i.

Cela signifie que les matrices A(i) sont Schur Stable (ou de façon équivalente les valeur propres de A(i)
sont à l’intérieur du disque unité). Comme A(i) sont diagonales par bloc, on déduit que les valeurs propres
de Ar sont de module strictement inférieur à 1. d’où la stabilité asymptotique (exponentielle) du système
réduit.

Remarque 4. Le résultat de théorème 5 est un problème d’optimisation non convexe, ce résultat
sera le point de départ pour le développement de nouvelles conditions suffisantes donnant lieu à un
problème d’optimisation convexe.
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2.1.2 Linéarisation du problème

Notre objectif dans cette sous section est de transformer le problème d’optimisation non convexe
données dans théorème 5 en un problème d’optimisation convexe.

Théorème 6 ([1]). Considérons le système (2.1.1) soumis aux hypothèses 1. Soit r, (r < n)
l’ordre du système réduit. Soit aussi E ∈ Rn×r une matrice arbitraire à plein rang (rang(E) = r).
S’il existe une matrice P ∈ R(n+r)×(n+r), un ensemble de matrices X ∈ Rr×r, Y ∈ Rr×m, Cr ∈
Rp×r,G1(i) ∈ Rn×n, G2 ∈ Rr×r, G3(i) ∈ Rr×n, 1 ≤ i ≤ µ tel que le problème d’optimisation suivant
admet une solution, 

min
P>0,X,Y,Cr,(Gi)1≤i≤µ

γ,

sous les contraintes P = P
′
> 0,K = K′ < 0

,

(2.1.22)où

K =


−P (0)n+r,m

[
(A+ Fi)

′
G
′
1(i) (A+ Fi)

′
G
′
3(i)

X
′
E
′

X
′

] [
C −Cr

]′
(?) −γ2Im

[
B
′
G
′
1(i) + Y

′
E
′
B
′
G
′
3(i) + Y

′ ]
(0)m,p

(?) (?) Gi +G
′
i + P (0)n+r,p

(?) (?) (?) −Ip

 , ∀1 ≤ i ≤ µ.

(2.1.23)
et

Gi =

[
G1(i) EG2

G3(i) G2

]
. (2.1.24)

alors, le système linéaire d’ordre réduit{
ζk+1 = G−1

2 Xζk +G−1
2 Y uk,

zk = Crζk
(2.1.25)

est asymptotiquement stable et approxime le système non linéaire (2.1.1) au sens de la norme H∞.

Démonstration. L’idée de la démonstration consiste à linéariser (2.1.5) en utilisant le lemme de
M.C de Oliveira. L’inégalité (2.1.5) se factorise comme suit :

[
I (0) −A′(i)

(0) I −B′∆

]
×

 −P + C
′
∆C∆ (0) A′(i)

(?) −γ2I B
′
∆

(?) (?) P

×
 I (0)

(0) I
−A(i) B∆

 < 0. (2.1.26)

D’où l’on déduit que (2.1.5) est vérifié si l’inégalité suivante satisfaite −P + C
′
∆C∆ (0) A′(i)

(?) −γ2I B
′
∆

(?) (?) P

 < 0. (2.1.27)

Soit (Gi)1≤i≤µ un ensembles de matrices réelles de dimension (n + r) × (n + r) partitionnées
comme suit
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Gi =

[
G1(i) G2(i)
G3(i) G4(i)

]
, (2.1.28)

En appliquant le lemme 2 (lemme de M.C de Oliveira) pour l’inégalité (2.1.27) on aura −P + C
′
∆C∆ (0) A′(i)G′i

(?) −γ2I B
′
∆G

′
i

(?) (?) Gi +G
′
i + P

 < 0. (2.1.29)

L’ensemble des inégalités matricielles (2.1.29) sont équivalentes par le complément de Schur à
−P (0) A′(i)G′i C

′
∆

(?) −γ2I B
′
∆G

′
i (0)

(?) (?) Gi +G
′
i + P (0)

(?) (?) (?) −I

 < 0, ∀1 ≤ i ≤ µ. (2.1.30)

On injecte par l’expression de A(i) et (2.1.28) dans l’inégalité (2.1.30) on obtient


−P (0)

A′G′1(i) + F
′
iG
′
1(i) A

′
G
′

(i) + F
′
iG
′
3(i)

A
′

rG
′

2(i)︸ ︷︷ ︸ A
′

rG
′

4(i)︸ ︷︷ ︸
 [

C − Cr
]′

(?) −γ2I

[
B
′
G
′
1(i) +B

′

rG
′

2(i)︸ ︷︷ ︸ B
′
G
′
3(i) +B

′

rG
′

4(i)︸ ︷︷ ︸] (0)

(?) (?) Gi +G
′
i + P (0)

(?) (?) (?) −I


< 0,∀1 ≤ i ≤ µ.

(2.1.31)

On remarque que il y a des termes bilinéaires (A
′
rG
′
2(i), A

′
rG
′
4(i), B

′
rG
′
2(i), B

′
rG
′
4(i)) au niveau

de l’inégalité (2.1.31), de plus A
′
r et B

′
r sont attachées à deux variables différentes. Un changement

de variable permettra de transformer ces termes bilinéaires en de termes linéaires. En effet, il suffit
d’imposer le choix particulier G2(i) = G4(i), mais comme les matrices A

′
r et B

′
r sont fixées alors

on fixe aussi la matrice G2(i) en la considérant indépendante de i, c’est à dire G2(i) = G2.

Dans ce cas, on aura aussi un problème de dimension au niveau de bloc G2,2 de la matrice Gi,
pour y remédier on multiplie la matrice G2 par une autre matrice E pour compléter la dimension
de la forme

E =

[
Ir

0n−r,r

]
.

On aura ainsi une matrice de la forme

Gi =

[
G1(i) EG2

G3(i) G2

]
. (2.1.32)

Utilisant maintenant la partition de la matrice Gi et posant X = G2Ar et Y = G2Br alors,

A′(i)G′i =

[
(A+ Fi)

′
G
′
1(i) (A+ Fi)

′
G
′
3(i)

X
′
E
′

X
′

]
B
′
∆G

′
i =

[
B
′
G
′
1(i) + Y

′
E
′
B
′
G
′
3(i) + Y

′ ]
.

(2.1.33)
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En injectant (2.1.33) dans l’inégalité matricielle (2.1.31) on aura


−P (0)n+r,m

[
(A+ Fi)

′
G
′
1(i) (A+ Fi)

′
G
′
3(i)

X
′
E
′

X
′

] [
C −Cr

]′
(?) −γ2Im

[
B
′
G
′
1(i) + Y

′
E
′
B
′
G
′
3(i) + Y

′ ]
(0)m,p

(?) (?) Gi +G
′
i + P (0)n+r,p

(?) (?) (?) −Ip

 < 0,∀1 ≤ i ≤ µ. (2.1.34)

Remarque 5. Par lemme de Schur appliqué à (2.1.34) alors le bloc[
Gi +G

′
i + P (0)n+r,p

(?) −Ip

]
< 0, (2.1.35)

ce qui implique que Gi +G
′
i < 0 i.e, pour tout vecteur η 6= 0 alors,

η
′
(Gi +G

′

i)η = 2η
′
Giη < 0.

Ce qui implique que Gi < 0, et donc G2 < 0 (et donc inversible) par le lemme de Schur.
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2.2 Approximation par un système non linéaire d’ordre

réduit

Dans cette section, nous aborderons le problème d’approximation du système non-linéaire
(2.1.1) par un autre système non-linéaire d’ordre r (r < n). Il est alors question d’étudier si-
multanément les trois problèmes cités dans l’introduction. Pour un choix approprié r, (r < n),
nous nous intéresserons au modèle non linéaire d’ordre réduit suivant :

ζk+1 = Arζk +Bff(Wrζk) +Bruk,
zk = Crζk,

(2.2.1)

où ζ ∈ Rr représente le nouveau vecteur d’état, z ∈ Rp est la sortie mesurée, u ∈ Rm est la
commande. Ar ∈ Rr×r, Bf ∈ Rr×n, Wr ∈ Rn×r, Br ∈ Rr×m et Cr ∈ Rp×r sont des matrices réelles
à déterminer telles que la condition d’optimalité suivante ‖yk − zk‖2 ≤ γ ‖uk‖2 est satisfaite, avec
γ est le plus petit réel positif vérifiant l’inégalité précédente.

Le problème du choix optimal r de l’ordre du système ne sera pas abordé dans le cadre de ce
mémoire. Il est possible de le faire en procédant comme suit : pour r fixé, on résout le problème
d’optimisation associé ainsi que γr associé, le choix optimal de r est celui qui minimise γr.

Soit V ∈ Rr×m une matrice à plein rang. Soit V ζk le vecteur d’état qui approxime xk. Le
système (2.1.1) est équivalent à :

xk+1 = V ζk+1 = AV ζk + f(V ζk) +Buk,
zk = CV ζk.

(2.2.2)

La méthode de projection de Krylov consiste à trouver une matrice U ∈ Rn×r telle que U
′
V

est inversible.

En multipliant le système (2.2.2) par (U
′
V )−1U

′
, alors le système d’ordre réduit prend la forme :

ζk+1 = (U
′
V )−1U

′
AV ζk + (U

′
V )−1U

′
f(V ζk) + (U

′
V )−1U

′
Buk,

zk = CV ζk.
(2.2.3)

Des conditions suffisantes pour la réduction du système (2.1.1) par un système non linéaire
d’ordre réduit sont données par le théorème suivant :

Théorème 7. Considérons le système (2.1.1) soumis aux Hypothèses 1. Si pour un r (r < n)
donné et une matrice à plein rang V ∈ Rn×r, il existe une matrice symétrique définie positive
P1 ∈ Rn×n tel que le problème d’optimisation convexe a une solution pour tout i, j; 1 ≤ i, j ≤ µ

min γ,
P1>0

t.q. Ω = Ω
′
< 0, où

Ω =



[
−P1 (0)n,r
(?) −V ′P1V

]
(0)n+r,m

[
(A+ Fi)

′
P1 (0)n,r

(?) V
′
(A+ Fj)P1V

] [
C
−CV

]′
(?) −γ2Im

[
B
′
P1 B

′
P1V

]
(0)m,p

(?) (?)

[
−P1 (0)n,r
(?) −V ′P1V

]
(0)n+r,p

(?) (?) (?) −Ip

 . (2.2.4)
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Alors, le système non linéaire d’ordre réduit (2.2.1) est asymptotiquement stable pour uk = 0 de

plus, la condition d’optimalité ‖yk − zk‖2 ≤ γ ‖uk‖2 est vérifiée ∀k > 0.

Démonstration. La démonstration de ce théorème se fera en deux étapes. Premièrement, nous
dérivons les contraintes LMIs du problème d’optimisation. Dans une seconde étape, on vérifiera la
stabilité asymptotique du système réduit lorsque uk = 0. Prenons le système (2.1.1) et le système
(2.2.1), alors on peut les écrire sous la forme du système augmenté (2.1.7) où A∆(ξk) est mainte-
nant égale à

A∆(ξk) =

[
A+

∫ 1

0
∂f
∂xk

(λxk)dλ (0)

(0) Ar +Bf

(∫ 1

0
∂f
∂s

(s) | s=λWrζk
dλ
)
Wr

]
. (2.2.5)

On a clairement (par le principe de convexité) A∆(ξk) ∈ Co {A(i, j), 1 ≤ i, j ≤ µ} où

A(i, j) =

[
A+ Fi (0)

(0) Ar +BfFjWr

]
. (2.2.6)

Maintenant on remplace A(i) par A(i,j) dans (2.1.5) on aura,

[
−P + A

′
(i, j)PA(i, j) + C

′
∆C∆ A

′
(i, j)PB∆

(?) −γ2I +B
′
∆PB∆

]
< 0,∀1 ≤ i ≤ µ, (2.2.7)

qui est équivalent par décomposition en somme de deux matrices à,

[
−P + C

′
∆C∆ (0)

(?) −γ2I

]
+

[
A
′
(i, j)P
B
′
∆P

]
P−1

[
PA(i, j) PB∆

]
< 0, (2.2.8)

en appliquant le lemme de Schur, alors l’inégalité précédente est équivalente à

 −P + C
′
∆C∆ (0) A

′
(i, j)P

(?) −γ2I B
′
∆P

(?) (?) −P

 < 0;∀i. (2.2.9)

En appliquant une autre fois le complément de Schur et en posant
Ar = (V

′
P1V )−1V

′
P1AV , P = diag(P1,V

′
P1V), Br = (V

′
P1V )−1V

′
P1B, Bf = (V

′
P1V )−1V

′
P1 et

Cr = CV, on aura la LMI suivante


−P (0) A

′
(i, j)diag(P1,V

′
P1V)

[
C
′

−V ′C ′
]

(?) −γ2I

[
B

(V
′
P1V )−1V

′
P1B

]
diag(P1,V

′
P1V) (0)

(?) (?) −diag(P1,V
′
P1V) (0)

(?) (?) (?) −I

 < 0;∀i. (2.2.10)
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Ce qui achève la démonstration de la première partie du théorème. Il reste à vérifier la stabilité
asymptotique du système réduit lorsque uk = 0.

Soit Sk = ζ
′
V
′
P1V ζ > 0 la fonction candidate de Lyapunov associée au système (2.2.1), alors

pour uk = 0, on aura,

Sk+1 − Sk = ζ
′

k+1V
′
P1V ζk+1 − ζ

′

kV
′
P1V ζk

= (Arζk +Bff(Wrζk))
′
V
′
P1V (Arζk +Bff(Wrζk))− ζ

′

kV
′
P1V ζk

= [(V
′
P1V )−1V

′
P1AV ζk + (V

′
P1V )−1V

′
P1f(Wrζk)]

′
V
′
P1V [(V

′
P1V )−1V

′
P1AV ζk

+(V
′
P1V )−1V

′
P1f(Wrζk)]− ζ

′

kV
′
P1V ζk

= [ζ
′

kV
′
A
′
P1V (V P1V

′
)−1 + f

′
(Wrζk)P1V (V P1V

′
)−1][V

′
P1AV ζk

+V
′
P1f(Wrζk)]− ζ

′

kV
′
P1V ζk

= [f
′
(Wrζk) + ζ

′

kV
′
A
′
]P1V P

−1
2 V

′
P1[f(Wrζk) + AV ζk]− ζ

′

kV
′
P1V ζk

(2.2.11)
où P2 = V

′
P1V , et comme P1 > 0 (définition d’une équation quadratique) alors par le principe de

congruence

[
−P1 P1V
(?) −V ′P1V

]
=

[
I (0)

(0) V
′

] [
−P1 P1

P1 −P1

] [
I (0)

(0) V

]
≤ 0. (2.2.12)

Alors, par le lemme de Schur on aura,

P1V P
−1
2 V

′
P1 − P1 ≤ 0⇔ P1V P

−1
2 V

′
P1 ≤ P1.

On remplace dans (2.2.11) alors,

Sk+1 − Sk ≤ [f
′
(Wrζk) + ζ

′

kV
′
A
′
]P1[f(Wrζk) + AV ζk]− ζ

′

kV
′
P1V ζk. (2.2.13)

D’autre part on a f(0) = 0 et la jacobienne du système non linéaire (2.2.2) peut s’écrire comme
∂f
∂s

(s) =
∑µ

i=1 αi(s)Fi; où αi > 0 et
∑µ

i=1 αi = 1, ∀s ∈ Rn, alors en notant sλ = λV ζk, on aura

f(V ζk) =

∫ 1

0

∂f(s)

∂s

∣∣∣∣
s=sλ

V ζkdλ =

∫ 1

0

µ∑
i=1

αi(sλ)FiV ζkdλ,

∫ 1

0

µ∑
i=1

αi(sλ)dλ = 1. (2.2.14)

Remplaçons (2.2.14) dans (2.2.13) alors,

Sk+1−Sk ≤

(∫ 1

0

µ∑
i=1

αi(s)FiV ζkdλ

)′
+ ζ

′

kV
′
A
′

P1

[(∫ 1

0

µ∑
i=1

αi(s)FiV ζkdλ

)
+ AV ζk

]
−ζ ′kV

′
P1V ζk,

(2.2.15)
ce qui est équivalent aussi à

Sk+1 − Sk ≤ ζ
′

kV
′

[∫ 1

0

(
µ∑
i=1

αi(s)Fi + A

)
dλ

]′
P1

[∫ 1

0

(
µ∑
i=1

αi(s)Fi + A

)
dλ

]
V ζk − ζ

′

kV
′
P1V ζk.

(2.2.16)

30



Appliquons maintenant le résultat du lemme 3 sur l’inégalité précédente, et posons ρk = V ζk,
on aura,

Sk+1 − Sk ≤ ρ
′

k

∫ 1

0

[ µ∑
i=1

αi(s)Fi + A

]′
P1

[
µ∑
i=1

αi(s)Fi + A

]
− P1

 dλ

 ρk. (2.2.17)

La condition suffisante pour que soit Sk+1 − Sk < 0 est donné par[
µ∑
i=1

αi(s)Fi + A

]′
P1

[
µ∑
i=1

αi(s)Fi + A

]
− P1 < 0, (2.2.18)

ce qui est équivalent par le lemme de Schur à

µ∑
i=1

αi(s)

[
−P1 (A+ Fi)

′
P1

(?) −P1

]
< 0,∀i. (2.2.19)

D’autre part on a de l’inégalité (2.2.10) que

(A+ Fi)
′
P1(A+ Fi)− P1 < 0; 1 ≤ i ≤ µ,

ce qui implique par le lemme de Schur que l’inégalité (2.2.18) est vérifié, par conséquence le système
non linéaire d’ordre réduit (2.2.1) est asymptotiquement stable pour uk = 0.

Remarque 6. L’inconvénient de cette méthode est que il n’y a pas une méthode directe pour cal-
culer la matrice V qui satisfait l’ensemble des LMIs du théorème 7 et qui rend γ plus petit. Mais
dans le cas où V est donné alors, on vient de voir qu’il est possible de faire un choix optimal de U .

Le choix de la matrice V

• Dans le cas des systèmes linéaire, on peut choisir la matrice V comme les bases orthonormales
du sous espace de Krylov V =

[
B AB A2B . . . ArB

]
où r est l’ordre de système réduit.

• Dans le cas des systèmes non linéaire, on résout le problème d’optimisation

min
V

=
N∑
k=1

(yk − CV ζk)
′
(yk − CV ζk), t.q.V ′V = I,

donc V est une matrice à plein rang, et la minimisation du problème précédent revient à minimiser

min
V

=
N∑
k=1

(yk − CV V
′
xk)

′
(yk − CV V

′
xk), t.q.V V

′
= I

.
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2.3 Exemple d’application

Dans ce paragraphe on se propose d’appliquer la méthode de réduction présenté dans ce cha-
pitre sur un modèle non linéaire d’un système dynamique SMD (Spring, Mass, Dimping) d’ordre
2 composé par des ressorts, amortisseurs et masses et soumis à un frottement non linéaire.

2.3.1 Système dynamique SMD (Spring, Mass, Dimping)

Les vibrations sont des oscillations mécaniques autour d’une position d’équilibre. Dans certains
cas les vibrations sont désirables, comme certains machines industrielles ou les lignes de productions
(filtrations). Mais dans la plus part de temps, les vibrations sont indésirables (la perte d’énergie,
limiter la capacité, les dangers...), par exemple lorsque les ailes d’un avion vibrent, les voyages
deviennent inconfortable quand la fréquence des vibrations est plus grande que celle du corps de
l’être humain (4-8 Hz).

Modélisation et discrétisation

Considérons le système mécanique représenté dans la Figure 2.1,

Figure 2.1 - Schéma d’un système mécanique MRA (Masse, Ressort, Amortisseur).

En appliquant la deuxième loi de Newton
∑
Fi = Mq̈ (où Fi sont les forces externes exercés sur

le système mécanique précédent et q̈ est l’accélération) alors, les lois de la physique nous donnent
les équations du mouvement

m1q̈1 + (c1 + c2)q̇1 − c2q̇2 + (k1 + k2)q1 − k2q2 = u− ϕ1

m2q̈2 − c2q̇1 + (c2 + c3)q̇2 − k2q1 + (k2 + k3)q2 = u− ϕ2.
(2.3.1)

Ce qui est équivalent aussi a la forme matricielle suivante[
m1 0
0 m2

] [
q̈1

q̈2

]
+

[
c1 + c2 −c2

−c2 c2 + c3

] [
q̇1

q̈2

]
+

[
k1 + k2 −k2

−k2 k2 + k3

] [
q1

q2

]
=

[
u− ϕ1

u− ϕ2.

]
(2.3.2)
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On fait le changement de variable suivant
x1 = q1

x2 = q̇1

x3 = q2

x4 = q̇2

,

alors le système précédent (2.3.2) est équivalent à

ẋ =


0 1 0 0

−k1+k2
m1

− c1+c2
m1

k2
m1

c2
m1

0 0 0 1
k2
m2

c2
m2

−k2+k3
m2

− c2+c3
m2

x+


0

−ϕ(x2)
m1

0

−ϕ(x4)
m2

+


0
1
m1

0
1
m2

u. (2.3.3)

Pour simplifier les calculs, nous supposerons que

m1 = m2 = k1 = k2 = k3 = 1, c1 = c2 = 14.5, c3 = 10 et

ϕ(s) = 2
1− e−s

1 + e−s
,

u ∈ R est la variable d’entrée appliquée à la masse m1 et m2, avec

u(t) = 13t cos(2t)e−t + cos(2t).

ϕ(x2), ϕ(x4) sont les forces de frottements non linéaires qui s’opposent au déplacement des masses m1 et
m2 respectivement.

La modélisation de ce problème mécanique nous donne une classe de systèmes non linéaires à temps
continue

ẋ = Acx+ fc(x) +Bcu,
y = Cx,

où, Ac =


0 1 0 0

−k1+k2
m1

− c1+c2
m1

k2
m1

c2
m1

0 0 0 1
k2
m2

c2
m2

−k2+k3
m2

− c2+c3
m2

 , Bc =


0
1
m1

0
1
m2

 , C =


0
1
0
0

 , fc =


0

−ϕ(x2)
m1

0

−ϕ(x4)
m2

 .
(2.3.4)

La discrétisation par la méthode d’Euler pour T = 10−2(sec) nous donne une classe des systèmes non
linéaires à temps discret {

ẋk = Axk + f(xk) +Buk,

yk = Cxk,
(2.3.5)

avec, A = I + TAc, B = TBc, et f = Tfc

où,
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A =


1 0.01 0 0

−0.02 0.71 0.01 0.145
0 0 1 0.01

0.01 0.145 −0.02 0.755

 , B =


0

0.01
0

0.01

 , C =


0
1
0
0

 , f = 10−2


0

−ϕ(x2)
0

−ϕ(x4)

 .
La jacobienne de f(xk) = Tfc(xk), noté par ∂f

∂x (xk), est donnée par

∂f

∂x
(xk) =


0 0 0 0

0 −T
m1
ϕ
′
(x2(k)) 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −T
m2
ϕ
′
(x4(k))

 ,
où ϕ

′
ici désigne la dérivée de ϕ.

Cette dernière expression peut se décomposer comme suit :

∂f

∂xk
(xk) = diag(0, θ1(x2(k)), 0, 0) + diag(0, 0, 0, θ2(x4(k)))

où θ1(x2(k)) = −T
m1
ϕ
′
(x2(k)) et θ2(x4(k)) = −T

m2
ϕ
′
(x4(k))

En utilisant la bornitude de ϕ
′

(0 ≤ ϕ′ ≤ 2), on déduit que la matrice jacobienne ∂f
∂xk

(xk) appartient
à l’ensemble convexe dont les sommets sont :

F1 = diag(0,−2T, 0,−2T),F2 = diag(0,−2T, 0, 0),F3 = diag(0, 0, 0,−2T),F4 = diag(0, 0, 0, 0)

.

Simulation et comparaison

Pour tester la faisabilité des différentes méthodes de la réduction des systèmes non linéaire, on propose
des programmes sur MATLAB pour simuler les LMI données et calculer les matrices du système réduit.

Approximation par un modèle linéaire (théorème 6)

Pour la réduction de système (2.3.5) à l’ordre r = 2 on pose E =


1 0
0 1
0 0
0 0


%%%%%%%%%%% ---------------------------------------- %%%%%%%%

%%%%%%%%%%% La réduction par un système linéaire %%%%%%%%

%%%%%%%%%%% d’ordre réduit (théorème 6) sous MATLAB %%%%%%%%

%%%%%%%%%%% _______________________________________ %%%%%%%%

clear all;

close all;

%%%%%%% Déclaration des constantes %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

T=0.01;%% pas de dicrétisation par la méthode d’Euler%%%%%%%
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c1=14.5;

c2=c1;

c3=10;

k1=1;k2=1;k3=1;m1=1;m2=1;

Ac=[0 1 0 0;

-(k1+k2)/m1 -(c1+c2)/m1 k2/m1 c2/m1;

0 0 0 1;

k2/m2 c2/m2 -(k1+k2)/m2 -(c2+c3)/m2];

Bc=[0;1/m1;0;1/m2];

C=[0 1 0 0];

F_1=[0 0 0 0;

0 -0.02 0 0;

0 0 0 0;

0 0 0 -0.02];

F_2=[0 0 0 0;

0 -0.02 0 0;

0 0 0 0;

0 0 0 0];

F_3=[0 0 0 0;

0 0 0 0;

0 0 0 0;

0 0 0 -0.02];

F_4=[0 0 0 0;

0 0 0 0;

0 0 0 0;

0 0 0 0];

F=horzcat(F_1, F_2, F_3, F_4);

r=2;

n=size(Ac,1);

m=size(Bc,2);

p=size(C,1);

A=eye(n)+T*Ac

B=T*Bc

%%%%%%% Déclaration de la matrice E %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

E=[eye(r); zeros(n-r)];

%%%%%%%%%%%%%Déclaration des variables%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

P=sdpvar(n+r); %% déclaration de la matrice P réalisant le minimum %%%%

X=sdpvar(r);

Y=sdpvar(r,m);

Cr=sdpvar(p,r);

G11=sdpvar(n);

G12=sdpvar(n);
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G13=sdpvar(n);

G14=sdpvar(n);

G2=sdpvar(r);

G31=sdpvar(r,n);

G32=sdpvar(r,n);

G33=sdpvar(r,n);

G34=sdpvar(r,n);

G1i =[G11 G12 G13 G14];

G3i =[G31 G32 G33 G34];

delta=sdpvar(1);%% déclaration de la valeur delta à minimiser %%

%%%%%%%%%%%%%% Déclaration des contraintes %%%%%%%%%%%%%%%%%%

fct=set(P>0);

opt=delta; %% comande pour minimiser gamma^2 %%

%%%%%%%%%%%%% la construction de LMI %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for i=1:4

f=F(:,(i-1)*n+1:i*n)

G=[G1i(:,(i-1)*n+1:i*n) E*G2;

G3i(:,(i-1)*n+1:i*n) G2 ];

G1=G1i(:,(i-1)*n+1:i*n);

G3=G3i(:,(i-1)*n+1:i*n);

fct=fct+set(zeros<delta);

k11=-P;

k12=zeros(n+r,m);

k13=[(A+f)’*G1’ (A+f)’*G3’;

X’* E’ X’];

k14=[C -Cr]’;

k22=(-delta)*eye(m);

k23=[B’*G1’+(Y)’*E’ B’*G3’+(Y)’];

k24=zeros(m,p);

k33=G’+G+P;

k34=zeros(n+r,p);

k44=-eye(p);

LMI=[k11 k12 k13 k14;

k12’ k22 k23 k24;

k13’ k23’ k33 k34;

k14’ k24’ k34’ k44];

fct=fct+set(LMI<0);

end

%%%%%%%%%%%%% Résolution du problème d’optimisation sous la contrainte LMI %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

solvesdp(fct,opt);

%%%%%%%%%%%% récupération des variables %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

X=double(X)

Y=double(Y)
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Cr=double(Cr)

G2=double(G2)

P=double(P)

LMI=double(LMI);

delta=double(delta);

G1i=double(G1i);

G3i=double(G3i);

%%%%%%%%%%%% récupération des matrices G1(i) et G3(i) %%%%%%%

for i=1:4

G1_i=G1i(:,(i-1)*n+1:i*n);

G3_i=G3i(:,(i-1)*n+1:i*n);

end

%%%%%%%%%%%% Test de faisabilité de la LMI %%%%%%%%%%%%%%%%%%

vp_LMI=eig(LMI);

gamma=sqrt(delta) %% récupiration de la valeur gamma %%%%%%%%%

%%%%%%%%%%% Constricution des matrices de système réduit %%%%

Ar=inv(G2)*X;

Br=inv(G2)*Y;

Cr=Cr;

%%%%%%%%%%% Tracé des graphes %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

N=size(Ar,1);

M=size(Br,2);

Phat=size(Cr,1);

Horiz=100;

x=zeros(n,Horiz+1);

y1=zeros(p,Horiz);

xhat=zeros(N,Horiz+1);

y2=zeros(Phat,Horiz);

%%%%%%%%%%% Initialisation des parametres du système origine %%%%

u=zeros(m,Horiz);

phi=zeros(m,Horiz);

x(:,1)=[0; 0; 0; 0];

phi(:,1)=0;

%%%%%%%%%%% Initialisation des parametres du système réduit %

uhat=zeros(M,Horiz);

phihat=zeros(M,Horiz);

xhat(:,1)=[0; 0];

phihat(:,1)=0;

for t=1:Horiz

u(:,t)=cos(2*(x(1,t)))*(13*t*exp(-(x(1,t)))+1);

phi(:,t)=-2*(1-exp(-(x(1,t))))/(1+ exp(-(x(1,t))));

x(:,t+1)=A*x(:,t)+B*(u(:,t)+ phi(:,t));

y1(:,t)=C*x(:,t);
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uhat(:,t)=cos(2*(x(1,t)))*(13*t*exp(-(x(1,t)))+1);

phihat(:,t)=-2*(1-exp(-(x(1,t))))/(1+ exp(-(x(1,t))));

xhat(:,t+1)=Ar*xhat(:,t)+Br*(uhat(:,t));

y2(:,t)=Cr*xhat(:,t);

end

%%%%%%%%%%% Affichages des figures des deux système %%%%%%%%

figure(1)

plot(y1(1:Horiz),’--b’);

hold on;

plot(y2(1:Horiz),’r’);

legend(’origine’,’réduit’);

xlabel(’temps’);

title(’réduction pour r = 2’);

grid;

%%%%%%%%%%%________ fin du programme________ %%%%%%%%%%%%%%%

En utilisant MATLAB, on a trouvé la matrice P réalisant le minimum et approxime le système non
linéaire d’ordre 4 par un système linéaire d’ordre 2, et les matrices de nouveau système.

Result: feasible solution of required accuracy

best objective value: 3.041003e-005

guaranteed absolute accuracy: 2.89e-008

f-radius saturation: 0.000% of R = 1.00e+009

X =

-7.4063 -1.0321

-1.0321 -6.6351

Y =

0.0107

0.0741

Cr =

0.0005 -1.0000

G2 =

-7.4171 -1.1059

-1.1059 -7.6461
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P =

14.1750 0.8055 -6.0686 0.2097 7.4030 1.0079

0.8055 6.7426 -0.1729 -1.7263 0.6224 4.7996

-6.0686 -0.1729 5.4768 0.1399 0.0013 0.0099

0.2097 -1.7263 0.1399 3.7158 0.3450 2.3872

7.4030 0.6224 0.0013 0.3450 7.4026 1.0057

1.0079 4.7996 0.0099 2.3872 1.0057 7.4548

gamma = 0.0055

Figure 2.2 - Approximation par un système linéaire r = 2.

Approximation par un sustème non linéaire d’ordre réduit (théorème 7)

Pour la réduction de système (2.3.5) à l’ordre r = 3 on pose V =


1 0 1
0 1 0
0 0 1
1 1 0

, et pour r = 2 on prend

V =


1 0
0 1
0 0
1 1

, dans le choix de S. Ibrir et M. Bettayab [1].

Dans notre choix, comme les sous systèmes (2.1.2) sont supposés linéaires, alors on peut prendre la
matrice V comme les bases orthonormales des sous espace de Krylov, i.e. V =

[
B AB . . . ArB

]
, où r

et l’ordre de système réduit.

%%%%%%%%%%% ---------------------------------------- %%%%%%%%

%%%%%%%%%%% La réduction par un système non linéaire %%%%%%%%

%%%%%%%%%%% d’ordre réduit (théorème 7) sous MATLAB %%%%%%%%

%%%%%%%%%%% _______________________________________ %%%%%%%%

clear all;

close all;

%%%%%%% Déclaration des constantes %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

T=0.01; %% pas de dicrétisation par la méthode d’Euler%%%%%%%
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c1=14.5;

c2=c1;c3=10;

k1=1;k2=1;k3=1;m1=1;m2=1;

Ac=[0 1 0 0;

-(k1+k2)/m1 -(c1+c2)/m1 k2/m1 c2/m1;

0 0 0 1;

k2/m2 c2/m2 -(k1+k2)/m2 -(c2+c3)/m2];

Bc=[0;1/m1;0;1/m2];

C=[0 1 0 0];

F_1=[0 0 0 0;

0 -0.02 0 0;

0 0 0 0;

0 0 0 -0.02];

F_2=[0 0 0 0;

0 -0.02 0 0;

0 0 0 0;

0 0 0 0];

F_3=[0 0 0 0;

0 0 0 0;

0 0 0 0;

0 0 0 -0.02];

F_4=[0 0 0 0;

0 0 0 0;

0 0 0 0;

0 0 0 0];

F=horzcat(F_1, F_2, F_3, F_4);

n=size(Ac,1);

m=size(Bc,2);

p=size(C,1);

A=eye(n)+T*Ac;

B=T*Bc;

%%%%%%% Déclaration de la matrice E %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

V=[1 0 1;

0 1 0;

0 0 1;

1 1 0];

r=size(V,2);

%%%%%%% Déclaration des variables %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

P=sdpvar(n);%% déclaration de la matrice P réalisant le minimum %%%%
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delta=sdpvar(1);% déclaration de la valeur delta à minimiser %

%%%%%%%%%%%%%% Déclaration des contraintes %%%%%%%%%%%%%%%%%%

fct=set(P>0);

opt=delta; %% comande pour minimiser gamma^2 %%

%%%%%%%%%%%%% la construction de LMI %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for i=1:4

for j=1:4

f_i=F(:,(i-1)*n+1:i*n);

f_j=F(:,(j-1)*n+1:j*n);

fct=fct+set(zeros<delta);

k11=[-P zeros(n,r);

(zeros(n,r))’ -V’*P*V];

k12=zeros(n+r,m);

k13=[(A+f_i)’*P zeros(n,r);

(zeros(n,r))’ V’*(A+f_j)’*P*V];

k14=[C -C*V]’;

k22=(-delta)*eye(m);

k23=[B’*P B’*P*V];

k24=zeros(m,p);

k33=O11;

k34=zeros(n+r,p);

k44=-eye(p);

LMI=[k11 k12 k13 k14;

k12’ k22 k23 k24;

k13’ k23’ k33 k34;

k14’ k24’ k34’ k44];

fct=fct+set(LMI<0);

end

end

%%%%%%%%%%%%% Résolution de la LMI %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

solvesdp(fct,opt);

%%%%%%%%%%%% récupération des variables %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

P=double(P)

delta=double(delta);

LMI=double(LMI);

gamma=sqrt(delta) %% récupiration de la valeur gamma %%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%% Test de faisabilité de la LMI %%%%%%%%%%%%%%%%%%

vp_LMI=eig(LMI);

%%%%%%%%%%% Constricution des matrices de système réduit %%%%

Ar=inv(V’*P*V)*V’*P*A*V
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Br=inv(V’*P*V)*V’*P*B

Bf=inv(V’*P*V)*V’*P

Cr=C*V

%%%%%%%%%%% Traser les graphes %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

N=size(Ar,1);

M=size(Br,2);

Phat=size(Cr,1);

Horiz=100;

x=zeros(n,Horiz+1);

y1=zeros(p,Horiz);

xhat=zeros(N,Horiz+1);

y2=zeros(Phat,Horiz);

%%%%%%%%%%% Initialisation des parametres du système origine %%%%

u=zeros(m,Horiz);

phi=zeros(m,Horiz);

x(:,1)=[0; 0; 0; 0];

phi(:,1)=0;

%%%%%%%%%%% Initialisation des parametres du système réduit %

uhat=zeros(M,Horiz);

phihat=zeros(M,Horiz);

xhat(:,1)=[0; 0; 0];

phihat(:,1)=0;

for t=1:Horiz

u(:,t)=cos(2*(x(1,t)))*(13*t*exp(-(x(1,t)))+1);

phi(:,t)=-2*(1-exp(-(x(1,t))))/(1+ exp(-(x(1,t))));

x(:,t+1)=A*x(:,t)+B*(u(:,t)+ phi(:,t));

y1(:,t)=C*x(:,t);

uhat(:,t)=cos(2*(x(1,t)))*(13*t*exp(-(x(1,t)))+1);

phihat(:,t)=-2*(1-exp(-(x(1,t))))/(1+ exp(-(x(1,t))));

xhat(:,t+1)=Ar*xhat(:,t)+Br*(uhat(:,t)+ phihat(:,t));

y2(:,t)=Cr*xhat(:,t);

end

%%%%%%%%%%% Affichages des figures des deux système %%%%%%%%

figure(1)

plot(y1(1:Horiz),’b’);

hold on;

plot(y2(1:Horiz),’--r’);

legend(’origine’,’réduit’);

xlabel(’temps’);

title(’réduction pour r = 2’);

grid;

%%%%%%%%%%%________ fin du programme________ %%%%%%%%%%%%%%%

En utilisant MATLAB pour résoudre le problème de LMI précédent, on a trouvé la matrice P réalisant
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le minimum et approxime le système non linéaire d’ordre 4 par un système non linéaire d’ordre inférieur.

Approximation par système non linéaire d’ordre réduit [1]
Pour r = 3,

Result: feasible solution of required accuracy

best objective value: 6.972665e-003

guaranteed absolute accuracy: 3.35e-006

f-radius saturation: 0.000% of R = 1.00e+009

P =

135.2565 2.0179 -114.7414 -1.8670

2.0179 32.6129 -1.7524 -24.5521

-114.7414 -1.7524 103.8367 1.6866

-1.8670 -24.5521 1.6866 24.8155

gamma = 0.0835

Ar =

0.9180 0.0093 -0.0000

0.1159 0.8562 -0.0100

0.1691 -0.0105 1.0000

Br =

0.0000

0.0100

-0.0000

Bf =

0.7942 -0.2058 -0.7942 0.2058

-0.0260 0.9740 0.0260 0.0260

0.4545 0.4545 0.5455 -0.4545

Cr =

0 1 0
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Figure 2.3 - Approximation par un système non linéaire d’ordre 3.

Pour r = 2,

Result: feasible solution of required accuracy

best objective value: 6.971717e-003

guaranteed absolute accuracy: 6.62e-006

f-radius saturation: 0.000% of R = 1.00e+009

P =

161.8471 1.9503 -138.5137 -1.7353

1.9503 33.4338 -1.6765 -25.2788

-138.5137 -1.6765 125.0790 1.5510

-1.7353 -25.2788 1.5510 25.4539

gamma = 0.0835

Ar =

0.9461 0.0071

0.1198 0.8557

Br =

0

0.0100

Bf =

0.8710 -0.1290 -0.7451 0.1290

-0.0150 0.9850 0.0198 0.0150
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Cr =

0 1

Figure 2.4 - Approximation par un système non linéaire d’ordre 2.

Approximation par un système non linéaire d’ordre réduit (base de Krylov)
Pour r = 3,

Result: feasible solution

best objective value: 6.980418e-003

guaranteed absolute accuracy: 8.15e-005

f-radius saturation: 0.000% of R = 1.00e+009

P =

142.2553 3.7103 -121.2280 -3.6098

3.7103 36.0576 -3.4288 -27.6662

-121.2280 -3.4288 109.8549 3.4126

-3.6098 -27.6662 3.4126 27.6394

gamma = 0.0835
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Figure 2.5 - Approximation par un système non linéaire d’ordre 3.

Pour r = 2,

P =

145.5117 2.8778 -123.9503 -2.7208

2.8778 34.7009 -2.5922 -26.4298

-123.9503 -2.5922 112.1101 2.5224

-2.7208 -26.4298 2.5224 26.5099

gamma = 0.0835

Figure 2.6 - Approximation par un système non linéaire d’ordre 2.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés à l’étude d’une approche pour la réduction des systèmes
dynamiques, et plus précisément la réduction d’une classe de systèmes non linéaires lipschitzien à temps
discret, proposée par S. Ibrir et M. Bettayeb dans [1].

Nous avons vu que le système considéré peut être approché au sens de la norme H∞ par un système
linéaire d’ordre réduit en se basant sur le théorème de la valeur moyenne et par un système non linéaire
d’ordre réduit en se basant sur les projections de Krylov. Dans les deux cas, nous avons donné des condi-
tions suffisantes permettant de résoudre le problème d’optimisation associé à la réduction des systèmes
dynamiques.

De nombreuses questions restent encore posées dans le domaine de réduction des systèmes dynamiques.
Nous citons à titre d’exemple,

1. Étude d’autres classes de systèmes non linéaires,

2. Réduire le conservatisme lié à la linéarisation des contraintes BMIs obtenues,

3. Remédier au problème du choix de l’ordre du système,

4. Choix des matrices de Krylov.

Nous souhaitons enfin que notre travail suscite un intérêt et donne lieu à d’autres études dans ce
domaine.
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