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Introduction générale

Introduction géenérale

La programmation linéaire constitue un domaine de la programmation
mathématique le plus étudié. Elle concerne I’optimisation d’un programme
mathématique ou la fonction objectif et les fonctions définissant les contraintes
sont lineaires.

Dans la plupart des problémes pratiques, les variables sont bornées. Une com-
posante X; est bornée inférieurement par dy; et supérieurement par dy;, ou

dyj < dy;. Si on note d; et d, les vecteurs borne inférieure et supérieure
respectivement, on obtient les contraintes suivantes

d; <x <d,. La plus simple maniére de traiter ces contraintes, consiste a
introduire des variables d’écarts x; et X,, on obtient ainsi les contraintes

X + X1 = d, et X — X, = d;. Dans ce cas le nombre de contraintes d’un probleme
de programmation linéaire a variables bornées sera augment de n contraintes

y1=X-0d;
Y2=X—d;

Une méthode adaptée du simplexe pour la résolution d’un probleme de
programmation linéaire a variables bornées, sans introduire de variables
d’écarts, a eté proposee par R.Gabassov et F.M.Kirrillova durant les années 80 .
L’avantage de celle-ci est une méthode de points intérieurs, pour aller plus vite
vers le somment optimal, elle permet aussi I’obtention d’une solution approchée
et résout des problemes de contréle optimal.

Au début de son invention, elle a été appliquée a defferents types de problemes
de programmation mathématique, par la suite a des problémes de contrdle
optimal.

L’optimisation d’un modéle de programmation linéaire a 1’aide de
I’algorithme adapté et la sdétermination des valeurs marginales des ressources
sont deux aspects importants de cet outil puissant qu’est la programmation
linéaires pour le gestionnaire.

Dans le premier chapitre, on se propose une méthode directe pour résoudre
un probléme de programmation linéaire.
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Introduction générale

Dans le deuxieme chapitre, on a résolu un probléme programmation linéaire
a contraintes bornées par la méthode adaptée.

Chaque partie théorique est suivie par un exemple numérigue, et pour cela on a
implémente la méthode adaptée sur la machine sous Matlab.

Matlab est un langage de programmation simple et tres efficace, beaucoup plus
concis. Un exemple : plus besoin de programmer des boucles modifiées un par
un les éléments d’une matrice. On peut traiter la matrice comme une simple
variable. Matlab contient également une interface graphique puissante, ainsi
qu’une grande variété d’algorithmes scientifiques.
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La méthode adaptée

Chapitre 1

LLa méthode adapteée

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on fait une introduction de la méthode directe dite. Méthode
adaptée pour résoudre un probleme de programmation linéaire a variable
bornée. Cette méthode est une méthode de points intérieurs et permet
I’obtention d’une solution approche.

1.2 Position du probleme

Considérons le probléme classique de la programmation linéaire suivant :
Maximiser F(x; X5, Xp)=CiXq + ... + ChXp

Sous les contraintes :
a11X;+ apXx, + ... +ax, = by,
AXq + apXy t ...+ AnX, = by, (1.2
an1Xq t apXq + ...+ anx, = by,
di1 < X1 < dyg, dip <x, <dp, ..., Ay < Xy, < dop.

La forme matricielle du probleme (1.1) est égale a :

F(X) = ¢'X— max, (1.2)
{Ax =b, (1.3)
dl < x < dz ; (14)

ou X, ¢, dq4, d, sont des n-vecteurs, bun m-vecteur réel,
A=A[l,J] =(a,i1€1,j€J)une mxn- matrice ;

| = {1,2,..., m} : I’ensemble des indices des lignes de A,
J={1,2,...,n} : I’ensemble des indices des colonnes de A,

rang A=m, m<n,
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La méthode adaptée

Notons la région réalisable (admissible) par: M={x € R™:Ax =b ,d;< x < d,}.
Définition 1 :

Tout vecteur x € R™ vérifiant les contraintes (1.3) et (1.4) est appelé solution
réalisable (admissible) du probleme (1.2)-(1.4).

- Un plan X est optimal si :
¢'X = max, ggn €'X.
Soit € > 0 donné.
Un plan x° est appelé e-optimal (solution approchée) si:
c'X —c'xX<e.

Définition 2 : L’ensemble des m indices JgC J, |Jg| = m est dit support (appui)
du probleme (1.2)-(1.4) et la matrice Ag = A(l, Jg) matrice de support (matrice
d’appui) st detAg# 0.

De Ia, en choisissant un support Jg, tout vecteur x(J) peut s’écrire sous la forme
X(J) = (X(Ig), X(In)), Iy = I\ Jg, ou X(Jg) est ’ensemble des composantes sur les
indices du support, x(Jy) est I’ensemble des composantes sur les indices hors-
support.

De la méme maniére, la matrice A peut-étre décomposée de la maniére
suivante :

A1, ) = (A1, Je). A(l, In))

En utilisant cette derniere decomposition le systeme A.x = b prend la forme :
Ax= (Al Js) » All, In)).(X(Us). X))

A.x=A(l, Jg).x(Jg) + A(l, Jn).X(JR)

De la comme Ag est inversible, donc on peut calculer les composantes Xg en
fonction de xy :

Xg = X(JB) = AEl(b - AH.XH), ou AH = A(I, JH), XH = X(JH).

Définition 3 : La paire {X, Jg} formée du plan x et du support Jg, est appelée
support- plan (plan d’appui) du probléme (1.2)-(1.4).
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La méthode adaptée

Définition 4 : Un support plan {x, Jg} est dit non-dégénéré si :
d1j< Xj < dgj, j € Jg.

1.3 Accroissement de la fonctionnelle : Critére d’Optimalité et de
Suboptimalité

Soit {Xx, Jg} un support plan non dégénéré de départ.
Construisons les vecteurs suivants :

u' =u'(l) = cpAzt,

E'=u'A-c',

ou u'et E' sont appelés respectivement vecteurs des potentiels et des
estimations.

Par construction, les composantes de support du vecteur E sont nulles :
EB = E(JB) =0.

Considérons un autre plan x = x + Ax et calculons la quantité définissant
I’accroissement de la fonctionnelle :

AF(X) = F(xX) —F(X) =c'x — c¢'X = ¢'AX = cg AXg + cj;AXy
Comme A.x =b et Ax = b alors
A.AX =0 = AgAXg + ApAxy = 0 2AXg = Az An.AXy
En remplacant Axg dans AF(x), on obtient :
AF(X) = (- chA5 Ay +cjy )AXu= AEjXu = - X jc 5, EiAx; (1.5)
Comme x est un plan admissible alors, I’accroissement Ax Vérifie:
dyj = X < AXj<dy— Xj, ] € Jn (1.6)

Le maximum de 1’accroissement de la fonctionnelle (1.5) sous les contraintes
(1.6) :

AF(X) = _ZjE]H E]Ax]—> max
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La méthode adaptée

dlj — X< AXJ' < dzj =X, j € Jy
est atteint pour

Ax] = dl] — X]SlE]> 0 ,

Ax] = dZi — Xj,Si E] < 0,'

dij —x < xj < dyj — xj,siE; = 0,j € Jy,
et egal a:
B=PB(X Jg) = Xje s Ej(x; — dyj) +Xjes; Ej(x; — dyj),
appelée valeur de suboptimalité, ou j;={j € Ju/ E;> 0},
Ju ={i €JIu/Ej<0}.
L’inégalité suivante est toujours vérifiée :
AF(X) = F(x) — F(X) < B(X, Jg), V X € M et pour X = X', on obtient
F(X) = F(X) < B(X, Jg)-
De cette derniere inégalité, on déduit le critére suivant :

Théoreme 1 :(Critere d’optimalité) les relations

Xj = dyj,SiE; < 0; a.7)
dlj — x] < Ax] < d2] - xj;Si E] = 0!] € jH'

Sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires
pour I’optimalité du support plan {x, Jg}.

Preuve 1.1.

Condition Suffisante (C.S) : On sait que : AF(X) = F(X") — F(X) < B(X, Jg).
et des relations (1.7),on a:

F(X) —F(X) <B(X,Jg) =0

=F(x") < F(x)=X est optimal.

Condition Nécessaire (C.N) :

Soit {Xx, Jg} un support-plan optimal non dégénéré et supposons que les
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La méthode adaptée

relations (1.7) ne sont pas vérifiées, c’est-a-dire, il existe un indice j € Jy tel
que :

E.>0, x.>dj; o0 Ei<0, X< dy;.

1¥ cas: E.> 0, xp>dy;, j € Ju.

Construisons un nouveau plan x de la maniére suivante : x= X + AX
Construisons le vecteur x / Ax =betd; < x < d,.

Construire X revient a construire AX.

Pour cela sur Jy, posons

= O SUE Il I
-0, sij= j°; avec 8 > 0,

AAXx=0=> AX(JB) =- AElAHAX(JH) =0 A,}lajo,

X vérifie Ax = b et pour que x vérifie d; < X < d,, il faut prendre un 6
suffisamment petit, d’autant plus que le support plan {X, Jg} est non dégéneré.

En portant x = X + AX dans la formule d’accroissement, on obtient
AF(x) = F(x) — F(x) =0.E;.> 0,

Ce qui contredit I’optimalité de {x, Jg}.

2°™ cas : E;.< 0, X;.< Oy

Construisons un nouveau plan x de la maniére suivante : x = X + Ax,
0 un réel positif non nul. Il faut trouver x tel que :

Ax =D, d; <x <d,. Pour celasurJy, posons

= G € I\

11 6,sij = j° avech > 0
AAX =0 = AX(Jg) = A* AuAx(Jy) = —0 Ag'a;., X vérifie Ax = b et pour que x
Vérifie d;< X < d, il faut prendre un 6 suffisamment petit, d’autant plus que le
support plan {x, Jg} est non dégéneré. En portant x = X + Ax .dans la formule
d’accroissement, on obtient

AF(X) = F(%) - F(x) =—0.E;.> 0
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La méthode adaptée

Ce qui contredit I’optimalité de {x, Jg}.
Théoreme2. Critere de Suboptimalité
Soit &> 0 donné.

Pour I’optimalité du plan x, il est necessaire et suffisant de trouver un tel
support Jg, pour laquelle la valeur de suboptimalité vérifie I’inégalité suivante :

B(X, Jg) <e.
Preuve 1.2.

Condition Suffisante(C.S) :

Soit £> 0. On sait que : F(X") — F(X) < B(x, Jg) et pour B(X, Jg) < ¢ =
F(X") — F(X) <& = x est g-optimal.
Condition Nécessaire (C.N) : Faisons une décomposition de B(X, Jg) :
B(x, J6) = Xjejis B (%7 — duj) + Ejejy B (O — dz)
=Ljes Ejxj — Ljes Ejdvj — Ljeys Ejda;

=EMX0)-Zjesy; Ejdaj — Lijeyy Ejda;
=(u'A-c")X() -Zjess Ejdrj — Ljeyy; Ejda;j

=u'AX - c’XZjE];rI Ejdlj'Zje]IjI E;d;;

=u' - ¢'X - Xjept Ejdyj — Xjejy Ejda;
Pour cela, construisons le probléme dual du probleme primal (1.2)-(1.4) :
®(A) =bu'-d,;.v +d,.0 — min

{Au’—v+w=c,
v=>20,w=0.

Il est facile de vérifier que le vecteur A = (u, v, ) défini de la maniére suivante :
u=y=cpdzt,

Vj = Ej, 0= 0, si EJ'Z 0,
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La méthode adaptée

V=0, w;=-E;, si Ej<0,j €],

est un plan dual.

B=PB(X Js) = Xjes Ejxj — Xjeys Ejdrj — Ljeyy; Ejda;

En introduisant le plan dual defini ci-dessus, on obtient :
B(x,Jg) =E'X—dyv+d,o
=u'Ax—c'Xx—dv+d,on
=u'AX—c'X—dp td,n

=b'U— ¢'%x=dy + dyo + ¢'X — ¢'X
=(c'X = ¢'X) + (b'u—dyv + dow — ¢'X)
= ("X = c'X) + () — P(L)) = By + Pe.

ou By = (c'X — ¢'X) : est appelée, I’écart (mesure) de la non optimalité du plan X,
Bg = (@A) — D(L)) : est appelée, I’écart (mesure) de la non optimalité du
support Jg.

Pour un support Jg optimal (A optimal), on aura : ®(A) = ®(A))
=B(X, Jg) = ¢'X'— c'x <& = x est g-optimal
Remarques 1.

A partir de ’expression Pg = (®(L) — (1)), on conclut que I’amélioration du
support-plan {x, Jg} peut se faire indépendamment des uns et des autres. Le
changement du plan x entraine la diminution de By. Le changement du support
Jg entraine la diminution de Pg.

1. Si B(X, Jg) =0, alors x est optimal.
2. Si B(Xx, Jg) < ¢ alors x est g-optimal.

3. Si B(x, Jg) > ¢, alors on passe a I’itération de I’algorithme (au changement du
support-plan {x, Jg}).
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La méthode adaptée

1.4 Itération de I’algorithme
L’itération de 1’algorithme consiste au changement {X, Jg}— {Xx, g} telle que :

B(X, &) < B(X, Js).

En d’autres termes une itération de la méthode adaptée est basée sur la
décroissance de la valeur du suboptimalité. Cette itération est constituée de
deux procédures :

1) changement du plan.
2) changement du support.

1. La procédure du changement consiste a diminue du changement du plan.

2. La procédure du changement Jg—jg consiste a diminue B(jg). D’ou le
changement de plan consiste a augmenter c¢'x et le changement du support
consiste & diminuer ®(A).

1.4.1 Changement de plan

Soit {Xx, Jg} un support-plan non dégénére et € > 0 donné, tel que (X, Jg) > .
Le nouveau plan x sera construit de la maniére suivante :

X=X+0[(

ou [ est la direction admissible, 6 (un réel positif non nul) est le pas admissible
maximal le long de la direction ¢, tel que :

F(x) > F(x).

Le vecteur de direction £ = ({(Jg), £(Jy)) est construit comme suit : Sur J, on pose
0=1et

dlj_ .X'],E]>0,
0,si E;=0;j€ Jy,

et {(Jg) = - Azt. Ay .0(Jy) pour avoir Ax = b. Pour que x vérified; < x <d,

il faut calculer
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La méthode adaptée

dl'_ .

(Y x],Si fj < O;
¢j

Oj=< d2j—Xj

fj !

\ 0.0) ,Si‘ej = 0,] € ]Bl

Slfj > 0,

0. = minje;,{ 6}, et le pas maximal sera : 6" = min{1,0.}.

De la le nouveau plan sera : X=X + 0".f et la valeur de suboptimalité pour le
nouveau plan sera : B(X, Jg) = Xjej+ Ej (X — dyj) +Xjej; Ej (X — daj)
=Ye Ei(x+ 074 — dij) + Xjejp Ei(x +67¢ — dyj)

=i E(g — dip) + Xjejp (g — doj) + 07 K e Bty + 07 Ly Bt
B(x, Jg) = B(X, Js) + 07X j¢;,, Eit;.

En remplagant les #; donnés par (1.8), on obtient

B(x, Jg) = B(X, Js) — 0".B(X, Js)

B(x,Js) = (1 — 6)B(X, Js)-

De cette derniere expression on conclut :

1. Si B(X, Jg) =0, alors x est optimal.

2. Si B(X, Jg) <&, alors x est -optimal.

3. Si B(X, Jg) > ¢, alors on passe au changement du support Jg —Jg.

1.4.2 Changement du support

1. Changement du support a pas court :

Le changement du support Jg— jg consiste a faire un changement du co-plan E
vers E et du vecteur des potentiels u vers i de telle sorte que :

B(x, jg) < B(X, Jg).
Pour cela posons :
EQJ)=EQ)+o t(J) € R" (1.9)
a(l) = u(l) + ' .t(1) € R" (1.10)
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La méthode adaptée

ou t est la direction de diminution de la fonction duale, ¢’ le pas maximal le long
de cette direction. Calcul de t et 6 .En utilisant la définition de E et u on obtient :

E=uA-c=@W+o.t'/0)A-c' =E" +5.t'().A

De la

t'(J) =t'(1).A(l, J) =t'(Js) = t'(1).A(l, Jg) =t'(l) = t'(Jg).A5*
ce qui donne :

t'(Jn) = t'(Js).A51.A(l, Jy)

Aprés calcul du plan ¥ = x + 0°.¢, le pas 8" est donné par

0 =min {1, 0,}=06;.,j € Jg.

On cherchera un indice j;€ Jy qui va entrer dans la base a la place de j'. Pour
cela posons :

| _{—Sign( i), sij = jo;

SR IR AV

t'(Jn) = t'(e). A" Al n);

et calculons :

6 =oj = minje;, {oj}

—f—j,si Ej.t; < 0;

%=y 0, si Ej =0, x; #dyj,t; >00uE; = 0,x; # dy,t; <0,j € Jy;
oo , Sinon.

Le calcul de ¢ satisfait Ej.E; >0,V j € J.

Le nouveau support est : Jg = (Jg\ j.) U j1.

On peut facilement remarquer que B(x, jg) est égale a :

Bx, Jo) =Xjess Ej (% — duj) +Xjes; Ei(X — dyj)

ou ji={i €/ E;=0}; jy={i € Iu/ E;<0}.

En utilisant la relation (1.9) et sur Jg
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La méthode adaptée

B(X, Jo)=Xjess Ei (% — dyj) + Xjej; B (% — da))

+6 Qjes i (X —dij) + Xyejp ty (%5 — daj)) (1.11)

B(X, Jo) = (1 = 0).B(X, Je) + o' ( Tjest t;(F — duj) + Tjesz t(F — da)))

t=0car Al =0, t'(Jg) =t'(1).A(l, Jg) et t'(Jn) = t'(Jg).A51.A(l, Jy), de plus
par construction toutes les composantes de (Jg) sont nulles sauf a I’indice j'.

Posons :
a=a =Xenti(% — dij) *Xjepp 4(% — dp) =—(1-0) Xje; t;;

(on + 'gjo— dle),Si tjo = 1,'

a:a°: l—eo t'of'o: °
( ) joy {—(on + [jo— dzjo),Si tjo = _Lj € Ju

Donc :

B(X, &) = (1—6).B(x, Js) — o"Jor].

2. Changement du support a pas long :

Le changement du support entraine la diminution de la fonctionnelle du dual.

Soit A = (u, v, ®) est une solution réalisable arbitraire du dual. Dans la suite
nous considérons que les composants v, ® sont définis par le vecteur E=A'u—¢

Vj = Ej, Wj = 0, si Ej >0; v = 0, W = —Ej, Si Ej< O,J € J. (112)

Parce que la valeur de la fonction du colt dual peut étre diminuée sans changer
u.

Soit A(o) = (y(0), v(0), ®(0)), u(c) =u + c.Au, v(c) =v + 6.Av,

®(c) = o + 6.Am, 6 > 0 est une autre solution réalisable dual avec v(c), w(c) a
determiner par le vecteur E(c) = A'u(o) —c.

Evidemment, ¢ AE = E(c) — E = 6. A’Au. Calculons la valeur de la fonction du
colt dual dans une solution réalisable dual A(o) :

D(Oc)) = b'u(c) +d}.1(c) +d}.o(c)

=b'(u+oc.Au) —dj(v + 6.Av) + dy(® + 6.Aw),
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La méthode adaptée

= ®()) + o(Au —d;.Av +d5.Aw),

= ®d()\) + o(AuAx —d;.Av +d;.Aw),

= ®(A) + o(AE'x —d;.Av +d) . Aw).

On peut Vérifier facilement 1’expression suivante pour ®(A(c))
DO(M0)) = D(M) + o(XEj<o.Ej(o)<0,je) AEj (xj — d3)

+YEj20Ej(0)20,je) AEj(Xj — di) *Xx Ejz0Ej(o)<0,jej(Ej-0(xj — dp) —
Ej(xj —dy)) +Xgj<0,Ej(0)>0,je(Ej. 0(xj — dp) — Ej(x; — d3)) (1.13)

Analysant la formule (1.13), nous concluons que la fonction du codt dual est
linéaire par morceau le long des directions Au et AE :

O(Mo)) = D(A) + G(ZEjSO,Ej(O')SO,jEJ AE; (xj — d3)
+Y Bjz0.Ej(0)20,je] AEj(Xj — dy))
Pour 0 <o < o4, 0; = max {(5 : Ej(G).Ej > 0,] € J},

D(M(0)) = D(AM(01—0))+(c—01)( X Ej<0,Ej(0,)=0,j€] AEj (xj —dy) +

AE;j(x; —dy))
Ej20,Ej (0,)=0,j€]
Pour 6, <06 <0, 0,=max {c>o0;: Ej(c).E>0,j €J};

et ainsi de suite.

Donc, le taux initial de diminution de la fonction du codt dual est égal a :

Ao (A(0))
——10=10 = Xg;<0,5j(0)=0,je] AE; (x; — d3)
+ ZE]-EO,Ej(a)ZO,jE] AE;(x; — dq) (1.14)

et le taux de diminution recoit des termes non négatifs quand la composante

E; + 6.AE; change son signe :

do(A(o))
do

=Y Ej<0£j(on)=0je) AEj(Xj — d3) *Xgjz0Ejon=0je; AEj(xj—dy)  (1.15)

o= +0 =222
do

lo=0%—0
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L’idée du pas long dual consiste a trouver la dimension du pas o* >0 qui
minimise la fonction ®(A(c)), 6 > 0.

La méthode adaptée avec un pas long :

La modification de la méthode par rapport a la méthode a pas court consiste a
trouver la dimension du pas 6* > 0 qui minimise la fonction ®(A(c)), 6 > 0.

Calculons les longueurs du pas par les régles :

—f—j,si E.t; < 0;

%7 0,siEj = 0,x; # dy;,t; >00uE; =0,x; # dy,t; < 0,j € Jy;
0o, sinon .

Mettons les pas finis en ordre croissant :
01<0,< ... <0y
ona:
®(A)=b'u—dj.v+dj.o.
Posons: A =Mo)=A+o.t
d’ou :
u(c)=u-+o.t, v(c)=v+o.t oc)=o+o.t,
Calculons la quantité ®(1) :
®(1) = ®(Mo)) = b'u(c) —d;.v(c) + d}.0(c),
=b'(u+ o.t(I)) — di(v + o.t(J)) + dj(o + 6.t(J))
=b'u—djv +dyo+o(b't(l) -d; .t(J) +d3.t(J))
=O\) +o(t'(1).b—t'(J).dy + t'(J).dy)
= d(M+o(t'(Je).Ap" b+t (Js)(dz—d1)s+t’ (Iu)(dz—d1)n)
= d(\)+o(tp.Agt.b+ty (d—dy)s+ts.A5t. An(do—d1)y)
= d(\)+o.tg(Agt.b+(d, —di)g +A51AL(dy —do)n)

Pour chaque oj, i = 1,..., g calculons ®(L) qui correspond aux o.
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ordonnons ces ®(A(o;)) par ordre croissant :
(D()\’(Gl))aq)(k(GZ))a9(1)()\’(0(]))
I’indice de o4, qui correspond a

®(Moq- 1)) qui doit entrer dans la base, donc 6.= 644, €t cet indice est égal a
J1, J1€

Le nouveau support est : js = (Jg\j) U ji.

1.5 Algorithme de la méthode

I. Soit {X, Jg} un support plan de départ.

I1. Calculer :

1. u'=c'(Jg).Az.

2. E'=u' A —c.

3.B=PB(x,J8) = Xjejr Ej(x — dyj) +Xjej; Ej(x — dyj).

e SiB=0, {x,Jg} est optimal, arrét du processus.
o Sip<g, {X, Jg}est e-optimal, arrét du processus.
e Sif>c¢, onpasse al’itération Suivante.

[11. Changement de plan

1. Déterminer le vecteur fJ).
2. Déterminer le vecteur x(J).
3. Calculer (1 —6)p.

e Si(1-0)B>e¢ onpasse al’itération suivante .
e Si(1-0)B< ¢ {x, s} est ¢ -optimal, arrét du processus.
e Sif =0, {x, Jg} est optimal, arrét du processus.

V. Changement de support
Calculer le vecteur t.

Calculer oj; =minj¢;, {0;}
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Le nouveau support s = (Js \j) U ju.
Aller a Il (on passe a une nouvelle itération avec ({x, jg}).
1.6 Convergence de la méthode adaptée

Une méthode d’optimisation est dite finie si elle résout un probléme en un
nombre fini d’itérations. Chaque itération de la méthode adaptée décrite dans
la section (1.4) consiste & un nombre fini d’opérations.

Définition 5. On dit qu’un support-plan {x, Jg} est tres degénéré si la valeur de
la fonctionnelle pour ce support-plan n’augmente pas.

Théoreme 3 L’algorithme de la méthode adaptée pour la résolution du
probleme (1.2)-(1.4) est fini si a chaque itération on a des supports plans non
degénérés.
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Chapitre 2
Probleme avec des contraintes bornées

2.1 Position du probleme

Considérons le probleme de programmation linéaire avec contrainte bornes
suivant :

Contrainte a maximise :
F(Xy, X2,...., Xn)= C1X1 + ... + CXp—maxX,
Sous les contraintes :
D11< A Xpt A1pXo + ..+ ArnXn < Dy,
D1o< Xy + AxXo + ...+ 8onXn < Do, (2.1)
Dim < aniXq + Xyt ... + apXn < bop,

di1 <X <dpy, dip <X < dpy, ..., Uin < X< dan,

La forme matricielle du probleme (1.2) est égale:

F(x) = cx » max,
b, < Ax < b,, (2.2)
di < x <d,,

ou X, C, dq, dy, by, b, deux vecteurs réels.
A =AJl, J] une m x n-matrice réellederang m<n,

| ={1,2,..., m} : I’ensemble des indices des lignes de A,
J={1,2,..., n} : I’ensemble des indices des colonnes de A.

Notons la région realisable (admissible) :

M={x€e€R": b <AXx<h, d;<x<d}.
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2.2 Définition essentielles

Plan admissible

On appelle plan admissible (ou solution réalisable) du probleme (2.2) tout
vecteur X € M.

Plan optimal

Tout plan admissible réalisant le maximum de la fonctionnelle F, est dit plan
optimal (ou solution optimal).

Plan suboptimal

Soit € un nombre real positif arbitraire.

Tout plan X° vérifiant I’inégalité F(x ) — F(x®) < ¢ ,est dit plan suboptimal
(ot plan e-optimal) du probléme (2 .2), ol x est un plan optimal.

Support plan

Des ensemble | et J, choisissons les sous-ensembles Igc |, Jg cJ, | Ig| =] Jgl-
Posons sg={lg, Js}.

L’ensemble sg est dit support du probléme (2.2) si detA(lg, Jg)+#0.

La matrice Ag= (Ig, Jg) est appelée matrice du support

La paire {x, sg} formée par un plan admissible X, et un support sg du probleme
(2. 2) est appelée support plan.

Un support plan {x, sg} du probleme (2.2) est dit non dégénéré si seulement si :

dlj <Xj< d2j, Vj € Jg,
by <aix < by, Vie€E ly.

2.3 Formule d’accroissement de la fonctionnelle

Soit {x, sg} un support plan du probleme (2. 2), et soit X = x + Ax, un autre
plan admissible.

On définit les vecteurs des écarts inferieurs ou supérieurs des contraintes
essentielles du probleme (2.1):
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W]_(l)z b1 — AX, (2 3)
Wz(l) = bz— AX, (24)

on notera que pour tout support plan{x, sg}, wi(l) < 0 et w,(l) > 0.
Calculons I’accroissement de la fonctionnelle :
F(x) —F(X) =c'x - c'x = c'Ax.
Désignons par z(1g)=A(lg, J)Ax(J)
z(1g) = A(lg, Jg)AX(J) + A(lg, Ju)AX(JH)
Ax(Jg) = Agtz(1g) - Az A(lg, IH)AXH
bi< Ax <b;,
b.< Ax+ AAX < b,
b;- AX < AAx < b,— AX
bi(1g) — A(lg, )X(J) < A(lg, J)AX(J) < by(lg) — A(ls, J)X(J)
b1(In) — A(lh, Dx(J) < A(l, NAX(J) < ba(ln) — A(ln, I)XQ)
wi(lg, X) < z(Ig) < wy(lg, X) (2.5)
F(x) — F(X) = ¢’ AX = cpXg + cfy AXp. (2.6)
=cp Az z(1g) - cg A5t A(lg, In)AX(In) + cf AXp.
Posons u'(Ig) = cpAg* vecteur des potentiels, u'(ly) = 0.
E(J) =u'(Ig)A(lg, J) - ¢'(J) vecteur des estimation.
De 1a on aura I’accroissement
AF(X) = F(x) — F(x) = u'(Ig)z(Ig) — E(J)AX(Jn) (2.7
le maximum de I’accroissement AF(X), sous les contrainte

dlj — X < AX; < dzj - X, ] € . (2.8)

Page 23



Probleme avec des contraintes bornées

est atteint pour

=d2]—x] Sl E]<O,
=0si E;=0j € Jy,
Zi=W1iSi ui<0,
Zi = Wy Sl ui>0,
\ =0si u; =0,i €l

et est égal a B =P(x, sg) :
B(X, SB) = ierz WiWii +Xjers UMWY jej; Ej(Xj — dy)
+ Xjesy; Ei(X— dy) (2.9)
appelée valeur de suboptimalite ,
ou Ig={i€ Ig/ui< 0}, ={i €lg/ui =0}, J;={j € Ju/E;< O} et
Ji={i €/ E;=0}

Remarque 3.4 : Pour tout plan admissible x, du probleme (2.2), la valeur de
suboptimalité B(x, sg) du support pan {x, sg} Vérifie :

F(x) — F(X) < B(X, Ss) (2.10)
en particulier pour un plan optimal x,ona:

0< F(X)—F(x) <B(X, sg) (2.11)
2.4 Critére d’optimalité

Théoréme 4.1 :

Les conditions

(W1i = OSlul <0,i EIB,
wy; =0 siu; >0,i€lp
Xj :d1]SlE] > O,jE]H,
Lx] € [dlj,dzj]Sl E] = O,j EJH,
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sont suffisantes et dans le cas non dégénérescence elles sont aussi nécessaires
Pour 1’optimalité du support plan {Xx, sg}.
Démonstration

Condition suffisante : Soit {X, sg} un support plan du probleme (2 .2), pour
lequel les conditions (2 .12), sont vérifiées.

En utilisant la relation (2.12), B(X, sg) = 0. De la F(x) = F(x) pour tout plan
admissible x, ainsi le support plan {x, sg} est optimal .

Condition nécessaire : Soit {x, sg} un support plan optimal non dégénéré du
probléme (2 .2), pour lequel les conditions (2 .12) ne sont pas Vérifiées, alors

on a les deux cas suivants :
Casa:3j € Jytel que Ep<Oet Xp < dy0u Ep>0 et X< dype
Casb:3i €lg/upe<0etwge< 00U Up> 0etwye>0

Construisons, alors un nouveau plan admissible x = x + e.{, tel que
F(x) > F(x) en considérant lescasaeth.

a)-dans ce cas, on pose f- = sign (o) ol

o dljo—on Si E]o >0 . .o
* 4, f=0vjed\{};
]o

—XjOSiEjo <0’
{(Jg) = A(w(lg) — A(lg, Ju)) X(Jn) ou £(J) est donné par la relation (2.7), avec
Aw(l) = 0, ce qui donne
13) = A(l, I)(C(I, Je)Ag* w(le) — A(l, J) {3n)) ,

wy; stu; <0,
avec Wi =jwy; si u; >0,
0 sinon .

Par construction de {(J),
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Xjo — © SL Xjo > dyjo
onaxp={xp+ esixpe <dyeet ;=% Vjeu\{i},

il existe alors e, > 0 tel que le double inégalité d; < ij < dy; soit vérifiee sur Jy
d’autre part, {X, Sg} étant non dégénére, on a dj< X;< dyj, V j € Jg,

bi<ax <by, Vié€ly, il existe donc e,> 0 tel que les relations

dij< Xj<dy V] € Jg, et by < ax < by Vi € 1y, soient vérifiées.

Ainsi, pour e = min {e4, e,} et par construction de {(Jg), le vecteur x=Xx + o.f
devient plan admissible du probleme (2 .2).

De la relation (2 .8), on obtient :

F(%X) - F(x) =- e sign (@)Ej =0 | Ej | >0

Car sign (o) = - sign (Eje), ce qui contredit 1’optimalité du support plan {X, Sg}.
On a x(Jy) = X(Jn), et comme {x, sg} et non dégénérg, il existe e > 0 tel que
dij<X+e.f; <dy, Vj€E g et by <ai(Xx+exl)<by, Vi€l

b)- dans ce cas, on pose #(Jy) =0, {(Jg) = Az (w(lg) — A(lg, J) £(3)) ou £(J)

est donne par la relation (2 .7) on obtient avec Aw(l) =0, ce qui donne {X, Sg}
13) = A1, I)C(I, Jg) Az*w(lg) ot w(lg) = (Wi =0, i € Ig\ {i }, wi- = sign (ui-))

ona aeX = aqX + o Si n(U)—{ai°x_95iui°<0,
jieX — dje g i°c) — QjoX + GSiuio>0,
ax=axVielg\{i};

il existe donc ;>0 tel que
{Wlio = b1i° - aio:)? = (b1i° — aiof) + 01 < 0si Ujo < O,
V_Vzio = b2i° - aiof = (b2i° - aiof) — 64 > 0 si Ujo > 0,

d’autre part, étant donné que {x, sg} est non degénerg, il existe o,> 0 tel que

dlj < X+ szj < dgj, Vj € Jg, et by; < ai(X'l‘ 0,0 )<by, V 1 € ly,

Page 26



Probleme avec des contraintes bornées

par conséquent, pour e = min {ey, 02}, X = X + e.f est un plan admissible du
probléme (2.2) pour lequel

F(x) — F(x) = o |ui[> 0
ce qui contredit 1’optimalité du support plan {X, Sg}.
2.5 Critere de suboptimalite.
Théoréme 5.1 :
Soit € > 0 donné. L’inégalité
B(X, sg) <,
est suffisante pour I’epsilon optimalité du support plan {X, sg}.
Démonstration
Le dual du probleme (2.2)

En utilisant la méthode des multiplicateurs de la grange, on obtient le probleme
dual du probléme (2.2), ci-dessous

d(x) = Na+y'b,—2'by —u'd; +v'd, > min
i—w D)+ = HDAL) ~w D+ D=0 o
NDE(H) =1 '

x=Wyzuv);, A€ RY; y,z€ R™u,v €R}

Remarque 5.2:Le vecteur x =(4,Y, z, u, V)

( Aly) =0,AU) =y(U),

vi=u;,z; =0siu; =0,

¥ =0,z = —uy; siu; <0, (2 .17)
u; :Ej,vj :OSlE] 20,

U.,Lj = O,Uj = —E] Sl E] < 0,

est un plan du probleme (D.2)
Lemme :

Pour tout support plan {x, sg} du probléeme (2 .2) on a

B(x, sg) = B(x) + P(ss)
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Preuve :

Pour tout support plan{x, sg}, ona:

B(x, sg) = u'(Ig) wi(lg) + u'(I5) Wi(Ig) + E'(Jn)X(n) — E' () d2()
= E'(J5) du) + (1) w(l).

En utilisant la remarque 2.1,cette relation devient

B(x, sg) =u’ (Ig) wi(lp) + u'(I5) Wa(Ig) + E'(J) X(J) — EQ) d2(J)
—E@J) di(J) + A'(1) C(1, )x(J) +A"(No(T) — F(X)

B(X,S8) = (Na+y'by + z'by+ u'di + v'dy — F(X)) + (F(X) — F(X))

d’ ou le résultat avec P(x) = F(X) — F(x), et B(sg) =@ (X) - F(X")

Construisons alors 1’itération de la méthode, qui sera constituée de deux étapes

Etape 1(changement du plan)

Construisons un nouveau plan ¥ =X + e .[ ou [ est une direction admissible au
point x et e le pas maximal le long de cette direction.

Construisons de la direction admissible.

dlj - x] Sl E] > 0,
On pose pour j€Jy § =9 dpj — x;SLE; <0, (2.7)
0 si E] = 0,

{(J) est donné par la relation
Sig=1:
on a Aw(J) =- e w(l), ce qui donne :
1) = A1, )[C(I, Je)A5" w(le) — E(I, Jn)i(Jn) +w(l)]

et on pose {(Jg) = Az [w(lg) — A(lg, Iu) {(Jn) - A(lg, IJ)], ot w(lg) et défini
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WliSi u; <0,
par : w; = Wy Siu; > 0,
0 siu; =0,i € Ip.

Calcul du pas maximal e

o est la valeur maximale de e, pour laquelle ¥(J) vérifie les condition
suivantes :

1) dljS Xj < dzj Vje],
2) bii<ax <b,Viel

On obtient e = min {ej, oy, 1}

dlj—X' .
( Lsif; <0,
| ¢ J
| '« = min; , \ -:4d2j—JC' )
OU o jey18)} AVEC o; |—— L si€; >0,
]
k +oosif; =0,

bii—a;jx .
——=siaqf <0,
ai{’

Bic = miniEIH{ei} ou e; = b”‘% sia;€ >0,
aj
toosit; =0,
La valeur de suboptimalité du support plan {x, sg}
Par la relation (2 .12), on obtient : B (%, sg) =(1- 0 )B(X, Sg).

si e =1, alors {x, sg} est optimal, si P(¥, sg) < ¢, le support plan est
g-optimal, si B(x, sg) > € alors on passe au changement du support.

Etape 2(changement de support)

Afin d’améliorer la mesure de non optimalité (i, sg) du support ,construisons
une itération duale (E, x,sg) — (E , %, 5g) ou E =E +o t(J) , = u + o t(I)

avec (t(J), t(1)) une direction admissible au point x et ¢ le pas maximal le long
de cette direction

Construction de la direction admissible
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Construisons la direction admissible (t(J), t(l)) en utilisant les formule (2, 2),
(2,3) et (2,4) ou t(l), t(Jg) sont construisons d’une maniere admissible et
maximale

Comme suit:
Si o =e; onpose t.=sign (&), ti=0Vie lg\{i}, t{Js) = 0.
Sie =e; onpose te=-sign (§)),; =0V j€ g\ {j-}, t(l4) = 0.
L’accroissement dual
On pose AD(X) =@ (x) — D(x), par definition on a :
AD(X) =6 (AN a + Au'by+ Az’ by) - Au'd; + Av'd,
En utilisant le pseudo —plan x(J) = x(J) + £(J) ou x(J) est le plan admissible

au début de la premiere étape de I’itération ; et £(J) est la direction admissible
construisons a 1’étape précédente , 1’accroissement dual devient alors :

AD(x) =6 (AL o+ Au’ Wy(X) - Az" Wy(X)) - Au’ di + Av' d, — o (Au’ - Az') Ax
mais o (Au'- Az')A = AE + 6 AX' C et E'(1)AA(I) = 0, ainsi on obtient :
AD(X) = AV (D) (a(D) + C(1, J) x(J) — E(F(X) + AEQ) x(J) - Au’ d; + Av'd,

+ 6 (Au' Wa(X) - Az'wy(X))

Notation : on pose B = AE(J) x(J) - Au'd; + Av' dy, Q = (Au’ w,(X) - Av' wy(X)),
et y=AX 1) (e(D) + C(1, J) x() — E(1) F(X))

Calcul du pas maximal ¢

En tenant le compte du signe de E;et E,, on obtient :

B = B0 7) +BUx ") + BUH") + By ) oU

BUE ) = Zjem-b:](xj —dy; )>0avec Ji; "={j € 4/ E;> 0, E;< 0}

BUR") =Xjejz+Ej (x; — dyj)>O0avec Jy "={j€ ]y 1 E;<0,E>0}

BULH) = z E(x; — dy;) = Oavec J;f =(j € Jy /E = 0,5 > 0}

JETH
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B(];I_) = ZjE];_I_ E] (x] — d2]) >0 aVEC];I_ ={j€ ]H / E]= 0, E]< 0}

Donc, pour avoir B(/,) = 0 on prend cj; = min;j¢ ;, {;} oU

(_Ei
_t_j Sl Ejtj < 0,
G E =0 si {tj(xj_dlj)'
j = St
ti(x; — daj),
\ +00 sinon.

D’autre part, par construction de {(J), ona:
QIg) = Lierz Mui(bzi- aiX), Q) = Xiers Azi(byi- a;X)
Et Q(lg) = X e Awi(byi — @;X) - Xye 17 Azi(byi- a;X)
En tenant compte du signe de u; et u;, on obtient :
Q) = Q5 ™) =Xie 1z + Ui(by; -a;x )> 0 avec Iy * ={i € lg / u;< 0, u;> 0}
QI3)=QUz )= Xierg - Ui(byi- a;X) > 0 avec Ig ={i€el;/u;>0,u;<0}
Q(Iz) = Q") + Q5 ou
QUg") =Y, o+ oti(bai- a;X) = 0 avec I;7={i €Iz | u;=0, u;> 0}
Qg ) =Y, i oti(by;- a;x) = 0 avec Iy ={i€ Iz / u; =0, 4;< 0}
d’ou afin d’avoir Q(Iz) = 0 ,on prend ¢ = 0;;= min; ¢ ;,{0;}
_1;_; st u;t; <0,
olig; = w; = 0si { t;(by; — a;x) >0,

ti(bli —_ CliX) > O,l € IB'
400 sinon,

d’ot o = min {o;4, 01}
Construction du nouveau support

Pour la construction du nouveau J5 , on considére les cas suivant :
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Casa:e =ej,] € Jp, il yadeuxcas possible :

1) 6 = oy dans ce cas Jp estdonné par jz = Jz / {j’},
Ig=Ixz\{i.}, I=1,7=1

2) 6 # oy considérons les deux situations suivantes:
-3j,€ J/t(Js) Az*A(l, j,) # 0, alors
Ig=1g\{i,},71=1,7=1

3)c =cpalorsJg= s\ P UL}, Is = Ig,
J=O\G2u i I=1.

t(Jg) Az*A(lg, J) = 0, alors ¢ = oj1 et on construit J comme suit :
Je=(B\{Hu{tla=ls J=J1=1

Cas b :e = o, deux cas sont aussi possibles dans ce cas :

1) 6 =oy alorson pose Jg=Jg, Iz = (Ig\ {i,})U {i-}, J =,
[=1
2) o # oy considérons les deux situations suivantes:
3 j2€ 3/ t(Iu) [A(ln, )45 Alls, J2) — Allh, 12)] # 0.
3) 6 =oj alors jg=Jg, Ig = 1gU{i- }, J=(\{i2}) U {is},
[=1
t(14)[A(l4, Js)A5*A(ls, J) — A(l, J) = 0, alors 6 = oy et J est construit
comme suit: Jg = JgU{j:}, [ = 1gU {i-}, 7=J, T = 1.

La construction du nouveau support, termine a I’itération et nous permet

ainsi de construire 1’algorithme.

2.6 Algorithme :

Soit {x, sg} un support plan du probleme (2 .2), en calculer la valeur de
suboptimalité du support plan {x, sg} ou

B(X Se) = Xje g Ej(xj — daj) + Xj e 3 Ej(xj- dyj) + Lie 15 Wi Wi

T Xie Ui W

Si B(X, sg) = 0, {X, sg} est optimal, arrét du processus.
SiB (X, Sg) <e, {x, sg} est g-optimal, arrét du processus.
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Probleme avec des contraintes bornées

Si B(X, sg) > &, on passe a I’itération
dy; — xjsi Ej <0,
(1)-construire §J) / =< dy; — x; si E; > 0,J€ 4.
0 si Ej =0,

{ (Js) = Ag*[w (Is) — A(lg, ) 1(3n) — A(ls , J) 4J)]

wy; st u; <0,
ou w(lg) est défini par w; ={w2i siu; >0,

Osi u; =0,i€lp
calculer o = min {1, oy, o}

dlj_xj .
(—fj Sl 'EJ < 0,

= min. Yot o= dzj-xj .
avec o = minj;, {6;} OU 6;= {—2’{)' Lsit; >0,
]

bii—a;jx .
(—= sia;f <0,
aif

et Ojo — mini E,H(ei) ou o= 4 bma_i Si aif > O,

k +oo si a; ¥ = 0.
Sie =1 arrét de processus.
Si (1-0)B(x, Sg) < ¢ arrét de processus.

Si(1-0)P(x, sg) >conpasse alitération suivant.
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Probleme avec des contraintes bornées
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Probleme avec des contraintes bornées
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Probleme avec des contraintes bornées
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Probleme avec des contraintes bornées

Page 37



Probleme avec des contraintes bornées
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Exemple

Exemple :
Soit le probléme suivant:

F(x1,X5)= 2x;+tX, —»Max
Sous les contraintes suivantes

2<x;+2x, <6

—2<-x;+x, <1
1<x,<3
1<x,<2

Oun=2m=2,1={1,2},J={1 .2}, [z={2} J={2} , l,={1}, Jh={1}
X=(2,1).

1 2
A= [—1 1 ]’ As=[1], An=[1] ,det Ag=1#¢

On calcule le vecteur des potentiels
u=cgAz!, u=[1]1=1, u =1>0.
u(lg)=u(1) =0, u(ly)=u(2) =1.

Ona wy=by; - AL ) X(Q) = Wyy = byy - A (2, 3) x() = 1 (-1, 1)(?): 2

Wy, = 2.

On calcule le vecteur des estimations

Ej=UA-¢j, E;=1.[1]-2=-1,E;=-1<0 j€l,.
Ei=0 sij€ls.

B(X,s8) = E1(Xg—dz) +UWp = (-1)(2-1) +2=1>¢
On passe Changement du plan X — x + e.[

Sur Jy :onpose e =1

K(JH): b= d21— Xi=1- 2=-1, J € Jy
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Exemple

Surlg:onpose e=1

b1(1s) < A(lg, J) () < by(ls)

bi(lg) < A(lg, J) (X + 6.0) < by(lg)

bi(lg) < A(Tg, J) X + A(lg,d) £< by(lg)

bi(lg) - A(ls, J) X < A(lg,d) < by(Ig) - A(lg, J) X
wi(le) < Alls, Jg) fs + Aln, Jn) b < Wo(ls)
Wi(lg) - Alln, In). b < A(lg, Js) - f5 < Wa(lg) - A(ln, Jn). f
[wi(lg) - A(ln, In)fh JA" < e < [Wy(lg) - A(ly, In).bi]A5"
Onau>0 onva calcul wy(lg)
Wala) = by ~ AR, 3) () = 1 (-1 ,1)($)= 2
s = [Wa(lg) - Aln, In) b1 Ap*=[ 2 - [1](-1)][1] = 3

t=(ts, &) = (-1, 3)
Sur 1y : on cherche e;
by(I) < A(InJ) X(J) < bo(ln)
bi(ln) < A(In,J) (X + 0.0) <by(Iw)

bl(lH) < A(IH,J) X+ A(lH,J)G. (< bz(lH)

2 <(2, 1)(%) £ (1, 2)(‘31)9 <6

-2<50<2

d;(Jg) < ¥(Jg) < do(Jp)

dlj < Xj + G.fj < dzj
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- bxemple

dlj -Xj < G.Ej Sdzj -XJ'

dip =X < 0. <dp—Xo

drr— X 1
onaftb=3>0 donc Ojo:%zg
2
1
9j°—§
o_ H —_ H 2 1 _1 o_l
5} —mln{l,e,o,ejo}_mm{l,5,3}_3 =2

= 2\  1/—1 _2
= g= - = 3
X=X+eo (1)+3(3) <2)
B(x, sg) =E1 (X1 —da1) + U Wy,
W= by~ AR, DEQ)=1- (-1,1)<—2 §> -

B (X s8) = (-1)(—=-1)- 2=0, {xss} est optimal
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Conclusion

Conclusion

Notre objectif a été de donner une description claire du probléeme de la
programmation linéaire "a variables bornées. 11 s’agit d’un probleme d’une
grande importance en pratique, car dans la plupart des problemes pratiques les
variables sont bornées.

Ce chapitre a été consacré a la méthode de résolution adoptée pour résoudre
ce probleme, une définition complete de cette méthode qui est la méthode
adaptée a été donnée tout au long de ce chapitre, la derniére partie de ce chapitre
illustre cette implémentation, et donne une description minutieuse du
programme sous Matlab, ainsi que les résultats obtenus.
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