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Introduction générale

La plupart des phénomeénes physiques sont modélisés par des équations ou des systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles. Dans de nombreuses situations, ces modéles font intervenir un ou
plusieurs parameétres, qui peuvent soit affecter les différents termes de ’équation ou étre liés a
la géométrie du domaine. Ces paramétres, bien que trés petits, ont souvent une grande influence
sur la solution: en les négligeant, on obtient des équations plus simples que I'on sait résoudre,
mais parfois, la solution ainsi obtenue ne représente pas la solution exacte dans tout le domaine
et certaines conditions aux limites sont perdues. On dit alors qu’il s’agit de phénoméne de per-
turbation singuliére.

Quand le petit paramétre est lié au domaine sur lequel sont posées les équations du probléme,
des difficultés numériques apparaissent lors de la simulation pour la méthode des éléments finis.
On fait alors appel aux méthodes asymptotiques afin de simplifier le modéle et de contourner ces
difficultés.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a ce type de problémes. Aprés un bref rappel d’analyse
fonctionnelle, nous introduisons un probléme de transmission dépendant d’un petit paramétre ¢,
pour lequel on effectue une analyse asymptotique. La suite, qui représente 1’essentiel de notre
travail, est consacrée a I'étude asymptotique de la propagation de la chaleur dans une plaque
hétérogéne, ’épaisseur de la plaque étant supposée trés petite par rapport aux autres dimensions.
Cette étude a été faite dans Darticle: ( voir [2]).

A.C. Carius, A.L. Madureira-Hierarchical modeling of the heat equation in a heterogeneous plate,
Mathematical Methods in the Applied Sciences-Vol 38, issue 15, 2014.
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Chapitre 1

Eléments d’analyse fonctionnelle et
introduction aux perturbations singuliéres

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Nous rappelons ici quelques éléments d’analyse fonctionnelle nécessaires pour notre étude.

1.1.1 Espaces de Sobolev

Soit €2 C R™ un ouvert et soit p € R avec 1 < p < 4o00.
Définition 1.1. L’espace de Sobolev Wh? () est défini par:

Whr (Q) = {u e 17 (Q); g“

(2

e [P (Q), v¢:1,2---n},

sont prises au sens des distributions.
i

ol les dérivées

On pose:
H'(Q) = W2 (Q).

L’espace W17 () est muni de la norme:

Y

ou
&ci

n
el = el +
=1

L

p

u

Iz )p (si1§p<oo).

ou parfois de la norme équivalente (||u|\]£p +> 0,
Lr
L’espace H' () est muni du produit scalaire :

"/ Ou Ov
o = e+ 3 (220
i i/ L2

i=1
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1
2 2
)
L2

Définition 1.2. Soit m > 2 un entier et soit p un réel, 1 < p < 400, on définit I'espace :

ou
3%

la norme associée étant :

ou
8x,~

n

2
[l = <||UHL2 +)
=1

est équivalente & la norme de W12,

Wmr (Q) = {u e WL (Q), 2L e WL (Q) Vi=1,2, - n}
On pose:
H™(Q) = W2 (Q).

L’espace W™P est muni de la norme:

letllyymo = el ooy + D 1D ull oo,
a=1

0%u
D% = est la dérivée de u au sens des distributions, a = (g, ag, -+, ),
aoq 8(12 P aam
T ) Tm

lal =1 +ag+ - + am.

Théoréme 1.1. (voir [2]) Soit u € WP (), alors:

wueWy?(Q) <= u=0 sur 0Q.
Proposition 1.1. (Inégalité de Holder). Soient f € LP () et g € LP(2) avec 1 < p < +o0,
1 <q<+o0. Alors fge L' (Q) et

/ gl < 150 gl

Remarque 1.1. Lorsque p = g = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwartz.

1.1.2 Inégalités de Poincaré

Théoréme 1.2. (voir [2]) Si Q est borné, il existe une constante C' > 0 pour laquelle nous avons
['tnégalité

n

||u||L2(Q) <C (Z

ou
8@

2 3
, YveH(Q).
12(2)

Théoréme 1.3. (Laz-Milgram). Soient V un espace de Hilbert réel de produit scalaire (.,.) et de
norme ||.||.

Considérons une formulation variationnelle du type :

Trouver u €V,
a(u,v) =1(v), VoeV.
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On suppose que :
1) 1 est une forme linéaire continue sur V i.e v — [ (v) est linéaire de V dans R et il existe

C >0 tel que:
lL(v)] <Clv|, pour tout veV.

2) a est une forme bilinéaire sur V.

3) a est continue, c’est a dire il existe M > 0 tel que:
la (u,v)| < M ||ul| ||v||, pour tout veV.
4) a est coércive (ou elliptique) c’est a dire, il existe o > 0 tel que:
a(v,v) > alv]?, YveV.
Alors il existe un unique élément u € V tel que :
a(u,v)=1(v) YveW

Proposition 1.2. On considére les hypothéses du théoréme de Laz-Milgram, et on suppose que

la forme bilinéaire a est symétrique :
a(u,v) =a(v,u),
soit J (v) lénergie définie par:
J(v) = %a(v,v) —1(v).

Soit u la solution unique de la formulation variationnelle a(u,v) = [ (v) Vv € V. Alors, u

vérifie:

J (u) = min J (v).

veV

1.1.3 Traces

Théoréme 1.4. (Trace). Soit Q un ouvert borné régulier de classe C'. On définit 'application

trace o
Yo: H' () NC(Q) — L* () NC (69)
v — Y (v) = v]sa.
Cette application se prolonge par continuité en une application linéaire de H' () dans L? (09),
notée encore vy. En particulier, il eriste une constante C > 0 telle que, pour toute fonction
ve H (Q), ona:
||U||L2(aﬂ) <C ||UHH1(Q)-

Ce théoréeme permet de donner un sens & la valeur d’une fonction H' sur le bord 0.
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Théoréme 1.5. (Formule de Green). Soit Q un ouvert borné régulier. Siu et v sont des fonctions

de H* (Q), elles vérifient :

/Qu(x) 5;)1‘ (x)dx:—/gv(x) g; (x)dx—l—/mu(x)v(x)m(x)ds,

0l N = (Ni)1<;<n €St la normale unité extérieure a OS).
De méme, siu € H*(Q) et ve H' (Q), on a:

/Auvdx: —/Vqudm+/ %vds.
Q Q a0 On

1.2 Introduction aux perturbations singuliéres

La plupart des phénomeénes physiques sont régis par des problémes aux limites composés
d’équations aux dérivées partielles et de conditions au bord. Ces équations peuvent parfois contenir
un petit parameétre noté "¢", qui peut avoir une grande influence sur la solution du probléme. Les
méthodes asymptotiques consistent alors a 'étude de Ueffet de ce paramétre.

Souvent, le paramétre "e" intervient d’une facon telle que I'ordre de I’équation pour € = 0 est plus
petit que celui de celle-ci quand € > 0. Il y a alors perte de conditions aux limites quand ¢ — 0.

Dans ce cas, on dit qu’il y a perturbation singuliére. Ceci est illustré par ’exemple ci-dessous.

Exemple

Soit le probléme aux limites :
1
a5 ==
9y oy 2 (1.1)
ol € est un petit paramétre. Il s’agit de trouver le comportement de la solution f (y) du probléme

(1.1) lorsque le paramétre € tend vers 0.

Résolution directe:

La solution générale de I'équation (1.1) est:

f:f0+fp7

ou fp est la solution de I'équation homogeéne et f, est une solution particuliére.

La solution particuliére est :

1
fp - §y
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La solution de I’équation homogéne est :
fo=Ae ™V + B.
La solution générale de I'équation initiale est:

fly)=Ae¥+ B+ %y- (1.2)

L’unique solution du probléme (1.1) est:

| — vl

f(y)ZW

)
+ =
2
On observe que plus € est petit, plus on déplace la courbe solution de (1.1) vers une droite
d’équation: (y+ 1) /2.
On a:
y+1

Jim ) ==~

Si on annule € dans 'équation (1.1) on obtient :

of 1

oy 2
fO)=0 f(1)=1-.

Donc

On voit que 'équation (1.1) change de type, passant d’une équation d’ordre 2 & une équation
d’ordre 1, et la seule condition en y = 1 est vérifiée et la condition en y = 0 n’est pas satisfaite.

On est donc en présence d’'une perturbation singuliére.
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Chapitre 2

Analyse asymptotique d’'un Probléme de

transmission

2.1 Formulation du probléme

Soit 2 = Qg U ; un ouvert borné régulier de R™ comme indiqué sur la figure 2.1. On désigne

par S la frontiére commune a 5 et 2; et par I' la partie restante de la frontiére de €.

On considére le probléme de transmission suivant :

([ —Aug = fo
—eAu; = fi
ug =0
Uy = Uy
Oug ouq

( an ~ “om

avec vy = —v et 11 = v, c’est a dire 1y = —1.

dans g,
dans €2,
sur I, (2.1)
sur S,

sur S,

Fig. 2.1 -
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2.2 Formulation variationnelle du probléme (2.1)

Posons 2 = Qy U Q.
Dans I'ordre d’écrire la formulation variationnelle du probléme (2.1), On introduit 'espace fonc-

tionnel suivant:
V= { (vo,v1) € H () x H () /vo=wv; sur S,vo=0 sur F}.

On multiplie la premiére équation du probléme (2.1) par une fonction test vy et la deuxiéme

équation par une fonction test vy, on obtient :
—AUOU(]dl’—F/ —eAulvldx :/ fo’Uodl’—i—/ fl’Uldl’.
QO Ql Q() Ql
En utilisant la formule de Green, on obtient:

0 0
/ VugVugdx — ﬂvods + 6/ Vu Vuide — ¢ ﬂvlals = fovodx + frvrdx,
Qo GION %) 0 oM oy Qo o

d’oul

0 0 0
/ VUOVUOdQJ—/ ﬂvods—I—/ ﬂU0c1l$+<€/ Vu1Vv1da:—5/ﬂvlds:/ fovodx+/ frvide.
Qo r Ov g Ov on g Ov Qo on

En utilisant le fait que ug = 0 sur I', on aura:

0 0
VugVugdx + e/ Vu;Vuidx +/ (ﬂ — €ﬂ) vods = fovodx + frvidx,
Qo on s \ Ov v Qo N
et comme vy = —vq, on écrit :
VUovvodZL' +¢€ Vu1Vv1dx = f(ﬂ}odl’ + fﬂ]ldl'.
Qo Q4 Qo Q1

La formulation variationnelle du probléme (2.1) est donnée par:

{ Trouver (ug,u1) €V telle que, 2.2)
2.2
ag (UO, Uo) + €aq (ul, 1}1) = (Uo) +1 (Ul) , A (’Uo, 1}1) < ‘/,

avec

ag (ug, vo) = / VugVugdz, ay (ug,vy) = Vu,Vuidz,

Qo Ql
l (Uo) = f(ﬂ)odl’, { (’Ul) = flUldﬂﬁ,
Qo Q1

et

a(u,v) = ag (ug, vo) + €ay (uy,vy),

L(v) =1(vo) +1(vy).
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2.3 Existence et unicité de la solution

Gréce a la théorie de Lax-Milgram, la solution du probléme (2.1) existe et unique.
En effet :

1 Continuité de la forme linéaire [ (.)

Nous avons, pour tout v dans V':

L (w)] = [L(vo)| + |1 (v1)]

< | fovo| d + | frv] dx
QO Ql

< ||f0||L2(QO) HUO||L2(QO) + Hf1HL2(Ql) ||U1HL2(91)
< [ follzzay + Mllzzgany | | ol oy + 01l 2 |

= [ ol 2y + 1l | Mol

d’ou la continuité de la forme linéaire [ (.) sur V.

2. Continuité de la forme bilinéaire a(.,.):

Nous avons, pour (u,v) dans V:

la (u,0)| = |ag (uo,v0) + €ay (ug,v1)]

< |Vug V| de + ¢ |Vu, V| dz

QO Q1
< HVU0HL2(QO) ||VUO||L2(QO) t+e ||VU1HL2(§21) valnL?(Ql)

< HVUOHL2(QO) HVUOHL2(QO) + HVU1HL2(91) HVUIHL2(91) (car e <1)
< IVl 20y + V21 )| (990 z2(0p) + 101 20 |

< [0l rs gy + st irsca | [100llrscap) + Molar e

= ||UHH1(Q) ||UHH1(Q) 5

d’otl la continuité de la forme bilinéaire a (.,.) sur V.

3. Coercivité de la forme bilinéaire a (.,.):

Nous avons, pour tout u dans V' :

a (u, U) = Qo (UO, Uo) + eay (ul, U1>

= VuogVugdx + 5/ Vu Vudx
Qo Q1

2 2
= [[Vuollz2(qq) + € IVurllz2a,)
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> € [Hvuouiz(go) + HvulHiz(Ql)] (car e < 1)

2
=€ ||VU||L2(Q) :
Comme u € H} (), alors I'inégalité de Poincaré permet de conclure que:
2 2 2 2
lullr ) = lllzag) + IVullza@) < (14 C%) [Vullzag)

d’oul )
IVl 70y = Z1Tce w71 -
Donc

€ 2
a(u,u) > 1102 HuHHl(Q) 5

d’otl la coercivité de a (., .).
le théoréme de Lax-Milgram assure l’existence et I'unicité de la solution du probléme (2.1).

Le probléme (2.1) équivaut a la recherche de u = u. € V solution de:

ap (u&U) +eay (UE,U) = (fa 'U) Vv e V7 (23)

@@IL&%

u; = restriction de u. a €;, i=0,1.

avec

En effet, vérifions que si u. est solution de (2.3), alors {ug,u; } est solution de (2.1).
On a:

ag (ue,0) + ay (uz,v) = /

Qo

VugVugdx + 5/ Vu;Vuide,

951
En utilisant la formule de Green, on obtient :

ag (g, v) + €aq (ue,v) = / Augugdr + a—vods — 5/ Augvidr + ¢ a—vlds Yo eV.
Qo o0, OV ol o0 oV

En particulier, pour vy € D (€) et v; € D (€), on aura:

ap (uz,v) + eay (ue,v) = _/

AUQUodZL' — 5/ Aulvldm, Yvg € D (Qo) 7\V/'Ul €D (Ql) ,
Qo

921

ce qui donne:
(f,v) = —/ Augvgdr — 6/ Auyvidz, Ywvg € D(Q),Vv1 € D(Q),
Qo Ql
d’ou

f()’U()dZE = —/ AUOU0d$7 V’UO eD (QQ), (24)
QO Q0
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flvldx = —E/ Aulvldx, VUl eD (Ql) . (25)
Ql Ql
D’aprés (2.4), on aura:
/ (fo + Aug) vodz = 0,
Qo
ce qui implique que:
—AUU fo dans Qo. (26)
D’aprés (2.5), on aura:
/ (f1 + €AU1) Uldl’ = 0,
971
ce qui implique que:
—eAuy = fi  dans €. (2.7)
En multipliant (2.6) par une fonction test vy et en utilisant la formule de Green, on obtient:
0u0
VugVugder + | —wvods = fovodz,
Qo 8VO Qo
il s’ensuit que:
/ —’UodS + ag (te,v / fovodz.
81/0 Qo
En multipliant (2.7) par une fonction test v; et en utilisant la formule de Green, on obtient:
8u1
€ Vu Vuoide — e | —v1ds = frvidx,
Q1 al/l 04
donc
—8/ —vlds + eay (ue,v / frvde,
ayl ol
d’ou
0 0
J (G = <G s an 000 + 201 ) = (F,0),
D’aprés (2.3), on déduit que
8u0 (9u1 1
— —e— |uds =0 VYve H (0 2.8
/5(81/ ea)vos v (Q), (2.8)
d’ou
0 0
% = 8% sur S.

De (2.3), on déduit que le probléme admet une solution unique.
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2.4 Deéveloppement asymptotique formel de u.

La solution u. n’a pas en général de limite dans V lorsque ¢ — 0. On va chercher un
développement asymptotique sous la forme:
u-l
U = — +u feut + o fFuF 4 (2.9)
€
En injectant (2.9) dans I’équation (2.3), on obtient :
1

uil u -
ag <?—|—u0+&?u1+~~+£kuk+--~ ,v) +eay (?+u0+6u1+~~+€kuk+--~ ,v) = (f,v),

d’ou

éao (u_l,v) + ag (uo,v) + €ayg (ul,v) + -+ 5’“@0 (uk,v) +--+a (u_l,v) + eay (uo,v) + 52a1 (ul,v)
+ ey (W) + = ().

En regroupant les puissances successives de €, on aura:

éag (u’l,v) + [ao (uo,v) + ay (u’l,v)} +e [ao (ul,v) + a; (uo,v)} +--=(f,v).

par identification, on obtient :

ao (u',v) =0 YveV, (2.10)
ag (uo,v) + ay (u_l,v) = (f,v) YoveV, (2.11)
ag (v, v) +ay (W/~v) =0 VeeV, j=1,2-- (2.12)

Pour que (2.10) soit vérifiée, il faut et il suffit que u™' € Y. Par restriction de (2.11) et (2.12) &

Yy, on obtient :

a, (u_l,v) = (f,v) Vvey,, (2.13)
a (v/,v) =0 YveY, j=12- (2.14)
De (2.10)-(2.14), on déduit:
ul ey,
(2.15)

a; (uHv) = (f,v) Vv eY,.

ag (U, v) = (f,v) —ay (u™,v) VeV, ueV
(2.16)
ar (u’,v) =0 Vv € Yy,
ap (u,v) = —ay (w1 v) VoeV, wevV
a (u/,v) =0 VoeYy, i=1,2---

(2.17)
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Notons que:

Y():{veHl(Q) /v=0 sur QO},
et

ap (u,v) =0 VoveV si ue,.
2.5 Estimation d’erreur
Théoréme 2.1. La fonction u® est la solution de (2.3). Les éléments u=t u®, -+ u/, --- sont
calculés a partir des formules (2.15), (2.16) et (2.17). On a:

u! o ,
U, — (—+u°+eu1+~-+afuﬂ)H < et (2.18)

3

ou C est une constante indépendante de €.

Démonstration
Posons :
u-!
) o
e =—Fu’ +eu +--- 0,
€
_ j+1, j+1
Ve =@+ /T,
We = Ue — ?/15,
e (u,v) = ag (u,v) +€ay (u,v) .
Nous avons:

7T5 (1/]87 'U) = (10 (¢Ea U) + 5@1 (¢87 U)

-1

= Qo <_ + uo + €u1 + €2u2 4+ 4 el + 5J+1uj+1,v)
€

-1
+eay (— +ul et + 2+ 4+ 5J+1u3+1,v)
£

= éao (u™,0) +ao (u’,v) +eag (u',v) + e%ag (v, 0) + - + elag (W, v) + &/ ag (v, v)

+ar (u0) +ear (u’,0) + &% (u',v) +%ar (WP 0) + -+ ay (v, v) + 1 ay (W 0).

En regroupant les puissances successives de €, on aura:

e (Yo, v) = éao (u_l,v) + [ao (uo,v) + aq (u_l,v)] + e[ao (ul,v) + ap (uo,v)}

+ €2 [ao (v, v) + ay (ul,fu)} et [ao (W v) + a4y (Uj,U)} + &/ ay (Wt v).

D’aprés les formules (2.15), (2.16) et (2.16), on a aura:
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ag (u”,v) + a1 (u™',0) = (f,v),
ao (u',v) +a; (u”,v) =0,

ao (u?,v) +ar (u',v) =0,

ao (W, v) 4+ a1 (v, v) = 0.

On obtient :
T (Ve,v) = (f,v) + &/ a, (uj“, v) ,

on a aussi:

e (ue, v) = ag (ug, v) + €aq (ue, v)
~1
= o (u—+u0+5u1+52u2+---—|—59u9—|—--- ,v)
€
u_l .
+eay <—+u0—|—5u1+52u2+---+5]u7+--- ,v)
€
1 . .
= —ayg (u_l,v) + ag (uo,v) + €ag (ul,v) + e%ag (u2,v) + -+ ag (uj,v) + -
€
+ aq (u_l, v) +eay (uo, v) + e%ay (ul,v) + 3a (u2, v) R AT (uj, v) + e
En les regroupant en fonction des puissances successives de €, on obtient :

e (ue,v) = éao (u™,v) + [ao (W, v) + ay (u’l,v)} + E[CLO (u',v) + o (uo,v)]

+€2[a0 (v, 0) + ay (ul,v)} 4+

D’aprés les formules (2.15), (2.16) et (2.17), on a:

On sait que:

et par conséquent :

Te (wm U) = Tle (us - @Z)sa U)

= 7 (Ue,v) — e (Ye, v)
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= (f,v) = [(f,0) + & a; (W, 0)],

ce qui implique:
7o (we,v) = =& ay (W 0) VoeV. (2.19)
Par la coercivité de la forme bilinéaire a (.,.), on obtient:
a (v,v) = ag ||VU||i2(QO) ;o x>0,
) (2.20)
a1 (v,0) > a1 [[Vo[[12q,), o1 > 0.

On a: [[Vuoll 12, + VU1l f2(q,) st une norme équivalente & |[Vo|| sur V.

Prenons v = w, dans (2.19), on obtient:
Te (wsvws) = _5j+2a1 (Uj+17 we) )

d’onl

ap (We, w.) + a1 (we, we) = —e/a, (uj+1, we) )

D’aprés (2.20) on en déduit que:
o | Vw20, + @18 [ Vel f2,) < a0 (we, we) + eay (we, we) = =& ay (W we)
ce qui implique que:

Qg vasH2L2(QO) + e HszHsz(Ql) <& ay (v we)
< g2y HujH“Hl(Q) [well iy (la continuité de a)

= 20wl gy (C=C" ||w?*]]).
Finalement, on aura:
a0 [[Vwe |2 + i€ [IVwe| 720,y < C7 lwell gy » (2.21)
et comme on a:

||VU||L2(QO) +ae ||VU||L2(QI) > ag ||VU||L2(QO) +ae ||VUHL2(91)]
=ae ||VUHL2(Q)

> ae \|vH12ql(Q) a = min (og,a1) ,
ce qui donne:
2
a0 [Vl 12, + 1€ [V 120,y = € [V][51q) »

donc (2.21) entraine:

) ,
e [Jwe |71 ) < Cel*? lwell 1.0 »
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d’on
-
[wel g1y < C7
Nous avons:
u_l . . . u_l .
Ue — P = ?+u0+€u1+---+5]u]+63+1u]+1 +- = (?+u0+5u1+---+€]u3>

=TIt 4 =+ T

et par conséquent
[ue — e|| = ||we + /it < CeTt

Vérifions que les formules (2.15), (2.16) et (2.17) définissent de fagon unique u=', u® u! ---.

Calcul de u!:

Puisque v™! € Yj:

ugt = 0. (2.22)

Nous avons :

ay (u_l,v) = (f,v) Vv €Yy, (Zéme équation de (2.15))

ay (u_l, v) = VUIIVvldx Yv € Y.

1951
On a
VUIIV’UldJI = fﬂ)ldw.
Ql Ql

La formule de Green nous permet d’écrire:

~1
—/ Aul_lvldx—i—/ Ouy ds:/ fividr, Yuv, €Y.
0 oM ov N

et comme v; dans Yj, on aura:

-1
—/ Aujy vdr = frvidez,
Ql Q1

ce qui implique que:
/ (f1 + Aul_l) vidz = 0.
Q1
Il s’ensuit que:
~Au;' = f, dans Q.
Finalement, le probléme de Dirichlet s’écrit comme suit :

{ ul_1 € Hé (Ql)a

B (2.23)
—Aul = fl dans Ql.
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Calcul de u°:
On multiplie I’équation (2.23) par une fonction test v, € Hj (€), on aura:
—/ Auflvldx = frvide.
Ql Ql
en utilisant la formule de Green, on obtient :
8 —1
Vuf1VU1d$ — “ vids = frvdez,
o) s Ov o
d’ou
uy ! ~1
— v1ds + aq (u ,v) = frordx. (2.24)
S aV 0
D’aprés la 147 équation de (2.16), on a:
Qo (U‘O?U) = (f? U) —ax (Uila U) )
ce qui implique que:
a (u_l,v) = (f,v) —ap (uo,v) i
En remplacant cette derniére quantité dans (2.24), on trouve:
duy 0
- vids + (f,v) — ao (u°,v) = fividz,
S aV 0
ce qui implique que:
0 aul_l
—ao (v’,v) = | findz + vids — (f,v),
[oN S aV
et comme
(fiv) = fovodz + | fivida,
Q() Ql
donc, on obtient :
0 Ouy!
—ag (u ,v) = frurdr — fovodx — froidx + v1ds,
o Qo o s Ov
alors
0 aul_l 1
ag (u ,U) = fovodz — vods Yv e Hy(Q). (2.25)
Qo S 8V
Nous avons:
ag (uo, v) = VUSVUOd:L‘ = fovodz.

Q() Q0
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En appliquant la formule de Green, on obtient :

VugVugdr = — [ Aufvodz + —'U(]dS Vo e Hy (),
o o o0, OV

ag (u’,v) = — [ Auguedz Vv € Hy (Q).
Qo

En remplacant cette derniére quantité dans (2.25), on obtient:

-1
_ / Auluods — / Frvodi — / 0;1 vds Vv e HE(Q),
QO Q0 S v

et comme vy € H} (Q) donc vy = 0 sur S.
D’ou

—/ Augvodx = fovodz,
Q() QO
ce qui signifie que:

/ (f() + Aug) vodx = 0,
Qo

on déduit que:
~Au) = fo dans Q.

En multipliant cette derniére quantité par une fonction test vy € H} (€2), on obtient :

—/ Augvgdx: fovodz,
QO Q0

en utilisant la formule de Green, on obtient :

VugVuodz + / —vods = fovodz.

Qo Qo

Il s’ensuit que:

ao (uo v) fovodx - / —’UgdS

D’aprés (2.25), on trouve:

-1
/ Oug —pds = Oy vods.
S 8V

On aura un probléme mélé avec condition de Dirichlet sur I" et de Neumann sur S':
—Aug = fo dans QQ,
uy =0 sur T,

oy _ ons”
ov  Ov

sur S.

(2.26)
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Calcul de u!:

D’apreés la 2°™® équation de (2.16), on a:

ai (uo, v) = Vu?Vvldx =0.
Q1

Par application de la formule de Green, on obtient :

0
/ VUV dr = —/ Aujvyda +/ %vlds =0, Vv e Hy(Q),
(911 2 o oV
d’ont
_ / Aulvydz = 0,
1951
donc

~Au) =0 dans Q.

Puisque v’ € H} (Q):

0_,0
u; =u, surS.

On aura le probléme de Dirichlet suivant :
—Au? =0 dans €,
(2.27)

uj = Ug sur S.

Calcul de u':

On multiplie la 1°® équation de (2.27) par une fonction test v; et en utilisant la formule de

Green, on obtient :

0 0 Ouf
— Aujvidr = VuVorde — [ ——vids =0,
o ™ s Ov

o 0
- %’ulds + a; (uo,v) =0,
S 174

d’aprés la premiére équation de (2.17), on a:

a; (uo,v) = —ay (ul,v) ,
ce qui signifie que:
0
— Saa%vlds—ao (u ,v) =
Donc 900
ao (u',v) = — ﬂUlals. (2.28)
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Nous avons:
ao (ul, v) = VuéVvodx,
Qo
I'utilisation de la formule de Green, nous permet d’écrire :
1 1 Oug
VuyVoydr = — Augvodzr + —vods, Yv eV,
% o o0, OV
d’ou
VuyVogdr = —/ Augvpdz.
Qo Q0
En remplacant cette derniére quantité dans (2.28), on trouve:
Oul
— | Aupvodzr + / %vgds =0 (v =wvy surS).
Qo s oV
Finalement, le probléme résolu par u} est donné par :
—Auy =0 dans Qy,
up =0 sur I, (2.29)
oug, oul?
— Uy = — sur S
o’ v "
D’aprés la 2°™¢ équation de (2.17), on a:
ay (ul, v) = VuVorde = 0,
1951
en appliquant la formule de Green, on trouve:
1 1 Ouqg
Vu;Vodr = — Aujvirdr + —wuds=0 YovelV,
o o o0, OV
ce qui donne:
—Aui =0 dans €y,
(2.30)

Uy = ug sur S.

L’estimation (2.18) est valable et donne une estimation de erreur dans Hj ().
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Chapitre 3

Modélisation asymptotique de I’équation
de la chaleur dans une plaque hétérogéene

3.1 Formulation du probléme

Nous considérons un modéle décrivant la propagation de la chaleur dans une plaque d’épaisseur
26 occupant le domaine: P2 = Q x (—§,9) ot © est un ouvert borné régulier de R%. On désigne
par: AP} = 0Q x (—4,6) le coté latéral de la plaque et par P = Q x {—§,9} les autres faces

constituant le bord de la plaque. Nous notons un point de P’ par z = (x,x3) ol x = (21, 72) € €,

Fia. 3.1

et V.= (V,03) ou V = (0, 0-). 0; indique la dérivée partielle par rapport a z; et 0;; = 0,0;.
Soit u € H' (P°) la solution faible du probléme:

—div (AZU‘S) = f9 dans P°,
5 _ 5
u’ =0 dans 0P, (3.1)
s
aﬁin =g dans OP%,

ot f0: PP — Ret g°: P2 — R. La matrice A : P® — R¥3 est donnée par:
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oit a:Q — REA, et agz : @ — R. On fait Phypothése que a;;, f° et ¢° sont des fonctions de

o(z) = < a(zy,x1) a(xy,xs) )

a(zg,x1) a(x2,xs)

C™, avec

Supposons qu’il existe des constantes « et 3 telles que:

alle)’ <eA@e  eA@n<se] ]l (3.2)

pour tout §,7 € R? et pour tout z € P°.

3.2 Formulation variationnelle du probléme (3.1)

Dans T'ordre d’écrire la formulation variationnelle du probléme (3.1), on introduit 1'espace

fonctionnel suivant :
V(P‘S) = {v c H' (P‘S); v=0 sur 6Pg}.
On multiplie la premiére équation du probléme (3.1) par une fonction test v, on obtient :

—/ div (AZU(S) vdx = foudz.
po

po

En utilisant la formule de Green, on obtient :
/ AV Vodzr — / (AZU‘S) Tuds = foudz,
ps aps ps

et comme on a OP° = 9P UOP?, on aura:

/ AV Vodz — / (AZu‘S) Tuds — / (AZu‘S) Tuds = fouvdz,
pé or{ oP§ pé
. du —— 5
on sait que = Vun etv=0sur dP;. Alors
AVWOVodz = / fPodz + / ¢vds.
ps ps oP{

La formulation variationnelle associée au probléme (3.1), est donnée par :

Trouver u € V' telle que,
(3.3)

a(u,v)=1w), Yv €V,

avec

a(u,v) = AVu®Yde,

pé
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et
[(v) = fPvdz +/ gvds.
oP}

pé
Soit J (v) Iénergie définie par:
1
J(v) = §a(v,v) —1(v).

Si u est la solution unique de la formulation variationnelle a (u,v) = [ (v), Vv € V, alors, u
vérifie :

J (u) =min J (v).

veV
3.3 [Existence et unicité de la solution
Pour pouvoir appliquer le théoréme de Lax-Milgram il faut vérifier:

1. Continuité de la forme linéaire [ (.)

Pour démontrer la continuité de la forme linéaire [ (.), on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz

et on obtient:

ds

L) =] foodz+ / g
PS oP{

§/ ‘f‘sv}dg—i—/ }g6v|ds
ps oP{

< Hf(sHLQ(]mS) ||U||L2(P6) + Hg(SHLQ(aPi) ”UHL?(aPi) :

Par la continuité de I'opérateur de trace, il existe une constante C' > 0 telle que:
[0l 2(ap) < C Wellr oy Vo € H' (),

donc, on écrit :

L (v)] < ||f5”[,2(P5) 1l 1 sy + Hg5||L2<8Pi) [Vl ()
< [Hf(SHLQ(P‘s) + Hg(sHH(aPi)] ||U||H1(P5) )

ce qui permet d’avoir :
L) < Ol

e € = |y + 190 ome)
D’ou la continuité de I (.) sur V.
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2. Continuité de la forme bilinéaire a(.,.):

Pour démontrer la continuité de a(.,.), on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz et de (3.2)

on obtient :

ja (u,v)| =

/ AV’ Yodx
2

< / ‘A2u52v| dx
pé
< el oy 10l sy
d’ou la continuité de a (.,.) sur V.

3. Coercivité de la forme bilinéaire a (., .):
En utilisant (3.2), on obtient :
a(u,u) = / AVuNudx > 3 HZUH;(P(;) ,
pé
et comme u € H} (Pé), alors on a l'inégalité de Poincaré:
||u||i2(P6) <C? ||VU||iz(pa) :
Nous avons :
2 2 2
HUHHl(p6> = HUHL2(P6) + HVUHL2<P6)
2 2
< c? HquB(pé) + HquB(pé)
S (CQ + 1) ||Vu||iQ(P5) s
d’ou .
2 2
||Vu||L2(p6) > CQ—H ||u||H1(p5) )
donc

g

> 2
alww)> g o)

D’ou la coercivité de a (., .).
Le théoréme de Lax-Milgram assure U'existence et l'unicité de la solution du probléme (3.1).
Notre solution modeéle @’, qui se rapproche de u’ est définie comme le minimiseur du potentiel

d’énergie dans I'espace des fonctions de V' (P5) :

5 .
= J (v).
argmin J (v)

U

Soit
Vi (p°) = {U eV (P): v(z,a3) = vo(2) + z301 (2) , V0, v1 € Hyy () }
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Nous écrivons:
@ (2, 23) = wo () + w3wy (z), Ywe,w, € H (Q). (3.4)

On pose:

u’ = wo () + z3w; (2) .

{ v =1 (x)+ z301 (),

On remplace (3.5) dans (3.3), on trouve:

/Pé AV [wy (z) + 23w (2)] Y [0 (x) + z3v1 (2)] do = . F2 [vo () + a3y (2)] dz
+ /8P‘5 9° [vo () + x50y (2)] ds.

On aura:

/ AV wq () Vg (z) + AVwg (2) Vasvy () + AVzsw () Vg (2) + AVzzw; (2) Vasvy (x) de
pé

— . £ [vo (z) + 2301 ()] dz + /5)136 ¢° [vg (@) + 230y ()] ds. (3.6)

Nous allons maintenant calculer:
Az @ ) = (4, 0 ) (e ) (S )
- (ot ) (3n))
= a(x) Vo (z) Vg (2) + ass (x) d3wo (x) dsvo (2)

d’oul

/ps AVwo (z) Yoo (z) dz = /6 / AV wy (z) Vg (7) dz

/ / x) Vwy () Vg (x dx+/ /agg ) 3wy (x) O3vg () dx

En utilisant le fait que: d3v¢ () = Jswp () = 0, donc:

)

/P ATy (7) Poy (7) dez = /Q o (2) Vo () Vv () d / da,

-0
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ce qui implique que:

/P AVwy (2) Voo () dz = 26 /Q a (z) Vwy (2) Voo () d (3.7)
Calculons:
AT e = (250 (S ) (Fem o)
- (L %;zzo D) (o)
= a(z) Vwy (z) Vzsv (2) 4 ass (x) 5w () Dszgvy ()
d’oul

/Pé AV wy (z) Yxzv, (z) dz = /_Z/QAZUJO () Vagvy (2) dz

= /Z /Q x3a (x) Vwg (z) Voy (z) dz + /i /Q ass (x) 3w (x) Ozx3v1 () dx

En utilisant le fait que dswp (z) = 0, on aura:

1

/P AVw (2) Yagv () dz = /Q a(z) Vg (z) Vo, (z) do / w3ds,

-5
5
et comme (/ r3drs = O), on aura:
-6

/ AV wy () Vazv (z) dz = 0. (3.8)

On calcule aussi:
a0 = (5, ) (St ) (el
= (S Y (o)
= a(x) Vasw (z) Voo () + ass (z) dszsw () d3v (x)

d’ou

ATy (2) Voo (@) dz = | [ AV () Voo (2) de
ps —sJa
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/ / ) Vasw: (z) Voo (x) dz + / / a3 () Dszawr () Dsvo () da

En utilisant le fait que d3vg () = 0, on aura:

/135 AVzzw; (x) Vg (x) do = /Qa (x) Vwy (x) Vg (z) dx /6 x3drs,

-5
5
et comme (/ r3drs = O), on aura:
-5

[, A% (2) T ) e = 0. 59)
Calculons
A @) = (9 o ) (e ) (semin)
- %f;:‘;; D) (5m)
= a(z) Vazw; (x) Vasvr (z) + ass () dszzwi () dszvy (2)
d’ou

/ AV zxsw; () Vg, (x dx—/ /AV.CEg’wl( ) Vg (z) dx
/ / x) Vagw () Vs (x dx—l—/ /a33 ) Os3z3wq () D330y () dz.

En utilisant le fait que dsx3v; (x) = vy () Osz3w; () = wq (x), on aura:

6 0

radrs + / ass (z) wy (z) vy () dx/ dxs,
Q

=

/P5 AVaxsw, (x) Vasvy (z) dz = /Qa(@ YV (z) Vo (z) dx/

=’

g 26° 0
et comme (/ xgdxg =3 et / dxs = 25), Ol aura:
-5 -5

/ AszU)l (-T) Vv, (1‘) der = —
ps

3/ a(z) Vwy () Voy (z) dx + 25/ ass (z) wy (z) vy (z) dz.

Q
(3.10)
On remplace (3.7)-(3.10) dans I'equation (3.6), on obtient :

/ ANV wq (z) Vg () + AVwq () Vazvy (x) + AVxsw (x) Voo (z) + AVz3w; (z) Vs (z) dz
Pé

26°
= 26/9@ (x) Vwg (z) Vg (z) dx + E a(z) Vwy (z) Vo (z) dx + 25/9(133 (x) wy (z) vy (2) de,
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donc
25/ x) Vwy (x) Vg (x) dx —|— — x) Vwy () Vo (x) dz + 25/ ass (x) wy (x) vy (z) dx
7 [vo (@) + w5tn () dz + / b o)+ 0] d.
po P

En Particulier, pour v; = 0, on aura:

20 /Q a (x) Vg (2) Vg (v)de = [ f° (v,23) vo (x) dz + / ¢° (z,23) vy () ds

pé oP{

:/Q/_Zf‘s(q;,xy,)vo (7) dg+/ﬁx{_17l}gé($,x3)vo (x) ds
_ /Q { /_ i I (@x;;)dx;;} vo (z) dz + /Q [0°(2.6) + ¢ (2, — 6)] vo () ds

En utilisant la formule de Green (formule d’intégration par parties), on obtient :
5
—20div]a () Vwg] = / fo(z,x3)drs + ¢°(2,0) + ¢ (x, —6)  dans Q. (3.11)
-5

ol wy est solution de (3.11).

D’autre part, pour vy = 0, on aura:

263
3 Ja

)
i / ¢ (2.3) 30n () ds = / / £ (w25) w01 () di + / ¢ (@,0) vy (2) ds
ors QJ-s Qx{-1,1}

a(z) Vw; (z) Voy (x) dx + 25/ ass () wy (z) vy (z) de = 1o (x,x3) 2301 () dx

Q ps

5
= [|[ 7 @ das| o @yao+ [ (o570 b .- ) w0 .
Q LJ-s Q
En utilisant la formule de Green (formule d’intégration par parties), on obtient :

3 5
—%dlv[ () Vwy] + 2dass (z) wy (z) = /_5 £ (z,23) w3das + 0 [ (2,6) — ¢ (x, — )] (3.12)

ou w; est solution de (3.12).

3.4 Développement asymptotique de la solution

3.4.1 Changement d’échelle

Dans cette section, notre objectif est de construire un développement asymptotique de la
solution u’. La méthode consiste & se ramener par un changement d’échelle dans P? & un probléme

posé dans un domaine fixe.

P=Qx(-1,1), 0P,=00x(-1,1), 0PL=Qx{-1,1}.
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On consideére le changement de coordonnées suivant :

u@) @ =u(z), f@=f(), 9@=0"¢(@)),

et
(x17x27x3> B— (I‘l,x275_1$3) )
83 — (57183.
Nous avons:
a1 (l’) a12 (fﬂ) 0 81u5
AZu(S = 921 (LU) 929 (23) 0 82166
0 0 ass (l’) a3u6

aiq (ZL‘) 81U5 + ai2 (27) 82u5
= asq (l’) 81u5 + Q99 (x) 82u5

ass (.T) 83u5

U1

On sait que: SiV = | vy | alors divV = 01v1 + Oovg + 0303,
Us

d’ou

aq (iL‘) 81’&5 + a2 (LL') ébu‘;
div (AZU(S) = div 921 (I) 81u5 + Q99 (.CC) 82u5
as3 (ZE) 83u5
= 81 (au (ZE) 81u5 + a12 (I’) 82u5) + 82 (agl (fL’) 81U5 + a992 ({L‘) 82u5) + 63 (a33 (IL‘) 83’&5)

= div (a(z) Vu’) + 95 (as3 () 93u°)

donc
div (AVa®) = div (a (z) Vu’) + 05 (ass (z) 93u°) . (3.13)

Aprés ce changement d’échelle, le probléme de transmission (3.1) devient:
div (a (Z) Vu (8)) + 67205 (azz (T) Osu (0)) = — f dans P,
u(0)=0 sur 0Pp, (3.14)
6 tazs (T) O3u (0) = dZ3g sur OPkj.
Maintenant cherchons un développement du type:
u (0) ~ ug + 6uy + Stug + -+ . (3.15)

En injectant (3.15) dans I’équation (3.14), on obtient :

(5_283 (CL33 (/ZE\) 83u0) + div (CL (f) VUo) + (52 [(5_283 (CL33 (f) 83712) + div (CL (/.Z‘\) VUQ)]
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+ 0% [67%0; (ass (T) Osus) + div (a (Z) Vug)] +--- = —f dans P,
et
6 Lass (Z) Ogug + 02 [5_1a33 (Z) 83u2] + [5_1a33 (7) 83u4] + .-+ =0139g sur 0Py,
ce qui donne:

5_283 (CL33 (EL’\) aglL[)) + div (CL (/{L‘\) VUO) + 63 (CL33 (/{L‘\) 83U2) + 52diV (CL (3}\) VUQ)
+ 6203 (as3 (T) Osuy) + 6*div (a (T) Vug) + -+ = —f dans P,

et
6 Lass (T) Osug + dass (T) Osug + 0°ass (T) Osug + - - = 62739 sur OPy.
Et en les regroupant en fonction des puissances successives de J, on obtient :
07205 (ass (T) Dzuo) + [div (a (%) Vug) + 05 (az3 (T) Dsuz)] + 67 [div (a (T) Vug) + 05 (ass (T) zus)]

+---=—f dans P, (3.16)

et
5_1a33 (/.CE\) 8311,0 + (5(133 (53\) 83U2 + (53a33 (/.CE\) 63U4 + o= 551/3‘\39 sur 8Pi (317)
Par identification des puissances successives de d dans (3.16), on obtient:

03 (az3 (7) 3up) = 0,

div (a (Z) Vuo) + 95 (ass (T) Osuz) = — f,
div (a (Z) Vug) + 03 (ass (T) Osus) = 0,

div (a (T) Vugg—2) + 03 (az3 (T) Osugi) = 0,

ce qui implique que:

3.18
3.19
3.20
3.21

T~ N N
N

ass T 83U2k) = —div (a (/.T\) VUQ]{,Q) Yk Z 2.
En identifiant les puissances successives de ¢ dans (3.17), on obtient:

as3 (Z) Osup = 0,  as3 (T) Osup = T3g, ass (T) Osua =0, ass (T) Ogug, =0 VE>2. (3.22)



Chapitre 3 : Modélisation asymptotique de I’équation de la chaleur dans une plaque32

Les équations (3.18)-(3.22) définissent une suite de problémes de Neumann par rapport a 73 dans

(—1,1) et = dans €. Nous décomposons :

Usi, (Z) = Uai, (Z) + &on (3) (3.23)

avec

1
/ Uny, (T, %3) dTs = 0.

1

D’aprés la condition de Dirichlet (3.14), on aura:
Ugr, = 0 sur 0P,
C’est-a-dire:

&r =0 sur 09, (3.24)
Uy =0 sur OPy, (3.25)

Cependant, ceci n’est pas possible en général puisque seulement (3.24) peut étre imposée. Ainsi
(3.25) n’est pas satisfaite en général, ce qui rend nécessaire I'introduction de correcteurs. Notons
maintenant que &y, gy, et Uy, sont uniquement déterminés de (3.18)-(3.24).

De (3.18) et (3.22), on obtient 1y = 0. Pour imposer une condition de compatibilité sur (3.19) et
(3.22), alors:

div (a (Z) V& (7)) = —f — 05 (as3 (7) 0:& (7)),
d’on

1

| dva@va@)dn =~ [ 1@ 9@ +9@ - D),

1 -1

d’aprés (3.24), on aura:

—MWM@V&@D=iﬂf@@M%—w@D+M£—m dans ©,

=20 sur 0f)

(3.26)

Puisque 1010 = 0, alors ug = &.
En général, a partir de (3.21) et (3.22), on obtient:

83 933 (EL’\) 835% (SL’) = —dw [CL (53\) Vfgk,g (I)] Yk Z 2,
=0

d’ont

—div [a (Z) &p—2 ()] =0  dans Q,
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Eop_o =0 sur 0.

Donc &9 = 0 pour tout k£ > 2.
De (3.21), (3.22), on obtient :

Ug = 607 U9 = ’loLg 7é 0, Ug = 1OL4, etc,
d’ou
u5 ~ 50 -+ 52'&2 -+ (54’&4 + e (327)

Notons que le premier terme du developpement asymptotique (3.27) correspond a wy solution de
(3.11).

Puisque Usy 1€ disparait pas sur P, nous introduisons le correcteur de limites suivant :
U~ 68Uy + 86Uy + -+

ot Uy, € H(P) est solution du probléme:

—52diV (CL (/ZL‘\) VUQk) — as3 (Z/L'\) 833U2k =0 dans P,

ng = &2]{; sur 8PL, (328)
OV =0 sur OPy.
an

Finalement, nous déduisons que 1’expansion asymptotique pour u (6) dans P est:

w (8) ~ & + 6%y — 0%Us + 0y — 6Uy -+ .

3.5 Estimation d’erreur

Nous montrons quelques résultats qui sont nécessaires pour estimer 'erreur de modélisation.

Le résultat ci-dessous résulte des estimations classiques.

Lemme 3.1. Soit & et Usy, qui sont défini comme ci-dessus, pour k € N. Alors il existe une

constante C' telle que:

1€0ll g1y + w2kl py < C. (3.29)

Pour estimer (3.28), nous considérons le probléme suivant :

—62div [a (Z) VU] — az3 (T) 9330 = 0 dans P,
U =w sur 0Py, (3.30)
o _ 0 sur 0Py,

3_77_
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ol ¥ € H' (P).
1

Lemme 3.2. Comme dans (3.30) supposons aussi que / w (T, 73)dxs = 0 sur OPy,. Alors il
-1
existe une constante C' telle que:

19 p2py < C IOV | 12y -

1

Démonstration. A partir des conditions de Neumann sur 0Py, il s’ensuit que O33Wdzs = 0
-1
dans €. Ainsi, en intégrant la premiére équation dans (3.30) par rapport a Z3, on aura:

1
62 / div[a () V¥]dzs =0 dans Q,

-1
et alors

—8%div [a (Z) VU] =0 dans Q, ¥ =0 sur 09,

avec

1
T (3) = / U (7, 35) dis.

1

Ainsi U = 0 dans . Ensuite, 'inégalité de Poincaré nous permet d’avoir :
[0 p2py < CllO3Y]| 2 -
m

Lemme 3.3. Soit U la solution de (3.30), on w € W (P). Alors il existe une constante C telle
que
190 oy < C5 7 ] e
Démonstration. Soit x € C* () tel que:
1 sidist(z,00) <4,
X (7) = (3.31)
0 sidist(z, 0Q) > 26,

et

IXIZ2p) < C8 VX2 < - (3.32)

> Q

Soit
Vi (P) = {v cH'(P) :v=w SurGPL}
On multiplie la premiére équation du probléme (3.30) par une fonction test (¥ — yw) € V (P),

on aura:

/P 52div [a (3) VU] (¥ — ) dZ + /P 53 (3) Dgs W (U — yuw) d = 0.
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En utilisant la formule de Green (formule d’intégration par parties), on obtient :
52 / 0 (3) VIV (¥ — ) dZ + / 155 () D5 T (U — yaw) di = 0,
P P
et le fait que: V (AA + uB) = A\VA + VB, on écrit :

52/ a(Z) VU [VU — VY] c@+/ ass (T) 03V 03 (¥ — yw) dz = 0,
P P

d’ou
52/ a(z) [VIVVY — VU Vyw|dz + / ass (T) O3W05 (¥ — xw)dz = 0,
P P
donc
52/ a (%) (V) dz — 52/ a(7) V\vawd§+/ ass (T) O3 W03 Wdx — / ass (7) O3 WO xwdz = 0,
P P P P

et comme V (uv) = uVv + vVu, on aura:

52 / a (Z) (VI)? dz—62 / a (Z) [VYwVx + xVwV V] dz+ /
P P

as3 (/[E\) (83\11)2 dz—/ ass (53\) 83\1183><de = 0.
P

P

En utilisant (3.2), on obtient :

&2 HV‘I’”i?(p) + ||33‘I’||i2(P)

<o vaquLQ(P) HVXHL2(P) + 07 HV‘I/VWHH(P) HXHLQ(P) + HaS\IjaSwHLZ(P) HXHL2(P)
< “wHWLOO(P) ||V‘If||L2(P) Co~Y2 + ||a3w||L°°(P) ||33‘I’||L2(P) Co/?

< O |wllyr, oo (p) IV L2y + C821185]l ooy 11059 || 2y

< 0612 _5 HwHWLoo(P) HV‘I’HLz(P) + Ha3wHL°°(P) HaS‘I’HLQ(P)

< 82 |8 |1V g2 ) + 105l a2 | Nl

< 05V2 [ 82 v o.w2, "
< _ IV 22y + 105V 2 py | MWl »

ce qui donne:
2 2
O VU 2(py + 10572

2 2 9 1/2 < o HwHWL“(P) ’
[ IV () + 132 )

d’ou
2 2 RES 1/2
IV ey + 1052 )| < CO2 0y

ce qui signifie que:
0 ||V\I}||L2(P) + ”a?)\I[HL?(P) < 0612 “wHWLOO(P) )

donc
IV ) + 1059 o py < CO2 w0l ey -
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Finalement, on obtient :
”Z\P”LQ(P) < Cs1? ||w||W1,oo(P) .

[
Lemme 3.4. Soit F' € L?(P) et ¢ € H' (P) solution faible de
—6%diwv|a (T) V| — azs (T) 330 = F dans P,
¢ =0 sur OPrp, (3.33)
g—f} =0 sur OP..

Alors il existe une constante C' telle que

1011 py < CO2NFl L2(py -

Démonstration. On multiplie la premiére équation du probléme (3.33) par une fonction test v,

on obtient :

—52/Pdiv [a (T) Vo] vd@—/})agg (7) 833¢vd2:/de2.

P
On intégre par partie, on obtient :

5 /P a () VoVudz — /a Pa(ff) Vo7 vds + /

ass (i’\) 833¢VUd2 = / Fl)dz,
P

P
et comme on a 0P = 0Py UJPy, on aura:

52 /P 0 (7) VoVudi— /a 0@ Voiuds- /

OP+

a (/f) VQﬁW’UdS—l—/ ass (Z/L’\) @gggvaa@ = / F?sz,
P P

62/ a (7)) VoVudz + / ass (T) O330Vodz = / Fvdz VYoveV(P).
P P P

Soit v = ¢, d’aprés (3.2) et I'inégalité de Cauchy-schwartz, on aura:

2 2
IV Ellzap) + 1050172y < CIF Nl 2p) 1€l 2 -

d’ou
2 2 _
IVOl72py + 103N 2 0py < CO2NF N 2oy 191l 12y -

Puisque ¢|sp, = 0, l'inégalité de Poincaré est vraie et \|Z¢Hi2(p) <052 1Fl 2py 18l p2py- - O
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En utilisant les lemmes (3.2) et (3.3), nous obtenons une estimation pour la solution de (3.28).

Corollaire 3.1. Supposons que Usg, k € N, résolvent (3.28). Alors
Uzl g1y < COH2.

Nous estimons ensuite le résidu r = u® — (Co + (525@). Nous notons d’abord que

—(52 div [CL (/ZE\) VT] — ass (f) 8337" = 54a33 (/ZE\) 833734 dans P,
r— _52&2 sur 0P,
or
— =0 sur OP4.
on

Le résultat suivant est valide.

Théoréme 3.1. Soit r défini comme ci-dessus. Alors il existe une constante C' telle que
HT“Hl(P) < 062, (3.34)
Démonstration. D’prés les Lemmes (3.2), (3.3) et (3.4), on aura:

+ 6_2 (546L33 (/ZL’\) 833134

- (6—”2

o
‘521,62

< 063/2
2wp)) ’

’WLOO(P)

d’on le résultat. ]

Le résultat suivant présente une estimation de la différence entre u° et le premier terme du
I'expansion asymptotique.

Corollaire 3.2. Soit u’ la solution de (3.1) et (y solution de (3.26), alors
0 = Goll sy = €2
Démonstration. En ajoutant et en retranchant 6, en utilisant (3.29) et (3.34), on obtient :

Hu5 - CO”Hl(P) < Hu5 —Co— 52&2 + 52232

‘Hl(P)

+ 62 ||

< o = (60 + 0%
< 0832 4+ 062

’Hl(P) H(P)

Lemme 3.5. Soit w; € H} (Q) la solution de (3.12). Alors

i1y < CO2
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Remarque 3.1. Il est également possible de montrer le résultat ci-dessus en modifiant les preuves
du lemme (3.3) et (3.4).

D’aprés le lemme (3.5), nous avons

Hé@wlllm(m < C§°2.

Soit
i (8) (2) = @’ (z) = & (T) + 623wy (T),

on a:

i(6) —u(d) =u(0) —& + & —u(d)
=& (T) + 023wy (T) + & — u (9)
= dz3w1 () — (u(6) — &),

ce qui implique que:

12 (8) = w(O) | g2 py = 10Z5w1 (&) — (w () = &)l g1 ()
< 1623w (Z) || gra oy + [[w (8) = Soll gy
< 6CHYV2 4 052
< C832 0532
< 082

Théoréme 3.2. Soit u (9) la solution de (3.14) et u (5) la solution du modéle. Alors il existe une
constante C' indépendante de § telle que

1 (8) = w(8)ll ) < CO*2.
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