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Résumé

Notre propre travail est une étude comparative entre deux approches utilisant deux théories
déférentes appliquées a I'analyse des ossatures planes en béton armé de type poutre.

L'approche basée sur I'hypotheése de Navier Bernoulli, négligeant complétement les
déformations dues a I'effort tranchant .cette hypothése est valable pour les poutres fléchies
minces suffisamment élancées. Selon cetteapproche, un programme informatique
poutre_mince2 rédigé en langage fortran 90 est déja existant. Ce programme permet la
simulation du comportement non linéaire en flexion, jusqu’a la rupture, des éléments
d’ossatures planes en béton armé.

L’approche basée sur la théorie de Timoshenko pour le calcul des éléments peu élancés et
dans lesquels les déformations dues a I'effort tranchant sont non négligeables. Selon cette
approche, un programme informatique poutre_Timoshenko2rédigé en langage fortran 90 est
déja existant. Il permet la simulation du comportement non linéaire en flexion en tenant
compte des déformations de cisaillement, jusqu’a la rupture, des éléments d’ossatures
planes en béton armé.

L'objectif de notre travail consiste a étudier les deux approches et de réaliser une étude

comparative permettant d’évaluer l'influence des déformations de cisaillement dans les
comportements linéaire et non linéaire des éléments fléchis.

Mots clés :

Poutres, ossatures, béton armé, Flexion , moment fléchissant, effort tranchant,
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Abstract

Our work is a comparative study between two approaches using two deferent theories
applied to the analysis of planar frames reinforced concrete beam types.

The approach based on the assumption of Bernoulli Navier completely neglecting
deformations due to shear. This assumption is valid for thin beams bent sufficiently slender.
Under this approach, a computer program written in FORTRAN language poutre_mince2 90
already exists. This program allows the simulation of the nonlinear flexural behavior until
failure, elements of reinforced concrete planar frames.

The approach based on the theory of Timoshenko for the calculation of some slender
elements and in which the deformations due to shear are significant. Under this approach, a
computer program written in poutre_Timoshenko2 language FORTRAN 90 is already
existing. It allows the simulation of the nonlinear behavior taking into account the bending
strain of shear to failure, planar elements in reinforced concrete frames.

The objective of our work is to study the two approaches and to conduct a comparative
study to evaluate the influence of shear deformations in linear and nonlinear behavior of the
elements bent.

Keywords:

Beams, frames, reinforced concrete, bending, bending moment, shear force.
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Indices et notations

Ug (x) : Déplacement axial au niveau de I'axe de référence de la poutre
0(x) :Rotation de la normale de la section transversale d’abscisse x
:Rotationd(e au cisaillement transversal

u(x, z) :Déplacement axial selon x

w(x, z) : Déplacement transversal selon z

E : Module de Young.

v :Coefficient de poisson.

€9x :Déformation longitudinale au niveau de I’axe de référence.

@ :Courbure.

f, :Chargement reparti transversal.

fi: Chargement longitudinal.

H : Hauteur de la section transversale

b (z) :Longueur de la section transversale variant avec la hauteur.
N (x ) : Effort normal de la section transversale d’abscisse x.

M ( x ) :Moment fléchissant dans la section transversale d’abscisse x.
EA:Rigidité a I'effort normal (de membrane).

ES:Rigidité du au couplage effort normal + flexion.

EL:Rigidité a la flexion.

zj :Ordonnée du milieu de la couche j / a I'axe de référence.

bj : Largeur du milieu de la couche j.

binf :Largeur inférieure du trapeze.

bsup : Largeur inférieure du trapeze.

zinf :Position inférieure par rapport a I’axe de référence.

Zsup : Position supérieure par rapport a I'axe de référence.

hlayr :Epaisseur de la couche j.

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

blayr : Largeur au niveau du milieu de la couche.

htrap :Hauteur du trapéze en cours (itrap).

[N] :Matrice des fonctions d’interpolation (de forme)

{p}e : Vecteur des forces nodales résultant des efforts intérieurs.

{f }e : Vecteur des forces nodales résultant des efforts repartis.

{F}j :Incrémentation du chargement appliqué

[K(U)] :Matrice de rigidité de la structure dépendant de vecteur{u}.

{F} :Vecteur des forces nodales appliquées a la structure.

{¥ (U)}: Vecteur des forces résiduelles, a une étape de chargement donné.
{U}: Vecteur des déplacements nodaux.

f (x) : Les valeurs de la fonction f(x) au point de Gauss d’abscisse x de I’élément
ai : Coefficient de pondération correspondant au point de Gauss d’abscisse xi.
fpc : Résistance a la compression du béton.

Eno. Module élastique du béton a la compression.

€o: Déformation correspondant au pic des contraintes.

€cy:Déformation de rupture de béton.

&s1: Déformation correspondant a la fin du palier plastique

&g+ Déformation correspondant a la fin du palier raffermissement

&gy,- Déformation de la rupture

0,: Limite d’élasticité a 2°/;

E,:module d’élasticité longitudinale.

P :charge concentrée

T: Contrainte tangentielle

o : Contrainte ormale

o,: Contrainte de rupture.

fpt. Contrainte a la traction de béton

epre:Déformation de la fibre la plus tendue
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€pty :Déformation correspondant a la plastification de I’acier le plus tendu.
E, :Module longitudinal de I'acier

€. :Déformation limite élastique de I'acier

€, :Déformation ultime de 'acier.

fe :Limite élastique des aciers.

f, :Résistance résiduelle de traction

ff :Résistance a la traction de composite

€, :Déformation ultime

€pt :Déformation a la rupture du béton en traction
fcj :Résistance du béton a la compression,

Epo :Module initial du béton,

€o : Déformation du pic des contraintes du béton.
nl: Déformation de traction correspondant a ftj
n2 : déformation limite d’élasticité de I'acier le plus tendu
6:fléche

67 : fleche due au cisaillement

O¢: fleche de flexion pure

O, : Glissement moyen

G : Module d’élasticité transversale.

K : coefficient de correction de cisaillement

A’ : section réduite a I'abscisse x de la poutre

A : section réelle a I’'abscisse x de la poutre

| : Moment d’inertie de la section par rapport a GZ
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CHAPITRE1

INTRODUCTION GENERALE

1.1 Position du probléme :

Les éléments des structures en béton armé présententgénéralement un comportement ductile
vis-a-vis des sollicitations de la flexion.

Cependant, lorsqu’ils sont soumis simultanément a la flexion et a I'effort tranchant, leurs
comportements et modes de fissuration deviennent plus complexes et dépendent de plusieurs
parameétres tels que I’élancement, le type et la densité du ferraillage longitudinal et transversal, la
forme de la section transversale etc.

Par ailleurs, les déformations dues a I'effort tranchant et les déplacements qui en résultent,
deviennent non négligeables voir importantes dans les éléments peu élancés dont le comportement
est gouverné essentiellement par 'effort tranchant.

Pour le calcul et simulation des éléments des ossatures de batiments on utilise généralement les
modeles basé sur la théorie des poutres.

Dans ce cadre, deux approches sont utilisées :

L'approche basé sur I’hypothéese de Navier Bernoulli, négligeant complétement les déformations
dues a 'effort tranchant .cette hypothése est valable pour les poutres fléchies minces suffisamment
élancés.

L’approche basée sur la théorie de Timoshenko pour le calcul des éléments peu élancés et dans
lesquels les déformations dues a I’effort tranchant sont non négligeables.

Dans le cas d’'un comportement linéaire, et pour des valeurs d’élancements intermédiaires, il serait
intéressant de vérifier la validité de I'une ou de I'autre des deux méthodes.

Par ailleurs, dans le domaine non linéaire, les modes de fissuration et de rupture vis-a-vis de I'effort
tranchant sont complétement différents de ceux obtenus en flexion.

1.2 Objectif du travail :

L'objectif essentiel de notre travail est de réaliser une étude comparative entre les deux approches,
en considérant divers parameétres dont le principal est I’élancement.

Dans le domaine du comportement linéaire, I'étude comparative est réalisée en effectuant des
calculsanalytiques.

Dans le domaine non linéaire, le calcul analytique n’est pluspossible.
On utilise alors, un outil informatique de simulation basé sur la méthode des élémentsfinis.
Deux programmes sont utilisés :

Le programme « poutre-mince » utilisant des éléments finis poutres basées sur I’hypotheseNavier
Bernoulli.

( ]
t * )
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Le programme « Timoshenko » utilisant des éléments finis poutres basées sur la théorie de
Timoshenko.

1.3-plan de I'étude :
L’étude est développée comme suit :

Le chapitre 2 présente un apercu sur le comportement des éléments des poutres vis-a-vis de la
flexion et de I'effort tranchant.

Dans Le Chapitre3, on s’intéresse a la formulation et présentation de modele d’éléments finis type
poutre -épaisse a 2 nceuds permettent la modélisation (programme poutre Timoshenko2+++) du
comportement en flexion simple jusqu'a rupture de la structure plane, on se base sur la théorie de
Timoshenko.

Dans Le Chapitre4, on s’intéresse a la formulation et présentation de modele d’éléments finisType
poutre -mince a 2 nceuds permettent la modélisation (programme poutre-mince2+++) du
comportement en flexion simple jusqu'a rupture de la structure plane, on se base sur la théorie de
Navier Bernoulli.

Le Chapitre5, on effectue un apercu sur le comportement non linéaire et modélisation des
matériaux.

Dans le Chapitre6, on effectue une étude comparative entre les deux modeles de type poutre,
utilisantla théorie de Navier Bernoulli et la théorie de Timoshenko afin de voir leurs fiabilités.

Enfin une conclusion générale termine ce travail, ou nous présentons quelques remarques et
perspectives a 'issue de cette étude.

( ]
t 2 )
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CHAPITRE2

Apercu sur le comportement des éléments de poutres
vis-a-vis de la flexion et de I'effort tranchant

2.1INTRODUCTION :

Dans ce chapitre, on présente des rappels théoriques sur le comportement en flexion et cisaillement
des poutres droites. On se place dans le cadre de la résistance des matériaux qui nous permet de
déterminer :

- Les efforts intérieurs engendrés dans les poutres.
- Les déformations et déplacements qui en résultent.

2.2 Comportement en flexion simple :

Considérons une poutre droite a plan moyen, fléchie dans son plan de symétrie, soumise a un
moment fléchissant M porté par I'axe GZ.

v I /\ de £(y) 5(y)

: : ; wh,

NV
>

Figure2.1: Comportement en flexion simple

dx

Le moment équilibré par la section a I'abscisse x est :

M=M(x)=j oyds

N

o (y) Etant linéaire selon la hauteur, alors :
o = ay; a = Constante

D’ou

( ]
t ° )
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Chapitre 2 un apercgu sur le comportement des éléments de

poutres vis-a-vis de la flexion et de I’effort tranchant

M=] ay?ds
N

=a] y?ds
N

N M
=al Dou a= -

Dou: o= %y e (2.2)

Avec : I = moment d’inertie de la section par rapport a GZ.

La déformation longitudinale est linéaire selon la hauteur de la section (hypothése de planéité de la
section apres déformation) on a alors

E=0y..(22)

Ou 0@ est la courbure de la section a I'abscisse x.

Dans I’hypothése d’un comportement linéaire on a :

o= Fe¢.....(2.3)

A partir de (2.2)et (2.3), on peut écrire

&
0= y Ey
Et en tenant compte de (2.1), on déduit la relation classique :

M

G =—..(24)

[T

Dans I’hypothése des petits déplacements et déformations et en I'labsence des déformations de
cisaillementona:
de d
0 ="etg ===
dx dx

OUu Oest la rotation de la ligne moyenne de la poutre et w est la fleche de la ligne moyenne a
I"abscisse x

L'expression (2.4) peut s’écrire alors :

El 2 = M(x).... (2.5)

dx2

C’est I’équation différentielle de la ligne moyenne de la poutre.

Son intégration permet la détermination de la rotation et de la fléche.

8(x) = f% dx.... (2.6)

w(x) = f% x dx.... (2.7)

( 4, 1
1 4 )
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Chapitre 2 un apercgu sur le comportement des éléments de

poutres vis-a-vis de la flexion et de I’effort tranchant
Exempled’une poutre en console :

Figure.2.2poutre en consol sous la flexion

Pour les efforts internes on aura les diagrammes suivants :

A
N
X N Ny=0
7
Diagramme de |'effort normal
Ty A
X T, =p
Diagramme de I'effort tranchant
MZ A
M,=p

Diagramme de moment fléchissant

Figure2.3 : Diagramme des efforts internes
Calcule de ©:

L !
De I'équation 8 = [ % dx,ona M,=px
Z

( -
1 ° J
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Chapitre 2 un apercgu sur le comportement des éléments de

poutres vis-a-vis de la flexion et de I’effort tranchant

L
...... (2.8)

0

0= flpxdx |.9— —

2El7

\/ Calculede 6:

Y
De I’équation & =f0 ;xdx, OnaM, =px
Z

fO EI dX l.6— _Z ........ (2.9)

0
La fleche 6 et |a rotation 8 en B soumise par la flexion est :

3 2

2.3 Comportement a I'effort tranchant :

Sous I'effet du cisaillement, les fibres de la poutre subissent des glissements & liés aux
contraintes de cisaillement t.

4» ‘t
G y dw .
G’ i L~
+—>
dx

Figure2.4 : Comportement a I'effort tranchant

Selon la loi de Hooke T=GE.... (2.12)
Ou G est le module d’élasticité transversale.

Dans I'expression (2.12), les contraintes de cisaillement varient selon la hauteur et par conséquent le
glissement ydoit varier (effet de gauchissement).

En supposant que la section reste plane apres déformation, on considére un glissement moyen
constant sur toute la hauteur de la section on introduit alors un coefficient de cisaillement K.

Le glissement moyen provoque une variation dw de la fleche entre x etx + dx.
d
Vi = % (2.13)

D’apres (2.12) et en tenant compte de coefficient de correction K, on peut écrire :

( -
1 ¢ J
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Chapitre 2 un apercu sur le comportement des éléments de

T=jrds

= fKGym ds

poutres vis-a-vis de la flexion et de I’effort tranchant

= KGy, A

pou: 2 =19  (2.14)
dx GA

OUA’ = KxAet la section réduite a I’abscisse x de la poutre

La courbure engendré par le cisaillement est donnée par :

. d?*w
" dx?
1 dT
0=-"1% (215)
_ 4 . ar
0= G4l Oug = dx

En tenant compte de la flexion et du cisaillement on obtient :

d*w
dx?

=24 4 (216
EI GA

L'intégration de I'équation (2.16) permet d’évaluer la fleche en tenant compte de la flexion
et des déformations dues au cisaillement.

Considérant I'exemple précédent de la poutre console :

La fleche en téte de la poutre est donnée par :

= [ 2 dx; =
=], pr Tow|4XiM=Pxetqg =P
1 2

= fo [Pi + P,] dxAprés intégration on obtient
EI  GA
pl3

o = — e (2.17)
3EI GA

( 5
l 7 )
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2.4 Aspects du comportement non linéaire :

2.4.1Modele de fissuration et rupture en flexion :

Une poutre en béton arme est soumise a plusieurs type de sollicitations agissant simultanément.
Le plus souvent sont retrouvé des efforts de flexion, de torsion, de traction et de cisaillement.

Pour une poutre sollicitée en flexion simple ou composée, les efforts dans une section se
décomposent en un moment fléchissant M, un effort normal N et un effort tranchant V qui présente
la variation du moment fléchissant le long de la poutre (v=dM/dx).

le moment fléchissant engendre des contraintes normales et I'effort tranchant des contraintes

tangentielles.

L’effort tranchant varie dans la hauteur de la section, le cas d’'une poutre de section rectangulaire sa

variation est parabolique avec un maximum au niveau de centre de gravité [3].

Dans les sections transversales de la zone de cisaillement, pour éléments de constructions tels que
les poutres, les contraintes principales o;sont positives (tensions) sur toute la hauteur de la section.
Ceci indique que les axes neutres de la flexion et du cisaillement ne se confondent pas.

Dans une poutre non fissurée en béton armé, le systéme des lignes de force des contraintes
principales est presque le méme que celui d’une poutre homogeéne (Fig.2.5). Par contre, a partir de
I"apparition des fissures I’état de contrainte dans une poutre en béton armé est entierement
différent et dépend du type et du nombre des fissures inclinées [4]. L'apparition des fissures dans le
béton correspond le plus souvent a son caractére de matériau fragile, et la direction des fissures est
perpendiculaire a la direction des contraintes de tension [4].

Dans la zone de cisaillement ol g, est une contrainte de tension et g, représente la compression, la
direction des fissures correspond approximativement a la direction des lignes de force des
contraintes de compression [4].

( ]
Lt 2% )
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Chapitre 2 un apercgu sur le comportement des éléments de

poutres vis-a-vis de la flexion et de I’effort tranchant

1% Direesion ade la copbrainte oy {vacsor’
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y ; 7 r .
P 2 LIS Fi [
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£OEE

Figure.2.5 : Etat de contraintes dans une poutre en matériau

Le ferraillage d’'une poutre soumise a I’effort tranchant est généralement comme suit :

Vs Des armatures longitudinales (barres) pour les contraintes normales de tractions.
Vs Des armatures transversales (généralement treillis) pour empécher les efforts
tranchants.

Généralement, dans une poutre en béton armé, les fissures dues aux efforts de cisaillement se
forment aux endroits ol la contrainte de cisaillement dépasse la résistance du béton en traction. Un
effort tranchant crée de la traction oblique et en cas d’insuffisance de I'armature transversale, les
fissures se développent. Dans le cas d'une poutre a portée simple, elles se forment dans le tiers de la
portée voisine aux appuis et sont inclinées grossiérement a un angle 6 généralement admis égal a 45
dans les normes. L'apparition de ce type de fissure démontre un probleme lié a des efforts

o

tranchants.
2.4.2. Modes de fissuration et rupture en cisaillement :

Pour ce qui concerne les modes de rupture, plusieurs possibilités sont envisageables, en fonction de
la quantité d’armatures longitudinale et transversale, de la forme de la section, de I'adhérence des
armatures au béton et du mode d’ancrage des barres au-dessus des appuis, en fonction de la

( o )
1 ° J
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Chapitre 2 un apercgu sur le comportement des éléments de
poutres vis-a-vis de la flexion et de I’effort tranchant
géométrie de la poutre le rapport I/h est généralement utilisé pour distinguer les différents types de

poutre en béton armé, ou | est la distance entre I'appui et le point d’application de la charge et h Ia
hauteur effective de la section de la poutre. Ainsi, les poutres sont classées comme suit :

o Poutres trés profondes I/h < 1.
. Poutres profondes 1< 1/h <2.5.
. Poutres élancées 2.5< |/h <6.
o Poutres trés élancées |/h > 6.

Nous distinguons quelques types de rupture de la zone de cisaillement :

Ce mode de rupture peut intervenir dans les poutres dont I'armature principale est relativement
importante et I'armature transversale faible ou méme inexistante. La cause de la rupture est la
destruction du béton par séparation et glissement dans la zone de compression au-dessus de
I’extrémité de la fissure oblique. A cet endroit,un pseudo d’articulation se forme, autour de laquelle a
lieu une rotation des deux parties de la poutre séparées par la fissure oblique (fig.2.6), avec un
glissement tangentiel simultané.

forasemert <z béfaen

Fizutwe obligoe

Figure2.6 :Rupture par cisaillement et flexion

2.4.3 Rupture par cisaillement et compression :

Ce mode de rupture peut intervenir dans les poutres dont I'armature principale est relativement
importante et I'armature transversale faible ou méme inexistante. La cause de la rupture est la
destruction du béton par séparation et glissement dans la zone de compression au-dessus de
I’extrémité de la fissure oblique. A cet endroit,un pseudo d’articulation se forme, autour de laquelle a
lieu une rotation des deux parties de la poutre séparées par la fissure oblique (figure.2.7), avec un
glissement tangentiel simultané.

( 1
1 1)
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Chapitre 2 un apercu sur le comportement des éléments de

poutres vis-a-vis de la flexion et de I’effort tranchant

Zotie de compression —
TN T
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Figure2.7 : Rupture par cisaillement et compression
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Chapitre 3

Formulation de la poutre de Timoshenko

3.1 Introduction :

Ce chapitre est consacré a la formulation de la poutre de Timoshenko. Pour cela on

présente les relations caractérisant la théorie des poutres droites fléchissant dans un plan,

en tenant compte de l'influence des déformations de cisaillement transversal (poutre

épaisse) , qu’est basé sur I'hypothése des poutres droites( pour définir le champ de

déplacement).

3.2 Hypotheéses de Calcul :

Notre étude est basé sur un élément de poutre plane orienté dans la direction x

(dans le plan xz).les hypotheéses retenu sont les suivantes :

- L’axe longitudinal de la poutre est droit.

- Le plan xz est le plan principal d’inertie.

- La poutre se déforme dans le plan xz (en membrane, flexion et cisaillement avec

I’hypothese des contraintes planes g,, = 0.

- La poutre plane transmet des efforts normaux N,(x) suivant la direction x, des

efforts tranchants T,(x) suivant la direction z et des moments fléchissant My(x)

auteur de I'axe local y orthogonal au plan xz .

- Les quantités globales caractérisant le comportement d’'une poutre se déformant

dans le plan xz ne sont fonction que de la variable x, exemple :

*

Géométrie x, A(x).

Efforts résultantes N(x), T(x) et M(x).

Rigidités élastiques EA4 (x), ES (x), EI (x) et GA (x).
Les déplacements u(x,z), w(x), 6(x).

Sollicitations : f, (x) et f,(x)

\ )
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3.3 Hypotheses de Base :

O M(x.2)

v
x

(a) Poutre de Timoshenko avant déformation

(b) poutre de Timoshenko aprés déformation.

Figure 3.1 : poutre de Timoshenko avant et aprés déformation.

Considérons une section d’abscisse x d’'une poutre avant et aprés déformation (figure I11.1),
soit le point M(x,z) sur la configuration non déformée .Aprés déformation le point M subit
deux déplacement :

@ Un déplacement axial U(x,z) selon x.
@ Un déplacement transversal W(x,z) selon z.

Tels que :
U(x,z)=uo(x)-z.6(x)

W(x,z)=w(x)

( ]
L =)
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Ou : ug(x)=MoM’g est le déplacement axial au niveau de I'axe de référence z=0.
0(x) est la rotation de la normale de la section transversale D’abscisse x

la rotation y dlie au cisaillement transversal est :

du dw
y(x,2) =—+— (3.2)

y(x,z) = —6(x) + Z—‘;V (3.3)

y(x,z) =y(x) ; y nedépend que de x.

N.B : on noteray au lieu de yy, par simplification.
3.4 Relations contraintes-déformations:

Considérons un état plan de contraintes au point M on appliquons I'hypothese d’un
comportement élastique, linéaire et isotrope :

1 9 0

Oy €x

E
{UZ}=mﬁ ' 1919{52}(3-4)
Tz Yo o Vxz

Avec :
E : module de Young.
9 : Coefficient de poisson.
Dans le cadre de la théorie des poutres, on considére un état de contraintes uni axiales :
=> g, = 0 ete; = —69¢,(3.5)

En éliminant &, de (3.2) et (3.3) on obtient :

Ox =FE &x
{ sz=Gsz(3.6)

Avec:

E

C=2a+ 9

3.5 Relations déformations-déplacements :

Dans I'hypothése des petits déplacements et déformations (H.P.P) on a:

_ du(x,z)

Ex Ix (3.7)

( ]
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On tenant compte de (3.1),0n obtient :

duy(x) _, do(x)

&x(x,2) = dx dx

(3.8)
On pose :

dug(x) 4., . . . . Y N .
Eox = dO—JE)deformatlon longitudinale au niveau de I’axe de référence (z=0),a I'abscisse x.

dae
D=- % pseudo courbure de la section a I'abscisse x .
On obtient :
&(x,2) = €p + 2.0 (3.9)
Remarque:

Si on néglige les déformations de cisaillement y=0, alors d’apres (3.3) on aura :

0 = Net (3.9) devient :
dx

2

- (3.9)

& (x,2) = €9 — 2.

d*w
dx?

Avec: ( ): courbure de la section a I'abscisse x.

L’équation (3.9’) correspond au cas particulier des poutre minces (hypothése de Navier —
Bernoulli).

3.6 Principe destravaux virtuels (P.T.V) :

3.6.1 Enoncédu principe destravaux virtuels (P.T.V) :

Considérons un troncon de poutre de Timoshenko de longueur €, de hauteur h et
largeur b(z), variant avec la hauteur. On suppose que ce trongon est soumis a un chargement
réparti transversal f, et longitudinal f,.

Z A A b(z)

IEEEREEE ol

o\ PR = S
r—— E

[ E 1

v

Figure 3.2 : chargement dans le plan xz.
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3.6.2 Application du principe destravaux virtuels (P.T.V) :

D’apres le principe des travaux virtuels, le travail des efforts intérieurs est égal au travail des
efforts extérieurs :

e e e
Wine = Wextj (6éMo}dv =j ow frdx +j SUf,dxV 6€,6w, 81
0 0 0
Avec : 0, Swetdil sont les déformations et déformations virtuels.

Ona:{6é} = {g;x }
XZ

=0 <5ex,5yxz>{ }ds dx — [ 6W fpdx — [} 80f,dx = 0
A A 5d0 ~ ~ ,
Or:8&, = 6&y, — Z.Eewyxz =6y d’aprés (3.9) et (3.3).

e .
=[L ] (86gy — 2. 5yxz>{ }ds dx — [} 8 frdx — [} 82fedx = 0
€ n € €
. 6do R A R
j j (88050 — Z2.—— 0y + OFszTxz) ds. dx =j oW frdx +j Sdtf,dx
0 Js dx 0 0

j l&er o,ds — 5;9 Oy-zds +5]7L Tyz dsl =j086v’l7fzdx + j:&ﬁﬂcdx (3.10)
On pose :

fs o,ds = Nl'effort normal dans la section transversale a I’abscisse x.

J, 0x.zds = Mle moment fléchissant. (3.11)

J, txzds = Tleffort tranchant.

3.6.3 Calcul des effortsinternes:

En tenant compte des expression de o,,7,, et selon (3.6) on obtient :

a) L’ effort normal :

N=j axds=j Ee,ds
S S

j " 0,
= Eox — Z.—5)AS
s 0x dx

( ]
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Chapitre 3 Formulation de la poutre de Timoshenko

By PR
=) Eoxds ax ). zds

=£0x] Eds——] Ezds

— d

N = EA. &g, + ESO (3.12)

Avec:

EA = fs EdsRigidité a I'effort normal ou rigidité de membrane.

ES = fs E. zdsRigidité due au couplage effort normal + flexion.

b) Le moment fléchissant :

M=] ax.zds=] Eey.zds
N N
do
=_L E(SOx —Z.a)ZdS

=£0x] Ezds——] Ez*ds
S

— do
= ESEOX - aEl

M = ES&y, + EID (3.13)

Avec:
El = [ E.z*dsRigidité a la flexion.

c) L’effort tranchant :

T=j szds=] GYy,ds
S S

= sz] G.ds
N

T = GA.y,, (3.14)

( 1
1 7 )
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Avec :

GA = [ G.dsrigiditéa I'effort tranchant.

3.7 Le coefficient de correction de cisaillement [4]:

En introduisant le coefficient de correction k dans la formulation de Timoshenko, la relation (3.14) de
I’effort tranchant devient :

T = kj Ty, dS = kj GYy,ds
N N

= k.yxzj G.ds
s
= k.GA.V,,
T = GA.y,, (3.15)
Avec:

GA = [ G.dsRigiditéa I'effort tranchant sans correction.

GA = k. GARigiditéa I'effort tranchant corrigée.
On tenant compte des relations (3.12),(3.13) et (3.15) dans I'expression (3.10) du P.T.V,

On obtient :

jeaﬂ (FA.co, + 75 d9)+ 648\ (s 7 ( de) \ §9.CA
o ng . ng ( dx) dx ng dx y . ]/xZ

e e
=j 5v’t7.fzdx+j 61 f,dx (3.16)
0 0

Ou encore :
— == ng
¢ 5d6 EA ES 0 do
j (5é0x'<_a> 67)ES EI 0 (- —8W.f; — 84l f, pdx
0 0 0 GA szx
=0 (3.17)

Ou plus simplement :

[
j (SEDIe} — 6. f, — 60 F}dx =0  (3.18)
0

( ]
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Avec:

(88) = (60, , (—222) ,67) (3.19)

(&) = (eox ,(— g) s Vaz) (3.20)
EA ES 0

[D]=|ES EI 0 (3.21)
0 0 GA

3.8Modélisation par élémentsfinis:

3.8.1Modélisation par élémentsfinisa deux ncauds:
Cet élément a été étudié par SAIB dans le cadre de son mémoire de Magister [4].
On considére un élément linéaire a deux nceuds, orienté suivant les directions x et z.

4

®
1 2
0 ¢

Figure.3.3 : Elément fini de Timoshenko a 2 noeuds

3.8.1.1 Discrétisation des déplacements et rotation :

W, W,
02

I I

Figure.3.4 : Discrétisation des déplacements et rotation

Les déplacement u(€),w(£) et la rotation 6(€) sont linéaires en fonction de x.
Le déplacement longitudinal au niveau de I'axe de référence est approximé par :

U(€)=N1U1.NU; =X3_; Ni()U; ... (3.22)

Ou U, etU,sont les valeurs de U(€) aux nceuds 1 et 2

{N1= (1- x/2)
Et | N,=x/8 (3.23)
\ )
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Chapitre 3 Formulation de la poutre de Timoshenko

La déformation longitudinale au niveau de I’axe de référence est :

au dau, 1 1
EOX= ;}EX) = ;X(X) = _Eul + Euz ........ (324)
- ledéplacement transversal :
W(x) = Nywie Nowyp =233 N (©)wy cereeeene (3.25)
D’ou Z—V:=—%w1 +%w2 ...... (3.26)
- larotation :
0 (E) = N19 1+N26 2=Zl3=1 NI(E)GI (327)
oy B _1 1
D'ou: — = eel+eez ...... (3.28)

d — X X
Et V=d_:_e=wzewl—(1—g)el—gez o (3.29)

Pour x=2/2

_ _dw _Wz—Wl_( _i) _x
Vix=2/2)= — — 8 == 1--)6;—-6,....(329)

Sous forme matricielle :

(U
oz -1/¢ 0 0 /¢ 0 0 W1
{®}=[ 0 0 1/ 0 0 -1/¢ ] 8 (3.30)
y 0 (-1/¢ —(1-x/8) 0 1/8 —x/& |v’{,§|
0,
Avec:
EA ES 0
[D]=|ES EI O
0 0 GA
Dans :
-1/ 0 0 1/¢ 0 0
[B]=| o 0 1/ 0 0 -1/¢ |..(331)
0 (-1/& —(1—x/8) 0 1/8 —x/

( 1
1 2 )
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Chapitre 3 Formulation de la poutre de Timoshenko

3.8.1.2 Expression de la matrice derigidité [K]°:

L'expression du P.T.V est :

{
f [(68)[D]{e} — 6W. f, — 81.f,]dx = 0
0

On aura:

[K]¢ = [ [B]‘[D][Bldx ........ (3.32)

r EA/¢ 0 —ES/¢ —ES/¢ 0 ES/?
0 GA'/¢ GA'/2 0 —GA'/¢ GA'/2
B0 GRj2  Damwes  mpe —cayp /EECNUS
[K]e = —E_Z//f; 0/ 7 TEAY/ %ﬁ’) —GA/ —FS/¢ ~r.(333)
_ 0 B v ey
0 —GA'/¢ GiA/’iZ 0o G GA'/2
ES/¢ GAj2 . 1% —-ES/¢ —GA'/2 I LEm
| B/ 2 _mevcaes /2 G +ENY/3

3.8.1.3 Evaluation desforcesrésiduelles élémentaires :
a) Calcul desforces nodales équivalentes {p} aux effortsinternes:

e N(x)
(PYe = j [B]* {M(x) | dx
o (1w

&

M(x) —— X
2 x)( _E)
N(x)
e
T(x)
e

X
— T3 |

{P}¢ = dx

e ~

M(x)
e

( 1
1 2 )
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Chapitre 3 Formulation de la poutre de Timoshenko

( 1 (®
_EJ;) N(x)dx
e
—lf T(x)dx
ML e
|1\7:11 | {’,f M(x)dx—f T(x)dx + Ef T(x).x. dx
e _ _ 0 0 0
{P}e = {lN l}— 1FN( y > (3.34)
T - x)dx
i) h,
EJ;) T(x)dx
1 (* 1 (®
_EJ;) M(x)dx—EL T(x).x. dx

b) Evaluation desforces nodales équivalentes {f} aux efforts répartis:

- [l
N
(e = ]0 e

=

0
0
N

N

 ————————

0
0

Sachant que : {V Ni= (1- x/8)
2= x/€

Donc:

( 1 ® \
]fXdX_EJ fy.x.dx
0 0

14 1 14
jfzdx——] f,.x.dx
0 €Jo

{fre = | 0 ! (3.35)

1 14
E]o fy. x.dx

1 14
E]o f,.x.dx

\ 0 J

( 1
| 2 )
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3.8.2Modélisation par élémentsfinisatroisnoauds:
Dans le cadre de cette étude, on présente la formulation d’'un élément poutre de
Timoshenko a 3 nceuds (figure 3.5).

Z
L @ » X
1 2 3
0 £/2 L

Figure.3.5 :Elément fini de Timoshenko & 3 noeuds

3.8.2.1 Discrétisation des déplacements et rotation :

W, W, Ws
NN
1U; ] 2 U ] 3 Uz

Figure.3.6 :Discrétisation des déplacements et rotation
Les déplacement u(€),w(£) et la rotation 6(£) sont linéaires en fonction de €, avec :

¢=-launceud 1
€=0 aunceud 2
€=+1aunceud 3
Le déplacement longitudinal au niveau de I'axe de référence est approximé par :

U(£)=N1U1+N2U2+N3U3 = l3=1 NI(E)UI (335)
Ou Ujy,U,et Us sont les valeurs de U(€) aux nceuds 1,2 et3
Ni=-1/2¢(1-¢)

Et N2= (1-§)(1+€) ceene(3.36)

N3=1/2§(1+§)

Donc: U(§)=—1/2§(1 —Qu; + (1 = (A1 +u, + 1/2§(1 + uz  .......(3.37)

La déformation longitudinale au niveau de I’axe de référence est :

gog="o) = d”d"—fg = (=1 + 26) /8u, + (—48)/8u, + (1 + 2£)/8us oen(3.38)
( ]
t 2 )
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Chapitre 3 Formulation de la poutre de Timoshenko

- ledéplacement transversal :

W(§) = Naw1s Nowas Naws =3 N; (Ow; cereeer (3.39)

Dot : 2% = Z—V;g = (=1 + 28 /8w, + (—4) /8w, + (1 + 26)/8ws ......(3.40)
- larotation :

B (§) = N16 1.N20,.N360 5 =Y7_; N;(6)6, ceeer (3.41)

Do = = j—?% = (=1 + 26)/80, + (—4£) /20, + (1 + 2£) /205 .....(3.42)

Et:y= % — 0 = (=1+28)/ew; + (=48 /8w, + (1 + 28)/ew, + §§(1 -6,

1
~(1 =91 +98; ~ 56(1 + 8 ..... (343)

Sous forme matricielle :
805
v

(-1+26)/2 0 0 _ 1+26)/8 0 0
0 0 a-209/ ¢ 4(?/8 g (fg) 0 0 ~a+29/e() L o,

0 (-1+28/¢ %5(1—5) 0 (—49/8 —(1-91+9 0 (1+29/2 —%€(1+€) 5,

3.8.2.2. Expression delamatrice derigidité [K]°:

L’expression (3.18) du P.T.V est :

€

f [(68)[D]{e} — 6W. f, — 611.f,]dx = 0
0

On aura:

[ [0, nevionsw,) - ows, —saf Jax=0

j (50, YBIFIDIBIU, }dx — j SWfydx — j Sif.dx=0 V 6@, VoW V6L
0 0 0

( 1
1 )
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Avec:

A ES 0
[D]=|ES EI 0
0 0 GA
[B]
(—1+26)/2 0 0 (1+29/2 0 0
(—49)/2 0 0
_ 0 0 (11—25)/8 0 0 (4) 0 0 —(11+2€)/B (34
0 (-1+29/6 Sg1-9 0 (-49/ -(1-901+9 0 A+29/e —-&1+9)

3.8.2.3 Matrice Jacobéenne:

Le calcul de la matrice J a pour objectif de faire le passage de coordonnés x au coordonnés

€.

Ona:x (E) = N1x 1:N2x 2+N3x 3 =Zl3=1 Ni(E)Xi (347)
X () = -1/28(1-€)x 1.4(1-€) (1+6)x 2. 1/2§(1+E)x 5

calculde J:

dx ON; 9N, 0N,

]=a_€— af x1+ af x2+ af X3
AN: = (=2+9x + (=200 + G+ Ox;
X3_X1
] = > + &(x1 + x5 — 2x3)

N.B : =0 au milieu de la poutre.

3.8.2.4 Nouvelle expression de la matrice derigidité [K]°:

En effectuant le passage des coordonnés x aux coordonnées, la matrice [K]® devient :
[K1e = [ [BI*[D][B]det] d¢  ....(3.49)

Avec:dx = detjd¢ e (3.49)

3.8.2.5 Probléme de blocage par cisaillement [4]:

Le phénomeéne du blocage (verrouillage) par cisaillement pour le cas de la poutre de
Timoshenko apparait quand le rapport £/h est trés grand ( le cas des poutre élancées ). Pour
cela plusieurs solutions sont proposées par des chercheurs dont on peut citer :

- Intégration sélective.
- Supposer une déformation de cisaillement constante.

( ]
t > )
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- Enrichir les champs des déplacements...

L’une des solutions retenu pour éviter le blocage par cisaillement est d'utiliser une
intégration numérique atrois point de gauss pour le calcul de la matrice de rigidité [K].
Les valeurs de gauss retenues pour cette intégration sont mentionnées dans le tableau 3.1 :

n i éi 8
| 0 8/9
3 1 +/0.6 5/9
Tableau 3.1
i V06 5/9 Avec -

n : le nombre de point d’ intégration.
i - nombre de point.
& : les coordonnes des points d’ intégrations.
a : les poids d’intégrations.
3.8.2.6 Discrétisation dela section transversale :
La section transversale est subdivisée en trapéze. Chaque trapéze est subdivisé, lui méme en

couches horizontales (layers).

Z A
trapézes A binf

: . Couchej

\ /.
p NCZZ T 77T hlayr

W »Y Zsup I

zmid|

Axe delré&érence

Section transversale Trapezeitrap

blayr

Figure 3.7 :Discrétisation de la section transversale

( ]
L %)
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Chaque trapéze est caractérisé par :

- binf ——»largeur inférieur du trapeze.

- bsup— largeur supérieur du trapeze.

- Zinf —¥position inférieur par apport a I’axe de référence.
- Zsup—position supérieur par apport a I'axe de référence.

Pour chaque couche, on considere la déformation au milieu de la couche tel que :

@ La position de la couche en cours par rapport a I’axe référence est définie par zmidl.

Tel que :
Zmidl = zinf +hlayr (j-0.5) (3.50)
Avec : hlayr est I'épaisseur de la couche .

@ La déformation longitudinale au milieu de la couche j est :
& (x,2) = €y, + z.@d’apres (3.9)
@ La largeur au niveau du milieu de la couche est :

blayr = binf +(bsup-binf).hlayr/htrap.(j-0.5). (3.51)
Avec : htrap est la hauteur du trapeze en cours (itrap).

Ayant discrétise la section transversale, les quantités EA,ES ,EletGA sont calculées

comme suit :
nc
FA = j Eds = ) Ebhy (3.52)
s =
nc
ES = j B.zds = ) Ebhyz (3.53)
s =
nc
El = j E.zds = ) Eybyhz (3.54)
s =
nc
GA = j Gds = ) Gybyhy (3.55)
s =
( ]
Lt %)
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Chapitre 3 Formulation de la poutre de Timoshenko

3.8.2.7 Evaluation desforces résiduelles éémentaires :

a) Calcul desforces nodales équivalentes {p} aux effortsinternes:

+1 N(x)
(Pye = j [B]{ M(x) b dx
-1 T(x)

D’aprés ( 3.49’) on aura :

+1 N(E)
#) = | [BIME) et dg
-1 T(6)
(-1 4 2¢)/¢ 0 0
0 0 (14292
0 (1-2¢)/2 %&(1 -9

r1f (-4)/e 0 0 N(©) ),
®=] | o 0 Cwr  |{ME©}a

-1 0 49 -(1-90@+9 |(T®
(1+2¢)/¢ 0 0

0 0 (1+2¢)/¢

1
| 0 ~(+29 -5+ |

(-1+2¢)
2

(—1; 2¢) ©

M(E) + Z&(l -9T(§)

(—26)N(§)

. [ (=29 T(€)
Py = ]_1 (1-9(+9e a

2oOM(E) - > T(€)
(1 J; 2¢) NGE)
(1+29)
2

M(E) - =¢(1 + OT(D)|

N(®)

(1-28)
2

T(©

(1+29)e
L

( 1
1 2 )
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Chapitre 3 Formulation de la poutre de Timoshenko

( %]j(—l +26)N(§)d§
% ] Il(—l +29) T(€)d§
. ’ ] 11(1 ~2M©d + | ] T&(l—&)T(ﬁ)dE
v | T(—ze)N(a)da
{P}¢ = <1\17§22 r = ] T(—Z&)T(E)dﬁ ' (3.56)
17\{5 El(_zg)M(g)da — gjjl(l -1+ 9T(E)dg
Mo’ % ]_ +11(1 + 20N(§)dg
% ] 11(1 +29) T(€)d§
\_g ]_ +11(1 +2)M(§)dE — % ] :1£(1 +OT(O)dE]

b) Evaluation desforces nodales équivalentes {f} aux efforts répartis:

(e = jo "IN {g} dx

D’aprés ( 3.28’) on aura :

{fje = ]_ +11[N] {g} detj. d¢

N, 0
0 Ny
0 O
+1|N, 0 £
{fie = ] 0 N, {fx} detj.d§
N; 0
0 Nj
0 0

( 1
1 # )

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Chapitre 3 Formulation de la poutre de Timoshenko

(N; )
lez
0
+1 NZfX 2
{f = ]_1 <N(2)fz >§d£
N3fx
N3fz
\ 0 /
Ni=-1/2§(1-§)
Sachant que : N,= (1-€)(1+€)
N3=1/2§(1+§)
Donc :
g (t? \
-/ (1 - D
e +1
-/ (1 - O
+1 0
| a-oa+ona
-1
{f}e = { [+t 3 (3.57)
| a-oa+ona
-1
e +1 O
< L+ D
e +1
-1
\ 0 J
( |
L %)
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Chapitre 4 FORMULATION DE LA POUTRE DEBERNOULLI

Chapitre 4 : FORMULATION DE LA POUTRE DE
BERNOULLI

4.1-Introduction :

Dans le présent chapitre on s’est intéressé a la présentation d’'une méthode
d’analyse non linéaire des éléments d’ossatures plane en béton armé, en se basant
sur la méthode des éléments finis et ’hypothése de Navier Bernoulli. L'objectif est de
démontrer le procédé d’'une formulation qui se concrétise par I'élaboration d’un
programme informatique existant, qui nous servira d’outil de calcul par la suite, ce
dernier permettra la simulation numérique du comportement non linéaire jusqu’a
rupture d’une structure plane quelconque, ainsi il permettra le calcul de la résistance,
et des déplacements, afin d’aboutir a I’évaluation des facteurs des ductilités
structurales, qui sont définis comme le rapportdes déplacements ultimes (a la
rupture), sur des déplacements élastiques (c.-a-d. les déplacements a la fin de la
phase élastique).

4.2-Hypothese de base :

Pour I'analyse du comportement non linéaire des structures constituées de
portiques en béton armé, on se base sur la méthode des éléments finis. La structure
est discrétisée en éléments finis de type poutre (figure 4.1).

— |
Neeuds
L

" |:"> '>—'—1<'

i Eléments
[ ] f

On s’intéresse a un élément poutre plan orienté selon I'axe longitudinal x et dont les
dimensions dans le plan y-z normal a x sont relativement petites par rapport a la dimension
longitudinale x.

( 1
{1 3 )
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Chapitre 4 FORMULATION DE LA POUTRE DEBERNOULLI

¥

Dans le cadre de cette étude, on considére I'élément «poutre mince » ou
I'’élément de Bernoulli, basé sur I'hypothése de Navier-Bernoulli et fonctionnant en
flexion.

On se base sur les hypothéses suivantes :

§ L’élément considéré est une poutre plane droite de section transversale
constante et symétrique par rapport au plan x-z.

8 Les chargements agissant sur la poutre,sont appliqués dans le plan de
symétrie.

8 La poutre se déforme dans le plan de symétrie x-z.

8 La poutre transmet des efforts normaux Nx(x) suivant x, des effort tranchants
Tz(x) suivant z et des moments fléchissant My(x) autour de I’axe local y.

8 Les déformations et les déplacements du second ordre sont négligés.

8 Adhérence parfaite entre le béton et les armatures d’acier.

8 Pour un élément « poutre mince », on vérifie ’hypothése de Navier Bernoulli,
les sections planes et droites avant déformation, restent planes et droites
aprés déformation. Par conséquent, les déformations d’effort tranchant sont
négligées.

4.3-Cinématique :
Considérons le troncon de poutre de la figure 4.3, aprés déformation, le point

M(x,y) subit un déplacement axial u(x,z) selon x et un déplacement transversal w(x,z)
selon z tels que :

( 1
1 32 )
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ou:

Ug (x)= déplacement axial au niveau de 'axe de référence de la poutre.
0 (x)= rotation de la normale de la section transversale, d’abscisse x.
Tel que :

0(x) = — i—i’ Y ettt (4.3)

ou

Y :La rotation due au cisaillement transversal.

Dans le cadre de I'hypothese de Navier- Bernoulli, les déformations dues a
I'effort tranchant (ou cisaillement) sont négligées, d’'ou y=0.
Donc:

dw

0(x) = e (4.4)

La relation (4.1) devient :

dw(x)
dx

u(x,z) =ug(x) +z

Cette relation (4.5) exprime I'hypothése de Navier-Bernoulli valable dans le cas
des poutres minces

M(x z)

X
( |
1 3 )
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4.4 Relation déformations — déplacements:

Selon I’hypothése (Les déformations et les déplacements du second ordre sont
négligés) la relation entre déformations et déplacements est linéaire.

T TR ettt ettt ettt et n e (4.6)

En tenant compte de la relation (4.1) on obtient :

dup(x) . d?w(x)

£,(x) = " NSNS (4.7)
Ou encore :

Ex(X) = €0(X) F ZP(X) orirririieriieeeeeeeee e (4.8)
Avec:

go(x) = du(;’ix) ........................................................................................... (4.9)
dx) = — d;’:gx) ....................................................................................... (4.10)

€0(X) : Déformation longitudinale au niveau de I'axe de référence, a I'abscisse x.

(I)(X) : Courbure de la section transversale, a I'abscisse x.

4.5 Relation efforts — déplacements :

L’expression de I'effort normal est donné par :

Finalement les efforts internes N et M, agissant dans la section transversale
d’abscisse x de la poutre, sont donnés par :

{1\1\/][} = [D] {Z;’} .......................................................................................... (4.13)
Avec: [D] = [}ézg‘ E] ................................................................................................... (4.14)
=
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Chapitre 4 FORMULATION DE LA POUTRE DEBERNOULLI

E(x,z) dS : Rigidité a I'effort normal (ou de membrane).

E(x,z) z dS : Rigidité due ou couplage effort normal — flexion.

"

El = fs E(x,z) z2dS : Rigidité a la flexion.

Avec :E(X, z)est le module d’élasticité longitudinal au pointM(x, z)de la poutre.

4.6 Discrétisation par élément finis :

La discrétisation est effectuée en utilisant un élément fini poutre a 2 noeuds
ayant 3 degrés de liberté par nceud(u, w, 8)(soit 6 d°dl par élément).

Les déplacements sont représentés par un vecteur de dimension 6 x 1 de la
maniere suivante :

UT={U1 w; B;u; w, 03}

A Y
Ly ® Uy
W, (1) (2) |,
»
H. 4 i i []'.! E :"{
| |
i ,5 i

Le déplacement longitudinaluy (x)est approché par des fonctions d’interpolation
de type Lagrange de degré 1.

uO(X) = N1 . u1 + N4_ . uZ ........................................................................... (415)

Avec: u; et u,sont les valeurs de déplacement longitudinal aux nceuds 1 et 2
respectivement.
Ou:

( 1
1 % )
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X
Onpose: & = T les expressions précédentes deviennent.

Ny =(1-9
......................................................................................... 4.17
{ N, = £ (4.17)
L’expression du déplacement devient :
Ug(X) = (1 —8) sy F € .Ug et (4.18)

Le déplacement transversal w(x)est approché par des fonctions d’interpolation
de type Hermite de de degré 3.

W(X) =N2.W1+N3.61+N5.W2+N6.62 ............................................ (419)
Ou bien:
W1
(x) =(N, N3 NgN) o1 4.19'
W(X) = 2 3 5Ng A (R ( . )
0,
Les fonctions d’interpolation sont donnes par:
(N 1 (X 2 x 3
N =1 3(1) +2(1)
2 3
-2+ )
X ettt (4.20)

Avec:

w1, Wy : les valeurs de déplacement transversal aux nceuds 1 et 2 respectivement.
01, 05 les valeurs de la rotation aux nceuds 1 et 2 respectivement.

Ou bien:

( 1
L 3¢ )
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(N, =1 — 38 + 28 7
N3 =1(§ — 28 + &)

Ns = 382 — 28

\ N =1(=8*+&°)

L’expression de w(x)s’écrit comme suit :

w(x) = (1 ~3 (?)2 +2 (?)3) Wy + (1 [? ~2 G)Z + (f)S]) 0, +
(3 G)Z —2 G)S) W, + (1 [— (?)2 + (f)SD N (4.21)

La déformation longitudinale, au niveau de lI'axe de référence de I'élément

poutre est donnée par :
_dug(x) _ 1 1

EOX = dx = _T -Uq + - U (422)

La rotation (X) s’écrit sous la forme suivante :

0(x) = — dw}({x)_(%_6_"2)“,1+1(__+ﬂ_3i)_91+(_§+

12 13 13

6% )w2 +1 (2—X - 31) oo (4.23)

13 13

La courbure ¢(x) est donnée par :

000 = 5280 (£, 12800 (-5 2

dx? 12 13 13 12 13
2 3X
1 (1—2 — 1—3) . 92 ................................................................................................. (4.24)
On déduit :

( 1
L 37 )
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0 0

6 12x 4 6)()0 (6 12x> (2 6x>
<12_ 13> (11_12 2 3 e

I
—_
F—'IH

Donc la relation entre les déformations de la section transversale a I'abscisse x
de I'élément et les déplacements nodauxs’écrit :

{i‘;‘} T S (4.26)

Avec:
{un} = (uyw107u,w,0,)
Et

— 0 0
B] =|'

0 G-%) G-EP G-F) G-F)

Au niveau de la section transversale, a I'abscisse x de I'élément, la relation entre

-1 1
1

les efforts internes et les déplacements nodaux sont évalues a partir des relations
(4.13), (4.26).

{1\1\/][} e IDIIBI{UD} oo (4.27)
o _[EA ES
Avec :[D] = [E_S B [ (4.14)

......

[K]. = [[BI"[D][Bldx =  [*/[B®]"[DE]BEIME ...c.oorcce (4.28)
( =)
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Chapitre 4 FORMULATION DE LA POUTRE DEBERNOULLI

Le calcul de la matrice de rigidité élémentaire est effectué par intégration
numeérique en utilisant 3 points de Gauss :

fjll[B(E)]T[D(E)][B(E)]dE = YitaBEII[DEIIBEI] @i (4.29)
Ou:

8 n =nombre de point de Gauss (n = 3)

§ &; = abscisse de point de Gauss i

8 ;= poids d’intégration au point de Gauss i

4.7 Discrétisation de la section transversale :

On utilise une modélisation multicouche, la section est subdivisée en couches ou
tranches horizontales, représentant le béton et les lits des armatures en acier.

4 z A
7
tranche I
O o en béton
¥ ¥
S l:> S
tranche
O0|00 en acier \_

4.8 Evaluation des rigidités de section :

Les quantités EAESetEIsont, alors, évaluées par intégration numériques sur la section
transversale :

EA = [, E(x,z)ds= X, Eb;h;

ES= [ E(x2z)zds = Y[ 1 E;zibhy b (4.30)
El = [, E(x,2z)z%ds = Y. E;z/b;h;

Ou:

8 n=Nombre de couches horizontales discrétisant la section.
§ b;=Largeur de la couche .

( 1
1 %)
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§ h;=Hauteur de la couche i.
8 z; = Position de la couche i par apport a I'axe de référence.

Connaissant la déformation longitudinale €; au niveau de la couche i
transversale, on calcule la contrainte normaleo; , au niveau de cette couche, a partir
de la loi de comportement du matériau constituant cette couche. Le module
d’élasticité E; est alors donné par :

4.9 Procédure de calcul non linéaire :

L’analyse non linéaire est effectuée selon une procédure itérative :

1-Pour I'étape j-1, correspondant au chargement extérieurs{F}’~1, on suppose
connu I'état de la structure étudiée (déplacement{U}/ ™1, forces résiduelles{¥}/~1)
I'étape initiale j=1 correspond au chargement nul ({U}° = {0}et{¥}° = {0}).

2-Incrémentation du chargement extérieur.

2.1-
{FY = (FY~' + {AFY
2.2-Début de la procédure itérative i=1 :
2.3-Incrémentation des forces résiduelles a équilibrer.
(W} = {aFY + (w}/!
3-Evaluation des matrices de rigidité éIémentaires[K]é, puis assemblage de la
matrice de rigidité globale [K]ien fonction de la solution de I’étape précédente j-1.

4-Resolution du systeme d’équations :

{K}{auy = {¥¥

5-Cumul du vecteur des déplacements nodaux :

U} = {U}~" + {aU¥

6-Evaluation des forces résiduelles éIémentaires[LP]leHet assemblage dans le

vecteur global des forces résiduelles.7-Test de convergence :

7.1-Si convergence, |'étape actuelle est convergente & passage a I'étape (2) pour
I'incrément de chargement suivant j+1.

7.2-Sinon, passage a l'itération suivante i+1 & revenir a I'étape (3). (si le nombre maximal
d’itération est dépassée processus est divergent e€arrét de calcul)

( ]
L %)
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Chapitre 4 FORMULATION DE LA POUTRE DEBERNOULLI

4.10 Organigramme de calcul :

Début

|2
|‘

Incrémentation du chargement

{RY=(F (R
|

Début des itérations

i=1 et{u}={upt
|

Vecteur résidu initial :

{wh'={ AR +H{

N
P&
|‘

r <

Boucle sur les

Calcul et assemblage de la matrice de rigidité 1

[KI'=[K(u"™)]

I N
[ >

Résolution du systeme

[K]i{Auli={}i

Cumul des déplacements nodaux

=i+l

{u}i={u}i-1+{Au}i

|2
|‘

Calcul des assemblages du vecteurs des efforts
internes (résistants) {FR}i

Boucle sur les

Passer a I'itération suivante i

Passer a I'incrément de charge suivant j=j+1

Calcul du vecteur des forces résiduelles

{w} ={FY-{Fa}’

Test de convergence

{v}'={0}

Non

(41 )

\ )
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Chapitre 4 FORMULATION DE LA POUTRE DEBERNQULLI
4.11-Programme de calcul : poutre_mince2 :

Sur la base de la Méthode d’analyse présentée auparavant dans ce chapitre, un
programme informatique a été déja élaboré en langage FORTRAN (déja existant). Le
programme informatique est appelé poutre_mince2, cet outil de calculpermettant la
simulation numérique du comportement non linéaire d’un élément ou d’une
ossature plane en béton armé (courbe charge-déplacement). La présentation de ce
programme est mise en évidence en ANNEXE B. La description des principales
subroutines,du fichier de données, des variables du fichier de données, et du fichier
résultats y sont bien détaillés.

( 1
1 # )
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CHAPITRE5: Apercu sur le comportement non linéaire et
modélisation des matériaux

5-1 Introduction :

Dans ce chapitre, on présentequelques travaux de recherches consacrésaux structures planes en
béton armé ainsi que le comportement de béton et de I’acier sous différentes sollicitations.

5-2 Comportement non linéaire des structures en béton armé:
Par hypothese le comportement des structures en béton armé peut étre considéré
comme linéaire Sous faibles chargements, cette linéarité peut étre traduite par la linéarité
entre les contraintes et les déformations (linéarité matérielle) et aussi la linéarité entre les
Déformations et les déplacements (linéarité géométrique).
Mais dans le cas le plus général, ce comportement ni plus linéaire, mais il s’agit de
Comportement non linéaire, les non linéarités sont :

e Géométriques

e Matérielles
5-2.1 les non-linéarités matérielles :

Elles peuvent provenir de la loi de comportement intrinséque du matériau (loi de

Comportementélastique parfaitement plastique par exemple), de la fissuration du matériau,

du comportement de béton tendu entre les fissures, du mode d’assemblage.

5-2.2 les non-linéarités géométriques :

Il n’y a plus de proportionnalité entre les déformations et les déplacements (les
Déformations ne sont plus des fonctions linéaires des déplacements).
Les non -linéarités peuvent se traduisent soit sous forme :
¢ De grandes déformations : cas de grandes déformations et des rotations grandes ou
petites.

¢ Grandes rotations : le cas de grandes rotations et des petites déformations.

Les non-linéarités géométriques se produisent lorsque les déplacements deviennent
Suffisamment importants pour influencer I'analyse du fait des chargements ; ces non linéarités

Peuvent avoir plusieurs conségquences, comme par exemple le changement de la position de

( ]
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I'analyse de I'équilibre du systéme tel que cette derniere devient celle déformée; donc la
Prise en compte des effets de la non linéarité géométrique (les effets du second ordre) est

Indispensable pour I'analyse des structures élancées vis-a-vis du flambement.

5-3 Apercu sur les travaux consacrés a I'analyse non linéaire des ossatures
planes en béton armé:

L’analyse des structures en béton armé a été I'un des grands axes de recherche dans le
Siecle passé, mais ces études ont vues un grand développement dés la fin des années 60 et le
début des années 70 et cela revient essentiellement au développement de I'outil informatique.
Plusieurs méthodes ont été développées mais la méthode la plus utilisée et la plus
Efficace est celle des éléments finis.

Ces méthodes se différent entre elles en tant que la prise en compte du béton tendu ou
non, la prise en compte des effets des non linéarités...
En 1970, FRANKLIN(Californie) (d’aprées [16]), adéveloppé une approche reposant
Sur un élément de poutre a 3 degrés de liberté par noeud (2 translations, une rotation) dans
laquelle il a introduit les effets des non-linéarités matérielles, son étude a été limitée a la
théorie du premier ordre des déplacements.

Le premier travail prenant en compte les non linéarités géométriquesest attribuable a
GUNNIN (Austin, 1970) (d’apres [16]). L'analyse porte sur un élément de poutre a 6 degrés
de liberté. La considération des effets de second ordre n’est qu’approximative.

Pour les non linéarités matérielles I'auteur considére que les rigidités extensionnelle (EA) et
flexionnelle (El) constantes le long de I’élément. Dans ce calcul le béton tendu n’est pas pris
enconsidération.

Au tout début des années 70, LAZARRO (d’aprés [6]) a développé un modeéle
Semblable a celui de GUINNIN. LAZARRO semble introduire une correction pour prendre
En compte la fissuration du béton.

En 1972 Blaauwendraad (d’apres [6]) est le premier a faire des éléments finis
<<Classiques>>, issus de la méthode des déplacements. Il introduit les fonctions de forme
Pour interpoler le champ des déplacements, et en déduire les quantités k0, k1 et k2 résultants
d’une intégration numérique des déformations issues du champ des déplacements.

Un article de JENNINGS (d’aprés [6]) datant en 1968, va étre le point de départ d’une
Série de travaux, la non-linéarité géométrique, en 2D, peutétre prise en compte de facon

exacte, grace a I’additivité et la commutativité des rotations planes.

( ]
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MENEGOTTOet PINTO (Rome 1972, 1974) (d’aprés [16]) ont développé une
Méthode qui tient compte des effets des non-linéarités matérielles dans un repére mobile, lié a
la position déformée de I'élément. La prise en compte des ces effets repose sur I'intégration
des déformations des sections le long de I'élément. Cette approche aboutit a la formulation de
la matrice de flexibilité élémentaire qui, inversée fournit la matrice de rigidité, la section
transversal est discrétisé en fibres horizontales et pour ce qui concerne le béton tendue sa
résistance est négligée.
GRELAT.A (CEBTP, PARIS 1978) [6] s’inspire du programme de Menegotto et Pinto,
il a introduit pour le béton comprimé la loi de SARGIN, ainsi que une forme originale et
efficace de tension-stiffening, et valide son programme par de nombreux cas test.
FERRARO-MAIA (CEBTP, 1979) (d’aprés [16]) poursuit le travail de GRELAT au
CEBTP, en développant la prise en compte des effets différés et de la précontrainte. Le tracé
des cables est supposé parabolique. L'influence de I'inclinaison des cables dans la formation
de la matrice de rigidité n’est pas considérée.
retrouve aussi dans le travail de CAROL et MURCIA (Barcelone, 1984) (d’apres [16])
L'approche par élément fini de type << déplacement >>se poursuit :
Aladstedt (Trondheim, 1975) [6], reprend les fonctions de forme de Blaauwendraad en les
intégrant dans le cadre de la description lagrangienne.

Dans les années 80 est exactement en 1986 ESPION (Bruxelles), (d’apres [16]), a fait une
approche plus réaliste et plus compléte tant sur la prise en compte des non linéarités
matérielles que sur la théorie de second ordre des déplacements. L'auteur utilise un élément
de poutre a 9 degré de liberté.

Son approche bien que mathématiquement consistante, reste encombrante
numériquement. En effet, I'analyse théorique aboutit a la formation de la matrice de rigidité
élémentaire (9x9). Elle est donc lourde a étudier numériquement.

ESPION prend en compte la fissuration du béton en introduisant un modéle basé sur la
Proposition de QUAST. L'auteur considére aussi les effets différés. Son modéle a été

Confronté avec de nombreux résultats publiés. En plus des ossatures en béton armé des études
numériques ont été effectuées sur les structures métalliques.

En 1984, Mazars [12] a mené une étude reposant sur I’application de la mécanique
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D’endommagement et de rupture des structures en béton armé. Ce travail tient compte de la

Fissurationdu béton et du béton tendu.

En 1989, Abou —Ezzi [12] a utilisé un modele basé sur la mécanique de I'endommagement
afin de rendre compte dans un calcul de structure du comportement non -linéaire du béton.
Tandis qu’en 1990, Kwak [12] a introduit la non -linéarité matérielle dans ses travaux sur des

Structures en appliquant la méthode des éléments finis.

En 1997, Filippou et al [12] ont réalisé plusieurs travaux sur I'analyse non -linéaire des

Eléments en béton armé sous des charges monotones par la méthode des éléments finis.

En 2000, Spacone et Al [12] ont mené une analyse non -linéaire d’un élément poutre en

Tenant compte de phénomeéne d’adhérence acier -béton.

Enfin en 2005[12], Ramirez et Ragueneau ont étudié I'effet d’adhérence dans la distribution

Des fissures dans des éléments en béton armé.

5-4 Modélisationde comportement des matériaux :

5-4.1 le béton :

Le béton est un matériau composite dont la résistance a la compression et a la traction sont tres
différentes.

5-4-1-1 Comportement en compression :

Les relations qui lient les contraintes aux déformations instantanées des fibres de béton

Comprimé sont connues a I'dge t quelconque. Ces lois sont définies en fonction des quatre
valeursEpq , F¢j, €po , &, déterminées, a I'age correspondant au début de l'intervalle étudie, a partir
des valeurs a I'age de la premiéere mise en charge. L'aspect qualitatif de la loi de

Comportement contrainte - déformation, prend la forme de la courbe représentée a la (figure5.1).

La courbe est caractérisée par :

- Une branche ascendante, a concavité vers le bas admettant un module tangent initial , et un
maximum de contrainte qui correspond a la résistance a la compressionF;,

- Une branche descendante, commencant par le maximum de la branche ascendante et finie parle
point (gy,&y)
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CHAPITRE 5 Apercu sur le comportement non linéaire et modélisation
atériaux

T A

7Y

Figure 5.1 Loi de comportement uni-axiale du béton sous contrainte de
compression

En général, le comportement du béton comprimé est décrit par la loi de SARGIN, prévue a
'annexe 1 des régles [BPEL 83].

€bo

K () + & =D

i K —2) (—0) + K

&
€b
Avec: f;: Résistance a la compression de béton.

&po: déformation de pic correspondant a fcj

K, K’ : parametres adimensionnels

Epo :le module d’élasticité du béton a I'origine.

Le parameétre K influe essentiellement sur I'allure de la branche descendante valeurs usuelles (0
a 2), pour K’=0 on obient des courbes correspondant a des bétons fragiles, avec une descente.
Pour K’=1 on obtient des courbes assez plates correspondant a des bétons peu fragiles.

Nous pouvons adopter (Nait-rabah, 1990)

K'=K-1 pour fcj< 30MPA

K'= (K-1) %;—;qpour 30MPA <fcj < 55MPA

( 1
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5-4-1-2-Comportement de béton en traction :

Dans les calculs les plus usuels en béton armé, la résistance du béton a la traction, ainsi que la
contribution du béton tendu entre les fissures sont négligées. Par contre, pour représenter la
déformabilité moyenne d’un élément fissuré, le béton tendu entre les fissures contribue a la rigidité
de I’élément.La prise en compte de cet effet permet :

¢ une meilleure appréciation du comportement en service vis a vis des états limites de déformations
(fleches, ouverture des fissures ...) ;

¢ une estimation correcte de la redistribution des efforts dans les structures hyperstatiques ;

¢ un meilleur calcul des déplacements dans les structures sensibles aux effets de second ordre.

Modeéle de GRELAT

Dans la schématisation adoptée, une section représente une certaine longueur d’élément, qui
comportera plusieurs fissures. Il convient donc de lui attribuer un comportement moyen
représentatif de I'élément fissuré.

Pour représenter ce comportement moyen, nous affecterons a I’'ensemble des fibres du béton tendu
d’une section, un module élastique fictif E,; variable au cours du chargement. La zone tendue aura
donc, une répartition de contraintes triangulaires.

Section Défor mation instantanses Cortraintes

Béton comprimé
Axe neutre

Béton tendu

Eps Tz

Figure5.2Distribution fictive des contraintes dans une section

Le module de déformation Enest défini a partir de la contrainte et de la déformation du bord
tendu.

Opt
T
t

( 1

| 4 )
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CHAPITRE 5 Apercu sur le comportement non linéaire et modélisation
des matériaux

La participation du béton tendu peut alors étre traduite en fonction des limites
correspondanta la résistance a la traction du béton et correspondant a la limite d’écoulement
des aciers, de la fagon suivante :

Tt A

<
(_Arctg Eyp

\I

|
|
|
|
|
|
|
|
|
A Th Mz

Figure5.3Relation entre la contrainte et la déformation instantanée du béton sur le
bord tendu -model de Grelat

lepo| < 11 : pas de fissurationparticipation de compléte du béton tendue avec le module Ej,
0 = Epoépt

N1 < lepol < 1y : fissuration avec participation de béton tendu.

_ (bt — 12)?
e = _fcj (2 —n1)

lepe| > n, : fissuration sans participation de béton tendu
Opt=0

Avec : E;o : module d’élasticité longitudinale du béton ;

f¢j : résistance ala traction du béton ;

1, : déformation de traction correspondanta f;; ;

7, : déformation limite d’élasticité de I’acier le plus tendu.

( 1
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CHAPITRE 5 Apercu sur le comportement non linéaire et modélisation
des matériaux

5-4-2-Comportement de I'acier en traction :

oA

Figure5.4Diagramme contrainte déformation d’un acier naturel

Ou:
&¢1: désigne la déformation correspondant a la fin du palier plastique ;
&go:désigne la déformation correspondant a la fin du palier raffermissement ;
&gy désigne la déformation du rupture ;
o, : contrainte de rupture ;

T
o, limite d’élasticité a 2 /oo ;

E, : module d’élasticité longitudinale.
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Chapitre 6

Etude comparative

6.1 Introduction :

Dans ce chapitre, on se propose de réaliser une étude comparative entre les modeéles d’Euler-
Bernoulli et de Timoshenko. L’étude porte sur I'exemple d’une poutre console.

Dans le domaine du comportement linéaire on effectue des calculs analytique utilisant des
expressions classiques établies dans le chapitre 2.on effectue également des simulations numériques
a l'aide des programme poutre_mince2 et poutre_Timoshenko?2.

Dans le domaine du comportement non linéaire, le calcule n’est plus possible, les calculs sont
réaliser uniguement par simulation numérique.

Le parameétre essentiel dans I'étude est I’élancement L/h.

6-2-Etude comparative dans le domaine linéaire :

6-2-1-Model BERNOULLI POUTRE MINCE :

Considérons I'exemple d’une poutre console de longueur L et de section rectangulaire bxh sollicitée
par une force concentré P, appliquée a son extrémité libre figure 6-1.

On suppose que la poutre est constituée d’'un matériau élastique linéaire, de module de Young E et
de coefficient de poisson v.

A B P
---h"'-.__‘ ?X h;
0 0 v

Figure6-1 : exemple d’une poutre console
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Chapitre 6 Etude comparative

6-2-1-1-Calcul analytique :

L’application est faite sur une poutre en console Figure6-1 (dont les démentions suivantes ; h=40cm,
L= 120cm et b=25cm soumise a une charge concentré a son extrémité d’intensité P=400kn Avec le
module d’élasticité E.

On applique la loi (équations 2.10) de Bernoulli précédemment déterminé :

pL3

Op : représente la fleche a I'extrémité de la poutre (point B).

2500

2000

1500

—a— COURBE de
BERNOULLI

FORCE (KN)

1000

500

0 1,5 3 4,5
Déformation (mm)

Figure 6.al :Courbe charges-Déplacements

Interprétation :

On constate d’apres la courbe obtenue est une droite linéaire.

( 1
L % )

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Chapitre 6 Etude comparative

6-2-1-2-Numériquement :
U Définition de programme poutre-mince 2 :

Ce programme élaboré en langage FORTRAN 90.I permet la simulation numérique du
comportement statique non linéaire jusqu’a rupture d’une structure plane, constituée
d’éléments poutre en béton armée.

Dans cette étape en refait le calcule on utilisant le programme poutre mince 2 :

2500
2000

1500
COURBEde

BERNOULLI

FORCE (KN)

1000

500

0 1,5 3 4,5 6
Déformation (mm)

Figure 6.a2 :Courbe Charges-Déplacements

Interprétation :
On constate d’apres la courbe obtenu est une droite linéaire.
Conclusion :

On conclut que les résultats numériques sont trés proches de celles obtenues analytiquement.

( 1
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Chapitre 6 Etude comparative

6-2-2-Model de Timoshenko poutre épaisse :
6-2-2-1-Analytiquement :

L’application est faite sur une poutre en console dont les démentions suivantes ; h=40cm,
L= 120cm et b=25cm soumise a une charge concentré a son extrémité d’intensité P=400kN, de
module de Young E et de coefficient de poisson v.

On applique les lois de TIMOSHENKO précédemment déterminé :

PI3 PL
D’aprés I'équation (2.17) la fleche de Timoshenko: § = Py + G

Avec : G=

s 5
20 et A =KxA tel que.k—g

2500

2000

1500 —@— COURBE

TIMOSHENKO

Force (KN)

1000

500

0 1,5 3 4,5

Déformation (mm)

Figure6.bl :courbe charge déformation

Commentaire :

On constate d’apres la courbe obtenue est une droite linéaire.
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Chapitre 6 Etude comparative

6-2-2-2-Numériquement pour H constante et F variable :

ua Définition de programme poutre_timosenko?2 :

Ce programme élaboré en langage FORTRAN 90.Il permet la simulation numérique du comportement

statique non linéaire jusqu’a rupture d’une structure plane, constituée d’éléments poutre en béton
armée.

On prend le méme exemple que dans le cas d’analytique :

2500
2000

1500

—a— COURBE
TIMOSHENKO
1000

Force (KN)

500

0 1,5 3 4,5
Déformation (mm)

Figure 6.b2 : courbe charges —déformations

Interprétation :

On constate d’apres la courbe obtenu est une droite linéaire.

Conclusion :

On conclut que les résultats numériques sont trés proches de celles obtenues analytiquement.
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Chapitre 6 Etude comparative

6-2-3-Comparaison entre les deux modeéles de Timoshenko et Bernoulli :

2500
2000
—&— COURBE
BERNOULLI
_ 1500
=2
x
b COURBE
g TIMOSHENKO
e 1000
500
4/
0
0 1 2 3 4 5

DEFORMATION (mm)

Figure 6.c1 :courbe charges —déformations

Interprétation :

On constate d’apres les courbes obtenues, une petite différence due a I’effort tranchant.

( 1
L *® )
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Chapitre 6 Etude comparative

6-2-4-variation de la fleche d’effort tranchant en fonction de rapport (H/L) :

40%

30%

—8— contribution des
déformationsde
cisaillementala

20% fleche de flexion

10%

contribution a la fleche totale %

0%
0 0,3 0,6 0,9 1,2

I'élancement h/I

Figure 6.c2Contribution de la fleche de cisaillement a la fleche de flexion en fonction de H/L

Conclusion :

La contribution de la fleche de cisaillement a la fleche de la flexion augmente avec I'élancement h/L.

( 1
L 7 )
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6.3Etude comparative dans le domaine non linéaire :

6.3.1 Calcul analytique : Exemple d’une poutre console

Considérons I’'exemple d’une poutre console de longueur L et de section rectangulaire bxh sollicitée
par une force concentré P, appliquée a son extrémité libre figure 6-1.

On suppose que la poutre est constituée d’'un matériau élastique linéaire, de module de Young E et
de coefficient de poisson v.

A}I AZ

Figureb6.1 : exemple d’une poutre console

Dans le cadre de la théorie des poutres la fleche totale 6 en tenant compte des déformations de
flexion de cisaillement est donnée par.

_PL* PL
" 3EI GA'

Ou:
E: module de Young.

| : moment d’inertie auteur de I'axe Z.

G: module d’élasticité transversal tel que G =

2(1+v)

A’ : Section réduite.

bh3
Pour une section bxh =Rl = Ty

. PL3 PL
D'ou: 6 = bh3 + E
on- K bh
E 12 2(1+v)
K : coefficient de correction de cisaillement.
4P L 2P(1+v)

— (° + (—)
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4P L

Onpose :6f = = G ) (6.1)
_2P(+y) L

or = ~XED (h) .............. (6.2)

Ou:

6f : Fleche de flexion

or: Fleche de cisaillement

. 81' (1+V)
Et le rapport des fleches donnent : — = I,
o  2K(})

Si on prendv= 0,2 etk= 5/6 (pour une section rectangulaire)

6T_ (1,2)
8 2% 2 x (2
f 2><6><(h)

h 2
= 072()

Les contributions des déformations de flexion et de cisaillement a la fleche totale sont donné
respectivement, par :

5 6 1

§ & +6r  1+072(1))

et

0,72("/ )2
5, 5, P

5 5f+5T_%+1_1+0,72(h/L)2
T

Dans la figure suivante, on représente la variation de la contribution des déformations de flexion et
de cisaillement a la fleche totale en fonction de L/h.
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Chapitre 6 Etude comparative

100%
—&— contributionsdes
75% déformationsde
flexion a la fleche
totale
50%

—— contributionsdes
déformationsde
25% cisaillementala
flechetotale

contribution a la fleche totale (%)

0%
0,25 0,75 1,25 1,75 2,25 2,75 3,25
élancement L/h

Figure6.2Contribution a la fleche totale en fonction de L/h

Commentaire :

On constate d’apres les courbes obtenus surla contribution des fleches de flexion a la fleche totale
augmente avecl’élancement, et celle de cisaillement a la fleche totale diminueavec I’élancement.

Conclusion:

On conclut que pour les poutres minces (élancées) la fleche additionnel due a I’effort tranchant est
négligeable ce qui n'est pas le cas pour les poutres épaisses (courts).

, L. St . ) L
On peut tracer également la variation de6—en fonction de I’élancement a
f

300%

200% —@— contributions
des
déformationsde

. cisaillementa la
S00% fleche de flexion

0%
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50

contribution a la fleche de flexion
(o]

élancementL/h

Figure6.3Contribution a la fleche de flexion en fonction de L/h
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Chapitre 6 Etude comparative

Commentaire :

On constate d’apreés la courbe obtenue de la contribution des déformations de la fleche de
cisaillementa la fleche de flexion diminue avec I'élancement.

6.3.2 Calcul par simulation numérique :

Dans la figure suivante, on représente la variation de la contribution des déformations de
flexion et de cisaillement a la fleche totale en fonction de L/h.

100%

—&— contributionsdes
75% déformationsde
flexion a la fleche

totale

50%

—— contributionsdes
déformationsde
cisaillementala

25% flechetotale

contribution a la fleche totale (%)

0%
0,20 0,70 1,20 1,70 2,20 2,70 3,20

élancement L/h

Figure6.4Contribution a la fleche totale en fonction de L/h

Commentaire :

On constate d’apreés les courbes obtenus de la contribution des déformations des fleches
flexiona la fleche totale augmente avec I'élancement et celle de cisaillement a la fleche
totale diminue avec I'élancement.

Conclusion:

On conclut que pour les poutres minces (élancées) la fleche additionnel due a I'effort tranchant est
négligeable ce qui n’est pas le cas pour les poutres épaisses (courts).

( 1
L )
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Chapitre 6 Etude comparative

St
On peut tracer également la variation de _6 en fonction de L/h
f

400%

300%

—— contributionsdes
déformationsde
200% . N
cisaillementala
fleche de flexion

100%

contribution a la fleche de flexion (%)

0%
0,25 0,75 1,25 1,75 2,25 2,75 3,25

élancementL/h

Figure6.5Contribution a la fleche de flexion en fonction en fonction de L/h

Commentaire :

On constate d’aprés la courbe obtenue de la contribution des déformations de la fleche de
cisaillementa la fleche de flexion diminue avec I'’élancement.

( 1
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6.3.3ETUDE COMPARATIVE DANS LE DOMAINE NON LINEAIRE NUMERIQUEMENT :

Dans le domaine non linéaire le calcul est fait numériquement a I'aide de deux programmes
informatiques basé sur la méthode des éléments finis :

Le programme poutre_mince2 utilisant des éléments finis poutres basées sur I’hypothése de
Navier-Bernoulli.
Le programme poutre_Timoshenko?2 utilisant des éléments finis poutres basées sur la
théorie de Timoshenko.

Exemple :

Considérons I'exemple précédent d’une poutre console en béton armée de longueur L et de section
rectangulaire transversal bxh encastré a I'extrémité A et soumise a une charge concentré a son
extrémité libre B .les principales caractéristiques des matériaux utilisés sont donnée dans le tableau

6-1.
Caractéristiques du béton
Module d’élasticité E ( MPa) 33x10°
Coefficient de poisson 0.2
Résistance en compression fcj( MPa) 42.13
Résistance a la rupture en compression ( MPa) 44
Résistance en traction ftj( MPa ) 3.05
Tableau6.1 : Caractéristiques du béton
Caractéristiques des aciers
Les aciers constituants le 1°” 2"°™lit et le 3"™lit
Module d’élasticité E ( MPa) 200x10°
Coefficient de poisson 0.3
Limite d’élasticité (MPa) 447.5
Résistance a la rupture (MPa) 500

Tableau6.2 :Caractéristiques des aciers

La géométrie de la poutre et de la section transversale est représentée dans la figure 6.2 :

Section transversale

v

o
g
[ )
[ ]

L

°
w

°

A
oo

Yv
1°'lit A= 283.52mm?
2°Melit A= 141.76mm?>

y 3™elit A=283.52mm?

Figure6.6 :Données géométriques du la poutre
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Chapitre 6 Etude comparative

6.3.3.1SIMULATION NUMERIQUE COURBE CHARGE — FLECHE :
On s’intéresse a représenter la courbe charge —fleche

-cas d’'une poutre tres courte, L=1.5h :

75
—— courbe de
timoshenko
50
z
- —a&— courbe de
a .
) bernoulli
bt
L
25
0
0,00 0,20 0,60 0,80

flecte tnm)

Figure 6.7 :Courbe charges-déplacements L = 1,5h

On peut faire les constatations suivantes :

- la différence entre les deux courbes représente la contribution des déformations de
cisaillement a la fleche totale. Cette différence reste faible jusqu’a une charge d’environ
25KN, ce qui représente environ 30% de la charge maximale. Au-dela, cette différence
devient non négligeable.

- concernant la charge maximale, les deux calculs donnent pratiguement le méme résultat.
Ceci s’explique par le fait que dans les deux programmes, le comportement est considéré
non linéaire en flexion. Par conséquent, dans les deux cas, la rupture obtenue par simulation
est toujours en flexion.

( 1
L % )
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Chapitre 6 Etude comparative

-cas de la poutre courte : L=2.5h

50
40
—e—courbe de
bernoulli
30
=
=3
o —— corbe de
3 timoshenko
—
5 20
G
10
0
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50

fleche (mm)

Figure 6.8 :Courbe charges-déplacements L= 2,5h

On constate qu’il y a une légére différence entre les deux courbes qui est due aux
déformations de cisaillement. Ceci montre que l'influence des déformations de cisaillement
devient trés faible.

-cas de la poutre élancée : L=4h

30
A kA
25
—@— courbe de
20 timoshenko
=
=3
% 1> — & — courbede
et bernoulli
NS,
10
5
0
0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00

fleche (mm)

Figure 6.9 : Courbe charges-déplacements L=4h
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Chapitre 6 Etude comparative

-cas de la poutre élancée : L=10h

12
10

8 —@— courbe de
timoshenko

— -A- courbede
bernoulli

force P (KN)
(e)]

0,00 5,00 10,00 15,00 20,00 25,00 30,00

fleche (mm)

Figure 6.10 : Courbe charges-déplacements L=10h
Constatations :

Dans le cas des poutres élancées (L=4h et L=10h), linfluence des déformations de
cisaillement devient négligeable. En effet, dans les deux cas, les courbes obtenues par les
deux calculs sont pratiquement confondues.

. , . 5 . ,
Sur la figure 6.7, on a tracé la variation de ?T en fonction de I’élancement :

9%
8%
7%

6% —@— contribution
de la fleche
5% de
cisaillement
alafleche
totale

4%

3%

2%

contribution a la fleche de flexion %

1%

0%
0 1,5 3 4,5 6 7,5 9 10,5
|'élancement

Figure 6.11 : Contribution de la fleche de cisaillement a la fleche totale en fonction de %
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Chapitre 6 Etude comparative

o7 : La fleche de cisaillement
6 :Lafleche de flexion (fleche totale)

Constatations :

La courbe représentée sur la figure 6.7, montre |’évolution de la contribution des
déformations de cisaillement a la fleche totale, calculée I'approche de la charge maximale.

Cette contribution est notable pour une poutre trés courte ( de I'ordre de 8% de la fleche
totale). Elle diminue avec I'élancement et devient trés faible ( de I'ordre de 0.5% de la fleche
totale) pour un élancement L 4,5> h environ.

( 1
L % )
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Conclusion générale

Dans les ossatures de batiments, les éléments structuraux (poutres, poteaux, portiques) peuvent étre
soumis simultanément a des sollicitations de flexion et d’effort tranchant.

Les déformations et déplacements engendrés par le cisaillement sont négligeable dans les éléments
élancé mais devient important voir prépondérant dans les éléments courts ou peut élancés.

Dans le cadre de ce travaille on s’est intéressée a la modélisation et a la simulation des éléments
d’ossatures en se basant sur deux modeles :

-Le modeéle de Navier Bernoulli, négligent complétement les déformations de cisaillement.

-le modeéle de Timoshenko, pour les éléments courts, tenant en compte les déformations de
cisaillement.

Une étude comparative entre les deux modeles est réalisée en considérant comme parametre essentiel
I’élancement.

Dans le domaine de comportement linéaire, on a effectué deux type de calcule.
-un calcule analytique.
-un calcule par simulation numérique.

Dans le domaine non linéaire, I’étude est effectuée on utilisant deux programmes de simulation
numérique.

-Le programme poutre-mince2 permet la simulation de comportement non linéaire jusqu'a la
rupture, d’un élément fléchie de type poutre.

-le programme poutre_timoshenko2 permet la simulation de comportement numérique en
flexion jusqu'a la rupture en tenant compte des déformations de cisaillement.

Les résultats des calculs montrent que les déformations de cisaillement restent négligeables pour les
élément élancés de I'ordre de 0,5 % pour un élancement de .= 4,5h mais augmentent sensiblement

(14 , L
pour les éléments courts de I'ordre de 8 % pour un élancement de - =1,5h.

En perspective, on propose de compléter ce travaille par une étude comparative en considérant le
mode de fissuration et de rupture en flexion et également a I'effort tranchant ceci en considérant
d’autres parametre d’étude tel que la forme de la section, le ferraillage transversale ...etc.
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ANNEXE A

Présentation du programme poutre_mince2 :

Ce programme élaboré en langage Fortran 90. |l permet la simulation numérique du
comportement statique non linéaire jusqu’a rupture d’une structure plane,constituée
d’éléments poutres en béton arme.

A.1-Organigramme général du bloc calcul :

Bloc_calkul
opfile |
it |— Dim_tab
|__. Sub_kid
— Dim_tabh
— entre_gmvité
Load p= f . i
hatrie_passapge
Equivalent_node
— Produit_rmat_vec
Increm |
Alpor |
Assemb_load |
— Stifbl | - -
. ’ Elem_stiff p——  layer }— n@atériau
- Matrce_passage
Produit_matnce
—  Assemb_stifbl
——  Solve_gauss
] Residu_refirbl —r— Pmoduit_mat_vec
_. Layer2
— Conwer ¢
-1 Outpuf

Figure A.1 : Organigramme détaillé du bloc calcul.
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A.2-Description des différentes subroutines :

Dans ce qui suit, on décrit brievement les différentessubroutines constituant le
programme poutre _mince :

1-Subroutines opfile :

Ouverture du fichier de données finp et création du fichier des résultats fout.
2-Subroutines input :

Lecture des principales données du probléme.

3-Subroutines dim _ tab (itab) :

Dimensionnement et initialisation des tableaux et vecteurs.

4- Subroutinessub _kld :

Calcul du vecteur kld de localisation des débuts de colonnes dans la matrice de
rigidité globale (stockage en ligne de ciel)

5-Subroutine centre _ gravite :

Calcul de la position du centre de gravité de la section par rapport a I'axe de
référence.

6-Subroutine loadps :

Lecture du chargement puis évaluation des forces nodales, pour chaque élément dans
le vecteur "rload".

7-Subroutine équivalent—node :

Calcul du vecteur des forces nodales équivalentes dues aux charges réparties sur
I’élément en cours.

8-Subroutine matrice—passage :

Calcul de la matrice de passage.

9-Subroutine produit_ matrice :

Calcul du produit de deux matrices A (Ix m) * B (mxn)
10-Subroutine produit_ mat_vect :

Calcul du produit d’une matrice par un vecteur A (I x m) * v (m)
11-Subroutine increm :

Lecture et incrémentation du chargement appliqué.
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12- Subroutinealgor :

Calcul du parametre kresl de I'algorithme de résolution en fonction de la valeur du
parametre nalgo.

13- Subroutineassemb_load :
Assemblage du chargement dans le vecteur global « gload ».

14-Subroutine stifbl :

......

......

2 nceuds.

16-Subroutine assem_stifbl :

Assemblage des matrices élémentaire dans la matrice globale. « gstif » (en ligne de ciel)
17-Subroutine layer :

calcul des valeurs EA, ES, et El par intégration sur la hauteur de la section
transversale de I'élément en cours.

18-Subroutine solve_gauss :

Résolution du systeme d’équations par la méthode d’élimination de gauss (la matrice de
rigidité étant stockée en ligne de ciel), cumul des déplacements et réactions.

19-Subroutine residu_reforbl :
Calcul des forces nodales équivalentes
20-Subroutine layer 2 :

Calcul des valeurs des efforts N et M au point igauss de la section transversale de I’'élément
en cours.

21-Subroutine matériau :

Loi de comportement relation contrainte — déformation.
22-Subroutine conver :

Test de convergence pour le calcul itératif. 23-Subroutine output :
Sortie des résultats :

- Déplacements nodaux

- Efforts internes N, T, M.
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- Réactions aux appuis.

-Exemple fichier de donnée

début_titre

S

S essai de Low et Moehle 1987 cite par spacone

S console en beton arme, soumise a la flexion simple
S discretisation en 16 elements

fin_titre

donnees_globales

1716 11 3 12101021

elements
11112

2 112 3
3 113 4
4 114 5
51156

6 116 7
7 117 8
8 118 9
9 119 10

10 11 10 11

11 11 11 12

12 11 12 13

13 11 13 14

14 11 14 15

15 11 15 16

16 11 16 17

coordonnees
10 O
2 32.124 0.
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3 64.248 0.

4 96.372 0.

5 128.496 0.
6 160.62 0.

7 192.744 0.
8 224.868 0.
9 256.992 0.
10 289.116 0.

11 321.24 0.

12 353.364 0.
13 385.488 0.
14 417.612 0.
15 449.736 0.

16 481.86 0.

17 514. 0.
section

1127. 1 3

165. 165. 0. 127. 1
35. 283.52 2

63.5 14176 2

92. 283.52 2

conditions_limites

1 111 0. 0. O

materiaux

1 2 33000. 0.2 42.13 40. 0.002 0.0035 3.05 0.001 1 3
2 3 200000. 0.3 447.5 500. 0.010 0. 0. 0. O. 0.
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charges

10

charges_nodales

1
17 0. -10000. O.
increment

0.5 0.05 100 2

0.5 0.05 100 2

0.5 0.05 100 2

0.5 0.05 100 2

0.5 0.05 100 2

0.1 0.05 100 2

0.05 0.05 100 2
0.02 0.05 100 2
0.01 0.05 100 2
0.005 0.05 100 2
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ANNEXE B

Présentation du programme poutre_timoshenko2 :

Ce programme élaboré en langage Fortran 90. |l permet la simulation numérique du
comportement statique non linéaire jusqu’a rupture d’une structure plane tenant
compte des déformations de cisaillement, constituée d’éléments poutres en béton
arme.

B.1-Organigramme général du bloc calcul :

Bloc_calcul
opfile |
il |— Dim_tab
! Sub_kkd
. Dim_tab
—  centre_grvité
Load ps f 1
Matrice passapge
Equivalent_node
— Produit_nmat_vec
Increm |
Alror |
Assemb_load |
—  stil | -
- Elem_stiff f—  layer I— natériau
- Matrice_passage
Produft_natrice
—  Assemb_stifbl
——  Solve_pauss
| Residu_refirbl . Poduit_nat_vec
_. layer2
— Conver :
— Output]

Figure B.1: Organigramme détaillé du bloc calcul
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B.2-Description des différentes subroutines :

Dans ce qui suit, on décrit brievement les différentes subroutines constituant le
programme poutre _mince :

1-Subroutines opfile :

Ouverture du fichier de données finp et création du fichier des résultats fout.
2-Subroutines input :

Lecture des principales données du probléme.

3-Subroutines dim _ tab (itab) :

Dimensionnement et initialisation des tableaux et vecteurs.

4- Subroutinessub _kid :

Calcul du vecteur kld de localisation des débuts de colonnes dans la matrice derigidité
globale (stockage en ligne de ciel)

5-Subroutine centre _ gravite :
Calcul de la position du centre de gravité de la section par rapport a I'axe deréférence.
6-Subroutine loadps :

Lecture du chargement puis évaluation des forces nodales, pour chaque élémentdans le
vecteur "rload".

7-Subroutine équivalent—node :

Calcul du vecteur des forces nodales équivalentes dues aux charges réparties surl’élément
en cours.

8-Subroutine matrice—passage :

Calcul de la matrice de passage.

9-Subroutine produit_ matrice :

Calcul du produit de deux matrices A (I x m) * B (mxn)
10-Subroutine produit_ mat_vect :

Calcul du produit d’une matrice par un vecteur A (I x m) * v (m)
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11-Subroutine increm :
Lecture et incrémentation du chargement appliqué.
12- Subroutinealgor :

Calcul du parametre kresl de I'algorithme de résolution en fonction de la valeur duparameétre
nalgo.

13- Subroutineassemb_load :
Assemblage du chargement dans le vecteur global « gload ».

14-Subroutine stifbl :

......

......

2 noeuds.

16-Subroutine assem_stifbl :

Assemblage des matrices élémentaire dans la matrice globale. « gstif » (en ligne deciel)
17-Subroutine layer :

calcul des valeurs EA, ES, et El par intégration sur la hauteur de la sectiontransversale de
I’élément en cours.

18-Subroutine solve_gauss :

Résolution du systéeme d’équations par la méthode d’élimination de gauss (la matricede
rigidité étant stockée en ligne de ciel), cumul des déplacements et réactions.

19-Subroutine residu_reforbl :
Calcul des forces nodales équivalentes
20-Subroutine layer 2 :

Calcul des valeurs des efforts N et M au point igauss de la section transversale del’élément
en cours.

21-Subroutine matériau :

Loi de comportement relation contrainte — déformation.
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22-Subroutine conver :

Test de convergence pour le calcul itératif.
23-Subroutine output :

Sortie des résultats :

- Déplacements nodaux

- Efforts internes N, T, M.

- Réactions aux appuis.

-Exemple fichier de donnée

début_titre

$

S essai de Low et Moehle 1987 cite par spacone

S console en beton arme, soumise a la flexion simple
S discretisation en 16 elements

fin_titre

donnees_globales

1716 1 1 31210102
elements

111 2

2123

91 9 10
101 10 11
111 11 12

121 12 13

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

131 13 14

141 14 15

151 15 16

161 16 17

coordonnees

10 O

2 32.124 0.

3 64.248 0.

4 96.372 0.

5 128.496 0.
6 160.62 0.

7 192.744 0.
8 224.868 0.
9 256.992 0.
10 289.116 0.

11 321.24 0.

12 353.364 0.
13 385.488 0.
14 417.612 0.
15 449.736 0.

16 481.86 0.

17 514. 0.
section

1127. 1 3 1

165. 165. 0. 127. 1
35. 283.52 2

63.5 14176 2

92. 283.52 2
0.0053 0.0053 2 2

conditions_limites
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1 111 0. 0. 0.

materiaux

1 2 33000. 0.2 42.13 40. 0.002 0.0035 3.05 0.001 1 3
2 3 200000. 0.3 447.5 500. 0.010 0. 0. 0. O. 0.
charges

10

charges_nodales

1
17 0. 10000. 0.
increment

0.5 0.05 100 2
0.5 0.05 100 2
0.5 0.05 100 2
0.5 0.05 100 2
0.5 0.05 100 2
0.1 0.05 100 2
0.1 0.05 100 2
0.1 0.05 100 2
0.1 0.05 100 2

0.1 0.05 100 2
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