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Introduction générale

Nous faisons tous de l’optimisation, dans notre vie quotidienne, nous
cherchons à optimiser notre travail, nos espaces de rangement, ou encore le
trajet que nous aurons à parcourir pour nous rendre quelque part, etc.

On cherche une meilleure solution aux problèmes qui jalonnent notre
existence.

De manière générale, l’optimisation va donc consister à trouver cette
meilleure solution. Comme nous le rappelle, l’adage populaire selon lequel :
" Les mathématiques permettent de mettre le monde en équation, il peut être
tracé un parallèle entre l’optimisation quotidienne et celle la plus technique
que l’on retrouve en sciences. En mathématique, la meilleure solution Se re-
cherche au sein d’un domaine initial.

L’optimisation recouvre l’étude des critères d’optimalité pour les diffé-
rents problèmes, la détermination des méthodes algorithmiques pour résoudre
les problèmes.

Le contenu est divisé en quatre chapitres :

Le premier chapitre est un chapitre de généralités qui permet de définir
l’ensemble de notations, dont nous aurons besoin dans la suite. Nous pré-
sentons les principales définitions, éléments d’analyse convexe et d’algèbre,
matrice, différentiabilité...

Le deuxième chapitre est consacré à la présentation des différentes mé-
thodes d’optimisation pour les problèmes différentiables.

Le troisième chapitre est consacré à l’optimisation non différentiable

À la fin, dans le dernier chapitre, on terminera par quelques applications
sur les différentes méthodes.

1



1Notions principales de base

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous identifions les propriétés de la fonction objectif,
on va présenter quelque notions de base essentielles d’analyse et d’algèbre qui
seront utiles dans le développement de la théorie et des algorithmes et on va
introduire une notion qui joue un rôle très important, celle de la convexité des
fonctions et des ensembles.

1.2 Convexité

1.2.1 Ensembles convexes

Une partie C ⊂ V est convexe si : ∀(x, y) ∈ C2, ∀λ ∈ [0, 1] :

λx + (1 − λ)y ∈ C

Figure 1.1 – En haut : Quelques exemples d’ensembles convexes. En bas : Quelques Exemples
non convexes

2



Chapitre 1. Notions principales de base

1.2.2 Fonctions convexes

Définition 1.2.2.1

On appelle une fonction de plusieurs variables à valeurs réelles une fonc-
tion :
f : Rn −→ R pour x = (x1, .., xn)t ∈ Rn, f (x) = f (x1, .., xn) ∈ R

Définition 1.2.2.2

Une fonction f : Rn −→ R est continue au point x = (x1, .., xn)t ∈ Rn si
et seulement si pour tout ε > 0 il existe α > 0 tel que pour tout :

y = (y1, .., yn)
t ∈ Rn

∥y − x∥ ≤ α =⇒ | f (y)− f (x)| ≤ ε

Définition 1.2.2.3

Une fonction f : Rn −→ R est dite convexe sur un ensemble D convexe si
elle vérifie : ∀(x, y) ∈ D

∀λ ∈ [0, 1]
f ((1 − λ)x + λy) ≤ (1 − λ) f (x) + λ f (y)

1.3 Différentiabilité

Soit f : Rn −→ R une fonction continue.

1.3.1 Dérivée partielle

La dérivée partielle de f en x par rapport a xi également notée ∂ f (x)/∂xi si
elle existe est

fxi =
∂ f (x)

∂xi
= lim

αi→0

f (x1, .., xi + αi, ...xn)− f (x1, x2, ..xi, ...xn)

αi

1.3.2 Gradient

Si F est différentiable alors on définie le gradient de F en x par :

▽F(x) = g(x)

g(x) : Rn −→ R

Si toutes les dérivées partielles existent alors :

g(x) = [
∂F(x)

∂xi
]i=1,..,n =


∂F(x)

∂x1
...

∂F(x)
∂xn


Exemple :

Le gradient de la fonction F(x1, x2, x3) = 3x2
1 + 4x3x2 + x2

2

▽F(x) = (6x1; 4x3 + 2x2; 4x2)

3



Chapitre 1. Notions principales de base

1.3.3 Dérivée directionnelle

Définition 1.3.1 :

La dérivée directionnelle de f en x dans la direction de d ∈ Rn est :

fd(x) = lim
α→0+

f (x + αd)− f (x)
α

1.3.4 Fonction différentiable :

Définition 1.3.2 :

Soit a ∈ U ouver de E. On dit que f est différentable en a s’il existe un voi-
sinage V de O dans E, une application linéaire L : E −→ F est une application
ε : V −→ F vérifiant limh→0 ε(h) = 0 tels que, pour tout h ∈ V :

f (a + h) = f (a) + L(h) + ∥h∥ε(h)

L’application L, si elle existe est unique et s’appelle la différentielle de f en a
(Ou encore application linéaire tangente), on la note d fa.

4



Chapitre 1. Notions principales de base

1.3.5 Matrice jacobienne :

Définition 1.3.5.1.[1]

Soit f : Rn −→ Rm telle que fi : Rn −→ R est différentiable pour tout
i = 1.., m. Dans ce cas f est différentiable et la fonction J f (x) : Rn×m est appelée
matrice gradient et est définie par :

J f (x) = (▽ f1(x)...▽ fm(x))

J f (x) =


δ f1(x)

δx1

δ f2(x)
δx2

. . . δ fm
δx1

...
...

...
δ f1(x)

δxn

δ f2(x)
δxn

. . . δ fm
δxn


1.3.6 Matrice hessienne :

La hessienne de f en x est la matrice carrée, notée H(x) :

H(x) = ▽2 f (x)

f (x) : Rn −→ R

H(x) =
[

δ2 f (x)
δxiδxj

]
i=1..nj=1..n

=


δ2 f (x)

δx2
1

. . . δ2 f (x)
δx1δxn

...
...

...
δ2 f (x)
δxnδx1

. . . δ2 f (x)
δx2

n


1.3.7 Fonction de classe C1 :

Soit f une fonction définie sur un ouvert U de Rn. On dit que f est de classe
C1 si toutes les dérivées partielles de f existent et sont continues sur U.

5



Chapitre 1. Notions principales de base

1.4 Les minimums locaux et globaux :

Définition 1.4.1 (Minimum global)

Soit F : U ⊂ Rn −→ R une fonction
x∗ est le minimum global de F si F(x∗) ≤ F(x) ∀x ∈ U On dit que x∗ est un
minimiseur global de F.

Définition 1.4.2 (Minimum local)

Soit F : U ⊂ Rn −→ R, x∗ est le minumum local de F si
∃ε > 0, ∀x ∈ ]x∗ − ε, x∗ + ε[, F(x∗) ≤ F(x) x∗ est un minimiseur local de F.

1.5 Existance et unicité de la solution :

Théorème 1.5.1 :(Weirstrass)[2]

Si D l’ensemble des solutions est compact non vide de Rn et si f est continue
sur D alors la fonction f admet au moins une solution optimale globale x∗ ∈ D.

1.6 Conditions d’optimalité (sans contraintes)

Soit le programme non linéaire et sans contraintes [2]

(P1)

{
Min f (x)
x ∈ D ⊆ Rn

Oû la fonction f (x) est au moins deux fois continument différentiable.

Définition 1.6.1 :

Soit x ∈ D on dit que y ∈ D est une direction admissible s’il existe α > 0
tel que x + ty ∈ D, ∀t ∈ [0, α]
Soit x∗ un mimumum local de f (x), on a slors nécessairement pour tout t > 0
assez petit
f (x∗ + ty)− f (x∗) ≥ 0, ∀y admissible ceci implique :

lim
t−→0

f (x∗ + ty)− f (x∗)
t

= ▽ f (x∗)y ≥ 0

En particulier, la direction y = −▽ f (x∗) est admissible et on déduit

−∥▽ f (x∗)∥2 ≥ 0 =⇒ ∥▽ f (x∗)∥2 ≤ 0 =⇒ ▽ f (x∗) = 0

6



Chapitre 1. Notions principales de base

Théorème 1.6.1 : (Condition nécessaire du 1er ordre)[3]

Soit x∗ minimum local pour (P1), on a alors ▽ f (x∗) = 0 .
Un point x satisfaisant cette condition est appelé un point stationnaire.
Au deuxième ordre, on obtient :

f (x∗) ≤ f (x∗ + ty) = f (x∗) + t▽ f (x∗)ty +
1
2

t2ytH f (x∗)y + 0(t2)

Quand t tend vers 0 .
Comme x∗ est un minimum local on a :

lim
t−→0

f (x∗ + ty)− f (x∗)
t2 =

1
2

ytH f (x∗)y + lim
t−→0

0(t2)

t2 =
1
2

ytH f (x∗)y ≥ 0

Théorème 1.6.2 : (Condition nécessaire du 2nd ordre)[2]

Soit x∗ un minimum local pour (P1) on a alors :{
▽ f (x∗) = 0
ytH f (x∗)y ≥ 0 ∀y ∈ D

La matrice hessienne au point x∗ est donc semi-définie positive. Ces conditions
ne sont pas suffisantes.

Théorème 1.6.3 : (Condition suffisante du 2nd ordre)[2]

Soit x∗ un point tel que :
▽ f (x∗) = 0

ytH f (x∗)y > 0 ∀y ∈ D

Alors x∗ est un minimum local (Strict) .

Exemple : (Condition d’optimalité sans contrainte)

f (x1, x2) = x2
1 − x3

2

Gradient : ▽ f (x1, x2) =

(
2x1
−3x2

2

)
Hessienne : ▽2 f (x1, x2) =

(
2 0
0 −6x2

)
Point stationnaire ▽ f (x1, x2) = 0{

2x1 = 0
−3x2

2 = 0
=⇒

{
x1 = 0
x2 = 0

=⇒ x∗ =
(

0
0

)
Valeurs propres du hessienne

▽2 f (x∗) =
(

2 0
0 0

)
=⇒

{
α1 = 2
α2 = 0

▽2 f (x) est semi-défini positif.
• x∗ vérifie les conditions de minumum local.
• x∗ ne vérifie pas les conditions suffisante de minumum local.
=⇒ x∗ n’est pas un minimum local.

7



Chapitre 1. Notions principales de base

1.7 Conditions d’optimalités (Avec contraintes)

Soit le programme mathématique (PM)
Min f (x)
gi(x) ≤ 0 i = 1..m
hj(x) = 0 j = 1..p
x ∈ Rn

Ou les fonctions f , gi, hj sont au moins deux fois continûment différentiables. ‘

Définition 1.7.1

Le lagrangien du programme mathématique (PM) est défini par :

L(x, λ, µ) = f (x) +
m

∑
i=1

λigi(x) +
p

∑
j=1

µjhj(x)

‘

Théorème 1.7.1 (Karush-Kuhn-Tucker)[2]

Soit x∗ un minimum local régulier de (PM). Alors il existe les multipli-
cateurs λ∗ ∈ Rm

+ et µ∗ ∈ Rp tels que

▽L(x∗, λ∗, µ∗) = ▽ f (x∗) +
m

∑
i=1

λ∗
i ▽gi(x∗) +

p

∑
j=1

µ∗
j ▽hj(x∗) = 0

Avec
(▽L(x∗, λ∗, µ∗) = 0) (Condition d’optimalité)
λ∗

i ▽gi(x∗) = 0 (i = 1..m) (Condition de complémentarité)
λ∗

i ≥ 0 (j = 1..p) (KkT)
gi(x∗) ≤ 0 (i = 1..m)
hi(x∗) = 0 (j = 1..p)
Sont les conditions nécessaires du premier ordre.

Remarque :

1. Si les contraintes ne sont pas qualifiées en x∗, les conditions de KKT ne
s’appliquent pas (x∗ peut être optimale sans vérifier ces conditions).

2. Si (PM) est convexe, les conditions de KKT sont à la fois nécessaires et
suffisantes pour que x∗ soit minimum global.

Soit I(x∗) = {i|i = 1..m, gi(x∗) = 0} l’ensemble des indices des contraintes
d’inégalités actives au point x∗.

Définition 1.7.2 :

On définit un espace tangent T(x∗) au point x∗ d’un problème (PM) par :

T(x∗) = {y ∈ Rn : ▽gi(x∗)ty ≤ 0, i ∈ I(x∗) et ▽hj(x∗)ty = 0 j = 1..p}

8



Chapitre 1. Notions principales de base

Théorème 1.7.2 (Conditions nécessaires du 2nd ordre)[2]

Soit x∗ un minimum local régulier de (PM) . Alors, il existe des multipli-
cateurs λ∗ ∈ Rm

+ et µ∗ ∈ Rp tel que :
Les conditions de KKT sont satisfaites .
ytHL(x∗, λ∗, µ∗)y ≥ 0, ∀y ∈ T(x∗)(Hessienne semi-définie positive).

Théorème 1.7.3 : (Conditions suffisante du 2nd ordre)[2]

S’il existe des multiplicateurs λ∗ ∈ Rm
+ et µ∗ ∈ Rp tel que :

Les conditions de KKT sont satisfaites .
ytHL(x∗, λ∗, µ∗)y > 0 ∀y ∈ T(x∗) .
T(x∗) est toujours un espace tangent du problème (PM) au point alors x∗ qui
est un minimum local strict de (PM).

Exemple : (Condition d’optimalité avec contrainte)

Soit P le problème de minimisation avec les contraintes suivantes :

min
x∈U

(x1 − 1)2 + x2 − 2

U = {x ∈ R2/x2 − x1 − 1 = 0, x1 + x2 − 4 ≤ 0}

1 Vérifier les conditions de 1er ordre et donner la solution optimale.
On a le langrangien usuel associé à P est :

L(x, λ, µ) = f (x) +
m

∑
i=1

λihi(x) +
p

∑
j=1

µjgj(x)

L(x, λ, µ) = (x1 − 1)2 + x2 − 2 + λ1(x2 − x1 − 1) + µ1(x1 + x2 − 4)

▽x L(x, λ, µ) =

(
2(x1 − 1)

1

)
+ λ1

(
−1
1

)
+ µ1

(
1
1

)
▽x L(x, λ, µ) =

(
2(x1 − 1)− λ1 + µ1

1 + λ1 + µ1

)
▽2

xx L(x, λ, µ) =

(
2 0
0 0

)
= HL

Les KKT sont :

Cas 1 :

Les contraintes x1 + x2 − 4 < 0 =⇒ inactive µ∗
1 = 0

x2 − x1 − 1 = 0 =⇒ active
2(x∗1 − 1)− λ∗

1 = 0 .. 1

1 + λ∗
1 = 0 .. 2

x∗2 − x∗1 − 1 = 0 .. 3

9



Chapitre 1. Notions principales de base


2x∗1 − 2 − λ∗

1 = 0 .. 1

1 + λ∗
1 = 0 .. 2

x∗2 − x∗1 − 1 = 0 .. 3

=⇒


2x∗1 = 2 + 1 .. 1

λ∗
1 = −1 .. 2

x∗2 = x∗1 + 1 .. 3

1 =⇒ 2x∗1 = 1 =⇒ x∗1 = 1
2

3 =⇒ 2x∗2 = 1
2 + 1 = 3

2

x∗1 =
1
2

; x∗2 =
3
2

; λ∗
1 = −1 ; µ∗

1 = 0

Cas 2 :

Les contraintes x1 + x2 − 4 = 0 active µ∗
1 ≥ 0

x2 − x1 − 1 = 0

On obtient le système suivant :
2x∗1 − 2 − λ∗

1 + µ∗
1 = 0 .. 1

1 + λ∗
1 + µ∗

1 = 0 .. 2

x∗2 − x∗1 − 1 = 0 .. 3

x∗1 + x∗2 − 4 = 0 .. 4

1 + 2 =⇒ 2x∗1 − 2+ 2µ∗
1 + 1 = 0 =⇒ 2x∗1 − 1+ 2µ∗

1 = 0 =⇒ 2µ∗
1 = 1− 2x∗1 =⇒

µ∗
1 =

1
2
− x∗1 .. 5

3 + 4 =⇒ 2x∗2 − 5 = 0 =⇒ x∗2 =
5
2

4 =⇒ x∗1 = −x∗2 + 4 =⇒ x∗1 =
−5
2

+ 4 =⇒ x∗1 =
3
2

5 =⇒ µ∗
1 =

1
2
− 3

2
=⇒ µ∗

1 = −1

2 =⇒ λ∗
1 = −µ∗

1 − 1 =⇒ λ∗
1 = 1 − 1 = 0

Donc x∗1 = 3
2 x∗2 = 5

2 ; λ∗
1 = 0, µ∗

1 = −1 =⇒ (Impossible car µ∗
1 ≥ 0)

On a : f (x) = (x1 + 1)2 + x2 − 2

H f =

(
2 0
0 0

)
D.P donc f est convexe.

h(x) = x2 − x1 − 1 est convexe (Car h(x) est linéaire)
g(x) = x1 + x2 − 4 est convexe (Car g(x) est linéaire)
Donc KKT sont suffisantes pour que x∗ soit un minimum de f sur U donc

x∗ =
[ 1

2
3
2

]
est solution optimale de P et la valeur optimale de P est :

f (x∗) = f
[ 1

2
3
2

]
=

[ 1
2 − 1

]2
+

[ 3
2

]
− 2 = −1

4
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2Quelques méthodes et

algorithmes d’optimisation

différentiable

Introduction

Dans ce chapitre nous allons présenter quelques méthodes d’optimisa-
tion ainsi que leur algorithmes les plus utilisés dans la pratique. Parmi les
méthodes on trouve la méthode de gradient et de Newton, qui sert à résoudre
les problèmes d’optimisation différentable.

2.1 Méthode d’optimisation différentiable

2.1.1 Méthode de Gradient

Définition 2.2.1.1 (Algorithmes)

Un algorithme est défini par une application (A) de Rn dans Rn permet-
tant la génération d’une suite d’élements de Rn par la formule :{

x0 ∈ Rn donné k = 0 Etape d′initialisation
xk+1 = A(xk), k = k + 1 Iteration k

Écrire un algorithme n’est ni plus ni moins que se donner une suite (xk)k∈N
de Rn , étudier La convergence de l’algorithme, c’est étudier la convergence de
la suite (xk)k∈N .

2.2 Méthode de Gradient :

la méthode (Ou algorithme) du gradient fait partie de la classe la plus
grande des méthodes appelées méthodes de descente. On veut minimiser
une fonction f Pour cela on se donne un point de dépat arbitraire x0 pour
construire l’itération suivante x1 il faut penser qu’on veut se rapprocher du
minimum de f , on veut donc que f (x1) < f (x0). On cherche alors x1 sous la
forme x1 = x0 + σ0d0 où d0 ∈ Rn et σ0 > 0. En pratique donc, on cherche
d0 et σ0 pour que f (x0 + σ0d0) < f (x0). Quand d0 existe on dit que c’est une
direction de descente et σ0 est le pas de descente. La direction et le pas de
descente peuvent être fixés ou changer d’itération. Le schéma général d’une
méthode de descente est le suivant :

11
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{
x0 donné dans Rn

xk+1 = xk + σkdk, avec dk ∈ Rnet σk > 0

Où fk et dk choisis de telle sorte que f (xk + σkdk) ≤ f (xk) une idée pour
trouver la direction de descente est de faite un développement de Taylor de f
au premier ordre au voisinage de xk+1 est donné par :

f (xk+1) = f (xk + σkdk) = f (xk) +▽ f (xk)dk + 0(σkdk)

Or puisque l’on désire avoir : f (xk+1) ≤ f (xk) une solution évidente consiste
à prendre : dk = −▽ f (xk) La méthode ainsi obtenue s’appelle méthode de
gradient. Donc le schéma général de la méthode est :

x0 donné dans Rn

xk+1 = xk − σk▽ f (xk) avec σk > 0

Algorithme du Gradient [10]

1. Initialisation
k = 0 : choix de x0 et de σ0 > 0
2. Itération k
Le pas σk est choisi constante ou variable
xk+1 = xk − σk▽ f (xk)
3. Critère d’arrêt
Si ∥xk+1 − xk∥ < ε STOP
Si non, on pose k = k + 1 et on retourne à 2.

Théorème 2.1 [4]

Soit f une fonction de classe C1 de Rn dans R, x∗ est un minimum de f
supposons que :

1. f est α-elliptique ; c’est à dire :

∃ α > 0, ∀(x, y) ∈ Rn × Rn⟨▽ f (x)−▽ f (y), x − y⟩ ≥ α∥x − y∥2

2. L’application ▽ f est Lipchitzienne, c’est a dire :

∃L > 0, ∀(x, y) ∈ Rn × Rn∥▽ f (x)−▽ f (y)∥ ≤ L∥x − y∥

S’il existe deux réels a et b tels que 0 < a < σk < b < 2α2

L2 pour tout k ≥ 0 alors
la méthode du gradient converge pour tout choix de x0 de façon géométrique
c’est à dire :

∃ β ∈]0, 1[, ∥xk − x∗∥ ≤ βk∥x0 − x∗∥

Méthode du gradient à pas fixe :

La méthode du gradient à pas fixe est définie par x0 donné dans R

xk+1 = xk − σ▽ f (xk)

c’est une méthode de descente utilisant un pas fixe σk = σ (Indépendant de
k) la convergence de la méthode est assurée sous les hypothèses du théorème
précédent en particulier pour un choix de pas σ vérifiant :

0 < σ <
2α

L2

C’est la méthode la plus simple à utiliser.
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Exemple 2.1

Soit la fonction f définie de R dans R par :

f (x) = 2x2 + 3x − 1

L’algorithme de descente est comme suit :{
x0 donné dans R

xk+1 = xk + σdk

f est différentiable donc : dk = −▽ f (x) = − f ′(x) = −(4x + 3) D’où :{
x0 donné dans R

xk+1 = xk − σ f ′(xk)

Calculons donc le pas σ on a :

|▽ f (x)−▽ f (y)| = |(4x + 3)− (4y + 3)| = |4(x − y)| ≤ 4|x − y|

Donc ▽ f est Lipchitzienne de constante L = 4 et :

⟨▽ f (x)−▽ f (y), x − y⟩ = ⟨4(x − y).(x − y)⟩ = 4(x − y)2 ≥ 4|x − y|2

Donc f est α-elliptique avec α = 4
Comme σ ∈]0, 2α

L2 [ donc σ ∈]0, 1
2 [ si on pose x0 = −0.75, σ = 0, 1

Itération 1 :

x1 = x0 − σ f ′(x0) = −0, 75 − 0, 1(4 × (−0.75) + 3) = −0, 75

D’où x1 = −0, 75
Critère d’arrêt : |x1 − x0| = 0 < ε STOP.

Méthode du gradient à pas optimal [10]

ici on choisit à chaque étape σk de façon que :

f (xk − σk▽ f (xk)) = min
σ∈R

f (xk − σ▽ f (xk))

Théorème 2.2

Si f est α-elliptique sur Rn si ▽ f est uniformément lipchitzien de
constante de lipchitz, l’algorithme de gradient à pas optimal est bien défini
et converge vers la solution optimale.

Remarque 2.1

Les directions de descente sont orthogonales, c’est à dire :

⟨▽ f (xk),▽ f (xk+1)⟩ = 0
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Cas d’une fonction quadratique :

Ici la fonctionnelle f est quadratique sur R

f (v) =
1
2
⟨Av, v⟩ − ⟨b, v⟩

Où la matrice A est symétrique définie positive. La solution x du problème
de minimisation vérifier Ax = b.
On appellera résidu à l’étape k la quantité rk = Axk − b.
On prend ici une direction de descente dk quelconque dans Rn, non orthogo-
nale de rk. A chaque étape, le pas optimal σk est donné par :

σk =
⟨rk, dk⟩
⟨Adk, dk⟩

Et l’ont a ⟨rk+1, dk⟩ = 0
Notons E(v) = 1

2 ⟨A(v − u), v − u⟩ on a alors

E(xk+1) = (1 − γk)E(xk)

Avec

γk =
1
2

⟨rk, dk⟩2

⟨Adk, dk⟩⟨A−1rk, rk⟩
Puisque la quantité γk est par construction telle que 0 ≤ γk ≤ 1 on a l’estima-
tion suivante :

⟨ rk

∥rk∥
,

dk

∥dk∥
⟩2 ≥ µ > 0

Alors γk ≥ γ = µ
K(A)

(Où K(A) est le conditionnement de A. C’est à dire le
rapport de la plus grande et la plus petite valeur propre ) et donc

E(xk+1) = (1 − γ)E(xk)

On dit que la méthode converge linéairement.

2.2.1 Méthode de Newton

L’algorithme de Newton en optimisation est une application directe de
l’algorithme de Newton pour la résolution d’équation du type f (x) = 0. En
optimisation sans contrainte l’algorithme de Newton cherche les solutions de
l’équation ▽ f (x∗) = 0. Ceci est une équation non linéaire (Ou plutôt un sys-
tème d’équations non linéaires) dans R et nous allons utiliser la méthode de
Newton pour la résoudre. Toute fois nous n’obtiendrons que les points critiques
de f : Il faudra vérifier que se sont bien les minima. ici f = ▽ f est bien une
fonction de Rn dans Rn. La dérivée de f n’est autre que la matrice hessienne
de f : H(x) = ▽2 f (x).

Algorithme de Newton [11]

1. Initialisation
k = 0 : Choix de x0
2. Itération k
xk+1 = xk − [▽2 f (xk)]

−1▽ f (xk)
3. Critère d’arrêt
Si |xk+1 − xk| < ε STOP.
Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne à 2.

14



Chapitre 2. Quelques méthodes et algorithmes d’optimisation différentiable

Remarque 2.2 :

Si le point x1 est assez proche de la solution optimale locale x∗ telle que
H(x∗) soit définie positive alors l’algorithme de Newton converge de façon
quadratique vers la solution x∗ c’est à dire :

∥xk+1 − x∗∥ ≤ γ∥xk − x∗∥2 γ ≥ 0

Exemple 2.2

Soit f : R2 −→ R une fonction définie par :

f (x1, x2) = x2
1 + x2

2 − x1 − 2x2

Soit x0 =

(
x0

1
x0

2

)
=

(
2
3

)
on trouve les itérations 1 et 2 par la méthode de Newton

d’optimisation
x0donné

xk+1 = xk − (▽2 f (x∗))−1▽ f (x∗)

On a

▽ f (x0
1, x0

2) =

(
2x0

1 − 1
2x0

2 − 2

)
=

(
3
4

)
▽2 f (x0

1, x0
2) =

(
2 0
0 2

)
On pose dk = −(▽2 f (xk

1, xk
2))

−1▽ f (xk
1, xk

2) alors :{
x0 donné dans R

xk+1 = xk + dk

▽2 f (xk
1, xk

2)d
k = −▽ f (xk

1, xk
2) donc

▽2 f (x0
1, x0

2)d
0 = −▽ f (x0

1, x0
2)

Alors (
2 0
0 2

)(
d0

1
d0

2

)
=

(
−3
−4

)
=⇒ 2d0

1 = −3 2d0
2 = −4

D’où (d0
1 = − 3

2 , d0
2 = −2) =⇒ d0 =

(
− 3

2
−2

)
ce qui donne :

x1 = x0 + d0 =

(
2
3

)
+

(
− 3

2
−2

)
=

( 1
2
1

)

x2 = x1 + d1 =

( 1
2
1

)
+

(
0
0

)
=

( 1
2
1

)
Ainsi le point

( 1
2
1

)
est la solution exacte de la fonction f .
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2.2.2 Méthode du Gradient conjugué

Méthode du Gradient conjugué, cas linéaire [11]

La présentation de l’algorithme précédents montre qu’en réalité on ne
calcule pas les extrema d’une fonction mais les points stationnaires (Ou points
critiques) où F est quadratique nous avons vu que cela revient à résoudre
un système linéaire : Ax = b. Nous allons donc présenter ici une méthode
de résolution d’un système linéaire issue de la théorie de l’optimisation et
convergente dans le cas des matrices symétriques définies positives. Dans ce
cas l’application qui au couple (x, y) associe le produit scalaire sur R qu’on
note (x, y)A. La méthode qui suit est une méthode de descente inspirée de la
méthode du gradient. La direction de descente dk n’est plus égale au gradient
gk = ▽ f (xk) = Axk − b : Le gradient gk est "Corrigé "de façon que toutes les di-
rections obtenues soient orthogonales (ou conjuguées) pour le produit scalaire
(., .)A.Plus précisément on pose :

dk = gk + αkdk−1 Tel que (dk, dk−1)A = 0

Algorithme du Gradient conjugué [10]

1. Initialisation
k = 0 choix de x0 ∈ Rn et calcule de g0 = Ax0 − b
2. Itération k
a) Si gk = 0 STOP
b) Sinon :

• dk =

{
g0 si k = 0
gk + αkdk−1 si k ≥ 0

Avec αk =

∥∥∥▽ f ((a, b)k)
∥∥∥2

∥∥∥▽ f ((a, b)k+1)
∥∥∥2

• σk =
⟨gk ,dk⟩
⟨Adk ,dk⟩

• xk+1 = xk − σkdk
• gk+1 = Axk+1 − b

c) k = k + 1

Theoreme 2.3 [5]

La méthode du gradient conjugué trouve le minimum d’une fonction qua-
dratique F, où A est symétrique definie positive, en au plus n itérations ou n
est l’ordre de A

2.2.3 Méthode de quasi Newton

1.2.4.1 Méthode de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno (BFGS) [1]

La formule de mise à jour de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno est une
formule de correction de rang deux, qui s’obtient à partir de la formule DFP
en intervertissant les rôles de Sk et yk. La formule obtenue permet de mettre à
jour Bk de hessienne lui même et non de son inverse.Exigera que posée dans
les mêmes propriétés, à savoir Bk+1 reste définie positive si Bk l’est et bien sur
l’équation d’approximation de quasi Newton doit être vérifiée, c’est à dire :

Bk+1Sk = Yk
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On obtient donc

Bk+1 = Bk +
YkYT

k

YT
k Sk

−
BkSkST

k Bk

ST
k BkSk

Algorithme de quasi Newton

initialisation :
k =0

itérations :
.Calculer dk = −Bk▽ f (xk) avec B0 = I
. Déterminer αk en appliquant la recherche linéaire avec α0 = 1
. xk+1 = xk + αkdk
.k=k+1

Mettre à jour

Bk+1 = (I −
SkYT

k

ST
k yk

)Bk(I −
SkYT

k

ST
k yk

) +
SkST

k
Skyk

Avec
Sk = xk+1 − xk et

Yk = ▽ f (xk+1)−▽ f (xk)

critère d’arrêt
Si |▽ f (xk)| ≤ ϵ alors x∗ = xk
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3Quelques méthodes

d’optimisation non

différentiables

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux méthodes d’optimisation
adaptées aux cas où la fonction f à minimiser est convexe mais non diffé-
rentiable .
De manière générale les méthodes pour l’optimisation non différentiables sont :
La méthode de sous gradient, la méthode de sous gradient projeté, et les mé-
thodes de faisceaux.

3.2 Sous gradient et sous différentiel

Définition 3.2.1 [4]

Soit une fonction convexe ϕ : U −→ R ou U ∈ Rn et un point
x∗ ∈ U. Un vecteur γ est un sous-gradient de ϕ en x∗

si pour tout x ∈ U

ϕ(x) ≥ ϕ(x∗) + ⟨γ, x − x∗⟩

L’ensemble de tout les sous gradients en x∗ est appelé sous différentiel de ϕ
en x∗ et noté ∂ϕ(x∗)

3.2.1 Règles de calcul sous-différentiel

Lemme 3.2.1 [4]

Soit f une fonction convexe. On a :
i) Si f est différentiable sur son domaine, alors :

∀x ∈ int(dom( f )) ∂ f (x) = ▽ f (x)

ii) Si dom( f ) ⊆ Rn, A : Rn −→ Rn un opérateur linéaire et b ∈ Rn, alors la
fonction ϕ(x) = f (Ax + b) est convexe et :

∀x ∈ int(dom(ϕ)), ∂ϕ(x) = AT∂ f (Ax + b)
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iii) Si f (x) = α1 f1(x) + α2 f2(x) avec f1 et f2 convexe sur Rn

et (α1α2) ∈ R+ × R+ alors :

∂ f (x) = α1∂ f1(x) + α2∂ f2(x)

= {γ ∈ Rn, ∃(x1, x2) ∈ ∂ f1(x1)× f2(x2), γ = α1x1 + α2x2}
iv) Soit f : Rn −→ Rn ∪{+∞} une fonction convexe fermée et g : Rn −→ Rn

∪{+∞} une fonction convexe croissante. Notons : h : g ◦ f
Alors ∀x ∈ int(dom( f )).

∂h(x) = {⟨γ1γ2, γ1⟩ ∈ ∂g( f (x)), γ2 ∈ ∂ f (x)}

3.3 Méthode de sous gradient

Parmi les méthodes les plus simples pour résoudre le problème d’opti-
misation non différentiable, on trouve le sous gradient qui est proposé pour
maximiser les fonctions concaves et minimiser les fonctions convexes non né-
cessairement différentiables .

Considérons le problème :

min
x∈X

f (x)

Où X ⊂ Rn et f : X −→ Rn est une fonction convexe mais pas nécessairement
de classe C1.

3.3.1 Direction de descente

Les algorithmes utilisés pour résoudre des problèmes d’optimisation non-
différentiables ne diffèrent pas beaucoup au premier abord, des algorithmes
standards, ils consistent schématiquement en la recherche d’une direction de
descente dl et d’une longueur de pas tl > 0. Le nouvel itéré s’obtient par :
xl+1 = xl + tldl

3.3.2 Condition d’optimalité

Enfin, signalons comme autre caractéristique importante des problèmes
non-différentiables la difficulté d’établir des tests d’arrêts qui soient appli-
cables. Les conditions d’optimalité pour un point x∗ s’écrit à l’aide de l’une
des trois propriétés équivalentes :

i) f (x) ≥ f (x∗) pour tout x ∈ Rn

ii) 0 ∈ ∂ f (x∗)
iii) f ′(x∗, d) ≥ 0 pour tout d ∈ Rn

3.3.3 Algorithme de sous-gradient

Dans cette partie, on s’intéresse aux méthodes de sous-gradient de premier
ordre appliquées à la classe de problèmes suivants :

min
x∈U⊂Rn

f (x)

Où U ⊂ Rn est un ensemble convexe, f est lipschitz de constante L sur U. On
note x∗ un minimiseur du problème. Notons que ce problème n’a pas de raison
particulière d’admettre un minimiseur unique.
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Algorithme de sous-gradient dans le cas sans contrainte : [4]

• Input :
N : Nombre d’itérations
x0 ∈ U : Un point de départ.
• Output :
xN : Une solution approchée.
Begin
for k allant de 0 à N do
Calculer γ ∈ ∂ f (xk)
Recherche linéaire : Chercher un pas Tk > 0 tel que

f (xk − Tk
γk

∥γk∥
) < f (xk)

xk+1 = xk − Tk
γk

∥γk∥
End

3.3.4 Méthode de sous-gradient projeté

Revenons maintenant au problème :

min
x∈X

f (x)

On note Px la projection orthogonale du point x ∈ Rn sur le domaine admis-
sible X. Comme l’ensemble X est convexe, la projection est univaluée. Notons
que la projection est facile à calculer dans le cas de contraintes de type "boite"
mais très difficile à calculer dans la plupart des cas.

Algorithme 2 : Algorithme de sous-gradient dans le cas sans contrainte (U ̸=
Rn)

Input
N : Nombre d’itératio n

x0 ∈ X : Un point de départ
Output
xN : Une solution approchée.
Begin
for k allant de 0 à N do
Calculer γk ∈ ∂ f (xk)
Recherche linéaire : Chercher un pas Tk > 0
tel que

f (xk − T
γk

∥γk∥
) < f (xk)

xk+1 = Px(xk − Tk
γk

∥γk∥
)

End
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Théorème 2.3 : [6]

On note f ∗k = mink∈{0..n} f (xk) et R le diamètre de l’ensemble X.

f ∗k − f ∗ ≤ L
R2 + Σk

i=0h2
i

2Σk
i=0hi

En particulier si hk =
R√

N+1
, on a un taux "optimal" et :

f ∗k − f ∗ ≤ LR√
N + 1

Preuve [6] :
Dans certains cas, nous pouvons exprimer la mise du sous-programme pro-

jeté d’une autre manière. Lorsque U est affine, c’est à dire que U = x|Ax = b
où A est grande et en plein rang, l’opérateur de projection est affine, et donné
par :

P(Z) = Z − AT(AAT)−1(AZ − b)

Dans ce cas nous pouvons simplifier le sous gradient par :

x(k+1) = x(k) − k(L − AT(AAT)−1A)(k)

3.3.5 Choix de Polyak

Polyac [7] a proposé un choix pour la longueur de pas αk = Tk
∥γk∥2 dans

les deux cas suivants :
- Cas ou f ∗ est connue : Il a proposé

αk =
f (xk)− f k

∥γ(k)∥2

- Cas ou f ∗ est inconnue : Il a proposé

αk =
f (xk)− f k + Tk

∥γ(k)∥2

3.4 Méthode des plans sécants et de faisceaux

3.4.1 Les méthodes des plans sécants

La méthode des plans sécants de Kelly [8] est une méthode largement uti-
lisé pour l’optimisation des fonctions convexes non partout différentiables. Elle
consiste à maintenir une approximation de la fonction à optimiser à l’aide de
linéarisations tangentielles en plusieurs points, et a chaque itération, elle dé-
termine le minimum de la fonction approximative et génère au point où ce
minimum et trouver un nouveau. plan tangent qui vient enrichir l’approxima-
tion. Le processus est poursuivi jusqu’à l’optimum cherché soit atteint. Pour
le développement de cette méthode, nous considérons le problème à résoudre
min{g(λ) : λ ≥ 0} avec λi(i = 1..k) et pour déterminer le minimum de cette
approximation on résout le programme linéaire suivant :

(Ps)kminθk

f (λi) + ST
i (λ − λi) ≤ θk i = 1..k
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3.4.2 Méthode de faisceaux

Les méthodes de faisceaux sont considérées parmi les plus efficaces pour la
résolution de problème non-différentiable. Historiquement, les méthode fais-
ceaux sont basées sur la méthode des plans sécants voir [9] pour la minimisa-
tion sans contraintes de fonctionnelle convexe. Le principe est le suivant : au
lieu de faire un appel à l’oracle pour générer les candidats à la descente, on se
sert des informations du premier ordre de la fonction objectif pour construire
un modèle (convexe) de f , plus facile à minimiser.
Étant donné un faisceau d’informations

∀y ∈ Rn, ϕk(y) = max
1≤i≤k

{ fi + ⟨γi; x − xi⟩ ≤ f (y)}

A chaque itération de l’algorithme, la minimisation du modèle ϕk donne un
nouvel itéré xk+1 qui va permettre d’enrichir le modèle courant pour la donnée
d’un nouveau plan sécant. L’information passé est ainsi conservée au fil des
itérations Idée des plans sécants : Accumuler des informations des itérations
précédentes : f

fi = f (xi)etγi ∈ δ f (xi); 1 ≤ i ≤ k

A l’itération k on considère f̃ une approximation affine par morceaux de f (Plus
facile à minimiser).

ϕk(y) = max1≤i≤k{ fi + ⟨γi; x − xi⟩}

Notons que :

ϕk ≤ ϕk+1 et ϕk(x) ≤ f (x), ∀k ≥ 0, ∀x ∈ Rn

On détermine C ∈ Rn compact content un minimiseur de f et l’on fixe ε > 0
critère d’arrêt. Pour k > 0.
εk = f (xk)− ϕ(xk) : Arrêter si εk ≤ ε
Zk+1 = argminx∈c ϕ(x)
dk = −Zk+1 + xk
Zk+1 = xk− ↑k dk

dk n’est pas forcément une direction de descente pour f .
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4Application

4.1 Problème des moindres carrés :

- Comment trouver l’équation d’une droite ?
Supposons qu’on a le tableau suivant donné par une expérience :

xi x1 x2 x3 ... xn
yi y1 y2 y3 ... yn

On veut utiliser les résultats d’une expérience pour établir, une relation
entre x et y =⇒ c.à.d y = Q(x)

On dispose les poins (x1, y1) sur l’hyperplan

x

y

x1 x2 x3 x4 x5 x6

y1

y2

y3

y4

y5

y6

f1

•

•

•
•

•

•

•

Trouver l’équation de la droite qui approche le mieux ces points.
li = yi − (axi + b)

min
n

∑
i=1

|li| =⇒ Cette fonction n’est pas différentiable

min
n

∑
i=1

(li)2 =⇒ min
n

∑
i=1

(yi − (axi + b))2

On obtient le problème :


min ∑n

i=1 (li)2 =⇒ min ∑n
i=1 (yi − (axi + b))2

(a, b) ∈ R2
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C’est ce qu’on appelle le problème des moindres carrés.
Une expérience a donné le tableau suivant :

x 2 1 1
y 1 2 1

f (a, b) = ∑3
i=1 (yi − (axi + b))2

(a, b) ∈ R2

f (a, b) = (1 − (2a + b))2 + (2 − (a + b))2 + (1 − (a + b))2

f (a, b) = 12 + (2a + b)2 + 2 × 1 × (2a + b) + 4 + (a + b)2 − 4(a + b) + 1 + (a +
b)2 − 2(a + b)
f (a, b) = 1 + (4a2 + b2 + 2 × 2a × b)− (4a + 2b) + 4 + (a2 + b2 + 2ab)− (4a +
4b) + 1 + (a2 + b2 + 2ab)− (2a + 2b)
f (a, b) = 1 + 4a2 + b2 + 4ab − 4a − 2b + 4 + a2 + b2 + 2ab − 4a − 4b + 1 + a2 +
b2 + 2ab − 2a − 2b
f (a, b) = 6a2 + 3b2 + 8ab − 10a − 8b + 6

4.2 Méthode de Newton

Soit (a, b)0 =

(
1
1

)
ε = 10−2

{
(a, b)0 Donné
(a, b)k+1 = (a, b)k − (▽2 f (ak, bk))−1 ▽ f (ak, bk)

▽ f (a, b) =
(

12a + 8b − 10
6b + 8a − 8

)
▽ f (1, 1) =

(
12 × 1 + 8 × 1 − 10

6 × 1 + 8 × 1 − 8

)
=

(
10
6

)
▽2 f (a, b) =

(
12 8
8 6

)
Calculons (▽2 f (a, b))−1

det (▽2 f (a, b)) = 12 × 6 − 8 × 8 = 8

(▽2 f (a, b))−1 =
1
8

(
6 −8
−8 12

)
=

( 6
8

−8
8

−8
8

12
8

)
=

( 3
4 −1
−1 3

2

)
(a, b)k+1 = (a, b)k − (▽2 f (ak, bk))−1 ▽ f (ak, bk)

(a, b)1 = (a, b)0 − (▽2 f (a0, b0))−1 ▽ f (a0, b0)

(a, b)1 =

(
1
1

)
−

( 3
4 −1
−1 3

2

)(
10
6

)
(a, b)1 =

(
− 1

2
2

)
Critère d’arrêt :

∥(a, b)k+1 − (a, b)k∥ < ε
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∥∥∥∥(− 1
2

2

)
−

(
1
1

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥(− 3
2

1

)∥∥∥∥
=

√
(−3

2
)2 + 11 =

√
3, 25 = 1, 80 ≥ ε

▽ f
(
− 1

2
2

)
=

(
12 × (− 1

2 ) + 8 × 2 − 10
6 × 2 + 8 × (− 1

2 )− 8

)
=

(
0
0

)
[
▽2 f (a, b))

]−1
=

( 3
4 −1
−1 3

2

)
(a, b)2 = (a, b)1 −

[
▽2 f (a1, b1))

]−1
▽ f (a1, b1)

(a, b)2 =

(
− 1

2
2

)
−

( 3
4 −1
−1 3

2

)(
0
0

)
(a, b)2 =

(
− 1

2
2

)
Donc la solution optimale (a, b)∗ =

(
− 1

2
2

)
L’équation de la droite qui approche le mieux ces points (xi, yi)i=1,2,3

y = −1
2

x + 2

x

y

y = − 1
2 + 2

1

1

2

1

1

2

Figure 4.1 – La droite qui s’approche du mieux de ces points
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x

y

1

1

2

-0.5

Figure 4.2 – Itérations de la méthode de Newton

4.3 Méthode du gradient à pas optimal :

On a (a, b)k+1 = (a, b)k − σk▽ f ((a, b)k)

Comme (a, b)0 = (1, 1) et ▽ f ((a, b)0) =

(
10
6

)
Donc (a, b)1 =

(
1
1

)
− σ0

(
10
6

)
On calcule σ0 :

σ0 = ∥▽ f ((a,b)0)∥2

▽ f ((a,b)0)T A▽ f ((a,b)0)
=

∥∥∥∥∥∥
(

10
6

)∥∥∥∥∥∥
2

(
10 6

)12 8
8 6

10
6

 = 136
2376= 0, 0572

Donc (a, b)1 =

(
1
1

)
− 0, 0572

(
10
6

)
=

(
0, 4276
0, 6566

)
Critère d’arrêt :

∥(a, b)k+1 − (a, b)k∥ = ∥(a, b)1 − (a, b)0∥ =

∥∥∥∥(0, 4276
0, 6566

)
−

(
1
1

)∥∥∥∥
=

√
(0, 4276 − 1)2 + (0, 6566 − 1)2 = 0, 6675 > ε

(a, b)2 = (a, b)1 − σ1▽ f ((a, b)1)

(a, b)1 =

(
0, 4276
0, 6566

)
et ▽ f ((a, b)1) =

(
0, 3838
−0, 6397

)
Donc (a, b)2 =

(
0, 4276
0, 6566

)
− σ1

(
0, 3838
−0, 6397

)
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Calculons σ1 :

σ1 =

∥∥∥∥∥∥
(

0, 3838
−0, 6397

)∥∥∥∥∥∥
2

(
0, 3838 −0, 6397

)12 8
8 6

 0, 3838
−0, 6397


= 1, 8889

Donc (a, b)2 =

(
0, 4276
0, 6566

)
− 1, 8889

(
0, 3838
−0, 6397

)
=

(
−0, 2974
1, 8649

)
Critère d’arrêt :∥∥∥∥(−0, 2974

1, 8649

)
−

(
0, 4276
0, 6566

)∥∥∥∥ = 1, 4092 > ε

(a, b)3 =

(
−0, 2974
1, 8649

)
− σ2

(
1, 3505
0, 8103

)
On a donc σ2

σ2 =

∥∥∥∥∥∥
(

1, 3505
0, 8103

)∥∥∥∥∥∥
2

1, 3505
0, 8103

T12 8
8 6

1, 3505
0, 8103

 = 0, 0572

(a, b)3 =

(
−0, 2974
1, 8649

)
− 0, 0572

(
1, 3505
0, 8103

)
=

(
−0, 3747
1, 8186

)
Critère d’arrêt :∥∥∥∥(−0, 3747

1, 8186

)
−

(
−0, 2974
1, 8649

)∥∥∥∥ = 0, 0902 > ε

(a, b)4 =

(
−0, 3747
1, 8186

)
− σ3

(
0, 0518
−0, 0864

)
On a donc σ3

σ3 =

∥∥∥∥∥∥
(

0, 0518
−0, 0864

)∥∥∥∥∥∥
2

 0, 0518
−0, 0864

T12 8
8 6

 0, 0518
−0, 0864

 = 1, 8889

(a, b)4 =

(
−0, 3747
1, 8186

)
− 1, 8889

(
0, 0518
−0, 0864

)
=

(
−0, 4726
1, 9818

)
Critère d’arrêt :

∥∥(a, b)4 − (a, b)3
∥∥ =

∥∥∥∥(−0, 4726
1, 9818

)
−

(
−0, 3747
1, 8186

)∥∥∥∥
= 0, 1903 > ε

(a, b)5 = (a, b)4 − σ4▽ f ((a, b)4)

(a, b)5 =

(
−0, 4726
1, 9818

)
− σ4

(
0, 1824
0, 1094

)
On a donc σ4
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σ4 =

∥∥∥∥∥∥
(

0, 1824
0, 1094

)∥∥∥∥∥∥
2

0, 1824
0, 1094

T12 8
8 6

0, 1824
0, 1094

 = 0, 0572

(a, b)5 =

(
−0, 4726
1, 9818

)
− 0, 0572

(
0, 1824
0, 1094

)
=

(
−0, 4831
1, 9755

)
Critère d’arrêt :

∥∥(a, b)5 − (a, b)4
∥∥ =

∥∥∥∥(−0, 4726
1, 9818

)
−

(
−0, 4831
1, 9755

)∥∥∥∥
= 0, 0122 > ε

(a, b)6 = (a, b)5 − σ5▽ f ((a, b)5)

(a, b)6 =

(
−0, 4831
1, 9755

)
− σ5

(
0, 0070
−0, 0117

)
On a donc σ5

σ5 =

∥∥∥∥∥∥
(

0, 0070
−0, 0117

)∥∥∥∥∥∥
2

 0, 0070
−0, 0117

T12 8
8 6

 0, 0070
−0, 0117

 = 1, 8889

(a, b)6 =

(
−0, 4831
1, 9755

)
− 1, 8889

(
0, 0070
−0, 0117

)
=

(
−0, 4963
1, 9975

)
Critère d’arrêt :

∥∥(a, b)6 − (a, b)5
∥∥ =

∥∥∥∥(−0, 4963
1, 9975

)(
−0, 4831
1, 9755

)∥∥∥∥
= 0, 0257 > ε

(a, b)7 = (a, b)6 − σ6▽ f ((a, b)6)

(a, b)7 =

(
−0, 4963
1, 9975

)
− σ6

(
0, 0246
0, 0148

)
On a donc σ6

σ6 =

∥∥∥∥∥∥
(

0, 0246
0, 0148

)∥∥∥∥∥∥
2

 0, 0246
0, 01482

T12 8
8 6

0, 0246
0, 0148

 = 0, 0572

(a, b)7 =

(
−0, 4963
1, 9975

)
− 0, 0572

(
0, 0246
0, 0148

)
=

(
−0, 4977
1, 9967

)
Critère d’arrêt :

∥∥(a, b)7 − (a, b)6
∥∥ =

∥∥∥∥(−0, 4977
1, 9967

)(
−0, 4963
1, 9975

)∥∥∥∥
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= 0, 0016 < ε STOP

1

1

0.65

0.42

1.86

-0.29

1.89

-0.37

1.98

-0.47

1.97

-0.48

1.99

-0.49
x

y

Figure 4.3 – Itération de la méthode du gradient à pas optimal
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4.4 Méthode du gradient conjugué

On a (a, b)0 =

(
1
1

)
, A =

(
12 8
8 6

)
C =

(
10
8

)
d0 = ▽ f ((a, b)0) = A(a, b)0 − C

=

(
12 8
8 6

)(
1
1

)
−

(
10
8

)
=

(
10
6

)
Donc

σ0 =

〈
▽ f ((a, b)0), d0〉〈

Ad0, d0〉 =

〈(
10
6

)
,
(

10
6

)〉
〈(

12 8
8 6

)(
10
6

)
,
(

10
6

)〉

=

〈(
10
6

)
,
(

10
6

)〉
〈(

168
116

)
,
(

10
6

)〉 =
10 × 10 + 6 × 6

168 × 10 + 116 × 6

=
136
2376

=
17
297

= 0, 057239057

Donc (a, b)1 = (a, b)0 − σ0d0

(a, b)1 =

(
1
1

)
− 17

297

(
10
6

)
(a, b)1 =

(
1
1

)
− 0, 057239057

(
10
6

)
=

(
0, 427609473
0, 656565657

)
On a ▽ f ((a, b)1) = A(a, b)1 − C(

12 8
8 6

)(
0, 427609473
0, 656565657

)
−

(
10
8

)
=

(
0, 38383893

−0, 639730274

)
On a donc

α0 =
∥▽ f (a1, b1)∥2

∥▽ f (a0, b0)∥2 =

∥∥∥∥( 0, 38383893
−0, 639730274

)∥∥∥∥2

∥∥∥∥(10
6

)∥∥∥∥2

= 0, 004092552551

Donc d1 = ▽ f ((a, b)1) + α0d0

d1 =

(
0, 38383893

−0, 639730274

)
+ 0, 004092552551 ×

(
10
6

)

d1 =

(
0, 424764455
−0, 615174959

)
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On pose alors k = k + 1 = 0 + 1 = 1

Comme ▽ f ((a, b)1) ̸=
(

0
0

)
Donc calculons σ1

σ1 =

〈
▽ f ((a, b)1), d1〉〈

Ad1, d1〉 =
0, 556587179
0, 254868188

= 2, 183823659

Donc (a, b)2 = (a, b)1 − σ1d1

(a, b)2 =

(
0, 427609473
0, 656565657

)
− 2, 183823659

(
0, 424764455
−0, 615174959

)
=

(
−0, 500001193
1, 999999278

)
On a ▽ f ((a, b)2) = A(a, b)1 − C

▽ f ((a, b)2) =

(
12 8
8 6

)(
−0, 500001193
1, 999999278

)
−

(
10
8

)
=

(
0
0

)

x

y

1

1

0.6

0.4

1.99

-0.5

Figure 4.4 – Itérations de la méthode de gradient conjugué
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4.5 Méthode de Quasi Newton

On a (a, b)0 =

(
1
1

)
,A =

(
12 8
8 6

)
C =

(
10
8

)
B0 = I =

(
1 0
0 1

)
k=0

(a, b)1 = (a, b)0 + α0d0

▽ f ((a, b)0) =

(
10
6

)
On a donc α0 = 1

Donc dk = −Bk▽ f ((a, b)k)

d0 = −B0▽ f ((a, b)0)=−
(

1 0
0 1

)(
10
6

)
=

(
−10
−6

)
Donc

(a, b)1 =

(
1
1

)
+ 1

(
−10
−6

)
=

(
−9
−5

)
Critère d’arrêt∥∥▽ f ((a, b)1)

∥∥ =

∥∥∥∥(−158
−110

)∥∥∥∥ = 192, 5201 > ε

On pose alors k = k + 1 = 0 + 1 = 1
On a donc

α1 =
∥▽ f ((a, b)1)∥2

▽ f ((a, b)1)T A▽ f ((a, b)1)

=

∥∥∥∥(−158
−110

)∥∥∥∥2

(
−158 −110

) (12 8
8 6

)(
−158
−110

)

α1 = 0, 0570

On calculons Y0etS0 :

Sk = (a, b)k+1 − (a, b)k

S0 = (a, b)1 − (a, b)0 =

(
−9
−5

)
−

(
1
1

)
=

(
−10
−6

)

Yk = ▽ f (ak+1, bk+1)−▽ f (ak, bk)
Y0 = ▽ f ((a, b)1)−▽ f ((a, b)0)

Y0 =

(
−158
−110

)
−

(
10
6

)
=

(
−168
−116

)
Calculons B1

B1 = (I − S0Yt
0

St
0Y0

)B0(I − S0Yt
0

St
0Y0

) +
S0St

0
S0Y0

B1 =

(
0, 3350 −0, 4630
−0, 3990 0, 7222

)
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Donc d1 = −B1▽ f ((a, b)1)

d1 = −
(

0, 3350 −0, 4630
−0, 3990 0, 7222

)(
−158
−110

)
=

(
2, 0067

16, 4040

)

Donc
(a, b)2 = (a, b)1 + α1d1

(a, b)2 =

(
−9
−5

)
+ 0, 0570

(
2, 0067

16, 4040

)
=

(
−8, 8856
−4, 0650

)

Critère d’arrêt∥∥▽ f ((a, b)2)
∥∥ =

∥∥∥∥(−149, 1101
−103, 4473

)∥∥∥∥ = 181, 4804 > ε

On pose alors k = k + 1 = 1 + 1 = 2

On a donc

α2 =
∥▽ f ((a, b)2)∥2

▽ f ((a, b)2)T A▽ f ((a, b)2)

=

∥∥∥∥(−149, 1101
−103, 4473

)∥∥∥∥2

(
−149, 1101 −103, 4473

) (12 8
8 6

)(
−149, 1101
−103, 4473

)

α2 = 0, 0570

On calculons Y1etS1 :

S1 = (a, b)2 − (a, b)1 =

(
−8, 8856
−4, 0650

)
−

(
−9
−5

)
=

(
0, 1148
0, 9389

)

Y1 = ▽ f ((a, b)2)−▽ f ((a, b)1)

Y1 =

(
−149, 1101
−103, 4473

)
−

(
−158
−110

)
=

(
8, 8899
6, 5526

)
Calculons B2

B2 = (I − S1Yt
1

St
1Y1

)B1(I − S1Yt
1

St
1Y1

) +
S1St

1
S1Y1
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B2 =

(
0, 8433 −0, 0868
−1, 1145 0, 2611

)

Donc d2 = −B2▽ f ((a, b)2)

d2 = −
(

0, 8433 −0, 0868
−1, 1145 0, 2611

)(
−149, 1101
−103, 4473

)
=

(
115, 4598
−139, 2032

)

Donc
(a, b)3 = (a, b)2 + α2d2

(a, b)3 =

(
−8, 8856
−4, 0650

)
+ 0, 0570

(
115, 4598
−139, 2032

)
=

(
−2, 3045
−11, 9995

)
Critère d’arrêt∥∥▽ f ((a, b)3)

∥∥ =

∥∥∥∥(−133, 6495
−98, 4326

)∥∥∥∥ = 165, 9854 > ε

On pose alors k = k + 1 = 2 + 1 = 3

On a donc

α3 =
∥▽ f ((a, b)3)∥2

▽ f ((a, b)3)T A▽ f ((a, b)3)

=

∥∥∥∥(−133, 6495
−98, 4326

)∥∥∥∥2

(
−133, 6495 −98, 4326

) (12 8
8 6

)(
−133, 6495
−98, 4326

)

α3 = 0, 0570

On calculons Y2etS2 :

S2 = (a, b)3 − (a, b)2 =

(
−2, 3045
−11, 9995

)
−

(
−8, 8856
−4, 0650

)
=

(
6, 5795
−7, 9326

)

Y2 = ▽ f ((a, b)3)−▽ f ((a, b)2)

Y2 =

(
−133, 6495
−98, 4326

)
−

(
−149, 1101
−103, 4473

)
=

(
15, 4938
5, 0408

)
Calculons B3

B3 = (I − S2Yt
2

St
2Y2

)B2(I − S2Yt
2

St
2Y2

) +
S2St

2
S2Y2

B3 =

(
0, 4951 −1, 0113
−0, 2166 1, 5347

)

34



Chapitre 4. Application

Donc d3 = −B3▽ f ((a, b)3)

d3 = −
(

0, 4951 −1, 0113
−0, 2166 1, 5347

)(
−133, 6495
−98, 4326

)
=

(
−33, 3690
122, 1103

)

Donc
(a, b)4 = (a, b)3 + λ3d3

(a, b)4 =

(
−2, 3045
−11, 9995

)
+ 0, 0570

(
−33, 3690
122, 1103

)
=

(
13, 8359
−26, 7057

)

Critère d’arrêt∥∥▽ f ((a, b)4)
∥∥ =

∥∥∥∥(−100, 7653
−71, 8660

)∥∥∥∥ = 123, 7674 > ε

d’après 49 itérations on trouve la solution optimale :

(a, b)∗ =
(
−0, 4982
1, 9964

)
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x

y

1

1

0.65

0.42

1.86

-0.29

1.81

-0.37

1.99

-0.49

Figure 4.5 – Itérations de la méthode de quasi-Newton

Conclusion :

La convergence des méthodes diffère d’une méthode à une autre, certaines
d’autres elles convergent plus rapidement que d’autres mais dans l’exemple
les plus rapides sont Newton et gradients conjugués et la plus lente est quasi
Newton.
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4.6 Méthode de sous gradient

Exemple :

Appliquer la méthode de sous gradient pour f (x) = max(x,−x, 1
2 x + 1)

f (X0) = max
i=1..3

(aiX0 + bi)

x

y

f1f2
f3
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Chapitre 4. Application

x

y

Ona : f (X0) = maxi=1..naix + bi
ξ0 = α0

Test d’arrêt : |xi − xi−1| ≤ ε avec ( ε fixé )
On prend x0 = 1

3 ε = 0, 2 αk =
1

k+1
f (x) = {max f1(x), f2(x), f3(x)}
On calcule le sous-gradient
f (x0) = max { f1(x0), f2(x0), f3(x0)}
f ( 1

3 ) = max{ 1
3 ,− 1

3 , 7
6}

= 7
6 = f3(x0)

Donc le sous gradient ξ0 = f
′
3(x) = 1

2
ξ0 = 1

2
x1 = x0 − α0ξ0
x1 = 1

3 −
1

0+1 ×
1
2

x1 = 1
3 −

1
2 = 2

6 −
3
6 = 2−3

6 = −1
6

Le critère d’arrêt :
|x1 − x0| = |−1

6 − 1
3 | = |−1

6 − 2
6 | = |−3

6 | = |−1
2 |

=
1
2
> ε

Donc on continue les itérations :
f (x1) = max { f1(x1), f2(x1), f3(x1)}
= max {−1

6 , 1
6 , 11

12}
= 11

12 = f3(x1)

Donc ξ1 = f
′
3(x) = 1

2
x2 = x1 − α1ξ1
x2 = − 1

6 −
1
2 × ( 1

2 )

x2 = − 1
6 −

1
4

38



Chapitre 4. Application

= −2
12 − 3

12 = −5
12

Le critère d’arrêt :
|x2 − x1| = |−5

12 + 1
6 | = |−5

12 + 2
12 | = |−1

4 |
= 1

4 > ε
Donc on continue l’itération : f (x2) = max { f1(x2), f2(x2), f3(x2)}
= max {−5

12 , 5
12 , 19

24}
= 19

24 = f3(x2)

Donc ξ2 = f
′
3(x) = 1

2
x3 = x2 − α2ξ2
x3 = − 5

12 −
1
3 × ( 1

2 )

x3 = − 5
12 −

1
6

= −5
12 − 2

12
x3 = −7

12
Le critère d’arrêt :
|x3 − x2| = |−7

12 + 5
12 | = |−2

12 | =
= 1

6 < ε STOP
Donc

f (x̂) = min
i=1..3

f (xi)

= min {11
12

,
19
24

,
7
12

}

=
7
12

= f (x3)

La solution optimale est x̂ = x3 = −7
12
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons exposé beaucoup de méthodes utilisées
dans la résolution des programmes d’optimisation différentiable et non diffé-
rentiable. Le cadre dit convexe de tels problèmes est celui où la fonction coût
(fonction objectif) est convexe, et l’ensemble admissible est convexe.

Dans le premier chapitre, on a choisi d’aborder l’étude des ensemble
convexe après celle des fonctions convexes .On a utilisé les problèmes d’op-
timisation convexe sans et avec contraintes et on a analysé les conditions
d’existences et d’unicité, et les conditions d’optimalité, ensuite on a présenté
les différentes méthodes dans le cas différentiable (méthode de gradient,
gradient conjuguais, Newton, Quasi Newton ) et le cas non différentiable (
Méthode de sous gradient, méthode de faisceaux) de résolution pour les pro-
blèmes différentiable et non différentiables .

Dans l’étude numérique on a abordé la méthode gradient, puis Newton
puis la suite la méthode quasi Newton, d’autre part les méthodes on a étudiées
pour l’optimisation non différentiable pourront bénéficier aux fonctions diffé-
rentiable dont le gradient est mal conditionné .

Enfin, on a fini notre mémoire par des exemples concernant les méthodes
citées en haut.Comme perspectives, on peut utiliser ces méthodes locales pour
la recherche de l’optimum globale .
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Résumé

Nous avons présenté dans ce mémoire quelques rappels sur les notions
principales de base des matrices , des ensembles convexes et des fonctions
convexes .
Ensuite nous avons essayé d’exposer et de présenter dans ce mémoire plusieurs
de méthodes et algorithmes utile dans la résolutions des programmes d’opti-
misation différentiable et non différentiable .
A la fin de mémoire, nous avons appliqué ces méthodes sur un exemple pra-
tique

Abstract
We have presented in this thesis some reminders on the main basic notions

of matrice , convex sets and convex functions .
Then we have tried to expose and present in this thesis many useful mothods
and algorithms in the resolution of differentiable and non-differentiable opti-
mization programs .
At the end of memory , we applied these methodes on a practical exemple
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