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Chapitre 1

Introduction

Les modeles GARCH ont été introduits pour rendre compte des propriétés des séries
financieres, et en particulier de leur hétéroscédasticité. Engle (1982) a proposé le modele
ARCH(q). Ce modele est celui qui a rencontré le plus de succes dans la littérature. Bollers-
lev(1986) a ensuite généralisé le modele ARCH(q) : c’est le modele ARCH(p,q) généralisé
ou GARCH((p,q). Le modele GARCH(p,q) univarié consiste a écrire la variance condition-
nelle du processus GARCH en fonction de son passé.

Bien que dans le cas univarié le modele GARCH ait été I'objet de nombreuses études,
le cas multivarié reste encore peu étudié. Dans le cas multivarié, on considere un vecteur
et = (€1.4y--,Enet) €t la matrice de covariance conditionnelle H; du processus {e;}ien a la
date t.

Dans les modeles GARCH multivariés, on exprime cette matrice de covariance condition-
nelle en fonction du passé du processus {e;}en et des propres valeurs passées de H;. Une
premieére approche consiste a considérer un processus GARCH multivarié {e;};en ayant
pour composantes des processus GARCH univariés indépendants entre eux. Mais cette
facon de traiter le probleme est restrictive. En effet, I’étude des séries financieres a mis en
évidence une corrélation non nulle entre les composantes des processus GARCH multivariés.
Ainsi, différentes formulations tenant compte des corrélations entre les composantes d’un
processus GARCH multivarié (ou MGARCH) ont été introduites. Le but de ce mémoire
est de présenter les processus ARCH et GARCH-univarié, ensuite présenter les différents
modeles GARCH-multivariés. A travers ces approches pour représenter 1’hétéroscédasticité
conditionnelle des séries financieres.

Ce travail est organisé comme suit. Dans la premiere partie, nous soulignons l'intérét des
processus ARCH et nous donnons les principales définitions et propriétés statistiques de ces

processus (existence des solutions stationnaires, des représentations, la notion de station-
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narité faible et forte). Dans la seconde partie nous allons présenter les différents modeles
GARCH-multivariés et leurs propriétés statistiques. Ensuite, nous estimerons ces processus
avec l'estimateur QMV (quasi-maximum de vraisemnlance) et l'estimateur EbE (Equation-
by-Equation) la methode étape par étape et nous comparerons les deux estimateur suivi

de quelques exemples simuler avec le language R.
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Chapitre 2

Processus ARCH et GARCH

2.1 Présentation du modéle ARCH et GARCH

Dans un premier temps, nous donnons la définition du processus ARCH et GARCH
fondée sur les deux premiers moments de €; conditionnels a son passé, et quelques propriétés
relatives aux moments conditionnels et non conditionnels.

Dans la suite de ce chapitre, nous désignons par (2, F, P) un espace probabilisé, et F;_; la

o-algebre engendrée par tout le passé du processus e, pour s < t,i.e F;_1 = 0 (g5, 8 < ).

Définition 2.1.1. Un processus (g;),., est défini comme étant un processus ARCH(q) s’il

vérifie I’équation suivante :

€t = Oy
q
o =w+ Z il ; = w + a(B)e} (2.1)
i=1
q .
otw>0,a;>0,72=1,---,q, et B est 'opérateur retard tel que o (B) = ZaiB’ avec
i=1

Bie? =¢? ..

(m), désigne une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées
(#id), centrée de variance unité.

{0+},c, désigne une suite de variables telles que:

e 0; est mesurable par rapport a une tribu, notée F;_; engendrée par le passé de &;.

e 1, est indépendant de F;_;.

e g, > 0.

Le processus d’innovation pour 7 est par définition v, = 7 —E {e?|e;,j <t — 1} = e? — 07,
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qui vérifie E (v;|F;,_1) = 0, on remplace o7 dans 1’équation (2.1) par €7 — v, on aura:

q
2 2
g~V =w+ E QUGEYL_ ;s
i=1

q
e =w+ Z uEr  + vy, (2.2)

=1

on obtient alors la représentation autorégressive AR(q) pour £7.

2.1.1 Propriétés d’un processus ARCH

Le processus ¢; ARCH défini par I’équation (2.1) possede les propriétés statistiques

suivantes:

Propriétés 2.1.1. Le processus (&¢),., ARCH(q) défini par ’équation (2.1) est une différence

de martingale homoscédastique :

w
E( | Fie1) =0 , V(g) = —=i
(& | Fi) €)= Ty
Cette propriété signifie que le processus ARCH &; qui peut s’apparenter & un processus

de bruit blanc (faible), ce qui explique notamment que 1’on spécifiera des erreurs de modeles
sous la forme ARCH. On retrouve alors toutes les propriétés de modeles établies sous la
propriété de bruit blanc des erreurs. Mais cette propriété signifie en outre que le processus

ARCH ¢, est non conditionnellement homoscédastique.
Preuve. Pour démontrer cela, nous utilisons 1’équation précédente (2.1)
L E(e | Fo1) =E (o | Fir) = oiE (e | Fia) = oE () = 0,
car o; est mesurable par rapport a la tribu F;_1, et n; est indépendante de F;_1, et

E (m) = 0.
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Propriétés 2.1.2. [La variance conditionnelle] C’est la propriété centrale des proces-
sus ARCH. Le processus (£¢),c, défini par l’équation (2.1) a une variance conditionnelle

dépend du temps et vérifie :
E (]| Fio1) = 0f Vit

q
Preuve. E (e7|Fi-1) = ofE (| Fi1) = w+ ) _aseiy, (car E(nf|Fr) = E(n7) = 1) .

=1

O

Propriétés 2.1.3. [Les auto-covariances conditionnelles| Les auto-covariances condi-

tionnelles du processus (&), sont nulles. C’est a dire que :
cov (e, ekl Fion) =0 Yh>1, Vk>1.

Preuve. Cette propriété s’obtient de la maniere suivante :

cov (ep, €04kl Fron) = E(eerinlFion) — E (e Foon) E(erqnl Fin) = E (erceqrl Fin)
= E [E (5t5t+k|ﬂ+k—1) |~7:t—h]

= E[gE (et4k|Frsn—1) | Fizn] = E (e x 0|Fi—p) = 0.
O

Propriétés 2.1.4. [Moment centré d’ordre quatre| Les modéles ARCH permettent
d’avoir des processus avec des queues de distribution plus épaisses. Le moment conditionnel

centré d’ordre 4 du processus (&), véTifie:
E (1| F 1) =3 (w+as? ),

sous I’hypothése 3o < 1 le moment non conditionnel centré d’ordre 4 du processus (€t)ez

est €gal a:
3w? (1 + «)
E (&}) =
(<) 1-3a2)(1-a)

le kurtosis non conditionnelle associée au processus ARCH(1) est égale a :
E (¢} 1—a?
k= (Et)2:3( 012)>3‘
E (5%) 1—3«a

et on sait que si une variable X centré et suit une loi normale alors: E (X*) = 3E (X2)*,

Preuve. On a: ¢, = n,0y,
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E(e) = E[E(g]Fi-1)]

= E [3 (w+ aef_l)ﬂ

= 3E (w?+ o’} | + 2wae} )

= 3[w?+a’E (c},) + 2waE (2.,)]

2 2
— 3{w2+ 1%3 + o’E (5?_1)]

3w? (1 + «)
(1-3a?)(1—a)

E(ef) =
O

Remarque 2.1.1. Le kurtosis d’un processus ARCH est toujours supérieur a 3, la loi non
conditionnelle d’un processus ARCH est donc une loi de distribution a queue épaisse, est

donc plus aplatie qu'une gaussienne, on dit que cette distribution est leptokurtique .

Remarque 2.1.2. La moyenne non conditionnelle et les autocovariances d’un processus
ARCH étant nulles, ce qui signifie que ce processus peut étre caractérisé comme étant un
processus bruit blanc faible.

Nous avons vu que le processus ARCH décrit précédemment dans la définition (2.1) ad-
met une représentation autorégressive (AR) de la variance conditionnelle (¢7),, donnée par
I'équation (2.2). De maniere similaire aux processus ARMA, il semble naturel de généraliser
'expression (2.2) en permettant & (¢7), de présenter une partie moyenne-mobile. Bollerslev
(1986) a donc introduit les processus GARCH(p,q).

Définition 2.1.2. [Processus GARCH(p,q) semi-fort] On dit que (&), est un pro-

cessus GARCH(p,q) si ses deux premiers moments conditionnels existent et vérifient :

1. E(etles,s <t) =0, tez;

2. Il existe des constantes w, oy, i =1, --- ,get B;, j =1, --- ,p telles que:
q p
0l =V (gles, s <t) =w+ Zaisf_i + Zﬂjaf_j, t €Z. (2.3)
i=1 j=1

L’équation (2.3) est équivalente a:

ol =w+a(B)el +B(B)of, telZ (2.4)
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q p
ou B est 'opérateur retard, o (B) = ZaiBi avec B'e? = ¢? . et B3(B) = Zﬁij avec
i=1 j=1

J2 2
Blop =o;_;.

Le processus d’innovation pour 7 est par définition v, = e —E {e?|e;,j <t — 1} = 7 — 07,
qui vérifie E (4| F;_1) = 0, on remplace o7 dans 1'équation (2.3) par € — v; on aura la

structure linéaire d’un modele ARMA :

q p
2 _ 2 2
g -—h=wt E igy_; + E B (e — vi-3) »
i=1 j=1

r p
g? =w+ v+ Z (Oéi + BZ) 5?72- + Zﬁjytfja
i=1 j=1
r = max (p, q) avec la convention o; = 0 (resp. §; =0) si i > ¢ (resp. j > p).

Définition 2.1.3. [Processus GARCH(p, q) fort] Soit (7;) une suite de variables iid

de loi 7, on dit que (&), est un GARCH(p,q) au sens fort s'il vérifie I'équation suivante:

Et = Ot
q P
2.5
o :W"‘Zaz‘giﬂ’Zﬂjat{j (2:5)
i=1 j=1
olw>0,0;>0,i=1--,¢ 6 >0,j=1,---,p.

Maintenant en remplagant €,_; par o;_;n;_; dans I’équation (2.5), on obtient une représentation

autorégressive de o2 a coefficients aléatoires:

q p
2 _ 2 2 2
Op =w+ E QoM + E ﬁjatfjv
i=1 j=1
=

ot=w+> (m +8) o =w+ > ai(ni)or,,

1=1 i=1

avec a; (2) = ;2% + 35, et r = max (p, q) .

2.1.2 Etude de la stationnarité

Dans cette partie, notre objectif est de trouver sous quelles conditions, il existe des
processus stationnaires au sens strict et au second-ordre vérifiant les définitions (2.3) et/ou

(2.5). On s’intéresse plus particulierement aux solutions non anticipatives du processus
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(5t)tez tel que ¢, soit une fonction mesurable des variables 7,5, s > 0. Nous examinons
d’abord le cas du modele GARCH(1,1) qui peut se traiter avec des techniques élémentaires.

On notera, pour z > 0, log™ z = max (log x,0) .

1.Cas d’'un GARCH(1,1)

Dans le cas ou p = q = 1, le modele (2.5) s’écrit :

5 —
{ t2 O (2.6)

_ 2 2
0; =w+ag;_; + foi 4

en utilisant la représentation autorégressive on obtient :

g, =0
{ t2 Mt , (2.7)

oy = w+ a(in-1)o;,

otw>0,a>0,02>0,eta(z)=az?+ 0.

Théoréme 2.1.1. [La stationnarité stricte du modele GARCH(1,1)] Si

—o0 < v =E{log (an; + 3)} <0, (2.8)

la série .
hy :w+Za(m,1)---a(77t,i)w, (2.9)

=1

converge presque stirement et le processus (;) défini par e, = /by, est Uunique solution
strictement stationnaire du modéle (2.6), cette solution est non anticipative et ergodique.
Sty >0 etw >0, il nexiste pas de solution strictement stationnaire.
Remarque 2.1.3.
1. v =E {log o ()} existe toujours dans [—oo, + oof, car E (log™ {o (m,)}) < E{a ()} =
a+ 3.
2.STa+ A <1=v<0,inversement si v < 0= [ < 1,
car si a4+ 3 < 1, alors E {log (an? + 58)} < log{E (ani + 3)} = log (a + 3) < 0.
Inversement si v < 0, alors par absurde supposons que 3 > 1 donc:
E {log[an? + (]} = E {log [ﬁ (%7}3 + 1)] } =E {1og (B) + log (%773 + 1)} > 0, d’ou
la contradiction.
3. Dans le cas ARCH(1) (5= 0), la contrainte de stationnarité stricte peut s’écrire

comme suit
0 <a<exp {—E (log nf)} , (2.10)
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En effet,
—c0 <y = {E(loga+logn;)} <0

& —oo <loga < —E (logn?)
& 0<a<exp{—E(logn?)}.

Par exemple dans le cas ot 1, ~ N(0,1) la condition est: o < 3.56.

4. Dansle casouw = 0 et v < 0, il est clair d’apres (2.9) que la seule solution strictement

stationnaire du modele est £, = 0.

Preuve. En utilisant la deuxieme équation du modele (2.7), et par itération, on aura pour
N>1:

o; =w+a(n_)or
—w{l—i—z (Me-1) -~ (me— n)} +a(m) a(mna)oiy
=h (N) +a (1) - a(p—n-1) U?_N_l . (2.11)

Soit hy = Ngrfwht (N) € [0, + o], puisque les termes sont positifs.

De plus hy (N) = w + a (1) hy—1 (N — 1), donc quand N — +o0, on obtient :

he = w4 a (ni-1) 1.

Maintenant montrons que le processus limite (h;) est a valeurs finies si et seulement si
v < 0.

En utilisant la regle de Cauchy pour les séries a termes positifs, on a:

hy =w{l+a(m) - a(mn)},

donc

fa () - a ()} = exp {1 log (@ (1) -+ <mn>>}
=eXp{ Zlog o (1) }

— exp {E [log (an; )]} =exp(v) p.s. (2.12)

par l'application de la loi forte des grands nombres, quand n — -+oo, a la suite iid
(log {a (m—i)}), la série h; converge presque strement dans R, par application de la regle de

Cauchy, et le processus limite, (h;), est a valeurs réelles positives. Par suite le processus (&;)
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défini par &, = v/hyn;, est strictement stationnaire et ergodique (théoréme d’ergodicité), et
est non anticipatif car il s’écrit comme fonction mesurable des variables 7,_;, ¢ > 0, de plus
(1) vérifie le modele (2.6).

Montrons 1'unicité :

Soit €; = oyn; une autre solution strictement stationnaire. D’apres (1.11), on a:
0152 =hy (N) + a(ne-1) - o (p-n-1) UtZ—N—l'

Par suite
0,52 —hy={h(N)—h} + () a(m-n-1) O-tszfla VN.

Lorsque v < 0, le premier terme qui est entre accolade tend vers 0 p.s quand N — oo,
donc le second terme (qui ne dépend pas de N) est nul, car la série h; converge p.s et de

plus la loi de 02 ,_; ne dépend pas aussi de N par stationnarité. On a montrer alors que

o2 = h; p.s.
N

Siy > 0, d’apres (1.12) et la regle de Cauchy, Z a(m1) - a(p_n) — oo, p.s lorsque
n=1

N — oo. Donc si w > 0, hy = +00, p.s. D’apres (1.11) il est clair que alors o2 = +o00 p.s.
Par suite il n’existe pas de solution finie de (2.6).
Dans le cas v = 0, nous procéderons par l'absurde. Supposons qu’il existe une solution

strictement stationnaire (g4,07) de (2.6). Nous avons pour n > 0,

e Ew{1+za(n1)---a(ni)},

i=1
d’ott on déduit que le terme général a(n_;)---a(n_;)w converge vers zero, p.s., quand

n — oo, ou, de maniere équivalente, que

Zloga(m) +logw — —c0 p.s. quand n — 0. (2.13)
i=1

d’apres le théoreme de Chung-Fuchs nous avons lim sup Z log a (n;) = 400 avec probabi-
i=1
lité 1, ce qui contredit (2.13).

O
Théoréme 2.1.2. [La stationnarité au second ordre du modéle GARCH(1,1)] Si
w>0eta+ B <1, leprocessus (¢¢),., admet une solution stationnaire au second ordre,
de plus elle est unique, plus précisément (g;) est un bruit blanc.

Si o+ 3 > 1, il n'existe pas de solution non anticipative stationnaire au second ordre.
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Preuve. Si ¢; est stationnaire au second-ordre et non anticipatif,

E(2) = E (o2?) = E (02) =w + oE (2,) + E (02 ,).
soit
E(sf)(1—a-8) =w.

Il faut donc a + B < 1. On obtient de plus: E (2) > 0.

Inversement si o+ 3 < 1 on a v < 0, alors la solution strictement stationnaire vérifie :
E(ef) = E(h)

= {1 +ZE{0‘ (m_l)-“a(m—n)}}w
= {1 —i—Z{EOé (Ut)}n}w

= {1+Z{a+ﬁ}”}w

w
l—a—-03

2.Cas d’'un GARCH(p,q)

Dans le cas général de GARCH(p,q) fort, la représentation vectorielle sera tres utile.
On a
Zy = b+ AtZt—la (214)
ol
Z; - (83’8'52_1’ ,6?_q+1’0't2’ aatz—p—irl) € R+,

b;:(wnt270’ 70’&)’0’ ’O) ERP-H]’

onm; e agnp B - B}
I, 0 0
A, = g1 . 2.15
t ay a, o) gp ( )
0 Iy 0

A; est une matrice de dimension (p + ¢) X (p + ¢). Dans le cas ARCH(q), Z; ne contient

que €2 et ses ¢ — 1 premicres valeurs passées, et A; se limite au bloc supérieur gauche de
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la matrice ci-dessus. L’équation (2.14) constitue un modele vectoriel autorégressif d’ordre
un, avec coefficients positifs et 7id.

Si on déroule le modele (2.14) on obtient :
Zt - bt + ZAtAt—l e At—k+1bt—k- (216)
k=1

sous réserve que la série existe au sens presque sur. L’objet de ce qui suit est de trouver des
conditions justifiant I'existence de cette série. Lorsque le membre de droite de I'équation
(2.16) a un sens, cela n’assure pas pour autant que les composantes de ce vecteur sont

positives. Une condition suffisante pour que, presque stirement,
o0
b+ Y AAir A by > 0, (2.17)
k=1
au sens ou toutes les composantes de ce vecteur sont strictement positives (éventuellement
infinies), est évidemment

w>07 a; >0 (22177Q)a ﬁ]ZO (]:L?p) (218)

La stationnarité stricte

L’outil principale pour I'étude de la stationnarité stricte est le concept d’exposant de
Lyapounov. Soit A une matrice (p + ¢) x (¢ + ¢). Son rayon spectral, noté p(A), est le
plus grand module de ses valeurs propres. Soit || . || une norme quelconque sur 'espace des

matrices (p + ¢) X (¢ + ¢). On a le résultat d’algebre suivant :
1
Jim zlog | A" ||=logp(A), teN. (2.19)

Théoreme 2.1.3. [Exposant de Lyapounov] Soit { A}, une suite de matrices aléatoires,

strictement stationnaire et ergodique, telle que Elog™ | As|| < 00.O0n a:

o1 1
hin gE (log |[|[AiAiq ... ALl]) =7 = tler}\lf*gE (log ||AtAi—1 ... Adl]), (2.20)

t——+o0

et vy (resp.exp (7)) s’appelle plus grand exposant de Lyapounov (resp. rayon spectral) de la

suite de matrices {Ay},c,. De plus

. 1
v = tllgloop.s.g log [[AtAi1 ... Ayl (2.21)
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v : I'exposant de Lyapounov.

exp {7}: Rayon spectral de la suite {A}, -
Remarque 2.1.4.
1. On a toujours v < E (log ||A1||), avec égalité en dimension 1.
2. Si Ay = A pour tout t € Z, on a v = logp (A) d’apres (2.19).
3. Toutes les normes étant équivalentes sur un espace de dimension fini, il est facile de

voir que « est indépendant du choix de la norme.

Le lemme général suivant est tres utile pour I’étude du produit de matrices aléatoires.

Lemme 2.1.1. Soit {A;},_, une suite de matrices aléatoires iid telle que E [log* || A, ||] <

00, et de plus grand exposant de Lyapounov ~y. Alors:
limps. || Ag... A [[=0 =~ <0 (2.22)

Comme pour les modeles ARMA, nous nous intéressons plus particulierement aux so-
lutions (€;) non anticipatives du modele (2.5), c’est a dire telles que &, appartient a la tribu

engendrée par {n, m_1, -+ }.

Théoréme 2.1.4. [La stationnarité stricte du modéle GARCH(p,q)] Le modéle
GARCH (p,q) a une unique solution strictement stationnaire non anticipative et ergodique

si et seulement siy < 0, oty est le plus grand exposant de Lyapounov de la suite { A}, 5 .

Preuve. Nous utiliserons la norme définie par || A; ||= (3 |ai;|). Par commodité la norme
sera notée de maniere identique quelle que soit la dimension de A. Avec cette convention, la
norme est clairement multiplicative:|AB|| < ||A|| || B]| pour toutes matrices A et B telles
que A B existe.

Remarquons que, les variables 7, étant de variance finie, tous les termes de la matrice A,

sont intégrables. On a donc
E [log* 4] < Ell Al =E [ layl] < oo.

Supposons v < 0. Alors, I’égalité (2.21) implique que la série:

Zy = by + Z AAi 1 Ay,

n=1
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converge presque surement pour tout ¢. En effet, en utilisant la multiplicativité de la norme,

1Zell < N0ell + > - N AcA - A 1=l (2.23)

n=1

et

1 1
(A A1 - A 1ot )™ = exp {ﬁ log([|A¢As—1 -+~ Ap-l]) + ~log Hbtnlﬂ}

2% exp(v) <1 (car E|log||by_n_1]|| < o0).

Par application de la regle de Cauchy, v < 0 implique Z; est bien défini. Soit Z,;1; la
q+1-eme composante de Z;. En posant e, = \/Z,11 .47 on définit une solution strictement
stationnaire du modele (2.5). D’apres (2.16) ¢; s’exprime comme fonction mesurable de 7,
Me—1, -+ - . La solution est donc non anticipative et ergodique puisque (1) est ergodique.
L’unicité se démontre par le méme raisonnement que dans le cas p = q = 1.

Supposons qu’il existe une autre solution strictement stationnaire Z; du modele (2.14).

Alors, pour tout n > 0,

12— 27|l

by + ArZyy — (bt + Ath—l) |
< AA - Al 2y — 25

Par absurde, P{||Z; — Z;|| # 0} > 0, or on sait que
||AtAt—1 e At—n” ﬁ) 07

par suite
Pl Zi-n— — 21| — 00} >0,

ce qui implique que || Z;_,—1|| — oo ou || Z}_,,_,|| — oo avec une probabilité positive. Ceci
est impossible car les suites (Z;), et (Z;), sont stationnaires. On en conclut que Z; = Z;
pour tout ¢, p.s.
Finalement Nous montrons la partie nécessaire du théoreme. D’apres le lemme (2.1.1), il
suffit d’établir (2.22). Nous allons montrer que, pour 1 <i < p+gq

limAg---A_te; =0, p.s. (2.24)

t—o0

ol e; est le i-eme élément de la base canonique de RP*9. Soit () une solution strictement
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stationnaire de (2.5) et soit (Z;) défini par (2.14). On a pour t > 0
Z() = b() + A()Z_l

-1
= by + ZAO oAb F Ay AL Z
k=0

t—1

> ZAO e Apbop

k=0

Y

car les coefficients des matrices A;, by et z; sont positifs. La série Ag--- A_pb_,_1 tend
presque stirement vers 0 quand k — 00. Orb_j_; = wn?,  e1t+wegy 1, donc Ag- -+ A_pb g 4

se décompose en deux termes positifs et on a:

lim Ag - -+ A_pwn?,_je1 =0, tlim Ag--A_gweg1 =0, p.s. (2.25)

t—o0

Puisque w # 0, (2.24) est vraie pour i = ¢ + 1. En utilisant la relation

A_jeqri = B’ wer + Biegi1 + €qpiv1, =1, p (2.26)
avec par convention ey, 41 = 0, pour ¢ = 1 on obtient :

0= }H&AO e Apegrr > klijf)lvo A ppiegre >0,

donc (2.24) est vraie pour i = g + 2, et par récurrence, pour i = q¢+j,j =1, -+ ,p, en
utilisant (2.26). Par ailleurs, on remarque que A_xe, = a,n* ;€1 + Qu€441, ce qui permet de
voir, d’apres (2.25), que (2.24) est vérifiée pour i = ¢. On conclut pour les autres valeurs

de 7 en utilisant
2 .
A_rei =am e1 + o +epq, =1, ,qg—1,

et une récurrence ascendante. Le théoreme (2.1.4) est donc démontré.
O

Corollaire 2.1.1. [Conséquences de stationnarité stricte] Soit v le plus grand ex-
posant de Lyapounov de la suite {Ay,t € Z} définie par (2.15). Si v < 0 nous avons les

propriétés équivalentes suivantes :
p

(2) Zﬁ] < 17
j=1

(1) 1 = 1z —-- = [zl =0 = |2| > 1,
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(1ii) p(B) < 1, ot B est la sous-matrice de A; définie par:

By B2 - By
1 0 - 0
g—| o 1 - 0

Preuve. Comme tous les termes des matrices A; sont positifs, il est clair que v est supérieur
au coefficient de Lyapounov de la suite obtenue en remplacant les coefficients des ¢ pre-
mieres lignes et des ¢ premieres colonnes par 0 dans les matrices A;. En utilisant la Re-

marque 2 du Théoreme (2.1.3) on voit que

v > log p(B).

Par suite v < 0 = (i21). Il est facile de montrer (par recurrence sur p et en développant

par rapport a la derniere colonne) que, pour A\ # 0,
1
det(B = Al,) = (=1)"fA" = N0 — - = ABpa = B} = (=A)B(3),

ou B(z) = 1— f1z— -+ — [Bp2P. On en déduit que si v < 0 alors B(z) = 0 a toutes ses

racines en dehors du cercle unité, d’ou I'équivalence entre (ii) et (iii).
p p
A présent, montrons que (i) < (ii). Ona B(0) =1et B(1) =1— Zﬁj, donc si Zﬁj > 1,
j=1 j=1

alors B(1) < 0 et, par continuité, il existe une racine dans |0,1]. Ainsi (i7) = (4)
P

Inversement si Zﬁj < 1 et si B(z) = 0 pour un zy de module inférieur ou égal a 1 alors

j=1
p .
_ I
1= E Bizy =
=1

p .

J

E :szo
=1

P P
< Zﬁj|z0|j < Zﬁj, ce qui est impossible, par suite (i) = (ii).
j=1 J=1

O
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Chapitre 3

processus GARCH multivarié

3.1 Introduction au modéle M-GARCH

Bien que dans le cas univarié le modele GARCH ait été I'objet de nombreuses études,
le cas multivarié reste encore peu étudié. Dans le cas multivarié, on considere un vecteur
€ = (517t,...,€n,t)’ et la matrice de covariance conditionnelle H; du processus {&;}ien a la
date t de terme général h;j,:

H, = Et_l(gtélt).

Dans les modeles GARCH multivariés, on exprime cette matrice de covariance condition-
nelle en fonction du passé du processus {e;}en et des propres valeurs passées de H;. Une
premiere approche consiste a considérer un processus GARCH multivarié {e;},en ayant
pour composantes des processus GARCH univariés indépendants entre eux. Mais cette
fagon de traiter le probleme est restrictive. En efet, I'étude des séries financieres a mis
en évidence une corrélation non nulle entre les composantes des processus GARCH multi-
variés. Ainsi, différentes formulations tenant compte des corrélations entre les composantes
d’un processus GARCH multivarié (ou MGARCH) ont été introduites. De la méme maniere

que dans le cas univarié,on dit que {e;}ien est un processus MGARCH(p,q) si:
1\2
€t = Ht\ Uz

g(Ht) = f(Htfl7'-'7Ht7p75t717"'7€t7p)

1\2 Ht1\2

avec Htl\2 une matrice telle que H, = H,; Le processus {n;}ien €st un processus

de dimension n, iid tel que pour tout t € N on a: E(n;) = 0 et E(mpm!) = I, la matrice
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[’ étant une matrice carrée de dimension n. Notons enfin que f est une transformation
I, 1 mesurable et g une transformation I, mesurable. On voit que la notion de GARCH
fort n’a de sens que si Ht1 \? existe et donc que H; est définie positive. Ainsi f est une
transformation qui doit assurer la définie positivité de la matrice H;. Le but de ce cha-
pitre est de présenter les différents modeles GARCH-multivariés. A travers ces approches
pour représenter I’hétéroscédasticité conditionnelle des séries financieres, nous étudierons
les restrictions intrinseques a ces modeles, et les restrictions motivées par 'identifiabilité

de ces modeles et la définie positivité de la matrice H;.

3.2 Les differents modeles M-GARCH

3.2.1 Modéles GARCH vectoriels

Le modele vectoriel a été introduit par Engle et Kroner (1995), ce modele est le plus
simple pour représenter H; par rapport a son passé. En effet, cette représentation présente
une expression de H; similaire a 'expression de la volatilité (variance conditionelle) dans

le cas univarié:

q p
ht = C() + ZAiet_i + Ztht_j. (31)
i=1 j=1

ou e; = vec(eey!),hy = vec(Hy),A;,B; matrices de dimension n x n,et Cy vecteur de di-
mension n. L’opérateur vec appliqué a une matrice consiste a mettre en une seule colonne
les colonnes d’une matrice. Cependant la matrice H; étant clairement symétrique certaines
équations du modele précédent sont redondantes, il est donc préférable d’utiliser 'opérateur
vech(.) dans (3.1) qui met en seule colonne la partie triangulaire supérieure d’une matrice.
Ainsi les dimensions des matrices A;,B;, sont de dimension (n(n+1))\2) x (n(n+1))\ 2),
et Cp est un vecteur de dimension (n(n + 1)) \ 2), le nombre de parametres est ainsi
considérablement réduit. On peut écrire le modele en regroupant le vecteur Cj et les ma-

trices de parametres dans une méme matrice :

hy = Fz = (2 @ Tvec(F) = Za. (3.2)

avec z/ = (Lieg1lyeos&iglyhi—alyhi—yt), @ = vec(F),F = (CoAy...A,By...By)
et Zt = (Zt/(g) _[)
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Pour illustrer le modele vectoriel considérons le modele GARC H (1,1) avec deux équations

(n = 2) en utilisant 'opérateur vech(.) :

hll,t C1 aj; Q12 a3 5%&1
hy = ho1 = Co + | ao1 a2 aos €1,4-1€2,t—1
hao ¢ C3 as1 Q32 a33 € %,tfl
bii bz bis hit -1
+ bai  bao  bas h21,t—1 (3-3)
bs1 3o bss h314—1

Modele Diagonal:

Dans certaines séries financieres, on peut supposer que les volatilités et les covariances
ne dépendent que de leurs valeurs passées dans le modele précédent. Ainsi, h,,, ne dépend
que des valeurs passées de €, 65, . Dans ce modele les matrices A; et B; sont des matrices
diagonales ce qui réduit le nombre de parametres. Dans le cas de 'exemple précédent on
obtient :

C1 ai 0 0 gitfl b11 0 0 hll,tfl
hy = co | + 0 axp O €1,t-1€2,t—1 + 0 by O hot ¢—1
C3 0 0 ass 5%&1 0 0 b3 h31,t—1

On peut cependant remarquer que le modele diagonal ne correspond pas au modele ot
il n’existe pas de corrélation entre les composantes du processus GARC Hmultivarié car

H; n’est pas diagonale.

Remarque 3.1 La représentation vectorielle (et donc a priori le modele diagonal) telle
qu’elle est définie dans la partie précédente ne tient pas compte de la définie positivité
nécessaire de H; . Les hypotheses établissant la définie positivité pour H; a chaque date t
pour le modele vectoriel ne sont pas claires. Ainsi, il est difficile de considérer un GARC H

fort pour les processus multivariés dans le cadre de ce modele.
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Généralité du modele vectoriel

Définition 3.1 Un modele est général quand tout les termes €, ;€5 et h,s;—; peuvent
apparaitre dans I’expression de chaque terme de la matrice de covariance Hy, de plus, au-
cune combinaison de valeurs entre les coeficients de chaque terme ne doit étre écartée par

I’expression de ce modele.

D’apres la définition précédente le modele vectoriel est général. En effet chaque élément
de la matrice H, est une fonction linéaire des valeurs passées de €, ;_;€5¢—; et de h,5,_; dans
le modele vectoriel. Ainsi, grace a sa linéarité la notion de généralité est facilement vérifiable

pour le modele vectoriel.

3.2.2 Modéle BEKK

Le modele BEKK suivant a été introduit par Engle et Kroner (1995) pour imposer la
restriction de définie positivité a la matrice H; sous des conditions tres faibles.
L’expression de la matrice H; a chaque instant ¢ dans le modele BEKK nous est donnée

par la relation suivante:

K gq K p
Hy=C'C+> > Ale el jAw+ Y Y Bihi ;B (3.4)

k=1 i=1 k=1i=1

ot Aj,, Bji, k € 1,...,K sont des matrices de dimension n x n et C' est une matrice
constante de dimension n X n.

L’introduction de la somme sur l'entier £ est motivée par un probleme de généralité du

modele que nous aborderons plus loin.

Exemple 3.2 Considérons le modele GARCH(1,1) avec K = 1. L’expression du modele
est la suivante:

Ht = C/C + A,é‘t_1€27114 + B/Ht_lB

Dans le cas o n = 2, la relation précédenle devient :
! 9 IS £
a a — _ a a
! 11 12 — 1,t—1€2,t—1 11 12
I-i_t - C O + 1t-1 2
ag1 A22 52,t—151,t—1 52’15_1 ao1  A22

biv b \ [ Piige1 Mo ) ( bir b2 )
+ ’ ’ 3.5
( o1 bao ) ( hort-1 hazi a1 boo (3:5)
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On remarque que ce modele nécessite moins de parametres que le modele GARCH(1,1)
proposé en exemple pour le modele vectoriel. Cependant, le nombre de parametres croit
quadratiquement avec n. Ainsi, il est préférable de réduire ce nombre, tout en imposant des
restrictions nous assurant 'identifiabilité et la généralité du modele. Engle et Kroner(1995)
ont établi la proposition suivante qui nous donne des conditions que doit remplir le modele

pour que H; soit définie positive V¢ € N.

Proposition 3.2 Si Hy,H_;,...,H_p,;; sont définies positives, alors H; est définie posi-
tive dans le modele BEKK si:

ker{C}("\(ker{Bj} = {0}

j=1k=1

On voit que les conditions pour obtenir une matrice H; définie positive quelque soit
t € N sont faibles: la condition portant sur les noyaux des matrices C' et Bjj, j € {1,...,n}
est vérifiée si la matrice C ou I'une des matrices Bj; est de plein rang. De plus on re-
marque dans cette proposition que les conditions portent sur les termes GARCH et la
partie constante seulement de ’expression de la représentation BEKK. En effet la quantité
Al erqe,_1Aj, est semi-définie positive car g,_16;_; est semi-définie positive. Ainsi, pour

K p

assurer la définie positivité de H; il suffit que C'C' + ZZB}kht,ijk soit définie positive.

k=1 i=1
Une conséquence de cette proposition est que pour le modele GARCH la condition nécéssaire

a la définie positivité de Hy, t € N, devient ker{C} = {0}, c’est a dire que C soit de plein

rang.
Remarque 3.2 Une condition sufisante de la proposition précédente serait de prendre
la matrice C' triangulaire avec des éléments diagonaux strictement positifs. En effet une

telle matrice est de plein rang. Nous allons voir que cette hypothese nous permet d’identi-

fier le modele.

Identifiabilité du modéle BEKK pour GARCH(1,1) quand K = 1:

Dans ce paragraphe, nous supposerons que la matrice C' est triangulaire.
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Proposition 3.3 Pour un modele GARCH(1,1) défini par (3.5), supposons que les
éléments de la diagonale de C' sont positifs. Si de plus aq; et by positifs, alors il n’existe
pas d’autre matrice C, A ou B donnant une représentation équivalente du modele. (C’est

a dire une méme matrice de covariance H; pour un méme processus donné Vt € 7 )

La condition de positivité des éléments diagonaux vient du fait que la décomposition d’une
matrice en produit de matrice triangulaire et sa transposée existe toujours et est unique
si les éléments sur la diagonale de la matrice triangulaire sont positifs (Proposition 58,
Remarque 34 Dhrymes 1984, pp 68-69). Ecrivons maintenant 1'élément hy,,, ¢ de la matrice
H,;:

Nt = Cim + Zzail@jmgi,tflgj,tfl + Zzbilbjmhij,tfl- (3.6)

i=1 j=1 i=1j=1

Si on écrit le terme hq;, en ignorant les termes GARCH, on obtient :

n n
hll,t: E E A1A51E5t—1E5t—1

i=1 j=1

On remarque que le coeficient correspondant & €7, | dans 'équation de hyy; est a?;.
Ainsi a;; est identifié a un signe pres qu’on fixe comme étant positif. Le coeficient corres-
pondant au terme €;,1€;:—1 dans cette équation est (ajiaj + ajia11) = 2a1a;5;. On en
déduit que a;; est identifié car a;; est déja identifié. Ainsi la premiere colonne de la matrice

A est identifiée. Ecrivons maintenant le terme hjs; de la matrice H; en ignorant toujours

les termes GARCH :

n n
h12,t= E E ;1525 t—-1€5,t—1

i=1 j=1

Dans cette équation, le coeficient correspondant au terme 5%%1 est (arnaia + apan) =
2a11a12. Comme aq; est identifié, alors on peut identifier a;5. De la méme maniere, en
considérant les termes €;,_1¢;;—1 dans I’équation précédente, on identifie les coeficients
ajo. Nous avons donc identifié la deuxieme colonne de la matrice A. Un raisonnement si-

milaire nous permet d’identifier toutes les colonnes de la matrice.

Remarque 3.3 La matrice C' a été choisie comme étant triangulaire par souci de sim-

plicité, cependant on peut prendre n’importe quelle factorisation qui nous assure le fait
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que la partie constante est une matrice définie positive.
Généralité de la représentation BEKK pour le modéele GARCH(1,1)

Pour assurer la généralité du modele BEKK et rendre possible certaines combinaisons
de parametres écartées par les contraintes de définie positivité et d’identifiabilité, on doit
prendre K > 1 . Cependant si K est grand, le nombre de parametres a estimer devient
important, ainsi on doit choisir un entier K minimal assurant 1’élimination de toutes les
restrictions du modele. Engle et Kroner (1995) nous donnent deux conditions nécessaires

a vérifier pour que le modele GARCH(1,1) soit général :

Proposition 3.4 Pour qu'il soit général le modele BEKK GARCH (1,1) doit vérifier

les deux conditions suivantes:

a- Soit s = n(n + 1)/2, alors K doit étre assez grand pour qu’il y ait un total d’au moins

s% éléments dans les matrices .

b- Soit a;;; le 7,7 éme élément d’une matrice A;;. Alors, il doit exister une matrice A;
17,k 2] k ; k
qui contient ou bien la paire a; ; et aj, ; ou bien la paire aj; i et a;m i, pour tous les
1,7,l,m entre 1 et n.

Des restrictions similaires doivent étre étendues aux matrices Byy.

La premiere condition impose qu’il y ait plus de parametres dans le modele BEKK que
dans le modele vectoriel, s’il a moins de s? parametres cela revient & imposer des conditions
sur le modele. La deuxieme condition impose que certaines paires de parametres doivent

apparaitre ensemble dans une matrice A . En effet, en écrivant I'expression de fyy, 4

K n n K n n
Rimy = ¢ + E E E il kG jm kEit—1E54—1 T E E E bit ;kbjm ihije—1-

k=11i=1 j=1 k=11i=1 j=1

On remarque que le coeficient correspondant a €;;_1€;,—1 est:

K

E il kO im,k + Q1 kQim k st i#£]
k=1

K

E @il Qi sio1=]

k=1
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Ainsi, il doit exister K € {1,....N} tel que a; 1 et ajm,x Ou a;y et diférents de zéro pour
que le terme €;,_1€;,—1 puisse apparaitre dans 'expression de hyy, ;.

Ce qui nous donne la deuxieme condition.

Exemple 3.3: cas n=2

1- L’ensemble de matrices suivantes :
a111 Q1271 11,2 Q122 a11,3 0
Ay = 07 ' A = ’ 0’ Az = '
@221 212 213 @223

satisfait les deux conditions énoncées: d’une part le nombre de parametres est égal
a neuf qui correspond a s* quand n = 2. D’autre part on remarque que Va;jj un
élément de Ayy, il existe une matrice Ay telle que @i X @y # 0 Vi,j € {1,2}, et
kK € {123}

2- Considérons maintenant ’ensemble de matrices suivantes :

. ai1,1 G121 _ 112 G122
All - ( 0 a22,1 > )A12 - ( O 0 ) )
. 11,3 0 . 0 12,4
Ais = ( aznz 0 ) = < 0 az4 ) '

Cet ensemble de matrices n’engendre pas une représentation générale, car il ne res-
)
pecte pas la deuxieme condition de la proposition. En effet, les éléments as; et ags

n’apparaissent jamais ensemble dans une matrice Aqy.

Si on écrit les équations exprimant his; ou hopy on obtient :

_ 2
higt = 1 + (a1110121 + a11,2012,267 41 + 2a11,1022,1€14—1€2.4—1)

2
hoiy = ca + (a1110121 + a11,2012,267 41 T 2a221011,1€1,4—1€2,4-1)

le coeficient correspondant a 5%775_1, qui est Z,le a91 k22, N'apparait pas. Ainsi le terme
5%775_1 sera ¢liminé des équations exprimant hia4 et hoy ., ce qui constitue une restriction.
Cependant les conditions énoncées ci-dessus sont des conditions nécessaires, mais non su-
fisantes pour la généralité du modele BEKK. Si on considere I’ensemble de matrices sui-

vantes :
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A, = 11,1 Q121 A, — 0 12,2
11 — ) 12 — O 9
21,1 221 22 2

Cet ensemble de matrices satisfait les conditions de la proposition, mais n’est cepen-

dant pas pleinement général, car si I'on écrit 'expression du terme hj;, on obtient :

2 2 2 2
hie=c+ (a11,151,t—1 + 2a11,1091,1€1 4-1€2,0—1 + A1 16241

On peut remarquer que le parametre a1, correspond au terme 5%,7:—1 , le parametre
@11,1021,1 correspond au terme €1 12,41 , les parametres aj;; et as;; sont fixés ce qui ne
laisse aucune liberté au parametre exprimant la quantité 6%7&1 dans I’équation de hyy 4, ce
qui est une restriction pour le modele. Dans notre exemple, la restriction est due au fait
qu’il n’y a que deux parametres pour trois termes dans la premiere équation. En fait, il est
possible de trouver des conditions sufisantes dont un cas extréme serait de prendre K = s
et des matrices qui n’auraient aucune restriction. Cependant dans ce type de cas le nombre
de parametres a estimer sont introduits sans qu’ils soient forcément nécéssaires pour lever
les restrictions mises en évidence dans ce dernier exemple.

Parallelement a ces problemes se pose un probleme d’identification que nous avons discuté
pour le cas K = 1 seulement. Par exemple pour le cas K > 1 le fait d’interchanger les
matrices A1 et Ajp nous donne deux expressions diférentes d’'un méme modele. C’est pour-
quoi on doit imposer certaines restrictions aux matrices Ay, et Bj,. Dans la proposition
suivante Engle et Kroner proposent une restriction particulierement pratique car ce modele

est identifiable mais aussi général :

Proposition 3.5 Supposons que les éléments diagonaux de C' soient positifs. Considérons
la classe des modeles BEK K dans lesquels les matrices Ay, sont obtenues en annulant les
r — 1 premiéres colonnes et les k. —n(r — 1) — 1 premieres lignes, ou k, = n(r—1)+1,...,nr
et r =1,...,n. Si on suppose aussi que a,, . > 0;Vk, et que des restrictions similaires sont

imposées sur les matrices By, , alors un modele BEKK général sans autre représentation
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équivalente est obtenu dans cette classe.

Remarque 3.4 Dans les modeles définis par la proposition précédente, on a: K = n?

Exemple 3.4 cas n = 2, Calculons les indices des matrices Ajyy, :les valeurs possibles
de k. sont k, =2(r—1)+1,2(r—1)+2, et r=1,2.

1| r=2
3
4

T

k,=2(r—1)+1
k, = 2r

2o ] |

On obtient les matrices suivantes dans le cas ARCH(1):
a1 12,1 0 0
A = ) 1) AL =
H ( Q21,1 A221 ) o ( a21,2 @222 ) ’

0 a12.3 0 0
Az = ' Ay = :
b ( 0 agxgs > o ( 0 a4 )

On remarque effectivement que cet exemple satisfait les conditions nécessaires de généralité

du modele BEKK. De plus si on écrit 'expression les éléments de vech(H,;) on a:
r _ 2 2 2 2 2
hie = en 4 a1187 1 + 20011021081 018,01+ (511 + 051 2)€54 4

_ 2

ho1 = co1 + (11,1012,1€7 41 + (2110121 + @1110921)€1 ¢—1E2,0—1+
2

(ag110a29,1 + a21,2@22,2)52,t—1

_ 2 2 2
haay = coa + (&12,1 + a12,3)€1,t4 + (@121G221 + A12,3022,3)€1 4-162,4-1+

2 2 2 2
L (%2,1 T Ao t+ a22,4)82,t71

On remarque que chaque terme a un parametre libre (on peut considérer les parametres
soulignés par exemple). En ce sens, ce modele est général.

Cependant on peut remarquer que pour certains termes correspondent une somme de
carrés de parametres induisant des restrictions: par exemple le coeficient du terme sng

sera supérieur a a%l , ce parametre étant déja fixé par le terme €;1;_1€2,1.
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3.2.3 Comparaison entre le modele BEKK et le modele vectoriel

En écrivant I'expression du modele BEKK pour GARCH(1,1) et en utilisant la relation
vec(ABC) = (C' ® A)vec(B) on a:

K
hy = (C ® C"vec(1,) + Z ary, ® ay) vec(e_1€; 1)
k=1

K
+Z(Blk ® Big)'vec(H;—1)
k=1
K K
Si on prend A; = Z(alk ® ay)) et By = Z(Blk ® Biy)" on obtient 'expression
k=1 k=1

du modele vectoriel. Ce qui nous amene a formuler la proposition suivante :

Proposition 3.6 Un modele vectoriel appartient a la classe des modeles BEKK si et

seulement si il existe C', A et By, tels que:

Co = (C ® C"vec(1,),

Remarques 3.5
1- Un modele vectoriel obtenu a partir d'un modele BEKK est unique d’apres la proposi-
tion précédente. Cependant I'inverse n’est pas vraie car (a1,®a1x) = ((—a1x)@(—a1x))
ou encore en changeant les indices k& on obtient le méme modele vectoriel. Donc le

choix des matrices A;; n’est pas unique.
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2- D’apres les équations de la proposition précédente, il est clair qu’un modele diagonal
vectoriel peut étre obtenu a partir d’'un modele BEKK si et seulement si les matrices
A et By, sont diagonales.

3- Les représentations BEKK étant restreintes de maniere a ce que H; soit définie positive,
on voit que toutes les représentations vectorielles dont la matrice de covariance condi-
tionnelle H; n’est pas définie positive pour tout ¢ n’admettent pas de représentation
BEKK.

Proposition 3.7 Dans le modele vectoriel, si on suppose que Cy = vec(2) avec 2 ma-
trice définie positive, si les matrices A; et B; sont diagonales. Alors, il existe une matrice

triangulaire C' et des matrices diagonales A, et By, , k = 1,...,K telles que:

Co = vec(C'C),

A = Z(alk ®ayx)')
k=1

B; = Z(sz ® Bik>/
k=1

La proposition précédente montre que le modele BEKK inclut comme cas particuliers
tout les modeles linéaires diagonaux définis positifs. De plus, on peut restreindre les (n— k)
premiers éléments des matrices A et By, a etre nuls. D’apres la proposition (3.6), ce modele
est général sans autre représentation équivalente dans cette classe. D'une maniere générale,
on voit qu’on ne peut considérer le modele vectoriel uniquement quand cette représentation

est équivalente au modele BEKK qui garantit la définie positivité de H;.

3.2.4 FEtude de la stationnarité

Nous allons étudier la stationnarité au second ordre des modeles vectoriels et BEKK.
Soit L l'opérateur retard définit comme suit LFw, = w;_;, on considere le processus
MGARCH suivant:

he = C + A(L)e; + B(L)hs (3.7)
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on obtient le processus écrit sous le modele vectoriel en prenant :

A(L) = AL + ...+ A L

B(L) = BiL + ...+ B,L*

ou les matrices Ay,...,A,, Bi,...,B, sont de dimension n X n. En utilisant la relation
vec(ABC) = (C'® A)vec(B), on obtient le modele BEKK auquel on a appliqué 'opérateur

vec(.) en prenant :

AL) =Y k=15(Ap @ AL+ ..+ > k= 15(Ay ® Ay)L?

B(L)=> k=1%By®By)L+ ...+ Y _k=15(B,, @ By, L

ou les matrices Aiy,...,Aqk, Big,...,Bpr sont de dimension n x n

Développons 1'équation (3.7):
p
he=C+A(L)e,+ B(L)hy =C+A(L)e,+ Y Bjh_
=1
» J
=C+A(L)e, + Y _Bj(C + A(L)er_j + B(L)hy—;)

J=1

p p p
=C+A(L)e,+ Y B;C+A(L)Y Bjer_j+ B(L)Y B;Bjhi,
=1 =1

=C+ A(L)e; + B(L)(C + A(L)e;) + B*(L)hy (3.8)

si on réitere (n — 1) fois 'opération obtient :

m:§}¥%0+mm@+3%mm

Ainsi, on remarque que la quantité hy = Y .0, B“1(C + A(L)e;) est solution du
processus GARCH. En effet :
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hy = C + A(L et+ZB’1 )(C + A(L)ey)

= C+ A(L)e, + B(L }:yl )(C + A(L)ey)

= C + A(L)e; + B(L)hy (3.9)

Notons que la somme h, = > ;> B }(C' + A(L)e;) existe si le rayon spectral de B est
inférieur a 1. Cette écriture va nous permettre d’exprimer la condition de stationnarité

pour les modeles vectoriels et BEKK :

Proposition 3.8 Soit {&;};en un processus, si I’équation (3.7) définit un processus
GARCH, alors {e; };en est stationnaire au second ordre si et seulement si |p(A(1)+B(1))] <
1.

p(A) étant le rayon spectral de la matrice A.

Démonstration

Nous allons considérer la stationnarité dans le cas GARCH(1,1) uniquement. L’exten-
sion a des modeles plus généraux suit le méme raisonnement, mais demande des calculs
trop amples pour étre exposée i¢i. Exprimons 'espérance conditionnelle de e; aux dates
t—1t—2,..:

Etlet ZBZIC—FAlBt z)

=1

Et—2(€t) = Et—lEt—2(€t)

o0

= Et—2(z By (C + Aver—i))

=1
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— Z Bi_l(C' —f- AlEt—Qet—i)

i=1

=C + AlEt—Qet—i + Z Bi_l(C’ + AlEt_get_,-)

=2

== C + A1 + Z Bi_l(C’ + Alet_l-_l)
=1

+Blz Bi_l(C’ + Alet_i_l)
=1

[e.9]

=C+ (A1 + B1)) B (C + Arer_i_1).(3.10)

=1

En réitérant [ fois cette opération, on obtient :
Ei(e) =T+ (A1 + By) + ...+ (A + B)HC

+(A1 + Bl)l_lz Bi_l(C’ + Alet_l+1).

=1

Soit Z une matrice carrée, Z! — 0 quand | — oo si et seulement si p(Z) < 1 et si et
seulement si (I +Z+...4+...) — (I — Z)~'. Ainsi, F;_1(e;) converge vers (I — A; — By)C

quand [ — o0 si et seulement si les valeurs propres de A; et B; sont inférieures a 1.

Remarque 3.6 Pour le modele diagonal, la condition de stationnarité au second ordre
pour le modele GARCH(1,1): ay; + b; < 1 Vi € {1,...,N} dans le cas du modele vectoriel,
et > r_ (@i g + biix)danslemodele BEK K.

3.2.5 Modeéles a corrélations conditionnelles constantes(CCC)

Les modeles a corrélations conditionnelles constantes sont des modeles pour lesquels les
variances des composantes du processus GARCH multivarié varient en fonction du temps et

les corrélations conditionnelles sont quant a elles constantes. Cette hypothese énoncée par
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Bollerslev(1990) est justifiée par I’étude empirique des processus multivariés. La corrélation

conditionnelle entre €, et £;; a I'instant ¢ — 1 est donnée par la relation suivante:

1/2
pigi = hije/ (hiaihys ).
En général cette corrélation varie au cours du temps, mais dans certains cas on peut la

supposer constante : les covariances conditionnelles sont proportionnelles a la racine carrée

du produit des variances :

pije = hajaf (haiihyj)'>. (3.11)

avec j =1,.neti=7+1,...n

Remarque 3.7 La validité de I’hypothese nous donnant I’equation précédente releve

d’une étude empirique de certaines séries de processus MGARCH.

Il est cependant important de souligner que les variances conditionnelles varient
au cours du temps dans ce modele: h;;; est une fonction du passé. Ainsi, on tire une

décomposition de H, :

Ht - AtFAt (312)

avec A; une matrice diagonale de dimension n xn ayant pour éléments \/ hiy, ,...,\/ Pt
La matrice R est constante par rapport au temps, de dimension n xn et qui a pour éléments
pi; et 1 sur la premiere diagonale. D’apres ’équation (3.12), il est clair que H; est définie

positive des que les variances conditionnelles sont bien définies et R définie positive car:
?Hax >0V e R", x #£20< 2/D;RD; >0 Vr € R" x # 0.
De plus on peut remarquer que D, et I''/2 commutent, en effet, on a:

Ht1/2 — Atl—\l/Q _ F1/2At
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Modeles a corrélations constantes dynamiques (DCC):

D’une maniere générale faire I’hypothese que les corrélations conditionnelles sont
constantes peut étre trop restrictive pour I’étude de certaines séries. Engle (2002) a intro-
duit le modele a corrélations conditionnelles dynamiques (Dynamic Constant Correlation).

Dans ce modele R varie au cours du temps, ’expression de H; est la suivante:

Ht - DtRDt (313)

ol la matrice D, a les mémes spécifications que dans le modele a correlation constante
et la matrice R; de dimension n x n a pour éléments r;;; = p;; quand i # j et 1 quand
t = j. Les éléments r;;, sont fonctions du passé, Engle a donné deux spécifications GARCH

de ces termes. Cependant aucune étude n’a encore été faite sur ces spécifications.
extension du modele a corrélation constante:

Jeantheau (1998) a proposé une extension du modele & corrélation constante de
Bollerslev qui admet la méme décomposition de la matrice de covariance conditionnelle H,
définie en (2.12). Les covariances conditionnelles étant constantes dans ce modele, ce sont
uniquement les variances conditionnelles qui sont exprimées en fonction du passé. Soit une
série {g;,t € Z} de variables aléatoires a valeurs dans R™ qui suit un processus GARCH

multivarié,on a:

gt — AtT]t (314)

ou A; est une matrice diagonale et les éléments A ;; satisfont la relation suivante:

A?,n 51:2—1‘,1 A?—i,ll
: q . P .
=C+ > A : +) B, . (3.15)
. i=1 : j=1 .
Az?,nn 5?,7;7n A%fi,nn

avec C' € R", A; et B; € RY x RY nous supposerons que les coeficients des matrices

de la relation précédente sont tous positifs. De plus, 7, est une série de variables aléatoires
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indépendantes identiquement distribuées vérifiant les conditions suivantes:

1- L’espérance de n; est nulle, et la matrice de covariance I" est telle que:

1 pr2 ce P12
P12 :

: Pn—1)n
Pin " P—1)n 1

2- La variable aléatoire 7; est indépendant de la tribu I;_; engendrée par les valeurs passées

du processus.

3- La loi de 7, est telle qu’il n’existe pas de forme quadratique ¢ telle que q(n;) = v p.s,

avec 7 € R. Enfin 6 est le vecteur des parametres.

De cette définition, on obtient I'expression des éléments h;;; de la matrice de cova-

riance conditionnelle du processus ¢, :
_ 2
hije = (D)

hije = pijArile; — pour i # j.

En effet, si on exprime H; en fonction des matrices A; et I" on a:

Ht = Etfl(gtgff) = Et,l(Atnth;) = AtFAt

Ainsi, on vérifie bien que les corrélations conditionnelles sont constantes.

Remarques 3.8
1- Si on impose que les composantes de 7; sont indépendantes entre elles alors H; est
diagonale.
2- Si A; et B; sont diagonales, h;;; ne dépend que de ses propres valeurs passées et des
valeurs passées de ¢, alors que dans ce cas h;;; dépend des valeurs passées de h;;; et

hj;+ et des valeurs passées de €;; et €;;.

Nous allons maintenant spécifier les conditions a imposer sur les parametres pour que

le modeéle soit stationnaire.
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3.2.6 Etude de la stationarité des modeles CCC

A partir des équations (3.14) et (3.15) on peut écrire le modele a corrélation constante

de la maniere suivante :
Dt Pt -
B S Nt R 1 (3.16)
Pt N t—i

ot s = sup(p,q), Ai(ni) = 0 pour i > ¢ et B; = 0 pour i > p.

La proposition suivante nous donne la condition de stationnarité du modele a corrélation

constante:

Proposition 3.9 Si le vecteur des parametres 0 est tel que det(I, — > =" (A; + B;)\) a
ses racines en dehors du cercle unité alors le modele MGARCH(p,q) a corrélation constante
admet une solution stationnaire au second ordre. De plus cette solution est unique et stric-

tement stationnaire ergodique.

En effet, exprimons le modele sous forme matricielle :

Soit
( Hll,t T Hnn,t Hll,tfl Tt Hdd,tfnJrl ) ona :
Ai(nf )+ By As(nfy) + By -+ An(nf,) + By C
I, 0
Vi= . : Viei + .
I, 0 0
on obtient:

Vi= F(C)V;S—l + G

avec ¢, = (M—1,M—2,-..,M—s) €t, G' = (C\0,...,0) et F(¢;) la matrice de la relation

précédente. On en déduit que:
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k—1
Vi = F(G) - F(Grs)Vir + D _F(G)-F(Grin)G
t=0

On remaeque que le second terme de 1'égalité précédente est une série de termes

positifs, de plus on a:

E(F(G)...F(G-k+1)) = F'G,

A(nf ) +Br As(nf o)+ By -+ An(mi,)+ By
1, 0
avec F = .
1, 0

Par conséquent, det(—F) et det(I,, — >.; (A; + B;)A\™!) ont les mémes racines. Ainsi,

la série converge dans L' si det(I, —>;_, (A;+ B;)\) a ses racines en dehors du cercle unité.

soit Vig =Y F(()F(Gopan)G,
t=1

comme les variables aléatoires 7, sont indépendantes, alors le processus ((;), et par
conséquent le processus (Vt,g) sont strictement stationnaires ergodiques. On en déduit que
Eti = \/ (hiit)nes est un processus GARCH(p,q) strictement stationnaire et converge dans
L2
De plus cette solution est unique car si 'on suppose que ¢; est une autre solution, alors V;

satisfait :
k—1
Vi = F(G) F(Gori)Vik + Y F(G) - F(Gii1)G
t=0
Or, on a:

F(C). . F(opi1)Vicw = FFE(V, ) = cF* — 0

avec ¢ > 0. Ainsi,V, =V et donc &, = «,.
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Chapitre 4

Estimation des paramétres du
GARCH multivarié

4.1 Estimation par le quasi-maximum de vraisemblance
QMV

Un avantage de ce modele est la simplicité du calcul du quasi-maximum de vraisem-
blance au moment de procéder a ’estimation des parametres. Exprimons 'expression de

la log vraisemblance dans le cas du modele BEKK :

T
=3 loglL/(2m)"? x 1) | H [ xewp(~1/26,H; e,)]

t=1

Z —n/2log(2m) — 1/2(log(] Hy |) + €,H; &)

=1

= —Tn/2log(2) — 1/2°Y (log(| Hy |) + e} H; ')

t=1

ou T est le nombre d’observations de la série.

Dans cette expression on doit inverser la matrice H; de dimension (n x n) a chaque
instant ¢ ce qui demande beaucoup de calculs sachant que le nombre d’observations pour
les séries financieres est en général grand. Dans le mod ele a corrélations constantes le fait
que 'on puisse décomposer la matrice H; nous permet de ne pas inverser H; a chaque date
t car H7' = A7'T7'A;! on obtient une expression du quasi-maximum de vraisemblance

qui est la suivante:
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T
L(0) = —Tn/2log(2m) — 1/2 Z(logﬂ ARA) + ;AT A e)

t=1

T
= —Tn/2log(2r) — T/2log(| R |) = > (log(| A |) — 1/22@
t=1 t=1

Ol\lgt = At_lét

4.2 Estimation par la methode EbE (Equation-by-Equation)

soit &; = (€14,...,6n¢)" un processus a valeurs dans R", et F7 ; la tribu engendrée par

{ew,u < t}, nous supposons que:

E(e:\Ff,) =0, var(e, \ F;_,) = Hy existe et elle est définie positive.
(4.1)
avec o7, les é1éments de la diagonale de la matrice Hy, qui sont les variances conditionnelles

par rapport a F; ; des composants de ¢;.

nous introduisant un vecteur

ni, = Dy ler = (e1/01tseEmt/Omi) avec Dy = diag(ois,...,0m)

par (4.1) nous avons E(n}, \ Ff_;) = 0 et la matrice des correlations conditionnnelles

est données par

Ry = var(n, \ Ff,) = Dlethl-

qui suit que pour k£ = 1,...,m, on a:

E(ng \ Ff ) =0, var(ng \ Ffq) = 1. (4.2)
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Nous nous intéressons a l’estimation de la variances conditionnelle de chaque compo-

sante de ¢; qui satisfait:

& = Htl\277t7 E(me\ Ffy) =0, war(m\ Fy) = Inm, (43)
4.3
Ht = H(et—la'“agt—p) = DthDt

Ou H, la matrice des variances conditionnelle qui est definie positive, D, = {diag(H,)}'\?
et Ry = Corr(es,e; \ F_,) la matice de correlation conditionnelle.
Nous supposons que la variance conditionnelle de la k-eme composante de ¢; est

paramétrée Par un parametre 93’“) € R%, de sorte que

Ekt = OktMiots
(4.4)
_ g%
Okt = Ok(E1—1,60-2,..-; 6 ),
ou oy est une fonction positive, le processus (7;) peut etre appeller le vecteur de l'in-

novation EbE de &;.

Remarque 4.1 Dans le modele (4.3)-(4.4), la volatilité de tout composant de ¢; dépend
des valeurs passées de tous les composants, Cette hypothese représente une extension de la
configuration classique des modeles GARCH univariés et pour cette raison, le modele (4.4)
peut étre appelé "modele GARCH augmenté” comme dans la terminologie de Hérmann
(2008). Cette extension est d’abord motivée par la généralité: il semble tres restrictif de
supposer que la variance conditionnelle d’un composant n’est pas influencée par le passé
d’autres composants. D’autre part, I’approche de l'estimateur EbE du papier rend cette
extension accessible a l'inférence statistique, sans provoquer une explosion du nombre

de parametres. Par exemple, si les volatilités individuelles ont une dynamique de type
GARCH(1,1)
m
O = Wi + Zak,ﬁ:zt_l + P01 Wiy, 06 > 0
=1
En augmentant de K le nombre de composants implique un nombre supplémentaire
de parametres K par équation. Enfin, cette extension permet d’aborder le probleme des
données asynchrones en permettant a chaque variance conditionnelle de dépendre des ob-
servations les plus récentes.
Remarque 4.2 La positivité de la fonction o, implique généralement des restrictions

sur les valeurs du parametre qui ne peuvent pas étre explicitées sous la formulation générale,
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pour des raisons particulieres les modeles avec de telles contraintes peuvent étre expliqués,
comme dans le cas GARCH(1.1). Notez que les innovations EbE (7;,) ne sont pas en général

des suite iid, et donc (4.4) n’est pas un processus générateur de données (DGP).

Nous étudions 'estimation du parametre Hék) dans le modele GARCH augmenté (4.4),

sous (4.2) pour k = 1,....m
Pour estimer Qék), nous utiliserons la methode QMV, qui est la méthode d’estimation

la plus utilisée pour les modeles GARCH univariés, mais d’autres méthodes pourraient
également étre considérées.
En vue des remarques (4.1) et (4.2) le modele GARCH augmenté (4.4) n’est pas, en général,
un GARCH univarié et nous ne pouvons pas compter directement sur les résultats existants
pour son estimation.
Compte tenu des observations (1,...,6,) et des valeurs initiales arbitraires &; pour i < 0,
nous définissons:

5’kt(9(k)) = O'k<€t_1,...,61,50,5_1,...; 0(’“))

pour k = 1,...,m et %) €O, en supposant Que O}, est un ensemble de parametres compact
et Q(()k) €0y,.

Cette variable aléatoire sera approximée par:
O'kt(e(k)) = O'k<5t717€t72>---; 9(1{))'

Soit 65 I'estimateur EbE de Qék):

0% = arg min QP (9®)), 0y € o,
(k Eit

(6 E log &7 —

Bl 1&?(9@

4.3 consistance et normalité asymptotique de I’esti-
mateur EbE

Sous les hypotheses suivantes sur le processus &;.

H1: &, est un processus strictement stationnaire et ergodique satisfaisant (4.1), avec Eleg|® <

oo pour s > 0, de plus E(logo?,) < oo.
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H2: On a oy(.) > w pour certains w > 0.

H3: nous avons a; < Cp', p.s
cette hypothese nous permet de montrer que les valeurs initiales n’ont pas d’effet
sur les propriétés asymptotiques de 'estimateur de 9(k) avec Ay (0%)) = G4, (%)) —
o (0%), a, = sup, SUPgk) cok)|a,, (9 C et p sont des constantes générique avec
C>0et0<p<1.
La "constante” C' est autorisée a dépendre de variables antérieures a t = 0.

H4: Qé)k) est dans l'intérieur de O

H5: En;,|*0%° < oo, pour § > 0

H6: pour toute suite reél (e;);>1, la fonction ) — oy (eq,e3,...; %)) est continue et deux
fois dérivable. cette hypothése est considéré pour pouvoir dériver la distribution
asymptotique de 0.

H7: pour k = 1,...,m et pour n’importe quel z € R%* . on a:

,00 ’%t(e(()k))
0k)

cette hypothese va etre utiliser pour démontrer I'inversibilité de la matrice de cova-

=0, ps = x=0

riance asymptotique.
HS&: on a Jkt(ﬁék)) = 03 (0%) p.s si Oék) =0,

Théoreme 4.2.1 si H1,H2-H3 sont vérifiées, 1'estimateur EbE de Qék) dans le modéle

(4.3) est fortement consistant

~

o) 9 , P.S. quand n — 0. (4.5)

n

et si de plus, H4-H7 sont verifiées, alors

/\

Vn® — o8y = N{O T ) (4.6)

1 90},(608")

L = E({n;} — 1}dd, = E(dd, dpy =
e = E({ny — Vdidyy),  Jiw = Edidy,),  di o2 06

Preuve de la consistance:

Démonstration. soit

£
QU () Zlog o2, (M) # _ngt ok,
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. Ak . , . .. .
la forte consistance de ) est une conséquence des résultats intermediaire suivant:

i) timsup [Qi(6%) + Qi (6)| = 0, ps
i) E|0,1 (65| < 00, et si 0 £ 68 B, 1 (607) < E0,1(6W),
iii) tous %) £ 6" a un voisinage V(8®) tel que

lim inf inf O® (0°) > lim sup OX (8% p.s.

C’est facile de voir que i) est verifié par H2-H3 et I'existance de E|eg|°.

maintenant, par (4.2), on a:

Bl (00 = B{Z 5 b0 i +log 02,0} = E’“—)Hogazt(e(k)).
e (0%)) 3 (00)
comme log 0%, < 0o, on a E&ct(é )) < o0, tandis que Ef,(0%) > —oo, pour tous %) €
O®) par H2 et en utilisant U'egalité logz < = — 1 et HS, ii) est vérifié.
le théreme d’ergodicité nous assure le dernier point, qui peut etre appliquer pour tous
0% € ©® sur la suite inf,_cygoyngm (et (6), qui est strictement stationaire et ergodique
sous H1 et admet une prévision en [—oo, + 00]. .

]

4.4 comparaison entre l’estimateur EbE et ’estima-
teur QMYV

Une question d’intérét est de savoir si 'approche EbE implique nécessairement une
perte d’efficacité (le prix payé pour sa simplicité) par rapport a une méthode QMV dans
laquelle les parametres de volatilité sont estimés conjointement. Pour pouvoir écrire la
quasi-vraisemblance globale, il est nécessaire de spécifier la matrice de corrélation condi-
tionnelle. Parce que nous souhaitons comparer les estimateurs des parametres de volati-
lité, nous considérons 'estimateur QMYV global de 6, en supposant que la matrice R; est
constante et connue.

Un estimateur QMV théorique de ) est défini comme toute solution mesurable 9MV de:

QMV _ 70y — -1 7
g argropelélnz& 0:(0) = e, H, “ey + log | Hy|.

Ol\l -Ht = DtRDt et ﬁt = d@a,g(a'lt(e(l))’75-mt(0(m)))
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soit R~ = (r}, et la matrice (dxd)M=(My,) ou

Mye = TreJke — Z@ufﬂ Kig — 1) JhidJ; 1J’J‘]JJ1J
i,j=1
et

T;:k:—i_l St k':g _m * % w ook ok k)
rert, si kA0 Tké—ijzlrkirkjE(nktnitnjtht> L

Kkl = E(UZ?U;E) i = % {
Proposition 4.1 Sous les hypothéses du théoreme 4.2.1, 'estimateur QMV des pa-

ramétres de volatilité, en supposant que la matrice R; = R est connu, est asymptotique-
ment plus efficace (respectivement moin efficace) que I'estimateur EbE ssi la matrice M est
définie negative (respectivement définie positive).
Quand R est la matrice identité, M = 0 les deux méthodes sont équivalentes, elles pro-
duisent le méme estimateur.
Dans la mise en ceuvre pratique du QMV, la matrice R doit étre estimée, ce qui peut
réduire la précision des estimateurs des parametres de volatilité. Il est intéressant de noter
que l'estimateur QMV n’est pas toujours asymptotiquement plus efficace que 'estimateur
EbE, méme dans la situation favorable ot R est connu (ce qui n’a aucune conséquence
pour 'EbE).
D’autres calcules peuvent montrer que l'estimateur EbE peut étre Asymptotiquement
supérieur a l'estimateur QMYV lorsque la distribution de 7; est suffisamment éloignée de la

loi gaussienne.
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Chapitre 5

Etude par similation sous le language

R

Dans ce chapitre nous allons nous consacrer aux expériences de Monte-Carlo visant
a étudier la performance de 'approche EbE dans un échantillon fini.nous donnerons des

exemples de données réelles.

5.1 Etude de Monte-Carlo

Nous allons d’abord illustrer les gains en terme de calcul apportés par 'approche EbE
en deux étapes par rapport au QMV complet habituel dans lequel tous les parametres sont
estimés en une seule étape. Nous allons étudier également, pour les modeles CCC et DCC,

si les gains de complexité numérique ont un prix en termes d’exactitude des échantillons
finis N.

Comparaison en temps et en précision de ’EbE et du QMYV complet:

Comparons le cotut de calcul de 'EbEE avec celui du QMV dans le cas d'un modele
diagonal CCC' — GARCH (1,1) de dimension m, c’est-a-dire sous la spécification (4.1) avec
p = q = 1 et les matrices diagonales A; et B;. L’estimateur EbE de tous les parametres du
modele nécessite m estimations des modeles de type GARCH univariés avec 3 parametres,
plus le calcul de la corrélation empirique des résidus EbE. Le QMV complet nécessite 1’op-
timisation d’une fonction de 3m +m(m — 1)/2 parametres. Etant donné que la complexité
du temps d’une optimisation augmente généralement rapidement avec la dimension de la

fonction objectif, le QMV devrait étre beaucoup plus cotiteux que 'EbEE en termes de
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temps de calcul. Les deux estimateurs ont été ajustés sur des simulations de longueur
n = 2000 du modele CCC — GARCH (1,1) avec les spéfication (4.1) avec A; = 0.051,,, et
By = 0.91,, (ces valeurs sont proches de celles généralement adaptées aux séries réelles).
La matrice de corrélation utilisée pour les simulations est R = I,,,, mais les termes sous-
diagonaux m(m—1)/2 de R ont été estimés, ainsi que les 3m autres parametres du modele.
La distribution de n; est gaussienne, qui a peu d’'impact sur les temps de calcul, mais de-
vrait donner un avantage au QMV en termes de précision. Le tableau 1 compare les temps
de calcul effectifs requis par les deux estimateurs en fonction de la dimension m. Comme
prévu, la comparaison des processeurs est clairement en faveur de 'EbEE. Notez que ces
temps de calcul ont été obtenus en utilisant un seul processeur. Etant donné que 'EbEE est
clairement facilement parallélisable (en utilisant un processeur pour chacune des optimisa-
tions m), avantage de 'EbEE devrait étre encore plus prononcé avec une implémentation

multiprocessus.

Le code R permettant d’exécuter le programme qui compare les deux esti-

mateurs est:

library(compiler)
library (numDeriv)

# vechO

vechO<- function (A){
d<-nrow(A)

res<-rep(0, (d*(d-1)/2))
ind<-0

for(j in 1:(d-1)){
for(i in (j+1):d){
ind<-ind+1
res[ind]<-A[i,j]}}

res

# inverse de vechO
inv.vechO<- function (rho){
m<-length(rho)
d<-(1+sqrt (1+8xm)) /2
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A<-diag(d)
ind<-0
for(j in 1:(d-1)){
for(i in (j+1):d){
ind<-ind+1
Ali,jl<-rho[ind]
A[j,il<-rho[ind]
1}
A
# racine carree d’un matrice symmetrique semi-definie positive
Sqrt <- function(Sigma) {
n<- nrow(Sigma)
sp<-eigen(Sigma)
sp$vector)*lsqrt (diag(sp$values))
# matrice de correlation de m valeurs consécutives d’un AR(1)
R.AR1 <- function(m,rho) {
R<-diag(rep(1,m))
for (j in 1:(m-1)){
for (i in (j+1):m){
R[i,i-jl<-Tho"]
R[i-j,il<-R[i,i-j]
R
# simule un GARCH(1,1)-CCC diagonal avec bruit Student de variance R.mat
Mgarch.sim<- function (n, omega, alpha, beta, R.mat, nu=Inf, valinit=500) {
m<-length (omega)
cst<-1
if (nu>2&nu!=Inf)cst<-sqrt ((nu-2)/nu)
#eta <- matrix(cst*rt(m*(n+valinit) ,nu),ncol=m,nrow=(n+valinit))%*%t(Sqrt(R.mat))
eta <- matrix(rnorm(m*(n+valinit)),ncol=m,nrow=(n+valinit))’%*%t(Sqrt(R.mat))
eps<-matrix(0,nrow=n+valinit,ncol=m)
ht<-matrix(0,nrow=n+valinit,ncol=m)
for (t in 2:(n+valinit)) {
ht[t,]<-omega+alpha*(eps[t-1,]"2)+betaxht[t-1,]
eps[t,]<-sqrt(ht[t,])*etalt,]
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}
return(eps[(valinit+1): (n+valinit),])}
Mgarch.sim<-cmpfun(Mgarch.sim)
# estime une equation d’un MGARCH(1,1)-CCC diagonal
objf <- function(x, eps, eps2, n, r, tol=sqrt(.Machine$double.eps)){

omega <- x[1]

alpha<- x[2]

beta <- x[3]

sigma2<-rep(0,n)
sigma2[1]<-var(eps[1:r])
for (t in 2:n) sigma2[t]<-omegat+alpha*eps2[t-1]+beta*sigma2[t-1]
sigma2.mod<-pmax(sigma2[(r+1):n],tol)
gml <- mean(log(sigma2.mod)+eps[(r+1) :n]**2/sigma2.mod)

gqml }
objf<-cmpfun(objf)
#estim.lequa.Mgarchl1<- function(omega,alpha,beta,eps,r)

{

n <- length(eps)
eps2<-eps”2
valinit<-c(omega,alpha,beta)
res <- nlminb(valinit,objf, lower=c(0.0000000000001,rep(0,2)),

upper=c(Inf,rep(0.9999,2)), eps=eps, eps2=eps2, n=n,r=r)
omega<-res$par[1]
alpha<-res$par[2]
beta<-res$par [3]
sigma2<-rep(0,n)
sigma2[1]<-var(eps[1l:r])
for (t in 2:n) sigma2[t]<-omegat+alpha*eps2[t-1]+beta*sigma2[t-1]
eta <- eps[(r+1):n]/sqrt(sigma2[(r+1):n])
list(coef=res$par, minimum=res$objective,eta=eta)
estim.lequa.Mgarchli<-cmpfun(estim.lequa.Mgarchil)
# estime EbE un MGARCH(1,1)-CCC diagonal
estim.EbEE.Mgarch11<- function(Omega,Alpha,Beta,eps,r=10)
{
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m<-length(Omega)
n<-length(eps[,1])
Res<-matrix(nrow=(n-r),ncol=m)
Omega.est<-Omega
Alpha.est<-Alpha
Beta.est<-Beta
for(j in 1:m){
res<-estim.lequa.Mgarch11(Omegalj],Alphalj],Betalj],epsl[,j]l,r)
Omega.est[jl<-res$coef [1]
Alpha.est[jl<-res$coef [2]
Beta.est[jl<-res$coef [3]
Res[, jl<-res$eta
}
R<-cor(Res)
c(Omega.est,Alpha.est,Beta.est,vechO(R))
estim.EbEE.Mgarchli<-cmpfun(estim.EbEE.Mgarchil1)
#i#HH###E estime un CCC-GARCH(1,1) diagonal par QMLE
objfCCC <- function(x, eps, n, m, r, tol=sqrt(.Machine$double.eps)){
Omega <- x[1:m]
Alpha<- x[(m+1):(2*m)]
Beta <- x[(2*m+1):(3%m)]
R<-inv.vechO(x[(3*m+1) : (3*m+m* (m-1)/2)])
#{if (kappa(R)<1/tol&det (R)>tol){
Rinv<-solve(R)
log.detR<-log(det(R))
ht<-matrix(0,nrow=m,ncol=n)
Dtinv<-matrix(0,nrow=m,ncol=m)
1<-as.numeric(n)
ht[,1]<-pmax(diag(var(eps[il:r,])),tol)
Dtinv<-diag(1/sqrt(ht[,1]))
1[1]<-eps([1,]%*%Dtinv%*%Rinvy*%Dtinvi*%eps [1,]+1log.detR+sum(log(ht[,1]))
for (¢t in 2:n){
ht[,t]<-pmax(Omega+Alpha*eps[t-1,] "2+Betaxht[,t-1],tol)
Dtinv<-diag(1/sqrt(ht[,t]))
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1[t]l<-eps(t,]1%*%kDtinvi*%Rinv)*%Dtinvi*%eps [t,]+1log.detR+sum(log(ht[,t]))

gml <- mean(l[(r+1):n])

return(qml)

#}

#else

#{

#return(Inf)}

#objfCCC<-cmpfun (objfCCC)

CCC.GARCH.QMLE<-function(eps, Omegainit,

Alphainit,Betainit, Rinit, tol=sqrt(.Machine$double.eps),r=10){

m<-ncol (eps)

n<-nrow (eps)

valinit<-c(Omegainit,Alphainit,Betainit,vechO(Rinit))

born.inf<-c(rep(0.0000000000001,m) ,rep(0,2*m) ,rep(-1+tol ,m*(m-1)/2))

born.sup<-c(rep(Inf,m),rep(0.9999,2*m) ,rep(1-tol,m*(m-1)/2))

res <- nlminb(valinit,objfCCC, lower=born.inf,

upper=born.sup, eps=eps, n=n,m=m,r=r)

Omega<-res$par [1:m]

Alpha<-res$par [(m+1) : (2*m) ]

Beta<-res$par [(2*m+1) : (3*m) ]

R<-inv.vechO(res$par [(3*m+1) : (3*km+m* (m-1)/2)])

#list (Omega=0Omega,A=Alpha,B=Beta,R=R)

res$par

CCC.GARCH.QMLE<-cmpfun (CCC.GARCH.QMLE)

#H##HE#H##AS estime la matrice J d’information

objfCC <- function(x, eps, n, mm, r, tol=sqrt(.Machine$double.eps)){
Omega <- x[1:mm]
Alpha<-  x[(mm+1) : (2%mm) ]
Beta <- x[(2*mm+1) : (3*mm) ]
R<-inv.vechO (x [(3*mm+1) : (3*mm+mm* (mm-1)/2)])

Rinv<-solve(R)

log.detR<-log(det(R))

ht<-matrix(0,nrow=mm,ncol=n)

Dtinv<-matrix(0,nrow=mm,ncol=mm)
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1<-as.numeric(n)

ht[,1]<-pmax(diag(var(eps[il:r,])),tol)

Dtinv<-diag(1/sqrt(ht[,1]))

1[1]<-eps([1,]1%*%Dtinv%*%RinvY*%Dtinv)*%eps [1,]+1log.detR+sum(log(ht[,1]))

for (t in 2:n){

ht[,t]<-pmax(Omega+Alpha*eps[t-1,] "2+Betaxht[,t-1],tol)

Dtinv<-diag(1/sqrt(ht[,t]))

1[t]<-eps(t,]%*%Dtinv*)Rinvy*%Dtinvi*%eps [t,]+1log.detR+sum(log(ht[,t]))
gml <- mean(1l[(r+1):n])

qml}

objfCC<-cmpfun(objfCC)

J.n <- function(x, eps, n, m, r=10){

Jn<-hessian(objfCC,x,eps=eps,n=n,mm=m,r=r)

Jn/2%

J.n<-cmpfun(J.n)

# estimateur plus rapide de matrice J d’information

VaR.R <- function(x, eps, n, mm, r=10, tol=sqrt(.Machine$double.eps)){
Omega <- x[1:mm]
Alpha<- x[(mm+1) : (2%mm) ]
Beta <- x[(2*mm+1) : (3*mm) ]
R<-inv.vechO(x [ (3*mm+1) : (3*mm+mm* (mm-1) /2)])

Rinv<-solve(R)

log.detR<-log(det (R))

ht<-matrix(0,nrow=mm,ncol=n)

51<-3*mm

s0<-length(x)

s2<-s0-s1

der.ht<-array(0,dim=c(sl,mm,n))

Dtinv<-matrix(0,nrow=mm,ncol=mm)

1<-as.numeric(n)

der.l<-matrix(0,nrow=s0,ncol=n)

ht[,1]<-pmax(diag(var(eps[il:r,])),tol)

Dtinv<-diag(1/sqrt(ht[,1]))

1[1]<-eps[1,]1%*%Dtinv*%Rinvy*)%Dtinv)*%eps [1,]1+1log.detR+sum(log(ht[,1]))
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for (t in 2:n){

ht[,t]<-pmax(Omega+Alpha*eps[t-1,] "2+Betaxht[,t-1],tol)
Big<-rbind(diag(rep(1,mm)),diag(eps[t-1,]1"2),diag(ht[,t-1]1))
der.ht[,,t]<-Big+der.ht[, ,t-1]%x*%diag(Beta)
Dtinv<-diag(1/sqrt(ht[,t]))
1[t]l<-eps(t,]%*%kDtinv/*%Rinv)*%Dtinvi*%eps [t,]+1log.detR+sum(log(ht[,t]))
for (i in 1:s1){
der.Di<-diag(der.ht[i,,t]/(2*sqrt(ht[,t])))
cl<--eps[t,]%*/Dtinvi*Y%der .Di%*)Dtinv*%Rinv*/%Dtinvy*%eps[t,]
cl<-cl-eps[t,]%*%Dtinv/*)Rinv*%Dtinvy*’der.Di%*%Dtinv*%eps [t,]
cl<-c1+2*sum(diag(Dtinvy*’der.Di))

der.1[i,t]<-c1}

for (i in 1:82){

der .R<-inv.vechO(diag(rep(1,s2)) [,i])-diag(rep(1,mm))
cl<--eps[t,]%*%Dtinv/*/RinvY*’der.R)*%Rinv)*%Dtinv*eps [t,]
cl<-cl+sum(diag(Rinv%*’der.R))

der.1l[s1+i,t]<-cl

J<-var(t(der.1l))

J/4
VaR.R<-cmpfun(VaR.R)

s b b s s T s s i e f s T s e e e e T T
set.seed(11)
n<-2000
nu<-5
nu<-Inf
m.min<-2
m.max<-12

for(m in m.min:m.max){

OmegaO<-rep(0.01,m)

AlphaO<-rep(0.05,m)

BetaO<-rep(0.90,m)

RO<-diag(rep(1,m))

eps<-Mgarch.sim(n, OmegaO, AlphaO, BetaO, RO, nu=nu)
varthetaO<-c(Omega0,Alpha0,Betal,vech0(RO))
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print (m)

J<-VaR.R(varthetaO, eps, n, m)

Omegainit<-rep(0.5,m)

Alphainit<-rep(0.1,m)

Betainit<-rep(0.7,m)

Rinit<-diag(rep(1,m))
EbEE<-estim.EbEE.Mgarch11(Omegainit,Alphainit,Betainit,eps)
diff<-EbEE-varthetal

error.EbEE<-n*as.numeric (diff%*%J%*)%diff)
QMLE<-CCC.GARCH.QMLE(eps, Omegainit,Alphainit,Betainit, Rinit)
diff<-QMLE-varthetal
error.QMLE<-n*as.numeric(diff%*%J%*%diff)

print (error.QMLE/error.EbEE)

EE s e S s s e e e s e e e e s e e e B T T R
set.seed(11)

for(m in m.min:m.max){

OmegaO<-rep(0.01,m)

AlphaO<-rep(0.05,m)

BetaO<-rep(0.90,m)

rho0<-0.9

RO<-R.AR1(m,rho0)

RO<-diag(rep(1,m))

eps<-Mgarch.sim(n, OmegaO, AlphaO, BetaO, RO, nu=nu)
vartheta0<-c(Omega0,Alpha0,Betal,vech0(RO))

print (m)

#tiO0<-system.time(VaR.R(varthetal, eps, n, m))

#print (ti0)

Omegainit<-rep(0.5,m)

Alphainit<-rep(0.1,m)

Betainit<-rep(0.7,m)

Rinit<-diag(rep(1,m))
#0megainit<-diag(var(eps))*(1-Alphainit-Betainit)

ti<-system.time(estim.EbEE.Mgarch11(Omegainit,Alphainit,Betainit,eps))

print (ti)

o4
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ti2<-system.time(CCC.GARCH.QMLE(eps, Omegainit,Alphainit,Betainit, Rinit))
print (ti2)

HERHHEFHHAFHBRHH AR HHAFHERHHAFHRAFHBRHHAFHBAAH ISR HARHH

set.seed(11)

for(m in ¢(50,100,200,400,800))1{

OmegaO<-rep(0.01,m)

AlphaO<-rep(0.05,m)

BetaO<-rep(0.90,m)

RO<-diag(rep(1,m))

eps<-Mgarch.sim(n, OmegaO, AlphaO, BetaO, RO, nu=nu)
vartheta0<-c(Omega0,Alpha0,Betal,vech0(RO))

print (m)

Omegainit<-rep(0.5,m)

Alphainit<-rep(0.1,m)

Betainit<-rep(0.7,m)

Rinit<-diag(rep(1,m))
ti<-system.time(estim.EbEE.Mgarchll(Omegainit,Alphainit,Betainit,eps))
print(ti)

TAB. 5.1 — Table 1: Le temps de calcul des deux estimateurs (temps du proces-
seur en secondes) de l’estimateu EbE par rapport a l’estimateur QMV (ND
signifie ”Non disponible” en raison de l’tmpossibilité de calculer le QMYV)
pour le modéles CCC-GARCH (1,1) m-dimensionnel

Dim m 2 3 4 5 6 7 8 9

Nbre de param 7 12 18 25 33 42 52 63
processeur de ’'Ebe  0.57 0.88 1.18 1.31 1.52 1.85 2.04 2.37
processeur du QMV  32.49 100.78  123.33  215.38 317.85 617.33 876.52 1113.68

le ratio 57.00 114.52  104.52  164.41 209.11 333.69 429.67 469.91
Dim m 10 11 12 50 100 200 400 800
Nbre de param I0) 88 102 1375 5250 20500 81000 322000

processeur de ’'Ebe  2.82 2.98 3.49 13.67 27.89  56.58 110.00 226.32
processeur du QMV  1292.34 1520.60 1986.38 ND ND ND ND ND
le ratio 458.28  510.27  569.16 ND ND ND ND ND

Interprétation des résultats:
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On remarque que quand la dimension m augmente donc logiquement le nombre de

paramétre a estimé augmente aussi, le temps qu’a mis I'estimateur Ebe a estimer tous les
paramétres est petit par rapport a l'estimateur QMV.
Tant que la dimension du modele M-GARCH augmente,on constate que la différence entre
les temps des processeurs des estimateur est importante d’ailleur le ratio qui est le rapport
du temps du QMV sur le temps de 'EbE croit trés rapidement au fil de I'augmentation de
la dimension m.

On peut dire donc que la méthode EbE est plus pratique en terme de temps que la méthode

QMV.

5.2 Estimation des volatilités individuelles d’un DCC
par EbEE

Afin d’illustrer la capacité de 'EbEE a estimer les volatilités individuelles d'un DCC,
nous avons fait I'expérience Monte Carlo suivante. Nous avons d’abord simulé une suite
iid (), avec m = 4 composants indépendants, normalisés de telle sorte que Var(n) = L.
Nous avons ensuite simulé la matrice de corrélations R; et 'innovations 7; = Ri / Qnt, ou S
est la matrice de corrélation de Toepliz avec I’élément 0.3¢ sur i-ieme subdiagonal o = 0.04
et 5 = 0,95 . Pour ces récursions, nous avons pris les valeurs initiales Qg = S et nj = 0.
Nous avons ensuite généré la suite ¢, = Dy}, ou les éléments de D; sont obtenue a partir de
(2.16) avec p =g =1, w = (0.01,...,0.01)"; A = A; la matrice m x m avec les éléments 0.02
et B = By = diag(0.91,...,0.91). Nous avons enlevé les 500 premiéres valeurs simulées pour
atténuer 'effet des valeurs initiales. Le tableau 3 présente les estimations EbE des coeffi-
cients de volatilité w, A et B, ainsi que la variance des innovations EbE R* = Var(n;), plus
de 100 réplications indépendantes de longueur n = 2000 du modele DCC. On constate que
le biais d’estimation est tres faible. Nous avons également vérifié que les erreurs (RMSE)
diminuent lorsque la taille de I’échantillon n augmente et qu’elles ne sont pas trop sensibles

aux parametres nuisants «,3 et S impliqués dans la séquence (R;) des matrices DCC.
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Table 2: EbEE moyenne de plus de 100 répétitions du modele DCC

avec m = 4.

w A
0.013 0.017
0.008  0.013 0011  0.011

0.014 0.020
0.010 0011 0012  0.013

0.013 0.022
0.010 0012 0011  0.011

0.018 0.021
0.039 0011 0011  0.011

0.021 0.020 0.021

0.012

0.018 0.022 0.021

0.013

0.022 0.016 0.021

0.014

0.022 0.021 0.018

0.011

diag(B) R*

0.905 1.000 0.276 0.087 0.023
0.024 - 0.096  0.103  0.096
0.902  0.278 1.000 0.268 0.086
0.025 0.096 - 0.087  0.111
0.906  0.087 0.268 1.000 0.299
0.027 0103 0.087 - 0.098
0.899 0.023 0.086 0.299 1.000
0.064 0.096  0.111  0.098
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Le code R permettant d’exécuter le programme qui donne les résultats du tableau ci

dessus est :

library(compiler)
library (numDeriv)

# vechO

vechO<- function (A){
d<-nrow(A)

res<-rep(0, (d*(d-1)/2))
ind<-0

for(j in 1:(d-1)){
for(i in (j+1):d){
ind<-ind+1
res[ind]<-A[i,jl1}}

res

}

# inverse de vechO
inv.vechO<- function (rho){
m<-length(rho)
d<-(1+sqrt (1+8+*m)) /2
A<-diag(d)
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ind<-0
for(j in 1:(d-1)){
for(i in (j+1):d){
ind<-ind+1
Ali,jl<-rho[ind]
A[j,i]<-rho[ind]
1}
A
}
# racine carree d’un matrice symmetrique semi-definie positive
Sqrt <- function(Sigma) {
n<- nrow(Sigma)
sp<-eigen(Sigma)
sp$vector)*lsqrt (diag(sp$values))
}
# matrice de correlation de m valeurs consécutives d’un AR(1)
R.AR1 <- function(m,rho) {
R<-diag(rep(1l,m))
for (j in 1:(m-1)){
for (i in (j+1):m){
R[i,i-j]l<-rho"]
R[i-j,il<-R[i,i-j]
R}
# simule un GARCH(1,1)-DCC (de Engle ou de Aielli) avec beta diagonal et bruit Studen
GarchDCC.sim<- function (n, omega, Alpha, beta, aalpha,bbeta, S, nu=Inf, valinit=50
m<-length(omega)
Qt<-array(dim=c(n+valinit,m,m))
Qtl1,,1<-S
Qt.star<-diag(sqrt(diag(Qt[1,,])))
Qt.star.inv<-diag(sqrt(1/pmax(diag(Qt[1,,]),tol)))
Rt<-Qt
Rt[1,,]<-Qt.star.inv%*%Qt[1,,]1%*%Qt.star.inv
cst<-1
if (nu>2&nu!=Inf)cst<-sqrt ((nu-2)/nu)
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eta <- matrix(cst*rt(m*(n+valinit) ,nu) ,nrow=(n+valinit) ,ncol=m)
#plot.ts(eta) var(eta) var(eta.star)
eps<-matrix(0,nrow=(n+valinit) ,ncol=m)
eta.star<-matrix(0,nrow=(n+valinit) ,ncol=m)
ht<-matrix(0,nrow=(n+valinit) ,ncol=m)
eta.star[1,]<-etall,]%*%t(Sqrt(Rt[1,,]))
for (t in 2:(n+valinit)) {
ht[t,]<-omega+as.vector (Alpha%*’,(eps[t-1,]172))+betaxht[t-1,]
#
{if (Aielli){
Qt[t,,]<-(1-aalpha-bbeta)*S+aalpha*Qt.star)*%eta.star[t-1,]%*%t(eta.star[t-1,])%*%Qt.
}
else{
Qt[t,,]<-(l-aalpha-bbeta)*S+aalpha*eta.star[t-1,]%*%t(eta.star[t-1,])+bbeta*xQt[t-1,,]
1}
Qt.star<-diag(sqrt(diag(Qt[t,,])))
Qt.star.inv<-diag(sqrt(1/pmax(diag(Qt[t,,]),tol)))
Rt[t,,]<-Qt.star.inv/*%Qt[t,,]1%*%Qt.star.inv
eta.star[t,]<-etalt,]%*%t(Sqrt (Rt[t,,]1))
eps[t,]<-sqrt(ht[t,])*eta.star(t,]}
#return(eps[(valinit+1): (n+valinit),])}
list(sim=eps[(valinit+1): (n+valinit),], cor=Rt[(valinit+1):(n+valinit),,])}
#omega<-c(0.01,0.01) ; Alpha<-matrix(c(0.03,0.01,0.01,0.03) ,nrow=2)
#beta<-c(0.8,0.8) ;S<-matrix(c(1,0.3,0.3,1) ,nrow=2)
#aalpha<-0.01;bbeta<-0.99-aalpha
# n<-800; nu=7
#res<-GarchDCC.sim(n, omega, Alpha, beta, aalpha,bbeta, S, nu=nu)
#plot.ts(res$sim)
#plot.ts(res$cor([,1,2],ylim=c(-1,1))
GarchDCC. sim<-cmpfun (GarchDCC.sim)
# estime une equation d’un MGARCH(1,1)-CCC diagonal
objf <- function(x, eps, eps2,m, n, r, tol=sqrt(.Machine$double.eps)){
omega <- x[1]
Alpha<- x[2: (m+1)]
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beta <- x[m+2]
sigma2<-rep(0,n)
sigma2[1]<-var(eps[1l:r])
for (t in 2:n) sigma2[t]<-omega+as.numeric(Alpha%*jeps2[t-1,])+beta*sigma2[t-1]
sigma2.mod<-pmax(sigma2[(r+1) :n],tol)
gml <- mean(log(sigma2.mod)+eps[(r+1) :n]**2/sigma2.mod)
gml }

objf<-cmpfun(objf)
#
estim.lequa.Mgarchl11<- function(omega,Alpha,beta,eps,eps2,m,r)
{
n <- length(eps)
valinit<-c(omega,Alpha,beta)
res <- nlminb(valinit,objf, lower=c(0.0000000000001,rep(0,2)),
upper=c(Inf,rep(0.9999,2)), eps=eps, eps2=eps2,m=m, n=n,r=r)
omega<-res$par[1]
alpha<-res$par[2: (m+1)]
beta<-res$par [m+2]
sigma2<-rep(0,n)
sigma2[1]<-var(eps[1l:r])
for (t in 2:n) sigma2[t]<-omega+as.numeric(alpha¥*%eps2[t-1,])+betaksigma2[t-1]
eta <- eps[(r+1):n]/sqrt(sigma2[(r+1):n])
list(coef=res$par, minimum=res$objective,eta=eta)}
estim.lequa.Mgarchli<-cmpfun(estim.lequa.Mgarchil)
# estime EbE les volatilites d’un MGARCH(1,1)-DCC
#omega<-omegainit;Alpha<-Alphainit;beta<-betainit
estim.EbEE.Mgarch11<- function(omega,Alpha,beta,eps,r=10)
{ m<-length(omega)
n<-length(eps[,1])
eps2<-eps”2
Res<-matrix(nrow=(n-r) ,ncol=m)
omega.est<-omega

Alpha.est<-Alpha
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beta.est<-beta
for(j in 1:m){
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res<-estim.lequa.Mgarchll(omegalj],Alphalj,],betalj],eps(,jl,eps2,m,r)

omega.est[jl<-res$coef [1]
Alpha.est[j,]<-res$coef[2: (m+1)]
beta.est[jl<-res$coef [m+2]

Res[,jl<-res$eta }

R<-cor(Res)
c(omega.est,Alpha.est,beta.est,vech0(R))
Yestim.EbEE.Mgarchll<-cmpfun(estim.EbEE.Mgarchl1l)
HERHHEFHHAFHBRHH AR HHAFH AR HH AR HRAFHBRH B AR H B R B HHARHH
set.seed(11)

niter<-100

n<-2000

nu<-Inf

nu<-9

m<-4

rho0<-0.3

omega0<-rep(0.01,m)
AlphaO<-matrix(rep(0.02,m"2) ,ncol=m)
betalO<-rep(0.91,m)

S0<-R.AR1(m,rho0)

aalpha0<-0.04

bbeta0<-0.99-aalphal

omegainit<-rep(0.02,m)
Alphainit<-matrix(rep(0.03,m"2),ncol=m)
betainit<-rep(0.7,m)
varthetaO<-c(omega0,Alphal,betal,vech0(S0))
res<-varthetal

#RO<-diag(rep(1,m))

for(iter in 1:niter){

eps<-GarchDCC.sim(n, omegaO, Alpha0O, beta0O, aalphaO,bbetal, SO,
#plot.ts(eps) acf(eps™2)
EbEE<-estim.EbEE.Mgarchl1(omegainit,Alphainit,betainit,eps)

nu=nu, Aielli=FALSE
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res<-rbind(res,EbEE)}

omega<-colMeans(res[2: (niter+1),]) [1:m]
A<-matrix(colMeans(res[2: (niter+1),]) [(m+1): (m+m~2)] ,nrow=m)
b<-colMeans(res[2: (niter+1),]) [(m+m~2+1) : (m+m~2+m) ]
R<-inv.vechO(colMeans(res[2: (niter+1),]) [(m+m~2+m+1) : (m+m~2+m+m* (m-1)/2)])
sd<-sqrt(diag(var(res[2: (niter+1),])))

omega.sd<-sd[1:m]

A.sd<-matrix(sd[(m+1): (m+m~2)] ,nrow=m)
b.sd<-sd[(m+m~2+1) : (m+m~2+m) ]
R.sd<-inv.vechO(sd[(m+m~2+m+1) : (m+m"~2+m+m* (m-1) /2)])

for(i in 1:m)

print (round(c(omegali] ,A[,i],b[i],R[,1]),digits=3))

print (round(c(omega.sd[i] ,A.sd[,i],b.sd[i],R.sd[,i]),digits=3))}
bias<-colMeans(res[2: (niter+1),])-varthetal
npar<-m* (m+2) +m* (m-1) /2

bias<-sapply(l:npar, function(i) mean(as.numeric(res[2:(niter+1),i])-varthetaO[i]))
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Conclusion

Le but de ce travail a été de mettre en évidence les modeles non linéaires et I’hétéroscédasticité
conditionnelle qui possede, maintenant, des outils puissants d’analyse. Cette modélisation
est fondée sur des bases théoriques solides nécessaire pour les séries chronologiques présentant
une dynamique non linéaire. Le concept de variance conditionnelle a commencé a jouer un
grand role au début des années quatre vingt avec l'article fondateur de Engle (1982). Il
caractérise les modeles venus élargir la classe des modeles classiques fondés essentiellement
sur une structure de dépendance linéaire entre une variable a un instant ¢ et ses valeurs
passées et celles d’un bruit blanc et de ses valeurs passées.

Par ailleurs, il est important de noter que les séries financieres sont aussi caractérisées
par une volatilité non stationnaire et par des phénomenes d’asymétrie qui ne peuvent pas
étre pris en compte par les modélisations classique. C’est dans ce contexte que nous nous
sommes intéressés aux modeles M-GARCH. Apres présentation des différentes approches
qui s’offrent a nous pour estimer les parametres du modele M-GARCH | entre autres la
méthode QMV et la méthode EbE. La consistance et la normalité asymptotique du I’'EbE
ont été établie. Nous nous sommes aussi basés sur des résultats de simulation afin d’illus-
trer les résultats théoriques.

Ce travail ouvre de tres nombreuses voies de recherche en particulier dans I’estimation des
modeles M-GARCH.
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Annexe

5.3 Martingale

Définition 5.1 (Martingale). Soit (X;);en une suite de variables aléatoires réelles (v.a.r)
sur un espace probabilisé (Q, F, P), et (F;)ien est une suite de tribus. La suite {(X;, F;) :
t=1,2, ---} est une martingale si et seulement si:

1. Fi C Figa;

2. X; est F;-mesurable;

3. B(X,) < oo

4. E(Xe | F) = X,
Quand on dit que (X;)ien est une martingale, on prend implicitement F; = o(Xg, s < t),
c’est-a-dire la tribu engendrée par les valeurs passées et présentes.
Définition 5.2 (Différence de martingale). Soient (X;)ien une suite de variables
aléatoires réelles (v.a.r), et (F;)ien est une suite de tribus. La suite {(X;, F;) 1t = 1,2, -+ }
est une différence de martingale (ou une suite d’accroissements de martingale) si et seule-
ment si:

1. Fi C Figa;

2. X; est Fi-mesurable ;

3. E(X,]) < oo;

4. E(Xep | F) = 0.

5.4 Ergodicité

On dit qu’une suite stationnaire est ergodique si elle satisfait la loi forte des grands

nombres. Certaines transformations de suites ergodiques restent ergodiques.

Théoreme 5.4.1. Si (Z;)iez, est une suite fortement stationnaire et ergodique.



65

et si f:R*® — R est une fonction mesurable.

et soit Yy = f(-+, Zy_1, Zs, Zy1, -+ ), alors (Yy)ez reste une suite fortement stationnaire
et ergodique.

Théoreme 5.4.2 (d’ergodicité). Si (Z;)icz est strictement stationnaire et ergodique, Si
[ est mesurable et si B{|f(--- , Zi_1, Zy, Zis1, -+ )|} < 00, alors:

1 n
ﬁzf(”' T 1, Ty Ty, ) — B{f (-, Zi1, Zy, Zga, )} pos.
t=1

5.5 Théoreme de Chung-Fuchs

Théoréme 5.5.1 (sur les marches aléatoires). Si X, --- , X, est une suite iid telle
que E(X7) =0 et E|X;| >0, alors p.s.

n—oo

lim sup Z X; = 400,
1

et

n
lim inf E X, = —o0.
1=

5.6 Critere de Cauchy

Définition 5.6.1 (Critére de Cauchy pour la convergence d’une suite de terme
1

a, >0 ). Soit A = limsup aj; .
SiA<l= "7 a, < oo,
siA>1=>"" a,=+oc.

5.7 La Régression Linéaire Multiple

En statistiques et en économétrie, un modele de régression linéaire est un modele de
régression d’une variable expliquée sur une ou plusieurs variables explicatives dans lequel
on fait I'hypothese que la fonction qui relie les variables explicatives a la variable expliquée
est linéaire dans ses parametres, formellement, on modélise la relation entre une variable
aléatoire y et un vecteur de variables aléatoires x.

Définition 5.7.1. De maniere générale, le modele linéaire peut s’écrire de la maniere



66

suivante :
y = B+ Bix1 + Baxa + - + Brak + 1,

ou la variable y est appelée la variable expliquée ou variable endogene, et les variables
(1,9, - -+, 1) sont appelées variables explicatives, variables exogenes ou encore prédicteurs,

et u est appelé terme d’erreur ou perturbation .

5.7.1 Notations

On rencontre principalement trois types de notations:

Notation simple

On considere le modele pour l'individu ¢. Pour chaque individu, la variable expliquée

s’écrit comme une fonction linéaire des variables explicatives:
Yi = Bo+ Bixig + -+ Ber, + i
Notation vectorielle

La notation vectorielle est similaire a la notation simple mais on utilise la notation
vectorielle pour synthétiser la notation. Cette notation est pratique lorsqu’il y a un grand
nombre de variables explicatives. On définit 5 = (y,01, - ,0k) le vecteur des parametres
du modele, et z; = (1,21, -+ ,ox,)le vecteur des variables explicatives pour l'individu i, le

modele se rééerit alors de la maniére suivante :

yi = 33 + pa.
Notation matricielle

Enfin, on rencontre aussi souvent une notation matricielle, ici, on écrit le modele pour

chacun des n individus présents dans ’échantillon, le modele s’écrit alors:

y=XB+pu,
avec :
Y1 l’:l 1 o -z Bo M1
Y2 Ty I xor -+ @op (5 fho
y=1 . , X = =1 . B=1 . =1 .
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