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Notations

I*F(t) : (k € N), I’intégration répétée k fois de la fonction f(t)
I17f(¢) : ( @ € R), ’intégration non enti¢re d’ordre a de la fonction f(t)
r): (1 € R*\Z_ ) fonction Gamma.

V() : facteur d’oubli

L: symbole de la transformation de Laplace.

L1 symbole de la transformation de Laplace inverse

ADEF(E) dérivée d’ordre a de la fonction f(t) nulle pour t < t, selon

la définition de Riemann
EDEF(t) : dérivée d’ordre a de la fonction f(t) nulle pour t < t, selon

la définition de Caputo

(7) : (j € N), désigne la combinaison de j élément parmi n
(’;‘) : (@ € R), désigne le bindme de Newton généralisé a des ordres réels
D% . opérateur de dérivation d’ordre non entier

D*f(Kh): désigne la valeur dela dérivé a®™ de f(t) a I’instant Kh
h: période d’échantillonnage

S: opérateur de Laplace



D@ (x) :

D%x :

I, :

C:

0 :

Ape (s) :
Apr (8)
Aen (p) :
Is| :
arg(s) :

E,:

Dporne (s):

Dporne (5) .

detn:

(x € R%, a € R}),le i élément du vecteur x(t) est dérivé ala i°™¢

composante du vecteur a
(x € R™), tous les éléments du vecteur x(t) sont derivés au méme ordre o
matrice identité de dimension k

matrice de commandabilité

matrice d’observabilité

polyndéme d’ordre non entier de variable s

polyndéme d’ordre fractionnaire de variable s

polyndme d’ordre entier de variable s

module du nombre complexe s

argument du nombre complexe s

fonction Mittag Leffler

fonction de transfert du dérivateur généralisé borné en fréquences
fonction de transfert du dérivateur généralisé

parametres de récurrence de I’approximation
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Introduction générale

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on peut
appliquer le concept de dérivée a la fonction dérivée elle-méme et par la, méme
introduire la dérivée seconde, puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégration,
opération inverse de la dérivée, peut éventuellement étre considérée comme une dérivée
d’ordre "moins un". On peut aussi se demander si ces dérivées d’ordres successifs ont
un équivalent d’ordre fractionnaire. Selon un exposé historique détaillé dans [27] [22],
la dérivation numérique d’ordre fractionnaire remonte a diverses correspondances entre
Gottfried Leibniz, Guillaume de I’Hospital et Johann Bernoulli a la fin du 17¢me siecle.
En 1695, L’Hospital a adressé¢ une lettre a Leibniz (I’inventeur de la notation de la
dérivée (d™y/dx™) posa la question, "Qu’en est il si n = 1/2 ?", question a laquelle
Leibniz répondit : "le résultat de d'/2x sera égal a xVdx:x, un paradoxe duquel des

conséquences utiles seront un jour tirées".

On pourrait penser que cette recherche de dérivation fractionnaire est une question de
mathématiques "pures" sans intérét pour 1’ingénieur. Cependant le calcul fractionnaire
releve d’un théme de recherche récent motivé par la modélisation d’un nombre important
de phénomeénes physiques et plus particulierement les phénomenes de diffusion et aussi
la conception des régulateurs robustes. C’est pour cela que ’intérét de la dérivation non
enticre ne cesse de grandir, notamment dans le domaine de 1’automatique pour la

modélisation, 1’identification et la commande des systémes.

Vu I'importance du calcul fractionnaire, il est indispensable de mettre en ceuvre un
logiciel d’analyse et de simulation, notre objectif est de réaliser une boite a outils
d’analyse et de simulation des systemes dynamiques d’ordre fractionnaire qui s’inscrit

dans ce sens.

Le travail que nous présentons se résume en trois chapitres, dans le premier
chapitre nous donnons quelques notions fondamentales des systemes d’ordre
fractionnaires, les différents modeles de représentation des systemes dynamiques

fractionnaires et leurs propriétés.



Introduction générale

Le deuxiéme chapitre est consacré au développement des algorithmes numériques
nécessaires a la simulation des systémes d’ordre non entier, ainsi que nous présentons les
passages entre les différentes représentations des systemes fractionnaires et quelques

méthodes d’approximation des systemes fractionnaires.

Le dernier chapitre présente notre logiciel qui est dédié a 1’analyse et la simulation

des systémes dynamiques d’ordre non entier.

Pour finir, nous avons présenté une synthése générale de notre travail qui fait I’objet
d’une conclusion générale et de quelques perspectives.

A ce sujet difficile. Bonne lecture !
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Chapitre 1 Généralités sur le calcul et les systemes fractionnaires

1. Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les définitions de base et les propriétés
fondamentales des opérateurs intégro-différentiateurs d’ordre non entier et d’illustrer
par quelques exemples ces opérateurs. Nous motivons 1’utilisation de cet outil dans la

modélisation de quelques systémes physiques.

L’opérateur d’intégration et la dérivation d’ordre non entier est la généralisation
de la fonction de dérivation entiere a des ordres non entiers quelconques. Cette
généralisation peut étre obtenue a partir de 1’intégration non entiére, donnant ainsi la
définition de Riemann-Liouville et la définition de Caputo [23, 14, 29]. Une autre
généralisation basée sur la définition usuelle de la dérivation enticre, est proposée par

Griinwald-Letnikov [27, 29, 6].

Nous avons consacré la fin de ce chapitre pour la présentation des différents
modeles de représentation des systémes dynamiques fractionnaires [22, 35] et leurs

propriétés (stabilité, commandabilité et observabilité).

I1. Intégrale fractionnaire
I1.1. Définition [23]

L’intégration répétée k (entier naturel) fois de la fonction f(t) réelle de la

variable réelle t continue et intégrable sur [t,, +oo[ s’exprime par :

t tn t t 1 t -
Ig(() f(tl) = ftO dtn ft() dtn—l b ft: dtz ftoz f(tl)dtl = mfto(t - T)k 1f(T)dT
(L1)
to : Instant initial.

Avec la généralisation de la fonction factorielle a un ordre réel donnée par la

fonction Gamma [29, 34], on obtient la fonction d’intégration non enti¢re suivante :
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1
I'(a)

IEf() = ftto(t — D)1 f(1)dr ,a ER} 1.2)

I': étant la fonction d’Euler définie par :
+
ra) = fo PyA-levay (1.3)

La définition (I.2) peut étre interprétée comme I’aire de la surface que définit la fonction

f (t) pondérée par le facteur d’oubli représenté par la fonction :

ta—l

I'la)

Ve (t) = (L4)

La formule (1.2) peut étre aussi interprétée comme le produit de convolution de la

fonction causale f(t) et la fonction causale 1y, (t) , qui est exprimée comme suit :
IE f(t) = yo (t) * f(t) (L5)

Pour t, =0 ,onnote  If = 1%

Si @ =1, I'f(t) estune intégrale classique.
I1.2. Propriétés [23 ,29]

a) Composition de deux intégrales non entiéres

Les opérateurs d’intégration non entiere vérifient la propriété de semi-groupe soit :
1% a; gy aqtay a; >0
to f() o Ito f(@) = lto (lto f(®) = lto f(t) avec a, >0 (1.6)

b) Transformée de Laplace

L’interprétation de 1’équation (I.2) comme un produit de convolution permet le
calcul de la transformée de Laplace de I’intégrale d’ordre réel d’une fonction temporelle

causale.
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Lemme 1 [35] :

La transformée de Laplace de la fonction t*(n € R,) est

L{t%} =57 1'(a) (1.7)
Soit alors
ta—l —a
Lie (0} = L{rg ) = L)

La transformée de Laplace de 1’opérateur d’intégration fractionnaire s’écrit sous la

forme :

LUF() } = L{y, (O) x f(1) } = L{yo (O} L{F(®)} = sT*F(s) (1.9)

II1. Dérivation fractionnaire

Différentes approches ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux
ordres non entiers :
- La limite du taux d’accroissement d’une fonction se généralise sous la formule de
Grinwald-Letnikov, qui est trés utile dans le calcul numérique.
- L’intégration qui est ’opération inverse de la dérivation, meéne a travers la

formule intégrale de Liouville aux formules de Riemann Liouville et de Caputo.

II1.1. Définition de Riemann Liouville

La dérivée a un ordre a suivant la définition de Riemann-Liouville [23] est
obtenue en intégrant d’abord la fonction f(t) a ’ordre non entier (r — a), puis en
dérivant le résultat ainsi obtenu a I’ordre entier (r), telque r— 1< a<r a€R,

r € N.
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fioy — I DT ——Df (1)

v

Elle est notée par :

I'(r-a)
r—1< a<r

Rnpa — d_r{ 1 t _ r—a—1 }
{%Dt f©) == Jo &= f()de 110
ADEf(t) : Symbolise la dérivée d’ordre non entier a par rapport a t de la fonction

f(t) entre t, et t selon la définition de Riemann Liouville.

La relation (I.10) est aussi notée :

aDEf() 2 DEIL f(b) (L11)

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre a par rapport a t, de la fonction f(t)

causale selon la définition de Riemann est donnée [23] par :
L{ EDEf(O)} = s*F(s) — ZpZos™ D UL (V)] _, (L12)

A titre d’illustration supposons qu’on veuille calculer la dérivée a ’ordre a = 3,7

d’une fonction f(t) selon la définition de Riemann, les étapes sont :

1) calcul de I’entier r a partir de la condition de 1’expression (I1.10), on obtient :
r =4,

2) On integre la fonction f(t) a ’ordre r —a = 0.3
g@®) = I*%f(1)

3) On dérive la fonction résultante g(t), a ’ordre r = 4, comme suit :

RD3.7 f(t) 4 D410.3f(t) — D4g(t)
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I11.2. Définition de Caputo [23,34]

Contrairement a la définition de Riemann-Liouville appelée aussi dérivée a
gauche, la dérivée de Caputo est obtenue en dérivant d’abord la fonction a ’ordre

non entier  puis en intégrant le résultat obtenue a I’ordre non entier

a:"

o
|

D[

w

FElle est notée :

(113)

Définie par :

(L14)

: Symbolise la dérivée d’ordre non entier par rapport a de la fonction

entre et  selon la définition de Caputo.

La notation représente la dérivée a I’ordre entier  de la fonction

Remarque :

La dérivée de Caputo nécessite que la fonction et ses derivées successives soient
nulles pour , ce qui la rend plus restrictive que la définition de Riemann-

Liouville.

La transformée de Laplace de la dérivée non entiere d’une fonction causale

selon la définition de Caputo est donnée par la relation bien connue :

7
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L{EDEf(E) } = sUF(s) = XpZgs* T *D*f(0)|,_, (L15)

Ou : DX (t)|,=o représente la k™ dérivée entiére de f(t) lorsque t = 0. Dans ce cas,
les conditions initiales s’expriment en fonction des valeurs en 0 des dérivées enticres
D*f(t) de f(t), (k=0,..,7—1). Ceci est un avantage car les conditions initiales

sont exprimées par la dérivée entiére de la fonction f(t) qui posseéde un sens physique.

A titre d’illustration supposons qu’on voudrait calculer la dérivée a I'ordre a = 3,7
d’une fonction f(t) selon la définition de Caputo, les étapes sont :
1) Calcul de I’entier r a partir de (I1.14),r = 4 .
2) Dériver la fonction a ’ordre r = 4 .
g =D*f (1)

3) Intégrer la fonction g(t) a I’ordrer —a = 0.3
H(t) = 1%3g(t)

La définition de Riemann Liouville et Caputo sont équivalentes pour des fonctions f

telle que f(0) = 0.

Sinonon a:

EDCFOITf () = '™ *DOf(O)f () + f(0N)yr—qo (D) (L16)

Avec :

(t)T—a—l
I'(r-a)

Y,_,(t) = (1.17)

Remarque :
Si f est une fonction causale constante, la dérivée de [’ordre a au sens de Caputo
est nulle mais ce n’est pas le cas au sens de Riemann Liouville, si f(0%) # 0 car celle-

ci fait intervenir une fonction Y,_,(t) qui tend vers [infini ent = 0.
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Par contre pour f a dérivée continue au voisinage de 0 la dérivée au sens de Caputo

d’ordre strictement inferieur a 1 est continue en 0 et tend vers 0 en t = 0.

Dans la suite de ce mémoire, nous considérons des systémes relaxés avec des
conditions initiales nulles, et la transformée de Laplace des deux définitions de

Riemann-Liouville et Caputo se réduit indifféremment a :

L{D*f(t)} = s*F(s) (L.18)

I11.3. Définition de Griinwald Letnikov [29, 27]

Nous rappelons la définition classique de la dérivée par (1.19)

h : Taux des accroissements

af(t . f)-f(t-h
Df(t) = % = lim;_,, + (1.19)

On déduit la dérivée seconde :

. f®)-2f(t—h)+f(t—2h)
D2f(t) = lim,_,, — (1.20)
Ainsi la troisi€éme dérivée :
D3f(¢) = lim,,_,, L3/ C=+37E=2m) -/ (t=3h) 121)

h3

Et plus généralement en élevant a la puissance n 1’équation (I.21) et en utilisant la

formule de Newton :

—1)J - —j
DMF(t) = limy,_o — X1, 2 1)J+ e

f(t—jh) @122

L’équation (1.22) peut s’écrire sous la forme condensée:
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fO@) = L =tim o =31 (-1) () fE—jh) a2

Avec (n) _ n(n-1)+--+(n-j+1) _ n! (1.24)

j j! T jin=!

La notation (7]1) ou n étant un nombre entier, représente la combinaison de j ¢lément

parmi n.

Avec h infiniment petit :

1

FO0 =5 = S0 (5) e b (1.25)

atn

L’extension de 1’équation (I1.23), a des valeurs non enti¢res a € R étant immédiat :
1 woo ; ,
DUf() = = 22o(=1)T (9) £t — jh) (1.26)

La notation (7) désigne le bindme de Newton généralisé a des ordres réels :

a\ _ I'(a+1)
(f ) T r(+1)C(a—j+1) (1.27)
Ou rg+1 =j! (1.28)

On obtient alors la formule de Griinwald-Letnikov :

a _ i s PRy I'la+1) _
DUf() = 2 Xico -V soipraean S~ 7 (29

Si la fonction f(t) est nulle pour t <0, (f(t) causale) avec K =t/h alors la

formule (1.29) s’écrit :

DUF(KR) = 12 Eo(-1) s (K = D) (130)

10
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Pour les ordres de dérivation entiers « = n € N, la somme de 1’équation (1.29)
est limitée a (n+ 1) termes. La valeur de la dérivée a un instant t est alors une
combinaison linéaire des (n + 1) valeurs de la fonction f(t—jh),j=0,--,n. La
dérivation entiére donne ainsi une caractérisation locale de la fonction. Par contre, pour

des ordres de dérivation non entiers, les coefficients de pondération [(—1)j (‘]x)] ne

s’annulent pas. La valeur de la dérivée a un instant donné K est alors une combinaison
lindaire de toutes les valeurs de la fonction f(t —jh),j =0,:--,K. Cela montre qu’a
I’inverse de la dérivation entiére, la dérivation non entiére donne une caractérisation

globale de la fonction.

I11.4. Propriétés [23,36]

1) La dérivée d’ordre fractionnaire Df f(t) d’une fonction temporelle f(t)

analytique est aussi analytique.

2) La dérivée non entiere de I’intégrale du méme ordre d’une fonction temporelle est

telle que :

DE S IZf(t) = f(b) Avec a € R: (131)

3) La dérivée d’ordre fractionnaire est linéaire. En effet si a et b sont deux constantes

alors :

Dilaf(t) + bg(t)] = aDE f(t)+bDE g(t) (132)

4) La dérivée d’ordre fractionnaire est commutative et vérifie la propriété de semi

groupe.

pf (p&f))=pg (DEF))=DEFr(t) s

11
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IV. Utilisation des opérateurs d’intégration et de dérivation non entiére

L’intérét d'étude du calcul fractionnaire est motivé par les applications
nombreuses de la dérivation non entiére dans divers domaines des sciences et de la
technologie. La modélisation de certains phénoménes physiques caractérisés par la
propriété de longue mémoire et la structure de dimension infinie peut s’effectuer par
I’introduction de la dérivée fractionnaire dans les équations de la dynamique de ces
processus. Ce sont les phénoménes simples a géométrie fractale qui ont permis de
pointer I’importance de ce type d’équation et de donner une interprétation analytique en
termes de théorie des distributions. Cette analyse a largement été confirmée par

I’expérience en dépit de réserves toujours vivantes.

Les applications du calcul fractionnaire aux phénomenes de diffusion ou de
dispersion sont de loin les plus nombreuses :
-Ligne de transmission (télécommunication)
-Diffusion de la chaleur,
- Diffusion acoustique,
- Diffusion de matieres par eau dans le sol,
- Diffusion électrochimique,
- Diffusion électromagnétique,
-La viscoélasticité est un autre domaine ou I’application de la dérivation non
enticre est tres répandue.
Depuis ces découvertes beaucoup de travaux de recherche ont montré
I’importance du calcul fractionnaire pour [’analyse des systémes et encouragé
I’extension de ses applications a des domaines aussi variée (L’économie et finance,

Biomédical, Robotique, et I’Electricité. . .).

En automatique, I’idée d’utiliser des régulateurs d’ordre fractionnaire pour la
commande des systémes dynamiques revient a Oustaloup au début des années 1990,
avec le célebre régulateur CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier) et

plusieurs variantes ont vu le jour depuis (1°7¢, 2¢™€_ 3¢ génération).

12
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IV.1. Exemple de modélisation du phénoméne de diffusion de chaleur par un

modéle non entier [1, 34, 6]

L’étude du lien entre I’opérateur de dérivation fractionnaire et les phénomenes de
diffusion a déja fait 1’objet de nombreuses recherches, les auteurs ont établi
analytiquement, le passage de 1’équation de diffusion a une équation différentielle non
entiere dont les ordres de dérivation sont multiples de 0.5. Cela a motivé 1’utilisation

des systémes non entiers pour la modélisation de ces derniers.

- Présentation

Soit un transfert de chaleur dans des milieux semi-infinis qui sont considérés
homogenes de conductivité thermique A., de diffusivité a., de température initiale
nulle en tout point. Le milieu est soumis a une densité du flux ¢ (t) sur la surface.

Le transfert de chaleur est décrit par le systéme d’équations aux dérivées partielles :

AT(r) _ ac d ( p 6T(r,t))
ot Par e ,0<r<wo ,t>0 (I.34)
Ac
a, = — 1.35
¢ = oo, (1.35)

Ou:

r : Abscisse du point de mesure,

Cp: Chaleur massique du milieu,

p : Densité massique du milieu,

p : la variable caractérisant le type la géométrie considéré, a savoir :

p = 0 pour une géométrie plane ;
p = 1 pour une géométrie cylindrique ;
p = 2 pour une géométrie sphérique.

Considérons figure (I.1) la configuration simple d’un mur plan homogene de longueur L

soumis a 1’une des extrémités A a un flux de chaleur ¢ (0, t)(en I’abscissex = 0), la face

13
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B, a l’autre extrémité, transmet la chaleur au milieu ambiant & travers une résistance

thermique R :

p(L,t) = T(R’t); la température T (x,t) du mur est supposée uniforme en chaque point
du plan parall¢le aux faces A et B de la paroi.
La modélisation théorique consiste a exprimer la relation entre la température T en un

point de la barre et le flux de chaleur considéré respectivement comme sortie y(t) et

entée u(t) du systeme thermique.

h 4

Ti{xt)

P

& (0,1) @ (x t)

NN

77 »x

Figure 1.1 : Diffusion de chaleur dans un mur

L’étude d’un milieu semi-infini plan correspond au cas p =0 et » =x, x désignant

I’abscisse du point de mesure de température a 1’intérieur du milieu. Le systeme (1.34)

se simplifie alors conformément a :

(OT(xt) _ 9%T(xt)

o a ——5— , 0<x <o ,t>0 (I1.36)
<—/165‘,,162(?”=¢>(x,t), x=0,t>0 (1.37)
\

Condition aux limites

¢(0,t) = u(t) (1.38)

oL, t) = &2 (139)

R

T(x,0) = 0 (1.40)

14



Chapitre 1 Généralités sur le calcul et les systemes fractionnaires

La transformée de Laplace des équations (I1.36) et (I.37) sont respectivement données

par :

0°T(x,s)
x2

sT(x,s) —T(x,0) = a, T(x,s) = L{T(x,0)} (141)

0T (x,s)

¢ (x,s) =-21.5, (1.42)

La solution générale de I’équation différentielle (I.41) par rapport a la variable x est de

la forme :
T(x,s) = P(s)e(x\/‘%) + Q(s)e(_x “if) (1.43)

P(s) et Q(s) dépendent des conditions aux limites.

En remplagant (I1.43) dans (1.42) on aura :

F(6,5) = -2eSp \F

Enx =0ona:

P(s)e<x\/“zc) _ Q(s)e(_x ) (L44)

$0,5) = U(s) = oSy, \F [P(s) — Q(s)] (145)

Enx =L ona:
T(L,t)=0= T(x,s) =0 (1.46)

Donc:

N

P(s) = —Q(s)e_ZL a (1.47)

15
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L’équation (1.47) permet d’écrire :

Q(s) = PCos) (1.48)

s
—lcSm\[%(l‘l‘e 2t ac)

En remplagant P(s) et Q(S) par leurs expressions dans la sortie (1.43) :

®(x,s) [_e((x_ZL) aic)+e(_x aic)]

T(x,s) = - (1.49)
~AcSm aic<1+e_u “_C>
D’ou la fonction de transfert :
_ _ ((x—zL) ai) (—x aic)
H(s) = 2&8) _ = re X (1.50)

H(x,s) = Sinh((L_x)Ja:C) (1.51)

Sm/lc\/azc cosh(L\/azc)

La résolution de 1’équation de chaleur pour ces différentes conditions aux limites a

montré que sa solution est une fonction irrationnelle en Vs .

V. Systémes d’ordre fractionnaire

Comme dans le cas des systémes entier, plusieurs formes de représentation
[22, 6, 35] sont faites pour décrire un systéme non entier (équation différentielle,

fonction de transfert, et représentation d’état),

16
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V.1. Equation différentielle linéaire d’ordre non entier

Dans le cadre de la description temporelle du comportement dynamique d’un systéme
fractionnaire linéaire monovariable, une équation différentielle [22, 35] d’ordre non

entier est établie sous la forme :
ayD%y(t) + a,D*1y(t) + -+ a, D% y(t) = byDPou(t) + -+ by DPMu(t) (1.52)

Ou a; € R et by € R désignent respectivement les coefficients de I’entrée u(t) et
de la sortie y(t) du systeme.

Les ordres de dérivation. [ag, @1, @3, ..., @1, Bo, B1, B2, -, fu] €tant des nombres entiers,
non entiers, réels.

D% Désigne I’opérateur de dérivation d’ordre a.

L’expression généralisée de (1.52) est donnée par:
aogy(t) + Xiey a; D%y () = X, biDPiu(t) + bou(t) (1.53)

Une équation différentielle d’ordre non entier est dite d’ordre commensurable
a lorsque tous les ordres «;, §; sont multiples du méme nombre non entier « , c.’est-

a-dire :

ai=n; Xa i=01,--,L
{ 0<a<l1 (I.54)

ﬁjzmj)(a j= 0,1,--,M

Dans ce cas I’équation différentielle généralisée (I1.53) devient :
aoy(t) + Xioy a; D™ y(t) = XL, bD™% u(t) + bou(t) (155)
V.2. Fonction de transfert d’ordre non entier

L’application de la transformée de Laplace a l’équation différentielle lindaire
d’ordre non entier (I.52), en considérant les conditions initiales nulles, permet de

déduire la fonction de transfert non entiere correspondante :

17
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v(s)  SMobjshi

u(s) ]L-=0 a;s%

H(s) =

(1.56)

Lorsque les ordres de dérivation a; et B; sont quelconques le systéme est
appelé systéme fractionnaire généralisé, lorsqu’ils sont multiples d’un méme nombre
réel, on parle d’un systeéme d’ordre commensurable.

La fonction de transfert non entiere (1.56) s’écrit :

M mia
Zi:Obj s

L n;a
Zj:oais t

H(s) = O<a<l1 (1.57)
Dans le cas particulier ou I’ordre « est I’inverse d’un entier naturel A le systeme est dit
d’ordre rationnel :

_ Z{Vio bj st/

H(s) = W AeN (1.58)

V.3. Modeéle d’état non entier

Comme dans le cas entier, une représentation d’état non enti¢re comporte deux
équations :

e Une équation d’état non entiere dans laquelle le vecteur d’état ne fait plus
I’objet d’une dérivation unitaire mais d’une dérivation d’ordre a entier, non
entier, réel.

e Une équation d’observation identique a celle des systémes entiers.

La représentation d’état est ainsi définie par le systéme d’équations :

D@x(t) = Ax(t) + Bu(t)
(1.59)
y(t) =Cx(t) + Eu(t)

Ou:

18
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D@ (x) = [D%x, ,D%x, .. D%x,]|T (1.60)
Avecx € R, u € R,y € R?,4 € R, B € R™, C € R?*", D € R?*

Dans lequel :

u : Vecteur des entrées de dimension (I X 1) ;

x : Vecteur d’état non entier de dimension (n X 1);

y : Vecteur des sorties de dimension (g X 1) ;

a : L’ordre de dérivation non entier ;

Les matrices A, B, C et E sont toutes a éléments constants.

Dans le cas des systemes commensurables le modéle d’état non entier (1.59) devient :

D% (t) = Ax(t) + B u(t)
(L61)
y(t) = C x(t) + E u(t)

Ou:
D%(x) = D%[x;,xy ... x5 |7 (1.62)

V.4. Propriétés des systémes fractionnaires

V.4.1. Stabilité des systémes fractionnaire

La définition de stabilité au sens BIBO (Bounded Input, Bounded Output),dite aussi

stabilité externe, est donnée par la définition suivante :

Définition 1: Un systeme est dit BIBO stable si et seulement si, a une entrée bornée il
correspond une sortie bornée.

Dans le cas des systemes linéaires non entiers d’ordre commensurable, comme dans le
cas entier, la condition de stabilité est que 1’équation caractéristique du systéme n’admet
aucune racine a partie réelle positive. La condition de stabilité établie par Matignon
pour les systémes non entiers commensurables nécessite que les poles p; du systeme

vérifient la condition suivante :
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Théoreme [35]
Un systeme fractionnaire d’ordre commensurable est BIBO stable si et seulement si
toutes les racines p; du polynome entier correspondant a son polynéme caractéristique

ont leurs arguments qui vérifient la condition suivante:
s
larg ()| > 7 (L63)

arg (p;) : est ’argument de la racine p;.

A : ordre commensurable.

Le domaine de stabilité est représenté dans la figure (1.3)

Imip) &

Im(p) A

1<a<?2 0<a<l1

Figure 1.2: domaine de stabilité des systemes commensurables

dans le plan (p = s%) complexe.

V.4.2. Commandabilité et observabilité

La définition de la commandabilité [22, 35, 27] des systeémes non entier est la
méme que celle de la théorie des systémes linéaires entiers. Cependant les résultats
obtenus de 1’étude de la commandabilité¢ et de 1’observabilité ne concerne que les
systémes non entiers commensurables.

Définition 2: Le systeme non entier d’ordre commensurable de I’équation (1.61) est dit

commandable si pour un temps donné t il existe un temps fini t; >t tel que, quelque
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soient deux états x(ty) = xo et x(t1 ) = xq dans ’espace d’état, il existe une entrée
de commande u(t), t € [ty t1] qui permet de transférer 1'état x(t)de xy ax, en un

temps fini t;.

La condition de commandabilité est alors la méme que pour le cas des systémes entiers.
Le systéme non entier d’ordre commensurable est commandable si le rang de la matrice

de commandabilité égal a n.
C=[BAB A’B .. A" 1B] (1.64)
rang(C) =n (L.65)

De la méme manié¢re la condition de 1’observabilité des systeémes d’ordre non entier
commensurables est ¢tablie en utilisant la définition d’observabilité des systémes entiers

donnée par :

Définition 3: Les systemes non entiers d’ordre commensurable de [’équation (1.63) est
observable pendant l'intervalle [ty t,],t; >0, si n’importe quel état x(t,) peut étre
déduit a partir des observations de la sortie y(t) et de ’entrée u(t) pendant un temps fini
te[ty tq |. Dans ce cas aussi, la condition d’observabilité du systéeme est que le rang de

la matrice d’observabilité égal a n.

c
CA
0 =| ca (1.66)
CA‘;l—l
rang(@) =n (1.67)

Ces définitions de commandabilité et d’observabilité calquées sur la théorie des
systémes entiers posent des problemes dans le cas des systémes fractionnaires

généralisés, du fait de la propriété de mémoire longue des systemes non entiers. En effet
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la dimension n du vecteur d’état n’est pas égale a la dimension du systéme comme nous

le verrons dans la représentation d’état déterminée au deuxieme chapitre.

VI. Conclusion

Nous avons donné dans ce chapitre les définitions de base des opérateurs intégro-
différentiels d’ordre non entier du calcul fractionnaire.

Certains phénomeénes physiques particulierement liés aux propriétés de diffusion
et de mémoire longue sont décrit au moyen de ces opérateurs.

Nous avons donc les différents types de représentation des systémes d’ordre

fractionnaire et leurs propriétés.
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Chapitre 11 Développement des algorithmes

I. Introduction

L’objectif de ce chapitre est le développement des algorithmes de calcul

fractionnaire, d’analyse et de simulation des systémes d’ordre fractionnaire.

Les problémes traités sont :

e Calcul de la dérivée et de I’intégrale d’ordre fractionnaire

e Résolution numérique et solution d’une équation différentielle ordinaire a
coefficients constants d’ordre non entier

e Calcul des racines d’un polynéme a puissances non entieres

e Détermination des approximations des systemes d’ordre fractionnaire par les
modeles d’ordre entier ; ces approximations sont nécessaires pour la réalisation
physique ou la simulation car les composants physiques et les outils de calcul ne

peuvent pas le faire actuellement.

II. Calcul de la dérivée et de I’intégrale non entiere [27]

La définition de Griinwald-Letnikov permet le calcul numérique de
I’intégration/dérivation a un ordre a réel d’une fonction causale f(t). Les deux
fonctionnalités étant rassemblées dans un seul module dit "dérivateur généralisé ". Il

s’agit alors d’intégration lorsque & < 0 et de dérivation lorsque a > 0.

Nous rappelons la formule de Griinwald-Letnikov donnée par :
1 i .
DUf(E) = 2 Bino(=1)7 (5) £t = jh) L)

En discrétisant le temps a un pas d’échantillonnage h, soit ¢ = Kh, en tenant compte de

la causalité la formule devient :

DUfKR) = 1z Zioo(-1) (§) F(K ~ D) 12)
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On pose :

a
J

() = -1/ () 13)

En recourant a la loi de récurrence entre les coefficients c(j)et c(j — 1) on aboutit a:

c(0) ==
o i=1,..,K 11.4
() =cG-n=2 (o
Alors (II.1) peut étre écrite sous la forme :
Df(Kh) = Xj—o c(Df (K — j)h) (IL5)

L’algorithme est donné dans la table (II.1) :

* Entrée des données:
- Expression analytique de la fonction f(t), ordre non entier «a,
-Le temps initial ¢, = 0, le temps final tf, et le pas d’échantillonnage h,

*Calculer la dérivée D*f(Kh) notée s.

FairepourK =1,---,N (N = %)

1. Calculer c(0) = %

2. Fairepour j = 1 jusqu'a K

) . j—a-1
cPHD=c(-D)——
]
3.Initialiser s =0

4. Fairepour j=0jusqu'a K

s =5+ c(j) f((K —j)h)
D*f(Kh) =s

Table II. 1 : Algorithme de calcul de la dérivée et I’intégrale non enticre
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La relation (II.5) montre, qu’a chaque itération, le calcul de la dérivée généralisée se
fait non seulement au moyen de la valeur présente de la fonction mais aussi de toutes ses
valeurs passées. Cela signifie que la masse de calcul et la capacité mémoire requise
augmente infiniment avec le temps, ce qui est impossible dans la réalité. La solution
proposée c’est de retenir les échantillons récents de la fonction selon une longueur de
mémoire spécifiée, c’est le principe de la mémoire limité (Short Memory Principal),

illustré par I’équation suivante :

Df(Kh) = XL c(Df (K — j)h) (IL6)

Lf: Longueur de la mémoire courte choisie.

I11. Résolution d’une équation différentielle linéaire d’ordre non entier [31, 7]

Un systéeme monovariable d’ordre fractionnaire d’entrée u(t) et de sortie y(t) a
temps invariant est décrit par une équation différentielle linéaire d’ordre non entier a
coefficients constants. Pour la résolution de cette équation différentielle nous utilisons la
définition de la dérivée non entiere de Griinwald-Letnikov qui se préte naturellement au
développement algorithmique. Considérons 1’équation différentielle linéaire généralisée

d’ordre non entier suivante :

fcoa; D% y(t) = Yo b DPeu(t) (IL7)

La résolution de I’équation différentielle linéaire d’ordre non entier décrite par
(I1.7) est basée sur la discrétisation a un pas d’échantillonnage h > 0 de cette équation en
utilisant la définition de Griinwald-Letnikov (II.1), pour t = Kh .

(K étfnt un nombre entier).

En remplagant D% y(Kh) et DPx u(Kh) par la définition de Griinwald-Letnikov

donnée par :
1 . a
D* f(Kh) = =31, ((—1)1 (j) rex —j)h)) (IL8)
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On obtient :

L

ot 2o (17 () v = pm) =
oo bic 2 (( 0 () - ])h)> 11.9)
On extrait I’échantillon y(Kh) , on obtient :
%=0ai%[yu<h>+z (( 1 () (e - m))]

oo bic e o ((—1)1' (P ucex —j)h)) (IL10)

L’équation de récurrence donnant y(Kh) s’écrit donc :

oo b Zla( - () k=m) )

Kh) = —
y(Kh) S
Bk
Zk 0 Z 0 (-1)/ u((K-j)h)
+ ik < a<l ) ) (IL11)
Zl ()hal
On pose:
(
v, (Kh) = (( /() (e - ])h)>
p (IL12)
Uy (Kh) = ;‘=0<<—1)f( Jutcx —j)h))
Et
a, = Lh“ia_l
i=0,a;
by (IL.13)
wBr
b, = —L=
L mn Zf‘:()hall
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La solution de 1’équation différentielle a chaque pas Kh, est obtenue donc par

I’équation de récurrence suivante :
y(Kh) = —Xio ai¥, (Kh) + Zio bnUn (Kh) (IL14)

L’algorithme de calcul numérique de la solution de 1’équation différentielle est

dans la table ci-dessous :

*Entrée des données:

- Le vecteur des ordres non entiers a; correspondant a la sortie y(t) .

- Le vecteur des ordres non entiers 5, correspondant a I’entrée u(t).

-Le vecteur des coefficients de sortie a; , le vecteur des coefficients d’entrée by,.

- L’expression analytique de I’entrée u(t). Le temps initial ¢, = 0, le temps final t;

et le pas d’échantillonnage h.

*Calculer la sortie y(Kh)

Faire pour K =0, ,N (N = tf;tO)

1) Initialiser Y (K) =0
Faire pour j = 1,2, ..., K

Y, (K) = Y, (K)+ ((—1)" ((j-i)y((K —j)h)>

2) Initialiser S=20
Faire pouri =0,1,2,--+,L

S(K) = S(K) + ‘;i

h<i

Y, (K)

3) Initialiser Uy =0
Faire pour j=0,1,---K

Uy (K) = Uy (K) + ((—w‘ (Pl —j)h))
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4) Initaliser S1 =0
Faire pour k=0,1,2,...,M

b
S1(K) = S1(K) + h—[’;k Uy (K)

5) Initialiser s =0
Faire pouri = 0,1, ..., L

ai
S=S+ i
—S(K)+S1(K)
6) y(K)=——"—=
y =y(K)

Table I1.2 Algorithme de résolution d’une équation différentielle d’ordre non entier

IV. Résolution d’une équation polynomiale a puissance non entiére [22]
Soit a résoudre une équation a puissances non entieres réelles suivante :
Ao (s) = aps®™ +ap_s%-1+ -+ a;s" +a,=0 (IL.15)
Avec:a; ER, a; ER,, i =(1,2,...,n).
La variable s peut s’exprimer par :
s = |s|e/? avec ¢ = @, + 2km (I1.16)
La puissance quelconque de s s’écrit comme suit :

st = (|S|ef(<po+2kn))ai = |s|%iel% Pogi2aikn (11.17)

Dans le cas ou I’ordre a; est non entier, le terme e/2% k™ dépend de k, c'est-a-dire que

s% aplusieurs sens, ceci implique que 1’équation (II.15) est multiforme.
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Pour rendre 1’équation uniforme, il faut éviter que I’argument de s décrive un tour
complet, ce qui est possible en effectuant une coupure du plan complexe, suivant 1’axe

R™, c'est-a-dires € C — R™.

T I'm(s)

R- 5 Re(s)

Figure I1.1 : Coupure du plan complexe suivant I’axe R™

La résolution d’une équation (II.15) se fait en approximant les puissances réelles par

des puissances fractionnaires.

La puissance réelle de rang i doit s’écrire donc sous la forme :
T
a; =E+€i (I1.18)

r,qEN,1>1 g=>2
e; :erreur de rationalisation de «;

En remplagant I’approximation des «; dans (II.15), on obtient I’équation d’ordre

fractionnaire :

Asr ($) = aps™/9 4+ ap_ys™1/1 + .+ a5/ + a5 = 0 (I1.19)
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Posons :
p= sl/a (I1.20)

Nous obtenons 1’équation d’ordre entier (I1.21) qui peut étre résolue en utilisant des

outils existants.
Aoy (P) = app™ +ap_p™ 1+ +ap+a,=0 (IL.21)
Les racines p; de (I.21) s’écrivent :
p; = |p;|e?8®d (i=1,..,1) (11.22)

On déduit les racines s; de 1’équation (I1.19) :

| = .14
{lsll pil k=0%172,.. (11.23)

brg(s;) = q arg(p;) + 2qkn
On vérifie I’existence des racines fractionnaires s; par la condition :

_i_arg(m)<k<i_arg(m)

(IL24)
2q 21 2q 2m

IV.1. Propriétés

- Les racines du polynome fractionnaire Ag, (s), sont les approximations des racines

du polynéme non entier A, (s).

- Pour les racines réelles négatives de A,, (p), le polyndme fractionnaire ne lui
correspond aucune racine, en raison de la coupure du plan complexe, donc A, (s) n’a

pas de racines.

- Pour une méme racine du polyndome A _ (p), le polynéme Ay, (s) peut avoir

plusieurs racines lorsque k a plusieurs valeurs qui vérifient la condition (I1.24), ou

aucune racine lorsqu’il n’y a aucune valeur de k qui vérifie la méme condition.
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- Un polyndéme non entier, peut avoir un nombre beaucoup plus grand de racines
que le polynome entier qui lui correspond par le changement de variable p = s% , car le
nombre des racines de A, (s) ne peut étre déduit ni a partir de la puissance la plus

¢levée de sa variable, ni a partir du nombre de ses coefficients.

- On ne peut pas reconstruire le polynome non entier a partir de ses racines

comme dans le cas classique.

Remarque :

L’algorithme est donné dans la table (I1.3) :

*Entrée des données :

- les ordres non entiers «;
- les coefficients du polyndéme a;

*Calculer les racines

1) Mettre a; sous la forme : a; = % + e

2) Calculer les racines du polynome entier (I1.21)
Faire pouri =1, ...,7,
p; = |p;|ee®)
3) Calculer les racines du polynome fractionnaire en (s)
Faire pour k = 0, +1, +2, ...

pm = |pil?
brg(s;) = q arg(p;) + 2qkn

Si la condition est vérifiée

1 i 1 ;
gw) _, 1 _Ee@)
2q 2 2q 2m

Alors s; est une racine de py. ()
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Table II. 3 : Algorithme de résolution d’une équation polyndmiale d’ordre

non entier

V. Calcul de la réponse temporelle du modele d’état non entier

Etant donnée un systéme linéaire monovariable non entier d’ordre commensurable
Y

0 < a <1 dont le modele d’état est donné par :

D%x(t) = Ax(t) + B u(t)
x(0) =xy,x € R" (I1.25)
y(t) = Cx(t) + Eu(t)

En appliquant la transformée de Laplace a I’expression D*x(t) , en utilisant la définition

de Griinwald Letnikov, nous obtenons:
X(s) = (s*I, — A)7BU(s) + (s%I,, — A)x, (11.26)
I,,: matrice identité.
On peut alors déterminer 1’expression temporelle du vecteur d’état x(t) par :

x(t) = L7YHX(s)] = L7Y(s*I, — A)"IBU(s) + (s®I,, — A)x,] (11.27)

Définissant alors, comme dans le cas entier, la matrice de transition par :

Y(t) = L7M(s%, — A)7], pour t >0
(I1.28)

On obtient :

x(t) = Y(Oxo + P (t) * [Bu(t)] (I1.29)

C'est-a-dire :
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x(t) = P(O)x, + [ Y(t — 1) Bu(t)de (I1.30)

Ou:

Aktka

Y(t) = Eq(AtY) = X

k=0 T(11ka) (L.31)

E,: est la fonction de Mittag-Leffler qui est la généralisation de la fonction
exponentielle. En effet, lorsque (a = 1) le développement de la formule (I1.31) donne

e4t

La réponse du modele d’état est donnée par :
y(©) = Cp(O)xo + [, CP(t — 7) Bu(t)dr + Eu(t) (1132)

Le calcul de la réponse du modele d’état consiste donc a :
- Evaluer la fonction de Mittag- Leffler
- Calculer le produit de convolution (t) * [Bu(t)]

Le calcul du produit de convolution est relativement complexe pour une matrice d’état A

quelconque. Ceci reste a faire.

VI. Passages entre les différentes représentations d’un systéme fractionnaire

VI.1. Equation différentielle d’ordre non entier vers une représentation
d’état non entiére

Le passage d’une équation différentielle linéaire d’ordre non entier a coefficients

constants vers une représentation d’état non entiere se fait en deux étapes :

» Passage d’une équation différentielle linéaire d’ordre non entier vers une
fonction de transfert d’ordre non entier.
» Passage d’une fonction de transfert d’ordre non entier vers une représentation

d’état non entiére.
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VI.1.1. Equation différentielle d’ordre non entier vers une fonction de transfert
d’ordre non entier

Soit 1’équation différentielle linéaire d’ordre non entier a coefficients constants

définie par :
aoD%y(t) + a; D 1y (t)++ + a, Dy (¢)
=boDPou(t) + by DPru(t)+ -+ + by DPomu(t) (I1.33)

Le passage de I’équation différentielle linéaire d’ordre non entier a coefficients
constants vers la fonction de transfert d’ordre non entier se fait comme le cas d’un
systeme entier. Considérons les conditions initiales nulles, on applique la définition de la

transformée de Laplace sur la dérivation non entiere D*f (t).
LIDUf(t)] = s* F(s) (11.34)
On aura :
ays® Y (s) + a;s*Y(s) + -+ a; s*Y(s)=
bosPoU(s) + bysPrU(s) + -+ bysPMU(s) (11.35)

D’ou la fonction de transfert

_Y(s) _ boSﬁO+b1$B1+b25ﬁ2+...+bMSﬁM

G(s) = U(s)  ags®0+ays*1+ays®2+--+ay s9L (I1.36)
Dans le cas des systémes commensurables d’ordre «a, la fonction G (s) s’écrit :
bysM%4p s(M-Dayp, s(M=2)ay .. .4 p
G(s) == L 2 > (11.37)

snatq,s(M-Datq,sM-2)at...4q,
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VI.1.2. Fonction de transfert non entiére vers une représentation d’état non entiére

On distingue trois cas de passage d’une fonction de transfert non enti¢re vers une

représentation d’état non entiere

» Cas des systemes commensurable.
» Cas des systémes non commensurables ou le numérateur est constant.
» Cas des systémes non commensurables ou le numérateur est un polynome.
a) Cas commensurable
Disposons d’une  fonction de transfert G(s) d’un systeme fractionnaire

monovariable linéaire invariant donnée par 1I’expression :

bpsMyp sM-Dayp, s(m=2)ay...1p

G(s) = sn@yqsM-Dajq,sM-2)at...4q, (IL.38)
Effectuons le changement de variable p = s*, G(s) s’écrit :
b myp m-—1 b m-—2,... b
G(p) =Bl __“2eb 770 (1139)

P +ap T+a,p 2+ +ay

A la fonction de transfert G(p), on peut associer le modeéle d’état suivant la forme

canonique désirée (forme commandable, forme observable, Jordan,..).

x(t) = A x(t) + Bu(t)
(11.40)
y(t) =Cx(t) + Eu(t)

En remplagant la dérivée de premier ordre (x) par la dérivée d’ordre a (D%(x)), on

obtient le modéle d’état non entier commensurable :
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Dx(t) = A x(t) + B u(t)

(IL.41)
y(t) =C x(t) + Eu(t)
b) Cas ou G(s) admet un numérateur constant
La fonction de transfert G (s) s’écrit sous la forme :
bo
G(s) = (11.42)

san+a sn-1+-+ay_1s%1+ay,

En supposant que : «a, > An-1) > " > Ay >

Pour calculer le mod¢le d’état de G (s), nous utilisons la méthode classique d’obtention
d’une représentation d’état de la forme canonique commandable pour les systémes

entiers.

L’équation différentielle linéaire d’ordre non entier associée a G(s) est:
Dy (t) = —a,Dm1y(t) — -+ = an_y D" y(t) — a, y(t)+ho u(t) (I1.43)

Considérons alors le vecteur d’état : (dans ce qui suit, on omet La variable t pour ne pas

surcharger les expressions)

(X1 =Y

x, =D%x; =D%y

X3 = D% %1 x, = D%2~% (D% y) = D*2y
: (11.44)

x; = D%-17%—2x, | = D%-17%-2 (Dai—z—ai—3y) =...=D%1y

\ X, = D%n-1"An-2 Xp_q = Dan—ly
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(Da,1 x1 == xz

Daz_a:l xz = x3
D% %2y, = x

D@ (x) ={ S

ai—a;_— —
DFTHi1 X = Xiyq

\ Dan_an—lxn — Dan_an—l(Dan—l_an—zxn_l) — . — Dany

(11.45)

La derniére composante du vecteur D(®) (x) (D%vy) s’écrit en fonction des autres

dérivées de y(t) selon 1’équation (I1.43). On peut alors I’exprimer en fonction des

différentes composantes du vecteur d’état x(t) par :

Dn=%n-1x, = —@a; X, — Ay Xp_1—Qp_q X3 — ***— Anp X1 by U

(1L.46)

Le modé¢le d’état non entier correspondant au modéele transfert (I1.42) non entier est

donné donc par (I1.45) :

( 0 1 0
0 0 1
0 R
< D@ (x) =
0 0 0
L—an —Qan-1 ~An—2
L y=[b 0 0 0 0](x)

X =1|X1 Xy X L
’ec{ [1 2 n]

D(a)(x) = [Dalxl DaZ_al xz
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0 1
_az _al_

Ap—0n— T
D% nlxn]

u (1L.47)
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¢) Cas ou le numérateur de G(s) est un polynome [1, 22]

Nous présentons dans ce cas la méthode générale présentée dans [22]. Soit la

fonction de transfert d’ordre non entier G(s), supposée propre (B, < y,) :

bpsPmab,,_sPm-14..4p;sP14p,
sIn+a,s%n—-1+-+ay_15%1+an

G(s) = (I1.49)

On suppose que @, > Ap_q) > =" > dp > Aq €t Py > Ban—1) > - > B2 > B4
Dans le cas ou tous les ordres de dérivation a; et f; sont différents, le nombre de
variable du mode¢le d’état d’un systéme non entier est égal n+m .

La construction du modele d’état d’ordre non entier sous la forme canonique

commandable est décrite par les étapes de 1’algorithme ci-dessous :

1) Construire le vecteur & par la concaténation des deux vecteurs des ordres non

entiers du numérateur et ceux du dénominateur «; et f5; .
a = [@n+m @ n+m-1 & nem—2 d, @] (IL50)
Tel que: Apam > Apname1 > A pameny > > 0, > 04 (IL.51)

2) Les termes d; et ¢; qui représentent respectivement la (n + m)*™¢ ligne de la
matrice A et le vecteur C du modele d’état non entier sont déterminés par la

procédure de sélection suivante:

Gnsm = An ¢1 = by
st & =p; alors Cipi=bj et Apipm ;=0 i=1..,n+m—-1 (IL52)
si @ =a; alors ¢ =0 et Auum_i=0ay-j i=1,..,n+m—1
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3) Déterminer le vecteur d’état selon 1’équation (11.44)
D@(x)=[y Dy D%y - D%1y]"
4) La dérivée d’ordre non entier du vecteur d’état x(t)
D@ (x) = [DFix, D% Ty, .. Dintm—Tnim-iy, 17

5) Construire alors le modele d’état non entier correspondant :

0 1 0 0 0
|[ 0 0 1 0 0 } |[
< D@ (x) = | ' e +|
| o 0 0 o 1| |
l_an+m —Anim-1  ~Anim-2 —a; _alJ l
y = [¢4 € 3 “ Conym-1 € pam] ()

Donc le modele de transfert non entier est donné par :

C1+E p8%14¢ 3s%1F%2 oy sF1tA2t o FAntm—1

H(s) =

sE1HEt - HBndm—1 4ty SEIYE2 4y P14+ A g,

Remarque :

(IL.53)

(IL54)
]
I
!u (1L.50)
|

(IL51)

L’Algorithme qui vient d’étre présenté suppose des relations quelconques entre les

ordres non entiers de dérivation du numérateur et ceux du dénominateur de G(s).

Néanmoins, lorsqu’il existe des ordres de deérivation B; qui sont égaux a ceux de du

denominateur, cela engendre des derivées nulles dans le vecteur D@ (x) . Dans ce cas,

la dimension du modele d’état non entier peut étre réduite, en effectuant une

simplification selon la relation donnée par |’étape supplémentaire :

6) si (dl _di—l = O)

Eliminer la i®™¢ ligne de la matrice A etle (i + 1)™¢¢élément nul du vecteur C.
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VI1.2. Modéle d’état non entier vers une fonction de transfert

Le modele d’état d’un systeme d’ordre non entier, continu invariant s’écrit sous la

forme :

D@W(x)=Ax+Bu
(11.52)
y=Cx+ Eu

Ou:

D@ (x) = [D%x,, D%x, .. D%x,]" (I1.53)

La relation entre les matrices du modele d’état (I1.52) est la fonction de transfert G (s)
peut étre calculée en utilisant la transformée de Laplace, et en considérant les conditions

initiales nulles, on obtient :

G(s) = C[(s¥9I,—A)|B+E (I1.54)
Ou:

s@®[ = diag[s*, s% .., s%] (IL55)

VII. Approximations d’un dérivateur d’ordre non entier

Nous présentons quelques méthodes d’approximation [34] des systemes d’ordre
fractionnaire par transmittance d’ordre entier, établie par souci de leur réalisabilité
physique et parce que les outils de calcul et de simulation ne traitent pas encore

directement la dérivation/intégration d’ordre fractionnaire.
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VIIL.1. La méthode de Carlson
La méthode de Carlson a été initialement développée pour approximer 1’expression

1\1/n e ) ) ., )
(;) , qui décrit le condensateur fractionnaire général pour tout entiern > 1.

Le probleme d’approximation est formulé sous la forme d’une équation f (x) non linéaire

monovariable a résoudre par le processus itératif de Newton :

f(x)=x"—a=>x=a/" (11.58)

Avec:a=1/s ets =jw.

Apres un développement mathématique (voir I’Annexe B) la formule d’approximation de

(1/s5)Y/™ est la suivante:

(n—Dx ;s+(n+1)
=1t Dxl s+(n—-1)

X; =X (IL61)

1/n
. o , T 1 . .
L’algorithme itératif pour I’approximation de (E) est formulé comme suit :

*Entrée des données
- L’ordre entier n
- Fréquence de coupure w,

1) Initialiser x, = 1

2) Fairepour i =1,2,...,1
(n—Dxt;s+(n+1)
n+Dxt s+ (n—1)

Xi = Xj—q

I:nombre d'itérations

Fapp(s) =X

Table I1.4 : Algorithme d’approximation de Carlson
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. . 1 , . . 1\ /n .
L’approximation de Carlson réalise 1’approximation du transfert (;) , n€ N* |

qui définit un dérivateur généralisé avec une fréquence de coupure w. = [ rad/sec.
Pour imposer une fréquence w, quelconque, il faut calculer les zéros et les poles de la
transmittance d’approximation obtenue au départ, les multiplier par la fréquence de

croisement voulue puis reconstruire la transmittance avec ces nouveaux parametres.

VII.2. Méthode d’approximation d’Oustaloup

L’approximation d’Oustaloup [2, 21, 27] d’un dérivateur généralisé, dont 1’action
différentielle couvre tout I’espace fréquentiel, repose sur une distribution récursive d’une
infinité¢ de podles et de zéros réels négatifs (pour assurer le comportement a phase

minimale). Soit la fonction de transfert du dérivateur généralisé :

Dyen(s) = (wi)a ,a €R (IL62)

c

w, : est la fréquence de croisement.

Dans le cadre d’une synthese réaliste fondée sur un nombre fini de zéros et de poles,
il convient de réduire le comportement différentiel généralisé sur un intervalle fréquentiel
borné, choisi selon les besoins de I’application. Le transfert résultant dit "dérivateur

généralisé borné en fréquences" est décrit par:

1+5\“
Dporne(s) = (Co H—_”) ,a €R (IL.63)
@h

Le dérivateur borné en fréquence, étant lui aussi un transfert fractionnaire, doit étre
approximé par une transmittance d’ordre entier, construite au moyen des zéros et de pdles

distribués récursivement :

Dporns(s) =lim Dy (s) (11.64)
a 1+i'

Du(s) = () - <1+—_> (IL.65)
pi
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z; et p; sont respectivement le zéros et le pole de rang i, ces singularités (paires zéro-

pole) au nombre total de (2N + 1) sont distribuées récursivement comme suit :

n=6>0, Z;#=n>0 (11. 66)
Zi+1 _ Pi+1 _
Z—i_ P = 67’] >1 (1167)

Les rapports § et n définis par (I. 66) et qui impliquent un rapport constant 7 entre
deux zéros ou deux pdles consécutifs, sont appelés « facteurs récursifsy. Comme le
montre la figure (I1.2), ’approximation est réalisée par un lissage de diagramme
asymptotique de Bode de Dy (s) pour conduire a ceux de Dy yypns(s). Pour le détail du

calcul des singularités (paires zéro-pdle) et le rapport 61 voir ’annexe B.

A DbornéG(’-’) D_,V(j(.r))

Droite de lissage de gain

log log s logn

—> «—>le—>1 | I
| I | I | -
1 log(ém)_; : ; :
NS UL R
B | POadB fdeg

AdB y I |20dB Adec |
R -

0dB | | i II | |I w(rad/sec)
. | :

: 1 | :
| L ! i !
i ! | ! : :
I T T A
+ I | I | Droite de lissage de phase

! i ! I i [
I : | - :
i | I I

T/2 T

a2

] I ' M 1 (:xdfsec)
wp Z_n P-n Zg Po Zw Py wy “

Figure I1.2 : Diagramme asymptotique de Bode de Dy ,,s(s) et de Dy(s)
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L’algorithme est donné dans la table (I1.5)

*Entrée des données

- L’ordre non entier « ,
- Fréquence de croisement w, et la taille (?)de la bande de fréquence.
A

1. Calculer wg, wy

@a = (Taille)t/?
wp = w.(Taille)t/?

2. calculer wy, wy,
W, = wy/10 et  wp=10wg
3. Calculer le nombre total des fréquences transitionnelles N

(&M initiar = 5

log(wy/w
2N +1 = pE | 08@n/@)
log((6m)initiar)
4. Calculer les poles et les zéros
Faire pour i = —N,..0,1,2,...,N
( i+N+1/2—-a/2
| 7 = wp (Z_:) 2N+1 .
i+N+1/2+a/2 N<i<N
Lpi = w, (l:)_z) 2N+1
5. Calculer C et la transmittance Dy, (s)
w w
Co=—2=—-5
We wp
e Initialiser D =1
Faire pouri = —N,..0,1,2, ..., N
1+
D =D Sl
1+—
bi

e Calculer Dy (s) = C§D

Table ILS : Algorithme d’approximation d’Oustaloup
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VII.3 Méthode d’approximation de Charef [22, 2]

Un systeme fractal dit également pole a puissance fractionnaire (FPP : Fractional
Power Pole) est approximé par une fonction de singularité constituée d’une série de
paires pole-zéro dont le nombre et la distribution fréquentielle dépendent, notamment,
d’une erreur d’approximation définie au préalable. Les systemes fractals sont représentés

par une transmittance de la forme :
H(s) = Sia , 2 €R (IL68)

Généralement, les systémes fractals ont la propriété d’avoir une amplitude finie en

basses fréquences, d’ou 1’on approprie un pdle a puissance fractionnaire :

H(s) = ( ,0<a<1 (IL.69)

w, : est la fréquence de cassure.

Le lieu de Bode de la fonction de transfert non entiere peut étre approximé par un
transfert d’ordre entier. En mettant en série plusieurs filtres passe bande, la transmittance

équivalente est donnée par :
H(S) = limpyo g ———2 1170
v i) (1170)

Pour que le transfert recherché soit de dimension finie, le nombre N doit étre

¢galement fini, I’approximation de H(s) est donnée par :

N-1( .S
[Ti= (1+Zi)

H(S) ~ —[[Ii\’zo(1+pii)

(11.71)

Charef utilise comme paramétre principal 1’écart maximal, & > 0 (en décibel)
entre la ligne en zigzag et la droite de pente —20adB/décade, pour déterminer les

2N + 1 poles et zéros avec un simple calcul géométrique, voir (Annexe B).
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lHU‘Ed)ldBT

Pr PO Zp P]_ Zq P, z,

‘ ru(raa[sec)

S —20 dB/dec

g —20a« dB/dec

Figure I1.3 : Diagramme asymptotique d’amplitude de Bode de

et son approximation

Apres quelques opérations algébriques simples (détaillées dans 1’Annexe B),

I’algorithme qui permet de générer les différentes singularités a partir du premier

pole est :

*Entrée des données :
- L’écart maximal et la taille du spectre de fréquences ;
- L’ordre non entier ,la fréquence de croisement

1. Calculer les constantes etb

2. Calculer des poles
- Calculer

- Calculer le nombre de singularité

+1
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Faire pouri = 1,2,...,N

pi = (ab)'p,
3. Calculer les zéros

Faire pour i =0,1,2,...,N — 1

z; = (ab)'ap,
4. Calcul de la transmittance
e Initialiser Num =1

Faire pouri =0,1,2,...,N — 1
S
Num = Num (1 + —)
Zj
e Initialiser Den =1

Faire pouri = 0,1,2,..., N

S
Den = Den (1 + —)

L

CBlculer H(s) = Num

Den

Table I1.6 : Algorithme d’approximation de Charef

Remarque :

1l est a signaler  que [’algorithme, tel que développé, ne permet que
l’approximation de [’intégrateur fractionnaire borné en fréquences, pour
["approximation du dérivateur fractionnaire borné en fréquences, nous utilisons le méme

algorithme, puis on remplace les poles par des zéros et les zéros par des poles.
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VIL.4 Méthode d’Oustaloup modifiée

Afin d’améliorer la méthode d’Oustaloup [35], on extrait un filtre a partir de
I’expression du dérivateur généralisé borné en fréquences, avant d’approximer ce dernier

au moyen de 1’algorithme d’Oustaloup.

Dans cette méthode, 1’opérateur de dérivation généralisé s® (a € R) est mis sous la

forme bornée en fréquences :

N

1+d

a,

D(s)=| = (IL.72)
a“n

Ou s =jw, b=10,d =9, la transmittance peut s’écrire sous la forme :

a

D(s) = (d”—:b)a (1+ L2“’) (I.73)

ds?+bwps

Le développement en série de Taylor de la partie droite de 1’expression donne :

bs \* (a-1)
D(s) = (d—:b) (1 + ap(s) + % p%(a) + ) (1.74)
\ _ —ds?+d
Ou p(s) = m (H.75)
o) 147 “
s = 1176
ba(1+ap(s)+w pz(a)+---) 1+bL ( )
2 Zon
En réduisant les série de Taylor dans 1’expression a I’ordre 1, on obtient :
. . 1+ “
a ~ Wp »%®b
5T (1+ap(s))( b ) 1+bs (IL77)
da®h

En substituant p(s) par son expression, on aura la formule suivante :
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s\ &
1+d
p ds?+bwps dwp\* b
ST = 3 (IL.78)
d(1—-a)s?+bwps+da b 1+
a“h

En développant la partie non entiere de 1’expression (I1.78) par 1’algorithme

d’Oustaloup :

N

D (s) = limy_ o Dy(S) = limy_e H’L_Nﬁ (1L.79)
Pi

Ce qui donne les relations suivantes :

a—2i

( _ (dwp\2N+1
zi = ("

a+2i

—N<i<N (11.80)

Finalement,

S

1+
a ( ds®+bwps ) N z; (IL81)
d(1-a)s2+bwps+da > '

K est calculé de telle fagon a avoir un gain unité a la fréquence w. = 1rad/sec,
fréquence de cassure de I’opérateur s* :

K = (de)” A (I1.82)

I1 est indispensable de vérifier la stabilité de la transmittance. Comme les poles et les
zéros calculés au moyen de I’algorithme d’Oustaloup sont strictement négatifs
(fréquences transitionnelles comprises entre wpet wj, Bvec (wy, > 0 et wj >0), il reste

de vérifier la stabilité du filtre additionnel défini par :

ds®+bwps
d(1-a)s?+bwps+da

D'(s) =

(I1.83)
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Cette transmittance étant de second ordre, elle est stable a condition que tous les

coefficients de son dénominateur soient positifs, ce qui est vérifié si a < 1.

L’algorithme est donné la table(I1.7)

* Entrée des données
- L’ordre non entier
-Fréquence de croisement w, et les fréquences transitionnelles wy et wy,
1. Calculer la transmittance D (s)
b=10,d=9;P=1;K=1

Faire pour i = —N,..0,1,2,...,N

a—2i
b e
atai
D e
dwyp a Zi
3) K=k(52) 3
1+
4) P=P SL
1+—
pi
Fin pour
ds? + bwys

F =
d(1—a)s? + bwys + da

D(s)=KXFXxP

Table I1.7 : Algorithme d’approximation d’Oustaloup modifice
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VIII. Conclusion

Dans ce chapitre, les algorithmes de calcul fractionnaire appliqués a I’analyse des

systémes d’ordre non entier ont été élaborés.

L’algorithme de calcul de la réponse d’'un modele d’état d’ordre non entier n’a pas
pu étre réalisé en raison de la complexité du produit de convolution, faisant intervenir la

fonction de Mittag-Leffler.

En contrepartie, les réponses d’un systéme fractionnaire peuvent étre simulées sur
la base de la résolution des équations différentielles. D’autre part les différentes
approximations nécessaires a 1I’implémentation des filtres et des régulateurs fractionnaires

ont été étudiées et les algorithmes correspondants ont été élaborés.

Les différents algorithmes présentés vont nous permettre de construire le logiciel

sous Matlab dédié a I’analyse et la simulation des systémes fractionnaires.
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Chapitre 111 Réalisation du logiciel et application

I. Introduction

Dans ce chapitre nous exposons brievement [’utilitaire « GUIDE » de Matlab qui
permet de créer des interfaces graphiques, puis nous allons présenter notre logiciel
appelé «logiciel dédi¢ a ’analyse et la simulation des systemes dynamiques d’ordre
fractionnaire » réalis¢ sous Matlab version 7.7.0(R2008b).

L’objectif de ce logiciel est de faciliter le calcul fractionnaire et la simulation des
systemes dynamiques d’ordre fractionnaire, nous proposons de I’exploiter a travers ses
différentes parties en illustrant avec des exemples d’application pour chaque interface.

Nous avons consulté les ouvrages suivants [17, 6, 15].

II. Création d’une interface graphique sous Matlab

Les IHM (Interfaces Homme Machine), sont appelées GUI (Graphical User
Interface) dans Matlab. Elles permettent de créer des interfaces ou le créateur choisit
plusieurs types d'objets (boutons, editbox, listbox, ...) appelés handles, puis réalise la

programmation pour obtenir l'interaction souhaitée entre ces différents objets.

On peut procéder de deux manicres pour créer une interface graphique avec
Matlab soit :
v’ par programmation

Les objets graphiques constituant 1’interface sont crées et modifies par programmation.

v' en utilisant I’outil GUIDE
Le logiciel Matlab offre a 'utilisateur la possibilité¢ de créer ses propres interfaces
(communément dites simulateurs) en utilisant un ensemble de commandes, et des

fonctions destinées a cela, ceci est possible notamment, grace a son outil « GUIDE ».

Du fait du nombre important d'objets et surtout du nombre encore plus élevé de
parametres associés, leur programmation "a la main" déroute généralement le débutant.

Depuis la version 5.0 (1997), Matlab posséde un outil IDE dédié a la création des
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interfaces graphiques. Cet outil, appelé GUIDE (Graphical User Interface Development

Environment), permet de concevoir intuitivement ces interfaces graphiques.

II1. Eléments d’une interface graphique

Les différents éléments qui constituent une interface graphique sont:

II1.1. Les controles

Ce sont des objets graphiques qui exécutent des actions, il en existe plusieurs types :

e Boutons poussoirs : pour I’exécution de 1’action ;

e Boutons radio (d’option) : permettent un choix exclusif ;

e Case a cocher : pour un choix non exclusif’;

e Textes statiques: pour ’affichage des textes, des chaines de caractéres, non
modifiables par I'utilisateur ;

e Textes éditables : pour la récupération des données et 1’affichage des résultats ;

e (adres (frame) : bordure pour la formation des groupes logiques ;

e Axes: zones graphiques, dans lesquelles I'utilisateur peut réaliser des tracés et
des images ;

e Barres de défilement: objets qui permettent de choisir une valeur dans un

intervalle donné ;

v" Propriétés des contrdles

Tous les objets graphiques ont des propriétés qui contrdlent leurs affichages sur la
figure, certaines d’entre elles ne sont valables que pour quelques objets. Les plus

utilisées sont (style, position, callback, string, value,...).

String : elle représente :
- Le texte qui apparait sur le contrdle dans le cas des boutons poussoirs ;
- Le texte a c6té des boutons radio et des cases a cocher ;
- La valeur par défaut dans le cas d’un texte éditable ;

- La liste des choix pour les menus ;
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- Le texte apparait sur le contrdle dans le texte statique ;

Value : représente la valeur courante du contrdle, elle prend la valeur 1 pour un contrdle

actif et la valeur 0 pour un contrdle inactif.
Style : elle permet d’identifier le type de contrdle.

Position : permet de positionner 1’objet et de limiter sa taille, cette propriété est donnée

par un vecteur ligne de quatre éléments.
Position = [gauche, bas, largeur, hauteur]

Callback : propriété réservée aux controles exécutant des actions, qui est une chaine de
caractéres pouvant étre une commande de Matlab, le nom d’une variable ou

d’un fichier.m.

II1.2. Les menus

Ce sont les objets qui s’ajoutent a la barre des menus d’une figure et d’une
interface.

La création des menus est devenue aisée avec 1’éditeur du «GUIDEy, car il suffit d’un
simple clic sur "Menu Editor" puis un autre clic sur "New Menu" pour créer un nouveau

menu et ses options, puis il faut spécifier ses propriétés.

v' Les propriétés d’un menu
Label : permet de spécifier le nom du menu ou de 1’option.
Tag : c¢’est le nom du menu ou d’une option, utilisé pour la récupération des handles.

Callback : c’est le code événement.
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IV. Exemple de création d’une interface

La version 7.7.0 de MATLAB possede un outil nommé GUIDE (Graphical User
Interface Development Environment) facilitant la génération des scripts MATLAB

nécessaires a la création d’une interface utilisateur.

Tapez " guide " dans ’espace " Command Windows" de Matlab, la fenétre suivante

s’ouvre :

2+ GUIDE Quick Start

Create New GUI | Open Existing GUI

GUIDE templates FPreview

< GUI with Uicontrols

< GUI with Axes and Menu

<\ Modal Question Dialog

BLANK

[ Save new figure as: | |

[ Ok ] [ Cancel ] [ Help

Figure II1.1 : Configuration principale du GUIDE de Matlab

Cliquez sur "OK" pour créer une nouvelle interface. La fenétre d’édition d’interface ci

dessous s’ouvre :

& untitled. fis
File Edit View Layout Tool Help ]
IS | % " B 9 o | BB od | Bl e e | ]
' =

(E=m)[=]
=

< >
Tag: figurel Current Point:  [308, 402] Paosition: [520, 380, S50, 4207

Figure II1.2: Création d’une nouvelle interface graphique sur le GUIDE
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Cette fenétre permet 1’ajout, 1’édition et la suppression des différents éléments de
I’interface.

Pour éditer les propriétés de la figure, double-cliquez dessus, la fenétre d’édition

des propriétés s’ouvre :

ButtonD o rEcm
Clipoing
CloseRequestEon

= Color
CreatsEon

DockContols
Filsrisrme

b

FixedColors
Hamdlewisibsility
HitT=st
InmtegerHandls
Interruptibil=
Inwvertdardoopy
KeyFressEom

rextF ot add

Mumber T itls =

Fapaerorientatior portoait
= PaoorbEosition [o=2s =S s o] —

0 0 o

Figure II1.3 : Propriétés d’une interface graphique

Pour former une interface souhaitée, choisir les handles disponibles dans la fenétre

de création d’interface, on présente quelques éléments :
: Pour I’axe, il faut préciser les propriétés Units, Position et Tag (axesl).

lEI . O sy . o .
E: Pour le menu popup, il faut préciser les propriétés Units ,Position,

String (les noms des différents items), et Tag (popupl).

E : Pour le bouton on-off, il faut préciser les propriétés Units (pixels), Position,
Min (0), Max (1), Value (0), String (Pointill¢), et Tag (slider1).

: Pour I’ascenseur, il faut préciser les propriétés Units (pixels), Position, Min
(1), Max (5), Value (5), et Tag (slider1).

\i : Pour le label, il faut préciser les propriétés Units (pixels), Position, String,
et Tag (textl).
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: Pour le bouton, il faut préciser les propriétés Units (pixels), Position,
String (Quitter), et Tag (pushbuttonl).

Exemple de création

On présente un exemple de la création d’une interface graphique pour la simulation
d’une fonction donnée, pour sa réalisation on a choisit les objets suivant :

1. Un cadre pour la bordure.

2. Un axe, pour I’affichage de la courbe.

3. Deux textes éditables, pour I’introduction les parametres.
4

Deux textes statiques, pour indiquer les parameétres a introduire et le résultat
obtenu.

Un bouton poussoir, pour 1’exécution de I’action « simuler ».

«i exemple.fig

File Edit Wiew Layout Tools Help

D&l «2R90¢ aBbd | B% b
(%]

Intraduire la Fit) st

Courbe de |la fonction fit) s

o

axesz

Simuler

<

>
Tag: simuler Current Point: [74, 302] Position: [68, 70, 108, 27]

Figure I11.4: Réalisation d’une interface graphique

Sauvegarder I’interface ainsi crée "File Save" en la nommant « exemple.fig »
Le fichier.fig est un fichier Matlab contenant 1’ensemble de I’interface graphique,
a ce fichier.fig est associé un fichier.m contenant le code Matlab correspondant

qu’il va falloir compléter pour ajouter les différentes actions associées a I’interface.
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On associe a la propriété "callback" du pushbutton que nous avons appelé
"Simuler" dans le fichier « exemple.m », le programme qui permet de simuler une

fonction donnée f(t) (Figure IIL.5). Le fichier « exemple.m » est complet et peut étre

exécuté (Figure I11.6)
% ——— Executes on button press in simuler.
function simuler Callback (hObjsct, =swentdata, handles)
% hibject handle to simuler (se=s GCZEBO)
% ewventdata reserwved — to be defined in a future wersion of MATLAEB
% handles structure with handles and us=er data (s== GUIDATA)

axes (handles.ax=es2) 7

clar

f=get (handles.£, 'stcring' ) ;
tc=get (handles.t, 'stcring') :
F=numZ=str (£)
t=strZnumit)

LTIETIRTY

F=strZmat (F)
h=t (Z)—t (1) :
M=t (end) —t (1)) S h:
for i=1:IT
c(i)=(i—-1) *h:
rii)=sub=s(F,tc (i) ) :
plot ()
=rncl
xlabel{'Temp=s (s=c) ') 2
wlalbel('£(t) ')
o id
h = legend{'£{(c) ', 2):
s=etc (h, ' Intcerprecer ', 'non=s" ) ;
g=["'la courkes d= £i(t)= ', =£]:

s=t (handles.rr, 'string' .ol =

Figure II1.5 : Programme ajouté au fichier « exemple.m »

) exemple

la courbe de f{t)= sin(pi™t)

Introduire la Fit) et t

sin{pi*t)

=
=
I

20
Temps(sec)

Figure II1.6 : Interface qui simule une fonction f(t)
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V. Présentation générale du logiciel

L’objectif de ce logiciel est de faciliter le calcul fractionnaire et la simulation des
systtmes dynamiques d’ordre fractionnaire, pour en tirer profit du logiciel, il est
nécessaire de I'utiliser de facon correcte. Pour cela, nous proposons de I’exploiter a
travers ses différentes parties en illustrant avec des exemples les interfaces graphiques
construites sous Matlab, qui sont dédiées exclusivement a I’analyse et la simulation des

systémes dynamiques d’ordre non entier.

Le premier contact avec notre logiciel est une fenétre d’accueil (Figure I11.7) qui
permet en cliquant sur le bouton « Entrer » ’accés a la fenétre du menu principal du

logiciel (Figure II1.8).

) pagedegarde

Université Mouloud Mammeri de Tizi-Ouzou
Faculté de Génie Electrique et d'Informatique

Département d'Automatique

Logiciel d'Analyse et de Simulation des Systémes
Dynamiques Fractionnaires

LASOF
Entrer Quitter
Congu et réalisé par : Proposé et dirigé par:
Mile BOUDJEMAA Zina Pr.DJENNOUNE Said
Mile HADDAD Chaféa juillet 2010

Figure I11.7 : Interface d’accueil du logiciel
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Le logiciel permet de traiter quatre parties qui sont :
1. Calcul fractionnaire

2. Modge¢le de représentation

3. Résolution d’un systéme d’ordre fractionnaire

4. Approximation du dérivateur généralisé

—————— Systéme Dynamique D'ordre Fractionnaire

Calcul fractionnaire |

Modéle de représentation |

Résolution d'un systéme d'ordre fractionnaire ‘

Approximation du dérivateur généralisé ‘

Cuitter ‘

Figure II1.8 : Interface du menu principal

Chaque partie fait appel a une interface de sélection (Figures II1.9, III.15, II1.22,
I11.28) dont le bouton " Ok " permet d’accéder a d’autres interfaces d’opérations qui
contiennent des zones d’édition, des zones d’affichage, des radios boutons, des listes de

sélection et des boutons poussoirs pour les actions.
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VI. Application

Nous exposons dans ce qui suit les différentes parties du logiciel avec quelques

exemples d’application :

VI1.1. Calcul fractionnaire

Cette interface permet la simulation de la dérivée et de 1’intégrale non entieres,
ainsi que le calcul de la transformée de Laplace fractionnaire et les racines d’un

polyndme d’ordre fractionnaire. Sélectionner un choix puis cliquer sur le bouton "OK".

) calculfraction
Calcul Fractionnaire
Choix
---------- Choix du calcul —————— V|
---------- Choix du calcul ————

Calcul de la dérivee
Calcul de l'intégrale

Calcul de la transformée de Laplace de la dérivée d'ordre non entier

Calcul de la transformée de Laplace de l'integrale d'ordre non entier

Transformee de Laplace et Laplace inverse des fonctions usuelles d'ordre fractionnaire
Derivées non entiéres des fonctions usuelles

Calcul des racines d'un polynome d'ordre fractionnaire

Figure I11.9 : Interface de sélection pour le calcul fractionnaire

VI.1.1. Dérivation/Intégration fractionnaire

Pour simuler La dérivée d’ordre fractionnaire d’une fonction f(t) , nous devons
introduire 1’expression analytique de la fonction, 1’ordre de dérivation et I’intervalle du

temps tout en indiquant le pas d’échantillonnage.

La figure(Il1.10) montre un exemple de simulation de la dérivée d’ordre 0.5 d’un

¢chelon unitaire sur un intervalle de temps t = [0:0.1:10] .
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) derivaf

Menu  Caloul Fractionnaire  Aide

La derivée fractionnaire

35 T
D (alpha) fit) el
3 - : ARl LR L EL DECEEEE CEEEEEELEEEREEE
— Introduire les paramétres — L :
Initialiser :
fg= ' Simuler ___________________________________________________________________________
Alpha = 0s aide | B T A R

t= [0:0.1:10] M

0 10 i} a0 40 50 60 70 a0 80 100
Temps(sec)

Figure II1.10 : L’interface de la dérivée fractionnaire

Cette interface montre la courbe représentative de la dérivée d’ordre 0.5 de la
fonction f(t) = 1, la courbe résultante met en évidence la propriété importante des
systémes fractionnaires qui est la lenteur d’établissement. En effet, la dérivée a I’ordre
0.5 de I’échelon unitaire posséde 1’allure d’un pic de Dirac mais avec une forme plus

¢talée sur 1’axe des temps, la dérivée fractionnaire met ainsi beaucoup de temps a

s’annuler.

Pour la visualisation de ’intégration fractionnaire nous procédons de la méme

maniere que pour la dérivée fractionnaire.

La figure (III.11) représente ’interface de simulation de 1’intégration fractionnaire

d’ordre 0.5 pour un échelon unitaire.
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< lintgraf E“E|E|

Menu  Calcul Fractionnaire  Aide

L'integration fractionnaire

4
Intagration :I(nfit)}
s et o S O D

Introduire les paramétres

I b b LT S |
Initialiser : : : 3
o - 1 e S S S———
n = 05
Ade | |y
t= [0:0.4:10] 1
Quitter 0s / ........ ............. ............. ............. ............ J
Q i i i i
o 20 A0 B0 80 1000

Figure III.11: L’interface de I’intégrale d’ordre fractionnaire

A titre d’illustration la figure (II1.12) représente les courbes des intégrales d’ordre

non entier 0.5, 0.99, 1.5 d’un échelon unitaire et la courbe de I’échelon unitaire.

Integrale fractionnaire d"un &chelon unitaire

22 ' ' ' : : : : : :
0.99 : : : : i i
— 15 ! ! ! ! ! L
20 SN S5 SUNUS SRS SRS BN SR A
echelon unitaire ! ! H : ' / '

] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Temps(sec)

Figure I11.12: Courbes d’intégrale pour différents ordres fractionnaires
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VI.1.2.La transformée de Laplace (TL) de la dérivée /intégrale fractionnaire

Dans cette interface, nous allons introduire I’expression analytique de la fonction
f(t), ainsi que 1’ordre non entier n, puis on choisit I’opération a faire : TL de I’intégrale

ou TL de la dérivée.

e EE

Manu  Analyse st symulation des systémes d'ordre fractionnaire Aide ?

Cas commensurable
Modéle d'état

Equation caractéristique ‘

A = | teste de commandabilité
1-3305 | N
Péles ‘ L S

| le systéme est commandable

B = | o | : : -—‘

' | . Matrice de commandabilité i oo B

= : - 15 ‘

€ | it | Matrice d'observabilité ‘ ‘ 4|
D= | a |

Fonction de transfert ‘

Initialiser‘ Quitter‘ Aide ‘

Figure II1.13 : L’interface de la TL de la dérivée/intégrale fractionnaire

VI.1.3. Calcul des racines d’un polynome d’ordre fractionnaire

Soit a résoudre le polyndome a puissances non enti¢res réelles suivant :

P(s) = 1598 — 3502 4+ 2 (11L.1)
0.8 = g

> (111.2)
02=-
5

P(s) = 1s*/5> —3s5'/5 4+ 2 (I11.3)
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5

Le changement de variable p = s¥/5 permet de résoudre un polyndme d’ordre entier en

fonction de p :

P(p) =p*—3p* +2 (111.4)

Calculer les racines du polyndome P(p) :

9 .
p, = —0.9053 + 1.2837j ~ 1.5708e™

9 .
p, = —0.9053 — 1.2837j ~ 1.5708e 3™ (I1L.5)
ps = —0.8105 = 0.8105 e%
pa=1 = 1e%

La condition d’existence des racines du polyndme fractionnaire s’exprime

dans ce cas par :

Pour p;: - £<k<—g = k n'existe pas
Pour p, : —g<k<—£ = k n'existe pas (111.6)
| Pour pset p4 : —110<k<+1—10 >k=0

Donc seules les racines p3; et p, du polyndme entier engendrent des racines au

polyndme fractionnaire correspondant :

s;=0.3498 , s, =1 (11L.7)

En remplagant ces solutions dans le polyndme P(s), on obtient :

P(ss) = 1.3306% 1075 P(s3) =0 (11.8)
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Remarque :

Les racines calculées d’un polynome d’ordre fractionnaire ne sont que des racines

approximées.

Le résultat du calcul est montré dans ’interface suivante :

E=X]

Résolution d'un polynéme d'ordre non entier

Menu  Caloul fractionnaire  Aide?

P(s)= an*s*An +a(n-1y's™A{n-1)+. . . .. +a1*s™A(1)+a0
Entrer Les coefficients
an= [ | 1-32 ]

Entrer les ordres

An= [ | 08020 ]

| Racines du polyndme |

1 034983

llnitialiser] [ Aide ] [ Quitter ]

Figure II1.14 : L’interface de résolution d’un polyndme fractionnaire

V1.2. Modé¢les de représentation

Un systéme est dit fractionnaire lorsqu’il est décrit par une équation différentielle
impliquant des dérivées fractionnaires. Un systéme peut étre représenté soit par une
fonction de transfert (domaine fréquentiel), soit par un modele d’état (domaine
temporel), dans cette partie nous allons présenter les différents passages entre ces

modeles.
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) model2 CoX]
MWodele de représentation

Passage de :

choisir.

---------------- T EH [ ———
Equation differentielle ==Fonction de transfert
Equation differentielle ==Modele d'état
Fonction de transfert  ==Modéle d'état ( cas commensurable)
Fonction de transfert  ==Modégle d'état (cas non commensurablg)
Modéle d'état == Fonction de transfert (cas commensurablg)
Modéle d'état == Fonction de transfert (cas non commensurablg)

Figure II1.15 : Interface de sélection des mod¢les de représentation

VI1.2.1 Passage d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire vers une fonction
de transfert

Soit I’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire a coefficients constants:
D y(t) + 0.2D°8y(£)+9 D%2y(t) + 3y(t)=3D°%u(t) + DO31u(t)+2u(t) (111.9)

L’application de la transformée de Laplace a I’équation (II1.9), en considérant les

conditions initiales nulles, permet d’obtenir :
sY(s) + 0.25%8Y(5)+9 s%2Y (s) + 3Y(5)=3s%CU(s) + sO3U(s)+ 2U(s) (I11.10)

La fonction de transfert s’écrit donc :

Y(s) _ (3s9€+593+42)
U(s)  (s+0.2598+950243)

(IIL11)

Le résultat est affich¢é dans figure (I11.16)
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) trans1 E||i|§|

Menu  Transfert d'un systdme Aide ?

Equation differentielle d'ordre fractionnaire vers une fonction de transfert.

a1"DIATfL+az DAt +a3" DA+ .. +ar DIAND=b 1" DIE Ut +b2" DIE 2)uit)+. . +bm*D{Emju(t)

Equation differentielle

an = ‘ 10293 ‘
bm = ‘ 312 ‘ Y(s) ‘ 35M0 B 1SN0 3B 280} ‘
Fanction de transfert F(S) Bo=8 |
5+0.2570.8 35D 21 IsAO] |
An = ‘ 108020 ‘ Uis)
Bm = L :
pe03o Initialiser Aide Quitter

Figure II1.16 : L’interface du passage d’une équation différentielle vers une
fonction de transfert

VI1.2.2. Passage de la représentation transfert non entiére a la représentation d’état

non entiére

% Cas des systémes commensurables

Soit un systeéme non entier monovariable linéaire représenté par son modele de transfert

G(s):

350.3
G(S) = smiomrrs (IIL.12)
A I’aide du changement de variable
p =s“ avec a = 0.1 (I11.13)
On obtient:
3 3
G(p) = —2— (I1.14)

2p*+9p1+3

Le modele d’état correspondant au modele transfert commensurable G (p) est obtenu par

la méthode classique ou par la commande «tf2ss » de Matlab:
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>>[A,B,C,D]=tf2ss([3 0 0 0],[2 0 0 9 3])

1
8 :C=[15000]; D=0
0

S —R,rO O

1
0 |.p_
0 B =
0

S O O

Nous allons introduire les coefficients de la fonction de transfert entiere (le
dénominateur et le numérateur) et ’ordre non entier «, le modéle d’état non entier
s’affiche en cliquant sur le bouton « modéle d’état», I’interface suivante montre le

résultat :

J transh
Menu Tr;_ns_;fertd'un s__y_snéme _.:mde? §
Fonction de transfert d'ordre fractionnaire vers une représentation d'état
Cas Commensurable
brsalpha™mi+im- 17 alphat(m-1))+... 21754 alpha) +b0
Gls)=
s*ralpha+al®s*alphatin-1+ +an-1"s+an
Wodele d'atat
Fonction de transfert
00 45 15 .
1 a o a {\l ID f‘ ‘
= a b 1] a 0
an = | ‘ 20083 o o0 1 @ + o Ut
D x) =
bm= [ ‘ 3000 ‘
||
.
Apha = o yip)= | . ()
| | il

Figure I11.17: L’interface du passage d’une fonction de transfert vers une représentation

d’état (cas commensurable)

% Cas des systémes non commensurables

Considérons le modéle de transfert :

3506450342
5+0.259-84+0.950-2+3

G(s) = (111.14)
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{ @s=1; a,=08;a,=02 a;=02;a,=0.9; a =3 (IL15)

Le vecteur @ est: @ = [1 0.8 0.6 0.3 0.2] (ITL.16)

En utilisant la procédure de sélection (définie par 1’équation (I1.49) voire chapitre 2), on

obtient :
as =az =3 C1 = by=2
0, =a; = ¢, =0 et d,=a,=09
Idfz:[gl = ;=1 et d;=0 (ITL.17)
| @5 =P, = ¢, =3 et a,=0
ko?4=0(2 = ;=0 et da,=a, =02

Le vecteur d’état x(t) est donné par :
x=[y D2y D03y D06y pO8y T (IL.18)
La dérivée d’ordre non entier du vecteur d’état est :
D@ (x) = [D%%x; D%'x, D%3x3D%%x, D%2xg]T (I11.19)

Le modele d’état correspondant au modele transfert (I11.14) est donné par :

( [0 1 0 0 0'| [0]
- [ O 0 10 0 | (0]
D@ =lo o 01 o
i =) |0 0 00 1 |(x(t))+|8|u(t) (111.20)
L -3 —09 0 0 -02 1]
y(t) =2 0 1 3 0](x(®)+ 0ou(t)

Dans cette interface nous introduisons les coefficients et les ordres non entiers du
numérateur et du dénominateur d’une fonction de transfert, il suffit de cliquer sur le

bouton "Modele d’état" et nous obtenons le modele d’état commandable correspondant.
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) trans44
Menu  Modéle de transfert  Aide
Fonction de transfert d'ordre fractionnaire vers une représentation d'état

Cas non commensurable
bl s Bmi+bim-17sB(m- 1))+ . +b 175*(B1)+b0

Gis)=
a1 s A TI+aZ s AZ . ... +aln-1FeMAn-1)+an
Fonction de transfert
an = [ I 102083 ]
|7 EFQ ] 0 oo
—_— 2 TR
DiU:Z it —l3 08 -0 B ()() + Uity
An = [ | 10802 | ] i
. ir : \
T v i | v
Yty = EEERN - | .E-E!Ut
{t) [ l\(X)"'! = {t

Figure II1.18.a :L’interface du passage d’une fonction de transfert vers

une représentation d’état (cas non commensurable)

Remarque :

Dans le cas o il existe des ordres du numérateur et ceux du dénominateur qui

sont égaux cette interface effectue la simplification.

} trans44

Menu  Modgle de fransfert Aide 7
Fonction de transfert d'ordre fr_acfionnaire- vers une représentation d'état

Cas non commensurable
bim s Bmi+bim-1sMBim-1))+... +h17sMB 1 +h0

Gis)=
al"sh (AT aZ s A2 a1 A1)+ an

Fonction de transfert

an = [ | 102093 ‘ 1 . . ‘ E: ‘ﬂ z‘
] E - ‘:-

bm=[| 312 ‘] 04 5 gn A :

B ; )+ U

D ity

An = [ 10503 ] Aide
e o | M Y @

Figure I11.18.b :L’interface du passage d’une fonction de transfert vers

une représentation d’état (cas non commensurable)
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VI1.2.3. Passage d’une équation différentielle non entiére vers une représentation
d’état

Cette interface permet le passage direct d’une équation différentielle linéaire d’ordre

fractionnaire a coefficients constants vers un modéle d’état non entier.

) |trans2 EI |§|g|

Menu  Transfert d'un systéme  Aide ?

Equation differentielle d'ordre fractionnaire vers une représentation d'un modéle d'état

al*D{AN)f(t)+a2 DAZ)f(+a3 DIAS)F({)+.... +an" D(AN)f(t=b1-D(B1)u(t+bZ DB2)u)+... sbm DEmu()

Equation differentielle
an = [

| Modéle datat |

102083 ]

Initialiser R OO ..
bm = [ 312 ] D 02 _ 5 0 0 o i g U
Aide 02 X)=3 03 1o o 02 A+
An = [ 10502 ]
Quitter v = v
Bm = [ 0603 ]

Figure II1.19 : L’interface de passage d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire

vers une représentation d’état

VI1.2.4. Passage d’un modéle d’état d’ordre non entier vers une fonction de
transfert

*

s Cas commensurable

Nous introduisons les matrices et 1’ordre non entier commensurable du modéle d’état

suivant :
( 0 0 —-045 -15 1
PN =|g { 9 0 |G+ [glu® (II1.21)
0 0 1 0 0
y@)=[15 0 0 0] (@) +0u(®

La fonction de transfert obtenue est donnée dans la figure (I11.20):
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M transh El|§|@
Menu  Transferk d'un systéme  Aide 7 -~

Modéle d'état d'ordre fractionnaire vers une fonction de transfert
Cas Commensurable
— Mo éle d'état
A = |00-D.45-1.5;1000;0100;001|‘
B = | 1,000 ‘
C= | 15000 |
D= | 0 |
alpha=| 0.4 |
Fonction de transfert ‘
Yi=) i e Tl
Fi{s)=  _____ =
U(s) 20%="{2/5) + =" (1/10) + 30
Initialiser Cluitter ‘ Aide |

Figure II1.20 : L’interface du passage d’une représentation d’état vers une fonction de

transfert (cas commensurable)

Cas non commensurable

*
°

Nous introduisons les matrices du modele d’état et les ordres du vecteur d’état suivant :

fDO'le(t) 0 1 0 0 O O
DO'lxz(t) 0 0 1 0 0 0

D%3x;®)|={0 0 0 1 0 t)) + t

< 00-228 o 0 00 1 +0) 0| (111.22)
[Do.zxs(t)J -3 -09 0 0 -02 1

Ly (0) =[2 0 1 3 o0](x(t))+ Ou(®

La fonction de transfert obtenue est donnée dans (Fig.I11.21):
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=y

Menu  Représentation de transfert  Aide ?
Mocdéle d'état d'ordre fractionnaire wvers une fonction de transfert

Cas non commensurable

Modéle d'état
A = |o1000:00100:00010:00001:|
B = | 0000
CcC= | 20130 |
o= : |
alpha= | 0201030202 |

Fonction de transfert |

Yis) ‘ 30*sM345) + 10%s~3M10) + 20
Fis)= = =
U{s) | 10%s + 9*s™1/5) + 2*s™4/5) + 30
Initialiser ‘ Quitter Alde

Figure II1.21 : L’interface du passage d’une représentation d’état

vers une fonction de transfert (cas non commensurable)

VI.3. Analyse et simulation des systemes fractionnaires

Dans cette partie nous allons entamer 1’analyse fréquentielle et temporelle des

systemes d’ordre fractionnaire.
La figure (II1.22) représente I’interface de sélection pour I’analyse et la simulation des

systémes fractionnaire.
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J analyetSim
Analyse et simulation des systémes d'ordre fractionnaire

choisir

Analyse frequentielle sans approximation
Analyse frequentielle avec approximation
Etude et anlyse d'un modéle d'etat
Résolution numérique d'une équation différentielle d'ordre commensurable
Résolution numérigue d'une équation différentielle d'ordre non commensurable

Figure I11.22 : L’interface de sélection pour I’analyse et la simulation des systémes

d’ordre fractionnaire

VI1.3.1. Analyse fréquentielle sans approximation

La réponse fréquentielle s’obtient par 1’évaluation directe de la fonction de transfert,

toutefois, on peut :

- Tracer le diagramme de Bode, Nyquist et Nichols.
- Etudier la stabilité des systemes fractionnaires.
- Calculer les poles et les zéros.

- Tracer la réponse indicielle et la réponse a une entrée donnée.

A titre d’illustration on introduit les coefficients et les ordres de la fonction de
transfert fractionnaire (II1.23), une bande de fréquences de w = logspace(—4,4) pour

le tracer les diagrammes, et I’intervalle de temps [0 :1 :10] pour tracer les réponses.

sO%+1
st44+150441

G(s) = (I11.23)

Pour la fonction G(s), on calcule les pdles et on trace le diagramme de Bode, les

résultats obtenus sont donnés dans (Figure 111.23)
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=]

Menu  Analyse et simulation  Aide?

Analyse fréquentiell

Sans approximation:

Fonction de transfert [ UL P _
num= | pre 'i Initialiser ©liace e ——
Choix de Ia réponse & tracer |
den= .
111 | Pales
an = . -
S | Sitos — Parametr — =
- = 0:0.1:10
bn= 0 D414 J ‘7J
— = 7 ufe) = | t |
V= logspace(-4.4] | FiBlk: _
Bode Diagram
Resuttat i 20

ety = ~|
P2y = [1.5189+0.66881— |

Quitter

Magnitude (dB)

A
v
Phase {deg)

Figure I11.23 : L’interface de 1’analyse fréquentielle (Sans approximation)

VI1.3.2 Analyse fréquentielle avec approximation

Pour synthétiser une transmittance enti¢re a partir d’une transmittance non entiere,
on substitue 1’opérateur de dérivation fractionnaire s™ par une des approximations
développées dans le chapitre II. Dans notre cas on a utilisé 1I’approximation d’Oustaloup

modifiée.

A titre d’illustration on introduit les coefficients et les ordres de la fonction de
transfert fractionnaire (I11.23), la taille de la bande de fréquences le = logspace(—4,4) ,
fréquence de croisement w, = 1 rad/sec, et I’intervalle de temps [0 :0.1:10] pour tracer

les réponses.

1

5 (I11.24)

G(s) =

L’analyse de la transmittance entiére approximée se fait d’'une manicre classique.

Les résultats de I’approximation sont donnés dans La figure (I11.24).
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4 avecapp
Menu  Analyse et simulation  Aide ~
Analyse frequentiell
Avec approximation:
— Fanction d'ordre fractionnaire Resutiat
CILITE " 1 Le systéme approximé posséde 3 pale(s):
den = jacaqs5s __________________________|PN
B2 | 1 40 Hies Hgg.w 2 _I
] ™
an = |
a -1
" 1 — =
= | oso |
1
= -3z
e s ‘ logspace(-2,2)
- E— | i
Y . | g
- £ a5
Figurs = 33s
& tracer |Bode ~| Sag
o
|Chuix de la réponse & tracer |
2
Pararnétr, =
t=| [ e ho) | =
ARSI I =
uitye= | t | -
10 -~
1o 107 107 10’ 9™ 107
Frequency (radisec)

Figure.lIl.24 : L’interface d’analyse fréquentielle (avec approximation)

VI1.3.3. Etude et analyse d’un modéle d’état fractionnaire

L’interface de la figure (II1.25) permet I’analyse d’un mode¢le d’état fractionnaire
commensurable en :

- Testant 1’observabilité et la commandabilité
- Calculant I’équation caractéristique et ses poles.

- Calculant la fonction de transfert.
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FEX

Menu  Analyse et symulation des systémes d'ordre fractionnaire  Aide ?

Cas commensurable
Modale d'état

Equation caractéristique ‘

A= | 1.8305 teste de commandabilité

Pdles

‘ le systéme est commendable ‘

L - Matrice de commandabilité ] _'_‘J.

15
C =
| 10 | Matrice d'observabilité ‘ -
D =
| 2 Fonction de transfert l

Initialiserl Quitter‘ Aide l

Figure.IlIl.25 : L’interface de I’analyse d’un mode¢le d’état fractionnaire

VI1.3.4. Résolution numérique d’une équation différentielle

La réponse temporelle du systéme linéaire fractionnaire, s’obtient par la résolution
numérique de I’équation différentielle fractionnaire.

A titre d’illustration on simule la réponse temporelle de (III.25) pour une entrée

échelon unitaire sur un intervalle de temps t = [0:0.01 : 0.5]

Soit I’équation différentielle :

D2y (t) + 40y(t)=u(t) , (I11.25)
«» Cas commensurable

Pour la simulation de la sortie y(t): introduire les coefficients, 1’ordre
commensurable, I’entrée u(t) et I’intervalle du temps (pour 1’ordre commensurable ¢ =

1/q donné, introduire q ).
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} resolequadiff
Menu  Analyse et simulation des systémes fractionnaires  Aide 7 k]

Résolution d'une équation diﬁ'erentierlle d'ordre fractionnair

al*Dnfalphal{ti+a2*D[(n-1Yalphal vit+. .. +a0¥it=b1*Dm/alpha]J(t)+b2*Dl{m-1}alpha] Ut+... +b0OLI)
Cas Commensurable

~——— Paramétres ————————— [
Initialiser

0025 T T L

0oz

| Simuler |

= 0:0.01:0.5;
t |¥ 0.005

Figure II1.26 : L’interface résolution d’une équation différentielle d’ordre
commensurable

R/

s Cas non commensurable
Pour la simulation de la sortie y(t) : introduire les coefficients, les ordres non

entiers correspondants, I’entrée u(t) et I’intervalle du temps

Menu  Analyse et simulation d'un systdme fractionnaire  Aide ? £

Résolution d'une équation differentielle d'ordre fractionnaire

a1"D{A T+ DIAZD+a3 DA+ +ar DiANN=b 17 DB ut+b 2 DIB2u(ti+ . +brrD{Bmiuit)

Cas non commensurable 0025 i
-
Paramétres ; Cirmuler | sosl T L P i
an = [ | ' ; | ! ; :
140 = : H : : ;
= Initialiser : : : : :
bm= [ | . |1 hee | ; s i i s
R | B A B e B P B B A P B S e S P B B B B i -
| Aide : i : E -
An =[ 050 ]
l—‘ Quitter —
Bm =[ | a ‘ 1 '
uft) = i | 0005 |-
t= [0.0.01:05] |
% 10 20 30 40 50 60

Figure I11.27 : L’interface résolution d’une équation différentielle d’ordre non
commensurable
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VI1.4. Méthodes d’approximation d’un dérivateur généralisé

I1 existe plusieurs méthodes d’approximation, dans cette interface nous présentons

quatre méthodes illustrées ci-dessous :

J approximation

Approximation a utiliser

vatre Choix L

l'approximation de Carlson
l'approximation de Charef
l'approximation d'Oustaloup
l'approximation d'Oustaloup_modifié

Figure.Il1.28 : L’interface de sélection pour les méthodes d’approximation d’un
dérivateur généralisé

VI1.4.1. Méthode de Carlson
La méthode de Carlson a ¢été initialement développée pour approximer

1/n
I’expression (;) qui décrit le condensateur fractionnaire général pour tout
entier n > 1, par une fonction de transfert d’ordre entier tout en spécifiant n, fréquence
de croisement w, et le nombre d’itération N.

1/3
L’exemple présenté approxime la transmittance H(s) = G) , pour N=2 et

w, =1,
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Mernu  Méthods d'approximation  Aids?

Méthode de Carlson

Bode Diagram

~Introduire les parameétres —

Simuler I 201

n = ‘ 3 | Initialider‘
e | 5 ‘ Aide

tagnitude [
|

fonction de transfert approximée par la
méthode de Carlson 0 B

S5/ + Bis™ + 203 + 23472 + (21'5)/2 + 1 ‘

Phase {deg)
4

F(s)=

5+ (2182 + 2373+ 20 2 + Bls + 14 ‘

apl
Quitter 10" 16" 10" 10° 10"

Frequency (rad/sec)

Figure III1.29 : L’interface de 1’approximation de Carlson

On constate que les tracés des diagrammes d’amplitude et de phase approximés
sont identiques au diagramme de Bode exacte de H(s) sur un intervalle fréquentielle

borné, avec une précision plus ou moins importante.

On a remarqué que pour un nombre d’itération supérieur a 2, pour n = 10, et
supérieur a 4, pour n = 2, le temps de simulation est treés lent et les résultats obtenus

sont inexploitables, en raison de I’ordre tres élevé de la transmittance entiere.

V1.4.2. Approximation d’Oustaloup

a

r . \ 7. 7 7 cr S A
Cette méthode consiste a remplacer le dérivateur généralisé (—w ) ou a I’ordre
[

non entier et w, fréquence de croisement, par un dérivateur borné en fréquence que

I’on approxime ensuite par une transmittance entiere.
L’interface de la méthode d’Oustaloup permet :
-De tracer le diagramme de Bode

- L’affichage de la fonction de transfert approximée d’ordre entier
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Pour un intervalle fréquentielle [Wa ®g], introduire les paramétres :

wp

w.,lataille=—, aet N .
w4
Exemple :
taille = 28 = 2271 w; = 1(rad/sec), N =3 et a=0.7

wy 01414 °

-} oustalo

Menu  Méthodes d'approximation du dérivateur  Aide? ~

Approximation d'Oustaloup

Bodes Diagram

Introduire les paramétres

Simuler !

| |

‘ . | Effacer

[ ]
o |

fonction de transfert approximée par la
méthode d'Oustaloup

!1 2024335023502026126794140655561 40555016348
F&)= | ‘-

16101391 581478029165591 33040362231 22096773256

1
- 10" 10 19" 10" 10 10! 10° 10° 10t
QUIﬂer Frequency (rad/sec)

Magnitucle (dB)

Phage (deq)

Figure II1.30 : L’interface d’approximation d’Oustaloup

Remarque :
Pour plusieurs simulations de différentes valeurs de n on a remarqué que

["approximation est moins précise pour les valeurs de n proches de 0 et de 1

VI1.4.3. Approximation de Charef

. . 1 n .
La fonction de transfert non entiére H(s) = m peut €tre approximee par un
wc¢

transfert d’ordre entier en mettant en série plusieurs filtres passe bande. Charef utilise

comme parametre principal 1’écart maximal, € > 0 (en décibel)
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Prenant un exemple pour un écart de y = 0.1 et un ordre non entier n = 0.8 ,une

fréquence de coupure w, = 0.1 et une bande de fréquences de taille = 50.

-} chareff
Méthode de Charef

Bode Diagram
Introduire les paramétres

| Simuler

Wy = 1

3§ T Effacer
Taillle = 50 ‘

Wagnitude (dB)

Aide

04

n= os

fonction de transfert approximée par la
méthode de Charef

Phase (deq)

(8061303045060353"%93)/3007199254740892 + (15¢

F(s)=

(8552325557744317 % 43)/1 12589990654 2624 + (322i

50 . " "
0 107 W 107 10° 1w w 10" 1’

Quitter Frequency (rad/sec)

Figure II1.31 : L’interface d’approximation de Charef

On constate que cette méthode est moins performante pour les valeurs n proche de 0.5.

V1.4.4. Approximation d’Oustaloup modifiée

Afin d’améliorer la méthode d’Oustaloup, il a été proposé d’extraire un filtre a
partir de I’expression du dérivateur généralisé borné en fréquences, avant d’approximer

ce dernier au moyen de I’algorithme d’Oustaloup.

Pour un intervalle fréquentielle [Wa ®g], introduire les paramétres:

la taille = = | w., aetN .
wA

Nous illustrons cette méthode pour les paramétres suivants :

taille = 22 =50 , w, = 1(rad/sec), N =3 et a =04

wA
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-} oust_mod

Menu  Méthodes d'approximation  Aide ?

Approximation d'Oustaloup modifié

. . Bode Diagram
Introduire les paramétres

E | Simuler
We = ; |

e —————

io= | 0s | Aide ‘ el i
Moo= ‘7 3 | ol .

fonction de transfert approximée par la
méthode de Carlson

Magnitude (dE}
s 8
\

|2348542562773633227 889480596 769337027 3756624

Phase {deg)
|

F(s) =

?234B5425B2?73B3322?88‘348059578933?0273?55525

Quitter

10 10 107 107 19
Freauency fradisec)

Figure I11.32 : L’interface d’approximation d’Oustaloup modifiée

La méthode d’Oustaloup modifiée est précise sur un plus large intervalle

d’approximation.

En fin, on remarque que les courbes d’approximation (figures I11.29, 30, 31,32) et
celles du modéle exact sont confondues autour de la fréquence de croisement

w. = 1rad/sec mais divergent au fur et a mesure qu’on s’éloigne, en hautes

fréquences en particulierement.

VI.5. Présentation de ’aide

Dans I’intérét de faciliter 1’utilisation de notre logiciel, nous 1’avons accompagné
d’une aide disponible lors du contacte avec I’interface principale .Cliquer sur « Aide »

dans la figure (II1.8) pour y accéder.

A propos du guide I’introduction des parametres dans chacune des interfaces
présentées, on dispose aussi d’un bouton « Aide » spécifié a I’interface qui le constitue.

A titre d’illustration nous présentons la figure(II1.33).

Le logiciel contient des messages d’erreurs (par exemple la figure (I11.34)), qui

apparaissent lorsqu’une erreur d’introduction des parametres est commise.
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! aideresol1

Aide
Comment introduire les paramétres ?

Cette interface permet de calculer les racines d'un
polynome d'ordre non entier.

“Il Les racines du polynome fractionnaire ne sont que des
approximations
Introduire:

-Les ordres non entiers.

-Les coefficients du polynome.

Le vecteur des coefficients et le vecteur des ordres doivent
étre
introduits avec la méme dimension.

Exemple:
1.33 085
s -5s +4 =0

An=1330650
an=1 -5 4

Quitter |

Figure I11.33 : Exemple d’interface de 1’aide

. Erreur | - [E]X]

Q Femplr les caszes en totalité

Figure I11.34 : Exemple d’interface d’un message d’erreur

VII. Conclusion

Afin d’illustrer notre logiciel, ce chapitre a exposé d’une maniere explicite et simple
I’outil de création d’interface graphique « GUIDE » de Matlab, puis nous avons

présenté les différentes parties du logiciel avec des exemples d’application.

En fin nous espérons que ce logiciel soit bénéfique pour I’analyse et la simulation des

systemes dynamiques d’ordre fractionnaire.
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Conclusion générale

La dérivation non enti¢re est un outil de plus en plus utilisé pour la description
mathématique des phénomenes physiques, en particulier ceux a comportement diffusif et
a longue mémoire et aussi pour la conception des régulateurs robustes dans une chaine

d’asservissement.

L’objectif de notre travail a été¢ de développer un logiciel sous Matlab d’aide a
I’analyse et la simulation des syst¢tmes d’ordre non entier décrits au moyen de la

dérivation non entiere.
Le logiciel que nous avons réalisé contient :

e Les opérations de dérivation et d’intégration fractionnaire.

e Larésolution et la simulation d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire.

e La résolution d’une équation caractéristique d’ordre fractionnaire.

e Les différents passages entre les modeles (modele d’état, fonction de transfert,

¢quation différentielle).

Le probléme d’approximation des modeles non entiers est pris en charge par le

logiciel réalisé, plusieurs méthodes sont programmées.

Ces applications sont accompagnées par un support graphique basé sur les instructions de

tracés déja disponibles dans Matlab.
Le logiciel que nous avons réalisé¢ permet donc de :

v' Simuler un systéme d’ordre fractionnaire.
v Tester la stabilité d’une fonction de transfert.
v' Tester la commandabilité et I’observabilité.

v' Calculer les différentes approximations.

Certains problemes ont été rencontrés et n’ont pas pu étre résolus comme : le calcul
de la réponse d’un modele d’état, le calcul de la fonction de Mittag-Leffler (matrice de

transition) et la stabilité étudiée est limitée au cas commensurable.

85



Conclusion générale

Le logiciel réalisé n’est qu’une version préliminaire qui nécessite des améliorations,
il serait intéressant de pouvoir réaliser une Toolbox compléte sous Matlab pour 1’étude

des systémes d’ordre fractionnaire.

Vue la modularité de notre logiciel, celui-ci peut étre amélioré, modifié et complété

par des ajouts, comme perspectives, nous envisageons :

» L’extension aux systémes multivariables.
» Développement des outils pour la construction des diagrammes fonction pour les
systémes fractionnaires sous Simulink.

» Insertion des méthodes d’identification et des régulateurs d’ordre fractionnaire.
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ANNEXE A

Outils mathématiques de base

A.l. La fonction Gamma [29]

Une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler,
qui généralise la fonction factorielle n! et permet a n de prendre également des valeurs
réelles et méme des valeurs complexes. Nous rappelons quelques résultats sur la fonction

Gamma qui sont utiles dans le calcul fractionnaire.

A.1.1. Définition

La fonction Gamma est définie par :

I'(a) = [ e 't*dt a€R (A.1)

A.1.2. Propriétés

1. Une des propriétés de base de la fonction Gamma satisfait 1’équation :

la+1) =al(a) (A.2)
preuve:
Fa+1)= f(:oe‘tt“dt = [—e %)y + afowe‘tt“‘ldt =al(a) (A.3)
2. T'(n+1)=n! neN (A.4)
preuve:

On déduitde (A.1)que: I'(1) =1

Et en utilisant I’expression (A.2), on aurapoura = 1,2,3,..n+ 1
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r)=1r@)=1=1!
ri3) =2.1r(2) =2.1! = 2!
ri4) =3.r(3) =3.2=3! (A.5)

rt(n+1) =n.r(m) =n(n—1)! =n

A.2. Mittag-Leffler [29,23]

La fonction exponentielle e’ , joue un role important dans la théorie des équations

différentielles d’ordre non entier et notée par :

o tk
E.(t) = Zk:om (A.6)
La fonction Mittag-Leffler a deux parameétres est définie par la série exponentielle :
oo tk
Eap() =Lk=0rzgy @>0, £>0) (A.7)
Poura= f=1ona:

k

o t w tF
Ei1(t) = Zk=om = Zk:oﬁ = et (A.8)
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ANNEXE B

Méthodes d’approximations du dérivateur généralisé

B.1. Méthode de Carlson

1.
Cette méthode permet d’approximer la fonction H(s) = G) " pour tout entier

n>1, ce probléme d’approximation a été formulé sous forme d’une équation
(f(x) = x™ —a)non linéaire monovariable résolue par le processus itératif de

Newton telque f(x) =0

D’ou résulte que :

x = at/" (B.1)
Avec {a - 1./5
s =jw

- Le principe de la méthode

Le processus de Newton est la méthode usuelle de la résolution numérique des
équations non linéaire monovariable .il consiste a mettre I’expression f(x) = 0 sous une
forme x = F(x), le processus itératif étant défini, pour une estimé initial x, de la

solution :
xiy1 = F(x) (B.2)
Jusqu’a ce que la séquence {x};~, converge vers la solution exacte notée r

(f(r)=0)

La fonction F(x) est donné par :

F(x) = x —f/f' (B.3)
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Et sa premiére dérivée donne :

F'(x) = (f; f) _ (B.4)

La convergence du processus est assuré par :
2641 — x| <l — 241 (B.5)
Avec Xipr — X = F(x) — F(x-1) (B.6)
Ce qui veut dire que I’erreur a I’itération i est inferieur a celle a I’itération (i — 1)
Le développement en série de Taylor de (B.5) donne :
Xipr — %= (% —x)F (&) xi < §; < Xj—q (B.7)
-La condition nécessaire de convergence est assuré lorsque |F'(x)| < 1

-La régularité du processus est assuré si F (x) ou bien ff" ne change pas de signe

1/n

au voisinage de la solution et donc a*/™ doit étre un point d’inflexion ;

f(am) =f(a™)=0 (B.8)

Cette condition ne pouvant pas étre réaliser par la fonction f(t) telle que définie par

I’équation (B.1), il a été proposé de la transformé comme suit :

fOO) =222 0<m<n-—1meN (B.9)

X

Cependant on montré que la condition (B.7) n’est valable que pour les ordres impaire

den, (n = 2m + 1) et I’équation devient de ce fait :

x2m+i_g

fG) =—=H (B.10)

Pour les n paires (n = 2m), les auteurs propose la formule :

2m_ 2m_
fO) =+ 0, (B.11)

xm
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La racine A n’étant considérée égale a x qu’a la fin du calcul de F(x) qui est obtenu pour
n impair et n pair, en remplagant respectivement (B.10) et (B.11) dans (B.3), on aura la

méme formule pour les deux cas :

n-1D)x™ +(n+1a

Flx) =x (n+1)x™+(n-1)a (B.12)
En remplagant dans (B.1) F(x ) et a par leurs expressions, on obtient :
Xjpq = (=Dx; s +(n+1) (B.13)

i (n+1)x]'s+(n-1)
Qui peut s’écrire aussi comme suit :

_ (n—1)x/t; s +(n+1)
Xi = X1 (n+1D)xt  s+(n-1) (B.14)

B.2. Méthode d’Oustaloup

L’approximation d’Oustaloup réduit le dérivateur généralis€ pour la syntheése
réaliste, 2 un nombre fini de poles et de zéros sur un intervalle fréquentiel borné, choisi
selon les besoin de I’application, ainsi que le transfert résultant est ensuite approximé par

une transmittance d’ordre entier qui est donnée par :

Dyen(s) = (wi)“ @ €R (B.15)

w, est la fréquence au gain unité ou fréquence de coupure, a est I’ordre non entier de
dérivation. Une troncature a la fois du coté des basses fréquences et des hautes

fréquences consiste a limiter sur ’intervalle fréquentiel [wy wg], centré géométriquement

sur w,, le comportement différentiel du transfert i . En fait, la troncature sera réellement
c

effectuée, pour plus de précision, sur un intervalle de fréquence plus large [w, wpy] tel
que :

Wp K Wy o Wy > Wp (B.16)
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On remplace alors le transfert fractionnaire par le transfert borné en fréquence donné par :

1+wib @
Dborné(s) =1 Co =

(B.17)
Wh
Avec :
Co:%’;:ii (B.18)
Pour assurer un gain unitaire a la fréquence w, .

Le dérivateur borné en fréquences, étant lui aussi un transfert fractionnaire, doit étre

approximé par une transmittance d’ordre entier, construite au moyen des zéros et de poles
distribués récursivement :
Dborné(s) - lim DN (S)
N-oo

(B.19)
a 14>
Du(s) = (22) I

(B.20)

z; et p; ce sont respectivement le zéros et le pdle de rang i, ces singularités (paires zéro-
pole) au nombre total de (2N + 1) sont distribuées récursivement comme suit :

Pi Zi1
2=5>0, =n>0 (B.21)
Zj pi
Z. .
i+1 _ Pi+1 —on>1
Zj pi

(B.22)

Les rapports det n qui impliquent un rapport constant 7 entre deux zéros ou deux podles
consécutifs, sont appelés « facteurs récursifs» I’approximation est réalisée par un lissage

des diagrammes asymptotiques de Bode de Dy (s) pour conduire a ceux de Dy pyrs(S)
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N DpornaGw) Du(a)

Droite de lissage de phase

- Droite de lissage de gain
log 7 log & logmn
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|
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c,u('::}dfsec)

Figure B.1. Diagramme asymptotique de Bode de Dy ,ns(s) et de Dy (s) .

Le lissage des marches d’escalier qui constituent le diagramme asymptotique de gain

de Dy(s) entre w;, et wy, (figure B.1) qui peut étre normalisé par une droite appelée
«droite de lissage de gain », de pente 20« dB / dec avec a compris entre 0 et 1 ; cette

droite supporte le diagramme de gain de Dy,ne(s) et coupe le palier de longueur
log(@) en son milieu. En désignant par la hauteur de la marche d’escalier, les pentes de

la droite.

% conduit au méme résultat donné par I’équation (B.25).

Comme D’asymptotique du gain de Dj,ne(s) entre ®p et ®p, coupe les marches
d’escalier se Dy(s) au milieu, les fréquences extrémales z_y et py se situent

respectivement a 1/2 log(n) de wpet opsur I’échelle logarithmique, soit alors :

log(z_) — log(wy) = ;lod(n) = z_y =n"2ay, (B.26)
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Et

log(oy,) —log(pn) = %lod(n) = py =1 20y (B.27)

Donc le rapport entre les fréquences transitionnelles mpet ®;, peut étre exprimé a partir

de (1) et (0) comme suit :
2h = (&m)2VHt (B.28)
Op

D’ou I’on tire le produit des facteurs récursif § et 7 :

5n = wp 1/2N+1
n = (%) (B.29)

wp
Etant donné :

zi = (6N)Zi41 (B.30)

B.3. Méthode de Charef

La méthode d’approximation approxime les systemes fractals qui sont représentés
par une transmittance de la forme :
1
(24

H(s) == (B.31)

N

Ou s = jw est la fréquence complexe et @ € R, est la dimension fractale. Généralement
les systemes fractals présentent une amplitude finie en basse fréquences, une

représentation par un pole a puissance fractionnaire est de ce fait plus approprice :

1
Sya
(1+wc)

H(s) = (B.32)

w,. est la fréquence de cassure 0 < a < 1. La figure (Figure B.2) montre le diagramme

asymptotique d’amplitude de Bode de la réponse en fréquence de H(s). La droite de
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pente —20a dB/dec est approximée par une ligne en zigzag de pentes Odeb/dec et

—20dB/dec En alternance, ces pentes représentent les contributions individuelles des

singularités : poles p; et zéros z;

|H(J"f0)|aBI

Py PO Zp P]_ Z4 P, z,

co(ma/sec)

—20dB/dec

g —20a dB/dec

Figure B.2 : Diagramme asymptotique d’amplitude de Bode de H(s) et son

‘ \

approximation.

L’approximation représentée dans la figure (B.2) se traduit par I’écriture suivante :

o mE(eg)
H(s) = Tl thﬁwm, (B.33)

Pour que le transfert recherché soit de dimension finie le nombre N doit étre également

fini, I’équation (B.33) prend ainsi la forme suivante :

. mE(s)
H(S)—(1+%)a~ (1) (B.34)

Pour laquelle il faut déterminer les 2N+1 pdles et zéros. Pour ce fait, Charef utilise

comme parametre principal 1’écart maximal ¢ (en dicebel), entre la ligne

d’approximation, (en zigzag) et la droite de pente -20 ¢ dB/dec (figure B.3.a), les pdles

et les zéros seront ensuite obtenus par un simple calcul géométrique.
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B

rul,;fr:’-l'.-".n‘l." ]
20 dB/dec

fa)

_ — 20w dEBjdec

---------

" ndB/dec

P Fo

28

— 200 dB jdec
—20a dB /dec e

[ £ —20dE /dec

fel

(B}

Figure B.3 : Principe du calcul des singularités

L’axe des abscisses ayant une échelle logarithmique, selon la figure (B.3.c) on a:

20m = 10g(p0)_glog ) = ¢ =20mlog (z—;) (B.35)
Et selon la figure(B.3.c)ona:
- 10g(p:)t1208g (1) (8.20)
Sachant que :
20m = m = &' = 20m log (Z_Z) (B.37)

En remplagant I’équation (B.37) dans (B.36) on obtient apres quelques transformations :
Zy = po10&/1001-m) (B.38)

Toujours selon la figure on a :
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2&

20m =
M = Jogn)-log (zo)

Py = 20108/10m

=e=10 log(i—:)

(B.39)

(B.40)

La généralisation des expressions (B.39) et (B.40) donne les relations suivantes :

Piv1 = 2;10%/107
z; = pilos/lo(l—m)

P, étant obtenu au moyen de 1’équation (B.40)

(B.41)

Afin d’obtenir un algorithme récursif, les expressions (B.40) peuvent encore étre

transformées, pour éviter quelques calculs redondances, pour ce faire considérant les

deux constantes a et b suivantes :

{ b = 107om
a = 1010@a-m)

AVEC ab=10&/10m@1-m)

11 est aisé d’écrire d’apres 1’équation (B.40) que :

z z ZN—
_0 —_— _1 = ecee — N-1 = a
Po P1 PN-1
Zy Z3 PN-1
Ou encore
z z ZN—
_1 e _2 = e — N-1 —_ ab
Zo Z7 ZN-2
Pz_B_ =P _gp
P1 Z3 PN-1
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ANNEXE C

Table des dérivées d’ordre fractionnaire de quelques fonctions usuelles

Fonction f(t) la dérivée _ DEf(t)
1 @
I'1l—-a)
IN'a+1)
A% 1> -1
Ok NOETEEIAL
X a 1 o
(a—t)_l/z,poura=5 = a-t ¢
1 Ya+vi
(a—t)_l/z,poura:—% = n\/a_ﬁ
edt E.(—v,a)
t eat tE;(—a,a) + aE;(1 — a,a)
E(wa), p>-1 E(u—a,a)
tE (u,a), p>—2 tE,(u—a,a) + aE,(u—a+1,a)
- a
sin(At) A%sin(At + 7)
a a
cos(At) A%cos(At + 7)
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Table des transformées de Laplace et Laplace inverse

La transformée de Laplace Fonction
a-1 |
—%(s) > 2| Ey1(£04°)
SEFA
klseP |
—— ) > | U B, 1)
k-1
L i) > 2 12 EY @)
—— %(s) >
(5 F AL 1 1
22
]. ta—l
s I'(e)
k .
arctan — — sin(kt)
§ {
11 )
logs 2a =(1 = coshat)
§ {
s2+a 2
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s—a i bt _ _at
log P p e e™)
e_kﬁ ak e 2r
m, (k= 0) erfc(as/T + —= 2J_
ae kVE (k= 0) f( ) ak _a’t f(\/_+ )
- . . futl erfjc — e e erycyla _—
s(a + /) { 27
k
[T 7 k
k5 (k>0 2 Lo ar — k. —
Sﬁe , (k= 0) —e erfc(zﬁ)
k2
g s
ﬁe , (k= 0) me
1 kS k
—e™5, (k2 0) erfe (_zﬁ)
k2
k e —
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La transformée de Laplace

Fonction

1
—e s (v = 0)
SU
1
—e
sA/s
1

—e
s\/s
|

{4

ks

—k/s

k/s

¢ (v—1)/2
(_) Ju_](z\/E)

k
\/;7 sinh 2v/kt
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La transformée de Laplace Fonction
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(K ésumé

Dans le cadre de ce mémoire, nous avons pour objectif la conception et la réalisation
d’un logiciel sous Matlab dédi¢ a I’analyse et la simulation des systeémes d’ordre

fractionnaire.

Le travail que nous avons présenté se résume en trois chapitres, dans le premier
chapitre nous présentons quelques notions fondamentales des systemes d’ordre
fractionnaires, les différents modeéles de représentation des systémes dynamiques

fractionnaires et leurs propriétés.

Le deuxiéme chapitre est consacré au développement des algorithmes numériques
nécessaires a la simulation des systémes d’ordre non entier, ainsi que nous présentons les
passages entre les différentes représentations des systémes fractionnaires et quelques

méthodes d’approximation des systemes fractionnaires.

Le dernier chapitre présente notre logiciel qui est dédié a 1’analyse et la simulation

des systeémes dynamiques d’ordre non entier.

Le logiciel que nous avons réalisé¢ permet donc de :
v" Simuler un systéme d’ordre fractionnaire.
v' Tester la stabilité d’une fonction de transfert.
v' Tester la commandabilité et 1’observabilité.
v

Calculer les différentes approximations.



