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Introduction générale

Introduction générale

La théorie de la ruine, parfois appelée ”théorie collective de risque”, est une branche
des sciences actuarielles, qui étudie la vulnérabilité d’'un assureur a l’'insolvabilité
basée sur la modélisation mathématique de 'excédent de l'assureur et 1’étude de
I’évolution des richesses d’une compagnie d’assurance.

La théorie du risque est ’étude des problématiques (& court terme et long terme)
d’un portefeuille d’assurance non-vie. Elle regroupe entre autres la théorie de la
ruine et la réassurance. La premiere, quant a elle est 'analyse a long terme de la
ruine d’une assurance (non-vie).

La problématique la plus souvent posée dans ce domaine est le calcul de la probabilité
de ruine de la compagnie, c’est-a-dire de la probabilité que ses réserves financieres
passent sous la frontiere fatidique du zéro. Ici, une compagnie dite en ruine ne mettra
pas automatiquement la clé sous la porte; le terme de ruine concerne davantage une
situation critique ou une compagnie ne peut satisfaire a ses engagements vis-a-vis
de ses clients, de ses actionnaires ou d’une autorité de controle.

De nos jours, avec la multiplicité des sinistres (innodations, tremblements de terre,
tsunamis, etc...), les assurances doivent avoir une bonne gestion des risques et ce
pour faire face au probleme d’insuffisance de capital.

L’activité d’assurances requiert de disposer d’un niveau minimum de fonds propres
pour absorber les mouvements défavorables des résultats non-anticipés. La détermina-
tion de ce montant est devenue une problématique majeure.

La théorie de la ruine a pris naissance en Suede au début du 20°™° siecle dans les
travaux de 'actuaire suédois Filip Lundberg(1903), relayés par Lundberg(1926) et
Harald Cramér (1930). Leurs travaux ont contribué a jeter les bases de la théorie de
la ruine.

Le but premier de la théorie de la ruine a donc logiquement été de modéliser
I’évolution de la richesse de la compagnie par un processus stochastique, d’évaluer
la probabilité de ruine, c’est-a-dire la probabilité que le scénario traduisant un échec
se réalise, et d’estimer le niveau de réserve initiale pour rendre cette probabilité de
ruine suffisamment faible.

Les modeles de ruine sont des modeles dynamiques en général a temps continu qui
décrivent 1’évolution des réserves d’une compagnie.

Dans le cadre des assurances, le but est de modéliser 1’évolution des réserves en
fonction de :

- sa réserve initiale

- des hypotheses faites sur le processus d’arrivée des sinistres et de la distribution
des montants.

- des hypotheses sur le processus de rentrée des primes d’assurances.

Dans de nombreux modeles, on dispose d’expressions asymptotiques de la probabi-
lité de ruine, quand le niveau de richesse initial est tres élevé. Un des apports de ce
mémoire est de proposer des méthodes efficaces de calcul de probabilité de ruine,
pour certains modeles, et ce quel que soit le montant de la réserve initiale.
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Au cours de cette étude, nous considérons un modele de risque de la forme
N(t)
R(t)=u+ct—Y X, (0.1)
i=1

ou R(t) est le processus de risque qui modélise le surplus financier d’une compagnie
d’assurance au temps t, u est le capital initial, ¢ est le taux auquel sont recues les
N(t)
primes par unité de temps, et Z X; est le processus de pertes agrégées (que nous
=1 NG
appellerons processus de pertes). Le choix de Z X; détermine le processus R(t).
Dans ce mémoire, dans un premier temps, nouzs éonsidérerons le cas ou le processus
(N(t)); est un processus de Poisson (modele de Cramér-Lundberg) et le cas ot ¢’est
un processus de renouvellement (Modele de Sparre-Andersen). Les modeles de risque
Poisson composé (Cramér-Lundberg) et de renouvellement (Sparre-Andersen) sont
des modeles classiques utilisés pour décrire le mécanisme d’arrivées des sinistres et
de leurs montants.
Le premier a avoir vu le jour, est particulierement étudié en raison de propriétés qui
facilitent son étude, mais il reste finalement assez éloigné de la réalité. Le modele de
Sparre-Andersen est une généralisation du premier.
Une extension du modele de Sparre-Andersen englobant le modele classique a été
obtenu par Gerber (1970).
Dans ces deux modeles, on suppose que les temps d’arrivée des sinistres et les mon-
tants de sinistres sont des variables aléatoires indépendantes.
Cette hypothese peut s’avérer inadéquate dans certains contextes.
Dans un second temps, on s’intéressera au cas ou la dépendance entre montants des
sinistres est relaxée (modele linéaire).
N(t)
Plusieurs autres choix ont été proposés pour Z X; ( modele perturbé avec diffusion
i=1
ou avec drift Brownien, modele Markovien ergodique, etc ... ).

Ce mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, on étudie quelques résultats concernant certains processus
et leur propriétés (processus de Poisson, processus de renouvellement, martingale,
etc ... ).

Le deuxieme chapitre comprend deux parties.

Dans la premiere partie, on se focalise a deux modeles classiques tres utilisés en
mathématiques actuarielles : le modele de Cramér-Lundberg est fondé sur un pro-
cessus de Poisson et celui de Sparre-Andersen est fondé sur un processus de renou-
vellement.

Au cours de cette partie, on s’intéresse aussi aux bornes d’une probabilité de ruine
en utilisant deux approches différentes (martingale et non-martingale).

Dans le premier modele, on étudie de facon générale la probabilité de ruine sur
un horizon donné (infini et fini), en fonction du montant de réserves initiales dont
on met l'accent sur les équations exactes (équations intégro-différentielle, relation a
'aide de transformées de Laplace, formule de Picard-Lefevre, etc ... ) en présentant
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quelques cas particuliers permettant d’obtenir des formules explicites pour la pro-
babilité de ruine (en particulier dans le cas Poissonien lorsque les cotits individuels
suivent une loi exponentielle), en donnant toutes les approximations les plus utilisées
(Cramér-Lundberg, De Vylder, diffusion, etc ...).

Dans la deuxieme partie, On va étudier une généralisation du modele classique qui
est le modele perturbé par un mouvement Brownien (voir Gerber (1970)). Plusieurs
auteurs ont étudié ce dernier modele durant ces dernieres années (Dufresne and Ger-
ber (1989), Furrer and Schmidli (1994), Schmidli (1994), Gerber and Landry (1998),
Wang and Wu (2000), Wang (2001), Tsai (2001, 2003), Tsai and Willmot (2002a,
b), Gerber and Shiu(2003a, b), Zhang and Wang (2003), Shiu and Yin (2003).

Dans le troisieme chapitre, on termine notre travail sur un exemple concret en don-
nant les bornes de la probabilité de ruine dans un modele linéaire quand les sinistres

admettent une représentation de type ARMA.

Nous terminons ce travail par une conclusion générale et proposons quelques pres-
pectives de recherche.

Les notations différent du contexte ou elles apparaissent.



Chapitre 1

Outils Préliminaires

Pour une meilleure compréhension de la notion de probabilité de ruine, il est nécessaire
de rappeler certains processus et leur propriétés.

1.1 Quelques notions sur les processus

1.1.1 Processus stochastiques

Définition 1.1. Un processus stochastique {X;, ¢t € T} est une suite de variables
aléatoires indéxées par un parametre ¢ et définies sur un méme espace de probabilité
(Q, F, P).

La variable X; représente 1’état du processus au temps ¢ et ’ensemble de toutes les
valeurs possibles pour cette variable est appelée 'espace des états du processus et

sera noté F.

1.1.2 Processus stationnaires

Définition 1.2. Un processus stochastique X = (X;),er est dit stationnaire au sens
strict si sa loi de probabilité est invariante par translation i.e.,
(th,Xt2 cee th) et (Xt1+87 Xt2+37 th—&-s) ont la méme IOi, th < t2 < e < tn7 seT.

Définition 1.3. Un processus stochastique est dit stationnaire au sens large ou
faiblement stationnaire si :

1. E(X(t)) = m < oo, indépendant de t.

2. Var(X(t)) = 6% < oo, indépendant de t.

3. Cov(X(t), X(s)) ne dépend que de la différence |t — s |.
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1.1.3 Processus a accroissements indépendants

Définition 1.4. Un processus X est dit a accroissements indépendants si :
Vig < t; < ---<t, €T, les variables aléatoires
(Xy, — X4), (Xp, — X4y), .o, (X4, — X4, ) sont indépendantes.

1.1.4 Processus a accroissements stationnaires ou Processus

homogene

Définition 1.5. Un processus (X;):er est dit homogene dans le temps si la loi de
(Xi+s — X;) ne dépend que de s, Vt.

Définition 1.6 (Processus de comptage ).
Un processus stochastique N = (Ny)ier—r . est dit processus de comptage ou pro-
cessus de dénombrement si :
1. N(t) e N,vt e Ry, N(0) =0.
2. Si s <talors N(s) < N(t)
ou N(t) — N(s), représente le nombre d’événements se produisant dans l'in-
tervalle [s, t].

Un des processus de comptage le plus utilisé est le processus de Poisson.

1.1.5 Processus de Poisson

Définition 1.7. Un processus de comptage est dit processus de Poisson si :
o(dt) sik>2
Pr[Ng = k] = ¢ Xdt) + o(dt) sik=1
1 —\dt)+o(dt) sik=0.

ol o(t) est une fonction tendant plus vite vers 0 que l'identité, i.e., telle que

limo(t)/t =0

t—0
Le coefficient A est dit taux du processus ou intensité du processus.
On note P[N; = k| = P(t)

Remarque 1.1. Le processus de Poisson est un processus a accroissements indépendants

et & accroissements stationnaires.

Proposition 1.1 ([64]). Si N = (Ny)iwcr, est un processus de Poisson de taux
A >0, alors

At)*
Po(t) = -0 M k,) ,keN, teRy

1.e., Ny est une variable aléatoire de loi de Poisson de parameétre At.
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1.1.6 Processus de Poisson composé

Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
— (N(t); t > 0) est un processus de Poisson d’intensité A.
— X1, X5, ... sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées, de distribution commune F' .
— La suite aléatoire (X;);>1 et le processus (N(t); ¢ > 0) sont indépendants.
Le processus aléatoire (S(t); t > 0), défini par :

N(t)
S(t) =YX,
i=1
est appelé un processus de Poisson composé d’intensité A et de distribution F.

On obtient également par conditionnement sur N les premiers moments de S

Proposition 1.2 (Identité de Wald [64]).

Preuve.

E[S®)] = E[BX(t)+Xa(t) + -+ X ()/N(t) = K]

= > E[Z X;(t)| P[N(t) = k]
= ) KE[X()]PIN(t) = k]
= E[X(t)]) Y kP[N(t) = k]

Ce qui donne
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Var[S(t)] = E[S*(t)] — E*[S(t)]

. E[(JjZ(TXz(t))Z] — (E[X()]EIN (1))

_ E[E[gxz(t))?/w) 4] — (BIX@IEN @)
- ki;o [E[(]jz(t: Xi(1)?/N(t) = k]| — (E[X(¢)]E[N(¢)])?
S B XOPIPING) = K - (EX@)EN (0]

= [ kVar[X®)P[N(t) = k] + > K*E*]P[N(t) = k]

— (E[X®)]EN(®)])?
= Var[X(O)]E[N(1)] + E*[(X)]E[(N(1))*] — E*[X ()| E*[N(t)]
= Var(X)E[N(t)] + E*[X(t)]Var[N(t)]

Ce qui donne
Var[S(t)] = Var(X)E[N(t)] + E*[ X (t)]Var[N(t)]

]

1.1.7 Lien entre processus de Poisson et la loi exponentielle

On considere un processus de Poisson (V;)icr, de taux .
Soit 7; le temps de réalisation du i®™° événement.
On pose

Tl = T1, T0 = 0

TQ =T —T1

T,=T,— Tho1, Vn>1

le temps séparant la réalisation du n**™° événement du (n — 1)*™¢ événement.

Proposition 1.3 ([63]). Les variables aléatoires T,, sont indépendantes et de méme

loi exponentielle de paramétre \.
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La proposition suivante est une généralisation de la proposition 1.3.

Proposition 1.4 ([64]). Posons S, = ZTZ" alors S, suit une loi I'(n, \) ou S,
i=1
événement.

ieme

est le temps de réalisation du n

1.1.8 Processus Gaussien

Un processus aléatoire est dit Gaussien si tous les vecteurs finidimensionnelles ex-
traits sont Gaussiens.

1.1.9 Processus et fonction de renouvellement

Définition 1.8 (Processus ponctuel). Un processus ponctuel sur |0, +o00] est une
suite (Sk)k>1 de variables aléatoires réelles, définie sur un méme espace de probabilité
(Q,0, P), telle que :

0< S (w) <S(w) < - <Sk(w) <--- et kEIJPoo Sk(w) = +00  pour tout w € Q.
Soit F' une fonction de répartition continue telle que F'(0) = 0.
Un processus de renouvellement est un processus ponctuel sur R, représentant les
instants d’occurrence d’un événement tel que les durées inter-occurrence succes-
sives sont des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi, de fonction de
répartition F'. Un tel processus peut étre défini autrement par :

- la suite (X,,) des durées entre les occurrences successives,

- la suite (T},) des instants d’occurrences

Vn>1, Tp=X + -+ X,

T, est le temps de réalisation du n'®™® événement

- le processus de comptage {/V;;t > 0} ou N; représente le nombre d’occurrences
dans l'intervalle [0, t]. En effet, on passe du processus de comptage aux instants
d’occurrence par la relation suivante

Vn >0, (Ny>n)= (T, <t) (1.1)

En premier lieu, nous cherchons a caractériser la loi de la variable T,.
Soit F), la fonction de répartition de la variable T,,.
Bien entendu, nous avons

F1 == F

et
Tn = Tn—l + Xn

Nous avons la formule suivante

Fyle) = / " Flo - y)dF(y) = / " Fle— g)dF(y)
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De méme, nous pouvons écrire

Fo(a) = / " Furle — y)dF ().

De la relation (1.1), nous obtenons la loi de la variable V; pour tout ¢ > 0. En effet,

nous avons
¥n >0, P(N;>n)=Fyt).

L’espérance de la variable N; définit une grandeur particulierement importante ap-
pelée fonction de renouvellement.

Définition 1.9. On appelle fonction de renouvellement, la fonction définie sur R,
par :
YVt >0, m(t) = E[Ny].

Nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Proposition 1.5 ([64]).
VE>0, m(t) = F,(t) < oo
n=1

Preuve. Nous avons pour tout m <n

Fat) = [ Faenlt = 9)dFaly)
Comme F,,_,, est croissante,
Vy<t, Fom(t—y) < Fom(t)
Nous pouvons écrire
Vi<m<n-—1, F,(t) < F_n(t)F.(t)
De méme, pour tout r > 1let 0 <k <r—1

For ik (t) < Flononyrr () F(8) < Fr(8)[F(6)]"

Pour tout ¢ > 0, il existe un r > 1 tel que F,.(t) < 1. Ce qui implique que la série

converge au moins aussi vite qu’une série géométrique. O]

Remarque 1.2. La fonction de renouvellement est donc définie comme une somme
de fonctions de répartition. Cela lui confere un certain nombre de propriétés immédiates.
En particulier, la fonction m est croissante, continue a droite et

lim m(t) = +o00

t—o0

Puisque les T,, sont positives, nous avons m(0) = 0.

Enfin, il est utile de remarquer que m(t) est bien définie.



Quelques notions sur les processus

1.1.10 Equations de renouvellement

Proposition 1.6 ([47]). On considére un processus de renouvellement de fonction

de répartition F' et de fonction de renouvellement m alors,
t
V>0, m(t) = F(t) + / mi(t — 2)dF(x)
0

Preuve. En conditionnant a I'instant de premiere occurrence du processus.

Soit t > 0, nous avons
m(t) = E[E[N(t)/X1]]

Or,
0 sit<ux
I1+m(t—x) sit>uwx.

E[N(t)/ X = a] = {

En intégrant, nous obtenons

m(t) = /0 T EIN@)/ X, = a]dF(z) = /0 (1+m(t — 2))dF ()

Ce qui donne

m(t) = F(t) +/0 m(t — x)dF(z)

1.1.11 Solution des équations de renouvellement

Soit F' une fonction de répartition définie sur R, et telle que F'(0) = 0.
On appelle équation de renouvellement associée a F', toute équation intégrale de la
forme

t
Vvt >0, A(t)=alt) +/ A(t — z)dF(z)
0
ou A est une fonction inconnue et a une fonction définie sur R, donnée.

Théoréme 1.1 ([64]). Si a est une fonction bornée définie sur Ry, I’équation de

renouvellement associée a F
t
A(t) = a(t) +/ A(t — x)dF(z), Yt>0
0
admet une solution unique, bornée sur tout intervalle fini, donnée par
t
Vi >0, A(t) = alt) +/ a(t — x)dm(x)
0

ou m est une fonction de renouvellement.

10
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Proposition 1.7 ([63]). On considére un processus de renouvellement de fonction

de répartition F' et on suppose que
E[X1] :/ xdF(z) < oo,
0

alors
ElTw.n] = EIXI](1 + E[N,).

Preuve. Posons A(t) = E[Tn,+1]
En conditionnant par I'instant de premiere occurrence du processus, on a

x t<zx
E[Ty, 41/ X1 =] = ’
T /X = 1] {x—l—A(t—x), t>x

Apres intégration,

/0 (z+ A(t —2))dF(z) + /too xdF (z) = E[X] +/0 At — z)dF(x)

D’apres la proposition (1.6),
A@:Emﬂ+Em¢Ammw:EmMmem

Alt) =

Ce qui donne

A(t) = E[TN,+1] = E[X1](1 + E[NY])

1.1.12 Théoréme de renouvellement

Le théoreme de renouvellement précise le comportement asymptotique de la solution

d’une équation de renouvellement
t
YVt >0, A(t)=a(t) +/ At — x)dm(x)
0
Théoreme 1.2 ([63]). Soient a une fonction monotone sur Ry telle que

Amm@|ﬁ<m

et F' une fonction de répartition continue telle que F(0) =0
Posons .
= / xdF(x)
0

La solution de l’équation de renouvellement

YVt >0, A(t) =alt)+ /OtA(t — z)dm(x)

vérifie
1
.
0



Quelques notions sur les processus

Proposition 1.8.

N
i V@) _ 1
t—oo "

Théoréme 1.3 (Théoréme élémentaire de renouvellement [28]). On considére

un processus de renouvellement de fonction de répartition F' et on suppose que

/OooxdF(x) < 00

alors,

. mf(t) 1
] —
it t E[X]

Preuve. La démonstration se fait en deux étapes.
Etape 1
La relation T'v(y41 > t est toujours vérifiée.

D’apres la proposition (1.7), nous avons
VE>0, E[Xi](1+m(t)) >t

Ceci implique

m(t) 1 1
YVt >0 > - =
- t E[X,] t
et 0 )
m(t
lim inf >
T T B
Etape 2

Il s’agit de démontrer que I'on peut ” inverser” 'inégalité précédente. Pour ce faire,

choisissons un réel o > 0 et posons
Vi>1, X{ =min(a,X;)

Considerons le processus de renouvellement associé a la fonction de répartition des

X¢{. Notons m® la fonction de renouvellement correspondante. Du fait que

et

Ceci implique que

et




Mouvement Brownien

En faisant tendre « vers l'infini dans I'inégalité précédante, on obtient

I m(t) < 1 1
1m sup —— 1m =
!t Tt B[X7] | E[X)]

Les inégalités obtenues aux étapes 1 et 2 montrent que la limite existe et que

t 1
lim m( ) =

t—o0 t E[Xl]

1.2 Mouvement Brownien

1.2.1 Mouvement Brownien standard

On se donne un espace (2, F, P) et un processus (By,t > 0) sur cet espace.

Définition 1.10. Le processus {B;,t > 0} est un mouvement Brownien standard
sl :

1. P(By=0) =1 (le mouvement Brownien est issu de 'origine).

2. Vn, Vt;,0 <tg <ty <---<t,,les variables (By, — By, ,, -+, By, — By, By,)

sont indépendantes et a accroissement indépendants.

3. Vs <t, B, — B, est une variable réelle de loi Gaussienne, centrée de variance
(t —s).

4. Pour tout (t,s), la variable Byys — B, est indépendante de la tribu du passé
avant ¢, soit FP = o(B,, u < t)

Définition 1.11. Le processus {By,t > 0} a valeurs dans R? est appelé mouvement

Brownien standard si :

1. pour tout 0 < ¢y < t; < --- < t,, , les variables aléatoires B;, — B, , sont

indépendantes (accroissement indépendants).

2. pour tout ¢« > 1 , I'accroissement B;, — B;, , admet pour loi la loi Gaussienne

i—1

dans R? de moyenne nulle et de matrice de covariance cov(t; — t;_1).

1.2.2 Généralisation

Le processus (Z;)ier défini par Z; = a + B; est un mouvement Brownien issu de a.
On dit que (X;)ier est un mouvement Brownien de drift p et de coefficient de
diffusion o si :

Xy =xz+ ut+obB,

ol (Bt)>0 est un mouvement Brownien.
La variable aléatoire X; est une variable aléatoire Gaussienne d’espérance x + ut et

13



Rappels sur la transformée de Laplace

de variance o?t.

Pour tout (¢, s), la variable aléatoire X;,s — X; est indépendante de
F¥ =0(Xy, u<s).
Soit B = (By,t > 0) un mouvement Brownien et F, = o (B, t > 0).

Proposition 1.9 ([64]). Le processus B est un processus Gaussien, d’espérance
nulle et de covariance cov(By, Bs) = s At = min(s, t).

Le processus (Xi)r ou (Xy = x + put + 0B, t > 0) est un processus Gaussien
d’espérance x + ut et de covariance

E[(X; — BE(X))(Xs — E(X,))] = 0%(s At) = 0?min(s, t).

Théoréme 1.4 (Théoréme de Donsker[64]). Soit X1, Xo, -+, X,,... des va-

riables aléatoires indépendantes et de méme loi centrée, de variance 1.

n
On pose S = E Xk, alors le processus
k=1

L
{ﬁs[nﬂ’ t e R+}

ou [nt] est la partie entiére de (nt)

converge en Loi vers un mouvement Brownien quand n — oo.

1.3 Rappels sur la transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil analytique fréquemment utilisé dans 1’étude
des processus aléatoires. En particulier, il est souvent utilisé dans les processus de
renouvellement pour résoudre certaines équations fonctionnelles ou différentielles.

Définition 1.12. Une fonction continue f de R, est d’ordre exponentiel s’il existe

a>0,ty>0et a>0 tels que pour tout t > tg,
| f(t) < ae

Définition 1.13. On appelle transformée de Laplace d’une fonction f d’ordre ex-

ponentiel « la fonction Ly définie par :

+o0
Vs >a, Ly = f(t)e*dt
0

La transformée de Laplace est définie comme un opérateur intégral sur I’ensemble
des fonctions exponentielles.

Théoreme 1.5 ([43]). Soient f et g deux fonctions d’ordre exponentiel identique
a.
Supposons que

Vs>a, Ly = Ly

14



Rappels sur la transformée de Laplace

alors

f =g presque partout

Exemple 1.1. La transformée de Laplace d'une constante

+o0o 1
Vs > 0, Ll(s) = / e Stdt = =
0 S

Exemple 1.2. La transformée de Laplace d’une fonction exponentielle.
Soit a € R

1

S—a

+oo
Vs > a, Leat(s) = / et =
0

Proposition 1.10 ([26]). Soient f,g deux fonctions d’ordre exponentiel identique
a.

La transformée de Laplace du produit de convolution (f = g) défini par :

VE>0, (f*g)t /ft—x

est €gale a :

Vs >a,  Lsg(s)) = Lys)Lgs)

Ligs) / / f(t —x)g(z)e " dxdt

En posons u =%t —«x v = x, on obtient

L pag(s) —/0 /0 f(U)g(v)e_(“+”)dudU

En utilisant le théoréeme de Fubini, on a bien :

Preuve.

Ligig)s) = Liy(s)Lyg(s)
O

Proposition 1.11 ([43]). Soit f une fonction d’ordre exponentiel o, dérivable et

de dérivée continue, alors

Vs > «, Lf’(s) = SLf(S) — f(O)

Preuve. .
Vs > o, Lf’(s) = / f,(t)€_8tdt.
0

En intégrant par parties, on obtient

Lynsy = sLgs) — £(0)

15



Les chaines de Markov

1.3.1 La transformée de Laplace d’une variable aléatoire
positive

Pour une variable aléatoire réelle positive X admettant une fonction de densité fy,
la transformée de Laplace est une notion similaire a la fonction caractéristique. Il
s’agit en fait de la transformée de la fonction de densité :

+oo
Vs €Ry, Lx =E(e )= / e fx(x)dx
0

Proposition 1.12 ([64]). La transformée de Laplace de la fonction de renouvelle-

ment est égale a

L) Lx(s)
Los) = = , Vs>0
T 1Ly s(1-Lx(s))

ou f est la fonction de densité de la loi de renouvellement et Lx la transformée de

cette fonction de densité.

1.4 Les chaines de Markov

1.4.1 Les chaines de Markov finies et homogenes a temps

discret

Définition 1.14. Une chaine de Markov a temps discret est un processus stochas-
tique {X,, n = 0,1,...}, défini sur un espace d’états E fini ou dénombrable et

vérifiant la propriété de Markov
P[Xn :Z/XO) ) Xn—l] = P[Xn :Z./Xn—lh
pour tout ¢ € E et quel que soit n > 1.

Définition 1.15. Une chaine de Markov a temps discret est homogene

(dans le temps) si, V(i,j) € E? et Vn,

PX,=3j /X, 1=i=PXpsr=7 /Xnik1=1], Yk >0.

1.4.2 Probabilité de transition et matrice de transition
Pour une chaine de Markov homogene {X,,, n=0,1,...}, on a
PX,=j/X,1=i=P[X1=j/Xo=1], Vn>1
Py = P[X,=j /Xo=1i], V(ij) e FE

ou P;; est la probabilité de passer de I’état ¢ a I'état j en une étape.
On associe a une chaine de Markov homogene finie, une matrice de transition
(Pij)ijes-

16



Files d’attente

1.4.3 Chaine de Markov a temps continu

Définition 1.16. Un processus {X(¢), ¢ > 0} est une chaine de Markov a temps
continu, appelé aussi processus de Markov homogene si et seulement si :

Pouri,je E, s>0,t>0et0<u<s,

P(X(t+s) =j/X(s) =i, X(u) =2(u),0 <u<s)=P(X(t+s) =j/X(s) =1i) = P;

1.4.4 Générateur infinitésimal d’un processus de Markov

On suppose que V(i, j) € E?, la fonction P;(.) est continue en 0
ie.,

0 sinon.
Soit L Pt
lim i(t) = q;
t—0 t
et P (t)
. ij o .
lim — = it #J

On notera alors que ¢;; = —¢; et qi; = P;(0)
On appelle alors générateur infinitésimal de (X), la matrice ¢ = (¢;5)i jek-

Remarque 1.3. On a

Pii(t) = qijt +o(l),i # j
1= Py(t) = qit + o(?)

¢ij est appelé le taux de transition de 7 vers j, i # j.

q; est le taux de transition a partir de .

1.5 Files d’attente

1.5.1 La notation de Kendall

Pour mieux s’y retrouver dans les nombreuses variantes possibles dans la maniere
dont fonctionne une file d’attente, on utilise la notation de Kendall qui est donnée
par :

A/S/P/K/D

ou :
— A désigne la loi des inter-arrivées.
— S désigne la loi de service.
— P désigne le nombre de serveurs.
— K désigne la capacité du systeme.
— D désigne la descipline de service.

17



Martingales et temps d’attente

On utilise seulement la représentation de M / M / s.

La notation M / M / s signifie qu’on est présence d’une file a s guichets.

Le processus (X;); des arrivées est Poissonien de taux A et le taux de service au
guichet est exponentiel de parametre pu (D ~ E(u) ).

Le processus (Y;); des sorties est Poissonien de taux p.

Les inter-arrivées sont indépendantes et de méme loi .

1.6 Martingales et temps d’attente

Définition 1.17. Soit T un intervalle de R, en général T" = R, , et un processus
(X}t)ter défini sur le méme espace (€2, 0, P).

Une filtration (F;); est une famille croissante de sous tribus de © i.e.,

Vs < t, Fs C Fi.

Définition 1.18. Soit (X;)er un processus.
(X1)ier est adapté a la filtration (F;), si Vt, X, € F;, i.e., X, et F, -mesurable.

Définition 1.19. Soit (X;); un processus adapté a la filtration (F;)er.

On dit que (X¢)ter est une martingale si :

1. (Xy), € £1(Q,0).

2. Vs,teT, s<t, BF[X;/F =X, ps.
Définition 1.20. (X;);cr est une F; sous- martingale ( respectivement une JF; sur-
martingale ) si :

1. Vt, (X}): est Fy- mesurable.

2.Vs,t €T, s<t, BF[X;/Fs] > Xs, ps (resp. B[ X;/F] < X, p.s)

1.6.1 Théoreme d’arrét - Inégalité de Doob

Définition 1.21. Soit (F;);>0 une filtration. On appelle temps d’arrét une variable
aléatoire T': T' — [0, oo telle que Vt > 0, {T < t} € F.

Théoréme 1.6 (Théoreme d’arrét [63]). Soit (X;), une F; - martingale et T un
Fi- temps d’arrét p.s. borné (i.e., T < c p.s. ot ¢ est une constante). Supposons
que (X3); est continue a droite.
Soit 0 < s < T, alors

E(Xr/Fs) = X, p.s.
Le résultat reste vrai :

- pour une sous-martingale, avec la relation E(Xr/Fs) > X p.s.

- pour une sur-martingale, avec la relation E(Xr/Fs) < X, p.s.

18



Rappels de probabilité

Théoréme 1.7 ([63]). Soit (Y;) une martingale a trajectoires continues.

Supposons que T soit un temps d’arrét tel que
P(r <o0)=1

Supposons de plus qu’il existe une constante K telle que | Yrn |< K, Vt, alors
E[Y:] = E[Yq]

Proposition 1.13 (Inégalité de Doob [63]). Soit (X;); une Fi-martingale de
carré intégrable et continue a droite, VT > 0, YA > 0,

1
P(sup | Xi|> ) = EE(X%)
0<t<T

1.6.2 Martingale exponentielle

Proposition 1.14 ([63]). Soit (X;): un Mouvement Brownien standard.
Notons
Y; = exp(aX; — ta*/2), Vt >0

ot a € R, alors (Y;); est une martingale par rapport au mouvement Brownien, i.e.,

pour s < t,
ElY,/X, r<s]=Y,

1.7 Rappels de probabilité

1.7.1 Meélange de lois exponentielles

Définition 1.22. Soient aq,as, - - - ,a, une série de poids non négatifs satisfaisant
n

Z a; = 1.

i=1

Soient Fy(z), Fo(z),- -, F,(x) une suite de fonctions de répartition de lois exponen-

tielles de parametres by, by, - - - , b,.

La fonction de répartition suivante :
F(z) =Y aiFi(x) =) a{l —exp(~bz)}
i=1 i=1

est appelée mélange de n distributions exponentielles.
Sa fonction de densité est donnée par :

n n

flx) = Z a; fi(x) = Zaibi exp(—b;x).

i=1 i=1
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Rappels de probabilité

La transformée de Laplace du mélange de lois exponentielles est donnée par :

- b
i .
a;——, x> — min b,

L(z) =

7

Le moment d’ordre k est donné par :

"k
E[X* = Zaib_’?

En particulier, on obtient

et

VarlX] = B[X?) - E’[X] = (Z ;) - (Z b)

1.7.2 Loi type phase

Définition 1.23.

1. Un état 7 d’'une chaine de Markov est dit absorbant si le processus ne peut

plus quitter cet état une fois qu’il y est entré i.e., Pj(;) =1.

2. Un état j est transient si Z Pj(;z) < oo0.
n>0

Définition 1.24. Une distribution de type phase est définie par une chaine de
Markov a temps continu finie composée de plusieurs états transitoires (les phases)
et d’un état absorbant. Elle correspond a la probabilité d’étre dans I’état absorbant

en fonction du temps.

Les distributions exponentielles, le mélange d’exponentielles, Erlangian et Coxian
appartiennent a cette famille de distribution (voir, Neuts(1981)).

On considere un processus de Markov avec {1,2,--- ,m} états transitoires, (m + 1)
est un état absorbant et () est le générateur infinitésimal de la forme :

(14

Ou T est la matrice carrée d’ordre m.

Les diagonales Tj; sont nécessairement négatives et le vecteur colonne ty = —Te
représente les taux auxquels les transitions se font des états transitoires a 1’état
absorbant ou e est le vecteur ligne unitaire.

Supposons que le processus démarre de ¢ avec une probabilité o, i =1,--- ,m+1,
et posons a = (aq, -+, Q).

Dans la plus part des cas a,,+1 = 0.

Connaissant la matrice d’intensité et le vecteur de répartition initial, on peut calculer
les quantités classique des lois de probabilité :
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Proposition 1.15 ([25]). Soit F' une loi phase type de caractéristique (E,a,T).
Alors :

1. La fonction de répartition du temps absorbant en état (m+1) est donnée par :

F(zx)=1—aexp(Tz)e, x>0

(Tz)*
K

ou exp(T'x) est la matrice exponentielle et exp(Tx) = Z
k

2. Sa fonction de densité correspondante est donnée par :

[e.e]

0

f(x) = F'(z) = aexp(Tz)ty, = > 0.
3. Sa transformée de Laplace est de la forme :

Dx(s) = E(e™™) = a(s] — T)™'t,.
4. Le moment non centré d’ordre n est donnée par :

E(X") = /000 2" F(dz) = (—1)"nlaT"e.

1.7.3 Loi Subexponentielle

Définition 1.25. Soit X, Xo,---, X,, un échantillon d’une variable aléatoire X
positive de répartition F tel que F(z) < 1, Va > 0.

On note F(x) =1 — F(z), la queue de F et

F"(z) =1—-F"*@x) = P(X; + Xy + --- + X, > ) la queue de n produit de
convolution de F'.

F est dite Subexponentielle et on la note par S si elle vérifiée I'une des conditions

suivantes :
Fn*
1. lim _—(x) =mn, pourn > 2.
PXi+Xo+---+ X
2. lim X+ Xy oot X > ) =1, pour n > 2.

e—oo P(max(X; + Xo+ -+ X, > ) > 1)
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Processus linéaire

Exemples.
Nom Parametres | La queue F ou de densité f
— I\
Pareto a, k>0 F(x):(k+x)
— L \°
Burr a, k, r>0 F(z) = (k—l—x?")
Weibull 0<r<l1 Flz)=e"
” Almost” Exponentielle a>0 F(x) = e~ono)™®
Log-gamma a>0,0>0]| f(x)= %ﬁ)(lnx)ﬁflafo‘*1
Log-normal peR, o>0| f(z)= me_(m;;;)

Lemme 1.1 ([27]). Si F € S, alors pour € > 0 il existe une constante D positive
telle que pour toutn € N et x>0,

—n*

(@)

< D(1+¢)".

1.8 Processus linéaire

Un processus linéaire est un processus stochastique (X;)iez formé par une combi-
naison linéaire (non nécessairement finie) de bruits blancs.

Définition 1.26. (X;);cz est un processus linéaire de moyenne p s’il peut étre écrit

sous la forme :

Xt = U + Z bkEtfk (12)

olt (€)sez est un bruit blanc, de variance o2, et la suite des coefficients by, vérifie

+oo
» h<oo (1.3)

k=—00

1.8.1 Processus ARMA

Nous pouvons a présent introduire une classe de processus linéaire qui est tres impor-
tante dans la modélisation des séries chronologiques, a savoir les processus ARMA
(Auto Regressive Moving Average).

Définition 1.27. Un processus linéaire stationnaire {X;}; est appelé ARMA(p, q),
p >0, ¢ > 0 sl existe des constantes ay ---a, (a, # 0), 61---6, (6, # 0) et un

processus {¢; }; tels que :

p

q
Xt — Z akXt_k =€ + Z ‘ngt_j (14)

k=1 j=1

Le processus {¢€;}; est appelé processus des innovations.
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Nous allons nous concentrer sur quelques exemples particuliers de processus ARMA.
Sip=¢q=0, (1.4) devient X; = ¢ ou (&), est un bruit blanc faible.

Les deux grandes catégories de processus ARMA que nous étudierons dans un pre-
mier temps sont ceux pour lesquels un des deux parametres p ou ¢ est nul.

- Sip=0et qg>0,les processus ARMA( 0, q), notés MA(q), de la forme

q
Xy =€+ Z br€i—j,
j=i
sont appelés processus a moyenne mobile d’ordre q.

- Sip > 0et g =0, les processus ARMA(p, 0), notés simplement AR(p), de la forme

P
Xy =€+ E A€k,

k=i

sont appelés autorégressif d’ordre p.

1.9 Distributions a queues légeres et lourdes

1.9.1 Distributions a queues légeres

Définition 1.28. Une distribution F'x est dite a queue légere, s’il existe des constantes

a>0,0>0, telle que :
Fx(z) =1— Fx(z) < ae ™

ol d'une maniere équivalente :

Jz>0 tel que Mx(z) < o0

avec Mx(z) = E(e*?)

1.9.2 Distributions a queues lourdes

Définition 1.29. Une distribution Fx est dite a queue lourde si pour tout a > 0,
b>0:

Fnl bx

Fx(z) > ae”

ou d’une maniere équivalente, si

Vz >0, Mx(z)=o00
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1.9.3 Exemples des distributions a queues légeres et lourdes

1. Distributions a queues légeres

Nom Parametres densité
Exponentielle G>0 fx(z) = peP"
Gamma a>0,0>0 fx(z) = %xa_le_ﬁx
Weibull G6>0,r>1 fx(x) = pra™"le P
mélange exponentiel | 5; > 0, Z a; =11 fx(x) = Z{ozzﬂie_ﬁ”}
=1 =1

2. Distributions a queues lourdes

Nom Parametres densité
Weibull 8>00<r<l1 fx(z) = Bra™ e P
1 na—p)?
Log-normal peR o>0 fx(z) = e
2lox
Paret SOA>0 | fxla) =2 Ay
areto « T) =
’ X Az \A+ax
ar ez T
Burr Oé>0,)\>0,7">0 fX(:E):W
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Chapitre 2

Borne et calcul d’une probabilité

de ruine

Dans ce chapitre, on abordera la notion de probabilité de ruine dans les modeles
classiques a savoir le modele de Cramér-Lundberg, le modele de Sparre-Andersen et
leurs généralisations.

Dans le premier modele, est caractérisé pour le fait qu’on peut utiliser les sinistres
par un processus de Poisson, tandis que dans le deuxieme, les sinistres suivent un

processus de renouvellement.

Le calcul de la probabilité de ruine se fera d’une facon exacte ou approximative.
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Premiere partie

Modeles classiques
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Modeéle de Cramér-Lundberg

2.1 Modele de Cramér-Lundberg

2.1.1 Description du modele

Le modele classique de la théorie de ruine représente 1’évolution du résultat d’une
compagnie d’assurances au cours du temps. Ce modele est représenté par le processus
de risque ou de réserve {R;; t > 0} donné par :

N(t)
Rt:u+ct—ZXi (2.1)
i=1

Ou
e 1 est le capital initial ou la réserve.

e Les primes sont supposées étre collectées a un taux constant ¢ (¢ > 0) de telle
facon que le revenu soit une fonction linéaire du temps.

e Le montant cumulé des sinistres au temps ¢ > 0 est représenté par le processus

N(t)

stochastique ZXZ» avec la convention selon laquelle la somme est nulle si
i=1

N(t) =0; N(t) est le nombre total d’événements qui surviennent dans 'inter-

valle [0,¢], (o1 nombre de sinistre) et dans ce modele N(t) est décrit par un

processus de Poisson de parametre A\ > 0.

Le montant du 7°™° sinistre est modélisé par une variable aléatoire X; a va-

leurs dans R .

Les {X;,7 € N*} forment une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées (i.i.d) et indépendantes du processus de Poisson (N (t));.
Fx désignera leur fonction de répartition commune, fx leur densité, d’espérance

supposée finie i et de variance o2
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R( A

.
v

temps de ruine

Fi1G. 2.1 — Trajectoire du processus de risque en fonction du temps

Définition 2.1. Un processus de surplus de sinistres {S;; t > 0} est défini par :
Ny
S’t:u—Rt:ZXi—ct (2.2)
i=1

Définition 2.2 (Le temps de ruine).
T(u) =inf{t >0: R, <0} =inf{t > 0: 5, > u} (2.3)

est le premier instant ou le processus de réserve devient négatif ou de maniere

équivalente le processus de surplus excede le niveau wu.

La probabilité de ruine peut ainsi étre définie a travers le moment de la ruine.

En effet, si on observe la ruine pour le processus R(t), c’est que 7 existe et est fini.
Par contre, si on n’observe pas de ruine, alors 7 n’existe pas, ou encore T = .
Soit

L= sup {5}
0<t<oo
et
Lr = sup {S;}
0<t<T

Avec ces notations, la probabilité de ruine est définie comme suit :
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Définition 2.3. La probabilité de ruine sur un horizon infini est donnée par :
U(u) = P(1(u) < oo/Ry =u) = P(L >u/Ry = u) (2.4)
Définition 2.4. La probabilité de ruine sur un horizon fini 7" est donnée par :
U(u,T) = P(r(u) <T/Ry=u) = P(Lr > u/Ry = u). (2.5)
La relation entre ces deux probabilités de ruine est donnée par :
Th_r)rgo U(u, T) = U(u). (2.6)
Les probabilités de non-ruine (ou de survie) correspondantes sont notées :

olu) =1 - W(u)

et
o(u, T)=1—Y(u,T)

2.1.2 Lien entre probabilité de ruine et les équations intégro-
différentielles

Puisque U (u) = P(L > u/Ry = u) alors
e(u) = P(supS, < u)

n>1
= P(S,<u, n=>1)
(Sp—S1<u—-5, S1<u n>2)
= PS,—-Si1<u—(x—ct), S1<u, n>2)
(

= PS1<uw)P(S,— 5 <u—(r—-ct)/S; <u,n>2)

Il
e

= /OOP(Sn—SlSU—(.T—Ct)/SlSuan22)f51(t)dt
0
_ /OO P(Sy <u—z+ct/S <un>1)fs(t)dt
Ooo u—+-ct
_ / fo,(1) / o — 2+ ct)dFx (2)dt
0 0
[e%¢) u+-ct
_ / / Fsi (Dot — z + ct)dPy (x)dt
0 0

2.1.3 Le coefficient de sécurité

Soit un processus {Y;;t > 0} défini par :

Ny
Vi=ct—) X; (2.7)
=1

Le risque moyen sur un intervalle [0, t] est égal a :
EY)] =ct — pE[N] = (c = Ap)t

Nous appelons (¢ — Ap) le coefficient de sécurité.

29



Modeéle de Cramér-Lundberg

Définition 2.5. Notons par

0 est dit coefficient de sécurité relatif.

On note u™ = BE(X"), p=pb =E(X), p=2£ =1
alors on a :

Proposition 2.1 ([4]).

1. E(S(t)) =t(A\u—c) =tc(p—1).

2. Var(S(t)) = th\u®.

3. E(e"5W) = " 04 k(u) = 2(My(u) — 1) — u.

4. Le cumulant d’ordre k de S(t) est tAu™ pour k > 2.

Par la loi des grands nombres on a :

Proposition 2.2 ([4]).

1. S()/t% p—c quand t — oo.
2. 8510 <0,5(t) = 400 p.s.
3.8160>0,5(t) ——oc0 p.s.

4. 5i0=0, lign inf S(t) = —oo, limsup S(t) = +oo.

t—o0

Proposition 2.3 ([4]).

e 510 >0,R, — +00 p.s, quand t — +o0o, dans ce cas, la probabilité de non-ruine

est alors non nulle. L’activité est donc rentable.

o 510 <0,R, — —00 p.s, quand t — +oo, et par conséquant V(u) = 1, dans ce

cas 'activité n’est pas rentable.

Preuve.

zn: Xz —ct
i=1

Sz(f)— - 2 p—c, t— +oo.
Sif <0, alors
tligloo @ >0,
ce qui implique S(t) — +o00 p.s.
D’ou
U(u) =1
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Si @ > 0, alors

tLiinoo @ <0,
ce qui implique S(t) — —oo p.s.
D’ou
U(u) = 1.

Dans toute la suite, on supposera donc 6 est positif.

Lemme 2.1 ([4]). Sinh <t < (n+ 1)h, alors

Spn —h <5 < S(n—‘,—l)h +h

2.1.4 Exposant de Lundberg

Pour les distributions a queues légeres, le coefficient d’ajustement appelé aussi I'ex-
posant de Lundberg joue un role important dans le calcul de la probabilité de ruine.
Soit
v = sup{Mx, (1)} < oo
t
On considere des sinistres X; dont la loi est du type de Cramér, i.e.,
3t >0, tel que Mx,(t) = E(e") < +o00
Définition 2.6. Soit R I'unique solution strictement positive de ’équation

AMy,(R) =A+cR, R<~ (2.8)

R est le coefficient d’ajustement appelé aussi exposant de Lundberg.
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AM, ()

A+ct

v

Fi1G. 2.2 — Coefficient d’ajustement

Remarque 2.1. Il est clair que R = 0 est toujours solution de I’équation (2.8).
Cette équation a une solution unique (pour autant qu’elle existe ) puisque My est
croissante et convexe (MY%(t) = E(X?%e!™) > 0) ou M% désigne la dérivée seconde
de Mx.

Exemple 2.1. Si X suit une loi exponentielle de parametre (ﬁ), alors My (t) = 1+m

et R est solution de

A
1+(1+0)uR =
1+ 0k =1— R
Cette équation admet comme racine positive
—A
r="7F
cpt

Exemple 2.2. Si X ~ U[0,b], on a alors Mx(t) = + (exp(th) — 1) et le coefficient

d’ajustement est solution de

1+ (1+0)uR = %(exp(Rb) —1)

L’obtention du coefficient d’ajustement passe le plus souvent par la résolution numérique

de I’équation
14+ (14 0)ut = Mx(t). (2.9)
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Proposition 2.4 ([4]). On a
21— M) 20

k<= =
Proposition 2.5 (Approximation de coefficient d’ajustement [4]).
- 1
Si A= e Glors )
2
R=R(f) ~ TéL)L quand 6 — 0. (2.10)
i

2.1.5 Bornes d’une probabilité de ruine

Dans cette section on rappelle un résultat classique sur les bornes d’une probabilité
de ruine.

Ce résultat concerne l'inégalité de Lundberg donnée dans le théoreme ci-dessous
qui garantit que quel que soit le capital initial u, la probabilité de ruine est bornée
supérieurement par une fonction décroissante exponentiellement.

Théoreme 2.1 ([42]). La probabilité de ruine sur horizon infini satisfait l'inégalité :
U(u) < e

Preuve. Soit ¥, (u) la probabilité de ruine a l'instant n .
On suppose que
lim U, (u) = ¥(u)

n—oo

Nous allons montrer par récurrence que l'inégalité W, (u) < e f* est satisfaite quel
que soit, u.

Pour n =1
Uy (u) = P([0<7<oo]N[R(t) <0])
= P(0<7<oo]Nfu—S(t) <0))
= P(0<7<o0]N[X)>u+ct])
= /0 T e Ootfx(x)dxdt

Or & > u + ct alors v+ ct — x < 0 ce qui implique que e~ Futet=2) > 1,

donc

Uy (u) < / )\eAt/ e~ Blutet=2a) £ () dadt
0 u

+ct
< / e M / efR(quctfx)fX (x)dl’dt
0 0
= e_R“/ )\e_’\te_Rd/ ™ fx(x)dwdt
0 0

_ e*Ru / )\eft()\Jch) / eRfo(x)d:cdt
0 0

_ e—Ru / )\MI(R)e—t(A-‘ch)dt
0
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On a AM,(R) = A+ cR.
Donc -
Uy (u) < e_R“/ (A4 cR)e ORI gt — =R
0

Ce qui donne la propriété est vraie pour n = 1.

Pour n =2
u+ct
Uy(u) = / e~ M f d:r;dt+/ e / (u+ ct — x)dxdt
u—+ct
S / )\G—At / G_R (utct—z) fX ([E)d[ﬂdt
u—+ct
u+ct
+ / —At/ —R u+ct—x d:vdt
R(u+ct—x)

Par hypothese, on a Wy(u+ct —x) < e~ , alors

o u4-ct
e [/ e Btet=) o (z)dwdt + / e Mt fy (2) dwdt
0

u+-ct

J
_ / Ae M / efR(quctfx) fX (x)dl‘dt
0 0
e—Ru / 6—()\+CR)t / eRJ:fX (l’)d$dt
0 0

_ e—Ru

Uy(u) <

Ce qui donne la validité du résultat pour n = 2

On suppose que 'inégalité est vraie pour n, montrons q’elle est vraie pour (n + 1)

0 o) o0 u+ct
Upoi(u) = /0 re M [ fe(@)dudt + /0 NN /0 P (@)U (u + cf — 2)dudt
u+-ct

< / \e —)\t/ e—R(u+ct—x f (x)dwdt
u-+ct
u+ct
e—At/ —R uct—x dl’dt

u—4-ct
e N [/ e M=) f (x)dwdt + / e Pt fy (2) dwdt
u—+-ct 0

Ae M / efR(quctfm) fX (x)dazdt
0

/ 6—(>\+CR)t / eRacfX ({E)dl‘dt
0 0

+//\
:/A
0
/
e—Ru

_ e—Ru

Donc
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Dans ce modele, on s’intéresse aux bornes de la probabilité de ruine en utilisant
deux approches différentes (approche martingale et approche non-martingale).

A. Approche Martingale
Nous considérons dans cette section une approche différente pour majorer la pro-
babilité de ruine. Cette approche est fondée sur l'introduction d’une martingale

exponentielle.

Théoréme 2.2 ([75]). Supposons que pour R > 0, {ef},5y est une martingale,

alors la probabilité de ruine est donnée par :

efRu
U(u) = 2.11
) = Blems 7wy < o) (211)
Preuve. Soit
o—R(u+S(®)
T(t) = —E(e—RS(t))
tel que
E(e W) < 0.
Soit un temps d’arrét T A tg, ol to est un réel positif fixé.
On obtient
e = E[Y(0)] = E[Y(1 Aty)]
= E[Y(1 ANto)/T < to]P(T < tg) + E[X(7 > to)/7 < to] P(T > to)
2 E[T(T/\to)/T S to}P(T S tg)
On a donc
efRu
P(r<t
("< t) < Bt ntg)jr <o)
or
1 B 1 1
E[T(r Ato)/T <t] g %/Tﬁto] N E[W/Tﬁto]
cela permet d’écrire que
e—Ru
Plr <ty <
(T ~ 0) = E[eiRS(t)/T S tO]
En passant a la limite quand ¢y, — 400, on obtient
e—Ru
= < <
U(u) = P(1 < +00) < Ele™0 /7 < 7o)
m

35



Modeéle de Cramér-Lundberg

B. Approche non-martingale

Théoreme 2.3 ([46]). La borne supérieure de la probabilité de ruine est donnée

par
A 1 u oo
U(u) < (3) {—/ P(X > w)dw—l—/ P[X > w]dw/w (2.12)
Uu 0 u
ot 0 est un taux d’intérét.
Preuve. Du fait que

/ e 0dS, = Ze"STXn
0 n=1

La borne supérieure de la probabilité de ruine est définie comme suit :

U(u) < P/ e_J”dSUZu]
LJo
= P Ze“sTXn >u
Ln=1
= P Zmin{e“STXn,u}Zu]
Ln=1

En utilisant I'inégalité de Markov, on obtient

U(u) < E

Z min{e %7 X, u}] Ju (2.13)

n=1
E [min{e ™" X, u}] = /u P [min{e " X,,,u} > t]| dt
0

= / PleX, >t]dt

0
= / P[X, > te’7] dt
0

B /0” /000(1 — Fx(te™)) f;(x)dt

- /0 /0 h (1—Fy teﬁ”"’))xznn_li)_m
On pose w = te, alors :
E [min{e ™" X, u}] = ( )/ / ((2‘;/?/\1/;)"_1 (w/t)_’\/‘s%udt

E gmin{eéTXn,u}] = (%) /Ou/toou—FX(w d—wdt

= (%) Uoua—Fx<w))dw+u/uoo<1—Fx(w>>dw/w

36




Modeéle de Cramér-Lundberg

De (2.13), on obtient

W(u) < (%) [1 /OUP[X > wdw + /:O PIX > wldw/w

U
0

On s’intéresse en général au comportement des probabilités de ruine sur un horizon
fini et infini.

2.1.6 Détermination d’une probabilité de ruine sur un ho-
rizon infini

On déterminera la probabilité de ruine de deux facons possibles : en utilisant les
méthodes exactes et les approximations.

I. Méthodes exactes

On utilise deux méthodes généralement, les méthodes numériques et la formule de
Pollaczek-Khinchine Beekman.

I.1. Méthodes numériques

Parmi les méthodes numériques, on ne considerera que la méthode utilisant les
équations intégro-différentielles et la méthode utilisant la transformée de Laplace
inverse.

I.1.1. Equations intégro-différentielles

La probabilité de non-ruine p(u) est continue sur R, et admet comme dérivée ¢’
qui vérifie I’ équation intégro-différentielle suivante :

Théoréme 2.4 ([76]). Pour tout u > 0,

e (u) = Alp(u) - / " o(u— 2)dFy(2)) (2.14)

u+ct
/ /\e_)‘t/ o(u+ct — 2)dFx(z)dt

et dt =

Preuve.

Onposey—u+ct:>t—
c

) Y u
/ / Ae M) gy — 2)dFy (2 )‘iy
= AeAcu/ / N 7y —Z)de(Z)dy

37
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La probabilité de non-ruine ¢(u) est continue sur R, et admet comme dérivée ¢'(u)

et en utilisant la formule de Leibniz on a

Su) = 5561“/ / ~CH(y — 2)dFy(2)dy

— ée? e )go(u—z)dFX( )

_ / /)\e‘c - —z)dFX(z)@—3/Ougo(u—z)dFX(z)

- =2 [ otu-2ir)

0

e () = A(ip(ur) — / " olu— 2)dFx(2))
]

L’intégration de 1’équation intégro-différentielle conduit a une autre relation plus
simple dtie a Loisel (2005) donnée par :

Proposition 2.6 ([48]). Pour tout u > 0,

o) = 0)+% [ plu=2)1 - Fe()is (2.15)

Preuve. D'aprés le théoreme (2.4), pour u > 0,
¢ = e~ [ plu=2)aFx(2)
(o) = [ et )1

(p(u) — (@ * f)(u)).

Dl> 0> o>

En prenant sa transformée de Laplace, on obtient pour s > 0

A
Liguy)(s) = ;(Lap(u))(S) — Ligpx(uy(5))

A

5Lig(s)) = 9(0) = ~ (L) = Lietsn Lses))
A A

$Lp(s)) — p(0) = “Ltetsn = Z Lt Lirg o)

A A
5Lig(s)) = 9(0) = ~ L) = Lietsn (sLirx(s) — Fx(0)).

Or Fx(s) =1—e? et Fx(0) =0, ce qui donne

A A
sLips) = ¢(0) = — Ligs) = — Lips)sLirxisy
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en divisant par s, on obtient :

p(0) | A A

Ligtsy = =+ —L{e(5)) = — Legsp Lirx (s
p(0) | A !

Lign = o~ + Lot |5~ Lirxi)

Or, Ve > 0, L.(s) = <; ce qui donne :

1

S Loy = Li(s) = Liry(s))
= L(lfFX)(S)-

On obtient :
©0) A
Ly = 7+ 2 LeyLa-ro), Vs > 0,

A

= L) + ZL(@(S))(L(l—FX)(S))
A

= L) + 7 Lpa-roe)
A

= Lpon + - Lpa-rx) (5)
A

= Lo + 2ol = Fx))(s).

En utilisant I'injéctivité de la transformée de Laplace,

pls) = 9(0)+ 2p(1 — Fx)(s)
= pl0) + e (1~ Fx)(s)

= ¢0)+2 [ plu= 21 Pz

Proposition 2.7 ([48]).
p(o0) = lim ¢(u) =1 (2.16)

uU—00

Preuve. ¢ est une fonction croissante.
Pour n > 1,

o <o)
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ou
N(t)
Y(t)=ct—> X
i=1
Posons

I = H( inf Y(t) < —n)

t—00
(I,)n est une suite croissante de variables aléatoires, tendant vers 1 presque surement.
En effet, comme 6 > 0, d’apres la loi des grands nombres,
Y (t) — +o0 quand t — +o0.
D’apres le théoreme de convergence dominée,

lim E(I,) = E(lim I,) = E(1) =1

n—oo n—oo

le calcul de ¢(0) se fait par passage a la limite dans la proposition 2.6.

oo

0(00) = (0) + lim 2 [ p(u—2)(1 - Fx(2))dz

u—00 C fq

o(00) = 1= p(0) +2 [ (01 - F(2))ds

Si les X; suivent la méme loi exponentielle de parametre ;lu alors

AL 0
S T e
#(0) c 146

et

$(0)=1-9(0)=—=17"4

1.1.2. Transformée de Laplace inverse

Les transformées de Laplace

Lys) = / Y(u)e ™ du, Ly = / p(s)e *du
0 0

respectivement de ¥ et de ¢ s’expriment alors en fonction de Lr de X de la fagon
suivante :

Proposition 2.8 ([48]). Pour tout s > 0,

Lols) = 5= AE1_—A/£FX(S)) (2.17)

1 c— A\
L) =5~ S0 = o))

(2.18)
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Preuve. D’apres le théoreme (2.4),

1 A
Lo(s) = ~Lipoy + Lo La-Leg o)

ce qui implique que :

A 1
Lo(s) = ~LpenLa-rxsn = Lo
A 1
Ly(s) [1 - gLuFX(s))} = SLeo
1
s L)
Lap(5> = P -
1= S La-Fy(s)
__sleow
cs—)\L(l,FX(S))
B c— A\
cs — AL(1—Fy(s)
car p(0) = 1= 2 = 1.
Ce qui donne
Lo(s) = —— 20
$) —
14 cs — A1 — Lp,(s))
de plus
(u) =1—p(u)
alors
Ly)(s) = La—pw)(s)
= Li(s) = Lyw(s)
1 c— A
s cs—M1—Lp.(s))
D’ou

s es—AM1—Lp(s))
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1.2. Formule de Pollaczek-Khinchine Beekman

Le résultat suivant nous donne une formule explicite pour la probabilité de ruine.

Théoreme 2.5 ([7]). La probabilité de ruine V est donnée par :

v = (1-2) 3 () - Fow)

n=0

o

F(z) = /xo @dy, x>0

est F* est le produit de convolution de F.

Preuve. ) )
sLo(s) = $(0) = —Lo(s) = L5 Ly (s
XA
$L(s) (1 T gLFx(s>> = ¢(0)
©(0)
SL s =
) 1 =2 (1= Lry)
©(0)
1—2L1_pes)
alors o
©
Lo = .
: 1= 2L pye)s)
d’ou
©(0)
S —
) S T R)
©(0) =~
- 1 Au FX( )
MY o= (A" =
= (1 - 7) > (—) (Fx(s))
n=0
car )\
0< %ﬁx(s) <1

42
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alors
Vis) = 1—w(s) ]
= | () S ) o
=[S () Eer | (-2 S ()
- (-5
= 1+ (1 - A—C"> g (%“)n (1— (Fx(s))") —1
Ce qui donne .
v = (1223 () 0= )
De la dernitre représentation de ¥(x), on a : ]
Corollaire 2.1 ([11]).
W(0) = %“ (2.20)
Preuve.
vo) = (1-2) 3 (2 o - Foo)
- ()2
EEVERE

lim (1 — F*™ (v))

{

1 sin>1
0 sin=0

Notons que ¥(0) ne dépend de la loi des sinistres que par 'intermédiaire de leur

moyenne.
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Remarque 2.2. On peut encore interpréter la formule de Pollaczeck-Khinchine
Beekman comme suit :
Définissons le temps d’arrét 71 comme le premier instant ou R; tombe sous le niveau
u.
Posons L; = u — R,,. Faisons démarrer un nouveau processus de surplus {Rgl),t €
R*} avec un capital initial u;. Notons 7 le temps d’arrét comme le premier instant
ou ce processus tombe sous le niveau u;. Définissons également Lo = uy — R%) etc

.. On constate que :

L=Li+Lo+---+ 1Ly

Ou k est une loi géométrique de parametre ¢, avec ¢ = 1 — W(0).
Les variables aléatoires Ly, Lo, ... sont indépendantes et identiquement distribuées

de fonction de densité

ol

()
i
Théoréme 2.6 ([23]). L’expression de la probabilité de non ruine correspondante

le((L') =

est donnée par :

p(u) = P(L <u) =Y @(0)U*(0)F*(u) (2.21)
Preuve.
ou) = P(L<u) iP L<u)N(K=k))
k=0

- ZP(L <u/K =Fk)P(K = k)

= Y P(Li+Ly+- -+ Lxg <u/K =k)P(K = k)
k=0

= > P(Li+Ly+-+ Ly <u)P(K = k)
k=0

o

= ZPK k)P ZLigu)

=1
)

= D (0 VH(0)F™* (u)

= 9(0) + Y p(0)U*(0) F*(u)

k=1
[
Corollaire 2.2 ([4]). Les deuz premiers moments de L sont :
@ 3) 32,2
BEL) = 2 puy= L A (2.22)
2(1—p)u 31—pp  2(1-p)
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Dans ce qui suit, nous allons donner les expressions explicites de la probabilité de
ruine pour certains lois de probabilité.

1- Loi Exponentielle

Théoreme 2.7 ([4]). Lorsque les montants des sinistres sont de loi exponentielle

de paramétre L, on a :
“w

1 —Ou
= — _ > 2.2
o) = g o {go b vz (229
Preuve. D’apres le théoreme (2.4) pour tout u > 0,

¢ = 2pt0) = [ o= 2)dFx (),

Dans le cas ou X ~ exp(/%) :

P'(u) =

() — / " olu— 2)dFx(2)
(o(u) / "o — 2) fx(2)d2)

1 _:

() — / " olu— e dz)

Ol>al> al>

En utilisant le changement de variable suivant © — z = ¢, on obtient :
A “ 1 _w-o
P = 2ot = [ ety )
¢ 0 K

En dérivant par rapport a u, on obtient

o) = 2 (e -1 (5 [Ceore o))

c p\ p
A )\1/“ 1 _w=t Al

= —¢(u)+—— [ pt)—e # dt — ——p(u
¢ () ) ()u cn (u)

Remarquons que :

alors

Soit

ou R est ’exposant de Lundberg.

Ce qui donne,

¢"(u) = —Ry¢'(u).
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En intégrant deux fois I’équation précédente, on obtient :

1
QO(U) = Cl — C’gﬁe_R“

p(+o0) =Cr =1

“ 1 A 0
P0)=Ci = Copy T 1r0
Ce qui donne
ol 0
R 1+0
R
CQ—F
d’ou
(v) = (~Ru) =1 - e (s
P = T R 11077 w(l+6)
“ 1 1 0
V) = g exp(=Fu) = 7 p(_u(1+9)u>
O
Exemple 2.3.
U 0 1 2 3 4 5)

U(u) | 0.769231 | 0.176503 | 0.040499 | 0.009293 | 0.002132 | 0.000489

TAaB. 2.1 — La probabilité de ruine pour la loi exponentielle des parametre

/% = 6.3789.107Y et avec un chargement de sécurité 6 = 0.3.
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©« |
L]
=
= - —
= L]
R
=
™~
L]
= _|
L]

F1G. 2.3 — Graphe de la probabilité de ruine dans le cas ou les sinistres suivent une

loi exponentielle.

2- Loi Gamma
Grandell et Segerdahl (1971) ont montré que pour la distribution Gamma de
moyenne 1 et o < 1, la valeur exacte de la probabilité de ruine est donnée par :

Théoréme 2.8 ([39]).

_ (1 — &) exp(—Ru) af sin(ar)
Plu) = 1+ (1+0)R—(1+06)(1— % T p Az (2.24)
" _ [ v exp{—(z + 1)ax}
= /0 [z2{1+ a(1+60)(z+ 1)} — cos(am)]? + sinQ(om)dx (2.25)
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Exemple 2.4.

u 0 1 2 3 4 5
U(u) | 0.769229 | 0.1747299 | 0.039857 | 0.009092 | 0.002074 | 0.000473

TaB. 2.2 — La probabilité de ruine pour la loi Gamma de parametres
a = 0.9185, 8 = 6.1662.107% a = 0.0584 et avec un chargement de sécurité rela-
tif 6 = 0.3.

3- Le mélange de deux lois Exponentielles

Le théoreme suivant du a Panjer et Willmot (1992) nous donne la forme exacte pour
la probabilité de ruine pour un mélange de deux lois exponentielles.

Théoreme 2.9 ([53]). Pour un mélange de deux lois exponentielles de paramétres
01, B2 et affectées de poids a et 1 — a.

On obtient une formule explicite de la probabilité de ruine donnée par :

U(u) = iz 9)(17’2 = {(p—r1)exp(—riu) + (r2 — p) exp(—rou)} (2.26)
" o P0G B) — [{p +0(61 + F2)}* — 451501 + DIRE
e 2(1+6)
S + (81 + B2) + [{p + 0(B1 + B2)}2 — 451 620(1 + 0)]"/2
? 2(1+6)
et
af;’

P (- s

p=0i(1—p)+ Bap

Pour la démonstation on a besoin des résultats suivants.
On considere
G(u,y) = P(—y < R(t) < 0,t > 0)

alors

W(u) = / " gluy)dy (2.27)

I1 est nécessaire de calculer G(u,y) afin de montrer que g(u,y) = G'(u,y) et donner
une forme explicite pour I’équation (2.27)

Théoreme 2.10 ([44]). G(u,y) est donné par :

u+y

G(u,y):5/0ua(u_x,y)(1—F(x))da:+%/ (1- F(x))de

C
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Preuve.
G(u,y) = Pl(—y < R(t) <0)N(N(t+dt)— N(t) =0)]
+ Pl(—y<R(@) <0)N(N(t+dt)—N(t)=1)]
+ Pl(—y < R(t) <0)N(N(t+dt)— N(t) > 1)]
= P[(N({t+dt)—N(t)=0)]P[(—y < R(t) <0)/(N(t+dt) — N(t) =0)]
+ P[(N(t+dt)—N@t)=1)]P[(—y < R(t) <0)/(N(t+dt) — N(t)
+ P[(N({t+dt)—N(t)>1)]|Pl(—y < R(t) <0)/(N(t+dt)— N(t)

= (1= Adt + o(dt))G(u + cdt,y) + Adt

u~cdt+y
S

+cdt

u+cdt
/ f(2)G(u+ cdt — x,y)dx
0

+ o(dt)

u-+cdt
= (1= X\dt)G(u+ cdt,y) + )\dt/ f(2)G(u+ cdt — z,y)dx
0

ucdt+y

+ /\dt/ f(z)dz + o(dt)

u~+cdt

cdt c c

A /u+cdt+y O(dt)

B u+cdt
G(u+ cdt,y) — G(u,y) _ éG(u%—cdt,y) - é/ f(2)G(u+ cdt — x,y)dx
0

c

f(x)de +

u+cdt Cdt
En faisant tendre dt — 0, alors
A [uty
G (u, uy——/f u—xyd:n—z/ f(x)dx.

En intégrant par rapport a u on obtient

/OtG'(u,y)du = —/ uydu——// f(2)G(u — x,y)dzdu
-—EL Afxmm

En utilisant le changement de variable suivant u — z = 2z, (dz = —dy), alors

//f Gu— x,y)dedu = /Ot/ouf(u—z)G(z,y)dzdu

= /OtG(z,y)/:f(u—z)dudz
/Ota ) (Flu—2) | )dz
/t

(2. 9) (F(u— 2)
i G(z,y)(F(t —2) — F(0))d=
= /0 G(z,y)F(t — z)dz
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/Ot /uu+y f(x)drdu = / (F(u + ) — F(u))du

t
0
Ce qui donne

t )\ t /\ t
/G'(u,y)du = —/ G(u,y)du——/ G(z,y)F(t — z)dz
0 C Jo c Jo
A7 A [
— —/F(u+y)du+—/F(u)du
A1 A [
Gt) - G0.) = 2 [ Glupdu=3 [ Glayri -
A o )\0 ¢
- —/F(u+y)du+—/F(u)du
¢ Jo ¢ Jo
Soit
N [V
G0,y) = E/ (1- F(z))da
0
y N\ Y
= é/ dy——/ F(z)dz
¢ Jo ¢ Jo
y
= éy—é/ F(z)dx
c c Jo
t+x A y
= é/ dy——/ F(z)dx
cJy ¢ Jo
Alors
G(t,y) = %/tH—Idy—%/OyF(a:)dz—k%/OtG(u,y)du—%/OtG(z,y)F(t—z)dz—%/OtF(u—&—y)du—&—%/OtF(u)du
A

C

by t+ax by Y by t+y by t by t by t
= f/ dy — f/ F(x)dx — f/ F(w)dw + f/ F(u)du + 7/ G(u,y)du — 7/ F(t — 2)G(z,y)dy
t c Jo y c Jo c Jo c Jo

C Cc

/\ t+x )\ t+y )\ t >\ t
= f/ dy — f/ F(x)dx + 7/ G(u,y)du — 7/ F(t —2)G(z,y)dz
t y cJo cJo

C Cc

t+x X Y A [t A [t A [t At
= = / dy — = / F(x)dz + — / G(u,y)du — — / G(z,y)F(t — 2)dz — — / F(u+y)du + — / F(u)du
t cJo cJo cJo c Jo c Jo

A [t A [t
= */0 (1*F(z))dz+g/o (1 - F(t - 2))G(z,y)d=

C

alors "
g(u,y) = %/0 g(u—=z,9)(1 - F(z))dz + %(1 — F(u+y)) (2.28)

O

Théoreme 2.11 ([44]). Sous les hypothéses du théoréme (2.6) et si P(X < 0) =0,

alors
5/ (1~ F(a))de = 1 (2.29)

c

50



Modeéle de Cramér-Lundberg

Preuve du théoréme 2.9. Soit

I) = ZAije—le"’ x>0

ot Y Aj=1let B;>0,Yj.
j=1
En prenant la transformée de Laplace de 1’équation (2.27), on obtient pour r > 0 :

Lyryy = /0 e"g(u,y)dy

2e7y fyoo e (1 — F(z))dx
—2Jy er(1—F(x))dx

En utilisant le fait que

x)zl—ZAje_ *o x>0

On obtient
(5
Lg(ry)
_ AE —j
C
= (BJ —)
=7
j=1 k=1 ' F
ou ry,ro, -+, 1, sont des racines de ’équation
et
Aj
Bj—ry
Cjk T n
Z By —r
= (B 1
D’ou
n n
,
E Cire” Biy o=
]:1 k=1
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La probabilité de ruine est donc,
V(u) = / 9(u, y)dy
0
Y ey

j=1 k=1
=33 e [y
j=1 k=1 0
- Yy e
j=1 k=1 B;
Ce qui donne le résultat du théoreme 2.9 pour n = 2. O
Exemple 2.5.
U 0 1 5 10 20 50

W(u) | 0.769231 | 0.587919 | 0.359660 | 0.194858 | 0.057197 | 0.001447

TaB. 2.3 — Le mélange de deux lois exponentielles de parametres
Bi = 3.5900.1071° 3, = 7.5088.107°, a = 0.0584 et avec un chargement de

sécurité relatif 8 = 0.3.
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07

05
I

w(u)
04

03
I

01

F1G. 2.4 — Graphe de la probabilité de ruine dans le cas ou les sinistres suivent un

mélange de deux lois exponentielles.

Interprétation des Tableaux

On observe que le surplus initial influe directement sur la probabilité de ruine,
puisque plus il est élevé, moins il y a de chances de se ruiner.

Quand u = 1 l'erreur relative de la probabilité de ruine entre le cas d'un mélange
de deux lois exponentielles et le cas exponentielle est 24 % ce qui signifie que la
probabilité de ruine dépend du choix de la distribution des montants des sinistres.

II. Approximations d’une probabilité de ruine sur horizon infini
En général, il est difficile d’obtenir une forme exacte pour la probabilité de ruine,
dans ce cas, on utilise des approximations. On cite les approximations les plus uti-
lisées.

II.1. Approximation de Cramér-Lundberg

L’approximation de Cramér-Lundberg décrit le comportement asymptotique de la
probabilité de ruine lorsque le capital initial u tend vers l'infini. Pour décrire ce

comportement asymptotique, nous utilisons les résultats de la théorie de renouvel-
lement.
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On sait que :

o) = 90 =2 [ o)1 - Fa)ds
1—¥(u) = 1—-9(0)— %/Ou(l —VU(u—z)(1 — F(z))dz

_ 2/000(1_1?(95))@—%/0”(1— dm+2/0\lfu—:c — F(2))da
_ 5Lm(1-p(x))dx+%/oum(u—x)( F2))da

= a(u)+ p /0“ U(u—2x)(1— F(z))dx

a(u) = A /00(1 — F(z))dz

C

Théoreme 2.12 ([4]). L’approximation de la probabilité de ruine est donnée par :
U(u) =Ce ™ u— o0 (2.30)

o
Ou
M(R) — p(1+0)

avec Mx (t) = E(e!*) = fooo e XdF (z)

C:

(2.31)

Preuve. = fo (1— ))dx est une équation de renouvellement car

C

é/()()o(l—ll'j(x))clx:%u<1

Supposons (’il existe une constante R telle que

A /OO e (1 — F(z))dr = 1

C

%/OooeR"”(l—F(x))dx - / /f )dydz
= 2 [ s [ eranay
= 2 [ ey

- 2 /Oof(y)(eRy—l)dy

il o

cR
= S (Mx(R) - )
- (%)
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L’exposant de Lundberg est solution de I’équation
A o0
AR My(R) = / AR (z) — 1
¢ 0

Dans ce qui suit, nous supposons que eR“\I/(u) est monotone.
Soit \
gla) = Ze™ (1 - F(a))

g(z) est une fonction de densité de probabilité.

En multipliant I’équation

par ef®™ nous obtenons

A u
MW (u) = a(u)ef™ + E/ I (4 — ) g(u)dr
0

Cette derniere équation est une équation de renouvellement ; le théoreme de renou-

vellement permet de conclure que :

C
uhj& e (u) = é

/ / (1 — F(z))dzdu
Gy = /0 vg(w)da

Le calcul de C se fait de la maniere suivante

(40D -de

/ / (1-— ) dzdu
= / / 1 — R“dudx
0=z J0=u
= (1 — dr — —/ (1-— dz
c

R
A )\,u
R2<MY<R> -2
A (B
O ceR2 A\ cR
56

R c
B 1
R \1
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Pour le calcul de Cs, on utilise le fait que :

My (R) = /000 re™dF (x)

De la méme facon le calcul de C se fait comme suit :

or
Cl 9,&
lim ™ (u —
w00 () Cy  My(R)-¢
D’ou /
1 Ru\I} _ M
M = S — i+ 0)

]

Exemple 2.6. Si F' représente la fonction de répartition d’une loi exponentielle de

moyenne /i, alors

uR

My(R) = 1

En effet,

Mx(R) = / e f(x)dr — 1
0
= / leRme_%mdaL’ -1

0o M
— / le(R_%)deL’ —1

o M

]
= —— -1
w—R
uR

1—uR

L’exposant de Lundberg se calcule a I’aide de la formule

pR cR

1—puR A
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Ce qui donne .

h=Ta+9

De plus, nous avons

M (R) = (1 +6)?

et nous retrouvons que

Exemple 2.7.

U 0 1 5 10 20 20
Uer(u) | 0.663843 | 0.587260 | 0.359660 | 0.194858 | 0.057197 | 0.001447

TAB. 2.4 — Approximation de Cramér- Lundberg pour un mélange de deux lois
exponentielles de parametres 3; = 3.5900.1071%, 3, = 7.5088.107%, a = 0.0584 avec

un chargement de sécurité relatif 6 = 0.3.

I1.2. Approximation exponentielle

Cette méthode d’approximation proposée par De Vylder (1996) utilise les trois pre-
miers moments.

Théoréeme 2.13 ([19]). La formule approzimée de la probabilité de ruine est donnée

par :

(2.32)

2 e
\I/E(u):exp{—l— Hhu — }

VD) + (473)0u®

Exemple 2.8.

U 0 1 3 10 20 20
Up(u) | 0.747418 | 0.656048 | 0.389424 | 0.202900 | 0.055081 | 0.001102

TAB. 2.5 — Approximation exponentielle pour un mélange de deux lois exponentielles
de parametres £; = 3.5900.1071°, 3, = 7.5088.107?, @ = 0.0584 avec un chargement

de sécurité relatif 0 = 0.3.
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I1.3. Approximation de Lundberg

L’approximation de Lundberg a été étudiée par Grandell (2000), utilise les trois
premiers moments.

Théoréeme 2.14 ([47]). L’approxzimation de la probabilité de ruine dans ce cas est

@\ 402 —2ubu
3 W e u
Uy (u) = {1 + (9u 2 ) EIE }exp <—M(2) ) (2.33)

Exemple 2.9.

donnée par :

U 0 1 5 10 20 50
Wy (u) | 0.504967 | 0.495882 | 0.382790 | 0.224942 | 0.058739 | 0.000513

TAB. 2.6 — Approximation de Lundberg pour un mélange de deux lois exponentielles
de parametres 3; = 3.5900.1071%, 8, = 7.5088.107?, @ = 0.0584 avec un chargement

de sécurité relatif 8 = 0.3.

I1.4. Approximation de Beekman-Bowers

L’approximation de Beekman-Bowers die a Burnecki et al. (2004), Il utilise la
représentation de la probabilité de ruine suivante :

U(u) = P(L > u) = P(L > 0)P(L > u/L > 0) = rl(QP(L > /L > 0)

L’idée de cette approximation consiste a remplacer la probabilité conditionnelle
1—P(L > u/L > 0) par une fonction de distribution Gamma I" de parametres «,
en utilisant les trois premiers moments.

Théoreme 2.15 ([47]). L’approzimation de la probabilité de ruine est donnée par :

Upp(u) = 1—419 {1 -T(u)} (2.34)

ot les parametres o, B de I sont donnés par
A (3)
L+ Gl —1) )
146
20

[+ () o)

o =
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Exemple 2.10.

u 0 1 ) 10 20 20
Upp(u) | 0.769231 | 0.624902 | 0.352177 | 0.186582 | 0.056260 | 0.001810

TAB. 2.7 — Approximation de Beekman - Bowers pour un mélange de deux lois
exponentielles de parametres 3; = 3.5900.1071°, 5, = 7.5088.107% a = 0.0584 avec

un chargement de sécurité relatif 6 = 0.3.

I1.5. Approximation de Renyi
L’approximation de Renyi a été étudiée par Grandell (2000), elle consiste a remplacer
la distribution Gamma [' par une exponentielle, utilise les deux premiers moments,

cette approximation est une version simplifiée de celle de Beekman - Bowers.

Théoréeme 2.16 ([47]). L’approzimation de la probabilité de ruine est donnée par :

1 2u6u
Up(u) = —— R 2.
a(u) 1+9€Xp{ W’(HG)} (2:35)

Exemple 2.11.

U 0 1 ) 10 20 50
Ur(u) | 0.769231 | 0.667738 | 0.379145 | 0.186876 | 0.045400 | 0.000651

TAB. 2.8 — Approximation de Renyi pour un mélange de deux lois exponentielles de
parametres 3; = 3.5900.1071°, 3, = 7.5088.107, @ = 0.0584 avec un chargement de

sécurité relatif 8 = 0.3.

I1.6. Approximation de De Vylder

Cette approximation proposée par De Vylder (1997), se base sur 'idée suivante :
Soient les processus de surplus

N(t)
St = Z Xz —ct
i=1
et

®)
S, = Z X, — ¢t
=1

ott N(t) et N(t) sont les nombres totaux d’événements.
N(t) est d’écrit par une loi exponentielle de parameétre

=
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L’idée de cette approximation consiste a remplacer le processus de surplus S; par le
processus de surplus S; tels que les trois premiers moments des processus coincident
ie.,

B(SF)=E(S"), k=123

Les processus S(t) et S(t) sont détérminés par les trois parametres (), 6, u) et
(A, 6, 3) respectivement.

Théoréme 2.17 ([20]). L’approzimation de De Vylder est donnée par :

1 0 fu
Upy(u) = ——=exp| — = 2.36
pv(u) 143 p ( 1+ 6) ( )
ot les parameétres doivent satisfaire :
— o\u@3 —_ ouu® —_ 3u®
N W gy 2R
2[[/1(3)2 3#(2)2 'u(?’)

Preuve. Le moment d’ordre 1 est donné par :
E[S(t)] = (M — )t = =0 ut

_) [2D)
—C|t=——
B

I >

150 - (

Le moment d’ordre 2 est donné par :

E[S2(t)] = At + (0Aut)?

—2 —1 A\ 2
E[S*(1)] = 2/\?15 + (70
Le moment d’ordre 3 est donné par :
E[S*()] = AVt = 3(Aut) (0Aut) — (OAut)?
_ 6\ —1 2N DN
E[S°(1)] = =t — 3 | 23 =t <Tt> - <Tt>
[S7(1)] 7 < 7 > 3 3

On obtient le systeme suivant :

O\ = %
2@ = 2

: 7
A = 6%

La résolution de ce systeme nous donne

9Ap2)3 7 23

A= 22 322
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or la probabilité de ruine dans le cas ou les sinistres suivent une loi exponentielle de

parametre 3 est donnée par

1 0 Pu
V() =g e (_1+9)

d’ou 'approximation de De Vylder est donnée par :

1 0 Bu
Upy(u) = I A <—1 f@)

Exemple 2.12.

U 0 1 ) 10 20 20
Upy(u) | 0.668881 | 0.591446 | 0.361560 | 0.195439 | 0.057105 | 0.001424

TAB. 2.9 — Approximation de De Vylder pour un mélange de deux lois exponentielles
de parametres 5, = 3.5900.1071°, 3, = 7.5088.107?, @ = 0.0584 avec un chargement

de sécurité relatif 8 = 0.3.

I1.7. Approximation par les 4 - moment Gamma de De Vylder
L’approximation par les 4 - moment Gamma de De Vylder a été proposée par Bur-
necki et al (2003), elle est basée sur I'idée de De Vylder qui consiste a remplacer le
processus de surplus S; par le processus de surplus S, ot N(t) est d’écrit par une
loi Gamma.

Les processus S et S; sont déterminés par les parametres (X, 0, i, u?) et (N, 0, 1, i)
respectivement, de telle sorte que les quatres premiers moments de processus coin-
cident i.e.,

E(SY) = E(S), k=1,2,34.

Nous devons supposer que : p(pu@® < 2482 afin que 7, 7® > 0 et 7 > E2.

Théoreme 2.18 ([10]). L’approzimation de 4 - moment Gamma de De Vylder est

donnée par :

(1 — B exp(—2Ly) absin(ar)
. ) -~ = I 2.37
avepv (1) 1+ (1+0)R—(1+0)(1+L) " -
ot a g
I — /OO x®exp{—(z +1)Bu} dx
o [#"{1+a(1+0)(x + 1) — cos(@r)]? + sin?(an)
) I
& 3 a
a=—mg——7p e =g —
M(Q) — Iu2 ,u(2) o 'u2
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Les paramétres doivent satisfaire :

A(p®)? (u®)?

)=
{0@ ™ — 2(u@®)2H{2u@ p® — 3(u))2}
5_ Ou{2(pn®)? — @}
T (@0
== @®
—(2) _ {N(Z)M( ) — 2( ) }{2,“ #(4) 3(M(3))2}
' (D)2

Preuve. De la méme maniere que pour la démonstration de ’approximation de De

Vylder, on trouve le systeme suivant :

O\u = 0 M\
A = i@
TE® 0 _
A = N (21 — 7i?)
M@ = XEZ (2@ — 72)(3E® — 27°)
La résolution de ce systeme nous donne
o A(u(?’))Q(u(”)?’
{0 — 22} (2 — B2
g _ onf2(u®)? — p® ™}
R
epE)
o _ AP = 2(u®)?H2u® ™ — 3(p)%}
: (W®)2

or la probabilité de ruine dans le cas ou les sinistres suivent une loi Gamma(1, «)

est donnée par :

(1 — Zexp(— ﬂR w) af sin(am)
(01 0R-0+600+E  «

d’ou I'approximation de 4 - moment Gamma de De Vylder est donnée par :

Vanapv (U) =

ER)

(1- Zex
Iy

af sin(arr) I

Vynapy(u) = T (10 F(
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Exemple 2.13.

U 0 1 5 10 20 50
Vypmepy(u) | 0.683946 | 0.595457 | 0.359879 | 0.194589 | 0.057105 | 0.001450

TaB. 2.10 — Approximation par les 4 - moment Gamma de De Vylder pour
un mélange de deux lois exponentielles de parametres 3; = 3.5900.107%°, 3, =
7.5088.107%, @ = 0.0584 avec un chargement de sécurité relatif § = 0.3.

I1.8. Approximation a queue lourde

Le terme a queue lourde vient de la théorie des files d’attente ; ce terme signifie que
le coefficient de sécurité relatif est petit, ou d’'une maniere équivalente \ est voisin
de Amax tel que Apax = 1/p0.

Les deux premiers moments sont utilisés.

Théoreme 2.19 ([4]). L’approximation de la probabilité de ruine est donnée par :

20y
Uyr(u) = exp (— e] > (2.38)
Pour la démonstration on a besoin du résultat suivant.

Proposition 2.9 ([62]). Quand X\ =~ \yax alors (Amax—A) L converge en distribution

. . . . . 2
vers une distribution exponentielle de paramétre 6 = %

Preuve de théoréme 2.19.

U(u) = P(L>u)
= P((/\max - A)L > ()‘max - )‘)u)

D’apres la proposition 2.9 on a

U(u) ~ e OAmax—Nu (2.39)

U(u) ~ Ce B m e 20/ (2.40)

De I'approximation de Cramér-Lundberg et de proposition 2.4 et du fait que
62%—1%1—,0,011&
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221 —p 20
0(Amax — A) = M ~ ek

20
quT(u) = exXp (— N(Q) )

D’ou

Exemple 2.14.

u 0 1 5 10 20 50
Wor(u) | 1.000000 | 0.831983 | 0.398633 | 0.158908 | 0.025252 | 0.000101

TAB. 2.11 — Approximation a queue lourde pour un mélange de deux lois expo-
nentielles de parametres 3; = 3.5900.107%°, 3, = 7.5088.107?,a = 0.0584 avec un

chargement de sécurité relatif 6 = 0.3.

I1.9. Approximation a queue légere

Le terme a queue légere vient de la théorie des files d’attente, ce terme signifie que le
coefficient de sécurité relatif et grand, ou d’'une maniere équivalente \ est voisin de p.

Proposition 2.10 ([4]). Quand A\ — 0, alors Uapproximation de la probabilité de

ruine est donnée par

(1) 1 - / T F(w)da (2.41)

(140

Preuve. D’apres la formule (2.19) on a :

vt = (1-p) 3 () Frw = 3 (2 Frw,

n=1 n=1
Or .
> (A—“) F™(u) = 0(\?)
n=2 ¢
alors \ .
Upr(u) = %ﬁ(u) — e / Fy(z)dz.
Or
1
VT o
Ce qui donne
1 _
\IILT<’U,) = m/ FX($)d$
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Exemple 2.15.

U 0 1 3 10 20 50
Uor(u) | 0.769231 | 0.303545 | 0.0721163 | 0.011988 | 0.000331 | 0.000000

TAB. 2.12 — Approximation a queue légere pour un mélange de deux lois expo-
nentielles de parametres 5, = 3.5900.1071° 3, = 7.5088.107% a = 0.0584 avec un

chargement de sécurité relatif 6 = 0.3.

I1.10. Approximation a queue légere et lourde

Cette approximation a été proposée par Asmussen (2000). L’idée de cette approxi-
mation est de combiner les approximations légere et lourde.

Théoréeme 2.20 ([4]). L’approximation de la probabilité de ruine est donnée par :

0 Ou 1

Exemple 2.16.

U 0 1 3 10 20 20
Uorr(u) | 0.769231 | 0.598231 | 0.302136 | 0.137806 | 0.034061 | 0.001652

TAB. 2.13 — Approximation a queue légere lourde pour un mélange de deux lois
exponentielles de parametres 5, = 3.5900.1071°, 3, = 7.5088.107?,a = 0.0584 avec

un chargement de sécurité relatif § = 0.3.

I1.11. Approximation Subexponentielle

Cette approximation a été proposée par Embrechts et al (1997).

5= {F: lim F_*Z(‘”) - 2}
2 F(a)

ou F*Z(x) est la queue de deux produits de convolution de F'.

Soit

Théoreme 2.21 ([27]). L’approzimation de la probabilité de ruine est donnée par :
1 g
Ue(u) = — (,u — / F(l‘)dl‘) (2.43)
Op 0
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Preuve. Soit .
F()=1/n [ Flw)d.
0
On sait d’apres (1.1) que

1_ﬁ*n
Ve>0,3D telque—~(x)§D(1+e)”
1 — F(x)

D’apres la formule (2.19),

S - (R RS

alors

Ce qui donne

D’ou
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Exemple 2.17.

U 0 1 5 10 20 20
Ug(u) | 0.769231 | 0.303545 | 0.072163 | 0.011988 | 0.000331 | 0.000000

TAB. 2.14 — Approximation Subexponentielle pour un mélange de deux lois expo-
nentielles de parametres 5, = 3.5900.1071° 3, = 7.5088.107% a = 0.0584 avec un

chargement de sécurité relatif 6 = 0.3.

2.1.7 Détermination d’une probabilité de ruine sur un ho-
rizon fini

De la méme fagon que sur un horizon infini, le calcul de la probabilité de ruine se
fera de facon exacte ou approximative.

I. Méthodes exactes
Parmi les méthodes exactes, on distingue quatre :

I.1. Expréssion explicite de la probabilité de ruine sur un horizon fini
pour la loi exponentielle

Supposons que les sinistres suivent une loi exponentielle de parametre § = 1 avec
une prime constante égale a 1, alors la probabilité de ruine est donnée par :

Proposition 2.11 ([4]).

ey L [ A,
U(u, T) = Nexp{—(1 — Nu} 7T/o ) dx. (2.44)
Ou
fl(a:):)\exp{2\/XTcosx—(1+>\)T+u(\/Xcos:c—1)},
fo(z) = cos(u\/x sinx) — cos(uV Asinz + 2x)
et

fa(z) =1+ X =2V Acosz

Preuve. Nous utilisons la formule V(u,T) = P(Vp > u) ou {Vr} est le processus
de charge dans une file d’attente M/ M / 1 de taux d’arrivé X et de taux de service
J=1.

Soit {Qr} la longueur de la file d’attente dans le systeme.

Si Qr = N, alors Vip = Uyp + Uy + -+ + Uy, ot Upr est le temps d’attente

résiduel de client actuellement en service et Usp, -+, Uy sont les temps d’attente

67



Modeéle de Cramér-Lundberg

de clients attendant le service.
Uir,Usr, - ,Unr sont indépendantes et identiquement distribuées et suivent des

lois exponentielles de parametre § = 1.

\I’(U,T) = P(VT > U)
= P(Vp>u,Uy_,Qr=N)

= ZP(VT>U,QT:N>
N=

= Y P(Qr=N)P(Vr>u/Qr=N)

3 e‘“%P(QT >k+1) (2.45)

Pour 7 =0,1,2,---

o0

2t 1 [
Z z/2) / % cos(j6)do (2.46)
0

nln+7)! =«

n=0
est la fonction de Bessel modifiée d’ordre j, (voir [1]).
On définit .
ij = e”WNTNI2 T (2V/AT )avec Z i; =1

j=—o00

k —k—2

PQr>k+1) = 1—= Y i;+X Y 4

j=—o0 j=—o0
o0

— )\k+1+ io: ij—)\k+1 Z ij

j=k+1 j=—k-1

D’apres la formule d’Euler

d iy = > e UVINPL2VAT)
j=k+1 J=k+1

= Z 67(1+A)T)\j/21 /OO 62)\1/2Tcose COS(]H)dQ
0

T
j=k+1

e—(l—&-)\)Tl /OO p2\/2T cos Z /2 cos(70)dO

™
0 j=k+1
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De la méme fagon,

Z ij _ 6—(1+)\)Tl /OO 62/\1/2Tc050 Z /\j/? COS(]@)dQ
. ™ Jo .
j=—k—1 j=—k—1
Z M/2cos(j#) = Re < Z )\j/QeW)
j=k+1 j=k+1

A(E+1)/2,i(k+1)0
= Re A
A\1/2¢gi0 1

Re( — AF+D/2i0+10(\1/2i0 _ 1))
| AL/2¢0 — 1 |2
—AFFD/2INY2 cos(Kk6) — cos((k + 1)6)]
f3(0)

ou Re désigne la partie réelle

plas Z /\j/Qcos(jQ) = )\k“Re( Z )\j/Qe’je)

j=—k—1 Jj=—k—1

A\(k+1)/2 o —i(k+1)8
= Re( \/2¢i0 _ | )
Re[—\k+D/2e=ih1)0(\1/20=10 _ 1)]
| A/2¢i0 — 1 |2
—AEFD2N2 cos((k + 2)0) — cos((k + 1)6)]
f3(0)

Par conséquent,

+ 2)6)]d0.

P(Qr > k+1)— N\t = e—(1+>\)Tl /7r 2NV2T cosH)\(kH)/Q (A2 cos(k#) — cos((k
- ™ Jo f3(9)
Dot P(Qu >k + 1) = M1 Ce qui donne

0 k
_ —uu’_ E+1 _ —u(l-X)
U(u) = Z e AP = e
k=0
— —u
\If(u,T)_l;e T PQr =k +1)
V(uT) = Y e PQr>k+1)
k=0 ’
_ ie*“uj |:/\k+1 +e*(1+)\)Tl/ 2AY/2T cos e))‘(kﬂ [2[AV/2 cos(kO) — A1/ cos((k + 2)6)] do
=0 k! T Jo f3(0)
= i e )\k+1 + Z e—u e~ (1HNT 2 /7T €2>‘1/2T0059 /\(Hl)/QP\l/Q cos(kt)) — AL/2 cos((k +2)6)] do
=0 T Jo f3(6)

o0 oo k
_ 0¥ i | —aenyrd 222 T cosfy L AN _
D D R . /0 . )\f3Ze T A2 leos(kO) — cos((k + 2)6)]do

k!

1 [T a2 1
_ —u(l—2X) —(14+M)T = 22X/ 4T cos 6 e U k/2 k/2
= e +e T /0 e /\fg(H) [ E A )\ cos(k0) E k' )\ cos((k +2)0)
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or
>k 1/2 7,9
U )\
E y)\k/z cos((k+2)0) = e*" E ]
k=0
— Re<€u)\1/2 ’9+210>
1/2 .
= N0 cog(uN? sin 6 + 26)
et
> S 1/2 ,i0\k
uA/“e
E /\k/2 cos(k#) = Re E (WX eT)"
k! k!
k=0 k=0
_ Re(eu)\l/2ei9)
1/2 .
= N8t cos(uA/? sin 6).
D’ou
U(u,T) = i AL —an7 L /7T o232 T cos 0 ABEFD/2[A1/2 cos (k) — A/ 2 cos((k + 2)6)] do
— 7 Jo f3(0)
k
= e—(=nu_ —aen7rl /" 22T eos0 | AT k0 HEN2 cos(k0) — Ae ™ 272 o 47 AF/2 cos((k + 2)6) o
™ Jo fS(e)
= e—(=Nu _ 6*(1+>\)Tl /7’ 2A/2T cos 0 Ae—teurl/?coso cos(uA/2 sin §) — Ae—ueurt/? coso cos(uAl/2 sin 6 + 26) 40
™ Jo f3(6)
) —(1-M\)u / /\ 2>\1/2T0069 —(1+N)T p—u u>\1/2Tco>9(COb(u/\l/2 sin 0) —COb(u)\l/z 51n6+29)d9
- £2(0)
Ne—(1=Mu _ 1 /'7r exp(2A1/2T cos 6 — (1 4+ AT + u(AL/2T cos 0 — 1)) (cos(u/2 sin 0) — cos(url/2 sin 6 4 26)) 40
= e — A=
T Jo f3(6)

" hO)10),

= deO-nu_ 1

Exemple 2.18.

u 0 1 2 3 4 5
U(u,1) | 0.757164 | 0.147954 | 0.025005 | 0.003605 | 0.000443 | 0.000047
U(u,2) | 0.766264 | 0.168728 | 0.035478 | 0.007012 | 0.001288 | 0.000218
U(u,5) | 0.769098 | 0.176127 | 0.040220 | 0.009138 | 0.002060 | 0.000459
U(u,10) | 0.769229 | 0.176497 | 0.040495 | 0.009290 | 0.002131 | 0.000489
U(u,20) | 0.769231 | 0.176503 | 0.040499 | 0.009293 | 0.002132 | 0.000489

TAB. 2.15 — La probabilité de ruine pour la loi exponentielle
B = 6.3789.107? avec un chargement de sécurité relatif § = 0.3.
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1.2. Formule de Picard-Leféevre

La formule de Picard-Lefevre est basée sur les polynomes d’Appell généralisés.
Ces polynomes sont définis récurssivement par :
Ag =1 et pour n > 0,

A=) N A (2.47)
j=1
An(vn,) =0
ol —
v, = max ( ,O)
c
et

Le temps de ruine 7(u) défini par
7(u) =1inf{t > 0: Ry <0}

Pour t € R* et n € N, posons

=
=
I
3
@p)
=
I

n, T(u) >t).

En conditionnant par rapport au dernier instant de sinistre, Picard-Lefévre montrent
que
0 s2 t<w
P,(t) = . "
n(t) { e MA,(t) si t> v,

ou les A, sont les polynémes de degré n définis récursivement par (2.47).
Ces polynomes (voir Picard et Lefevre (1997)) peuvent aussi étre obtenus grace aux
polynomes e,, définis par la fonction génératrice

+o0o
Z en(t)s" = €9
n=0

+o0
ou g(s) = Z Af;s
j=1

Les polynomes e,, s’obtiennent assez aisément a partir des convolutions successives
de F'x. On peut alors exprimer les A, en fonction des e, et en déduire la formule
suivante :

Théoréeme 2.22 ([54]). La probabilité de non ruine est donnée par :

u [utect] . .
— t — —
QO(UJ, t) = 67” Z €j<t) + Z €; (] U) ute nen_j (t + 4 j) (248)

c u+ct—79g c
7=0 n=u+1 + J
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I.3. Formule de type Seal

Supposons que P(X > 0) = 1. Dans le cas d’'une arrivée Poissonnienne, cette
hypotheése n’est pas restrictive. On peut toujours se ramener au cas P(X > 0) = 1,
quite a remplacer le parametre A\ par le parametre \(1 — P(X = 0)) et X par X/,
tel que

VE>1L,P(X'=k)(1-P(X=0)=P(X=k)et P(X'=0)=0.

La fonction de répartition F' de la variable aléatoire S(t) représentant le montant
agrégé des sinistres jusqu’au temps t vérifie pour x > 0

<F@)=6”+:£aﬂyM%

ou

foy =3 A e oy,

Cette fonction permet de calculer les probabilités ¢(u, ) de non ruine avant la date
x avec une réserve initiale u.

Théoréme 2.23 (Formule de Seal [61]).

ﬂaﬂzl F(y)dy

ct

O\
Q
Q

Si X admet pour densité fx, alors :

o(u, t) = F(u+ct) — c/ou ©(0,t — y)f(u + cy)dy.

Exemple 2.19. Quand les montants des sinistres suivent une loi exponentielle de

parametre i, on a les formules suivantes :

W(u,t)=1—en Oty (0 5
o) ‘ I\p+axt™)
ou o = A—‘;, et g est la fonction définie par
/ : Z2—v 1 af ab—uv ZU
9(z,0) = J(0z) +60J(0z)+ | e "J(0v)dv — — Rl <_) dv.
0 0

« «

En notant
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On peut aussi obtenir une formule équivalente :

a—1 1 —

1 [T
U(u,t) = —e “an — —en(ran / h(u/p, M\t y)dy,
0

« ™

ou h est définie par

hz,0,y) = 2v/a

o(2V/@b+2/ /@) cosy .
(sinysin(y + —=siny)).
a

14+ a—2y/acosy Va

On trouvera dans Seal (1969) , Takacs (1962), et Rolski et al. (1999) les démonstrations
et des extensions des formules précédentes.

La formule classique de Takacs (1962) est un outil clé pour obtenir la formule de
Seal.

Lemme 2.2 ([67]). SoitY, = Z X;, ou les X; sont indépendantes et identiquement
i=1
distribuées et a valeurs dans N*.
Pourn € N*,1 € N;i < n,
P{Y, <rr=1, n}n{Y,=n—i}] = —P[Y, =n—i.
n

I.4. Formule de Takacs

Grace aux propriétés du processus de Poisson composé, la formule de Takécs donne
les deux résultats bien connus suivants.

Théoréeme 2.24 ([67]). Soit n € N*.

PlS:=ink =0, telo,”

P(07) =X Tl =i = LE (),

Théoréme 2.25 ([67]). Pourt € RT,

1
©(0,t) = EE(R5)+
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II. Approximation de probabilité de ruine sur un horizon fini
I1.1. Approximation normale de Segerdahl

Proposée par Segerdahl (1955), cette approximation est basée seulement sur 1'ap-
proximation de Cramér-Lundberg.

Théoréme 2.26 ([62]).

T —ump,
v T)=Ce ™o ——== 2.49
sn(u,T) =Ce ( o ) (2.49)
O1 )
C= a
{Mi(B) = p(1+0)}
1 1
mL: =
{AM&(R)—l} p—1
wi =AMy (R)mS.
Preuve. (voir [4]). O
Exemple 2.20.
0 1 5} 10 20 50
U(u,1) | 0.663843 | 0.444333 | 0.172753 | 0.070517 | 0.013833 | 0.000141
U(u,2) | 0.663843 | 0.554585 | 0.229282 | 0.092009 | 0.017651 | 0.000175
U(u,b) | 0.663843 | 0.587255 | 0.338098 | 0.152503 | 0.030919 | 0.000311
U(u,10) | 0.663843 | 0.587260 | 0.359593 | 0.192144 | 0.049495 | 0.000634
U(u,20) | 0.663843 | 0.587260 | 0.0.359660 | 0.194858 | 0.057143 | 0.001254

TAB. 2.16 — Approximation normale de Segerdahl pour un mélange des deux lois
exponentielles de parametre 3; = 3.5900.1071% 3, = 7.5088.107%,a = 0.0584 avec

un chargement de sécurité relatif § = 0.3.

II.2. Approximation de Diffusion

L’idée est d’approximer le processus de surplus S; par un mouvement Brownien avec
dérive. Les deux premiers moments sont utilisés.
L’outil utilisé pour cette approximation est le théoreme de Donsker pour une marche
aléatoire simple (S}),>o en temps discret.
Si = E[Sj] est la dérive et 0% = Var(S;) alors :

e

(S — tpm}

t>0
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- [np] désigne la partie entiere de np.
- D désigne la convergence en distribution.

- {W¢(t)} est le mouvement Brownian avec dérive ¢ et de la variance 1.

Théoreme 2.27 ([4]). Quand ¢ — p, on a
|1 ot D
{—02 St(gl/uz = AW_i(t) o
>0

Ot pp = pic = p— ¢, 0% = A

Preuve.

) e e A L R U

7 o

p = p. — o0 quand ¢ — p.

En effet, c’est une conséquence de (2.50) avec S} = S et I'inégalité

SV = p/p < S < SE = pelp, nfp <t (n1)/p.

En posant p = 02/u?, alors (2.52) devient

% c D
{|0—2’S§U)2/M2+t} N AOR

Soit
To(u) = inf{t > 0,59 > u}, 7c(u) = inf{t > 0, Wc(t) > u}

Notons

G Gu) = 1= B(u/VT — CVE) + exp(2u)d(—u/v/E — (V/7)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

ou IG = (.;¢;u) désigne la fonction de répartition de mouvement Brownien avec

dérive ou bien une fonction de distribution Gaussienne inverse.

Corollaire 2.3 ([4]). Quand ¢ — p,

lapproximation de Diffusion est donnée par :

2 2
W) (“L T—U) — IG(T; —1;u)

|| p?
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Preuve.

sup {W_. (1)}

0<t<T

Sup {‘ lu |St(oC-2/M

o<t<T | 02

}g

et sup {l o |S(C } est continue, alors

0<t<T o2 to?/p?

P ( sup L~ |S(§2/ , > u) — P ( sup {W_4(t) > u})
o<t<T 02 "

0<t<T

. uo? To?
P ( sup |L2|St(a)2/u2 > u) =Vp (—> ?>

0<t<T O a

on a

et

P(OZ?ET{W_I(IS) > u}) =I1G(T;—1;u)

Du corollaire 2.3, I'approximation de Diffusion est donnée par

V(u,T) ~ JG(T“ ““”)

o2’ o2

En passant a la limite quand T" — oo dans (2.54), on obtient

IG ( u ’ H |) _ e—?u\u|/a2
U

qui est I'approximation de la probabilité de ruine a queue lourde.

U(u) = (2.55)

Exemple 2.21.

U 0 1 5 10 20 50
U(u,1) | 1.000000 | 0.770917 | 0.223423 | 0.028147 | 0.000059 | 0.000000
U(u,2) | 1.000000 | 0.801611 | 0.304099 | 0.072061 | 0.001610 | 0.000000
U(u,5) | 1.000000 | 0.823343 | 0.370177 | 0.128106 | 0.011629 | 0.000000
U(u,10) | 1.000000 | 0.829877 | 0.391556 | 0.150708 | 0.020604 | 0.000017
U(wu,20) | 1.000000 | 0.831744 | 0.397816 | 0.157924 | 0.024603 | 0.000073

TAB. 2.17 — Approximation de diffusion pour un mélange des deux lois exponentielles
de parametre 3; = 3.5900.10719 3, = 7.5088.107%, a = 0.0584avec un chargement

de sécurité relatif 8 = 0.3.
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I1.3. Approximation de Diffusion corrigée

L’idée de I'approximation de diffusion corrigée est de remplacer le processus de risque
par un mouvement Brownien (en utilisant les deux premiers moments).

Théoréme 2.28 ([41]). L’approximation de diffusion corrigée est donnée par :

TS ) R )
Yo (1) = IG (_; Lo Ru _2) |
U U 2 U
Ou
- 51 = )\M&(’yo)
-6y = Mx ()
3M§é(70)

et Yo satisfait U'équation k(yp) = 0 avec K(s) = 2(Mx(s) — 1) — s.

Exemple 2.22.

U 0 1 ) 10 20 20
W(u,1) | 0.521465 | 0.426840 | 0.187718 | 0.065264 | 0.007525 | 0.000010
W(u,2) | 0.587784 | 0.499238 | 0.254253 | 0.104967 | 0.016173 | 0.000039
U(u,5) | 0.638306 | 0.557463 | 0.321230 | 0.157827 | 0.035499 | 0.000851

Y

U(u,10) | 0.655251 | 0.577547 | 0.347505 | 0.182727 | 0.049056 | 0.000724
U(u,20) | 0.660958 | 0.584386 | 0.356922 | 0.192446 | 0.055610 | 0.001243

TAB. 2.18 — Approximation de Diffusion corrigée pour un mélange de deux lois
exponentielles de parametre 3; = 3.5900.1071% 3, = 7.5088.107%,a = 0.0584 avec

un chargement de sécurité relatif § = 0.3.

11.4. Approximation de De Vylder

L’idée de 'approximation de De Vylder dans le temps fini est identique avec 'idée
de I'approximation de De Vylder dans le temps infini.

Théoréme 2.29 ([20]). L’approzimation de De Vylder est donnée par :

1 0 fu
L Uu) = ——=exp| — — 2.56
ov(®) =175 p( 1+0) (2.56)
ou 3,23 3) )
_ _ 2 _
A A S L R S L
2#(3)2 3#(2)2 M(3)
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Exemple 2.23.

U 0 1 5 10 20 50
W(u,1) | 0.528431 | 0.433119 | 0.189379 | 0.063412 | 0.006114 | 0.000003
U(u,2) | 0.594915 | 0.505300 | 0.256745 | 0.104811 | 0.015180 | 0.000021
U(u,b) | 0.645282 | 0.563302 | 0.323909 | 0.158525 | 0.035142 | 0.000215
U(u,10) | 0.662159 | 0.583353 | 0.350278 | 0.183669 | 0.048960 | 0.000690
U(u,20) | 0.667863 | 0.590214 | 0.359799 | 0.193528 | 0.055637 | 0.001218

TAB. 2.19 — Approximation de De Vylder pour un mélange des deux lois exponen-
tielles de parametre 3, = 3.5900.1071°, 3, = 7.5088.107%,a = 0.0584 et le charge-

ment de sécurité relatif 8 = 0.3.

I1.5. Méthode récursive pour les distributions phase-type

On définit
1.
d L o ome 4 . . .
pa(y) = d_P ( non ruine jusqu’a la n'*™° réclamation, et la réserve réstante <y )
Y
(2.57)
2. Sa transformée de Laplace est :
L) = [ e )y (2.58)
0
En particulier
L,(0) = P (non ruine jusqu’a la n®™® réclamation). (2.59)

3. On définit l'accroissement entre deux réclamations consécutives comme la
différence entre le revenu gagné et la quantité de réclamation.
Soit g(y) la fonction de densité définie dans R, et posons

/ e *g(y)dy
0

4. Soit F' une fonction de distribution de densité f et de transformée de Laplace

Stieltjes
/ e dF (y)
0

Du fait que le nombre de réclamations est donné par un processus de Poisson, les
inter-réclamations (les montants de revenu réalisé entre les réclamations) sont des
distributions exponentielles. De plus, les primes sont collectées a un taux constant,
ainsi il suit que le revenu collecté entre les réclamations consécutives suit une dis-
tribution exponentielle de moyenne 1/\.

G(s) (2.60)

Op(s) (2.61)
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bon dp(A)Ae™ >0
_ e, y=>0;
9(y) = { fog" Ae M f(t—y)dt, y <O. (2.62)
A
G(s) = g 8<I>F(—s) (2.63)

L’accroissement est la différence entre le revenu et les réclamations ; ces définitions
nous donne le résultat suivants.

Théoréme 2.30 ([66]). Si les réclamations sont données par une distribution de

type phase avec la représentation (o, T'), et soitty = —Te ouve = (1,1,--- 1), alors
L,(s) = Ln,_1(s)G(s) + v/ Pr1(z) exp(Tax)dz(sI + T) 't (2.64)
=0

Ouv=M A +T)!

Preuve.
puly) = / Prr(2)g(y — 2)da (2.65)

En remplagant (2.65) dans (2.58) on obtient

La(s) = / ) e pn(y)dy

-0

_/ / e Ypn_1(x)g(y — z)dzdy
y=0 J =0

= [ et [ ety - a)dyds
=0 Y

=0

00 +o0 0
= / e Py (w)da [ / e W gy — x)dy — / e W gy — x)dy}

=0 —00 —00
00 +oo 00 0
= / e_smpn_l(x)/ e_s(y_m)g(y—a:)dyda:—/ e_sxpn_l(x)/ e~ g(y — z)dydx
=0 —00 =0 —00
00 +oo 00 ! 00
= esmpnl(x)dx/ e“g(t)dt—/ eswpnl(a:)dx/ e*g(—u)du
y=0 —00 y=0 T
= L, 1(5)G(s) —/ esxpnl(x)dx/ e g(—u)du (2.66)
y=0 Yy—T

Les propriétés d’une distribution de type phase sont utiles dans la suite pour la
preuve du théoreme.

Rappelons que
f(y) = aexp(Ty)to
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De plus pour z < 0, on obtient
g(x) = / e MF(t — x)dt
0

= / e Maexp (T(t — x))to dt
0

- a/ Ae Mexp (T(t —z))dt t
0

0

—1 00

_ L —(—T+,\1)t] Tz

Ao IV Te . e Tty
A

— a e—T.TtO

M -—-T
= a(M —=T) e ™7,

= we 1%,
et

/ eg(—y)dyde = / ve™ exp(Ty)dyto
) )

=T =T

(e}
= v / 6(81+T)ydyt0
y

=T

= wv(sI + 1) (—eet™)ty

= —epe T (sI 4+ T) 7, (2.67)
On remplace (2.67) dans (2.66) on obtient,
Ln(s) = Lu1(s)G(s)+ /Cx; e pn_1(2)e e T (sT + T) todx
= L, 1(5)G(s) + v/oo Pt ()eTD (sI + T) Ytodz
2=0
[l

Remarque 2.3. Si on remplace s par 0 dans ( 2.64), on trouve

iéme

réclamation ) = P ( non ruine a la (n — 1) réclamation )

+ v/ Pr_i1(z)exp(Tx)dzT g
x=0

P( non ruine a la n

Ce qui nous permet d’écrire :

WU (n) = P(ruine a la ni™® réclamation ) = U/ Pn—1(z)exp(Tx)dre  (2.68)
=0

Dans ce qui suit, nous allons donner les algorithmes récursives pour certains lois de
probabilité.

80



Modeéle de Cramér-Lundberg

1. Algorithme récursive pour la loi exponentielle
On suppose que les réclamations sont des distributions exponentielles de moyenne
1

m
En particulier : T = (—pu) i.e., T est une matrice scalaire, to=

G(s) = S(I)F(—S)

1
(sI+T)'=——, et exp(Tx) =e " (2.69)

(2.64) s’écrit :

o0

L,(s) = Lu1(s)G(s) +v/ po_1(x) exp(Tx)dx (sl — T) 't

=0

A 1 A 1 o
= Lnf n— - d
()17 u—s+A+us—u/zop 1(7) exp(—pz)dx

A 1 A 1

= L, L,_
1<S))\+s ,u—s+)\—|—u5—,u (1)
14 A A
= — L, ——PL, 2.
)~ e m] (2.70)
U(n) = A L, 1(p) (2.71)
_/\—l—,u n—1{ :
o

Dans toute la suite, posons x = ®p(A) = 5.
On cherche un algorithme pour déterminer la forme de L, (s) en fonction de L,,_1(s),
ainsi que l'expression de ¥(n).

Si u est le capital initial, alors Lo(s) = e~

De I’équation (2.71), on a :

us

u() = /\+ML0(M) (2.72)

= (I—x)e ™ (2.73)
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En utilisant (2.70) et pour n = 1, on obtient

W A A
L = L - L
) = ) - skl
/L)\ A —us A —up
= e — ——¢€
nw—3s | A+s A
A e

T (=) A+s) (At p) [_(A Hiet = A+ 9)]

_ phe (=)
pRPERESTEIT] P Py
_ phe” L > (ulp — 5))*]
= W00t | SH(”“); K
IR i (u(p = s))*
T A ts ' )\+u+u—5; k!
A | = 8) N (u(p — )
B )\—I—se et — S ; k!
— = (u(pe — 5)
= 1 a X—ir(uu);T (2.74)
En utilisant (2.71) pour n = 2, on obtient
A
() = /\+ML1(M>
B u o (u(p — )t
= Q=X)5e™ X+(MU);—M
= (1= x)%e " (x + (pu)) (2.75)
et
L S A g
2(s) = ,u—s{)ﬂ—s 1(3)—m 1(#)]
B | [ AV A2 AN (u(p = s))F A
- ,u—se [(A—i—s) _(m> ]X+()\—1-3) (uu); k! _<A+u) (uu)]
I " AN % pulp=s) (A N\, o (u(p— s))k?
- 1= (/\+s> _<)\+u> (ot (up)) + H—s <A+s> (u,u)kZZQ k!

— e :(X+(uu))uﬁ8 <)\is)\iu> (Ais+)\iu>+<)\is>2(uﬂ)2i%f))“]

k
= um :(XJ“(“’“‘))XA:\FS ()\:\rs+1_x>+ <)\:\r8>2(uu)2 > (U(M_’“'S))H]

- ) 2 00 ” —s k—2
— um (X+(u,u))x<>\j_s> +)\_)|\_3X(1—X)(X+(UM))+(/\_)\|_S> (um2z((uk'))]

- 9 2 © (i — §))k2
— e (e (un) <x (535) +x<1><>ﬁs>+(ﬁs) “WZ((MH))] 270

Ce qui nous permet d’en déduire la forme générale de L,(s).
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Théoréme 2.31 ([6]). Pourn > 1,

i | o= (n A . A\ = (u(p— s))F™
L,(s)=e " ]ZIC]()(/\—H) (1=2x)"" + (up) (/\+s> ;%]
(2.77)
ot
n—1 n—1
co_ol § gl

k=maz(1,j—1)

Preuve. La démonstration se fait par récurrence.

Supposons que (2.77) est vraie a 'ordre n = N — 1, montrons qu’elle vraie a I'ordre
n=N.Ona

N-1
LN_1 (S) = U

A+ s A+ s

j=1

Pour n = N, on obtient

Ly(s) = 2 [

+ Eij\?)— 1)!u/is()\—)\&—s B )\—)i\—u) Z ()\j—s)l()\i\u)Nll

— eum

N~ v Neg i A (A Ay
;Cj (1=x) >\+u>\+s;<)\+s)()\+u)

A () () () o 3
- e[ B0 ) ()

C ) T )

S P Ce LRI (I S AR s 2] o0
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et
U(n)=(1—yx)"e ™ {; Cj("—l) + EZ“_)T;' } (2.81)
[
Corollaire 2.4 ([66]).
U(n)=(1-xy) e “C™/x, n=1,2,- (2.82)

2. Algorithme récursive pour un mélange de lois exponentielles

Un mélange de lois exponentielles a été utilisé comme une généralisation du cas
exponentiel (voir Gerber (1979)).

La formule d’une loi type phase d’'un mélange de K lois exponentielles est ca-
ractérisée par :

a = (p17p27 te 7pk>; T = _diag<,u17,u27 te 7/’1’]?)7 et ty = t(ul,uz,m,uk) ou
iz ) €5t la transposée de (pur, pio, - - -, i)
Donc

i) = [ aron
0
= / e~ Yaexp(Ty)tody
0
= /0 e (1,2, -+ 5 i) exp(—diag (i, phas ==+ 5 )Y (ur g i) Y

0

(P1,p2s - pr)diag((s + pn) ™ (s + p2) ™ o (8 1) ™ )bt in,o )
k
= ZPiMi(S + )~
i=1
Le théoreme suivant nous donne la formule récursive pour obtenir L,,.

Théoréme 2.32 ([5]).

k
L) = 3 pili/pi = $)[Lucs (YA + ) = La () VA + )] (283)

i=1
et la probabilité de ruine est :

k
U(n) =Y pilAA+ ) Lo (i) (2.84)

i=1
Preuve. (Méme démonstration que précédemment).
Dans ce cas, on définit ®; = (u;/ A+ u;), quand Lo(s) = e~"*, on obtient pour n = 1

k

P(1) =) pi(l— ;) (2.85)

i=1
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k o0 k—1
Li(s) = (A A+ ) Z pie " | @i+ (up) Y w (2.86)

k=1
[

Remarque 2.4. Si u = 0.

Dans ce cas,

Li(s) = (\/A+s) Zpiq)i

et
Lo(s) =Y O\ /A+s) n=12- (2.87)
j=1
Ou
(n—1) k
k=max(1,j—1) i=1
et

k
Cfl) = sz‘q)i
i=1

3. Algorithme récursive pour une loi N-Erlang

La distribution d’Erlang peut étre liée a la loi de Phase-type par un processus se
déplagant de 1 a m avec un état absorbant a I’état (m + 1).

Posons
-0 0 0 0
-0 0
a=(1,0,---,0); T= 0 et fo=
0
0 —0 p
La forme générale de L, (s) est donnée par le théoréeme suivant :
Théoréme 2.33 ([66]).
N-1 (_G)N—lfl (N—1-1)
Ln(s) = {(Ln—l(S)(A/AJrS),Ow- ,0) = | PLn—1(0), p(=0) L}, 1(0) + paLn—-1(8), -+, > P4 T Ly (G)H
i G
0/6 — )N
(0/6 — s)N-1
x _ (2.89)
(0/6 - s)
oiup=A/A+0) e g=1-—np.
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Preuve.
(—sl — T)_lto =[(0/0 — s)N, 0/6 — S)N_l, e (010 = 8)]!

v=AaM —T) = [NA+0),20/A+60)% - NV (A+6)N

et
f0(9$> f1(9$> f2(9$> e fN,1<95L’)
0 folbz) fi(6z) . . . fy-o(0)
0 0 folbx) . . . fy-s(fx)
exp(T'z) =
0 0 0 fo(6x)
ou l .
e (H0) ()t L,
Donc
Looa(0) (=)L, 1 (0) 02L5_,(0)/2 . . . (=N LY V(0)/(N - 1)
0 Lia(8)  (~6)Li, 4(0) (0N 2L, (0)/ (N —2)!
o 0 0 Ly—1(0) (=) 2LV (0) /(N = 3)!
/ Pn_1(z) exp(Tz)dr =
=0
En remplacant ce dernier résultat dans (2.64), on obtient I’équation (2.89). O

Corollaire 2.5 ([66]). La probabilité de ruine est donnée par :

Win) = Y0 L0 OO~ o)) (2.90)

Dans le cas d’une loi de 2-Erlang,
U(n) = Lo-1(0)(1 = ¢2) — pOL,_, (6). (2:91)

En utilisant la méme méthode que précédemment, la forme générale de L, (s) est
donnée par :

Lo(s) = e~ iC](")(A/)\Jrs)j+(u0)2”()\/)\+s)”i (u(6 _k‘f”k_%] (2.92)
PR (s N
o = [T+ 19+ G|

Y O k=) =1 nEN (2.09)

k=max(2,5)
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et
OtV = ¢% + ubg.

Interprétation des Tableaux

1. On observe que la probabilité de ruine diminue quand le capital initial aug-
mente.

2. Tlim U(u, T) = U(u).

2.2 Modele de Sparre-Andersen

2.2.1 Description du modele

Soit R(t) le capital d'une compagnie d’assurances & l'instant ¢ défini par :

N(t)
R(t)=u+ct—» X, (2.94)
=1

Ou

e 1 est le capital initial.
e ¢ est le taux de cotisation demandé aux assurés.

e N(t) dans ce modele est décrit par un processus de renouvellement.

ieme

o X, est le montant du 7 sinistre.

7; le temps de réalisation du 7°™° sinistre et posons T, = 7, — 7,_1, @ > 1, avec
To = 0.

Les T} représentent les inter-arrivées.

Les {X;, i € N*} forment une suite de variables aléatoires i.i.d. de fonction de
répartition commune F' et de fonction de densité f.

{T}, j € N*} est une suite de variables aléatoires continues de fonction de répartition
K et de fonction de densité k.

On suppose que

- T; sont indépendants de Xj.
- E(cT;) — E(X;) > 0, Vi € N*,

Par conséquent, on obtient
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L’équation (2.94) peut s’écrire de la fagon suivante :

R(iﬂ) = u+iCTi—iXi
i=1 i=1 i=1

= u+2n:(cTi - X3)

=1

Le théoreme 2.34 nous donne la généralisation du coefficient d’ajustement.

Théoréeme 2.34 ([2]). Le coefficient d’ajustement R satisfait [’équation suivante :
E(efR(cTiin)> — E<€7CRT,')E<€RX¢) -1

Théoréeme 2.35 ([57]).
U(u) < e

Preuve. Soit ¥, (u) la probabilité de ruine a 'instant n.
On suppose que lim U, (u) = ¥(u).

Ru gt satisfaite

Nous allons montrer par récurrance que linégalité ¥, (u) < e~
quelque soit u.

Pour n =1

Ui(u) = PO<T<o0,R(t) <0)
N(t)
= P(O<T<oo,u+ct—ZXi<0)
i=1
= PO<7<o00,X;>u+ct)

= [ k) [ o (2.95)

or & > u + ct alors u + ct — x < 0 ce qui implique e~ Butet=z) > 1,

(2.95) < / Ook(t) / " Rt f(x)dzdt
0 u

+ct

> > —R(u+ct—x)
/0 k(t)/o e f(x)dxdt

= eR“/ k(t)eRCt/ e f(x)dadt
0 0
— 6—RuE<e—cRTi)E<€RXi)

— 6—Ru

IN

Ce qui donne la propriété est vraie pour n = 1.
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Pour n =2

Uo(u) — /0 Tk [ F@) x 1dedt + /0 T k) /0 ) U+ et — )t

u—+ct
[e%e) o] o) u—+-ct
< / k:(t)/ eR(““tx)f(:L‘)dxdt%—/ k(t)/ e~ Butet=o) £ () dadt
0 u+ct 0 0
(o) o) u-+-ct
= / k(t) [ / e Rt et=a) £ () dwdt + / e~ Rluret=o) f(x)dxdt}
0 u+-ct 0

= / " k() / " ROk f (1)
0 0

— —Ru —Rctk d Rx d
e /0 e (t) t/ e f(x)dx

0
— e—RuE(e—cRTi)E(eRXi)
— 6—Ru
Ce qui donne la validité du résultat pour n = 2.

On suppose que 'inégalité est vraie pour n, montrons qu’elle est vraie pour(n + 1).

Uyii(u) = /0 “ww [ fa)dedt + /0 T k) /0 ) U+ ot — 2)dadt

u+tct
o) o8 [e§) u-+-ct
< / k(t)/ e_R("JrCt_x)f(x)dxdt—i—/ k(t)/ e~ Butet=2) £ () dudt
0 u-+tct 0 0
[e’e) o0 u-+tct
= / k(t) { / e~ Bluret=2) £ () dudt + / e~ filutet=2) f(x)dxdt]
0 u-+tct 0

= / h k(1) / " e Rlutet-a) f(z)dadt
0 0

— —Ru 7Rctk d Rz d
e /0 e (1) t/ e f(x)dx

0
— 6—RuE(e—cRTi>E(eRXi)

— e—Ru

donc
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Le théoreme suivant nous donne les équations intégro-différentielles de la probabilité
de ruine et de la probabilité non-ruine.

Théoréme 2.36 ([57]). Pour u >0, la probabilité de ruine est donnée par

[e's) 00 u+-ct
U(u) = /0 g(t) (1 — Fy(u+ct))dt + /0 g(t) /o fy(y)V(u+ ct —y)dydt (2.96)

et la probabilité de non ruine est donnée par

o= [To0 [~ [ frtwstuct et iy (297)

2.2.2 Borne d’une probabilité de ruine

On s’interesse aux bornes de la probabilité de ruine dans le modele de Sparre-
Andersen avec intérét par deux approches différentes : 'approche martingale et
I’approche non-martingale.

n
Soient 17,75, - - - les inter-arrivées, et Y,, = g T; le temps de la n'®™€ arrivée avec

k=1
Yo =0.

Notons que X,, est le montant cumulé des sinistres.

On suppose que {T,,,n > 1} et {X,,n > 1} sont des suites indépendantes de

variables aléatoires i.i.d., de distribution GG et F' respectivement avec

G(0) = F(0) = 0.

Notons

- 75(t) = inf{t : Rs(t) < 0} le temps de ruine d’intérét 6.

- Us(u) = P15 < 00) = P(U>o(Rs(t) < 0)) la probabilité de ruine d’intensité
d’intéret 9.
On peut écrire :

Us(u) = P(U  (R5(t) < 0)) = P(Use, (V5(Yy) < 0))
ot V3(Y,) = Rs(Y,)e oYr.

@ _J (1—=e)/6 sid>0
T ¢ sid=0
et
RORNIHON
(e =1)/5 sid>0
N t sid=0
Ce qui donne
Rs(Y1) = ue’™ + (e —1)/6 - X,
Rs(Yy) = Rs(Y1)e®™ 4 (2 —1)/5 — X,
= uedtT2) 4 0(65(T1+T2) —1)/6 — X, — X,

Rs(Y,) = Rs(Yn_1)e"™ +c(e”™ —1)/6 — X,

= ue® 4 (e —1)/6 — ZX;CeXp {5 Z TZ}
k=1

i=k+1
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b
avec la convention que Z =0sib<a.

a

De plus

n k
Vs(Y,) = Rs(Y,_1)e™ " 4 ¢(1 — ) /6 — ZX"? exp {—(527}}
k=1

=1

= u+ cag(s) — Z Xke_5y"
k=1

avec Vs(Yp) = u.
On définit
Ws(u,n) = P(Uizi (Bs(Ye) < 0)) = P(Uii (Vs(Ya) < 0))

alors
lim Ws(u,n) = Us(u)
A. Approche martingale
Pour R > 0, le processus {exp{—RVs(Y,)},n > 0} n’est pas une martingale, on
démontre qu’il existe une constante R; > 0 tel que {exp{—RiV5(Y,)},n > 0} est

une sur-martingale.

Lemme 2.3 ([13]). Il eziste Ry, tel que
Elexp{—Ri(cay) — X;eT)}] =1 (2.98)
Théoréme 2.37 ([13]). Pour u >0,
Ws(u) < e v (2.99)

Preuve. Nous avons

%(YTH*l) = %(Yn> + C(e—JYn - 6—6}/;L+1)/5 — Xn+1€76T"+1

= Vi(¥a) + e feay) = Xppae ]
Soit F,, = o{Y1, -+, Y, }.
Pour n > 0,
Ble Mtn)F) = e MOWBe T cap) | — Xppae )/ F)

e—RVa(Yn)E[(e—R(CaQH _Xn+1€76T”+1)/fn)e*5Yn

]

e—RVg(Yn) (E[(efR(cagiifH *Xn+le—5Tn+1)/fn)])e—6Yn

IN

67RV5(Y”)E[(€_R(CGS§73+1 _X"+1€76T"+1))e—5yn]

— o RVYa
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Sachant que 75 A n est le temps d’arrét, alors d’apres le théoreme d’arrét pour les

sur-martingales, on obtient :

Elexp{—R1V5(Yr;an)}] < Elexp{—R1V5(Yy)}] = exp{—Riu} (2.100)
Cependant,
Elexp{—=R1V5s(Yr;nn)}] = Elexp{—=R1Vs(Yrsnn) H (15 < 1))
= Elexp{—=RV5(Yr;) } (75 < n)]
> E[I(r <n)]
= Ws(u,n)
Ce qui donne
Ws(u,n) < e v (2.101)

D’ou
Us(u) < e~ quand u — oo

]

Remarque 2.5. Si 0 — 0, Ry est réduit au coefficient d’ajustement du modele de
Sparre-Andersen noté par R.
R satisfait I’équation

E(exp{—R(cT; — X;)}) =1 (2.102)
Le théoreme 2.37 est une généralisation du théoreme 2.34, i.e., on a aboutit a
I'inégalité de Lundberg dans le modele de Sparre-Andersen.

De plus, la distribution de ca%) — X,e T est celle de la variable escomptée entre

deux réclamations consécutives. Cependant, la distribution de cs% ) X; est celle de
la variable cumulative entre deux réclamations consécutives.

Dans ce qui suit, on s’intéresse au borne d’une probabilité de ruine en utilisant
I’approche non martingale en remplagant cag) — X;e°T dans 1’équation (2.98) par

cs%) - X;.

B. Approhe non martingale

Lemme 2.4 ([8]). Il existe Ry, tel que
Elexp{—Ra(es) — X)}] =1 (2.103)
Théoréme 2.38 ([13]). Pour u > 0,
Us(u) < BE[exp{Ro X, }] Elexp{Ro(ue’T + csi))}] (2.104)

ol
< R g
t>0  efer [(¢)

-1

92



Modeéle de Sparre-Andersen

Preuve.

Us(u,n+1) = E[Us(ue’ + CST — Xi,n)]
Ws(ue + st — z,n)dF(x)dG(t)
ue‘”—i—csgé)
Flue® + ¢s) + / s (ue + st — z, n)dF(z)| dG(t)
0

S— o

Pour ¢t > 0,
< g B 2107
De I'équation (2.107), on a
Us(u,1) = P(X; > ue’ +C$(5))
= /OOO F(ue + sl )dG( )
BE(e"2X0) /OOO exp{—Ra(ue® + cs)}dG (t)

= BE(fX) B(exp{—Ra(ue’T + cs$)})

IA

Pour n > 1, on suppose que
Ws(u,n) < BE(R2X) E(exp{ Ra(ue’™ + cs)}) (2.108)
De I’équation (2.103) on obtient
Us(u,n) < BE (™) E(exp{— Rg(u+csT )}) = BE(ef2") (2.109)

Alors

[e.9]

Us(u,n+1) = /00 B exp{—Ra(ue’ + csié))} e dF (x)dG(t)
0

u65t+cs( )

i /0 Ae§t+csgs>5exp{—R (ue® + ¢s\”) — z)}dF ()dG(t)
_ & _R 1(:5) %) RdeF dG
ﬁ/o exp{—Ry(ue” +e57)) /O e dF (x)dG(t)

= BE(e™*)E(exp{—Ra(ue’™ + esP))})
L]

Si (E(e]‘%Xi))f1 < B <1 et T > 1, alors le corollaire suivant nous donne
I'inégalité de Lundberg.

Corollaire 2.6 ([13]). Pour u > 0,

Ws(u) < e f2v (2.110)
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Modeéle de Sparre-Andersen

Preuve. De (2.109), on a

Us(u) < BE(™5)E(exp{—Ra(ue’™ + csi))})
— ﬂe_RQ“E(eR2X")E(exp{—Rgcsg)})

— /Be_RQu S €_R2u

]

Remarque 2.6. Si 6 — 0, Ry est réduit au coefficient d’ajustment du modele de
Sparre-Andersen noté par R ou R satisfait ’équation (2.102).
Le théoreme 2.38 est une généralisation de I'inégalité de Lundberg dans le modele

de Sparre-Andersen avec intérét.
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Deuxieme partie

La généralisation du modele

classique
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Description du modele et notations

Dans cette partie, nous nous intéressons a la fonction de Gerber-Shiu appelée aussi
la fonction de pénalité escomptée due a Gerber et Shiu (2003a), qui généralise la
probabilté de ruine dans les modeles classiques.

2.3 Description du modele et notations

Le modele pérturbé est défini par :

N(t)
R(t)=u+ct—Y X;+opB(t), t>0. (2.111)
=1
Ou :

e 1 > (0 est le capital initial.

o Les {X;,i € N*} forment une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées de fonction de répartition commune F' et de fonction de
densité f.

e (N(t)); est le nombre total d’événements qui est décrit par un processus de re-
nouvellement avec :

N(t)=max{k>1, Wy +Wy+---+ W, <t}

ou W est le temps d’attente qui suit une loi d’Erlang (A, n).

o {{(t) : t > 0} est le processus de Wiener standard de parametre de dispersion

o> 0.
N()
{B(t) : t > 0} est indépendant de ZX,
i=1

Soit pu, = E[X*]le moment d’ordre k de X, et Ly(s) = [;° e™** f(x)dx la transformée
de Laplace de f.
Soit

Sp=Vi+ Vot -4V, (2.112)
ou les V; sont des lois exponentielles de différents parametres \; > 0.
Supposons que {W;}i>1 et {X;}i>1 sont indépendants et que cE(W;) > E(X;) i.e.

CZ ]_/)\7, > .

i=1
Notons par :

- 7=1inf{t > 0: R(t) < 0} le temps de ruine.
- VU(u) = P(1 < 00/R(0) = u), u >0 la probabilité de ruine finale.

- Uy(u) = P(1 < 00, R(1) = 0/R(0) = u), la probabilité de ruine provoquée par les
oscillations dans R(t) di au processus de Wiener 3(t).
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Description du modele et notations

- Uy(u) = P(1 < 00, R(1) < 0/R(0) = u) la probabilité de ruine provoquée par les
réclamations.

On a
U(u) = Wa(u) + Us(u)
avec Uy(0) =1, et W,(0) = 0.

- Pour 0 > 0,
®4(u) = Ele " I <o0.rr)=0)/ R(0) = u], avec ®4(0) = 1.
®, est la transformée de Laplace de temps de ruine di aux oscillations des R(t).

0,(u) = Ele™w(R(r),| R(r) Niresemineo/RO) =] (2113)

la fonction de pénalité si la ruine est provoquée par une réclamation.

Ou

— w(z,y) la valeur non-négative de la fonction de pénalité pour z,y > 0.
— 77 est le moment juste avant la ruine.

Soit ®(u) = Pg(u) + Ps(u) la fonction de pénalité escomptée prévue.

Remarque 2.7. En remplagant 0 par 0 et w(z,y) =1, V z, y > 0 alors la fonction
de Gerber Shiu défini dans (2.113) devient la probabilité de ruine dans le modele de

Cramér-Lundberg.

Le théoreme suivant nous donne le premier résultat des équations intégro-différentielles
pour Oy(u) et g(u).

Théoréme 2.39 ([32]). Si on note par I et D lopérateur d’identité et l'opérateur
de différentiation, respectivement.

Alors ®4(u) satisfait ’équation suivante

{ﬁ [(1 + %) I— )\%D - ;—;02} } ®,(u) = /Ou O, (u — 2)f(2)dz + w(z),

~ (2.114)
ot w(u) = [ w(u,z —u)f(z)ds et D,(0) = 0.

O4(u) satisfait I’équation suivante pour,

{f[ Kl + %) I— )\%D - ;—;Dﬂ } Dy(u) = /0 Oy(u — ) f(zr)dw,  (2.115)

j=1 J

avec ©4(0) =1
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Description du modele et notations

Preuve. Soit S; =V + Vo +---+V;, 7=0,1,--- ,n—1avec Sy = 0.
On définit

D, i(u) = E[6_6(T_t)w(R(T_),| R(7) )I(T <00, R(1) <0)/S; =t,R(t) =u], j=0,---,n—1

avec Oyo(u) = Oy(u) et P, ;(0) =0.
On obtient pour j =0,1,--- ,n — 2

D, i(u) = e 0dt {P(Vjy1 > dt)E[®; ;j(u+ cdt + oB(dt))] + P(Viz1 < dt)E[Ps j11(u + cdt + of(dt))] }
(2.116)
On a e~ =1 — §dt + o(dt),

et

E[®, j(u+ cdt + op(dt))] = Dy ;(u) + {c@fm (u) + g@;’,j(u)} dt + o(dt)

En remplagant ces formules et en faisant tendre dt — 0 dans la formule (2.116), on

obtient

2
g
N1 ®@ojri(u) = (N1 +0)Py(u) — @ ;(u) — 7‘132',]-(@

2
{(Aj+1 +0) —¢eD — %DQ} o, (u),
Vi=0,1,--.n—2 (2.117)

De méme pour j =n — 1, on a
2 u
(A +0)] —cD — %DQ} Py n1(u) =\, [/ O, 0(u—x)f(x)de + w(u)} (2.118)
0

par substitution successive, on obtient que pour 1 < m <n — 1,
O, (1) = ﬁ TN I Sty 1 Il (2.119)
R Y N2 *0 '
7j=1
On remplace m par (n—1) dans (2.119), et en utilisant la formule (2.118), on obtient
i ) c o’ “
H I+ —)I——D——D »P(u) = | Py(u—zx)f(r)dr+ w(u)
ey Aj A2 0

ou Oy 0(u) = Dy(u)
Notons que ®,4(0) = 0 du fait que P(7 < oo, R(7) < 0/R(0) = 0) = 0.

Pour vérifier 'homogénéité de ®4(u), pour j =0,1,--- ,n — 1 on définit
®4;(u) = Ele® (1 < 00, R(7) = 0)/S; = t, R(t) = u]
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Généralisation de I'équation de Lundberg

avec yo(u) = Py(u) et Py;(0) =1.
En utilisant les mémes arguments que ceux utilisés en (2.117) et (2.118), on aura

pour j =0,---,n—2

)\j+1<I>d7j+1(u) = |:(>\j+1 + 5)[ —cD — %2D2:| deJ(u) (2120)
et ) .
{()\n +06)] —cD — J—Dz} Dypo1(u) = )\n/ Q4(u—z)f(x)de (2.121)
2 0
d’ou
{H {(1 + %) I— %D - %Dﬂ } O4(u) = /0 O4(u—z)f(x)de,
Notons que ®4(0) =1, et P(7 < 00, R(1) =0/R(0) =0) = 1. O

Les solutions des équations (2.114) et (2.115) sont reliées aux racines de I’équation
généralisée de Lundberg.

2.4 Généralisation de I’équation de Lundberg
Soit T}, = i W;, alors :
k=1

k

Ry, = R(Ty)=u+cTi—Y X;+0B(Ty), Vk €N
j=1
k
= wt Y W= X+ op(W)]
j=1
On cherche un nombre s tel que le processus {e 0T s8: k = 0,1,2,---} soit une

martingale.

La condition de martingale est équivalente a

E[€75W1+03W1+SB(W1)75X1] _ E[67(6708)W1++sﬁ(W1)st1]E{estl] -1 (2122>
Du fait que
E[e—(6—cs)W1++sﬂ(W1)—sX1} _ E{E[e—(§—cs)W1++sﬁ(W1)—sX1]/Wl]} —FE 6—(6—CS)W1+52252 W1

et Wy généralise la loi Erlang (n ).
L’équation (2.122) peut étre réecrite de la fagon suivante :

52 2 n 2 2
: wl} Ly (s)=[[ E [e—@—cs—%s M] Ly, (s)=1, s€C (2.123)

J=1

E 6—(§—CS)W1+

99



Généralisation de I'équation de Lundberg

2

=T R
Soit _1_[1{(1+ j) )\j 2); S}

J

L’équation (2.123) est équivalente alors a :
v(s) = Lx,(s), 6 >0, neN"etseC, (2.124)

qui est une équation généralisée de Lundberg.

Le théoreme suivant nous donne les solutions généralisées de I’équation de Lundberg.

Théoréme 2.40 ([32]). Pour § > 0 et n € N, I"équation ( 2.124) admet n racines
p1(6,0),p2(0,0),- -+, pu(d,0) avec Re(p;) > 0 ou Re désigne la partie réelle.

Remarque 2.8.

1. Soit I(s) = L¢(s) — v(s).
Du fait que [(0) < 0 et lim [(s) = +o0, 'équation I(s) = 0 admet une unique
solution négative —R(J,0) ou R(J,0) > 0 est la généralisation du coefficient

d’ajustement.
2. Sid — 0%, alors —R(0,0) — —R(0,0) et p;(0,0) — p;(0,0),
pour 1 < j <mn,ou—R(0,0) et p;(0,0) sont des racines de I’équation :

3. Sio? — 0, alors —R(0,0) — —R(8,0) et p;(d,0) — p;(6,0),
pour 1 < j <mn,ou —R(4,0) et p;(6,0) sont des racines de I’équation :

vao(s) = f[ (1 v A—j) - %s] — Lx,(s), s€C (2.125)

La résolution des équations (2.114) et (2.115) (voir Gerber et Shiu [36]).

Remarque 2.9. On note —R = —R(d,0) et p; = p;(d,0) ,V1 < j <mn, pour § >0
et o > 0.

En utilisant le concept des différences divisées (voir Annexe), on obtient la relation
des racines de 1’équation de Lundberg suivante. Le théoreme suivant nous donne la
relation des racines de I’équation de Lundberg.

Théoréme 2.41 ([32]). Pour u > 0, il existe un polynome v en terme d’opérateur
différentielle D tel que

(=1 lp1, 2, » s D), () = / Co.(u— )y +Gly).  (2126)

(=1)"y[p1, p2, -+, puy D] Pa(u) = /Ou Dy(u — y)n(y)dy. (2.127)

o
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Généralisation de I'équation de Lundberg

- P1, P2, ¢, pa SOnt les o racines de ’équation (2.124).

n(y) =1, T, .-, Tpp(y) ouT, est un opérateur qui est défini par :

Tf(x) = /OO eI f(y)dy, = >0.

Gu) =T, - Tpw(u)
w est de la forme (2.116).

Remarque 2.10. Les équations (2.126) et (2.127) sont des équations intégro- différentielles
d’ordre n de &, et &, respectivement.

De (3.15), la quantité

n

v(p;) 7(s)
3 sy Pny S = +
e e Pur ] Z T(Pjs P1, P2 5 ) (P — 8)  Ta(S;p1, P2, Pn)

j=1
est un polynome de degré n.

Pour résoudre les équations (2.126) et (2.127), on prend la transformée de Laplace
des deux cotés.
L’équation (2.126) nous donne

{(=1)"lp1, p2; -+ s sl = 1(8)} () = G(5) 4 qn-1(s), s€C (2.128)

ol

- i(s) = Tun(0) = T,T,, - T,,p(0) et G(s) = T,G(0) = T.T,, - -- T,,w(0) sont les
transformées de Laplace de n et G respectivement.

- gn-1(s) est le polynome de degré supérieur ou égal a (n — 1), avec des coefficients
qui sont fonctions de §,¢, \; et p;, pour i =1,2,--- n.

On note (ng)(O), pour k=0,1,2,--- ,n — 1 les dérivés de @, en point 0.

Comme 7[p1, p2,- - , pn, S| est un polynome de degré n et que le coefficient de s™ est

égal a celui de s*™ dans 7(s), qui est (—1)”%, alors

Aor oo+ pus] = (—1n T a;)sfﬁrn_@)” e Coc (2129

ol ay,as, - ,a, sont les conjugués des nombres complexes.

L’équation (2.128) peut s’écrire

d,(s) |1 2" ([Tizy Ao)i(s) 2"([T=y M)

o2 (st ay)(s+az) - (54 ap) g

G(s)
(s +a1)(s+az)...(s+ ay)

Qn—l(s)
(s +a1)(s+az)...(s+ ay)

2"([T3, MG (s)

o2 (s+a1)(s + ag)...(s + ay)

n

b;
2.1
+ ;(Hai)’ seC (2.130)

101



Généralisation de I'équation de Lundberg

ou

b — 2" (I iy M) g1 (—ay) Z
o [H;;Lj;ﬁi(aj — a;)

De méme, en prenant la transformée de Laplace de 1'équation (2.127), on obtient

{(=1)"[pr, p2, -+ s 5] = () }Ra(s) = Qu-a(s),s € C (2.131)
ol (,,—1($) est un polynome de degré inférieur ou égal a (n— 1), avec des coefficients
qui sont fonctions de 6, ¢, \; et p; pour i = 1,2,---  n.
On note ®4(0),k =0,1,2,--- ,n — 1 les dérivés de ®,4 en point 0.
- 2" ([Tizy Ao)a(s) _ 2" (I Ty M)@n-1(s)
(I)d(8> 1 — 5 —
o (s+ay)(s+az) - (s+ay) o(s+ay)(s+az) - (s+ay)

n

- Z(c— seC  (2132)
=1

s+ a;)

ou

P M)
Z UQ"[H;'L:L]'#(@J_%)T b2 o

Le théoreme suivant montre que ®,, @, et ® sont toutes des représentations de
I’équation de renouvellement.

Théoréeme 2.42 ([32]).

CI)S(U)Z/UCI)S(U— v)g(y)dy + H(y —l—Zbe‘““, u > 0. (2.133)
Dy(u) = /0“ S4(u—1y)g(y)dy + Zcie_‘““, u > 0. (2.134)
q><u)=/0uq>(u— y)g(y)dy + H(y —I—ch—l—b u> 0. (2.135)

ol a;, b, ci,n et G sont définis ci-dessus, g(y) = hxn(y) = hy % -+ % h, x n(y),

H(y) = h = Glu) = by % by Glu). avee hy(y) = e ™, pour i =12, .n.
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Chapitre 3

Probabilité de ruine dans un

modele de série chronologique

Dans cette partie, nous allons donner des bornes non exponentielles a la probabilité
de ruine pour un horizon infini, lorsque dans le modele de risque, les montants des
sinistres sont modélisés par un modele linéaire. En utilisant le théoreme d’arrét de
Doob et les inégalités sur les martingales, on obtient des bornes de la probabilité de
ruine.

3.1 Modele de risque

Soit R(t) le capital d'une compagnie d’assurances a I'instant ¢ défini par

N(t)
R(t)=u+ct—) X, teR" (3.1)
=1
ol

e R(0) = u est le capital initial.

e (N(t)); est un processus de comptage représentant le nombre de sinistres dans la
période 10, t].

e ¢ est le taux de cotisation demandé aux assurés qui est supposé constant.

‘eme

e X, est le montant du ¢“™¢ sinistre.

Notons ¢; le temps de réalisation du i*™¢ sinistre et posons T; = t; — t;_1, i > 1 avec
to = 0.

Les T; représentent les inter-arrivées.

On suppose que le processus (N(t)); est a accroissements stationnaires et indépendants.
Ce qui implique que les inter-arrivées (7;); sont i.i.d de distribution commune

K(z) = P(T; < z) satisfait K(0) = 0.
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Probabilité de ruine dans un modeéle linéaire

L’équation (3.1) peut s’écrire de la fagon suivante :

N()

—u—i—ZCT X)) +ct—ZT (3.2)

La quantité (cT; — X;) représente le gain dans la i°™ période [Z T;, Z T;].

N(t)
Au temps t = Z T;, le surplus de la compagnie s’écrit :
i=1

N(t)

R(t)=u+ Y (T} - X;) (3.3)

i=1

La probabilité de ruine dans le modele (3.2) est équivalente a celle du modele (3.3)

pour t = ZTi'

On suppos?e qu’il y a un profit-net i.e.,

N(t)

E(ct — Z X;) (3.4)

La condition (3.4) nous assure que la probabilité de ruine est inférieure a 1.
Notons 7 le temps de ruine, avec 7 = inf{¢, R(t) < 0}.
Supposons que :

1. Le montant du i®™¢ sinistre X; s’écrit comme suit :
Xi=0Xia+- - +Xix+diYia+--+diYiy (3.5)

oub, >0Vi, dj >0Vj et (y;); sont des variables aléatoires i.i.d positives
définies sur [0,a], a < c0.

2. De méme on suppose que (N(t)); est indépendant des variables aléatoires
(Yi)iz1.
On en déduit que les variables aléatoires (X;); sont indépendantes des (T;);.

3. La condition (3.4) est réalisée.

3.2 Probabilité de ruine dans un modele linéaire

Soit le modele (3.3) i.e., R(t —u—l—ZcT X;) t—ZT

Le coefficient d’ajustement R (R > 0) est solution de I’ equatlon
E <e—’"(%Ti—Yi)) —1 (3.6)

oud=14+dy+..+d; >0.
Dans le cas ou b; =b; =0Vi,j et ((IN(t)); est un processus de Poisson homogene
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Probabilité de ruine dans un modeéle linéaire

d’intensité A, on retrouve le modele de Poisson composé. Dans ce cas, les variables
aléatoires (7;); suivent une loi exponentielle de parametre A. Y; est le montant du
distribution.

L’équation (3.6) s’écrit : F(e " (Ti7Y)) =1,

Ce qui donne

cr + A v, cr
EEe") —1=— 3.7
2o et —1=5 (37)

Dans (3.7), on retrouve la définition du coefficient d’ajustement dans un modele de
Poisson composé.

E(e™) =

Lemme 3.1 ([77]). Soit Fr = oc{N(s): s <t}Vo{Yi:i=1,2,..,N(t)},
N(t)
t= ZTi, alors
i=1
t
exp RIS -Svi||:t=Y7

est une martingale par rapport a la filtration {F;}

Preuve. Pour 0 < s <t ou s et t sont les temps de réclamation.

cs
E |exp |—R E—;Yi /Fs| = Elexp|—R E—;Yi X
[ N(®)
c(t —s)
exp |—R i Z Y /fs]
L i=N(s)+1
[ s VO
= exp |—R T ; Y; X
_ Al cT;
E - -
exp | —R Z ( g Yz> /Fs
i=N(s)+1
s N(t)
= exp |—R T ZZI Y; X
9] k T
ZE exp —RZ(dZ—Y;) /N(t—s):k;]x
k=0 i=1
P(N(t—s)=k)
s N(t)
— “R[Z-N"y
exp y 121
D’ou
RO N(t)
c
R|—— Y; t= T;
R CAP L | R
est une martingale par rapport a la filtration {F;}. ]
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3.3 Modele a moyenne mobile

En posant k£ = 0 dans I’équation (3.5), on obtient un modele & moyenne mobile.
Pour simplifier les notations, on pose

R
‘/'1(u7 Yo, 7?J—l+1) = exXp <_EZ)

-1

ol z=1u— Z(di+1 +o A d)y T Yo, Yoip1 sont spécifiés.
i=1

Pour [ =0,V =V (u) = e B

Lemme 3.2 ([77]). {Vi(R(t),YNn@w), - Yn@)—i41) : t = 0,10, T + T, ...} est une
martingale par rapport a la filtration {F;}.

Preuve.
N(t)
R(t) —u—ct = _ZXi
i=1

On utilise I’équation (3.1), et on obtient

N() -

1
Rt)—u—ct=—|d> Yi+ > (dis1 4 +d)(y-i — Yne-i)
=1

i=0
Par conséquent,

- -1 N(t)
R(t) =) (dig1+-+d)Ynpi ==Y (dis1+--+d)y_i+ct—d Y Y; (3.8)
=0

=0 i=1

—_

)

On multiplie les deux cotés de 1’équation (3.8) par R/d, et du fait que la fonction

exponentielle est croissante, on a

N(t)
Ret
VVI(R({:)?YN(t)? 7YN(t)—l+1) = eXp _7+RZ}/Z ‘/1<Uﬂy07"' 7y—l+1)'
=1

~R (— - X Yi)

D’ou {Vi(R(t), YN, -, Yn@—i41) : t = 0,11, Ty + T5,...} est une martingale
par rapport a la filtration {F;}. O

(3.9)

Ceci provient du fait que < exp

it > O} est une martingale

par rapport a la filtration {F;}.
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L’application du théoreme de Doob a la martingale
{Vi(R(t),YNnw, - s YN@-i141) : t > 0} et le principe de convergence monotone
donnent les deux théoremes suivants.

Théoréme 3.1 ([77]).

‘/l(uv Yo, - - 7y—l+1)

P(T <o0) = 3.10
0<% = BVAR®), Yaa 100)/t < (310

Théoréme 3.2 ([77]).
P(T < o0) ~ CVi(u, 90, ,y—141) quand u — 00 (3.9)

ou C est une constante positive

3.4 Bornes non-exponentielles de la probabilité

de ruine

Soit X une variable aléatoire non négative de distribution B.
On note B(x) =1 — B(x).
On suppose que B vérifie I'une des conditions suivantes :

B(z)B(y) < B(x +y) Y,y > 0 (3.11)

B(z)B(y) > B(z +y) Vz,y > 0 (3.12)

Une classe de distributions vérifiant (3.11) est I’ensemble des distributions absolu-
ment continues avec un taux de défaillance décroissant.
Pour simplifier le probleme, on ne considere que le cas ou ! = 0 et kK = 1; dans ce

cas :
N(t)

R(t) =u+ Z(cﬂ — X;) avec X; = 0X; 1 +Y; ou les variables aléatoire

i=1
(Y:)i sont i.i.d, | o |< 1 et Xy = .

Soit T" une variable aléatoire de méme loi que T; et Y une variable aléatoire de méme
loi que Y;.

Le résultat suivant du a Zhang et Lihong (2005) nous donne une borne non expo-
nentielle de la probabilité de ruine.

Théoréme 3.3 ([77]). On suppose que :
1. u+ pxy > 0.
2. By et By vérifient les conditions (3.11) et (3.12) respectivement.

By(pT) p <1, Y0 <6 < 1, et By(y—x) > B1(y)(Ba(x))™}, y > =

U(x,zg) < El(u + o).
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Preuve.

R(t) = u—l—Zcﬂ ZXZ

=1
1 — Qn n 1— Qn—i-‘rl
= T - —%—V,
u+1_gg:co+;(c 1— o
Soit _
H, =] = Q(f_il (3.13)
i1 By <17ﬁ),g ) Y;

L’équation (3.13)montre que H,, est une martingale.

La probabilité de ruine ¥ est donnée par

U(u,zg) = P(R

—~

t) <0, 3t/R(0) = u)
n) <0, In=N(t)/R(0) = u)

n 1_Qn7i+1 n 1_Qn

o Qn—i—l—l n
LISV o P

-0 i=1

n 1_Qn—7j+1 n

i=1
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ol p(u + oxg) < 1.
Ce qui donne
U(z, x9) < Bi(u+ oxo)

Le théoreme 3.3 nous donne le résultat suivant :

Corollaire 3.1 ([77]). On suppose que :
1. u+ pxy > 0.
2. B(z) vérifié la condition (3.11) et satisfait

e B(zx —y) > B(y)e™, y>u.

1
e BE{—— VYE(EeT)<1, Yo<4§<1

B(1,)
alors

W (u,z0) = B(u+ 0x0)
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Conclusion & Perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié la probabilité de ruine dans les modeles clas-
siques de Cramér-Lundberg et de Sparre-Andersen ainsi que certaines généralisations.
On a donné par plusieurs méthodes, exactes et approximatives, la probabilité de
ruine pour un horizon fini et infini. Les modeles étudiés ne sont pas exhaustifs. En
pratique, ces modeles sont peu réalistes et ne tiennent pas compte de certaines ca-
ractéristiques qui peuvent altérer le modele de risque retenu. Il serait intéressant a
I’avenir de considerer les cas suivants :

o Les primes ne sont pas collectées a un taux constant(hypothese sur le passif de la
compagnie : versement de dividendes, investissement, ...); ce qui signifie que
¢ n’est pas une constante mais une variable aléatoire.

o Les risques auxquels sont soumis les compagnies d’assurance ne sont plus indépend-
ants mais présentent des corrélations (corrélation entre sinistres, entre nombre
de sinistres et sinistres). Il est généralement supposé que les sinistres sont
indépendants. Cependant, dans bon nombre de sitations, cette hypothese n’est
pas vérifiée. Pour tenir compte d’une éventuelle dépendance entre les risques,
il importe d’utiliser des modeles appropriés. La modélisation de la dépendance
des risques par les copules est une perspective ainsi que ’estimation des pa-
rametres de ces modeles est aussi a envisager.

o Le processus de surplus est un processus de Levy.

o Les réclamations ne suivent plus des processus homogenes, mais des processus
Markoviens ergodiques.

o Etudier la probabilité de ruine dans un cadre multivarié : modeles multibranches,
multirisques.
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Annexe

Définition 3.1 (Formule de Leibniz). Soit I un intervalle ouvert de R. On

considere une fonction continue f : [a,b] x I — R telle que la dérivée partielle

% existe et est continue sur [a,b] X I.

On pose
v(x)
K@= faoa,
Ouw: I —[a,b] et v: I — [a,b] sont des fonctions dérivables.

On a

—(t,z)dt 3.14
) (3.14)
La formule (3.14) est appelé formule de Leibniz.

Variable aléatoire géométrique composée
La méthode de calcul par convolutions repose sur le calcul d’une variable aléatoire
géométrique composée.

Définition 3.2. Une variable aléatoire Z est une variable géométrique composée,

si on peut 1’écrire sous forme suivant :

7=y X

1=0

ou IV, est une variable aléatoire géométrique de parametre 6 tel que

PN, = k) = P — 2 L R
t — _k_l_l_e 1+0 ) — Uy Ly 4

et les X; sont des variable aléatoire i.i.d, de fonctions de répartition Fxy et de den-

sité fx, pour ¢ = 1,--- , N;. De plus, la variable aléatoire N, est indépendante de
X;, i=1,---, N,
Sa fonction de répartition, Fy(r) et sa fonction de survie, Fy(zr) = 1 — Fy(x),

s’écrivent toute deux respectivement sous forme d’une série de puissances de convo-

lutions :

0 0 k
Folo) =3 B0 =3 1 (1) @

=0
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Annexe

ZPkF*’f ili <1+9>k(1—F§<’“(w))

=0

et sa fonction de densité fz(z)

- = 0 NN
=St =3 1 (1) B
=0 =0 1 - 0 1 + 0

Proposition 3.1 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire positive
d’espérance finie
alors

E(X)

V>0, P(X >0) < ==

Définition 3.3. Pour les nombres distincts 71,7, - - - , 7%, la k™ différence divisée

hlri,re, -+ 1k, 8] de la fonction h est donné comme suit :

h(s) — h(r1)
(s —ry)
hlri, s] — hlry, re]
(s —19)
hlri,ro, -+ k1,8 — hlri,re, - - ,rk]‘

(s — 1)

hlri,s] =

hlri,re,s] =

h['f’l,TQ,“' ,Tk,S] =

Notons que si h(s) est un polynome de degré n, alors h[ry,re, -+ ,r,,s| est un
polynéme de degré (n — k).
hlri,re, -+ 1y, s| désigne le coefficient de s™.

Le résultat suivant est vérifié :

k
hlri,re, -+ 1] = Z o hir;) — ) (3.15)

ou T(rj; T, T, Th) = Hle(s — r;) est un polynome.
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