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Résumé
Dans ce memoire nous avons étudiées un modele mathématique de la croissance tumorale
sous 'effets des inhibiteurs qui es donné comme un probleme a frotiere libre. Nous avons
données des conditions précises pour lequelle il existe une tumeur dormantes, deux ou
aucune. Puis nous avons étudiés l'effets des inhibiteurs sur la croissance de la tumeur et
on a montré que en augmentant la quantité de concentration d’inhibiteurs nous pouvons
toujour diminuer de la tumeur, rendre sa taille plus petite

Mots clés
Tumeurs, équation paraboliques, inhibiteurs, probleme a frontiere libre, comportement

asymptotique.
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Introduction

La progression tumorale est un processus tres complexe. Comprendre sa dynamique
est 'un des grands défis de la science médicale moderne. Pour décrire la croissance des
tumeurs solides, un nombre croissant de modeles mathématiques sous forme de problemes
de frontiere libre d’équations aux dérivées partielles ont été proposés et étudiés au cours
des dernieres décennies. L’analyse de ces modeles peut aider a examiner et a distinguer les
différentes fonctions décrivant les différents mécanismes impliqués dans le processus de la
croissance tumorale.

Cette analyse peut contribuer également a évaluer 'efficacité des divers traitements mé-
dicamenteux et de la chimiothérapie. En effet, elle peut aider a la décision d’essais phar-
maceutiques puisque de tels essais cliniques coutent tres chers et sont délicats a mettre en
place. Toute indication a priori sur 'éfficacité d’une nouvelle stratégie thérapeutique est

bonne a prendre pour pousser ou au contraire freiner les études.

Dans ce travail, on se propose d’étudier un modele de croissance tumorale en présence
d’ihnibiteurs qui ont pour role de bloquer les facteurs de croissance présents naturellement
dans le corps, empéchant ainsi les cellules cancéreuses de les utiliser pour leur croissance.

Le probleme est naturellement a frontiere libre puisque I'étendue de la tumeur est a

priori inconnue. On note par §2(t) la tumeur et R(t) sa frontiere.



Préliminaires

Le but de cette section est d’introduire les outils qui seront utilisés tout au long de ce

travail

0.1 Généralités sur le cancer

Le cancer est une maladie qui designe une croissance anarchique de cellules envahissant
et asphyxiant les organes voisins. C’est une des plus grande cause de mortalité. Il y’a plus de
100 types differents de cancer,chacun est placé selon le type de la cellule qui est initialement
affectée. D’autre part, les cellules normales ont une capacité de reproduction limitée, alors
que les cellules cancéreuses peuvent se reproduire a l'infini et ne respectent plus les régles
biologiques de I'organisme. Ainsi pour survivre, la tumeur dévellope des vaisseaux sangins
en lui assurant des nutriments ainsi des inhibiteurs qui peuevent se dévelloper a partir des

systéme immunitaires.

0.2 Equation de Laplace en dimension N

Soit z = (21, X9, T3....., oy ) les coordonnées cartésiennes dans RY, N > 2 et soit

r=|z|= \/x%+x§+x§+x?\,

. 2 e 2 N
Pour une fonction u € C?(R?), nous notons par % les dérivées secondes par rapport a x;.
i

Le Laplacien de u est donné par :

N
O*u
Au = 922 (1)

i=1



et I’équation de Laplace dans RY est la suivante :

Au(z) =0, z € RV.

(2)

Les fonctions u vérifiant (2) sont dites harmoniques. A cause de la nature symétrique

du Laplacien, nous nous intéressons aux solutions symétriques dites "radiales". Plus préci-

sément, nous cherchons une fonction harmonique v de R telle que

u(z) = o(| = |)

Remarquons que la solution radiale permet de réduire I’équation de Laplace a une équation

différentielle ordinaire. Posons :

alors on a :

ou

Alinsi,

alors

Ainsi, on obtient

or

o
0z?

)

u(z) = v(r),

ou _@87" _ﬂ@
ox; Ordx; rOr

X

i \Jo2 4o+ ad+ .ak




9% ov 1
. N—107V N—2/nr 9V | L1
= |r 927 +r 3N 1)81‘1- N
1 0, vy ,0v

—(r .
rN=10r ( 37")
Dans ce mémoire , nous restreignons notre travail a N = 3, le laplacien s’écrit alors

1 0,6 ,0v

0.3 Formule d’intégration par parties

Proposition 0.3.1. Soit Q un overt réqulier de classe C*. Soient u,v deuz fonctions de
CY(Q) a support bornée dans le fermé Q. Alors elle vérifient la formule d’intégration par

partie :

/Q v(x)g;(x) dz = — /Q u(x)aaii (z)dx + /8 _ul)o(z)m(x)ds.

0.4 Systeme de réaction-diffusion

Un systeme de réaction-diffusion est un modele mathématique qui décrit 1’évolution
des concentrations d’une ou plusieurs substances spatialement distribuées et soumises a
deux processus : un processus de réactions chimiques locales, dans lequel les différentes
substances se transforment, et un processus de diffusion qui provoque une répartition de
ces substances dans 'espace.

Cette description implique naturellement que de tels systemes sont appliqués en chimie.
Cependant, ils peuvent aussi décrire des phénomenes dynamiques de nature différente : la
biologie, la physique, la géologie ou 'écologie sont des exemples de domaines ou de tels
systemes apparaissent.

Mathématiquement, les systemes de réaction-diffusion sont représentés par des équations

aux dérivées partielles paraboliques qui prennent la forme générale de
g =DAg+ R(q), 1<i<N

ou chaque composante du vecteur ¢(x,t) représente la concentration d’une substance

¢i, D est la matrice de diffusion que ’on suppose diagonale, A désigne le Laplacien et R(q)



représente toutes les réactions locales.
Les solutions d’'un systeme de réaction-diffusion peuvent répondre a des questions appa-
raissant dans divers domaines en biologie, on peut citer la dynamique des populations, le

mouvement des cellules, en oncologie et les fluides biologiques.

0.5 Principe du maximum

Il s’agit d'un résultat qui relie le signe des solutions a celle des données, et permet d’en
déduire des résultats d’unicité. Bien entendu, ce résultat ne peut étre valable que sur des
équations spécifiques, beaucoup d’équations ne le vérifiant pas. Nous allons commencer par

I'illustrer sur ce probleme :

2_1; =Au sur Qx[0,4o00],
u=0 sur 0Q x][0,+o0, ©)

u(z,0) = ug(x) sur €,

Théoreme 0.5.1. Soit ug € L>=(2) et soit u la solution du probléme (1.1), alors on a :
Min {O,igfuo} < u(z,t) < Max {O,SUpuo} V(x,t) € Qx[0,+o0]
Q

Démonstration : voire H.Bresis [1]

0.6 Principe de comparaison

Pour deux données initiales u?, uJ € L'(R? verifiant 0 < u9, u3 < 1 et associées a deux

fonctions de réactions Ry(uq) = p1(x,t)u; et Ro(ug) = pa(x,t)usz, on a :

= uy(2,t) < ug(x,t) VE > 0Ve € RY

0.7 Probléeme de frontiere libre

Un probleme a frontiere libre peut étre défini comme étant une équation (aux dérivées

partielles) dont les inconnues sont :



. La fonction, solution proprement dite de 1’équation. En général, cette fonction repré-
sente une grandeur 'classique" comme un déplacement, une pression, une concentration,
une temperature...

Cette fonction est définie sur un domaine connu.

. La partie du domaine dans laquelle la fonction inconnue vérifie une contrainte supple-
mentaire. Cette région est déterminée par sa frontiére.

(La partie de) La frontiere ( ou la partie de la frontiere) qui est inconnue est appelée fron-

tiere libre. Un exemple de probleme de frontiere libre est le probleme de croissance d’une

tumeur (¢) qui est considéré comme une masse sphérique croissante, de frontiére une
fonction inconnue r = R(t). La fonction considérée est ’évolution du rayon de la tumeur,
plus précisément 'augmentation du rayon de la masse tumorale causée par la prolifération
des cellules cancéreuses qui sont limtées par la quantité de nutriment et sa diminution
correspond a la mort de cellules concéreuses qui sont limitées par la quantité d’inhibiteurs
donc letendu de la tumeur est a priori inconnu et cela crée un ensemble inconnu R(t)

appellée frontiere libre.

0.8 Probléme de Stefan

Un probleme de Stefan est un cas particulier de probleme aux limites donnée par une
équation aux dérivées partielles associé au cas ot une limite de phase peut se déplacer avec
le temps. Le probléeme modele vise a décrire la distribution des nutriments et des inhibiteurs
dans un milieu subissant un changement de phase, par exemple la croissance de la tumeur :
ceci est réalisé en résolvant 1’équation de reaction-diffusion imposant la distribution initiale

d’éspéces nutritives et inhibitrices dans la tumeur pour r € [0, +00[ et une condition limite



particuliere qui est la condition de Stefan, sur ’évolution de la frontiere entre ses phases.
A noter que cette limite évolutive est une surface inconnue, par conséquent, les problemes
de Stefan sont des exemples de problemes de frontieres libre.
L’évolution de la tumeur est considérée comme un probleme de stefan comme 1’étendu de
la tumeur est a priori inconnu. Pour obtenir une solution du probleme de Stefan , il faudra
résoudre une équation de réaction-diffusion. Pour cela, considérons une masse sphérique
occupant un domaine (r < R(t))(r = |z |,z = x1, z2, x3) et limitée par la frontiere 0S2.
La croissance de la tumeur est décrite par R(t) qui est une fonction inconnue du temps.
La solution du probleme de Stefan consiste a trouver o, 3 et r tels que :
do 10 ( , 00
2

r 8_) —Xo— [0 si r<R(t), t>0.Equation denutriments
r

“ot ~ r2or or
o(R(t),t) =7, B(R(t),t) = 3 t>0. Les condition aux limites
3 [T
R2(0) /0 o(r)r?dr = GR,. t>0. La dynamique du rayon
o(r,0) = @o(r). Nutriments initiales
B(r,0) = 1o(r) Inhibiteursinitiales
R(0) = Ry. Rayon initiale



Chapitre 1
Etude qualitative du probleme

Le but de ce chapitre est de présenter un apercu de la modélisation mathématique d’un
systéme de réaction-diffusion qui décrit la croissance tumorale avec inhibiteur ainsi que
d’établir 'existence de solutions stationnaires et d’étudier leur comportement asympto-

tique.

1.1 Présentation du modele

Dans [11], Bayren et Chaplain ont introduit une bréve description du modele de la
croissance des tumeurs vasculaires non nécrotiques en présence d’inhibiteurs. En traitant la
tumeur comme une masse sphérique croissante, avec une symétrie radiale. Ce modele com-
prend deux équations de réaction-diffusion qui décrivent la distrbution d’éspéces nutritives
et inhibitrices dans la tumeur et une équation integro-différentielle qui décrit 1’évolution
du rayon externe de la tumeur.

La tumeur possede son propre systéme vasculaire donc nutritif indispensable & sa survie.
Si on note par ¢ la concentration des nutriments dans la tumeur, le taux de consommation
des nutriments est alors donnée par I'expression \yo .

L’équation résultante de réaction-diffusion est donnée par :

clg—j = 7“_12% (7"2(3—(:) +D(0p—06)— N6 —mf3 si r<R(t)t>0,
La tumeur possédant son propre systeme vasculaire, attire alors les nutriments fournis via

le réseau capillaire avec un taux I'y(ocp — ), ou op est la concentration en nutriments



dans le systeme vasculaire et I' désigne le taux de transfert de tissu sanguin par unité
de longueur, B est la concentration d’inhibiteurs dans la tumeur. Les nutriments diffusent
dans toute la tumeur avec un coefficient de diffusion ¢y, les inbbiteurs sont consommeés avec
un taux v B , ol 1 est le coefficient de consommation des inhibiteurs.

Les inhibiteurs peuvent arriver a partir des tissus voisins comme ils peuvent étre déve-
loppés par le systéme immunitaire des cellules saines. Les inhibiteurs se diffusent dans la
tumeur avec un coefficient de diffusion ¢,

L’équation de réaction-diffusion suivante est également obtenue :
05 D29 <T2 a0

oy T T3 g, E) + (B = B) =728 si r<R()t>0.

Les inhibiteurs peuvent étre fournis via le réseau capillaire avec un taux I's(8p — B) ol
B est la concentration d’inhibiteurs dans la tumeur, g est la concentration d’inhibiteurs
dans le systéme vasculaire et I'y désigne le taux de transfert de tissu sanguin par unité
de longueur. Les inhibiteurs sont consommés avec un taux 723 , ol ¥ est le coefficients de
consommation des nutriments.

Le présent travail inclut la présence des inhibiteurs et notre intérét est d’étudier 'effet des

inhibiteurs sur la croissance de la tumeur, pour cela nous imposons la condition suivante

285
Lo+ 72

3> — 10 >Ty(8s—0),
ce qui signifie que sul la surface de la tumeur, le transfert des inhibiteurs est plus petit que

leur taux de consommation. Ccontrairement au cas ou les inhibiteurs sont absents avec

I’hypothese que
I'yop

'+ Mo

Notons la concentration externe des nutriments par ¢ et la concentration externe des

Qi
Qn

>0 >

inhibiteurs par E donc
6=205et =0 sur r=R(t).

Dans la tumeur le taux de croissance dépend du nombre de cellules proliférantes conte-
nus a l'intérieur
En notant s(&, B) le taux de prolifération cellulaire en un point intérieur a la tumeur. Le

principe de conservationn de la masse coincide avec le principe de conservation de volume,



une approche raisonnable de ce principe donne ’équation suivante qui décrit 1’évolution

du rayan tumoral :

d 4 2 pm pR(L) .
C(GTRY) = / / / S(6, Byr2drdods, (1.1)
l 3 0 0 0

drR(t) 1 (RO .
Pour plus de simplicité, on désgne par S(o) = u(6 — &) le taux de prolifération sans

inhibiteur ot y et & sont des constantes positives. Cela signifie que le taux de natalité
cellulaire est exprimé po tandis que le taux de mortalité (opoptose) est exprimé par Lo
Nous donnons maintenant les conditions aux limites et initiales imposées pour le systeme.

La symétrie de la tumeur conduit aux conditions aux limites suivantes :

do B op B

De plus nous supposons que la concentration des nutriments et des inhibiteurs sont données

sur le bord de la tumeur de sorte que
o(R(t),t) = B et a(R(t),t) = .

La concentration initiale des nutriments et des inhibiteurs sont données par
o(r,0) = @o(r), B(r,0) = o(r)

ainsi le rayon de la tumeur R(t = 0)

Pour étudier ce systéme, il sera commode de le simplifiér, pour cela, on prend pu = 3et

on pose
; C2 Ly + 72
= = A=T7+ )
& D27 l)2 ) 1+ 05
Gr o L 285 G_5_ I'op
b b NPT '+ Mo
~ = I‘1&B > > I_‘26B
o=0— , = —
I'1+ Ao F=mls Ly 4+

10



Et on introduit la concentration des nutriments normalisé ainsi que la concentration

des inhibiteurs o et 3 par :

. Top ~ Iafp
— — t — _
o=0 VESW et B =mm(0 Ty + 7
Alors le systéme est réduit a

do 10 [ ,00 .

- ) = — 1.2
cor =25, <7“ ar) Ao—f si r<R(t),t>0 (1.2)

o 10 ap .
17 - 7 27~ o
Cof =29, (r 87") v8 si r<R(t), t>0 (1.3)

ainsi

dR(t 1 RO
dzE ) = RQ(t)/O 3(6 — &)ridr,

dR(t E®) r r
R( ) 3t) / 7”2( 10B )_ 7"2(5'+ 10B )d’/’,
0

a R (S Ty 0+ Ao
dR(t R() -
};E ) = Rj(t) / (o(r,t) —a)r?dr si t>0. (1.4)
0

avec les conditions aux limites

do B op B
E(O,t) =0, E(O’t) =0. (1.5)

De plus nous supposons que la concentration des nutriments et des inhibiteurs sont données

sur la frontiere de la tumeur par

o(R(t),t) =B et o(R(t),t) = . (1.6)

Avec les conditions initiales suivantes :

a(r,0) = o(r), B(r,0) = o(r)si 0 <r < Ro%(O) = %(0) =0et R(0) = Ry, (1.7)

11



ou (g et ¥y sont des fonctions continues différentiables.

L’objectif principal de ce mémoire est d’établir I'existence de solution stationnaire mo-
délisant les tumeurs dormantes et d’étudier leur stabilité asymptotique par rapport a la
solution non stationnaire et ceci en présence des inhibiteurs. Les résulats importants de ce

modele dépenderont des quatres constantes

1l , P B
A0—307A1—(7_/\)07¢—\/:,<70— N

1.2 Interprétation

Le systeme d’équations de réaction-diffusion (1.2)-(1.3) décrit 'évolution de la tumeur
sous l'effet des inhibiteurs sous la forme d’un probléme de frontiére libre, en considérant
la tumeur comme une masse sphérique croissante avec une symetrie radiale. Le domaine
Q(t) représente la région de R? occupée par la tumeur du bord R(t). Le modele comprend
deux équations de réaction-diffusion qui décrivent la distribution des especes nutritives et
inhibitrices présentes dans la tumeur. La premiere équation consiste a décrire la diffusion
des nutriments dans la tumeur qui sont indispensables a la survie de la tumeur quant
a la deuxieme équation, elle décrit la diffusion des inhibiteurs dans la tumeur. Enfin,
I'équation (1.4) décrit ’évolution du rayon dont la croissance ou la diminution correspond
a la prolifération ou de la mort cellulaire en fonction du niveau de la concentration des
nutriments notée par o(r,t) et celle des inhibiteurs notée par G(r,t). Le taux de croissance
de la tumeur dépend du nombre de cellules proliferantes contenu a 'interieur de la tumeur.
Ainsi la présence des inhibiteurs permet de réduire le niveau des nutriments a l'interieur
de la tumeur ce qui induit la diminution du taux de prolifération cellulaire qui justifie la

dimimition de la tumeur.

12



1.3 Existence d’une solution globale

Afin de montrer 'existence globale d’une solution du probleme posé, nous commencons

par donner un résultat d’existence locale.

1.3.1 Existence locale
Le but de cette section est d’établir ’existence locale. Pour cela on suppose d’abord
que les fonction initiales g et 1y satisafait les conditions suivantes :

o et Posont nulles et (1.8)

continuement dif ferentiable pour 0 <r < Ry,

o 5 Opy, o O, B
wo = 1y =0, 5 (0) = o (0) = 0 pourr = Ry. (1.9)

Pour cela nous devrions transformer le probléme (1.2)-(1.7) en un systéme equivalent

d’équations d’integrales non linéaire. Nous avons donc besoin du lemme suivant :

Lemme 1.3.1. : Soit (o(r,t), B(r,t), R(t)) solution du probléme (1.2)-(1.7)et posons

a(r,t) =r(c(r,t) —7),

Blr,t) =r(B(r,t) = 5),

Alors (@ (r,t), B(r,t), R(t)) est une solution du systéme

clg—j:%—ﬁ—)ﬁ—()\?—i—g)r si. 0<r<R(({), t>0 (1.10)
7(0,t) =0 ,5(R(t),t) =7 si t>0 (1.11)

op o - =
cQa—f:an—’yﬁ—fyﬂr si 0<r<R(), t>0 (1.12)
B(0,t)=0 ,B(R(t),t)=Bsi t>0 (1.13)
a(r,0) = To(r), B(r,0) = By(r) 0 <7< R(0) (1.14)

13



R(0) = Ry. (1.15)

Clairement si (a(r,t), 5(r,t), R(t)) est une solution du systéme(1.10) — (1.15)
alors (o(r,t), B(r,t), R(t)) est une solution du probléme (1.2) — (1.7)

Démonstration
Notons que si(a(r, ), 3(r,t), R(t)) est une solution du probléme (1.2)-(1.7) alors (5 (r, t), B(r, t), R(t))

est une solution du probléme ci-dessus , il suffit donc de verifiér les conditions

do B op B
5(0.0) =0 et Z2(0,) =0, (1.16)

pour tout ¢ > 0 on peut déduire

0o 5J6}

—(0,t) =0,—=—1(0,¢) = 0.
or (0,) =0, or (0,) =0
et par les conditions 7(0,t) = 0 et 5(0,t) = 0 on déduit que

0% 0°p
Z20,8)=0et ——(0,t)=0 t >
52 (0,1) =0 et 52(0,1) =0 t>0,

Pour prouver (1.16) on peut utilisé la régle de I’hopital

9 Lo, 9,2 =15, -5

or r2 "Or  r?

1.3.2 Existence globale

Dans cette section nous fournissons un theoreme sur l'existence global ainsi que sa

preuve

Théoréme 1.3.1. Le systéme (1.2)-(1.7) a une solution(o, 3, R) pour tout t>0 et
0 < B(r,t) < B pour 0 <r < R(t), t >0,

min(a,00) < o(r,t) < max(a,0) pour 0 <r < R(t) t>0,
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Ry exp{tmin(a,0¢) — o]}

IN

R(t) < Ryexp {tjmax(7,0) — o]},
_. R

[min(a,0q) — 0] < ——= < [max(7,0) — 7.

Démonstration

Ces affirmations suivent le principe du maximum. En effet la prmiere inégalité est imme-

diate on a le systéme (1.2)-(1.7) a une solution (¢, 3, R) pour tout t > 0 ie
(0,3, R) est solution du systeme

{C%—:%%wz—:)—w—ﬁ % r<B(i) i

pour 0 <7 < R(t) on a 0 < B3(r,t) < 3 tel que 8 = B(R(t),t)
e : on a le sytéme d’equation

Par comparaison on a :01(r,t) < o(r,t) < oo(r, t)

Pour 0 <r < R(t), t > 0 alors
o1(R(t),t) = 02(R(t),t) =T si t >0,

De plus pour ¢ = 0 on obtient :

o1(r,0) = min(a, 09) , 02(r,0) = max(7,0).

D’ou on le résultat

min(a,00) < o(r,t) < maz(a,0).

15



® On a

drR(t) 3[R0 o
7 - RQ(t) /0 (O-(Ta t)) - U)T dr
3 R(t) 2d 3 R(t) - 2d
= 0] /0 o(r,t)redr — —RQ(t) /o oredr

D’aprés ce qui précede on a :
min(a, o) < o(r,t) < maz(a,0),

alors

min(a,00) — o < o(r,t) — o < max(a,0) — 0.

Pour tout 0 < r < R(t) ,t > 0 on obtient :

R(t)(min(7, 09) — &) < R(t) < R(t)(max(7,0) — &)

D’ou
Ry exp timin(7, 00) — ] < R(t) < Ry exp t{max(7,0) — .
eOna:
R(t) = R(t)(o(r,t) — 7)
alors _
% =o(rt)— 5

et comme on a :

R(t)(min(7, 0¢) — &) < R(t) < R(t)(max(7,0) — 7),
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alors

-

[min(a,0¢) — 7] < R(t) < [max(7,0) — 7|

(t)

D’ou le résultat

corollaire 1.3.1. (i) si max(7,0) < ¢ alors tlim R(t) = 0;

(7i) si min(a, o¢) > o alors tlim R(t) = oc.

Par conséquant, nous étudions le comportement asymptotique de R(t).

Nous considérons uniquement le cas ou
min(a), 09 < o < max(a,0).

On supposera que (1.17) est satisfait .

1.4 Existence de la solution stationnaire

1.4.1 Position du probleme

(1.17)

Dans cette section on s’intéresse au probleme stationnaire associé au probleme a fron-

tiere libre (1.2)-(1.7) et d’établir I'existence de solutions stationnaires. Les solutions sta-

tionnaires représentent au fait les tumeurs dormantes.

La solution stationnaire lorsqu’elle existe, elle est détérminée par le systeme suivant :

ig <T2808> —Xos—0Bs=0 si 0<r<R,,

r2 Or or
1 0 ([ 4,00 o
27 (7" 8r> —v0s=0st 0 <r < Ry,
%‘15(0) ~0, o,(R,) =7,
013s

et I’équation

R? J,

S
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on a pour Ry > 0 la solution (o, 3s) du systeme (1.18)-(1.22) est donnée par

—(1— gR,  sinh(vr) R,  sinh(\/77)
o, = (1 Al)sinh(\/XRs) . + Alsinh(ﬁRs) , (1.23)
BR,  sinh(,/7) o

bs = sinh(y/7R;) r

1.4.2 Existence d’une solution stationnaire

Pour étudier I'existence et le nombre de solutions stationnaires, nous nous appuyons

sur le théoreme suivant :

Théoreme 1.4.1. Soit ¢, Ao, Ay définie dans ’équation suivante :

1~ )
Ng==—, N\ = ————, ¢ =4/~
735 ! (’)/—)\)5’ \/:

(i)si —=1/(¢p+1) < (p—1)Ay < ¢, puis pour 0 < Ao < 3 il existe une unique solution

1
'3
(it) si(¢ — 1)Ay > ¢ puis pour 0 < Ag < % il existe une unique solution stationnaire

stationnaire (og, 3s, Ry) tandis que pourly ¢ (0 ) il n’y pas de solution stationnaire.
(05, Bs, Rs) ; tandis que pour A§ < Ay < 0 (A§ = min,~o f(n) < 0) il existe deux solutions
stationnaires (o7, 8s™, R;) et (of,BsT, RY) avec R; < R} ; pour Ng = A} les deux solu-
tions coincident, et pourly ¢ [A, %) il n’y pas de solutions stationnaires.

(iii)si (9p—1)Ay < —1/(¢+1) et pour 0 < Ag < 3 il existe une unique solution stationnaire
(05,85, Rs) ; pour 5 < Ng < AJ* (A" = maz,sof(n) > 3) il existe deux solutions station-
naires (o7 ,3s™,R;) et (of,BsT,RT) avec R; < RY ;pour Ay = A}* les deux solutions

coincident, et pour Ao ¢ (0, A§*]il n’y pas de solutions stationnaires.

Pour démontrer I'existence de solution stationnaire on doit d’abord chercher le rayon
R, qui es solution de I’équation (1.22) ce qui nous permet de déterminer les deux solutions

os, #s pour cela :
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Détermination du rayon stationnaire R,

En remplagant o et 35 dans ’équation (1.22)on obtient :

1)Sinh(\/XR5) r T+ sinh(y/7R;) r

3 R 2 GR,  sinh(v/Ar) . R 2 R,  sinh(,/Ar)
- RY(t) (/0 ((1 Al)smh(ﬁRs) r )d +/0 (Alsinh(ﬁRs) r )

- ( Y \/_ NE,) / RS TQMerrAlsmh(\/_Rs) /0 ST?%”)
(01

Rs R
)/ rsinh(VAr)dr + Ay ————— rsinh(y/yr)dr >

Ry — : _ b
5R. 3 (/ (1-A GR,  sinh(v/\r) oR,  sin (ﬁr)) 2y
0

smh\/_R Slh\/_R 0

Une intégration par partie implique que :
_ _ . R
TRy = g (1-M) 575 {R cosh(VARs) _ [smh(f T)} ] A - BB | p cosh(yTRs) [smh(\ﬁr)} ]

Vsinh(VARs) |77 VA D) sinh(\ARs) |77 A 2! 0

_ 3 o TR cosh(vVARs) . 51nh(fRs R cosh(y/7Rs) _ sinh(y/77)
= Rg(t)(l 1)sinh(ﬁRs) [R } +4A [R el }

VAN sinh(y/7Rs) 5
alors
1 R, R, cosh(vV/\Ry) R, R, sinh(vVAR,)
—O'RS = (1 — Al) —
3 R2(t) sinh(v/AR,) VA R2(t) sinh(v/AR,) A
oA TR R, cosh(\Rs) TR sinh(\/y7)
" R2(t) sinh (/A R,) NG R2(t)sinh(\ARs) 7
(1= A R, cosh(vV/ARy) sinh(vVAR,) LA R, cosh(\/7R;) sinh(vVAR,)
= — o — —
Y VAR, sinh(VAR,) AR, sinh(VAR,) VIRssinh(yAR,) AR, sinh(vVAR,)
R, cosh(/7R;s
_ 1-A)g /\Rscos'h(\/XRs) 1 T Ao cos'. VIR 1
WRS smh(\/XRs) )\Rs ﬁRs Slnh(ﬁRs) IYRS
R, cosh(/7 R
— —A1)5\/XRS cosh(vVAR,) 1 t A co§ (V7Bs) 1
)\RS Sinh(\/XRs /\Rs ’YRS Slnh(ﬁRs ’yRs
On aura

_ VAR, coth(VIAR,) — _VARscoth(\AR,) =1  1_
(1—-A)o R, + Ao R, = gaRs, (1.25)
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Par souci de simplification on introduit la nouvelle variable
1s = VAR, (1.26)

qui nous permet de déterminer R, pour cela on a le probleme auxilliaire suivant :

1.4.3 Probléme auxilaire

_nscoth(ng) — 1 VI Rscoth(\/7Rs) —1 1.
A = —0R;, 1.2
o . + Ao R, 30R (1.27)

En divisant par R, on obtient

(1—-Ay)

ns coth(ns) — 1 VYRscoth(\/7R,) =1 17
1—A A = ——. 1.28
(1=4) AR? T +R? 37 (1.28)
et on rappelle que
_ X
(b - \/:7
alors I’équation (1.25) s’écrit :
ns coth(n) — 1 ¢ncoth(en) —1  1_
1—A A = —0oR;.
(1= A) Uk TR Gy 37
on introduit alors les fonctions p et f définie par :
ncothn — 1
p(n) = T (1.29)
f(n) = (1= A1)p(n) + Aup(én) (1.30)
On obtient alors :
f(ns) = Ao. (1.31)

alla

Donc 7y est la solution de 1'équation non linéaire (1.31) avec Ag = %
Donc le résultat d’existence de la solution stationnaire revient a montrer 1’existence de n;

qui vérifiée (1.31)
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Existence de n;

Pour montrer I'existence de solution qu’elle admet ’equation (1.31) on a besoin de ces

2 lemme suivant

Lemme 1.4.1. (i)p'(n) < 0 pour toutn > 0;

. L :
(id)lim p(n) = =, lim p(n) = 0, Limy—ocnp(n) = 1;
(4i)0 < p(n) < 5,0 < np(n) < 1pour tout n >0

Lemme 1.4.2. La fonction k(n) = 77113’:;((7;7)) est strictement décroissante pour tout n > 0
Démonstration

Comme on a Lo
(cothn —n(g57)")n” — 2(ncothn — 1)y

774

p(n) =

et

oo (F2gme) + 20(505) cothn)n? — 2(n cothn — 1)n'
4((cothn — n(gz)n” — 2(n cothn — L)n)n?
nS

Y

alors apres les simlifications on obtient :

2(sinh®n — n3coshn)

k(n) = 2.

[n? + n coshn sinhn — 2sinh?n|sinhn B

et
29(n)

K'(n) = —
) [n? 4+ ncoshn sinhn — 2sinh?n)%sinh?n

Ou
g(n) = sinh®ncoshn + n sinh* n + 603 sinh®n cosh®n + 21 sinh?®n + n* sinhncoshn

—8n?sinh®n coshn — 2n*sinhn cosh®n — n°.
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Il reste donc a montrer que g(n) > 0 pour tout > 0 pour cela on doit multiplier g(n) par

e~ on aura

g(m)e % = e 9 (sinh® ncoshn) + e %(n sinh* n) + e~%1(6n> sinh®n cosh®n) + e~%"(2n* sinh?n)
+ e %(n* sinhncoshn) — e~ (8nsinh®n coshn) — e~ %"(2n*sinh n cosh®n — n°),

on appliquons les propriétés des fonctions hyperbolliques on obtient :

I (e e e (e

ef—e T, et +e "
613 2 2\ _—6n
+ ( (=) 5 )e
et —e " ef—e T ef+e”
93 2\ —6n 4 —6n
(2 ESE ) e (SR
et — e et 4+ e % B e —e T T4 e T B B
- (srESEEED ) e (2 EEEE et e
1 5 1 5 1
—6n — _ & —4n .~ 27 & 87 _— —107
gln)e (64 TS T T "1t )
1 9 1 1 3
T2 _ 24 = e~ l0n ¥ —6n
+ (16776 1 n+ 167° + ge )
3 3 1 1
T (57]362” o 377367677 + g77361077) + (57736477 o 577367871 o n3€6n>
+ (in4e4n o in68n) + (_717726277 . %7726107] + 7726747] o 7,’2e8n>
1 1 1 1
+ (§n4e2n 4 Z_17746747] 4 §n4671017 . Z776877) o 77567677
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C’est a dire que :

1 /1 1 1, 3, 1 51 1
—6n - - - 3 — 4 —2n &= —4n
glme 64 (16 T KU ) ¢ (64 AL )

3 T, N\ e 5 1 1\ e
+ (877 4" ’7)6 2 vl VAL Ul

11 1, 3, 1, e 1
+(16+16”+"+8"+8") 61¢

ensuite pour un 7 > 2, on a

1 1 1 3 1
—6n o 3 — 4 —277_5—6nEh ]
g(me ™" = (16 T 277 Ry ) e ne (n)
Mais comme on voit () on a pour la fonction n°e~%" est strictement décroissante sin > 5/6
et pour la fonction (% — 1—1677 + %772 — gn?’ + %n‘l) e~2" est aussi strictement décroissante
pour 1 > 2. On a également h(2.25) = 1.57163 x 10~* > 0

C’est a dire que g(n) >0 sin > 2.25

Pour le cas n < 2.25 on a

7 2% . 7 2k 16
n sinhn Ui Ui
< < ———— + —cosh(2.25),
;(%4—1)! n ;(%H)! 17t 2)
7 77% 7 2 16
on a aussi :
1 1 6 2
_9(75]) = —55inh5 ncoshn+ — sinh® n+ — sinh®n cosh’n + = sinh®n)

n n U] n n

1 8 2
+ —sinhncoshn— — sinh®n coshn — =sinhn cosh®>n — 1.
n n n

En appliquant les bornes inferieurs des fonctions sinh et cosh aux cinq termes positives de

23



% et les bornes superieurs aux deux premiers termes négative de % on obtient :

114+ Z=p2 4 =2 - - T
TR T e T Taers” T iest2aios” T 638512875

- [ 34, 82, 292 . 4058 o 1156 ,, 2132 ,, 2944

34, 82, 292 , 4058 , 17692 ,, 62492 ,, 198944 14}

114224 220 208 SRR
TR T 1ge” T taiss” 60635’ T 11609325

nt+1 (n)nw}

Ou I(n) est un polynome de degrés 48 avec des coefficients positives de sorte que
I(n) < 1(2.25) = 1.83644 x 1075 si 0 < 5 < 2.25.
Il vient que :

g(n) 17692 62492 , 2 198944 47 [ 1156 2132 2 2944 4 —5,.6
LS [467775 + Te37212571" T 385128751 } [31185 + Goesr571 T Tieooszs’l T+ 183644 X 1077n }

Nous obtenons alors pour un tel n, en calculant les coefficients de chaque puissance de n

dans 'expression ci-dessus on aura :

g(n) - 32 N 64 2 2848
B 42525 212625 49116375

= 107°[75.2499 + 30.0999n” + (5.79847 — 1.83644n* "),

—1.83644 x 107575

L’expression (5.79847 — 1.83644n?) est > —3.4985 s1 0 < n < 2.25
D’ou

9(n)

F105 > 75.2499 + (30.0999 — 3.49851%)n* > 0,

on déduit alors que I’expression entre parenthése est positive

D’ou g(n) > 0 ce qui montre que k'(n) < 0 alors k(n) est strictement décroissante.

corollaire 1.4.1. Si ¢ > 1(0 < ¢ < 1) alors

d P'(¢n)
dn P'(n)

< 0(> 0) pour tout n > 0. (1.32)

Démonsration

On a si ¢ > 1 alors
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d P'(¢n) _ P'(n).¢P"(¢n) — P'(én).P"(n)
dn P'(n) (P'(n))?
_ 771 <P’(n)-¢P”(¢n) - P’(cbn)-P”(n))
" (P'(n))?
n(P'(n).¢oP"(¢n)  nP'(¢n)-P"(n)
n(P'(n))? n(P'(n))?
(¢77P”(¢77) nP"(n )) '(¢m)
)

P'(¢n)  P'(n) ) nP'(n

Comme on ¢ > 1 alors d’aprés le lemme (1.4.1) on a le dernier terme (Zg(/qézg) > 0 est

positive et par le lemme (1.4.2) on a le terme restant (¢7331/3ng)77) - "5,25;? < 0) est négative
d’ou on obtient que Cf]i,(gﬁg) < 0 et inversement.
Pour un 0 < ¢ < 1 on obtient d%];’(z; ’;) > 0 D’ou le résultat.

Pour déterminer le nombres de solutions qu’elle admet ’équation (1.31), nous devons étu-

dier le comportement de la fonction f(n) définie dans (1.29), notons

£(0) = &, Tim f(n) = (1.33)

3’ n—00

Pour cela on introduit le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.2. (7)si —m < (¢p—1)Ay < ¢ alors

f'(n) < 0pour tout n > 0, (1.34)

(ii)si (p — 1)Ay > ¢ alors il existe une unique 1y telle que
f'(n) < 0pour0 <n <mno, f'(n)>0 pourn>mn, (1.35)

et par (1.93) Ay = f(no) = min,~o f(n) <O0.

(iii)si (¢ — 1) Ay < —55 alors il existe un unique ny > 0, telle que

+1

f'(n) > 0pour0 < n<ny, f(n) <0pourn>ny, (1.36)
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et par (1.39) A5 = f(no) = maxyso f(1) > 1.

Démonstration

On a
f(n) = (L= A1)p(n) + Aip(én).

Alors
() = (1= A)p'(n) + Aigp'(¢m).

C’est a dire :

P'(¢n

) = Pln) | (1= A2) + 0A (137)
et aussi, on a (6n) (on)
. Plon) .. Plen) 1
P O TP (1.38)

on considére d’abord le premier cas 0 < (¢ — 1)A; < ¢. alors A; >0

ce qui implique ¢ > 1(respectivement Ay < 0 et ¢ < 1),

et d’aprés le corrollaire (1.4.1) on a d%% < 0(> 0), alors P'(¢n)\P'(n) est strictement
décroissante (respectivement croissante).

Par conséquent, d’aprés (1.38)il vient que :

]—;;'(z;;) > 17113)10 ]:1)3,’(22?7?;) = % (respectivement < %)
Ensuite par (1.37) on aura :
- n s on 6] oy 2]
Comme P’(n) < 0, on obtient :
A A
ron <P -1+ 23] = P |a-a0+ 2]
_ Py (1-— A1¢Zgb + A
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Le cas restant de (i), —=1/(¢+ 1) < (¢ — 1)A; < 0 peut étre prouve de fagon similaire
Pour (ii), supposant maintenant que (¢ — 1)A; > ¢ implique que

% < A;/;l < ¢si A >0(= ¢ >1). (1.39)
¢<A;X1<%si/\1<0(<:>gb<l). (1.40)
1

et comme on a p'(n) < 0 (par le lemme (1.4.1)i) et (1.37)-(1.43) si A; > 0 alors

sin est proche de 0 on a

f'(n) ~ P'(n) [(1 — A1)+ ¢2A1] <0,

et si npest proche de oo alors

A
¢

> 0.

F(n) ~ P'(n) [(1 A+

De méme si A; < 0 alors (En utilisant (1.44))
f'(n) < 0sinprochede0,

et
f'(n) > 0 sinproche de oo.

. Par conséquent, il existe un ng > 0 telle que

P (@70

f'(o) = P'(no) | (1= A1) + oAy P'(0)

Finallement par le lemme (1.4.1) et P’(¢n)\P’(n) est strictement décroissante (respective-
ment croissante) lorsque ¢ > 1 (respectivement 0 < ¢ < 1) on déduit que f’'(n) a un zéro
unique et (ii) suit facilement

(iii) est établit par le méme argument que (ii)

D’ou on a 'existence de 7, c’est a dire 'existence R pour lequelle on obtient la solution
stationnaire (R, 05, 05)

Nous nous intéressant au comportement asymptotique de la solution (1.2)-(1.7) afin d’avoir
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une idée a quoi s’atteindre , nous considérons brievement la cas limite ot ¢ = ¢ =0

pour chaque t > 0

BR(t)  sinh(y/7r) . (1.41)

Ot = SR ARG v

)=

|
I
|
|
|

R
Rs
Fig. 1.0< (¢ — D4, < .
f 1
1
3 3
Al
|
]
! R Ry
1 R - T R
R, .'\.._____\1('/
AL ____2
fa) (b}

Fig 2 (¢ — 1)A; > ¢.

TR(t) sinh(v/r) LA, TR(t) sinh(\/7)

sinh(VAR()) 7 sinh(VAR() (1.42)

o(r,t)=(1—-1Ay)

En remplacant la derniére equation dans (1.4) et posons 7(t) = v AR(t), on obtient

dR(t) _ 3 R(t) GR(t)  sinh(vAr) GR(t)  sinh(y77)
. R2(t) < 0 <1_A1)smh(ﬁR(t)) T +Alsinh(ﬂR(t)) T

3 (R 9 GR(t)  sinh(vAr) 3 (R 2 GR(t) _ sinh(y7r)
= R Jor <(1_A1)sinh(ﬁR(t))s T >dr+R2(t) Joor (Alsinh(ﬁR(t)) T >dr_

R(t) o~
—Rf’(t) Jo rPadr,

— 5) rdr
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et en utilisant les méme étapes que dans le cas stationnaire on obtient :

dR(t) _VAR(t) coth(VAR(t)) — 1 _VAR(t) coth(\/FR(t)) — 1.
. ~ oM 0 e VR0 ~ 3R,
et comme on a :
n(t) = VAR(t),
et les fonctions :
pln) = Tt 7o) = (1= Aa)p(a) + Aup(o),
On aura :
dR(t) _nscoth(n(t)) — 1 _VAR(t)coth(y/7R(t)) =1  1_
— = (1—Ay)T E(D) + AT SR — gaR(t).
En divisant par g R(t) on obtient :
1 dR(t) n(t) coth(n(t)) — 1 VIR(t) coth(\/7R(t) —1 10
R @t - TN Ry M YRt ~35 (149
C’est a dire que : @
1 dR(t
ER(t)T = f(ns) — Ao,
En multipliant par % on obtient :
VA dR(t)
SR dt VA[f(ns) — Aol -

ainsi

A _ /e R () — M.

dt
et comme p dR( )
n t
t) = VAR() al — =V I—=
n(t) \/_R()aors g \/_dt ,
ce qui implique :
D G0 (f(n.) - )
dt - 077 ng 0
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En appliquant les théorémes (1.4.1) et (1.4.2) nous obtenons les conclusions suivantes :
(R1)S10 < (¢—1)A; < ¢ (ce qui impliques > 0) alors pour 0 < Ag < 3 on a tlirgo R(t) = Ry
pour toute rayon initiale Ry, c’est a dire que (o, (s, Rs) est globalement asymtotiquement
stable; pour Ag > 3 nous avons la tlgglo R(t) =0, et pour un Ag < 0 on a tlgglo R(t) = o0
(R2)Si (¢ —1)A; > ¢ (ce qui implique @ > 0), alors pour 0 < Ay < % la solution (o, Bs, Rs)
est encore asymptotiquement stable; pour Aj < A¢ < 0 la solution(o,, 3, , R, ) est local-
lement asymptotiquement stable avec la région d’attraction de R, etant (0, R}), et pour
tout Ry > R on a tlirglo R(t) = 0o.Pour Ag > 3 on a tlirglo R(t) = 0, et pour Ay < Aj on a
tlgglo R(t) = 0.

(R3) Si —1/(¢+1) < (¢—1)A; < 0 (ce qui implique 7 < 0),et pour 0 < Ag < 1 nous avons
lim; .o R(t) = 0si Ry < Ry, tlirglo R(t) = 0o si Ry > R, donc (o, (s, Rs) est instable ; pour

Ag >3 ona tlim R(t) = oo et pour Ay < 0 nous avons tlim R(t) = 0.

=

=

[E1) ih

Fig. 4. (¢ — 1)y < —

1
#+1"

(Ry4) Si (¢ —1)Ay < =1/(¢+ 1) (ce qui implique & < 0) et pour, 0 < Ag < 3 on

a les méme conclusions que Rs; pours < Ag < Ay* la solution (o, 87, R;) est localement
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asymtotiquement stable avec le domaine d’attraction de R, étant(0, R} ), et pour Ry > R

nous avons lim R(t) = oco. Pour Ay > A}* nous vons tlim R(t) = oo et pour Ag < 0 on a

t—o0 —00
lim R(t) =0
t—o0
Dans ce qui ce suit est consacré a ’extension des resultats ci-dessus au cas non degénére

ouc>0,¢>0

1.5 Théoréeme de non-extenxion

Dans cette section, nous étendrons le résultat obtenus dans le cas (Ry)(Rz)et(R4(b)) ou
1OUS avVons tlim R(t) > 0 alanon disparition ¢ et ¢’ c’est a dire prouvant que limin f;_, . R(t) >
—00

0. Nous déclarons maintenant le resultat de non-extenxion.

Théoréme 1.5.1. Si oy < & < G et pour tout € > 0, 3 une constante positive 6y = do(e)

et Ty = To(e, Ro) telle que , si 0 < ¢ < e, alors
R(t) > o pour tout t > 1T, (1.44)
Remarque 1.5.1. : Il est important de noter que oy est indépendant de Ry

Démonstration
Soit g, < 0 telle que Mo, +6<0etdo=0—0,>0

et introduisons la fonction

R(t) sinh(Mr)

v(r,t) =0+ o, EEzsinh(MR(t)) . + 0. (1.45)
Notons que ‘
_ _R()
v = —Um[MR(t)coth(MR(t)) —1]
et comme Ao, + 3 < 0, alors
coy—Av+ I+ 3<D {—c%[MR(t)coth(MR(t)) — 1]+ A= M2} : (1.46)

31



Rappellons que d’aprés théoreme (1.4.1) on a

-

(t

[min(a,0¢) — 0] < R < [maz(7,0) — 7).
C’est a dire R( )
t) - o -
_W <o —min(d,00) =7 — 0y.

Alors en utilisant I'estimation
L
fcoth§—1<§£ VE&E>DO,
on obtient pour ¢ < ¢
_ 1
cvt—Av—l—)\v—l—ﬂgﬁ{ge(a—ao)MQRQ(t)+)\—M2}. (1.47)

Maintenant on va montrer en utilisant la fonction v que si R; est assez petit, alors pour
tout T} > 0, 'énegalité R(t) < R; ne peut pas tenir pour tout ¢t > T}

On a R; est independant du rayan initiale Ry

Soit §; et M des constantes positives telle que d; < Ry

et

1

~ A
5(0 —og)6i <1, M?*>

1-— %6(5 — 0'0)(5% ‘

En effet, on posant M? = X\ + 1 on en déduit de (1.51) que
— 1
coy—Av+ v+ < 6{56(5—00)(A+1)R2<t)+)\—()\‘Fl)}
1
< U{ge(a—ao)()\Jrl)RQ(t)—l}.

En choisit d; est assez petit telle que
, %8(6: — O'Q)RQ(t) <lsi R<d
on conclue que

cop—Av+ v+ F<0si 0<r<R(), t>T.
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et comme on a v = ¢ sur r = R(t) ,alors la fonction
v(r,t) — Ae™MU=T) (A = 5, + |o,]) est une solution pour tout t > Tj.

et d’apres le principe du maximum on conclue que

o(r,t) > v(r,t) — Ae= M),

En remplacant cette expression dans (1.4) on obtient que R(t) > 0 c’est a dire que R(t)

est strictement croissante si ¢ — T} est suffisament grand et cela une contraduction

Nous concluons alors que pour tout Ty > 0 3T5(> T1) telle que R(Ty) > Ry

Notons que .
Ecothé =1+ 552 + O(€?) lorsque & — 0.

Pour une petite constante positive d,

1
¢ cothé > 1+§(1 — k)¢ 510 < €< 6y,

o—o0

k= ————
209+ | 0 |

O0< k<1

Nous allons maintenant prouver (2.48) en posant

: o G—0
dp = min {M2,(51k( 0)/’\} ,

telle que 9y < 01 < Rj.

(1.48)

(1.49)

(1.50)

En effet, supposons que (1.48) n’est pas vrai c’est a dire que pour tout 7o, > 0 Ity > Ts

telle que R(to) < d.

D’aprés ce qui précede, nous pouvons prendre T telle que R(T3) > Ry alors il va existe un

t1 € (s, o) telle que R(ty) = 61 et R(t) < 0y pour tout ¢ <t < ty.
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Il s’ensuit alors que
a(r,t) > v(r,t) — Ae= NI poyr 0 < r < R(t). (1.51)

et soit ty € (t1,t0) telle que R(ty) = 0o et R(t) < d pour tout t € (ta,tp).
R(t)

et comme on a Ti) = —(0 — 0p) alors elle admet comme solution

R(t) > R(ty)e (o0t g ¢ > ¢,

Par conséquant

01
ty >t + log(50)1/<” o) > ¢, + log k=Y, (1.52)

En remplagant (1.55) dans (1.4) on obtient

. R(1)
Rt = ﬁ( /0 (a(r,t)—&)) r2dr

3 R(t) R(t) sinh(Mr ) ottt <) 2
RGOk (/o T sinh(MR(t)  r — Aem (VAT a) r2dr

3 T R(t)
> (R(D)) sinh(MR(D) (/0 (rsinh(Mr)) — (6 — 0, )R(t) — AR(t)e !~ t1)> dr
- M§;< ) [MR(t) coth(MR(t)) — 1] — —(6 — 0.)R(t) — AR(t)e —A(t—t1)

Comme R(t) < g pour to <t < ty, nous avons M R(t) < Mdy < d5 par (1.54).
En utilisant également (1.52 1.54 1.56) on conclue que

R(t) > (1 —k)(6 — 0,)R(t) — kAR(t) sity < t <tq.

et cela nous raméne a une contraduction avec R(ty) < 0.

D’ou on conclue que ce qu’ont a supposer est faux c’est a dire que pour tout ¢t > T
3 9y, telleque R(t) > 6.
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1.6 Stabilité asymptotique

Dans cette section nous étenderons les résultats de stabilité au cas ou les coefficients

de diffusion sont non nulles.

Lemme 1.6.1. soit (o(r,t), 5(r,t), R(t)) solution de (2.2)(2.7) pour 0 < t,T(0 < Ty < 00)

et posons

BR(t)  sinh(y/7r) .

“nl) = SRARD)  * (1.53)
o oR(t) sinh(v/\r) TR(t) sinh(y/7)
vt == Ry Mamaee) o Y
Supposant que |R(t)| < L pour 0 <t<Ty et
lpo(r) —v(r,0)| < M, |po(r) —w(r,0)| <M pour 0 <r < Rj. (1.55)

Il existe alors des constantes positives C' (dépendant uniquement de \,~, @, 3) et a (dépen-

dant uniquement de \,7y) telle que
18(r,t) —w(r,t)] < C(Ld + Me ), (1.56)

lo(r,t) —v(r,t)] < C(L" + Me™ ") (¢ = c+¢), (1.57)

Pour 0 <r < R(t), 0<t<T,.

Démonstration

Théoréme 1.6.1. soit (o(r,t),5(r,t), R(t)) solution de (1.2) — (1.7) et soit Ry, Ry, RT
comme dans le theoréme (1.4.1). Soit k et 0 des constantes positives telle que 'une des
conditions suivantes soit verifiées.

(i) K > 0 + max(Ry, Rs) si pour 0 < (¢ — 1)A; < ¢,0 < Ap < %0u(¢— A > ¢,0 <
Ay < %;

(i) maz(Ry, R;) +0 < k < R — 0 si pour (¢p — 1)Ay > ¢, Ao™ < Ag < Oou (¢ —1)A; <
—1/(¢+1),5 < Ao <A}

(iii)Ry + 6 < K < Ry — & si pour —1/(¢+1) < (¢ — 1)A1 < 0,0 < Ag < 2ou (¢ —1)A; <
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_1/(¢+1)70<A0§ %

et ils existent des canstantes g depond que de M dans (1.59) et de \,~,d, B3,6,6, K telle

que si ¢+ ¢ < € alors
R(t) < K pour tout t > 0.

Démonstration

D’aprés les hypothése appliquée sur ¢ et A; il vient que
A =max{7,0} — 7 > 0,

et que

Sig>0onaf(VAE) <Ag—6dousic <0 onaf(VAk) > Ay — 6,

ot 0 dépond des méme constante dont €, est supposce et K > Ry.
Montrons maintenant que si ¢ + ¢ < gq alors R(t) < K pour tout t > 0.

supposons que (1.62) n’est pas vrai c’est a dire que :

il existe un ¢y > 0 telle que (1.62) est vrai pour tout ¢ < ¢, de sorte que R(ty) > k,

par conséquant on aura

R(ty) > 0.

D’aprés le théoreme (1.3.1) on a :
Ry exp{t[min(7,0¢) — 7|} < R(t) < Rgexp{tmax(7,0) — 7|},
c’est a dire que pour tout t <ty on a
R(to) < Rgexp{to[max(v,0) — 7]}

Il vient que :
R(ty)

Ry

< exp{to[max(7,0) — 7]}.
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et comme on a R(ty) = K alors

K ~
log — < to[maz(7,0) — 7.
Ry
implique que

! lo K <t
[max(7,0) — 7] gRo =

et on a posé A =max{7,0} — & > 0 alors on déduit que :

t>11 K>11 K
0= A %R, ~A%®K s

En a aussi d’aprés le théoreme (1.3.1)

R(t) _ _
R < [max(7,0) — 7).
Pour tout ¢ < ty on obtient :
]R(t)] < R(to)[max(7,0) — o]
< R(tp) max{|c — 7|, |6 — oo|}.

et comme on a R(ty) = K alors
|R(t)| < max{|g — &|K, |6 — og| K}.

Posons
L = max{|c — 6| K, |6 — 09| K}.

on déduit alors que
IR(t)| <L si 0<t<t,,

Ou t, et L depond des mémes constantes que &g.

D’aprés le lemme (1.6.1) on a :

lo(r,t) — v(r,t)] < C(Le" + Me®/").

37

=t, > 0.

(1.61)

(1.62)

(1.63)



C’est a dire que
—C(LC” + e—at/c”) < U(’l‘, t) . I/(T’, t) < O(LC” + 6—at/c/,)‘

Alors
v(rt) — C(Le" 4+ e~ ") < o(r,t) < v(r,t) + C(Lc" + e~ (1.64)

On a v(r,t) la fonction définie dans (1.58).
En remplacant v(r,t) + C(Ld" 4+ e=*<") dans (1.5) et on posant 7(t) = VAR(t).
on abtient d’aprés ce qui précede :

dR(t)

< a-n)F

VAR(t) coth(VAR(t)) — 1 A _VAR(®) coth(FR(t)) — 1
dt 17

NR(D) YR
_ é?f'R(t) + ROC(L + "),

et comme on a :

n(t) = VAR(t),

et les fonctions :

Pn) = T et () = (1= A)P() + AaP(on)
On aura :
d]fl—it) _ (1A CO;};;Z(;” — 1 g YR CO;%gR(t)) — 1—%ER(t)JrR(t)C(Lc”Jre‘“t/C”).

En divisant par 7R(t) on obtient :

1 dR(t) _ n(t) coth(n(t)) —1  FRE) coth(VARME) =1 16 1,y owser
ER(t)T = (1-Ay) NR(t)? +A4 TR _§§+EC(LC teat/ ).
C’est a dire que :

1 dR(t)

38



En multipliant par % on obtient :

5
S
=

=V [f(ns) — Ao + gC(Lc/l + efat/cn).

oR(t) dt
ainsi :
dR(t) a " —at/c"
VAT = VOTR() [f(n.) — o] + VAR(IC(L! + ).
et comme : J dR( )
n t
t) = t) al — = s
n(t) \/XR()aorsdt A T
ce qui implique : p
d—l? < [f(ns) — Xo] + Co() (& + e/<"). (1.65)

on posant t = ¢y et en utilisant (1.63) et (1.65) on obtient pour un ¢’ < gy (gpassez petit)
que 7(tp) < 0 c’est a dire que R(tp) < 0 qui est une contradicion avec ce qu’on a suppposé
au début.

Alors on deduit que si ¢+ ¢ < ¢ alors R(t) < K pour tout t > 0.

Théoréme 1.6.2. soit (o(r,t),5(r,t), R(t)) solution de (1.2)-(1.7) et soit Rs, R, R
comme dans le théoréme (1.5.1).Supposons que le rayon initiale Ry est satisfait, pour un
certain 0 > 0, pour l'une des conditions suivante :
(1)0 < Ry < 1/§ si pour 0 < (¢ —1)A1 < 9,0 < Ap < éou(gb— DAL > 6,0 < Ay < %;
()0 < Ry < RY — & si pour (¢ — 1)A1 > ¢, Ag™ < Ag < Oou (¢ — 1)A; < —1/(¢p+1),1 <
Ao < A
()0 < Ry < Ry — 6 si pour —=1/(¢p+1) < (¢ — 1)A; < 0,0 < Ag < 30u(p —1)A; <
—1/(¢+1),0 < Ap < L.
et ils existent des canstantes ey depond que de M dans (46) et de \,~, 7, B3,6.,0, K telle que
sic+cd <e¢y alors
R, dans lecas (i)
lim R(t) =< R, dans lecas (ii) (1.66)

t—oo

0 dans le cas (iii)

De plus la convergence est expenentielle

Nous prouverons d’abord le théoreme dans le cas (iii).
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Démonstration de (1.70) dans le cas (iii)
Soit K et d/2 des constantes positive. D’aprés le théoréme precedent on a :
pour tout t>0 si ¢+ ¢ < gy (g0 suffisament petit) R(t) < K et on aussi (1.67)(1.69) suit
comme precedemment
Soit maintenant & < & < 0 et f(v/ARy) > Ag
On fixe un ¢, suffisament petit (indepondamment de £p)telle que par le théoréme (1.3.1)
ona:
R(t) < Ryexp {timax(7,0) — 7|},

et comme ¢ < ¢ < 0 alors

Posons 7(t) = vV ARy et By constante positive telle que

f(n(t)) — Ao > By >0 pour 0 <t < t.
D’autre part en remplacant v(r,t) + C(Lc” 4+ e~*/¢") dans (1.5) on aura

& <alf(n.) ~ Ad + Ceon(t).

On choisit un ¢ de sorte que g9 < |7]2% alors

d
T <0lf(n.) — Aol + 30 Bun().

On prenant t = ¢y on deduit que 7(t) < 0, et par continuéte on aura aussi 7(t) < 0 pour
tout intervalle contenant ¢, ie : 7(t) < 0 pour tout t > t.
et comme on a 7(t) est décroissante il vient que n(t) < n(ty) < VAK.

Par conséquent n(t) — 0 lorsque t — oo.

Remarque 1.6.1. la preuve ci dessus prouve que R(t) diminue de fagon monotone (a zero)

pour tout t > 0.

Nous considérons ensuite le cas (i) du théoreme (1.6.2).

Lemme 1.6.2. Considérons le cas (i) du théoréme (1.7.2). Pour un oo > 0 arbitraire
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ils existent des constantes positives C,b et (suffisament petit) eo dépond seuleument de
M\ ,5,5,3,8et g, telle que les élément suivants est vrai si ¢’ = ¢+ ¢ < eq : pour tout
0 < a< ag, siles inégalités

|R(t) — R, |[< o, |R(t)|<a,

[o(rt) —os(r) |[< o, [ B(rt) = Bs(r) |< e, (1.67)

valable pour tout 0 < r < R(t), t > 0 puis aussi les inégalités
| R(t) — Ry |< Cald" 4+ e7), | R(t)|< Ca(d" +e™™),

| o(r,t) — os(r) |< Ca(d" +e™™), | B(r,t) — B(r) |< Ca(d" + ), (1.68)

Valable pour tout 0 < r < R(t), t > 0. Ici o4(r), Bs(r)sont definie par (1.23) (1.24) por
tout > 0.

Démonstration :Comme on a

| R(t) — Ry |[< v, | R(t) 1< a,

| o(r,t) —os(r) |<a, |B(rt)—0(r) < a, (1.69)

et on appliquant le lemme (1.6.1) on obtient
| o(r,t) —v(r,t) |[< Cald" + e~ ) ¥ i>0, (1.70)

| B(r,t) —w(rt) |< Clad + ae™") < Ca(d" + e V)Vt > 0. (1.71)

Posons 7(t) = VAR(t) et on remplacant (1.74) dans (1.5) on obtient comme précédemment :

d ! —at/c"
=L < [f(n) = A + Can(t) (¢ + /"),
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Ce qui implique que
[(t) = 0 [f(n,) — Ao] | Can()(” + e=/) V¢ > 0. (1.72)
Commengant d’abord par le premier cas 0 < (¢ — 1)A\; < ¢ Clest a dire que d > 0 et
f'(n) < 0 pour tout n > 0. (1.73)

D’aprés le théoreme (1.6.1) on a pour tout € > 0 et 0 < & < & 3y telle que si ¢ < ¢ alors
R(t) > do.

et comme on a si ¢+ ¢ < gy alors R(t) > dp.

Par conséquent 3 des constantes positives g, dg, K, Ty qui dépond de ¢, c'eta telle que si
" <eggalors dp < n(t) < K pourtout t > Ty

Rappelons :

(1) = an(t) [ (ns) — Ao] |[< Can(t)(¢" + e~/ Vi >0.

ie :—Can(t)(" +e ") <n(t) —an(t) [f(ns) — Ao] < Can(t)(" +e ") Vit >0,
comme 7)(t) est dérivable et continue alors d’aprés le théoreme des accroissement finie on

o 1) = ()
0(t) = TR,

Ce qui nous donne :

—Can(t)(c"+eo/") — W10 < _p(4) [f(ny) — Ao] < Can(t)(c+eot/e") — 1)t}

Il vient que :

—a)(t) [f (ns) = Ao] < (K = 8o)Can(t)(¢" + e=") — (n(K) = n(do)),

posons
ns = (n(K) —n(d),
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alors
—on(t) [f(ns) — Ao] < (K — 8o)Can(t)(c” + e */") — 1,

par conséquant

677@) [f(ns) - AO] 2 00(77<t> - 773)>

ou Cj est une constante positive qui dépond seuleument de 7, dq, K et des coefficient de

f(n).

Meéme chose pour 'autre coté c’est a dire que

—Co(n(t) —ns) si n(t) = ns,

, (1.74)
_CO(T/(t) - 7]5) 57 77(75) <Ms

(AVARVAN

an(t) [f (ns) — Ao {

Ou Cy est une constante positive dépond seuleument de 7, dg, K et des coefficients de f(n),
Montrons maitenant qu’il existe des constantes positives v, § dependant de c,c’ et « telle
que

| n(t) — ns |< Balc” +e™*") pourtout t > 0. (1.75)

On a (1.79) est valable pour tout 0 < ¢ < T} et v >0 avec [ est suffisament grand ,
Par conséquant supposons que (1.79) n’est pas vrai c’est a que

Il va exister un ty > Ty telle que
ns — Ba(d" + e < n(t) < ns + Bal(d” + e pourd <t < ty,

posons pour t = tg
n(to) = ns + Ba(c” + e7"). (1.76)

Alors
n(to) + vBae " > 0. (1.77)

D’aprés (1.76) et (1.78) on obtient pour t = ¢

i(to) = —Co(n(to) — ns) + Can(te)(c” + e~/

43



Nous remplagons (1.80) et (1.81) dans cette dérniere avec n(ty) < K on obtient
—vBae™ < —Cofald’ + e ) + CKa(c" 4 e~0/®),

Contradiction si nous choisisssons v suffisament petit (v < min(Cy/2,a/sp) et § grand.
D’ou (1.79) est vrai

Lemme 1.6.3. Considérons le cas (ii) du théoréme (1.7.2).Pour un ag > 0 arbitraire
ils existent des constantes positives C, b (suffisament petit) et ey depond seuleument de
M\ ,5,5,03,8et oy, telle que les éléments suivants est vrai si ' = ¢+ ¢ < gy : pour tout

0 < a< ay, siles inégalités

|o(r,t) —o (r) [<a, [ B(rt) =6, (r) [<a (1.78)

valable pour tout 0 < r < R(t), t > Opuis aussi les inégalités
| R(t) — Ry |< Ca(d"+e™), | R(t)|< Ca(d" +e™™),

[o(rt) — ol (r) |< Ca(c" + ™), | B(r,t) = B7(r) |< Cald” +e7), (1.79)

valable pour tout 0 < r < R(t), t > 0.

Démonstration :La preuve est similaire a la preuve du lemme précédent pour le cas

(¢ — 1A > ¢

1.7 Instabilité : La bornitude de R(t)

On utilise la notation

o(rt) — T sinh(yRn)
FUT sinh(/RR(t)) r

pour tout i > 0, (1.80)
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ou (o(r,t), B(r,t), R(t)) est la solution de (1.2)-(1.7).Nous fixons

w(r,t) = Bw,(r,t), (1.81)
v(r,t) = o{(1 — Ay)w, (1, t) + Aw,(r, 1)} (1.82)

et
wo = w(r,0), vo(r) =v(r,0), (1.83)

on notera l'ensemble des parametres \,v, 7,5, 3, Ry par ¢ = {\,7,7,5, 3, Ro}.

Dans cette section, on considere tout les cas non traitées par les résultat de stabilité dans
la section (1.7). On peut distinguer quatres cas disjoints :

(10 < (¢ —1)A1 <, Ay < 0,0 < Ry < o0

(i) (¢ — 1)Ay > ¢ et soit A < Ay <0, Ry > Rf ouNg < A§,0 < Ry < o0

(iii) — 1/(¢+ 1) < (¢ — 1)Ay < Oet soit Ag > 3,0 < Ry < 00, ou0 < A < 1, Ry > R,, et
(iv) (¢ —1)A < =1/(p+1)et 0 < Ag < 3, Ry > Ry, ous < Ag < Aj*, Ry > R}, ou

Ao > AF,0 < Ry < 00,

on a si l'une des conditions est satisfait alors il va exister des données initiales o (r) et ¥o(r)
pour lequelle R(t) — oo lorsque ¢t — oo

Soit @o(r) et o(r) telle que

1 _ 6] ) Ry sinh(\/Xr)
r)— r)>\(o— , 1.84
#olr) Y- )\1%( )2 ( Y= A/ rsinh(vVAR (1.84)
BRosinh(yAr) .

> = 51y < A
bo(r){ = gamt (1.85)

< AR SV > A

et

Atpo(r) = y¢o(r) <0 pour 0 <7 < Ry, (1.86)

Théoréme 1.7.1. Supposons que 'une des conditions (i),...(iv) est satisfaite et que (1.88)
et (1.90) tiennent si 0 < ¢ < ¢ < g¢ lorsque gy est suffisament petit et dépond des
parametres de ¢ , alors

R(t) > 0 pour tout t > 0, (1.87)

R(t) — o0 si t — o0. (1.88)
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Remarque 1.7.1. La condition ¢ < ¢ est une limitation technique de la preuve. C’est a

dire que l'inhibiteur diffuse plus rapidement que le nutriment

Remarque 1.7.2. De la preuve du théoréme, il s’ensuit que si ['une des conditions (i)-(iv)

est satisfaite pour Ryg — O au lieu de Ry, pour un certain 6 > 0, alors €9 dépond & mais pas
du specific de Ry.

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.7.1. Sous les hypothéses du théoréme (1.8.1), pour tout My > Ry donné il existe
un €9 > 0 et Ty > 0 telle que

R(t)>0 si0<t<Tyet R(Ty) > M, si c+ <e.

Démonstration :On a

1 _ B Ry sinh(v/Ar)
r)— r)y>|o— ,
#olr) Y- /\¢0( )= ( Y= )\> rsinh(v AR,
ie : _ X
1 _ o] Ry sinh(v/ Ar)
r) > r)+ (o — .
#o(r) Y= )\wo( ) ( v — A) rsinh(\/XRo
Comme A; = ﬁ et en utilisant(1.89) on obtient

& Ry sinh(v/\r) N o Ry sinh(/y7)
rsinh(vr) ' rsinh(y/YRo) ’

wo(r) > (1 — Ay

on procedant comme auparavant et en remplagant cette derniere dans (1.5)au points 0 on

obtient :
R(0) > 6 Ro[f(VARy — Ag] > 0.

Ce qui implique qu’il existe un ¢ty > 0 telle que

R(t) > 0pourtout 0 <t < to.

Soit Ty = (1/ o) log(M1/Ry) + to ol pg = %6[f(\/XR0 — Aoy > 0 pour toutM; > Ry ,
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on a d’apres le theoréme (1.3.1) pour tout 0 < t < Ty, R(t) < Roe™ (A = max(5,0)—5 >
0),

Il vient que

] R(t) |< A1 Roe™ pourtout 0 < t < Ty,

En appliquant le lemme (1.6.1) et en posant M = (3 on obtient :
o(r,t) > v(r,t) — C" pout toutty <t < Ty,

(Ou C est une constante qui ne dépond que de p

D’autre part en remplacant cette estimations dans (1.5) on obtient :
R(t) > R()a[f(VAR(t) — Ao] — C¢" pour tout ty < t < Ty,

Il s’ensuit que pour un ¢’ < gy = pp/C et pour & > 0 et tant que R(t) est positive pour
tout tg <t <1y,

il vient que R(t) > Ry de telle sorte que a(f(vVAR(t) — Ao),

c’est a dire que R(t) > poR(t) > 0 alors on obtient :

R(Ty) > M,.

Démonstration du théoréme (1.7.1) Soit t* un nombre positive superieur a T* telle
que R(t) >0 si0 <t <t*
Ce qui implique que

Ry < R(t) < R(t") = M avec M > M, (1.89)

Montrons maintenant que R(t,) > 0 pour tout (0 < t < Tp) pour cela considérons d’abord
le premier cas avec @ > 0 en le divisons en trois cas.Premier cas est

(a) : 7>)\,52%,ie:¢>1et0§A1§1,

et Comme on a

R(t,) > 0 pour tout (0 <t < Tp),

alors
duop— Aw+yw <0si 0 <r <R(t), (0<t<Ty). (1.90)
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Nous affirmons que
Bi(rt)<0si0<r<R(),0<t<Ty). (1.91)

en effet, soit u = f; telle que

du; = Au—yu

et comme on a precedemment %(O, t) =0, B(R(t),t) =3

En la differentiant on trouve

20 0,1) = 8,0,1) = 0 et u(R(1), 1) = ~B(R(D), (D) <0

et 'equation (1.90) nous garantit que u(r,0) < 0.
Rappelons que ¢, = A — v ie d’apres (1.95) on deduit

B —AB =B =ch— B =(c—)p <0. (1.92)
Ce qui nous donne par comparaison ,
B(r,t) > w(r,t). (1.93)

Considerons maintenant la fonction z(r,t) définie comme suite

“Arvt) = o(rt) = 5 8(r). (1.94)
On a
o — Az Nz = cloy— 7;@) N 7_%6) . %A@)
— o~ Ao — o — ViA(cﬁt—Aﬁ—vﬁ).
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D’ou cz; — Az — Az > 0 D’autre part on a

4 GR(t)  sinh(vAr) oR(E) _sinh(y7r)
A0 = O M ke T SELGARD) v

1 BR(t)  sinh(,/7)

v—Asinh(\AR(t)

B R(t)  sinh(y37)
ie : Z<T t) 2 ( B _)\) sinh(,/7R(t)) r

5
11V1entquez7’t2< —%) (r,t).
Ce qui implique

o(r,t) = z(r,t) + B(r,t) > v(r,t).

v —A

En remplacant cette estimation dans 1’equation (1.5)on obtient que
R(t) > GR(t) [ F(VAR®)) — Ao| pour tout 0 <t < t.,

et comme on a f(vVA(R(t)) — Ay >0 et 7 >0
on deduit que R(t,) > 0.

Soit maintenant

Rsinh(y/fir) _ Rsinh(v/Ar)
rsinh(yv/uR ~ rsinh(vVAR)

sipu<A 0<r<R. (1.95)

On désigne la variable p pour la fonction v et la varible A pour la fonction u alors on obtient
Av—pv =0, Au—pu=AN—pu>0s0<r<R,

Comme u = v pour r = R, alors on obtient (1.99).
Considerons le deuxieme cas :
(b): v>A o< 5 5 e, o >1, Ay >1
D’apres le theoreme (1.4.1) on a
R(t)

m < maz|(7,0),5] pourtoutt > 0.
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ie :

R(t) < AR(t) pourtoutt >0,

ou A= — & > 0.Rappelons que lim p(n) = 0et Ay <0,
n—00

Soit M suffisament grand et ¢, suffisament petit telle que :

AM1
(1—Ay)p (m) > Ap. (1.96)

On rappelle que p(n) est strictement decroissante, A; est positive et posons M > M; on

obtient alors

AM
€0AM + \/K

AM,

(1= 2o YT

Soit

) + Aip(VAM) > (1= Ay)p ( ) > Ao (1.97)

Implique que :
A = oV MAM + VAV,

on a clairement 0 < A\; < A alors

2
A A — e/ MAM = eO&Am&f—(;) o/ MAM

€0AM + \/K
A 2
oo (— )
! (EOAM + \/K)
implique que
A — )\1 — &0V /\1AM 2 0. (199)

Considérons Z une fonction définie comme suite :

Z = (a - —A) wy, (1, 1). (1.100)

R(t) sinh(v/ A7)
sinh(v/ A R(t)) r

wy, (1, t) =
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En utilisant (1.103) et le fait que £ coth& — 1 < {on obtient

‘m

ey — AL+ NI = l—cx/ R

[—50\/)\_1AM — M+ A] (5 - %) wh, (r, 1)

f)/

- A) “n(n )

IN

< 0.

Comme on a 0 < A\; < Aet d’aprés (1.98)on obtient

B )Roslnh(\/_r) (U_ B )Rosinh(\/Xr)
v —A) rsinh(vVAiR) ¥ — A/ rsinh(vVAR)

1
/\%(T)

Z(r,0) = (0—

< o(r) —
= z(r,0).

Z(R(t), t)=z(R(t), t) ou z c’est la fonction définie dans (1.98). Par comparaison et d’apres
les résultat obtenue précedement on deduit que z(r,t) > Z(r,t)

On a z(r,t) > (5 - %) Wy

et comme A; < A On obtient :

_ 1 ~ 38 R(t) sinh(v/A17) B R(t) sinh(\/7)
o(r 1) = 2(r,0) + 7580 0) 2 (0= 555) TRt + (555) Fcvamn
En remplagant cette estimation dans (1.5)on obtient

R(t*) o 3 (fR(t*)(l A ) TR(tx) sinh(\/Xr) + A TR(ts) sinh(\/y7) . 5) ’I“Zd?“.

TOR2(tx) \JO sinh(VAR(ts)) T Lsinh(\AR()  r
_ M sinh(v/Ar) sinh(\/7) ~
- M2 <f0 smh(«fM) T Alsmh GVAM) ¢ 0) rdr

_ 3 M 9 M sinh(v/Ar) M sinh(,/77) 3 M 9~
=zl T ((1 — Al)sinh(ﬁM) " )d +M2 fo ( LSmh(y50) )dr—m fo reodr.

et en utilisant les méme étapes que dans le cas stationnaire on obtient :

Rt = (1- Ao \/_Mcoti\liwx/_M)—l chotilE\}/_M)—l é'&M

Z 1—A1 \/ M +A1p )—Ao]

= &M {(1 A (EOMZ—M+\/X) + Ap(vAM) — AO] > 0.

D’ou le résultat.
Considérons maintenant le troisieme cas :

(c): v< X de: ¢<1, A <0.Soit maintenant M; suffisament grand et gy suffisament
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petit telle que

Onal—A;>0et comme M > M alors

(1= Ap(vAM) + Arp (%) > Ao. (1.101)

Posons maintenant

2
(.
n (€0AM + ﬁ) ’
On a clairement 0 < v; < 7y alors
¥ —m — co/TAM > 0. (1.102)

Considerons B(r,t) la fonction définie comme suite :

B(r,t) = Bws, (r,1). (1.103)

R(t) sinh(/717)
sinh(y/71 R(1)) r
En procédant comme dans le deuxieme cas pour la fonction Z et on utilisant (6.24) on
obtient

Wryy (7", t) =

JATR(1) coth(\/FTR(2)) — 1
VILER(t)

[_50\/’%AM M+ '7] Bw“ﬂ (T7 t)

0.

¢B—AB+AB = |—cymR(1) — 47| Bws, (7,1)

v

v

Comme on 0 < 77 < 7 on obtient

 BRysinh(\/17)

B(r,0) = Fsinh(/7 Ry > 1ho(r),
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on déduit par comparaison

B(r,t) < B(r,t).

Rappelons que z(r,t) > <a > wx(r,t) et comme 7 > 7 alors

B
i R(t) sinh(v/A17) B R(t) sinh(\/717)
o(r,t) = 2(r,t) + 7Z58(r, 1) < - _A> remb(VALR(D) (ﬁ) rsinh(y/A1 R(D)
on

En remplacant cette estimation dans (1.5) & ¢ = ¢, on obtient comme précédemment
R(t.) > 0.

Considérons maintenant le cas ou ¢ < 0 on le décompose en trois parties :

(@): y< A < 3 S (= 9<1, 0<A <),

V): y<X 7> 5 S (= g <1, A > 1),

(d): v<A (<:> A1<O).

Pour le premier cas on choisit M; suffisament grand et ¢y petit de telle sorte pour un
M > My,

AM yM -
1-Ap [ — 22 )+ A (—><A A=—6>0), 1.104
= () (e ) <o ) (o)

Pour le deuxiéme cas on choisit Mjsuffisament grand et gy petit de telle sorte pour un

M > My,Ap (ﬁﬁ) < Ag,Et comme on 1 — Ay < 0etM > M1 on a aussi

(1 — A)p(VAM) + Arp (%) < Ao. (1.105)

Finalement pour le troisieme cas on choisit M; et gy telle que

et comme on a Ay <0 et, M > M

AM

(1 - A1>p <—80AM n \/X

) + Mp(y/TM) < Ay (A= —6>0). (1.106)

Ensuite on procede a l’estimation de z dans les trois cas ce qui nous conduit a conclure en
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remplagant ces estimations dans (1.5) que R(¢.) > 0.

Pour le cas & = 0 sera prouver de la méme maniere que le cas ¢ < 0 oud > 0.
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Chapitre 2

Effet des parametres de I’inhibiteur

sur la caractérisation tumorale

Dans cette section on determine comment la croissance de la tumeur depond des para-
metres (3 ety (ou @)
Nous pouvons designée par le parametre Ag la caracterisation de la tumeur(sans inhibiteur),y comme
la caracterisation de I'inhibiteur. et par 3 la concentration externe de l'inhibiteur (norma-
lise)

on a

B _ |
b= (W—A)aew_\/:

_ 1. B
Aoy —1
g1
== 2.1
p*— 1Mo (2.1)
Considerons d’abord le premier cas
>0 (2.2)

pour cela on a :
Ao > 0 si seuleument si ¢ > 1,
Ay < 0 si seuleument si ¢ < 1,

Dans la section precedente on a la solution stationnaire existe seuleument dans deux cas

Cas A. O<A0<§,
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Cas B. Aj <Ay <0.

La fonction f(n) definie dans (1.30) peut se réecrir en prenant (2.1)en consideraion comme

o =) + (2O, [, (23)

suite :

Cette derniere doivent s’écrire comme f(, 3, ¢).Nous indiquerons la dependance de 7 et 7~ sur

B, ¢,~ par
n=n(B,¢) =nlB,,n"" =n""(8,0) =n""[3,7]. (2.4)

Au point 79, ou la fonction f prend son minimum nous avons alors :

of o B ¢f?(¢770) —25(770) _
n - = p(mo) + e 51 =0. (2.5)
Soit 19 = 10(3, @) et posons le minimum de f par
Ay = DB, 0) = f(no(B, 0), B, ¢). (2.6)

Lemme 2.0.2. Pour chaque n > 0 fize la fonction

() = { (p(én) — p(m)/(#* 1) pourd # 1(¢ > 0),
! (1/2)np(n) pour ¢ = 1

est continue et strictement décroissante.

Démonstration On a h,(¢) est une fonction continue sur ]0, +oo[\{1}

Montrons la continuete de h,(¢) en 1

displaystyle iur} h,(¢) = lim M = v

o—1 (% —1) 0
¢’est une forme indetermine pour cela on applique la regle de I’hopital alors

(p(¢n) — p(n)) (p(on) — p(n))’

li = 1
o1 (g2 1) i1 (2 — 1)
o onp'(n)
= lm 20
= L)
= 27729 n).



Ce qui implique queh,,(¢) est continue en 1 d’ou la continuete de h,(¢) sur ]0, +oo]
Montrons maintenant que la fonction h,(¢) est strictement croissante

Calculons sa derivee sur ¢ c’est a dire

' (on)(¢* — 1) — 26[p(én) — p(n)]

() — Vi (2.8
Comme on a (¢? — 1)% > 0 il suffit donc juste de montrer que
90(0) = np' (n)(&* — 1) = 26[p(¢m) — p(n)] > 0. (2.9)
Pour cela calculons sa derivee
gn(@) = (¢ = D)n*p" (m) — 2[p(¢n) — p(n)]. (2.10)
On a aussi
ti S0 — ol )~ o) 2.11)
D’apres le lemme (1.4.2) et le fait que lim, oK (n) =1 c’est a dire que
Koy =" 1 Gnso (2.12)

P'(n)
Il vient que d’apres (2.11) :
9:(0) > 36— 1ulnp"(n) — /()] > 0,

Sige (1—-06,14+08)\{1}.

Supposons que (2.9) n’est pas vrai pour tout ¢ > 1+ 4.

Alors il va exister un ¢y > 14 6 telle que g,(¢) > 0 si 1 < ¢ < ¢y, et g, (o) = 0.
Ce qui implique que gi,(fﬁo) <0.

o7



En appliquant ’equation (2.10) au point ¢, on obtient

gn(d0) = (85— 1)np"(¢on) — 2[p(don) — p(n)]

2
= (o5 — 1)n*p" (¢om) — % np'(don) (quand g,(¢)o = 0)

®o
2 _
= %—Olm[%ﬁpﬂ((ﬁoﬁ) — p/(don)] > 0.

Qui es une contradiction avec I'hypothese du depart ce qui implique que g, (¢)o > 0 c’est

a dire que g, (¢) > 0.
En deduit alors que h; (¢) > 0

D’ou h,(¢) est strictement croissante.

Théoreme 2.0.2. Les propriétés suivantes sont valables :

9 B
a_BAO* [ﬁ7 rﬂ < 07

0 _
a_,yAO* [/67 ’7] > 07

Jlm AO* [Ba’y] = —0Q,

B—o0

Démonstration :Rappellons qu’on a % _— 0

et aussi on a

AS = AS(B? ¢) = f(UO(ﬁa ¢)’ﬁ7 Qb),

ie :

%_/;) _ g—g(noﬁ, 5) = %qﬁp (cbzg)_—lp (110)
Comme on ¢ > 0 et la fontion p(n) est decroissante ce qui veut dire que ¢p’(¢n) —
0
On deduit : .
(98/;0 <0

o8
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(2.15)

p'(no) <



Pour le deuxieme point on a

oAy ONjO6 1 Of

L3 nop(émo)(¢” — 1) — 26[p(¢m0) — p(mo)]
27X Ao (¢* - 1)
_ L By
2V Aahm(@‘

et comme on a & > 0 eth)(¢) >0
On deduit que

oA}
0> 0.
O
Pour le dernier point on a pour tout 0 < n < co

A = (0, 8,9) < fno, B,6) = p(n) + %W'

Comme ¢ > 0 et p(n) est decroissante alors

1 p(¢n) — p(n)
o1 v
D’ou

lim Aj[3,7] = —oo.

p—o0

Théoréme 2.0.3. Supposons que & > 0 et soit 0 < Ay < % ou Aj < Ay <0 alors

0 J -
0 _. . o _ -
P
Blim 18,7 =0, (2.19)
Ty [5.9] =0, (2.20)
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lim 7*[B,7] = oo. (2.21)

p—o0

Démonstration :On an = 7n(3,¢) c’est la solution de I’dquation definie comme suite

f(n,8,0) = Ao (2.22)

En differenttiant cette equation par rapport & 3 et ¢ on obtient :

on(B,¢) _ Of dn /9Bl
)6} ap of n=n(5,¢) af/aﬁ’nﬂ?(ﬁ@)
~ (@A9)p(en) —p()/(¢* = Dlymyae)
B af/an‘n=n(5,¢>)
DI
af/aﬁ'n:n(ﬁ,qﬁ) ‘

Comme on a (1/Ad)h,(¢) < 0 et d’apres le theoreme (1.4.2) on a g—£ < Oalors on obtient :

(B, ¢)
o

< 0.

On procede de la méme fagon pour 8%77[5 , Y]

ie :

on(B.0) _ on(3.0) _ 0f on _ 01108,
el 99 99 Of =i, O 00 y=n(3,0)
_ <B//\5)h;’(¢‘n:n(5,¢)
- af/amn:n(ﬁﬁ)

D’apres le lemme precedent on a by (¢) > 0 et aussi g—£ < 0 alors on deduit que

(B, ¢)

> 0.
o

D’apres (2.19), on voit que la limite de n[3, 7] existe et non négative.Pour cela soit n* =
Jim (3. 7.
supposons que n* est positive.
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En divisant (3.22) par 3 et lorsque 3 — oo on obtient :

= 0.

1 plen*) —p(n")
e »*—1
Contradiction du fait que p(n) est strictement décroissante et nous devons avoir n* = 0 et

donc (2.19) est prouvé les relations (3.20) et (3.21) vont étre prouver de la méme maniere

Remarque 2.0.3. Jusqu’a présent nous avons supposer que ¢ > 0 est vrai.
Considerons maintenent le cas suivant lorsque o < 0,

on peut procéder comme dans le cas précedent en prouvant que

o o
8_BAS*[5’PY] > Oa aA(ﬂ;*[ﬁa P)/] < Oa
B—o0
0 .- 0 .-
a_B [/677]>0’ % [ﬁa7]<07
0 _. .5 0 _. .
8_6 [/677]<0ﬂ % [/877]>Oa
o ., - o .-
8_6 [/677]>0ﬂ % [/877]<0a
B—o0
lim 7~[8,7] = 0,
B—o0

Jim " [B,7] = cc.

Dans le cas présent & < 0, = est stable alors que netnt sont instable.
L’augmentation de 3 & un effet positive, si 3 est augmenté au dela d’un nombre critique
pour que #Ro ou :7/_+X > Ry Alors la tumeur sera continue et R(t) convergera vers 0 (si
0<Ay<3)ou n_/VA (si 3 < Ao < Ay*).Si v continue de diminuer le R(t) est également
diminué.

Pour le cas ¢ = 0 peut étre traiter comme le cas de ¢ > 0 ou & < 0.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudier un modele récemment proposé par Bayren et Cha-
plain qui peut étre formuler comme un probleme a frontiere libre. Nous avons montrée que
pour un A fixé le nombres de tumeurs dormantes dépond des parametres de I'inhibiteurs ~
et de sa concentration externe 3. Pour cela il peut y avoir un, deux ou aucun état dormant.
D’aprés une analyse mathematique, nous avons montré si 0 < Ay < % il existe une tumeur
dormante qui est globalement asymptotiquement stable vu que pour un Ay < 0 alors la
tumeur devient illimité lorsque aucun inhibiteurs soit présent.

Cepandant, en présence d’inhibiteur deux états dormants apparaissent avec des rayon notés
Rf et R avec RY > R, la plus petite est asympthotiquement stable et R est instable.

D’un point de vue médical on a étudier l'effets des inhibiteurs sur la croissance de la tu-
meur et on a montré que en augmentant la quantité de concentration d’inhibiteur 3 nous
pouvons toujour diminuer la tumeur, rendre sa taille plus petite ce qui toujour souhaitable

si I'on néglige les effets secondaire.
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