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Introduction

Depuis toujours les suites des nombres ont été le centre d'intérêt pour beaucoup de
mathématiciens, comme la célèbre suite de Fibonacci et et les nombres de Bernoulli. Dans
le but de trouver les solutions de l'équation

1 + 2 + 3 + .... + (n− 1) = (n + 1) + ... + (n + r)

dite diaphantienne, les deux mathématiciens indiens Behera et Panda ont introduit une
suite de nombres qu'ils ont nommé les "balancing numbers" qu'on a tenté de traduire
par "nombres balancials". Ces nombres sont générés par plusieurs façons dont on verra
quelques unes dans ce travail. Ces nombres permettent aussi d'établir un lien entre des
suites connues bien avant comme les nombres de Fibonacci et les nombres de Lucas.

Dans ce travail, nous développons l'article récent de M.Goubi : Relating Balancing Po-
lynomials to Lucas-Balancing Polynomials via Bernoulli Numbers.

Dans le premier chapitre on donne un aperçu sur les fonctions génératrices. En général
ces fonctions peuvent générer des suites de nombres si elles sont des fonctions à une seule
variable et elles générent des polynômes si elles sont des fonctions à plusieurs variables.

Dans le chapitre deux, comme terrain d'applications des fonctions génératrices ; on étu-
die les nombres et les balancials. Ce qui nous permettera de trouver la formule générale
de ces derniers et développer quelques propriétés non triviales avec les outils élémentaires
d'Analyse.

Dans le troisième chapitre nous élargissons notre étude aux polynômes balancials et
leurs propriétés grâce à la formule de Binet.

Le quatrième chapitre est consacré à une variété des nombres et des polynômes bala-
cials. Où on va donner un aperçu sur les nombres et polynômes balancials de Lucas.

Dans le dernier chapitre nous établissons le lien entre les polynômes balancials et les
balancials de Lucas.
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Chapitre 1

Aperçu sur les fonctions génératrices

1.1 Introduction
Une fonction génératrice est une formule simple d'une série entière, dont les coe�cients

dé�nissent une suite de nombres ou de polynômes. Souvent cette dernière est dé�nie par
une réccurence linéaire. Cette notion était introduite par Abraham De moivre en 1730 a�n
de trouver le n-ième terme d'une suite réccurente.

1.2 Fonction génératrice des nombres
Dé�nition 1.1. Soit f : R → R une fonction, on dit que f est une fonction génératrice
de la suite de nombres (an)n≥0 si on a

f(t) =
∞∑

n=0

ant
n, |t| < R (1.1)

On distingue deux types de fonctions génératrices : les fonctions génératrices ordinaires
qui sont de la forme f(t) =

∑∞
n=0 ant

n et fonctions génératrices exponentielles qui prennent
la forme f(t) =

∑∞
n=0 an

tn

n!
. (Voir [2])

1.3 Exemples

1.3.1 les nombres de Fibonacci

La suite des nombres, entiers, de Fibonacci Fn est dé�nie par la récurrence suivante
Fn+1 = Fn + Fn−1 (1.2)

avec les premiers termes F0 = 0, F1 = F2 = 1. La fonction génératrice des nombres entiers
de Fibonacci est établie dans la proposition suivante.
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CHAPITRE 1. APERÇU SUR LES FONCTIONS GÉNÉRATRICES

Proposition 1.1. La fonction génératrice des nombres de Fibonacci est t
1−t−t2

et on a

t

1− t− t2
=
∑
n≥0

Fnt
n. (1.3)

Démonstration 1.1. Pour démontrer l'equation (1.3) de la proposition 1.1 on considère la
fonction Soit f la fonction génératrice des nombres de Fibonacci, alors f(t) =

∑
n≥0 Fnt

n.
D'après la récurrence qui dé�nit la suite Fn on déduit que

f(t) =
∞∑

n=1

Fnt
n

=
∞∑

n=1

(Fn+1 − Fn−1)t
n

=
∞∑

n=1

Fn+1t
n −

∞∑
n=1

Fn−1t
n

=
1

t

∞∑
n=1

Fn+1t
n+1 − t

∞∑
n=1

Fn−1t
n−1

=
1

t

∞∑
n=2

Fnt
n − t

∞∑
n=0

Fnt
n

=
1

t
(f(t)− t)− tf(t)

Donc

f(t)− 1

t
f(t) + tf(t) = −1

Ainsi

(−1 +
1

t
− t)f(t) = 1,

et le résultat désiré en découle.

1.3.2 les nombres de Lucas

La suite des nombres ,entiers positifs, de Lucas Ln est dé�nie par la même récurrence
que les nombres de Fibonacci avec juste L0 = 2, L1 = 1. De la même manière on montre
que f(t) = 2−t

t−1+t2
est la fonction génératrice des nombres de Lucas et on a

2− t

t− 1 + t2
=
∑
n≥0

Lnt
n. (1.4)

3



CHAPITRE 1. APERÇU SUR LES FONCTIONS GÉNÉRATRICES

1.3.3 Les nombres de Bernoulli

Par contre la suite Bn des nombres, rationnels, de Bernoulli est dé�nie directement via
sa fonction génératrice et on a :

t

et − 1
=
∑
n≥0

Bn
n!

tn
. (1.5)

Les premiers termes de Bernoulli sont : B0 = 1, B1 = 1
2
, B2n+1 = 0 pour n ≥ 1. On pose

f(t) = t
et−1

alors f(t)− 1 + 1
2
t = t

et−1
− 1 + 1

2
t, ainsi g(t) = t

et−1
− 1 + 1

2
t est une fonction

paire ; c'est à dire (g(t) = g(−t)). Pour être sûr, on a la véri�cation suivante

g(t)− g(−t) =
t

et − 1
− 1 +

1

2
t +

t

e−t − 1
+ 1 +

1

2
t

= t(
1

et − 1
+

1

e−t − 1
+ 1)

= t

(
e−t + et − 2

(et − 1)(e−t − 1)
+ 1

)
= t

(
e−t + et − 2 + (1− et − e−t + 1)

(et − 1)(e−t − 1)

)
= 0

Par contre g(t) =
∑

n≥2 Bn
tn

n!
; ce qui montre le résultat déjà cité en haut B2n+1 = 0; n ≥ 1.

(Voir [18])

1.3.4 Les nombres d'Euler

La suite En des nombres d'Euler, entiers positifs, est dé�nie par la fonction génératrice
suivante

2

et + e−t
=
∑
n≥0

En
tn

n!
(1.6)

ou encore
2et

e2t + 1
=
∑
n≥0

En
tn

n!
(1.7)

les premiers termes de la suite des nombres d'Euler sont :E0 = 1, E2 = 2, E4 = 5,
E2n+1 = 0 pour n ≥ 0. Soit f(t) = 2

et+e−t alors f(t) = f(−t) ; donc la fonction génératrice
des nombres d'Euler est paire. Cela justi�e que E2n+1 = 0. Voir(Boudrioua [2])
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CHAPITRE 1. APERÇU SUR LES FONCTIONS GÉNÉRATRICES

1.4 Fonction génératrice des polynômes

Soit f(x, t), telle que f : (R,R) → R, une fonction à deux variables
Dé�nition 1.2. f est dite fonction génératrice ordinaire des polynômes Pn(x) si on a

f(x, t) =
∑
n≥0

Pn(x)tn. (1.8)

Elle est dite fonction génératrice exponentielle des polynômes Pn(x) si on a

f(x, t) =
∑
n≥0

Qn(x)
tn

n!
. (1.9)

Voir ([2])

1.4.1 Exemple

La suite des polynômes de Fibonacci est dé�nie par la réccurence suivante :
Fn+2(x) = xFn+1(x) + Fn(x) (1.10)

ses premiers termes sont : F0(x) = 0, F1(x) = 1, F2(x) = x, F3(x) = x2 + 1

Proposition 1.2. La fonction génératrice des polynômes de Fibonacci est donnée par :

f(t, x) =
∑
n≥0

Fn(x)tn =
t

1− xt− t2

Démonstration 1.2.
f(x, t) =

∑
n≥0

Fn(x)tn

=
∑
n≥0

(Fn+2(x)− xFn+1(x))tn

=
∑
n≥0

Fn+2(x)tn − x
∑
n≥0

Fn+1(x)tn

=
1

t2

∑
n≥0

Fn+2(x)tn+2 − x

t

∑
n≥0

Fn+1(x)tn+1

=
1

t2

∑
n≥2

Fn(x)tn − x

t

∑
n≥1

Fn(x)tn

=
1

t2
(f(x, t)− t)− x

t
f(x, t)

5



CHAPITRE 1. APERÇU SUR LES FONCTIONS GÉNÉRATRICES

Ainsi

(1− 1

t2
+

x

t
)f(x, t) =

−1

t
t2 + xt− 1

t2
f(x, t) =

−1

t

D'où

f(x, t) =
t

1− xt− t2

1.5 Produit de Cauchy
Des fois la fonction génératrice en question est complexe, c'est le cas de produit de

deux fonctions génératrices. Pour trouver la suite générée par cette fonction on utilise le
produit de Cauchy. Soient f(t) =

∑
n≥0 ant

n et g(t) =
∑

n≥0 bnt
n ,le produit f(t)g(t) est

une fonction génératrice de la forme : f(t)g(t) =
∑

n≥0 cnt
n. Le théorème suivant donne

l'expression de cn.

Théorème 1.1. Soit n ∈ N

cn =
n∑

k=0

akbn−k (1.11)

Démonstration 1.3. On a(∑
k≥0

akt
k

)(∑
j≥0

bjt
j

)
=
∑
k,j≥0

akbjt
k+j.

On considère le nouvel indice n = k + j. Dans ce cas on aura(∑
k≥0

akt
k

)(∑
j≥0

bjt
j

)
=
∑
n≥0

n∑
k=0

akbn−kt
n.

Ainsi l'expression désirée de cn en découle.

1.5.1 Application aux polynômes de Bernoulli

Avec le produit de Cauchy on peut calculer les polynômes de Bernoulli en fonction des
nombres de Bernoulli.
On a d'après l'article de K. Wu Chen [18] :

text

et − 1
=
∑
n≥0

Bn(x)
tn

n!

6



CHAPITRE 1. APERÇU SUR LES FONCTIONS GÉNÉRATRICES

Alors cette fonction est le produit de Cauchy de :

ext =
∑
n≥0

xn

n!
tn et

t

et − 1
=
∑
n≥0

Bn

n!
tn

D'où
Bn(x)

n!
=

n∑
k=0

xk

k!

Bn−k

(n− k)!

=
1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
Bn−kx

k.

On vient de démontrer le théorème suivant
Théorème 1.2. Soient n ∈ N , Bn(x) le polynôme de Bernoulli au point x et Bn un
nombre de Bernoulli

Bn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bn−kx

k (1.12)

1.5.2 Application aux nombres d'Euler

La fonction génératrice des polynômes d'Euler est donnée par l'expression suivante :

E(x, t) =
2etx

et + 1
=
∑
n≥0

En(x)
tn

n!

∑
n≥0

En(x)
tn

n!
=

2etx

et + 1
=

2etx

et + 1

e
−t
2

e
−t
2

=
2

e
t
2 + e

−t
2

et(x− 1
2
)

=

(∑
n≥0

En

n!2n

)(∑
n≥0

(x− 1
2
)n

n!
tn

)

=
∑
n≥0

(
n∑

k=0

Ek

k!2k

(x− 1
2
)n−k

(n− k)!

)
tn

7



CHAPITRE 1. APERÇU SUR LES FONCTIONS GÉNÉRATRICES

Par identi�cation on aura

En(x) =
n∑

k=0

n!

k!(n− k)!

Ek

2k
(x− 1

2
)n−k

=
n∑

k=0

(
n

k

)
Ek

2k
(x− 1

2
)n−k

8



Chapitre 2

Nombres balancials

2.1 Introduction
Dans ce chapitre on résout l'équation

1 + 2 + .... + (n− 1) = (n + 1) + (n + 2) + .... + (n + r)

qui donne naissance aux nombres balancials et on étudiera quelques propriétés. Pour plus
de propriétés on invite le lecteur à voir (A.Behera [1]).
Dé�nition 2.1. On dit que n ∈ N est un nombre balancial avec la balance r si on a :

1 + 2 + .... + (n− 1) = (n + 1) + (n + 2) + .... + (n + r).

On sait que
1 + 2 + .... + (n− 1) =

n−1∑
k=1

k =
1

2
n(n− 1),

alors
(n + 1) + (n + 2) + .... + (n + r) = rn +

r∑
k=1

k = rn +
1

2
r(r + 1).

Donc
n2 − n = r2 + 2nr + r.

En�n on aurra
r2 + (2n + 1)r + (n− n2) = 0.

La résolution de cette équation donne

r =
−2n− 1 +

√
8n2 + 1

2
.

Ainsi pour que r soit un entier et véri�e la diaphantienne, il faut et il su�t que 8n2 + 1

9



CHAPITRE 2. NOMBRES BALANCIALS

soit un carré parfait, c'est à dire 8n2 + 1 = m2. Donc n est un nombre balancial si on a
8n2 + 1 = m2, avec m un entier positif. La proposition suivante donne la caractérisation
des nombres balancials via l'équation diophantienne

8y2 + 1 = x2.

Proposition 2.1. Considérons x1 = x et y1 = y alors (xk, yk) ,k ∈ N , sont des solutions
de 8y2 + 1 = x2 si xk + yk

√
8 = (x + y

√
8)k et xk − yk

√
8 = (x− y

√
8)k.

Démonstration 2.1. La démonstration est par recurrence. Pour k = 1, on pose x1 = x
et y1 = y et le résultat est valable. Pour k ≥ 2, on suppose que x2

k − 8y2
k = 1 est vraie et

on montre qu'il est vraie pour k + 1.

x2
k+1 − 8y2

k+1 = (xk+1 −
√

8yk+1)(xk+1 +
√

8yk+1)

= (x−
√

8y)(xk −
√

8yk)(x +
√

8y)(xk +
√

8yk)

= (x2 − 8y2)(x2
k − 8y2

k)

= 1× 1 = 1

Toutes les solutions sont déduites de cette équation (xk + yk

√
8) = (x + y

√
8)k

xk + yk

√
8 = (x + y

√
8)k = (x + y

√
8)(x + y

√
8)k−1

= (x + y
√

8)(xk−1 + yk−1

√
8)

= (xxk−1 + 8yyk−1) + (xyk−1

√
8 + yxk−1

√
8)

= (xxk−1 + 8yyk−1) +
√

8(xyk−1 + yxk−1)

Par identi�cation on aura {
xxk−1 + 8yyk−1 = xk

xyk−1 + yxx−1 = yk

On considère la solution triviale (3, 1) et y = 1 est un nombre balancial, on aura{
3xk−1 + 8yk−1 = xk

3yk−1 + xx−1 = yk

{
3xk−1 + 8yk−1 = xk.......(1)

−9yk−1 − 3xk−1 = −3yk....(2)

de (1) + (2) on obtient :

xk = 3yk − yk−1

10



CHAPITRE 2. NOMBRES BALANCIALS

on remplace xk dans {
3xk + 8yk = xk+1

3yk + xk = yk+1

Et on obtient :
yk+1 = 3yk − yk−1 + 3yk = 6yk − yk−1

Alors le k-ième balancing number est donné par :

Bk = 6Bk−1 −Bk−2 pour(k ≥ 2)

avec B1 = 1, B2 = 6

Remarque 2.1. B0 = 0. On peut l'avoir facilement en remplaçant "k" par "2" dans
Bk−2 = 6Bk−1 −Bn et on obtient B0 = 6B1 −B2 = 6(1)− 6 = 0

2.1.1 Fonction génératrice des nombres balancials

La fonction génératrice des nombres balancials est donnée par la proposition suivante
Proposition 2.2.

t

t2 − 6t + 1
=
∑
n≥0

Bnt
n. (2.1)

Démonstration 2.2.
f(t) =

∑
k≥0

Bkt
k

=
∑
k≥2

(6Bk−1 −Bk−2)t
k + B0t

0 + B1t
1

= 6
∑
k≥2

Bk−1t
k −

∑
k≥2

Bk−2t
k + t

= 6t
∑
k≥2

Bk−1t
k−1 − t2

∑
k≥2

Bk−2t
k−2 + t

= 6t
∑
k≥1

Bkt
k − t2

∑
k≥0

Bkt
k + t

= 6t
∑
k≥0

Bkt
k − t2

∑
k≥0

Bkt
k + t (carB0 = 0)

f(t) = 6tf(t)− t2f(t) + t

f(t)(t2 − 6t + 1) = t

11



CHAPITRE 2. NOMBRES BALANCIALS

D'où

f(t) =
t

t2 − 6t + 1

2.1.2 Quelques propriétés des nombres balancials

Proposition 2.3. le k-ième balancing nombre est donné par :

Bk =
1

4
√

2

[
(3 + 2

√
2)k − (3− 2

√
2)k)

]
(2.2)

Démonstration 2.3. On a :

f(t) =
∑
n≥0

Bnt
n =

t

t2 − 6t + 1

=
t

(t− (3 + 2
√

2)(t− (3− 2
√

2))

On pose (3 + 2
√

2) = α et (3− 2
√

2) = δ. Alors

t

(t− α)(t− δ)
=

A

t− α
+

B

t− δ

=
A(t− δ) + B(t− α)

(t− α)(t− δ)

=
(A + B)t−Bα− Aδ

(t− α)(t− δ)

Par identi�cation on aura {
A + B = 1

Aδ + Bα = 0

⇒
{

B = 1− A
Aδ + (1− A)α = 0

⇒

{
A = α

α−δ
= α

4
√

2

B = 1− α
4
√

2
= −δ

4
√

2

12
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f(t) =
1

4
√

2

(
α

t− α
− δ

t− δ

)
=

1

4
√

2

(
δ

δ − t
− α

α− t

)
=

1

4
√

2

(
1

1− t
δ

− 1

1− t
α

)
=

1

4
√

2

∑
k≥1

(
1

δk
− 1

αk

)
tk

=
1

4
√

2

∑
k≥1

αk − δk

αkδk
tk

sachant que (αδ)k =
(
(3 + 2

√
2)(3− 2

√
2)
)k

= 1

Alors f(t) =
1

4
√

2

∑
k≥1

(αk − δk)

=
1

4
√

2

∑
k≥1

(
(3 + 2

√
2)k − (3− 2

√
2)k
)

tk

D′ou Bk =
1

4
√

2

(
(3 + 2

√
2)k − (3− 2

√
2)k
)

2.1.3 Fonctions associées aux nombres balancials

On considère x un nombre balancial, la proposition suivante donne les fonctions qui
générent les nombres balancials associés à x.

Proposition 2.4. [12] Les fonctions f(x) = 2x
√

8x2 + 1, g(x) = 3x+
√

8x2 + 1 et h(x) =
17x + 6

√
8x2 + 1 génèrent des nombres balancials.

Démonstration 2.4. [1]
x est un balancing nombre si 8x2 + 1 est un carré parfait. On calcule 8f 2(x) + 1

8(2x
√

8x2 + 1)2 + 1 = 8(4x2(8x2 + 1)) + 1

= 32x2(8x2 + 1) + 1 = 256x4 + 32x2 + 1

= 256(x
2

+
1

16
)2 = 162(x

2

+
1

16
)2

Alors 8f 2(x) + 1 est un carré parfait pour tout x. Et donc f(x) génère des nombres balan-
cials.

Remarque 2.2. si x est un nombre balancial alors f(x) est toujours paire.

13
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On procède de la même manière pour g(x), on a

8g2(x) + 1 = 8(9x2 + (8x2 + 1) + 6x
√

8x2 + 1) + 1

= 8(17x2 + 6x
√

8x2 + 1 + 1) + 1 = 136x2 + 48x
√

8x2 + 1 + 9

= (8x + 3
√

8x + 1)2

8g2(x) + 1 est aussi un carré parfait. D'où g(x) génère des nombres balancials.

Remarque 2.3. Si x est un nombre balancial pair alors g(x) est impair car ça serait une
somme d'un nombre pair et d'un autre impair. Si x est un nombre balancial impair alors
g(x) est pair, car ça serait une somme de deux nombres impairs.

Si x = g(x) alors g(g(x)) le serait certainement, en e�et

g(g(x)) = 3(3x +
√

8x2 + 1) +

√
8(3x +

√
8x2 + 1)2 + 1

= 9x + 3
√

8x2 + 1 +

√
8(9x2 + (8x2 + 1) + 6x

√
8x2 + 1) + 1

= 9x + 3
√

8x2 + 1 +

√
(8x + 3

√
8x2 + 1)2

= 9x + 3
√

8x2 + 1 + 8x + 3
√

8x2 + 1

= 17x + 6
√

8x2 + 1 = h(x)

Remarque 2.4. De même que pour g(x), la fonction h(x) génère des nombres pairs et
impairs.

Proposition 2.5. [12]
Si x est un nombre balancial, alors il n'ya aucun nombre balancial y tel que x < y <
3x +

√
8x2 + 1.

Démonstration 2.5. [1] On a g(x) = 3x +
√

8x2 + 1, x < g(x), g : [0,∞[→ [1,∞[.
g(x) est continue et strictement croissante car g

′
(x) = 3 + 8x√

8x2+1
> 0. Donc g(x) est

bijective et g−1(x) existe, elle est continue et strictement croissante. On pose u = g−1(x),
u = 3x−

√
8x2 + 1 car

g(3x−
√

8x2 + 1) = 3(3x−
√

8x2 + 1) +

√
8(3x−

√
8x2 + 1)2 + 1

= 9x− 3
√

8x2 + 1 +

√
136x2 + 9− 48x

√
8x2 + 1

= 9x− 3
√

8x2 + 1 + (3
√

8x2 + 1− 8x)

= x

Comme 8(g−1(x))2+1 = (8x−3
√

8x + 1)2 donc g−1(x) est un nombre balancial. Maintenant
on procède par récurrence pour démontrer que g(Bn−1) = Bn. Pour n = 0 on a : g(B0) =
3(0)+

√
8(0)2 + 1 = 1 = B1 donc il n'ya aucun nombre balancial entre B0 et B1. On suppose

14
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que notre hypothèse est juste pour n. On suppose qu'il existe un y tel que Bn < y < Bn+1

donc g−1(y) est un nombre balancial et comme g−1(x) est strictement croissante alors
g−1(Bn) < g−1(y) < g−1(Bn+1) ⇒ Bn−1 < g−1(y) < Bn ce qui contredit la vérité de notre
hypothèse. Donc si x est un nombre balancial alors g(x) est le nombre balancial qui le suit.

Corollaire 2.1. Soit x est un nombre balancial, alors le nombre balancial qui le précède
est 3x−

√
8x2 + 1.

Démonstration 2.6. g(3x−
√

8x2 + 1) = g(u) = x

De ces deux dernières proposition on déduit trois autres récurrence dé�nissant les ba-
lancing nombres :
Corollaire 2.2. Les assertions suivantes sont vraies.

Bn+1 = 3Bn +
√

8B2
n + 1

Bn−1 = 3Bn −
√

8B2
n + 1

Bn+1 = 6Bn −Bn−1

Remarque 2.5. Pour le reste des propriétés de ce chapitre on utilisera cette dernière
récurrence Bn+1 = 6Bn −Bn−1 qui admet pour fonction génératirice, la fonction suivante∑

n≥0

Bnt
n = t

∑
n≥0

Bnt
n−1 = t

∑
n≥1

Bn+1t
n.

avec B0 = 1, donc ∑
n≥1

Bn+1t
n =

1

t2 − 6t + 1
.

Proposition 2.6. [12]
On a les relation de réccurence suivantes :

Bn+1Bn−1 = (Bn + 1)(Bn − 1) (2.3)

Bn = BkBn−k −Bk−1Bn−k−1 (2.4)

B2n = B2
n −B2

n−1 (2.5)

B2n+1 = Bn(Bn+1 −Bn−1) (2.6)
Démonstration 2.7. [1]
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On a Bn+1 = 6Bn −Bn−1 et Bn = 6Bn−1 −Bn−2. Alors{
Bn+1+Bn−1

Bn
= 6.........(1)

Bn+Bn−2

Bn−1
= 6..........(2)

La di�érence (1)− (2) donne

(Bn+1)(Bn−1) + (B2
n−1)−B2

n −BnBn−2

BnBn−1

= 0.

Ainsi

B2
n −Bn−1Bn+1 = B2

n−1 −Bn−2Bn

= B2
n−2 −Bn−3Bn−1

= B2
n−3 −Bn−4Bn

= B2
n−4 −Bn−5Bn−1

.

.

= B2
n−(n−1) −B(n−1)−(n−1)B(n+1)−(n−1)

= B2
1 −B0B2 = (6)2 − 1 ∗ 35 = 1.

Donc
B2

n − 1 = Bn−1Bn+1

On démontre la relation Bn = BkBn−k −Bk−1Bn−k−1 par récurrence sur k. Pour k = 1 on
aura Bn = B1Bn−1−B0Bn−2 = 6Bn−1−Bn−2. On suppose que Bn = BkBn−k−Bk−1Bn−k−1

est vraie, et on verra pour k = r + 1 :

Br+1Bn−r−1 −BrBn−r = (6Br −Br−1)(Bn−r−1)−BrBn−r−2

= 6BrBn−r−1 −Br−1Bn−r−1 −BrBn−r−2

= Br(6Bn−r−1 −Bn−r−2)−Br−1Bn−r−1

= BrBn−r −Br−1Bn−r−1.

Pour la B2n = B2
n − B2

n−1, on a Bn = BkBn−k − Bk−1Bn−k−1, on remplace n par 2n et k
par n, on obtient

B2n = BnB2n−n −Bn−1B2n−n−1

= BnBn −Bn−1Bn−1 = B2
n −B2

n−1

En�n pour la dernière relation, on a Bn = BkBn−k−Bk−1Bn−k−1, on remplace n par 2n+1

16



CHAPITRE 2. NOMBRES BALANCIALS

et k par n, on obtient

B2n+1 = BnB2n+1−n −Bn−1B2n+1−n−1

= Bn(Bn+1 −Bn−1).

Théorème 2.1.
(Bm + Bn)(Bm −Bn) = Bm+nBm−n

Démonstration 2.8. on a

Bn =
1

4
√

2
((3 + 2

√
2)n − (3− 2

√
2)n).

Donc

Bm+nBm−n =
1

32

[(
(3 + 2

√
2)m+n − (3− 2

√
2)m+n

)(
(3 + 2

√
2)m−n − (3− 2

√
2)m−n

)]
=

1

32

[
(3 + 2

√
2)2m − (3 + 2

√
2)m+n(3− 2

√
2)m−n − (3− 2

√
2)m+n(3 + 2

√
2)m−n

]
=

1

32

(
(3 + 2

√
2)2m − (3 + 2

√
2)2n(3 + 2

√
2)m−n(3− 2

√
2)m−n

)
− 1

32

(
(3− 2

√
2)2n(3− 2

√
2)m−n(3 + 2

√
2)m−n + (3 + 2

√
2)2m

)
.

Sachant que((3 + 2
√

2)(3− 2
√

2))k = 1 alors

=
1

32

[
(3 + 2

√
2)2m + (3− 2

√
2)2m − (3 + 2

√
2)2n + (3− 2

√
2)2n

]
= B2

mB2
n

Lemme 2.1. on a f(t) =
∑

n≥0 ant
n et

an =
1

n!

d

dtn
f(t) �t=0

Démonstration 2.9. (voir A.Behera [1]).

Théorème 2.2. [1]
De la fonction génératrice, on obtient

Bn = 6n−
(

n− 1

1

)
6n−2+

(
n− 2

2

)
6n−4−...+(−1)[n

2
]

(
n− [n

2
]

[n
2
]

)
6n−[n

2
] =

[n
2
]∑

k=0

(−1)k

(
n− k

k

)
6n−2k,

où [n
2
] est la partie entière de n

2
.
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Démonstration 2.10. Pour |6t− t2| < 1, on a

f(t) =
1

t2 − 6t + 1
= (1− (6t− t2))−1

= 1 + (6t− t2) + (6t− t2)2 + (6t− t2)3 + .......(∗)

Si n est pair, les termes qui contiennent tn sont : (6t− t2)
n
2 ,(6t− t2)

n
2
+1, ...,(6t− t2)n. Mais

(6t− t2)
n
2 =

n
2∑

k=0

(
n
2

k

)
(6t)

n
2
−k(−t2)k =

n
2∑

k=0

(
n
2

k

)
(6)

n
2
−k(−1)k(t)

n
2
+k.

Pour avoir le coe�cient de tn il su�t de remplacer k par n
2
et on obtient : 60(−1)

n
2 . de

même jusqu'à n. D'autre part on a

(6t− t2)n−2 =
n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
(6t)n−2−k(−t2)k =

n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
(6)n−2−k(−1)k(t)n−2+k.

Pour avoir le coe�cient de tn il su�t de remplacer k par 2 et on obtient :
(

n−2
2

)
6n−4(−1)

n
2 .

(6t− t2)n−1 =
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(6t)n−1−k(−t2)k =

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(6)n−1−k(−1)k(t)n−1+k.

Pour avoir le coe�cient de tn il su�t de remplacer k par 1 et on obtient : −
(

n−1
1

)
6n−2.

(6t− t2)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
(6t)n−k(−t2)k =

n∑
k=0

(
n

k

)
(6)n−k(−1)k(t)n+k.

Pour avoir le coe�cient de tn il su�t de remplacer k par 0 et on obtient : 6n. Alors dans
ces cas les coe�cients de tn dans f(t) :

6n −
(

n− 1

1

)
6n−2 +

(
n− 2

2

)
6n−4 − .... + (−1)

n
2 .

Pour n impair, les termes qui contiennent tn sont : (6t− t2)
n+1

2 ,(6t− t2)
n+3

2
+1, ...,(6t− t2)n.

et dans ces cas les coe�cients de tn dans f(t) :

6n −
(

n− 1

1

)
6n−2 +

(
n− 2

2

)
6n−4 − .... + (−1)

n−1
2

(n+1
2

n−1
2

)
6.
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Chapitre 3

Les polynômes balancials

Dé�nition 3.1. la suite des polynômes balancing est donné par la récurrence suivante [5] :

Bn(x) = 6xBn−1(x)−Bn−2(x) (n ≥ 2).

Les premiers termes de cette suite sont : B0(x) = 0, B1(x) = 1 et B2(x) = 6x

3.1 Fonctions génératrices des polynômes balancials

Fonction génératrice ordinaire des polynômes balancing
La fonction génératrice ordinaire des polynômes balancials est donnée par le théorème

suivant

Théorème 3.1. [6, 8, 10]
Soit b(x, t) la fonction génératrice des nombres balancials

b(x, t) =
∑
n≥0

Bn(x)tn =
t

t2 + 6xt− 1
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Démonstration 3.1. la fonction génératrice ordinaire des balancing polynômes

b(x, t) =
∑
n≥0

Bn(x)tn

=
∑
n≥2

(6xBn−1(x)−Bn−2(x))tn + B1(x)t + B0(x)t

=
∑
n≥2

(6xBn−1(x))tn −
∑
n≥2

Bn−2(x)tn + t

= 6xt
∑
n≥2

Bn−1(x)tn−1 − t2
∑
n≥2

Bn−2(x)tn−2 + t

= 6xt
∑
n≥1

Bn(x)tn − t2
∑
n≥0

Bn(x)tn + t

= 6xt
∑
n≥0

Bn(x)tn − t2
∑
n≥0

Bn(x)tn + t carB0(x) = 0

= 6xtb(x, t)− t2b(x, t) + t

Alors b(x, t)(1− 6xt + t2) = t, d'où b(x, t) = t
1−6xt+t2

.

Fonction génératrice exponentielle des polynômes balancials
Théorème 3.2. [8]
Soit Bn(x) la suite de polynômes balancials, alors∑

n≥0

Bn(x)
tn

n!
=

e3xt

√
9x2 − 1

sinh(t
√

9x2 − 1).

Démonstration 3.2. On a Bn(x) = t
t2−6xt+1

, et on résout l'équaion t2 − 6xt + 1 = 0, le

descriminant est ∆ =
√

4 + 36x2,λ1(x) = 3x +
√

9x2 − 1 et λ2(x) = 3x−
√

9x2 − 1. Alors

b(x, t) =
∑
n≥0

Bn(x)tn =
t

(t− λ1(x))(t− λ2(x))

=
A

t− λ1(x)
+

B

t− λ2(x)
=

A(t− λ2(x)) + B(t− λ1(x))

(t− λ1(x))(t− λ2(x))

=
(A + B)t− Aλ2(x)−Bλ1(x)

(t− λ1(x))(t− λ2(x))

Par identi�cation on aura {
A + B = 1

Aλ2(x) + Bλ1(x) = 0
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⇒
{

A = 1−B
(1−B)λ2(x) + Bλ1(x) = 0

⇒
{

A = 1−B
λ2(x)−Bλ2(x) + Bλ1(x) = B(λ1(x)− λ2(x)) + λ2(x) = 0

⇒


B = λ2(x)

λ2(x)−λ1(x)

A = 1− λ2(x)
λ2(x)−λ1(x)

A = −λ1(x)
λ2(x)−λ1(x)

= λ1(x)
λ1(x)−λ2(x)

b(x, t) =

λ1(x)
λ1(x)−λ2(x)

t− λ1(x)
+

λ2(x)
λ2(x)−λ1(x)

t− λ2(x)

=

λ1(x)
λ1(x)−λ2(x)

t− λ1(x)
−

λ2(x)
λ1(x)−λ2(x)

t− λ2(x)

=
1

λ1(x)− λ2(x)

(
λ2(x)

λ2(x)− t
− λ1(x)

λ1(x)− t

)
=

1

λ1(x)− λ2(x)

(
1

1− t
λ2(x)

− 1

1− t
λ1(x)

)

=
1

λ1(x)− λ2(x)

(∑
n≥0

tn

λn
2 (x)

−
∑
n≥0

tn

λn
1 (x)

)

=
1

λ1(x)− λ2(x)

∑
n≥0

(
λn

1 (x)− λn
2 (x)

λn
2 (x)λn

1 (x)

)
tn

Donc

Bn(x) =
λn

1 (x)− λn
2 (x)

λ1(x)− λ2(x)

∑
n≥0

Bn(x)
tn

n!
=

∑
n≥0

(
λn

1 (x)− λn
2 (x)

λ1(x)− λ2(x)

)
tn

n!

=
1

λ1(x)− λ2(x)

∑
n≥0

(
λn

1 (x)

n!
tn − λn

1 (x)

n!
tn
)
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Sachant que
∑

n≥0
zn

n!
tn = ezt et en remplçant les λ par leurs valeurs on obtient :

∑
n≥0

Bn(x)
tn

n!
=

1

λ1(x)− λ2(x)
(eλ1(x)t − eλ2(x)t) =

e3xt

2
√

9x2 − 1
(e
√

9x2−1t − e−
√

9x2−1t)

Comme on a sinh(x) = ex−e−x

2
, alors

∑
n≥0

Bn(x)
tn

n!
=

e3xt

√
9x2 − 1

sinh(
√

9x2 − 1t)

Le lemme suivant est utile dans le chapitre suivant.

Lemme 3.1. (voir R.Frontczak [8])
La récurrence suivante

yn(x) = pyn−1(x) + qyn−2(x), n ≥ 2, p2 + 4q 6= 0,

avec y0(x), y1(x) les premiers termes de yn ; permet de trouver la fonction génératrice
exponentielle de la suite yn :

∑
n≥0

yn(x)
tn

n!
=

e
p
2
t

∆

(
[y1(x)− λ1y0(x)]e

∆
2

t − [y1(x)− λ2y0(x)]e−
∆
2

t
)

où

∆ =
√

p2 + 4q λ1 =
p + ∆

2
et λ2 =

p−∆

2
.

3.1.1 Lien entre les nombres et polynômes balancials

La valeur de la fonction génératrice ordinaire des polynômes balancials au point x = 1,
conduit à

b(1, t) =
t

t2 − 6t + 1
= b(t)
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qui est la fonction génératrice ordinaire des nombres balancials.
La fonction génératrice exponentielle des polynômes balancials au point x = 1, donne

∑
n≥0

Bn(1)
tn

n!
=

e3(1)t√
9(1)2 − 1

sinh(t
√

9(1)2 − 1) =
e3t

2
√

2
sinh(t2

√
2)

=
e3t

2
√

2

et2
√

2 − e−t2
√

2

2
=

e(3+2
√

2)t − e−(3+2
√

2)t

4
√

2

=
1

4
√

2

[
e(3+2

√
2)t − e−(3+2

√
2)t
]

=
1

4
√

2

∑
n≥0

[
(3 + 2

√
2)n − (3 + 2

√
2)n tn

n!

]
qui est la formule de Binet des nombres balancials. Ainsi les nombres balancials conicide
avec la valeurs des polynômes balancials en x = 1.

3.2 Formule de Binet
Etant donnée une suite récurrente linéaire d'ordre 02 :

aPn−2 = bPn−1 + cPn

avec son équation caractéristique : ay2 = by + c. λ1et λ2 sont ses racines respectives avec
∆ = (b2 − 4ac) ≥ 0
Alors

Pn =
λn

1 − λn
2

λ1 − λ2

est la forme de Binet pour cette suite. De même, pour les suites de polynômes on aura :

Pn(x) =
λn

1 (x)− λn
2 (x)

λ1(x)− λ2(x)

3.2.1 Exemple d'application

Formule de Binet des nombres de Fibonacci.
Fn+1 = Fn + Fn−1 F0 = 0,F1 = 1

Son équation caractéristique est : y2 − y − 1 = 0 ∆ =
√

5 ,λ1 = 1+
√

5
2

,λ1 = 1−
√

5
2

Fn =
(1+

√
5

2
)n − (1−

√
5

2
)n

√
5

=
1√
5
(λn

1 − λn
2 )
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Formule de Binet des nombres de Lucas.
On a

Ln =
F2n

Fn

=

1√
5
(λ2n

1 − λ2n
2 )

1√
5
(λn

1 − λn
2 )

=
(λn

1 − λn
2 )(λn

1 + λn
2 )

λn
1 − λn

2

Donc
Ln = λn

1 + λn
2

Voir (D.Castellanos [3])

3.3 Quelques propriétés des polynômes balancials

Soit Bn(x) un polynôme balancial au point x, alors on a les propriétés suivantes :

Proposition 3.1.

Bn(x) =
1

2

(3x +
√

9x2 − 1)n − (3x−
√

9x2 − 1)n

√
9x2 − 1

Démonstration 3.3. On a : Bn(x) = 6xBn−1(x)−Bn−2(x)
Son équation caractéréstique est : y2−6xy+1 = 0 où ∆ = 36x2−4 ≥ 0, λ1 = 3x+

√
9x2 − 1

et λ2 = 3x−
√

9x2 − 1
En appliquant la formule de Binet on obtient :

Bn(x) =
(3x +

√
9x2 − 1)n − (3x−

√
9x2 − 1)n

(3x +
√

9x2 − 1)− (3x−
√

9x2 − 1)

=
1

2

(3x +
√

9x2 − 1)n − (3x−
√

9x2 − 1)n

√
9x2 − 1

Proposition 3.2.
Bn−m(x)Bn+m(x) = B2

n(x)−B2
m(x)

Démonstration 3.4.

Bn−m(x)Bn+m(x) =

(
λn−m

1 (x)− λn−m
2 (x)

λ1(x)− λ2(x)

)(
λn+m

1 (x)− λn+m
2 (x)

λ1(x)− λ2(x)

)
=

λn−m
1 (x)λn+m

1 (x)− λn−m
1 (x)λn+m

2 (x)− λn−m
2 (x)λn+m

1 (x) + λn−m
2 (x)λn+m

2 (x)

(λ1(x)− λ2(x))2

=
λ2n

1 − λn−m
1 (x)λn−m+2m

2 (x)− λn−m
2 (x)λn−m+2m

1 (x) + λ2n
2

(λ1(x)− λ2(x))2

=
λ2n

1 − λn−m
1 (x)λn−m

2 (x)λ2m
2 (x)− λn−m

2 (x)λn−m
1 (x)λ2m

1 (x) + λ2n
2 (x))

(λ1(x)− λ2(x))2
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Sachant que λn−m
1 (x)λn−m

2 (x) = (3x +
√

9x2 − 1)(3x−
√

9x2 − 1) = 1 Alors on aura :

=
λ2n

1 (x)− λ2m
2 (x)− λ2m

1 (x) + λ2n
2 (x)

(λ1(x)− λ2(x))2

=
(λ2n

1 (x) + λ2n
2 (x)− 2λn

1 (x)λn
2 (x))− (λ2m

1 (x) + λ2m
2 (x)− 2λm

1 (x)λm
2 (x))

(λ1(x)− λ2(x))2

=

(
λn

1 (x)− λn
2 (x)

λ1(x)− λ2(x)

)2

−
(

λm
1 (x)− λm

2 (x)

λ1(x)− λ2(x)

)2

= B2
n(x)−B2

m(x)

Proposition 3.3.
B2n−1(x) = B2

n(x)−B2
n−1(x)

Démonstration 3.5. On a B2
n(x)−B2

m(x) = Bn−m(x)Bn+m(x)
En remplaçant m par n− 1 on aura :

B2
n(x)−B2

n−1(x) = Bn−(n−1)(x)Bn+(n−1)(x)

= B1(x)B2n−1(x)

comme B1(x) = 1 alors B2
n(x)−B2

n−1(x) = B2n−1(x)

Proposition 3.4.
B2n(x) =

B2
n+1(x)−B2

n−1(x)

6x

Démonstration 3.6. On a B2
n(x)−B2

m(x) = Bn−m(x)Bn+m(x)
En remplaçant n par n + 1 et m par n− 1 on aura :

B2
n+1(x)−B2

n−1(x) = B(n+1)−(n−1)(x)B(n+1)+(n−1)(x)

= B2(x)B2n(x)

comme B2(x) = 6x alors B2n(x) =
B2

n+1(x)−B2
n−1(x)

6x

Proposition 3.5. Ecriture binomiale d'un balancing polynôme (Voir [14])

Bn(x) =

[
(n−1)

2
]∑

j=0

(−1)j

(
n− 1− j

j

)
(6x)n−1−2j

où[] est la partie entière.
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Lemme 3.2. Formule de Waring (Voir [17])
On a 

x0 + y0 = 2
x1 + y1 = x + y
x2 + y2 = (x + y)2 − 2xy
x3 + y3 = (x + y)3 − 3xy(x + y)
x4 + y4 = (x + y)4 − 4xy(x + y)2 + 2(xy)2

Alors

xn + yn =

[n
2
]∑

j=0

(−1)jCn,j(xy)j(x + y)n−2j

Avec {
C0,0 = 2
Cn,j = n

n−j

(
n−j

j

)
Démonstration 3.7. En utilisant la formule de Waring on obtient

Bn(x) =
λn

1 (x)− λn
2 (x)

λ1(x)− λ2(x)

=

[
(n−1)

2
]∑

j=0

(−1)j

(
n− 1− j

j

)
(λ1(x)λ2(x))j (λ1(x) + λ2(x))n−1−2j

où λ1(x)λ2(x) = 1 et λ1(x) + λ2(x) = 6x

Proposition 3.6. (Voir [9])
Bn(−x) = (−1)n+1Bn(x)

Démonstration 3.8.
λ1(x) = 3x +

√
9x2 − 1

λ1(−x) = −3x +
√

9(−x)2 − 1 = −λ2(x)

λ2(x) = 3x−
√

9x2 − 1

λ2(−x) = −3x−
√

9(−x)2 − 1 = −λ1(x)

Bn(−x) =
λn

1 (−x)− λn
2 (−x)

λ1(−x)− λ2(−x)
=

(−1)nλn
2 (x)− (−1)nλn

1 (x)

−λ2(x) + λ1(x)

= (−1)n+1

(
λn

1 (x)− λn
2 (x)

λ1(x)− λ2(x)

)
*Les polynômes balancials sont liés aux nombres de Fibonacci et de Lucas via la relation
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suivante : (Voir [5])

Proposition 3.7.
Bn(

L2m

6
) =

F2mn

F2m

Démonstration 3.9. Ona :

L2m

6
=

λ2m
1 + λ2m

2

6
et

F2mn

F2m

=

1√
5
(λ2mn

1 − λ2mn
2 )

1√
5
(λ2m

1 − λ2m
2 )

où λ1 = 1+
√

5
2

et λ2 = 1−
√

5
2

Bn(
λ2m

1 + λ2m
2

6
) =

1

2


(

3(
λ2m
1 +λ2m

2

6
) +

√
9(

λ2m
1 +λ2m

2

6
)2 − 1

)n

−
(

3(
λ2m
1 +λ2m

2

6
)−

√
9(

λ2m
1 +λ2m

2

6
)2 − 1

)n

√
9(

λ2m
1 +λ2m

2

6
)2 − 1



=
1

2


(

(
λ2m
1 +λ2m

2

2
) +

√
(

λ2m
1 +λ2m

2

4
)2 − 1

)n

−
(

(
λ2m
1 +λ2m

2

6
)−

√
9(

λ2m
1 +λ2m

2

4
)2 − 1

)n

√
(

λ2m
1 +λ2m

2

2
)2 − 1


Sachant que λ1λ2 = (1−

√
5

2
)(1+

√
5

2
) = −1 alors

=

1
2n

(
λ2m

1 + λ2m
2 +

√
λ4m

1 + λ4m
2 − 2λ2m

1 λ2m
2

)n

− 1
2n

(
λ2m

1 + λ2m
2 −

√
λ4m

1 + λ4m
2 − 2λ2m

1 λ2m
2

)n

√
λ4m

1 + λ4m
2 − 2λ2m

1 λ2m
2

=
1

2n

(λ2m
1 + λ2m

2 + λ2m
1 − λ2m

2 )n − (λ2m
1 + λ2m

2 − λ2m
1 + λ2m

2 )n

λ2m
1 − λ2m

2

=
1

2n

(2λ2m
1 )n − (2λ2m

2 )n

λ2m
1 − λ2m

2

=
(λ2mn

1 − λ2mn
2 )

(λ2m
1 − λ2m

2 )

Proposition 3.8.
Bn(

i

6
L2m+1) = in−1F(2m+1)n

F2m+1

Démonstration 3.10. on a

i

6
L2m+1 =

i

6
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 ) et in−1F(2m+1)n

F2m+1

= in−1λ
(2m+1)n
1 − λ

(2m+1)n
2

λ2m+1
1 − λ2m+1

2
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Bn(
i

6
L2m+1) =

1

2

(
3 i

6
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 ) +

√
9( i

6
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 ))2 − 1

)n

√
9( i

6
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 ))2 − 1

− 1

2

(
3 i

6
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 )−

√
9( i

6
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 ))2 − 1

)n

√
9( i

6
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 ))2 − 1

=
1

2

(
i
2
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 ) +

√
i2

4
(λ

2(2m+1)
1 + λ

2(2m+1)
2 − 2)− 4

4

)n

(√
i2

4
(λ

2(2m+1)
1 + λ

2(2m+1)
2 − 2)− 4

4

)

− 1

2

(
i
2
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 )−

√
i2

4
(λ

2(2m+1)
1 + λ

2(2m+1)
2 − 2)− 4

4

)n

√
i2

4
(λ

2(2m+1)
1 + λ

2(2m+1)
2 − 2)− 4

4

=
1

2

(
i
2
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 ) + 1

2

√
i2λ

2(2m+1)
1 + i2λ

2(2m+1)
2 − 2i2 − 4

)n

1
2

√
i2λ

2(2m+1)
1 + i2λ

2(2m+1)
2 − 2i2 − 4

− 1

2

(
i
2
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 )− 1

2

√
i2λ

2(2m+1)
1 + i2λ

2(2m+1)
2 − 2i2 − 4

)n

1
2

√
i2λ

2(2m+1)
1 + i2λ

2(2m+1)
2 − 2i2 − 4

=
1

2

(
i
2
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 ) + i

2

√
λ

2(2m+1)
1 + λ

2(2m+1)
2 − 2λ2m+1

1 λ2m+1
2

)n

i
2

√
λ

2(2m+1)
1 + λ

2(2m+1)
2 − 2λ2m+1

1 λ2m+1
2

− 1

2

(
i
2
(λ2m+1

1 + λ2m+1
2 )− i

2

√
λ

2(2m+1)
1 + λ

2(2m+1)
2 − 2λ2m+1

1 λ2m+1
2

)n

i
2

√
λ

2(2m+1)
1 + λ

2(2m+1)
2 − 2λ2m+1

1 λ2m+1
2

=
in−1

2n

(2λ2m+1
1 )n − (2λ2m+1

2 )n

λ2m+1
1 − λ2m+1

2

D'où le résultat.
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Chapitre 4

Les nombres et polynômes balancials de

Lucas

4.1 Nombres balancials de Lucas

On a vu dans le deuxième chapitre que l'équation 8n2 +1 = m2 nous génère les nombres
balancials où n est le nombre balancial noté Bn. Et m =

√
8x2 + 1 est appelé nombre

balancial de Lucas ; noté par Cn.(Voir [13])

Dé�nition 4.1. La suite des nombres balancials de Lucas est donnée par la même récur-
rence que les nombres balancials : [15, 16]

Cn = 6Cn−1 − Cn−2 (n ≥ 2)

avec C0 = 1 et C1 = 3.

4.1.1 Fonction génératrice des nombres balancials de Lucas

Théorème 4.1. [15, 16]
Soit c(t) la fonction génératrice des nombres balancials de Lucas

c(t) =
∑
n≥0

Cnt
n =

1− 3t

t2 − 6t + 1
(4.1)
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Démonstration 4.1.
c(t) =

∑
n≥0

Cnt
n =

∑
n≥2

(6Cn−1 − Cn−2)t
n + C0t

0 + C1t
1

= 6
∑
n≥2

Cn−1t
n −

∑
n≥2

Cn−2t
n + 1 + 3t

= 6t
∑
n≥2

Cn−1t
n−1 − t2

∑
n≥2

Cn−2t
n−2 + 1 + 3t

= 6t
∑
n≥1

Cnt
n − t2

∑
n≥0

Cnt
n + 1 + 3t

= 6t(c(t)− 1)− t2c(t) + 1 + 3t.

Ainsi c(t)(1− 6t + t2) = 1− 3t et alors

c(t) =
1− 3t

1− 6t + t2
.

4.1.2 La formule de Binet des nombres balancials de Lucas

On peut obtenir le nième nombre balancial de Lucas grâce à la formule de Binet

Proposition 4.1. [13]
Soit n ≥ 0

Cn =
(3 + 2

√
2)n + (3− 2

√
2)n

2
. (4.2)

Démonstration 4.2.
Cn =

√
8B2

n + 1

C2
n = 8B2

n + 1

= 8

(
λn

1 − λn
2

λ1 − λ2

)2

+ 1 = 8

(
λ2n

1 + λ2n
2 − 2λn

1λ
n
2

(λ1 − λ2)2

)
+ 1

= 8

(
λ2n

1 + λ2n
2 − 2

(4
√

2)2

)
+ 1 =

λ2n
1 + λ2n

2 + 2

4

=

(
λn

1 + λn
2

2

)2

Donc

Cn =
λn

1 + λn
2

2
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4.1.3 Quelques propriétés hybrides nombres balancials de Lucas

Proposition 4.2. Ecriture binomiale d'un nombre balancial de Lucas (Voir [14])

2Cn =

n
2∑

j=0

(−1)j n

n− j

(
n− j

j

)
6n−2j (4.3)

Démonstration 4.3. En utilisant la formule de Waring énoncée dans le lemme 3.2 avec
λ1λ2 = 1 et λ1 + λ2 = 6 alors Cn =

λn
1 +λn

2

2
implique que

2Cn = λn
1 + λn

2 =

n
2∑

j=0

(−1)j n

n− j

(
n− j

j

)
(λ1λ2)

j(λ1 + λ2)
n−2j.

Proposition 4.3.
(Cn +

√
8Bn)r = Cnr +

√
8Bnr. (4.4)

Démonstration 4.4. On a

Bn =
λn

1 − λn
2

λ1 − λ2

, Cn =
λn

1 + λn
2

2

et λ1 − λ2 = 2
√

8. Alors

Cn +
√

8Bn =
λn

1 + λn
2

2
+
√

8
λn

1 − λn
2

2
√

8
= λn

1 .

Donc
(Cn +

√
8Bn)r = λnr

1 = Cnr +
√

8Bnr

Corollaire 4.1.
(Cn −

√
8Bn)r = Cnr −

√
8Bnr (4.5)

Démonstration 4.5. On a

Cn −
√

8Bn =
λn

1 + λn
2

2
−
√

8
λn

1 − λn
2

2
√

8
= λn

2

De la même manière que pour le théorème on obtient le corollaire.

Remarque 4.1. Cette propriété ressemble à la formule de Moivre

(cos(x) + i sin(x))n = cos(nx) + i sin(nx)

Proposition 4.4. [13]
Bm+n = BmCn + CmBn (4.6)
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Démonstration 4.6. D'une part on a :

(Cm +
√

8Bm)(Cn +
√

8Bn) = λm
1 λn

1 = λm+n
1 = (Cm+n +

√
8Bm+n)

d'autre part

(Cm +
√

8Bm)(Cn +
√

8Bn) = (CmCn + 8BmBn) +
√

8(BmCn + BnCm)

Donc
Cm+n +

√
8Bm+n = (CmCn + 8BmBn) +

√
8(BmCn + BnCm)

Par identi�cation on obtient :

Cm+n = (CmCn + 8BmBn)

Bm+n = (BmCn + BnCm)

Corollaire 4.2.
Bm−n = BmCn − CmBn

Corollaire 4.3.
B2n = 2BnCn

Démonstration 4.7. Il su�t de remplacer m par n dans le théorème

4.2 Polynômes balancials de Lucas

Dé�nition 4.2. Les polynômes balancials de Lucas sont dé�nis par la récurrence suivante(
Voir l'article de R.Frontczak [5]) :

Cn(x) = 6Cn−1(x)− Cn−2(x) (n ≥ 2) (4.7)
avec C0(x) = 1 et C1(x) = 3x.

4.2.1 Fonctions génératrices des polynômes balancials de Lucas

Fonction génératrice ordinaire des polynômes balancials de Lucas
On procède de la même manière que pour les balancing polynômes dé�nis par la même

récurrence avec C0(x) = 1, C1(x) = 3x donc :

c(x, t) =
∑
n≥0

Cn(x)tn =
C0(x) + (C1(x)− 6xC0(x))t

1− 6xt + t2

et

c(x, t) =
∑
n≥0

Cn(x)tn =
1 + (3x− 6x))t

1− 6xt + t2
=

1− 3xt

1− 6xt + t2
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Fonction génératrice exponentielle des polynômes balancials de Lucas
En appliquant le lemme (2.1) sur la réccurence dé�nissant les les nombres balancials

de Lucas où C0(x) = 1,C1(x) = 3x, ∆ = 2
√

9x2−1, λ1(x) = 3x +
√

9x2 − 1 et λ2(x) =
3x−

√
9x2 − 1 on obtient :

∑
n≥0

Cn(x)
tn

n!
=

e
6xt
2

2
√

9x2 − 1

[
(3x− (3x +

√
9x2 − 1))e2

√
9x2−1t

2 − (3x− (3x−
√

9x2 − 1))e−2

√
9x2−1t

2

]
=

e3xt

2
√

9x2 − 1

[√
9x2 − 1e

√
9x2−1t +

√
9x2 − 1e−

√
9x2−1t

]
= e3xt (e

√
9x2−1t + e

√
9x2−1t

2

Sachant que : cosh z = ez+e−z

2
alors :∑

n≥0

Cn(x)
tn

n!
= e3xt cosh

√
9x2 − 1t

4.2.2 Formule de Binet

En ayant la fonction génératrice exponentielle des polynômes balancials de Lucas, on
tentra de trouver la formule de Binet correspondante :∑

n≥0

Cn(x)
tn

n!
= e3xt cosh t

√
9x2 − 1

= e3xt

(
et
√

9x2−1 + e−t
√

9x2−1

2

)
=

1

2

(
e(3x+

√
9x2−1)t + e(3x−

√
9x2−1)t

)
=

1

2

(
eλ1(x)t + eλ2(x)t

)
=

1

2

(∑
n≥0

λn
1 (x)

n!
tn +

∑
n≥0

λn
2 (x)

n!
tn

)

=
∑
n≥0

(
λn

1 (x) + λn
2 (x)

2

)
tn

n!

Par identi�cation on obtient :

Cn(x) =
λn

1 (x) + λn
2 (x)

2
.
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4.2.3 lien entre les nombres et les polynômes balancials de Lucas

1. On calcule la fonction génératrice ordinaire des polynômes balanceables de Lucas au
point x = 1 et on aura

Cn(1) =
1− 3(1)t

t2 − 6(1)t + 1
= Cn

qui est la fonction génératrice ordinaire des nombres balancials de Lucas
2. On calcule la fonction génératrice exponentielle des polynômes balancials de Lucas au
même point : ∑

n≥0

Cn(1)
tn

n!
= e3(1)t cosh(t

√
9(1)2 − 1) = e3t cosh(t2

√
2)

= e3t

(
e2
√

2+e−2
√

2

2

)
=

1

2

(
e(3+2

√
2)te(3−2

√
2)t
)

=
∑
n≥0

(3 + 2
√

2)n + (3− 2
√

2)n

2

qui est la formule de Binet des nombres balancials. De (1) et (2)on déduit que les nombres
balancials sont donnés par les polynômes balancials au point x = 1.

4.2.4 Quelques propriétés des polynômes balancials de Lucas

Proposition 4.5. [6, 9]
Cn(−x) = (−1)nCn(x) (4.8)

Démonstration 4.8.
Cn(−x) = λn

1 (−x) + λn
2 (−x) = (−1)nλn

2 (x) + (−1)nλn
1 (x).

Proposition 4.6.
Cn−m(x)Cn+m(x) = C2

n(x) + C2
m(x)− 1 (4.9)

Démonstration 4.9.

Cn−m(x)Cn+m(x) =

(
λn−m

1 (x) + λn−m
2 (x)

2

)(
λn+m

1 (x) + λn+m
2 (x)

2

)
=

λ2n
1 (x) + λn−m

1 (x)λn−m
2 (x) + λn−m

2 (x)λn+m
1 (x) + λ2n

2 (x)

4

=
λ2n

1 (x) + λ2n
2 (x) + λ2m

1 (x) + λ2m
2 (x)

4

=

(
λn

1 (x) + λn
2 (x)

2

)2

− 2λn
1λ

n
2

4
+

(
λm

1 (x) + λm
2 (x)

2

)2

− 2λm
1 λm

2

4

= C2
n(x) + C2

m(x)− 1.
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Proposition 4.7.
C2

n(x)− (9x2 − 1)B2
n(x) = 1 (4.10)

Démonstration 4.10.

C2
n(x)− (9x2 − 1)B2

n(x) =

(
λn

1 (x) + λn
2 (x)

2

)2

− (9x2 − 1)

(
λn

1 (x)− λn
2 (x)

2
√

9x2 − 1

)2

.

=
λ2n

1 (x) + λ2n
2 (x) + 2λn

1 (x)λn
2 (x)− λ2n

1 (x)− λ2n
2 (x) + 2λn

1 (x)λn
2 (x)

4
.

=
4λn

1 (x)λn
2 (x)

4
.

Proposition 4.8.
Cn(x) = Bn+1(x)− 3xBn(x) (4.11)

Démonstration 4.11.

Bn+1(x)− 3xBn(x) =

(
λn+1

1 (x)− λn+1
2 (x)

λ1(x)− λ2(x)

)
− 3x

(
λn

1 (x)− λn
2 (x)

λ1(x)− λ2(x)

)
.

=
(3x +

√
9x2 − 1)λn

1 (x)− (3x−
√

9x2 − 1)λn
2 (x)− 3xλn

1 (x) + 3xλn
2 (x)

λ1(x)− λ2(x)
.

=
3xλn

1 (x) +
√

9x2 − 1λn
1 (x)− 3xλn

2 (x) +
√

9x2 − 1λn
2 (x)− 3xλn

1 (x) + 3xλn
2 (x)

2
√

9x2 − 1
.

=

√
9x2 − 1(λn

1 (x) + λn
2 (x))

2
√

9x2 − 1
=

λn
1 (x) + λn

2 (x)

2

Proposition 4.9.
Cn(x) = 3xCn−1(x) + (9x2 − 1)Bn−1(x) (4.12)

Démonstration 4.12.

3xCn−1(x) + (9x2 − 1)Bn−1(x) = 3x

(
λn−1

1 (x) + λn−1
2 (x)

2

)
+ (9x2 − 1)

(
λn−1

1 (x)− λn−1
2 (x)

2
√

9x2 − 1

)
=

3xλn−1
1 (x) + 3xλn−1

2 (x) +
√

9x2 − 1λn−1
1 (x)−

√
9x2 − 1λn−1

2 (x)

2

=
λn−1

1 (x)(3x +
√

9x2 − 1) + λn−1
2 (x)(3x−

√
9x2 − 1)

2

=
λn−1

1 (x)λ1(x) + λn−1
2 (x)λ2(x)

2
=

λn
1 (x) + λn

2 (x)

2

Proposition 4.10. [7]

Cn(
L2m

6
) =

L2m

2
et Cn(

i

6
L2m+1) = in

L(2m+1)n

2
. (4.13)
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Démonstration 4.13. λ1 = 1+
√

5
2

, λ2 = 1−
√

5
2

et λ1λ2 = −1

Cn(
L2m

6
) =

1

2

[(
3
L2m

6
+

√
9(

L2m

6
)2 − 1

)n

+

(
3
L2m

6
−
√

9(
L2m

6
)2 − 1

)n]

=
1

2

(
3
λ2m

1 + λ2m
2

6
+

√
9(

λ2m
1 + λ2m

2

6
)2 − 1

)n

+
1

2

(
3
λ2m

1 + λ2m
2

6
−
√

9(
λ2m

1 + λ2m
2

6
)2 − 1

)n

=
1

2n+1

(
λ2m

1 + λ2m
2 +

√
λ4m

1 + λ4m
2 + 2λ2m

1 λ2m
2 − 4

)n

+
1

2n+1

(
λ2m

1 + λ2m
2 −

√
λ4m

1 + λ4m
2 + 2λ2m

1 λ2m
2 − 4

)n

=
1

2n+1

[(
λ2m

1 + λ2m
2 + λ2m

1 − λ2m
2

)n
+
(
λ2m

1 + λ2m
2 − λ2m

1 + λ2m
2

)n]
=

1

2n+1

[
(2λ2m

1 )n + (2λ2m
2 )n

]
=

1

2
(λ2m

1 + λ2m
2 ) =

L2m

2

En suivant les mêmes étapes on obtient Cn( i
6
L2m+1) = in

L(2m+1)n

2
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Chapitre 5

Polyômes balancials et balancials de

Lucas

5.1 Introduction
On a vu dans le chapitre précédant des propriétés hyprides reliant les polynômes balan-

cials aux Polynômes balancials de Lucas. Dans ce chapitre on va établir un lien entre les
deux grâce aux nombres de Bernoulli

Remarque 5.1. Pour ne pas confondre entre les nombres balancials et ceux de Bernoulli,
on notera les nombres balancials par B∗

n

Théorème 5.1. [?] Soit n ≥ 1, alors

n∑
k=0

(
n

k

)
(2
√

9x2−1)n−kBn−kB
∗
k(x) = nCn−1(x) (5.1)

Démonstration 5.1. [7] On considère

F (x, t) =
∑
n≥0

B∗
n(x)

tn

n!
=

e3xt

√
9x2 − 1

sinh(t
√

9x2 − 1)

et

G(x, t) =
∑
n≥0

Cn(x)
tn

n!
= e3xt cosh(t

√
9x2 − 1)

Rappelons que :

coth(t) =
cosh(t)

sinh(t)
=

et + e−t

et − e−t
=

e2x + 1

e2x − 1
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Alors

F (x, t)

G(x, t)
=

sinh(t
√

9x2 − 1)√
9x2 − 1 cosh(t

√
9x2 − 1)

G(x, t) =
F (x, t)

√
9x2 − 1 cosh(t

√
9x2 − 1)

sinh(t
√

9x2 − 1)

tG(x, t) = t
√

9x2 − 1 coth(t
√

9x2 − 1)F (x, t) (5.2)
= te3xt cosh(t

√
9x2 − 1) = t

∑
n≥0

Cn(x)
tn

n!
=
∑
n≥0

Cn(x)
tn+1

n!

=
∑
n≥1

Cn−1(x)n
tn

n!

Lemme 5.1. [7]
coth(t) =

1

t
+
∑
n≥1

22n

(2n)!
B2nt

2n−1. (5.3)

Démonstration 5.2. voir Castellanos [4]
t

2
coth(

t

2
) =

t

2

et + 1

et − 1
(5.4)

=
A

2
+

B

et − 1
=

A(et − 1) + 2B

2(et − 1)
=

Aet − A + 2B

2(et − 1)

Par identi�cation avec (5.3) on obtient{
A = t

−A + 2B = t ⇒ B = t

En sachant que
∑

n≥0 Bn
tn

n!
= t

et−1
, B0 = 1, B1 = −1

2
et B2n+1 = 0 pour n ≥ 1 donc

t

2
coth(

t

2
) =

t

2
+

t

et − 1
=

t

2
+
∑
n≥0

Bn
tn

n!

=
t

2
+

1t0

0!
− t1

2 ∗ 1!
+
∑
n≥2

Bn
tn

n!
= 1 +

∑
n≥2

Bn
tn

n!

= 1 +
∑
n≥1

B2n
t2n

(2n)!
(car B2n+1 = 0 pour n ≥ 1)

Donc
2t

2
coth(

2t

2
) = t coth(t) = 1 +

∑
n≥1

B2n
(2t)2n

(2n)!
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d'où le lemme.

Alors

t
√

9x2 − 1 coth(t
√

9x2 − 1) =
t
√

9x2 − 1

t
√

9x2 − 1
+ t
√

9x2 − 1
∑
n≥1

22n

(2n)!
B2n(t

√
9x2 − 1)2n−1

= 1 +
∑
n≥1

(2
√

9x2 − 1)2nB2n
t2n

(2n)!

=
∑
n≥0

(2
√

9x2 − 1)2nB2n
t2n

(2n)!
(car B0 = 1) (5.5)

en injectant (5.4) dans (5.2) on obtient∑
n≥0

(2
√

9x2 − 1)2nB2n
t2n

(2n)!

∑
n≥0

B∗
n(x)

tn

n!
=
∑
n≥1

Cn−1(x)n
tn

n!

en utilisant le produit de cauchy, on aura :

∑
n≥0

(2
√

9x2 − 1)2nB2n
t2n

(2n)!

∑
n≥0

B∗
n(x)

tn

(n)!
=
∑
n≥0

(
n∑

k=0

(
n

k

)
(2
√

9x2 − 1)2(n−k)B2(n−k)B
∗
2k(x)

)
tn

n!

Théorème 5.2. Soit n ≥ 1, alors

n∑
k=0

(
n

k

)
(2
√

9x2−1)n−k(2n−k − 1)Bn−kCk(x) = n(9x2 − 1)B∗
n−1(x) (5.6)

Démonstration 5.3. On considère les mêmes fonctions F (x, t) et G(x, t) que pour le
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théorème (5.1) et on a tanh(t) = sinh(t)
cosh(t)

(9x2 − 1)tF (x, t)

G(x, t)
= t(9x2 − 1)

[
e3xt sinh(t

√
9x2 − 1)√

9x2 − 1e3xt cosh(t
√

9x2 − 1)

]
= t

√
9x2 − 1 tanh(t

√
9x2 − 1)

(9x2 − 1)tF (x, t) = t
√

9x2 − 1 tanh(t
√

9x2 − 1)e3xt cosh(t
√

9x2 − 1) (5.7)
= t

9x2 − 1√
9x2 − 1

e3xt sinh(t
√

9x2 − 1)

= t(9x2 − 1)
∑
n≥0

B∗
n(x)

tn

n!

= (9x2 − 1)
∑
n≥0

B∗
n(x)

tn+1

n!

=
∑
n≥1

B∗
n−1(x)n

tn

n!
(9x2 − 1)

Lemme 5.2. [7]
tanh(t) =

∑
n≥0

22n(22n − 1)

(2n)!
B2nt

2n−1 (5.8)

Démonstration 5.4. du lemme{
sinh(2a) = 2 sinh(a) cosh(a)

cosh(2a) = cosh2(a) + sinh2(a)

On considère :

2 coth(2t)− coth(t) = 2
cosh(2t)

sinh(2t)
− cosh(t)

sinh(t)

=
cosh2(t) + sinh2(t)

sinh(t) cosh(t)
− cosh2(t)

sinh(t) cosh(t)

=
sinh2(t)

sinh(t) cosh(t)
= tanh(t)
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Donc : tanh(t) = 2 coth(2t)− coth(t)

t tanh(t) = 2t coth(2t)− t coth(t)

=
∑
n≥0

22nB2n
(2t)2n

(2n)!
−
∑
n≥0

B2n
(2t)2n

(2n)!

=
∑
n≥0

B2n
(2t)2n

(2n)!
(22n − 1)

=
∑
n≥0

22n(22n − 1)

(2n)!
B2nt

2n

D'où le lemme. (Voir C.Lin[11])

Alors

t
√

9x2 − 1 tanh(t
√

9x2 − 1) =
∑
n≥0

22n(22n − 1)

(2n)!
B2n(t

√
9x2 − 1)2n (5.9)

En injectant (5.7) dans (5.6) on obtient :∑
n≥0

(2
√

9x2 − 1)2n(22n − 1)B2n
t2n

(2n)!

∑
n≥0

Cn(x)
tn

n!
=
∑
n≥1

n(9x2 − 1)B∗
n−1(x)

tn

n!

En appliquant le produit de cauchy on aura :

n∑
k=0

(
n

k

)
(2
√

9x2 − 1)n−k(2n−k − 1)Bn−kCk(x) = n(9x2 − 1)B∗
n−1(x)

Théorème 5.3.
n∑

k=0

(
n

k

)
(2
√

9x2 − 1)n−kBn−kB
∗
k(x) = n(Cn−1(x)−

√
9x2 − 1B∗

n−1(x)) (5.10)

Démonstration 5.5. On considère

An(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
B∗

n−k(x)(2
√

9x2 − 1)kBk

On remarque que An(x) est le produit de Cauchy de

∑
n≥0

B∗
n

tn

n!
=

e3xt

√
9x2 − 1

sinh(t
√

9x2 − 1) et
∑
n≥0

Bn(2
√

9x2 − 1)n tn

n!
=

2t
√

9x2 − 1

e2t
√

9x2−1 − 1
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Donc

A(x, t) =
2te3xt

e2t
√

9x2−1 − 1
sinh(t

√
9x2 − 1)

Lemme 5.3. [10]

coth(t) = 1 +
2

e2t − 1
= 1 +

1

t

∑
n≥0

2nBn
tn

n!

Démonstration 5.6. du lemme.

coth(t) =
e2t + 1

e2t − 1
=

e2t − 1 + 2

e2t − 1

=
e2t − 1

e2t − 1
+

2

e2t − 1
= 1 +

2

e2t − 1

= 1 +
1

t

2t

e2t − 1

D'où le lemme

Alors

A(x, t) = te3xt
(
coth(t

√
9x2 − 1)− 1

)
sinh(t

√
9x2 − 1)

= te3xt coth(t
√

9x2 − 1) sinh(t
√

9x2 − 1)− te3xt sinh(t
√

9x2 − 1)

= te3xt cosh(t
√

9x2 − 1)− te3xt sinh(t
√

9x2 − 1)

= tG(t, x)− t
√

9x2 − 1F (t, x)

D'après (5.2) tG(t, x) =
∑

n≥1 Cn−1(x)n tn

n!
=
∑

n≥0 Cn−1(x)n tn

n!

D'après (5.6) t
√

9x2 − 1F (t, x) =
∑

n≥0 B∗
n−1(x)n tn

n!

√
9x2 − 1

Donc
2te3xt

e2t
√

9x2−1−1
sinh t

√
9x2 − 1 =

∑
n≥0

n
(
Cn−1(x)−

√
9x2 − 1B∗

n−1(x)
) tn

n!

Et

∑
n≥0

[∑
k=0

n

(
n

k

)
B∗

n−k(x)(2t
√

9x2 − 1)kBk

]
tn

n!
=
∑
n≥0

n
(
Cn−1(x)−

√
9x2 − 1B∗

n−k(x)
) tn

n!

D'où le théorème.

Théorème 5.4.
n∑

k=0

(
n

k

)
(2
√

9x2 − 1)n−k(2n−k − 1)Bn−kCk(x) = n(9x2 − 1)B∗
n−1(x)− n

√
9x2 − 1Cn−1(x)
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Démonstration 5.7. Considérons

Dn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Ck(x)(2

√
9x2 − 1)n−k(2n−k − 1)Bn−k

=
n∑

k=0

(
n

k

)[
Ck(x)(4

√
9x2 − 1)n−kBn−k − Ck(x)(2

√
9x2 − 1)n−kBn−k

]

Jn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Ck(x)(4

√
9x2 − 1)n−kBn−k et Kn(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
Ck(x)(2

√
9x2 − 1)n−kBn−k

générées respectivement par :

J(x, t) =
4t
√

9x2 − 1

e4t
√

9x2−1 − 1
e3xt cosh(t

√
9x2 − 1) et K(x, t) =

2t
√

9x2 − 1

e2t
√

9x2−1 − 1
e3xt cosh(t

√
9x2 − 1)

On déduit que Dn(x) est généré par :

D(x, t) =
4t
√

9x2 − 1

e4t
√

9x2−1 − 1
e3xt cosh(t

√
9x2 − 1)− 2t

√
9x2 − 1

e2t
√

9x2−1 − 1
e3xt cosh(t

√
9x2 − 1)

e2x − 1 = (ex − 1)(ex + 1)

D(x, t) =
2t
√

9x2 − 1

e2t
√

9x2−1 − 1

(
2

e2t
√

9x2−1
− 1

)
e3xt cosh(t

√
9x2 − 1)

=
2t
√

9x2 − 1

e2t
√

9x2−1 − 1

(
2− (e2t

√
9x2−1 + 1)

e2t
√

9x2−1 + 1

)
e3xt cosh(t

√
9x2 − 1)

=
2t
√

9x2 − 1

e2t
√

9x2−1 − 1

(
1− e2t

√
9x2−1

e2t
√

9x2−1 + 1

)
e3xt cosh(t

√
9x2 − 1)

=
1− e2t

√
9x2−1

e2t
√

9x2−1 − 1

(
2t
√

9x2 − 1

e2t
√

9x2−1 + 1

)
e3xt cosh(t

√
9x2 − 1

= − 2t
√

9x2 − 1

e2t
√

9x2−1 + 1
e3xt e

t
√

9x2−1 + e−t
√

9x2−1

2

= − t
√

9x2 − 1

e2t
√

9x2−1 + 1
e3xt e

2t
√

9x2−1 + 1

e2t
√

9x2−1

= −t
√

9x2 − 1

et
√

9x2−1
e3xt
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Comme

1

et
√

9x2−1
= e−t

√
9x2−1 = e−t

√
9x2−1 − et

√
9x2−1 + et

√
9x2−1

= et
√

9x2−1 − 2
et
√

9x2−1 − e−t
√

9x2−1

2

= et
√

9x2−1 − 2 sinh(t
√

9x2 − 1)

Et 2 sinh(a)− ea = sinh(a)− cosh(a) car

2 sinh(a)− ea = 2

(
ea − e−a

2

)
− ea = −e−a

=
ea − e−a

2
− ea + e−a

2
= sinh(a)− cosh(a).

Alors

D(x, t) = (−et
√

9x2−1 + 2 sinh(t
√

9x2 − 1))t
√

9x2 − 1e3xt

= t
√

9x2 − 1(sinh(t
√

9x2 − 1)− cosh(t
√

9x2 − 1))e3xt

= t
√

9x2 − 1e3xt sinh(t
√

9x2 − 1)− t
√

9x2 − 1e3xt cosh(t
√

9x2 − 1)

= 9x2 − 1
∑
n≥0

nB∗
n−1(x)

tn

n!
−
√

9x2 − 1
∑
n≥0

nCn−1(x)
tn

n!

On déduit que Dn(x) = n(9x2−1)B∗
n−1(x)− n

√
9x2 − 1Cn−1(x)

D'où le théorème.

Corollaire 5.1.
n∑

k=0

(
n

k

)
32

n−k
2 B∗

kBn−k = nCn−k. (5.11)
n∑

k=0

(
n

k

)
32

n−k
2 (2n−k − 1)CkBn−k = 8nB∗

n−k. (5.12)

Démonstration 5.8. pour démonter ce corollaire il su�t d'évaluer le théorème 5.1 et le
théorème 5.2 respectivement au point x = 1

n∑
k=0

(
n

k

)
(2
√

9x2−1)n−kBn−kB
∗
k(1) = nCn−1(1)

Des chapitres précédants on sait que B∗
n(1) = Bn et Cn(1) = Cn alors :

n∑
k=0

(
n

k

)
(4
√

2)n−kBn−kB
∗
k =

n∑
k=0

(
n

k

)
(32)

n−k
2 Bn−kB

∗
k = nCn−1
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D'où (5.8)
n∑

k=0

(
n

k

)
(2
√

9(1)2−1)n−k(2n−k−1)Bn−kCk(1) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(32)

n−k
2 (2n−k−1)Bn−kCk = n8B∗

n−1

D'où (5.9)

5.2 Conclusion
A la �n de ce dernier chapitre nous constatons que c'est grâce aux fonctions cosinus hy-

perboliques et sinus hyperboliques qu'on a pu établir le lien entre les polynômes balancials
et les polynômes balancials de Lucas.
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