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Introduction

Depuis toujours les suites des nombres ont été le centre d’intérét pour beaucoup de
mathématiciens, comme la célébre suite de Fibonacci et et les nombres de Bernoulli. Dans
le but de trouver les solutions de I’équation

14243+...+(n—1)=n+1)+...+(n+r)

dite diaphantienne, les deux mathématiciens indiens Behera et Panda ont introduit une
suite de nombres qu’ils ont nommé les "balancing numbers" qu’on a tenté de traduire
par "nombres balancials". Ces nombres sont générés par plusieurs facons dont on verra
quelques unes dans ce travail. Ces nombres permettent aussi d’établir un lien entre des
suites connues bien avant comme les nombres de Fibonacci et les nombres de Lucas.

Dans ce travail, nous développons l'article récent de M.Goubi : Relating Balancing Po-
lynomials to Lucas-Balancing Polynomials via Bernoulli Numbers.

Dans le premier chapitre on donne un apercgu sur les fonctions génératrices. En général
ces fonctions peuvent générer des suites de nombres si elles sont des fonctions a une seule
variable et elles générent des polynomes si elles sont des fonctions a plusieurs variables.

Dans le chapitre deux, comme terrain d’applications des fonctions génératrices ; on étu-
die les nombres et les balancials. Ce qui nous permettera de trouver la formule générale
de ces derniers et développer quelques propriétés non triviales avec les outils élémentaires
d’Analyse.

Dans le troisieme chapitre nous élargissons notre étude aux polyndomes balancials et
leurs propriétés grace a la formule de Binet.

Le quatriéme chapitre est consacré a une variété des nombres et des polynémes bala-
cials. Ou on va donner un apercu sur les nombres et polynomes balancials de Lucas.

Dans le dernier chapitre nous établissons le lien entre les polyndmes balancials et les
balancials de Lucas.



Chapitre 1

Apercu sur les fonctions génératrices

1.1 Introduction

Une fonction génératrice est une formule simple d’une série entiére, dont les coefficients
définissent une suite de nombres ou de polynémes. Souvent cette derniére est définie par
une réccurence linéaire. Cette notion était introduite par Abraham De moivre en 1730 afin
de trouver le n-iéme terme d’une suite réccurente.

1.2 Fonction génératrice des nombres

Définition 1.1. Soit f : R — R une fonction, on dit que f est une fonction génératrice
de la suite de nombres (an)n>o0 St 0N @

F(t) = iant", it < R (1.1)

On distingue deux types de fonctions génératrices : les fonctions génératrices ordinaires
qui sont de la forme f(t) = Y7, a,t™ et fonctions génératrices exponentielles qui prennent

la forme f(t) =37 ja, 5. (Voir [2])

1.3 Exemples
1.3.1 les nombres de Fibonacci
La suite des nombres, entiers, de Fibonacci F,, est définie par la récurrence suivante
FnJr]_ - Fn—i_anl (12)

avec les premiers termes Fy = 0, F; = F» = 1. La fonction génératrice des nombres entiers
de Fibonacci est établie dans la proposition suivante.
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Proposition 1.1. La fonction génératrice des nombres de Fibonacci est ﬁ et on a

t n
D DY (13)

n>0

Démonstration 1.1. Pour démontrer lequation (1.3) de la proposition 1.1 on considére la
fonction Soit f la fonction génératrice des nombres de Fibonacci, alors f(t) =) ., Fat™.
D’apres la récurrence qui définit la suite F,, on déduit que

ft)y = Y Fut"
n=1
- Z(Fn+1 - Fn—l)tn
n=1
n=1 n=1
1 0 0
n=1 n=1
1 = n - n
= ;ZFnt —tZFnt
n=2 n=0
1
= Lty -0 -1
Donc
1
£~ L) + 1) = 1
Ainsi

et le résultat désiré en découle.

1.3.2 les nombres de Lucas

La suite des nombres ,entiers positifs, de Lucas L,, est définie par la méme récurrence
que les nombres de Fibonacci avec juste Ly = 2, Ly = 1. De la méme maniére on montre

que f(t) = ﬁ est la fonction génératrice des nombres de Lucas et on a
2—1
—_— = L,t". 1.4
t—1+12 ; (1.4)
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1.3.3 Les nombres de Bernoulli

Par contre la suite B,, des nombres, rationnels, de Bernoulli est définie directement via
sa fonction génératrice et on a :

t n!

Les premiers termes de Bernoulli sont : By =1, B; = %, By, i1 = 0 pour n > 1. On pose
f(t) = 45 alors f(t) — 14 5t = =45 — 1+ 4t ainsi g(t) = 545 — 1 + 3¢ est une fonction
paire; c’est a dire (g(t) = g(—t)). Pour étre siir, on a la vérification suivante

t 1 ¢ 1
) —g(—t) = 14t 14 =t
9(t) = 9(=1) g1 ettt
1 1
= + +1)

et—1 et—-1

- (@ Y
_ (et + et<;2_+1)((1€;e:)et + 1)) Y

Par contre g(t) = >, -, B,%; ce qui montre le résultat déja cité en haut By, 41 = 0; n > 1.
(Voir [18])

1.3.4 Les nombres d’Euler

La suite F),, des nombres d’Euler, entiers positifs, est définie par la fonction génératrice
suivante

2 tn
-N"EB,— 1.6

ou encore

2¢et "
1= > By (1.7)

n>0
les premiers termes de la suite des nombres d’Euler sont :Fy = 1, Fy = 2, Ey = 5,
Eo,1 = 0 pour n > 0. Soit f(t) = 2 alors f(t) = f(—t); donc la fonction génératrice

ette~t
des nombres d’Euler est paire. Cela justifie que Ey,+1 = 0. Voir(Boudrioua [2])
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1.4 Fonction génératrice des polyndémes

Soit f(x,t), telle que f : (R, R) — R, une fonction & deux variables

Définition 1.2. f est dite fonction génératrice ordinaire des polynémes P,(x) si on a

fla,t) =) Py(a)t". (1.8)

n>0

Elle est dite fonction génératrice exponentielle des polynomes P,(x) si on a

£t = Y0 Qulo) (1.9

n>0

Voir (]2])

1.4.1 Exemple

La suite des polynémes de Fibonacci est définie par la réccurence suivante :
Foio(x) = aF 1 (x) + Fy(2) (1.10)

ses premiers termes sont : Fy(z) =0, Fi(z) = 1, Fy(x) =z, F3(z) = 2> + 1

Proposition 1.2. La fonction génératrice des polynomes de Fibonacct est donnée par :

" t
flt,x) = Fy(x)t" = FRr—
n>0
Démonstration 1.2.
fla,t) = ) Fu(x)t"
n>0
= Z(Fn+2(l’) — zFppa ()"
n>0
= Z Foo(x)t" —x Z Foq(x)t"
n>0 n>0
1 n+2 T n+1
= t_2 ZFH—F?(‘I){: T2 _ z ZFnH(ﬂU)t +
n>0 n>0
1 n r n
= 5 F@)t" =Y Fi(o)t
n>2 n>1
1 T
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Ainsi
1 T —1
1— =+ - t) = —
(1= s+ D) = =
2+ at—1 —1
t—gf(x7t) = 5
D’ou ;
t) = ———

1.5 Produit de Cauchy

Des fois la fonction génératrice en question est complexe, c’est le cas de produit de
deux fonctions génératrices. Pour trouver la suite générée par cette fonction on utilise le
produit de Cauchy. Soient f(t) = > ooant™ et g(t) = >, o bnt™ Jle produit f(t)g(t) est
une fonction génératrice de la forme : f(¢)g(t) = >, o cal”. Le théoréme suivant donne

I’expression de c,.

Théoréme 1.1. Soitn e N

n
Cn = E akbnfk
k=0

Démonstration 1.3. On a
(Z aktk> <Z bjtj) = Z akbjtk”.
k>0 Jj=0 k,j>0
On considere le nouvel indice n = k + 5. Dans ce cas on aura
(Z a,ﬁ) (Z bjtj> =D abyit™.
k>0 7>0 n>0 k=0

Ainsi Uexpression désirée de ¢, en découle.

1.5.1 Application aux polynémes de Bernoulli

Avec le produit de Cauchy on peut calculer les polynémes de Bernoulli en fonction des

nombres de Bernoulli.
On a d’aprés P'article de K. Wu Chen [18] :

text B tn
et —1
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Alors cette fonction est le produit de Cauchy de :

T " n t ‘Bn n
=Y et =y

n>0 n>0

D’ou

n! -

By (x) Zn: z® B,y
k=0
1

On vient de démontrer le théoréme suivant

Théoréme 1.2. Soient n € N, B,(x) le polynéme de Bernoulli au point x et B, un
nombre de Bernoull:

B(z) = no (Z) By _pa" (1.12)

1.5.2 Application aux nombres d’Euler

La fonction génératrice des polynomes d’Euler est donnée par ’expression suivante :

Er.t) = 2" :ZEn(x)ﬁ

et +1 = n!
" 2e'® 2! 2
2 By = = e+ 1%
n>0
2 1
= €72
ez +ez2
- (T (s
n>0 n>0

- ) ik Y Y
k12k (n —k)!
n>0 \ k=0
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Par identification on aura

Eu@) = D i @)
k=0
"\ (n\ E |
- %(k)z_f?(x_z)



Chapitre 2

Nombres balancials

2.1 Introduction
Dans ce chapitre on résout I’équation
142+ +(n=1)=n+)+n+2)+....+(n+71)

qui donne naissance aux nombres balancials et on étudiera quelques propriétés. Pour plus
de propriétés on invite le lecteur a voir (A.Behera [1]).

Définition 2.1. On dit que n € N est un nombre balancial avec la balance r si on a :
1424+ ...+n—1)=0+1)+n+2)+...+(n+r).

On sait que

n—1
1+2+..+(n—1)=>» k==-n(n-1),
k=1
alors
- 1
m+1)4+n+2)+...+(n+r) :rn+2k:rn+§r(r+l).
k=1
Donc

n?—n=r>+2nr+r.

Enfin on aurra
r2+(2n+1)r+(n—n2) = 0.

La résolution de cette équation donne

 —2n—1++v8n?+1
- 5 ,

r

Ainsi pour que 7 soit un entier et vérifie la diaphantienne, il faut et il suffit que 8n? + 1
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soit un carré parfait, c’est a dire 8n? + 1 = m?. Donc n est un nombre balancial si on a
8n% + 1 = m?, avec m un entier positif. La proposition suivante donne la caractérisation
des nombres balancials via I’équation diophantienne

8y? + 1 = 2°.

Proposition 2.1. Considérons x1 = x et y; =y alors (zy, yx) .k € N, sont des solutions
de 8y* +1 = 22 si 2y, + ypV/8 = (z + yV8)F et y — ypv/8 = (z — yv/8)L.

Démonstration 2.1. La démonstration est par recurrence. Pour k = 1, on pose x1 = x
et y1 =y et le résultat est valable. Pour k > 2, on suppose que x;3 — 8y; = 1 est vraie et
on montre qu’il est vraie pour k + 1.

xi—&-l - 8y,§+1 = (Tgy1 — \/gyk+1)($k+1 + \/gykﬂ)
= (z — V8y)(wr — VByx)(x + VBy) (wx + V)
= (2% = 8y°)(F — 8y})
= 1x1=1

Toutes les solutions sont déduites de cette équation (x; + yxV8) = (z + yv/8)*

T + yeV8 = (z + yV8)* 7+ yV8)(z + yv-)F!

x + y\/g) (l’k_l + yk_1\/§)
TTp—1 + 8Yyr—1) + (xykfl\/g + yxkfl\/g)
TTr-1 + SYYr_1) + V8(2yr_1 + Y1)

= (
=
=
= (

Par identification on aura

Txp_1 + 8YYp—1 = Ty,
TYp—1 T+ YTz—1 = Yk

On considére la solution triviale (3,1) et y = 1 est un nombre balancial, on aura

3xp_1 + 8Yr—1 = Ty
SYk—1 + Tee1 = Yg

3C(Ik_1 + 8yk_1 = TLheerenns (1)
—YYp—1 — 3T = _3yk----(2)

de (1) + (2) on obtient :

T = Yk — Yr—1

10



CHAPITRE 2. NOMBRES BALANCIALS

on remplace x; dans
3xy + 8Yr = Tpt1
Yk + Tk = Ykt

Et on obtient :
Yi+1 = Yk — Yr—1 + 3Yr = Oy — Yr—1

Alors le k-iéme balancing number est donné par :

By =6B;_1 — Bi_» pour(k > 2)
avec By =1, B, =6
Remarque 2.1. By = 0. On peut lavoir facilement en remplacant "E" par "2" dans
By_9 =6By_1 — B,, et on obtient By =6B; — B, =6(1) —6=0
2.1.1 Fonction génératrice des nombres balancials
La fonction génératrice des nombres balancials est donnée par la proposition suivante

Proposition 2.2.

t n
n>0
Démonstration 2.2.
ft) = > Btk
k>0
== Z(6Bk_1 - Bk_g)tk + Boto + Bltl
E>2
= 6) Biat' = Bt +t
E>2 E>2

— &E:Bhﬁml—ﬂE:Bhﬁ“2+t

k>2 k>2
:&Z&%ﬁZwMt
k>1 k>0
= 6t Z Byt® —t* Z Bpt* 4+t (carBy = 0)
k>0 k>0

flt) = 6tf(t) -2 f(t) +1
fO(E—6t+1) = t

11
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D’ot ;
O P —
f< ) t2 —6t+1

2.1.2 Quelques propriétés des nombres balancials

Proposition 2.3. le k-iéme balancing nombre est donné par :

1 k k
1ﬁ=i55[@+2¢® - (3-2v2))|

Démonstration 2.3. On a :

. /
‘mzzat:ﬁww1

t

(t—(3+2v2)(t — (3—2v2))

On pose (3+2v2) = a et (3 —2v2) =46. Alors

t A B
G—a)i=0)  i=a'i=s
A(t—96) + B(t —a)

(t—a)(t—0)
(A+ B)t — Ba — A
(t —a)(t—0)

Par identification on aura
A+B=1
Ad+ Ba=0

N B=1-A

Ad+(1—-A)a=0

A — (6] (63

a=38 42
= _ oa . =0
{B—l‘aé—wé

12
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1 (11 )
42 \1-Lt 11
1 1 1
B mz(a a_) k
1 ak — o*
B 4\/5; ak ok "
sachant que (ad)* = <(3 +2v2)(3 - 2\/§)>k =1
1
Alors ft) = mk>l(ak—5k)
1 k kY 4k
_ F;(&wﬂ) ~(3-2v2) )1
/ 1 k k
D'ou B, = m((3+2\/§) —(3—2\/5))

2.1.3 Fonctions associées aux nombres balancials

On considére x un nombre balancial, la proposition suivante donne les fonctions qui
générent les nombres balancials associés & x.

Proposition 2.4. [12] Les fonctions f(x) = 2ov8z> + 1, g(z) = 3z +V8x2 + 1 et h(z) =
17x + 6/8x% + 1 générent des nombres balancials.

Démonstration 2.4. [1]
x est un balancing nombre si 8x* + 1 est un carré parfait. On calcule 8 f*(x) + 1

8(2zV8x2 + 1) +1 = 8(42*(82* +1)) + 1
= 322%(8z% + 1) + 1 = 2562" + 322 + 1

2 1 2 1
56(x —1—16) 6°(x —1—16)

Alors 8f%(x) + 1 est un carré parfait pour tout x. Et donc f(x) génére des nombres balan-
cials.

Remarque 2.2. si x est un nombre balancial alors f(x) est toujours paire.

13
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On procéde de la méme maniére pour g(x), on a

8¢%(z)+1 = 8(92% 4 (822 +1) +6xv8x2 +1)+1
= 8(172* + 62vV822+ 1+ 1)+ 1 = 1362° + 482v822 + 1 + 9
= (8z+3v8r+1)°

8g2(x) + 1 est aussi un carré parfait. D’ou g(x) génére des nombres balancials.

Remarque 2.3. Si z est un nombre balancial pair alors g(x) est impair car ¢a serait une
somme d’un nombre pair et d’un autre impair. Si x est un nombre balancial impair alors
g(x) est pair, car ¢a serait une somme de deux nombres impairs.

Si x = g(x) alors g(g(x)) le serait certainement, en effet

g(g(z)) = 3Bz +V8x2+1)+ \/S(S:c +v8x2 +1)2+1
= 9r+3v8x2+1+ \/8(9x2 + (822 + 1)+ 62v8x2+1)+1

= 9r+3v8x2+1+ \/(8$+3v8x2+ 1)2

= 9x+3vV8x?2+1+8x+3vV8x2+1
= 17z +6v8x2 + 1= h(z)

Remarque 2.4. De méme que pour g(x), la fonction h(x) génére des nombres pairs et
1MPairs.

Proposition 2.5. [12/
St x est un nombre balancial, alors il n'ya aucun nombre balancial y tel que x < y <

3z +8x% + 1.

Démonstration 2.5. [1] On a g(z) = 3z + V822 +1, z < g(x), g : [0,00[— [1,00].
g(x) est continue et strictement croissante car g (z) = 3 + \/sigﬁ > 0. Donc g(x) est

bijective et g~'(x) ewxiste, elle est continue et strictement croissante. On pose u = g~*(z),

u=3r—8x2+1 car
g(3x — V8224 1) = 3(3&:—\/8x2+1)—|—\/8(3x—\/8x2+1)2—|—1

= 9x—3\/8x2—|—1+\/136x2—|—9—48x\/8a:2—|—1
= 9z —3v8z2+ 1+ (3v8x2 + 1 — 8x)
= T

Comme 8(g~(z))?+1 = (8z—3v/8x + 1)* donc g~ (x) est un nombre balancial. Maintenant
on procéde par récurrence pour démontrer que g(B,_1) = B,. Pour n =0 on a : g(By) =
3(0)++/8(0)2 + 1 =1 = By donc il n’ya aucun nombre balancial entre By et By. On suppose

14
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que notre hypothése est juste pour n. On suppose qu’il existe un y tel que B, <y < B,y
donc g~ (y) est un nombre balancial et comme g~'(x) est strictement croissante alors
g B < g Hy) < g But1) = Buo1 < g ' y) < By, ce qui contredit la vérité de notre
hypothése. Done si x est un nombre balancial alors g(x) est le nombre balancial qui le suit.

Corollaire 2.1. Soit x est un nombre balancial, alors le nombre balancial qui le précéde

est 3z — v/8x? + 1.
Démonstration 2.6. g(3z — V822 + 1) = g(u) = x

De ces deux derniéres proposition on déduit trois autres récurrence définissant les ba-
lancing nombres :

Corollaire 2.2. Les assertions suivantes sont vraies.

B,i1 =3B, ++/8B2+1
Bn_1 =3B, — /8B2 + 1
Bn+1 - GBn - Bn—l

Remarque 2.5. Pour le reste des propriétés de ce chapitre on utilisera celte derniére
récurrence B, 1 = 6B, — B,_1 qui admet pour fonction génératirice, la fonction suivante

Y Butt =ty But" =13 Buut".

n>0 n>0 n>1

avec By =1, donc

1
B, "= ——
Z 1 2 6t +1

n>1

Proposition 2.6. [12]
On a les relation de réccurence suivantes :

Bui1Bo1 = (B +1)(By — 1) (2.3)
B, = ByBu_i — By1 By (2.4)
By, = B, — B;_, (2:5)
Bonsr = Bu(Busr — Bot) (2.6)

Démonstration 2.7. [1]
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CHAPITRE 2. NOMBRES BALANCIALS

On a B,y =6B, — B,_1 et B, =6B,,_1 — B, 5. Alors

Bnt1+Bn-1
B hist = 6 (1)
Bubus _6....(2)

La différence (1) — (2) donne

=0.
Ban—l
Ainsi
BZ - Bn—an—H = Bg_l — B,2B,
- BTQL_Q — Bn 3B, 1
= Bfkg — B,,_4B,
= 32_4 — B 5B,
2
= B, -1y = Ba-1)-n-1)Bnt1)-(n-1)
= B? - ByBy=(6)%—-1%35=1.
Donc

Bi —1= ananJrl

On démontre la relation B, = BpB,_; — Br_1B,_1_1 par récurrence sur k. Pour k =1 on
aura B, = B1B,,_1—ByB,,_o = 6B,,_1— B,,_>. On suppose que B,, = By B,,_r — Br_1B,,_1_1
est vrate, et on verra pour k=r—+1 :

B, 1By — BB, = (6B, — B,_1)(Bn—r-1) — ByBy_r—2
= 6B.By 1 — B, 1By v 1 — BB, 2
= B.(6By_r—1— Bn_—2) — B,_1B, 1
= BBy — B,1Bn_ 1.

Pour la By, = B2 — B> |, on a B,, = ByB,,_, — Byx_1B,_x_1, on remplace n par 2n et k
par n, on obtient

BQn = BnB2n—n - Bn—lBQn—n—l
= B.B,—B,_1B,_,=B>—-B% |

Enfin pour la derniére relation, on a B,, = BpB,,_y — Br_1Bn__1, on remplace n par 2n+1

16



CHAPITRE 2. NOMBRES BALANCIALS

et k par n, on obtient

B2n+1 = BnBQn+1—n - Bn—1B2n+1—n—1
= Bn(Bn—l-l - Bn—1)~

Théoréme 2.1.
(Bm + Bn)(Bm - Bn) - Bm+an—n

Démonstration 2.8. on a

1 n n
B, = m((3 +2V2)" — (3 —2V2)").

Donc
BB = 55 |(B+2vD"" = (3-2v)") (3+2v2)" "~ (3 -2v2)" ")
4+ VB — 3+ 2V 2B — (1 2B 4 2B
(13+2v2)" — (3422 (3 +2v2)™ (3 — 2v2)" ")
7 ((

(3 —2v2)(3 — 2v/2)™ (3 + 2V2)" " + (3 + 2\/5)2’") .

|._%|,_.%|._.%|,_.

Sachant que((3 4+ 2v/2)(3 — 2v/2))* = 1 alors

= 312 [(3 +2V2)P™ 4 (3 — 2v2)™ — (3+2V2)™ + (3 — 2\/5)2"} — B2 B?

Lemme 2.1. on a f(t) =), ant" et

1 d
n! dtn

(t) li=o

Ay =

Démonstration 2.9. (voir A.Behera [1]).

Théoréme 2.2. [1/
De la fonction génératrice, on obtient

B, = 6"~ (” R 1) 6" 2+ (” N 2) 6" = +(—1)3 (n [_%][%])6”‘[3] = %(—1)’“ (n R k) 6" 2,

k=0

ot [5] est la partie entiére de 5.
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CHAPITRE 2. NOMBRES BALANCIALS

Démonstration 2.10. Pour |6t — t?| < 1, on a

f) = Gy = (1= (61— )"

= 14 (6t — ) + (6t — £°)° + (6t — £7)° + .......(x)

Sin est pair, les termes qui contiennent t* sont : (6t —12)2 (6t —t2)2*+1, ... (6t —t2)". Mais

n n

-t =3 (§)onreer = 3 (F) oo

k=0 k=0

Pour avoir le coefficient de " il suffit de remplacer k par 5 et on obtient : 6°(—1)=. de
méme jusqu’a n. D’autre part on a

eyt = S (1 Yt = (7)ot

k=0 k=0

n

Pour avoir le coefficient de t™ il suffit de remplacer k par 2 et on obtient : (”;2) 6" 4(—1)2.

ey =S (1 Yt = S (1 ot

k=0 k=0
Pour avoir le coefficient de t" il suffit de remplacer k par 1 et on obtient : —(”Il) 6" 2.
n n n n
ey =3 ()t =3 ()t

Pour avoir le coefficient de t" il suffit de remplacer k par 0 et on obtient : 6". Alors dans
ces cas les coefficients de t" dans f(t) :

n n—1 n—2 n—2 n—4 _1\%
6 ( { )6 +( 5 )6 e (—1)2.

Pour n impair, les termes qui contiennent t" sont : (6t —t2)"2 (6t —2)"2 +, .. (6t —t2)".

et dans ces cas les coefficients de t" dans f(t) :

-1 -2 noy (AL
6" — (” )6”‘2+ <n )6”‘4 — (—1)2( 31>6.
1 2 5

18



Chapitre 3

Les polyndémes balancials

Définition 3.1. la suite des polyndmes balancing est donné par la récurrence suivante [5] :
B,(x) = 6xB,_1(z) — B,—2(x) (n>2).

Les premiers termes de cette suite sont : By(z) =0, By(x) =1 et By(z) = 6z

3.1 Fonctions génératrices des polynémes balancials

Fonction génératrice ordinaire des polyndémes balancing

La fonction génératrice ordinaire des polynémes balancials est donnée par le théoréme
suivant

Théoréme 3.1. /6, 8, 10]
Soit b(x,t) la fonction génératrice des nombres balancials

t
2460t —1

b(x,t) =Y  Bu(a)t"

n>0

19



CHAPITRE 3. LES POLYNOMES BALANCIALS

Démonstration 3.1. la fonction génératrice ordinaire des balancing polyndomes

b(z,t) = Y B,(x)t

n>0

= Y (62B,1(x) = Buo(2))t" + Bi(w)t + Bo(x)t

n>2
= Z(6J]Bn 1 ZBn 2 tn—|—t
n>2 n>2
= 6xt Y By (@)t —£2) By a(z)t"* +
n>2 n>2
= Gzt y Bu(a)t"— 1> Bu(x)t" +1t
n>1 n>0
= 6:17tZBn( t2ZB 2t +t carBy(z) =0
n>0 n>0

= G6atb(w,t) — t?b(x,t) +t

Alors b(x,t)(1 — 6zt + t2) = t, d’ow b(z,t) = —L

1—6xt+t2 "

Fonction génératrice exponentielle des polyndmes balancials

Théoréme 3.2. [§/
Soit By, () la suite de polynémes balancials, alors

$n 633315
B, (1)— = ———sinh(tv/922 — 1).
3 5011y = g ST

Démonstration 3.2. On a B,(v) = g7y, et on résout U'équaion t* — 6zt +1 =0, le

descriminant est A = /4 + 3622\ (z) = 3z + V922 — 1 et A\y(x) = 32 — /922 — 1. Alors

n t
- ; Bl = NN = o)

A B Al= (@) + Bt = \(@)
t=Ai(z)  t—X(2) (t = Ai(2))(t — Aa(x))
(A+ B)t — Ag(z) — B\ (2)

(£ = A (2))(t = Aa(2))

Par identification on aura
A+B =1
AXy(z) + BM(z) = 0

20



CHAPITRE 3. LES POLYNOMES BALANCIALS

A

j{(l—BMmm+BM@)

zﬁ{ A =1-B
Ao(z) — BXo(z) + B () (Ai(

— A2 (2)
B = Az(w)Q—/\l(w)

— A2 ()
= A = 1- _)\2(1)2—)\1 =

A — —\1 (1‘) —=

A ()

Xa(z)— M (z)

A1(z) Aa(z )

A1 (z)—A2(z) A2 (z)— A1 (z)
b(z,t) =
(@1) t—M(z) = ()
A (z) Az (z )
_ A1 (z)—A2(x) . A1 (z)—A2(x)

)\2<$

X (2)—Aa(z)

1 (=)
A (2) — Ao(z) ()\g(x) —t \(x)— t)

_ 1 1

Donc

1 tn "
s (S )
)
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CHAPITRE 3. LES POLYNOMES BALANCIALS

Sachant que ), -, %t" = et et en remplcant les \ par leurs valeurs on obtient :

tn 1 e3xt 5 5
Bn r)— = €>\1($)t . e/\z(x)t _ e\/9a: -1t e—\/9x —1t
; ( )n! )\1(95)—)\2(35)( ) 2\/93;2_1( )
Comme on a sinh(z) = ex_;_;c’ alors

" e3xt
B, (r)— = ———sinh(v922 — 1t
3 (o) = e Soh(VB =

Le lemme suivant est utile dans le chapitre sutvant.

Lemme 3.1. (voir R.Frontczak [8])
La récurrence sutvante

yn<$> - pyn—l(x) + qyn—Q(x)a n 2 27 p2 + 4q 7£ 07

avec yo(x), y1(x) les premiers termes de vy, ; permet de trowver la fonction génératrice
exponentielle de la suite y, :

S o) = S (@) - Ml

n.
n>0

vl

C— () = dagol)]e )

o

A - A
A:\/p2—|-4q )\1:p—; 6t/\2:pT.

3.1.1 Lien entre les nombres et polyndmes balancials

La valeur de la fonction génératrice ordinaire des polynomes balancials au point x = 1,

conduit @ ;

b(1,1) = 2_6t+1

b(t)

22



CHAPITRE 3. LES POLYNOMES BALANCIALS

qui est la fonction génératrice ordinaire des nombres balancials.
La fonction génératrice exponentielle des polyndomes balancials au point x = 1, donne

m 3(1)
ZBn(l)m = ———sinh(t\/9(

n>0 9(1)
et 6t2\/§ _ 64&2\& 6(3+2\/§)t _ 67(3+2\/§)t

2/2 2 44/2
_ b [€(3+w§>t B e*(3+2\/§)t:|
44/2

= ﬁ nzzo l(?) +2V2)" — (34 2%5)"%]

2)

qui est la formule de Binet des nombres balancials. Ainsi les nombres balancials conicide
avec la valeurs des polyndomes balancials en x = 1.

3.2 Formule de Binet

FEtant donnée une suite récurrente linéaire d’ordre 02 :
(ZPn_g = an—l + CPn

avec son équation caractéristique : ay® = by + c. A\iet Ay sont ses racines respectives avec
A= (b?—4ac) >0

Alors
AT — A3

P, =
A=A

est la forme de Binet pour cette suite. De méme, pour les suites de polyndmes on aura :

3.2.1 Exemple d’application

Formule de Binet des nombres de Fibonacci.

Foy=F,+ F, F0:0F1—1
Son équation caractéristique est :y> —y—1=0 A= V5 AL = 1+2‘/5,)\1 = 1_2‘/5

o (1+2\/5)n B (172\/5)71 o 1 n
F, = NG = 7( —A3)
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CHAPITRE 3. LES POLYNOMES BALANCIALS

Formule de Binet des nombres de Lucas.

On a 1 2n 2n
;o P VAR I OV el ) O Rt
B O I ). AT — g
Donc
Ly = A+ A}

Voir (D.Castellanos [3])

3.3 Quelques propriétés des polynémes balancials

Soit By, (x) un polynome balancial au point x, alors on a les propriétés suivantes :

Proposition 3.1.

B(x) = 1(3z 4+ v92% —1)" — 3z — V922 - 1)"
T2 922 — 1

Démonstration 3.3. On a : B, (z) = 62B,_1(x) — By_2(2)
Son équation caractéréstique est : y*—6xy+1 =0 on A = 3622—4 >0, \; = 3z+v922 — 1
et Aoy = 3x — V922 — 1

En appliquant la formule de Binet on obtient :

(Bx 4+ V922 — 1)" — 3z — V922 — 1)
(3x 4+ v92%2 — 1) — 3z — v/922 — 1)

13z 4+ V922 — 1)" — (3x — /922 — 1)

2 922 — 1

Bn(x) =

Proposition 3.2.
By () Bnym(x) = BZ(ZE) - Bfn(x)

Démonstration 3.4.

N @) - )\ (AT () — )

Bun(@) Brem(2) = ( M(2) — Ao(a) )( M(2) — Ao(a) )
N @)X () — A )N ) — AT (AR () 4 A A )
()~ hala))?
N AT )N ) — A ()N ) AR
() = (@)’

N AT )N )N (@) — A )N )N (@) + A (x)

()~ Jal2))?
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CHAPITRE 3. LES POLYNOMES BALANCIALS

Sachant que A} (z)A\y~™

z) = (3z+ V922 — 1)(3z — V922 — 1) = 1 Alors on aura :

AL () = A3 () — A" (@) + A3"(x)
(A(2) = Ao())?
(AT"(x) + A3"(2) — 2X} (2) A5 () — (A" (x) + A3"(x) — 2A7"(2) A" (x))

Proposition 3.3.
Byn_1(z) = Bi(w) - Brzhl(x)

Démonstration 3.5. On a  B2(z) — B2(x) = Bp_n(2)Bnim(2)

En remplacant m par n — 1 on aura :

By(x) = By_y(x) = Ba—u-1)(%)Bus(n-)(x)
= Bl(.T)BQn_l(,CE)

comme Bi(z) =1 alors B2(z) — B%_|(x) = By, 1(7)

Proposition 3.4.

Bii(z) — By 4(x)
6x

Démonstration 3.6. On a  B2(z) — B2(x) = Bp_n(2)Bnim(2)
En remplagant n par n+ 1 et m par n — 1 on aura :

Bi(x) = B: (x) = Butt)—(n-1)(@)Bnt1)+(n-1)(z)
Bz(.’E)BQn(I’)

BQn(l‘) =

2 )— 2 T
comme By(z) = 6z alors Boy(z) = W

Proposition 3.5. Ecriture binomiale d’un balancing polynome (Voir [14])

[(7L;1)]

Bale) = 3 (1) (" o ‘j) (62)"~~

i=0 J

ouf] est la partie entiére.
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Lemme 3.2. Formule de Waring (Voir [17])
On a

x0<+_y0 — 2
4yt = o4y
?+y? = (v+y)?—2zy
?+y° = (r+y)°® - 3zy(r+y)
oyt = (4 y)t - day(r +y)? + 2(ay)?
Alors
(5]
an + yn = Z( 1)an’j($’y)J (Q? + y)nﬂ]
=0
Avec
{ C(]’o = 2 '
Coy = 357

Démonstration 3.7. En utilisant la formule de Waring on obtient

At (2) = A5 ()

Ba@) = o n@)

“nfl

7] .
— Sy (” o j) (@) ha(2)) () + Agla)"

ot A1 (z)A2(z) =1 et M (x) + No(z) = 62

Proposition 3.6. (Voir [9])

Démonstration 3.8.

A1 (2) 3z + V922 — 1
AM(—z) = =32+ 9(—x)2 —1=—X(2)

Xo(z) = 3z —vV922 -1
Xo(—z) = —3v—+/9(—2)2—1=—-X\(2)

B,(—x) =

*Les polynomes balancials sont liés aux nombres de Fibonacci et de Lucas via la relation
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suivante : (Voir [5])

Proposition 3.7.

L2m FZmn
B, (—) =
(=) o
Démonstration 3.9. Ona :
Low _ N4+ 0" Fopn _ AT~ 8™
6 6 Fs,, %()\Qm A3m)
ou )\1 +2\/§ et )\2 = 1_2\/5
[ A2my A2m A2m .y \2m " ,\ ,\ m ,\m Am "
Bn( ) - 5

\/9(/\?”?3’")2 _1

\/(A%m;/\gm)z _1

N | —

Sachant que Mg = (12=58)(AY5) = —1 alors

& (R X+ XN =28 ) & (8 g — AT AT - 2T )
AT
L O £ 037 4 X 3 40— A A

on AT\
_ 1AMt (T A
o T (=)

Proposition 3.8.

l o — F(2m+1)n
Bo(=Lomyq) = v~ 1 = Cmn
(6 2 +1) ' F2m+1

Démonstration 3.10. on a

. 2m—+1)n 2m+1)n
¢ ()\2m+1 + )\2m+1) et i1 F(2m+1)n _jn1 /\g m_ Aé )
1 2

6L2m+1 = 6 )\%m—f—l - )\%m-i-l

F2m+1
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<3%(}\%m+1 oAzl \/g(é(A%m+1 Az 1)
\/9(%()\%m+1 4 )\ngrl))Q -1

(3208m#1 4 8m+) — i et 4 N2 - 1)
VOGOT™™ + X312 1

<%(>\%m+1 + )\gmﬂ) + \/%(}\?(Qm—s—l) + /\§(2m+1) —2)— j_ll)

| —

i
Bn —~L2m -
<6L2 +1)

N | —

1
P (e )

| (50 = JE g g 1)
B e

X <%‘<)€m+1 A2y %\/iz/\fﬂmﬂ) + i2/\§(2m+1) 942 _ 4)n
= 3 %\/Z.QA?(MH) 4 2p20mE) iy

X <%<)\%m+1 A2y %\/Z-z)&@mﬂ) + iz)\g(2m+1) 942 _ 4)n
2 g\/ @2N\2EmD L 2)20mED _oie g

| (50814 gy g N D gy}
= 3 %'\//\?(Qm-‘,—l) N )\g(2m+1) B 2)\%m+1A§m—|—1

1 (%(A%m“ D 2A%”"‘“A3m“> n
-5 %\/A?(Qm—i—l) N /\3(2m+1) B 2/\%m+1>\§m+1
AT — @A)
B TR S

D’ou le résultat.
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Chapitre 4

Les nombres et polynémes balancials de
Lucas

4.1 Nombres balancials de Lucas

On a vu dans le deuziéme chapitre que [’équation 8n?+1 = m? nous génére les nombres

balancials ot n est le nombre balancial noté B,,. Et m = /8x2+ 1 est appelé nombre
balancial de Lucas; noté par C,.(Voir [13])

Définition 4.1. La suite des nombres balancials de Lucas est donnée par la méme récur-
rence que les nombres balancials : [15, 16]

Cn = 6Cn71 - Can (n > 2)
avec Co =1 et C; = 3.

4.1.1 Fonction génératrice des nombres balancials de Lucas

Théoréme 4.1. [15, 16/
Soit c(t) la fonction génératrice des nombres balancials de Lucas

1—3t
Hn=S"cpm=_——2"_ 41
(t) ;0 2 —6t+1 (4.1)
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Démonstration 4.1.

C<t> - Z Cntn - 2(6071—1 - Cn—Q)tn + C()to + Cltl

n>0 n>2
- 6 Z C, " — Z C, ot" +1+3t
n>2 n>2
= 6t Z C, "t 2 Z C ot™ 2+ 1+ 3t
n>2 n>2
= GtZC’nt" —tQZCnt”+ 1+ 3t
n>1 n>0

= 6t(c(t) — 1) — t%c(t) + 1 + 3t.
Ainsi c(t)(1 — 6t +t*) =1 — 3t et alors

13t
1 —6t+ 12

c(t)

4.1.2 La formule de Binet des nombres balancials de Lucas

On peut obtenir le nieme nombre balancial de Lucas grace a la formule de Binet

Proposition 4.1. [13/

Soitn >0
o = B3+2V2)" 4+ (3-2V2)"
n - 2 .
Démonstration 4.2.
C, = 8B2+1
C? = 8BX+1
A\ 2 )\2n+>\2n_2)\n)\n
— g2 2) +1:8<1 2 12)+1
(M — A2 (A1 — A2)?
A4 A3 =2 A 4N+ 2
T T A S
_ (AN
2
Donc Y
M 2
C, = 5

30

(4.2)



CHAPITRE 4. LES NOMBRES ET POLYNOMES BALANCIALS DE LUCAS

4.1.3 Quelques propriétés hybrides nombres balancials de Lucas

Proposition 4.2. Ecriture binomiale d’un nombre balancial de Lucas (Voir [14])

n

20, = i(—njn ij (” j_ j) 6% (4.3)

=0

Démonstration 4.3. En utilisant la formule de Waring énoncée dans le lemme 3.2 avec

M2 =1 et A\ + Xy =6 alors C), = A?;”\g implique que

20, =N} + g = (~1)— <” j_ ]) (Mda) (A + Ag)" %

Proposition 4.3.
(Ch + V8B, = Cyy + V8B, (4.4)

Démonstration 4.4. On a

B, = » Cn
A1 — Ao 2

et A\j — Ao = 2¢/8. Alors

AT+ A3 \/§Xf — Ay n

C, +V8B, = + a
2 2/8 !

Donc
(Cn + \/an)T - )\?r - Cnr + \/an'r

Corollaire 4.1.

(C, —V8B,)" = Chy — V8B, (4.5)
Démonstration 4.5. On «

NN A =N
V8 —\7
2 2/8 2

De la méme maniere que pour le théoréeme on obtient le corollaire.

C. — 8B, =

Remarque 4.1. Cette propriété ressemble a la formule de Moivre
(cos(x) +isin(x))" = cos(nz) + isin(nx)

Proposition 4.4. [13]
Byyin = BpnCin + Cri By (4.6)
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Démonstration 4.6. D’une part on a :
(Co + V8B (Cry + V8B,) = XPAT = X" — (Cli 4+ V8Bii)
d’autre part
(Chy + V8B (Ch, + V8B,) = (CriCh + 8B By) + V8(BimCyy + BoChyy)

Donc

Par identification on obtient :

Corollaire 4.2.
Bm—n = Ban - CmBn

Corollaire 4.3.
BQn = 2BnCn

Démonstration 4.7. Il suffit de remplacer m par n dans le théoréme

4.2 Polynomes balancials de Lucas

Définition 4.2. Les polynomes balancials de Lucas sont définis par la récurrence suivante(
Voir Uarticle de R.Frontczak [5]) :

Cu(z) = 6C,—1(x) — Cph_o(x) (n>2) (4.7)

avec Co(z) =1 et Cy(x) = 3.

4.2.1 Fonctions génératrices des polyndmes balancials de Lucas

Fonction génératrice ordinaire des polyndmes balancials de Lucas

On procéde de la méme maniére que pour les balancing polyndmes définis par la méme
récurrence avec Co(x) =1, Cy(x) = 3z donc :

Co(x) + (Cy(x) — 62CyH(x))t
1 — 6xt + 12

clx,t) = Z Cp(z)t" =

et
B n_ 14+ Q@r—6z)t  1-3ut
e(w,1) =D Cul)t" = 1—6at+12  1—6ut+¢2
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Fonction génératrice exponentielle des polynémes balancials de Lucas

En appliquant le lemme (2.1) sur la réccurence définissant les les nombres balancials
de Lucas ot Co(x) = 1,C1(z) = 3z, A = 2v92>71, A\i(z) = 3z + V922 — 1 et Mo(x) =
3x — /922 — 1 on obtient :

6zt

S Cua)y = o o = (et VI 1)~ (30— (30 - VA DT

3

— 2 9x2—1t ) —/9x2—1t
= [\/931; 1V 4922 — eV

— 2__
_ 631:15( \/9x L e\/Qm 1t
2
z —Zz
Sachant que : coshz = ¢ *‘26 alors :

Z C(z)— L " cosh V922 — 1t

4.2.2 Formule de Binet

En ayant la fonction génératrice exponentielle des polynémes balancials de Lucas, on
tentra de trouver la formule de Binet correspondante :

tTL
Z Cn(z)— = e* coshtv/9z2 — 1
n!

n>0

Il

®
w
8
&

( V09271 +€t\/9121)

( (Ba+v02TD)t 4, (30—v/92%— 1))
(ekl(x)t + e)\z )

( P i)
_ s +)\”()>ﬁ

2 n!

N~ NI,

Par identification on obtient :
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4.2.3 lien entre les nombres et les polynéomes balancials de Lucas

1. On calcule la fonction génératrice ordinaire des polynomes balanceables de Lucas au

point x = 1 et on aura
1—3(1)t
ooy = 3o
2 —6(1)t+1
qui est la fonction génératrice ordinaire des nombres balancials de Lucas
2. On calcule la fonction génératrice exponentielle des polynomes balancials de Lucas au

méme point :

Z Cn(l)Z—T: = Wleosh(t4/9(1)2 — 1) = €* cosh(t2v/2)

n>0

2 2

S (3+2¢§)”—;(3 —2V/2)"

e—2V2
_ <e2\/§+ > _ 1 <6(3+2\/§)t6(3—2\/§)t>

n>0

qui est la formule de Binet des nombres balancials. De (1) et (2)on déduit que les nombres
balancials sont donnés par les polynomes balancials au point x = 1.

4.2.4 Quelques propriétés des polyndomes balancials de Lucas

Proposition 4.5. [6, 9]
Cn(=x) = (=1)"Cy(x) (4.8)

Démonstration 4.8.
Co(—z) = A (—2) + A3 (—z) = (=1)"A5(2) + (—1)"A{(2).

Proposition 4.6.
Crm(2)Crpm(x) = C2(2) + C2 (2) — 1 (4.9)

Démonstration 4.9.

Corm(@)Crim(z) = (A’f_%);%“m(w)) (Xf*%)—ys*m(x))

AT () + AT (@) AT (@) + AT (@) AT () 4+ A5 ()

4
_ A=) + A (@) + AP () + AR ()

4
(M@ @)\ 20 . AP(2) + A5 (2)\ 7 2MPAT
N 2 4 2 4

C2(z) + C2 () — 1.
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Proposition 4.7.
C2(x) — (92° — 1)B2(z) = 1 (4.10)

n

Démonstration 4.10.

Cio) - 0~ )Bie) = (AT oy (MR
M (2) + 3" (2) + 200N (x) — A () = N () + 200 () ()
4

()X (2)

Proposition 4.8.
Cn(z) = Bpt1(z) — 3z By (x) (4.11)

Démonstration 4.11.

() xg%)) (e

B (x)
Byii(z) — 3zB,(z) = ( A () — Ao(2) Ai(z) — )‘2(9”)) ‘

A(z) — Ao ()
3x AT (x) + V922 — 1A} (x) — 3z Ah () + V922 — 1AY(x) — 3z} (x) + 317/\3@)'

2v/92% — 1
_ V922 — 1AL (2) + A3 () AT(z) + Ay (x)
2v9x2 — 1 2
Proposition 4.9.
Cp(x) = 32C,_1(x) + (92* — 1)B,_1(z) (4.12)

Démonstration 4.12.

32C,_1(z) + (92° — 1)B,_1(z) = 3 (Xf_l(l‘) + XS_I(@")) (92 — 1) (Xf‘l(x) - AS*(@’))

2 2¢/922 — 1
3z N (@) + 32z (@) + V922 — IAT () — V922 — 1A ()
B 2
AN @) Br 4+ V922 — 1) + Ay (2)(3z — V922 — 1)
N 2
AT @M@ AT (@A) A (@) + A3 ()
2 2
Proposition 4.10. /7]
Lo,  Lom i - L@mt1)n
cn(%) =" e Cu(gLamn) = i % (4.13)
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Démonstration 4.13. \| = 1+2*/5, Ay = 1_2*/5 et Mg = —1

Loy _ L[ (Lo foLomy () o (3L foLemn )
Cn(6)—2<36+9(6)1>+<36 9(6)1

1 2m 2m 2m 2m "
) 3@ + \/9(M)2 — 1)

6 6
L[ A+ AZm - \2m !
(e
- 2n1+1 (A%m + A"+ \/ AP AT 4 203N — 4)n
+ ;ﬁ(ﬁm+gm—¢ﬁm+gm+w%gm—gn
= ;ﬁKﬁm+£m+ﬁm—£ﬂ”+O%+A?—A%+A?V}
- 2n1+1 [(2/\%771)” + (”‘gm)n} = %(/\%m + A" = L;—m

. ) ) . ~ o Loma1im
En suivant les mémes étapes on obtient Cy(§Lomy1) = z”%
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Chapitre 5

Polyomes balancials et balancials de
Lucas

5.1 Introduction

On a vu dans le chapitre précédant des propriétés hyprides reliant les polynomes balan-
cials auzr Polyndmes balancials de Lucas. Dans ce chapitre on va établir un lien entre les
deux grace aux nombres de Bernoulli

Remarque 5.1. Pour ne pas confondre entre les nombres balancials et ceur de Bernoulls,
on notera les nombres balancials par B}

Théoréme 5.1. [?/ Soit n > 1, alors

n

5 () VO B Bi(a) = sl 6.0

k=0
Démonstration 5.1. [7] On considére

tn €3act
F(z,t)=» B,(r)— = ——==sinh(tv92? -1
(0:1) = S Bi(e); = g VO =T

et
G(z,t) = Z Cn(:c)t—' = e cosh(tv922 — 1)
n!

n>0

Rappelons que :
h(t t —t 2x 1
coth(t)ch)sU:e—Fe _ et
sinh(t) et —et e —1
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Alors
F(z,t) sinh(tv/92% — 1)

G(z,t) /922 — 1cosh(ty/92% — 1)
F(z,t)v/92% — 1 cosh(tv9z? — 1)

G(x,t) =
(#,1) sinh(tv/92% — 1)
tG(z,t) = tvV9zx? — 1coth(tv 922 — 1)F(x,t) (5.2)
tn tn+1
_ 3xt - o o
= te’ cosh(tv9z? — 1) = tZCn(x)n! = ZCR(I) o
n>0 n>0
tn
= ZC’n_l(x)na
n>1
Lemme 5.1. [7]
1 22n 2n—1
n>1
Démonstration 5.2. voir Castellanos [4]
t t tet+1
5 COth(é) = §€t 1 (54)
B A+ B A(e"—1)+2B Ae'—A+2B
2 et—1 2t —1) 20t —1)

Par identification avec (5.3) on obtient

A=t
—A+2B=t=B=t

En sachant que Bt = By=1, By =—1 et Bopni1 =0 pourn >1 donc
n>0 n!

et—1’ 2

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ n
Ceoth(L) = L L B,
5 oth(3) 5T w1 2JFZ nl

n>0
t 1t tt tn n
= -4 —— B,— =1 B, —
2 0! 2 % 1! Z n! * Z n!
n>2 n>2
t2n
= 1+ ;Bgn o) (car Bani1 =0 pour n > 1)

Donc
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d’ou le lemme.

Alors
tv9x2 —
tvV9z2 — 1coth(tv922 —1) = —l—t 912 Bnt 922 n—1
AT = T D
= 1+ ) (2V922 —1)*" By,
RZZI 2 (2n)!
t
- 2(2 /922 = 1)%" By, @) (car By=1) (5.5)
n>0 )

en injectant (5.4) dans (5.2) on obtient

2(2\/ 9x2 — Z"Bgn o Z = Z Cn_l(x)nt—

n>0 n>0 n>1

en utilisant le produit de cauchy, on aura :

" /n t"
> (V97 -1 2”an ol ZB =2 ( (k> (2v92% - 1>2(""“)Bz<n-k>B;k<f>> o
n>0 n>0 \ k=0 ’
Théoréme 5.2. Soit n > 1, alors
Z (Z) (2V922-1)"F(2" % — 1B, _.Cr(z) = n(92® — 1)B;_,(x) (5.6)
k=0

Démonstration 5.3. On considére les mémes fonctions F(x,t) et G(x,t) que pour le
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théoreme (5.1) et on a tanh(t) = sinh(t)

cosh(t)
922 — 1)tF(z,t e3* sinh (/922 — 1
t(92% — 1)
G(z,t) V922 — 1e3t cosh (/922 — 1)
tv9z? — 1tanh(tv 922 — 1)

(92° — DtF(z,t) = tV922 — 1tanh(tv922 — 1)e** cosh(tv/922 — 1)
2
-1
= tgx—e:m sinh(tv9z? — 1)

922 — 1

Lemme 5.2. [7]
22n(22n _ 1)

tanh(t) = » ool

n>0

Démonstration 5.4. du lemme

{ sinh(2a) = 2sinh(a) cosh(a)
cosh(2a) = cosh®(a) + sinh®(a)

On considere :

2 coth(2t) — coth(t) =

2cosh(2t) cosh(t)
sinh(2t)  sinh(¢)

_ cosh?(t) + sinh?(¢) B cosh?(t)
sinh(t) cosh(t) sinh(t) cosh(t)
sinh®(t)
Sinh (D) cosh(p) — h(®)
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Donc : tanh(t) = 2 coth(2t) — coth(t)

ttanh(t) = 2tcoth(2t) — tcoth(t)

on 1 (20)2" 2t)2n
= ) 2 an%—ZBQn%

n>0 (2 )! n>0
26" s
- B, 92 _ 1
n>0
1) L
Sl
n>0
D’ow le lemme. (Voir C.Lin[11])
Alors
- - 22n(22n _»1) - on
V927 — Ttanh(tv/92% — 1) = > WBgn(t\/ﬁm —1) (5.9)
n>0 ’

En injectant (5.7) dans (5.6) on obtient :

t2n tn tn

2n 2n _ 2 *

> (2v022 — 1) (2> - 1)Ban > Col) — = > n(92® = 1)B; ()=
n>0 n>0 n>1

En appliquant le produit de cauchy on aura :

n

> (Z) (2¢/922 — 1)"*(2" % — 1) B, _,,.C(x) = n(92% — 1)B*_, (2

k=0

Théoréme 5.3.

n

Z <Z) (2v922 — 1)"*B,_B;(x) = n(Cp_1(x) — V922 — 1B;_,(x)) (5.10)

k=0

Démonstration 5.5. On considére

n

An(z) = ; (Z) B*_,(z)(2V922 — 1)*B,

On remarque que A, (x) est le produit de Cauchy de
3t

" e t" 2tv/922 — 1
B'— = ——sinh(tv922 - 1) et B,2v9xr2 —-1)"— = ———
nzzo "l /012 — 1 ( ) HZZO ( ) n! e2tvV9z2-1 _ 1
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Donc
Az, t 27 (/0 =
(06) = o sinh(tv/57 — 1)
Lemme 5.3. [10]
coth(t) =1+ - —1+- Zan —

n>0
Démonstration 5.6. du lemme.

62t+1_62t—1+2
e2t—1  e2t—1
2_1 2 2
th—1+e2t—1 +e2t—1
+1 2t

te2t —1

coth(t) =

D’ot le lemme

Alors

Az,t) = ted (coth(t\/9x2 1) - 1) sinh(¢v/922 — 1)
= te3* coth(tv/9x2 — 1) sinh(tvV922 — 1) — te*™ sinh(tv/922 — 1)
= te* cosh(tvV922 — 1) — te*™ sinh(tv/922 — 1)
= tG(t,x) —tvV9zx? — 1F(t,x)

D’apres (5.2) 1G(t,2) = 3,51 Cua(@)ny; o= = 2nz0 Cn*1<x)n%
D’apres (5.6) tv/922 — 1F(t,z) = Zn>0 L (@)n5V92% — 1

Donc
2tedwt "
@tW - sinh{tv9z?2 — 1 = ;TL (On 1 922 — (w )) ol
Et
tn
SIS o) By (@)2tver — 1) B Zn( () = V922 — 1B} _( )) —
n>0 Lk=0 k " n20 !

D’ot le théoréme.

Théoréme 5.4.

n

5 () VO = DA — DB, Cilie) = 92”1 4(0) = V0T = 1C,)

k=0
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Démonstration 5.7. Considérons

n

Dn(z) = Y (Z) Cr(2)(2V922 — 1) k(2" F —1)B, 4

= 30 () [t avarT =1 B~ )2 = 1

k
k=0

Jn(x):Zn:(z>0k(x)(4\/99327—1)”_k3n_k et K,(z) = Y (n>Ck(x)(2m)"_an_k

k
k=0 k=0

générées respectivement par :

4t/ 9?2 — 2t\/ 922 —
J(x,t) = ———— ’ 1 37t cosh(tV/922 — 1) et K(x,t) = ° 1 37t cosh (V922 — 1)

edtv 92 -1 __ ) e2tv D20 —1 _ 1 _

On déduit que D, (x) est généré par :

AtV9x® — 1 2 — 2t/ 922 —
D(z,t) = o —° 3t cosh(tv/922 — 1) — 9x —° 3 cosh(tv/922 — 1)

edtV 9(132 e2tV 9:(:2

2tv/ 912 —
e20V022—1 _ | \ p2v/022—1

2t\/922 — 2 — (291 4 1)

< 2
O e2tV9a?-1 ( 2927 —1 4 |

- 1> ¥ cosh(tv/9z2 — 1)

) e cosh(tv9z2 — 1)

/O (1T 2

= ST e2t = e’ cosh(tv922 — 1)
1— 2t/ 922 —1 2/ 912 —

= - ¢ = ’ 37t cosh (V922 — 1
e2tvV9z?-1 _ 1 e?t\/9x2 + 1

B 24 /91‘2 —1 St et\/9x — _|_ eft\/9:1:271

o e2tV/922—1 + 16 2

B R /9332 3 t€2t\/9x2—1 +1

B 6215\/9902 + 1 e2tV/927—1

_ t v 9.1' 3xt

- et\/9x2
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Comme
1 _ €4¢V9$2*1 _ eftv91271 __etv9x271_+_€tv9x271
etVor2—1 N
_ et 9x271-_-26tv9x271 __64tv9x271
2
= V91 _9sinh(tv922 — 1)
Et 2sinh(a) — e® = sinh(a) — cosh(a) car
2sinh(a) —e* = 2 (%) —e'=—e"
_ e cfe sinh(a) — cosh(a).
2 2
Alors

D(z,t) = (=971 4 25inh(tv/922 — 1))tv/922 — 13
= tV922 — 1(sinh(tV/922 — 1) — cosh(tv/922 — 1))e***
= tV922 — 1€’ sinh(tv922 — 1) — tv/922 — 1™ cosh(tv/922 — 1)
N ¢
= 9r* —1 Z an_l(m)m — V92 -1 Z nC’n_l(x)m

n>0 n>0

On déduit que D,(z) = n(92> VB’ | (z) — nv/922 — 1C,,_; ()
D’o le théoréme.

Corollaire 5.1.

(Z) 32°3" B} B,_y = nCh_y. (5.11)
k=0

(Z) 327 (2" % — 1)Cy By, = SnB’_,. (5.12)
k=0

Démonstration 5.8. pour démonter ce corollaire il suffit d’évaluer le théoréme 5.1 et le
théoreme 5.2 respectivement au point x =1

" /n
> (k> (V0271 B, Bi(1) = nCy 1 (1)

k=0

Des chapitres précédants on sait que B (1) = B, et C,,(1) = C,, alors :

n n

S () avar B = Y- (1) )% Bl = iy

k=0 k=0
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Dot (5.8)

> (1) VATt B ) - no (1) b3, 4= s

k=0 k=
D’ot (5.9)

5.2 Conclusion

A la fin de ce dernier chapitre nous constatons que c’est grace aux fonctions cosinus hy-
perboliques et sinus hyperboliques qu’on a pu établir le lien entre les polynémes balancials
et les polyndmes balancials de Lucas.
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