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Intoduction

La notion de presque périodicité a été introduite par des astronomes, en particulier par
E.Elsclangon en 1902 pour généraliser les fonctions périodiques et Ptolémée pour expliquer
le comportement de la lune, de la terre et du soleil. Un peu plus tard (1923), le mathéma-
ticien Harald Bohr [1], s’intéressa a la fonction Zeta de Riemann et aux séries de Dirichlet
qui ont un comportement régulier mais qui n’est pas aussi fort que la périodicité. Ceci a
permis & Bohr de trouver une condition moins restrictive mais suffisamment pour avoir
certaines analogies avec les fonctions périodiques. Depuis, la notion de presque-périodicité
a été geénéralisée dans diverses directions notamment par : Bochner [2] qui a étendu la
notion de presque périodicité au cas des fonctions a valeurs dans un espace de Banach;
A.Besicovitch qui a défini la presque périodicité pour des fonctions analytiques; Amerio
et Prouse [3], Corduneanu [4], Fink [5|, Levitan et Zhikov [6] et Zaidman [7] ont traité ses
aspects de bases. J.Favard [8] , Von.Neumann ont beaucoup contribué au développement de
cette théorie. Et pour la presque periodicité des fonctions & valeurs dans ’espace Polonais
P(R?) a été introduite par Morozan et Tudor [9).

Dans ce travail, on vas s’intéresser aux solutions présque périodiques en loi (unidimen-
sionnelle) des équations différentielles stochastiques (EDS) linéaires a coefficients détermi-
nistes presque périodiques en utilisant la méthode de séparation de Favard.

Dans le cas d’une équation linéaire (affine) déterministe
&= Alt)r + f(1), (1)

ou A et f sont périodiques de méme période, le critére de J.L. Massera [10] nous permet
d’affirmer que I’équation (1) admet une solution périodique, si et seulement si, elle est bor-
née. Dans le cas ol A et f sont presque périodiques, le probléme devient plus compliqué. Si
A est constante, Bohr et Neugebauer [11] ont montré que la bornitude de la solution suffit
pour obtenir la presque périodicité. Par contre dans le cas général (A n’est pas constante),
la bornitude ne suffit pas pour affirmer la presque périodicité des solutions (voir les contre-
exemples dans [12]|, [13]). Favard [14], en supposant 'existence d’une solution bornée,
moyennant une condition supplémentaire, appelée condition de séparation de Favard, af-
firme que la solution bornée est presque périodique.

La méthode de séparation de Favard est un moyen important pour I’étude des solutions

presque périodiques des équations différentielles linéaires. Amerio [15] a exploité cette mé-



thode dans le cas d’équations non linéaires, recemment Zhenzin et Wenhe [16] ont généralisé
la méthode de séparation de Favard au cas d’EDS. Mais en dehors de cette théorie, générale-
ment la méthode qui a été employée pour étudier I’existance et 1'unicité de solution presque
périodique c’est bien la méthode du point fixe (Voir [17], [9], [18] et [19]).

Dans le premier chapitre, on va introduire les définitions fondamentales, au sens de Bohr
et au sens de Bochner, et les propriétés élémentaires de la presque périodicité des fonctions
détérministes puis on passe & l'existance des solutions presque périodiques des équations
différentielles linéaires au moyen de la théorie de Favard dans le cas déterministe.

Et pour étudier le cas aléatoire de cette théorie dans le deuxiéme chapitre, on doit passer
par la presque périodicité en loi des processus stochastiques qu’on va annoncer dans le méme
chapitre.

Le troisiéme chapitre on le consacre pour étudier ’extension de Favard complétée par

un exemple d’application élémentaire.



Chapitre 1

(Généralités sur les fonctions presque
périodiques et Théorie de Favard

dans le cas déterministe.

Dans ce chapitre, Nous allons presenter les définitions fondamentales et les propriétés
élémentaires de la théorie de presque périodicité des fonctions réelles et des fonctions a

paramétre & valeurs dans R%, puis on va introduire la théorie de Favard.

1.1 Deéfinitions et propriétés

Définition 1.1. (Presque périodicité au sens de Bohr) (Voir [5]) Une fonction f
définie et continue sur R est dite presque périodique au sens de Bohr si pour tout € > 0,

l’ensemble
T(e, f) :={r € R: §2£|f(t+7) — f(t)] <€}

est relativement dense dans R. Autrement dit, il existe un nombre réel £ = £(e) > 0 tel que
(a,a+0)NT(e, f) # 0 pour tout a € R. I’ensemble T(e, f) est appelé l'ensemble de e-presque
périodes de f.

Cette définition admet des critéres équivalents, parmi ces critéres on trouve la presque

périodicité au sens de Bochner.

Définition 1.2. (Presque périodicité au sens de Bochner) (Voir [5]) Une fonction f
définie et continue sur R est presque périodique si de toute suite réelle {cl, } on peut extraire
une sous suite {a, } telle que la suite {f(t+ ay)} est uniformément convergente autrement

dit f est une fonction normale.

Pour but de simplification, on introduit les notations suivantes :



Notations
La suite {a],} est notée o'
a C o veut dire que « est une sous suite de «’.
Pour f une fonction réelle, il existe une suite {a,} C R telle que :
vVt € R, lim f(t4ay,) = g(t). Pour simplifier I'écriture de la limite, Bochner I'anotée T, f =
g, avec %T%Dpérateur de translation(Voir [5]). Si de plus la limite existe uniformément pour
t € R, on écrit UT,,, f = g (Voir [20]).

Notons H(f) (Voir [5]) 'ensemble : H(f)={g continue/il existe une suite {«,} telle
que UT,, f =g}
En général, pour a,b,f et g des fonctions réelles continues, on dit que le couple (b,g) €
H(a, f) sl existe une suite {ay,} telle que : UTy,a =bet UTy, f =g (Voir [16]).

Théoréme 1.1. (Voir [5] Théoreme 1.8) Si f est presque périodique, alors pour g € H(f),
H(g) = H(f).

La définition de la presque périodicité au sens de Bochner est un moyen efficace pour
vérifier les propriétés algébriques et topologiques des fonctions presque périodiques. De la

proposition suivante on définit les propriétés élémentaires des fonctions presque périodiques.
Proposition 1.1. (Voir [5], [21], [8]) Soient f et g deux fonctions réelles presque pério-
diques, alors :
1. Pour tout a dans R, les applications af(.),f(a.) et f(a+.) sont presque périodiques.
2. La somme f + g et le produit fg sont presque périodiques.

3. Toute fonction f réelle presque périodique au sens de Bohr est bornée et uniformément

continue.

4. Une limite uniforme d’une suite de fonctions presque périodiques au sens de Bohr est

presque périodique au sens de Bohr.

5. Soit f une fonction réelle dérivable et presque périodique. Si la dérivée f' est unifor-

mément continue, alors f' est presque périodique.

6. Soit f une fonction réelle presque périodique et F une primitive de f. Alors la fonction

F' est presque périodique si et seulement st F' est bornée
7. Uesnsemble des fonctions réelles presque périodiques c’est une Algébre, noté : AP(R).
8. L’ensemble des images de f est noté R(f) avec R(f) = {f(t),t € R}. La fermeture
de R(f) est un compact.

Mais on trouve que la définition de la presque périodicité au sens de Bochner est moins
efficace pour trouver des solutions presque périodiques des équations d’évolution. Pour cela

Bochner a donné le Critére de suite double.

Définition 1.3. On dit qu’une fonction f vérifie le critére de suite double de Bochner st,

de deux suites réelles quelconques {al, } et {3} , on peut toujours extraire deuz sous-suites

4



de mémes indices {au, } et {0, } telles que pour chaque t € I C R, les limites
lim lim f(ap + B +1t) et lim f(o, + By + t) existent et soient égales.
n—00M—00 n—oo

Remarque 1.1. Ce qui est plus important dans ce critére c’est que, ces limites existent
ponctuellement et uniformément ce qui veut dire que si on a une convergence simple ¢a
implique la convergence uniforme. Et d’aprés les notations etablies par Bochner, on note les

limites de la définitions précédentes : T, Tgf et Toirpgf respectivement.

Proposition 1.2. (Voir [22]) Soit f une fonction réelle continue.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. La presque périodicité au sens de Bohr.
2. La presque périodicité au sens de Bochner.

8. Le critere de suite double de Bochner.

1.2 Presque périodicité des fonctions a paramétre

Si on est face a la recherche des solutions presque périodiques des équations différentielles
de type & = f(t,z) ou f est une fonction presque périodique en t avec  un paramétre.

Si on pose @(t) une solution presque périodique, alors on a besoin de considérer la compo-
sition f(t,¢(t)). Cette fonction est-elle presque périodique ?

En général, la réponse a cette question est négative. En effet, considérons la fonction
f(t,x) = sin(tx), z € R. Pour tout x € R, f est périodique en ¢ alors f est presque
périodique (car toute fonction continue périodique est presque périodique) , par contre la
fonction composée f(t,sin(t)) = sin(¢sin(¢)) n’est pas uniformément continue donc, elle
n’est pas presque périodique(Pour plus de détails [5] Introduction du chapitre 2).

Alors, pour avoir la presque périodicité de ce type de fontion, on doit imposer des conditions.

Définition 1.4. (Voir [23]) Soit f : R x RY — R? une fonction continue.
On dit que f(.,.) est presque périodique en t par rapport au compact S C R? si pour tout
€ > 0, l’ensemble

T(e,f):={reR: sup [ft+72)— f(t2)]<e}
(t,x)eERxS

est relativement dense dans R. Autrement dit, il existe un nombre réel £ = £(S,e) > 0 tel

que (a,a + 0) N T(e, f) # 0 pour tout a € R. ’ensemble T(e, f) est appelé I’ensemble de

e-presque périodes de f.

Définition 1.5. (Voir [23]) Soit f: R xR? — R? une fonction continue presque périodique
en t par rapport a un compact S C R, Alors, pour deus suites réelles {a/,} et {BL}, il existe
deuz sous suites {an} et {B,} repectivement telles que :

lim lim f(t+ ap + Bm,z) = lim f(t + apn + B, )

n—00Mm—00 n—:oo

uniformément sur S.



Remarque 1.2. (Voir [23])La fonction presque périodique & paramétre admet les mémes

propri€tés que la fonction presque périodique sans parameétre.

1.3 La théorie de Favard dans le cas déterministe

Au début de la théorie de presque périodicité, beaucoup d’attention a été accordée
a la théorie des séries de Fourier. Plus tard, on a observé que de nombreuses équations
différentielles issues de la physique admettent des solutions presque périodiques. A partir de
14, la presque périodicité a été largement étudié au moyen des équations différentielles, suite
aux travaux de Favard qui a élargi cette notion en considérant des équations différentielles
linéaires avec des coeflicients presque périodiques.

Commengant par la plus simple équation , I’équation linéaire homogéne & = Ax, notée

FE 4, avec A est une matrice constante,

Théoréme 1.2. (Voir [5] Théoréme 5.3) Les solutions bornées de & = Ax ou A est une

matrice constante sont presque périodiques.

De méme pour I'équation & = Ax + f, notée Ey ¢, avec A une matrice constante et f

une fonction presque périodique,

Théoréme 1.3. (Voir [5] théoreme 5.8) Une solution x de & = Ax+f est presque périodique

s1 et seulement st elle est bornée.

Remarque 1.3. Le resultat précédent a été démontré par Bohr et Neugebauer, en utilisant

la presque périodicité au sens de Bohr (Voir [11]).

Et la pemiére question qui se pose, est ce que ce résultat reste valable si A est une
matrice dépendante de t7 En général, I'existence des solutions bornées ne suffit pas pour
avoir 'existence des solutions presque périodiques.(Voir le contre exemple donné dans [13]).

Considérons I’équation linéaire sur R?
= At)z + 1), (Eay)
et I’équation homogéne associée
x=A(t)x. (Ea)

ol A est une matrice (d x d) presque périodique et f une fonction presque périodique.
Si B € H(A), alors I'équation = = B(t)z est dite équation limite de (E4).

Supposons que (F4, ) admet une solution bornée, pour garantir I'existence d’une solu-
tion presque périodique de (Ey4 ), J.Favard a établi une condition dite : la condition de

separation de Favard qui est donnée par

inf 2(8)]| > 0, ()



ol x est une solution de I’équation
= B(t)x

avec B € H(A) et ||.|| une norme sur R

Pour mieux voir 1'utilité de cette théorie, on va donner un contre exemple oul on a
I’existence d’une solution bornée qui n’est pas presque périodique, dont la condition de
Favard n’est pas vérifiée.
Commengons par une proposition qui donne une propriété importante des solutions presque

périodiques.

Proposition 1.3. (Voir [24]) Soit A(t) une matrice presque périodique et x(t) une solution

presque périodique de l'équation E 4. Alors,
Soit  inf||x(t 0 bi t) =0.
01 ;QR”l'( )| >0 ou bien x(t)
Preuve. [l suffit de démontrer que
St inf ||z(t)]| = t) =0.
i inflz(t)]| = 0= 2(t) =0

Supposons que %nﬂg||x(t)|| =0, alors il existe une suite {a},} telle que ||z(cal)] — O.
S n—oo
Comme A(t) et x sont presque périodiques, alors d’aprés le critére de Bochner, il existe une

sous suite o C o telle que
TA=B, TB=A, Tx=y, Ty=ux (existent uniformément).
(07 —Q (0% —Q

On a y(0) = Tz(0) = lim x(ay) = 0. Or on a l’équation y = By admet O comme solution,
(0% n—oo
par unicité de la solution, on a y(t) = 0.

Comme Ty =z, on aura z(t) = 0.
—
Contre exemple. Soit le systéme sur R?
X(t) = A®)X (), (L1)

avec

qu’on peut écrire sous forme
Z(t) +a(t)z(t) =0, teR.

ot a(t) est une fonction presque périodique.
On construit a(t) de sorte a avoir les résultats voulus :
On définit la suite des fonctions {fn(t)} par

fu(t) = —% sin(n%), teR.



Alors, f, est impaire, périodique de période 2mn? et

/0 fn(s)ds = —n(1— cos(%)) <0,

pour tout t € R, en plus

co 2
DD lE oo < oo

n=1p=0

ot fép) est la p-éme dérivée de f,. Alors la fonction

= an(t)
n=1

est presque périodique(car c’est la limite uniforme sur R de la suite de fonctions f, qui
est periodique continue donc presque périodique). De plus, comme f, est uniformément

convergente, on a

/ ds_/an ds_Z/fn ) ds < 0,

pour t € R, alors pour a(t) = —(g%(t) + ¢'(t)), la fonction z(t) définie par

t
dﬂzmﬂAg@Mﬂ
est une solution non triviale bornée de ’équation différentielle
i —(g*(t) + 4 ()z =0,
avec un coefficient presque périodique elle vérifie la propriété
inf|2%(t) + &%(t)| = 0.

teR
En effet, on a

x%w+ﬁ@%—wmzég®M$U+f®ﬂ

Comme le terme(1 + g2(s))est positif fini, alors on s’interesse & inf(exp( 2]0 s)ds)).

Posons t, = 52” ,n>1et

h(t) = /0 g(s)ds = Z/O fuls) ds =S —n(1 - cos(%)),
n=1 n=1

donc,
h(tn):Z—n——oo
n=1
inf = —00.
alors, zgR(h(t)) 00

D’ou gnlg(exp(h(t))) = 0.
€
Alors, pour X (t) = (x(t),2(t)) solution de (1.1),
inf|X (t)]| = 0.

De la Proposition 1.3, X (t) ne peut pas étre presque périodique.



Chapitre 2

La théorie de Favard dans le cas

stochastique

Dans ce chapitre on va étudier I'existence des solutions presque périodiques des équa-
tions differentielles stochastiques en utilisant la méthode de séparation de Favard.
Mais on doit d’abord passer par la presque périodicité des processus aléatoires dont on trouve
plusieurs notions : presque périodicité en loi, presque periodicité presque siire, presque pé-
riodicité en probabilité et presque périodicité en moyenne (Pour plus de détails [25] ). Mais
dans notre travail, on va s’interesser a la presque périodicité en loi. Pour cela on doit intro-

duire la presque périodicité des fonctions & valeurs dans un espace métrique.

Soit (M, d) un espace métrique complet muni de la métrique d.

Définition 2.1. (Voir [6]) Soit f: R — (M,d) une fonction continue.

f est dite presque périodique (au sens de Bohr) si pour tout € > 0, l’ensemble

T(e, f):={r €R:supd(f(t+7), f(t)) < €} est relativement dense dans R. Autrement dit,
teR

il existe un réel £ = L(e) > 0 tel que (a,a +£) N T (e, f) # & pour tout a € R. L’ensemble

T(e, f) est nommé l’ensemble des e-presque périodes de f.

Soit (€, F, P) un espace probabilisé, B(R?) est la tribu borélienne sur R? et Cp =
C(R,RY) I’espace des fonctions continues de R dans R? muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts, qui est séparable et C,, c’est I’espace des fonctions continues muni
de la convergence uniforme sur R sur lequel on étudie la presque périodicité.

Notons X (.) le processus stochastique & valeurs dans R?.

L’espace L?(P, R?) de toutes les variables aléatoires X a valeurs dans R? de carré integrable

muni de la norme || X |2 := ([, | X||? dP)z est un espace de Hilbert.

Pour un processus stochastique X (.) dans R?; X (.) = {X(¢);t € R}, si su]gHX(t)Hg < 00, On
te

dit que X(.) est L2-borné et on le note || X (.)||co := sup|| X (¢)||2. Alors I'espace des processus
teR

stochastiques L?-bornés muni de la norme ||.||o est de Banach.



Soit P(Rd) 'espace de toutes les mesures de probabilité sur R%.
Pour une variable aléatoire X & valeurs dans R? donnée, on note par £(X) sa loi sur R?,

mais pour la loi d'un processus X (.) donné, on distingue trois types :

1. Loi unidimensionnelle : c’est la loi de chaque variable aléatoire, qui est donnée par

I’application

p:R — PRY
t o ou(t) = L(X(t)).

2. Loi fini-dimensionnelle : c’est la loi des vecteurs aléatoires (X, ..., X3, ), pour tout
t1,.., th ERetn € Navecty <ty <...<ty.

3. Loi infini-dimensionnelle : c¢’est la loi de tout le processus X comme variable aléa-

toire a valeurs dans Cj (c’est une loi de probabilité sur P(Cy)).

On associe & P(R%), la métrique p :

p(p,v) == Sup{!/f dp — /f do| : || fllz <1}, Y, v € P(RY),
ou f est une fonction lipschitzienne bornée & valeurs dans R et la norme

&) =TGN oy 1,0 = sup I ().

[flsr = [[fll + [ flloo 5 | fll = sup —
T#y |z | x€R4

Remarque 2.1. L’espace (P(R%), p) est Polonais (un espace métrique complet séparable).

2.1 Convergence en loi

On dit que la suite {y, } € P(R?) converge faiblement vers p si et seulement si p(ji,, 1) —
0 quand n — oo, autrement dit [ fdu, — [ fdu Vf € Co(RY),
avec Cp(RY) I'espace des fonctions continues bornées a valeurs dans R.
Pour la convergence en loi d’une suite {X,,} des processus stochastiques dans R?, on a trois
types :

1. La convergence unidimensionnelle : la suite de processus {X,,(.)} converge en loi

unidimensionnelle vers X (.) si £(X,,(t)) converge faiblement vers £(X (¢)), pour tout
teR.

2. La convergence fini-dimensionnelle : la suite de processus { X,,(.)} converge en loi
fini-dimensionnelle vers X (.) si pour tout k € N* et t; < to < ... < tg, L(Xn(t1), Xn(t2), ..., Xn(tr))
converge faiblement vers £(X (t1), X (t2), ..., X (tx)).

3. La convergence infini-dimensionnelle : la suite de processus {X,,(.)} converge en

loi infini-dimensionnelle vers X (.) si la suite de variables aléatoires {X,,(.)} & valeurs

dans Cj converge faiblement vers X (.)(en tant que variable aléatoire a valeurs dans

Cr).-
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Famille de mesures de probabilité tendue

Définition 2.2. (Voir proposition 2.1 [26] ) Soit i une mesure de probabilité sur (R, B(RY)).

on dit que p est tendue si Ve > 0, il existe un ensemble compact K. C R? tel que
p(RI\ K,) < e
Pour une famille de mesures de probabilité :

Définition 2.3. Soit {y;} une famille de mesures de probabilité sur (RY,B(R?)).
on dit que {us} est tendue si Ve > 0, il existe un ensemble compact K. C R? tel que

supp(RY\ K) < e.
teR

Remarque 2.2. (Voir proposition 2.1 [26] ) Toute variable aléatoire est tendue.

Lien entre une famille de mesures de probabilité tendue et la compacité

Théoréme 2.1. (Voir théoréeme 2.3 de Prokhorov [26]) La famille {p} de mesures de

probabilité sur (RY,B(R?)) est relativement compacte si et seulement si elle est tendue.

Le théoréme suivant de Skorohod donne le lien entre la convergence faible des mesures

de probabilité et la convergence p.s des variables aléatoires associées.

Théoréme 2.2. (Voir théoréme 2.4 [26]) Pour une suite {j,} de mesures de probabilité sur
B(Rd) qui converge faiblement vers p, il existe un espace probabilisé (0, F, P) et une variable
aléatoire X et une suite de variables aléatoires X,, a valeurs dans R? tels que L(X) = p et
L(X,) = pp et lim X, = X p.s.

n—00

2.2 Presque périodicité en loi

Elle a été introduite par Morozan et Tudor(Voir [25]). On trouve trois types :

1. Presque périodicité en loi unidimensionnelle (notée APOD := Almost Periodic
One dimentional Distribution) : Un processus stochastique X a valeurs dans R? est
APQOD, si ’application

p:R — PR
t — p(t) = LX)
est presque périodique.
2. Presque périodicité en loi fini-dimensionnelle (notée APFD := Almost Periodic

Finite dimentional Distribution) : Un processus stochastique X est APFD, si pour

tout n € Net t; <ty < ... <t,, application
t1yenstn
VTR = P(RY)

tlv--7tn

t o= R = LX), X (E+ b))
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est presque périodique.
Pour les processus X & trajectoires continues, Tudor a défini :

3. Presque périodicité en loi infini-dimensionnelle (notée APD := Almost Periodic

Distribution) : Un processus stochastique X est APD, si I'application

p:R — P(Cg)
t — ) = L(X(@).

est presque périodique. avec X = X (t+.).

Remarque 2.3. ~ i) Comme (P(R%),p) est un espace metrique complet, toutes les af-
firmations sur la presque périodicité sur l’espace (M,d) restent pour les processus
stochastiques a valeurs dans (R?) qui sont presque périodiques en loi.

— i) Les notations utilisées ci-dessus, pour chaque type de presque périodicité en loi, ont
été donné par Tudor(Voir [25]).

2.3 La théorie de Favard dans le cas stochastique

On se place sur un espace probabilisé (2, F, P) muni d’une filtration (F3)¢>o.
Soient T > 0et b:[0,7] x R — R? | §:[0,T] x RY — R¥>™  deux fonctions mesurables et
Xy une variable aléatoire Fy mesurable et (W;)i>0 un m-F;-mouvement brownien.

Rappelons qu’on appelle une EDS, I’équation notée formellement :

(2.1)

dX = b(t, X;)dt + 6(t, X;)dW,
Xo

ou sous forme d’intégrale :

t t
X: =X +/ b(s, Xs) ds +/ 5(s, Xs) dWs.
0 0

La solution de cette équation est un processus d’Ité noté X défini par une base stochastique
(Q, F, Fi, P) et un m-F-mouvement brownien W.
On distingue deux types de solutions(Voir [27|page 74) : une solution forte et une solution

faible telles que
1. On dit que X est une solution forte de (2.1), si X est adapté a la filtration du mou-

vement brownien porteur de (2.1).

2. X est une solution faible de (2.1), si X est défini sur une autre base stochastique
(Q,F', F|, P'") et vérifie 'équation (2.1)" avec (2.1) c’est I’équation (2.1) en rempla-
cant W; par W/ m-F/-mouvement brownien ou W; et W/ de méme loi. On peut la

noté (X, W’).

Et si on parle d’unicité de solution, on distingue aussi deux types :
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1. Unicité forte : si deux solutions fortes de (2.1) sont indistinguables(X et Y deux
solutions indistinguables si P(X (t) = Y (¢),Vt € R)=1).

2. Unicité faible : si deux solutions faibles de (2.1) sont de méme loi.

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes sur b et § pour avoir 'existence et

I'unicité de solution de (2.1).

Théoréme 2.3. (Voir [27] Théoreme 5.2.1 ) Soit T > 0 et soient b et & deux fonctions

mesurables, telles qu’il existe deux constantes L et K indépendantes de t, avec :

1. Condition de Lipschitz :
Ib(t, ) = b(t, )|l + 116(t, 2) = 6(t,y)|| < Lllz —yll, Yo,y eRT et t €0, T],
2. Condition de croissance :
b, @)l +ll6(t, 2)]| < K(1+||zll), Vo eR et te[0,T]  ou|o]]* = Y [6;*

Soit Z une variable aléatoire indépendante de Foo(c’est lintersection des Fy) générée par
Ws(.), s > 0 telle que E(|Z|?) < oo. Alors, Uéquation (2.1) pourt € [0,T] et Xo = Z admet
une unique solution X(w) adapté a la filtration Fy générée par Z et Wy, s < t telle que
B(fy 1Xe] dt) < oc.

Mais dans notre cas, on prend t € R. Supposons que W; et Wy deux mouvements
brownien indépendants définis sur 1’espace probabilisé (2, F, P). Soit
{ Wa(t),  t>0,

Wit = “Wa(—t), t<0.

Alors W est un mouvement brownien a deux cotés défini sur une base stochastique (2, F, Fy, P)
avec Fr = o{W(u) :u <t}, t€R.

Revenons & notre but, on a vu dans le Chapitre 1 la presque périodicité des solutions des
équations différentielles dans le cas déterministe et pour passer au cas aléatoire, on perturbe
I'equation (F4 ) par un mouvement brownien.

La question qui se pose : L’équation obtenue admet-elle une solution presque périodique
(dans un certain sens) si 'equation (E4 ) admet une solution bornée et satisfait la condi-

tion de Favard ?. La réponse c’est oui.

Considérons les deux équations différentielles stochastiques d’It6 sur R?

m
AX = (DX + F1)dt+ (O Bi(t)X + gi(t))dW; (2.2)

i=1
ou A, B; sont des matrices dx d pour tout ¢ = 1,...,m et f, g; sont des fonctions presque
périodiques sur R? pour tout i = 1,...,m avec W = (W1, ..., Wy,) est un m-mouvement

brownien standard,

AX = f(t, X)dt + g(t, X )AW, (2.3)
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avec f(t,z) une fonction presque périodique & valeurs dans R?, g(t, ) est une matrice (dxm)

presque périodique uniformément et W est un m-mouvement brownien standard.

Notations

— Pour mieux expliciter les coefficients de I’équation (2.3), on la note aussi I’équation

(f,9)-
~ Soit (f,§) € H(f,g), on dit équation limite de (2.3) 'équation

dX = f(t, X)dt + §(t, X)dW.
— Soit r > 0, on introduit les notations suivantes :

6= (X € (PR |Xlp < v}, D= {n e PRY: [ Jof? duta) <12,

BEI= g9 . {X(.) : (X, W) solution faible de I’équation (f,g) sur R avec || X||oc <7},
DY~ { pu() = £(X(.)) pour tout X € BZ¥.

Introduisons une notion importante pour les resultats qui suivent :

La solution minimale
Définition 2.4. Si [37(»2'3) est non vide pour un certain r > 0, alors A ;== inf [ X« est

Xep2?)
la valeur minimale de (2.3).

Si Xo € 652'3) et || Xol|loo = A, alors Xo c’est la solution minimale faible de (2.3).
Condition de Favard dans le cas aléatoire

Définition 2.5. On dit que la condition de Favard est vérifiée pour [’équation (2.2), si toute

solution faible non tiviale L*-bornée X de I’équation

dX = A(t)Xdt + i B;(t) XdW; (2.4)
=1

sur R satisfait
inf || X (¢
ggRH (#t)[l2 >0,

avec A € H(A) et B; € H(B;).

Proposition 2.1. Si pour toute solution déterministe non triviale x(t) de l’équation
T =A(t)x

satisfait

inf|z(t)|| > 0
tlgRllrv()H> ,
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alors on a
inf|| X (¢ 0
%@RH ()2 >

pour tout processus stochastique non trivial L?-borné X qui satisfait la méme équation.

Preuve. On veut démontrer que
inf||xz(t)|| > 0= inf|| X (¢)|2 > 0.
Infla(t)]] Infl| X (t)]l2
En procédant par absurde, Supposons le contraire i.e.
inf|| X (¢)][2 =0
inf | X(9)]12 = 0,

par définition de Uinf, on déduit que pour tout n € N*, il existe t,, € R telle que :

1
1X(n)lz < -

donc la suite X (t,) converge dans L? vers 0.
Par conséquent, on peut extraire une sous suite, notée de la méme fagon, X (t,) qui converge
presque sarement vers 0, comme on peut considérer que, pour tout w € Q, X (t)(w) est une

solution déterministe de [’équation donnée et que
0= inf || X(t > inf || X (¢ >0
inf X (1) ()] > inf| X ()]
Contradiction !

On va annoncer un théoréme plus important pour 'existance des solutions presque

périodique en loi.

Théoréme 2.4. Considérons [’equation (2.2) avec les coefficients A, By, f, gi sont presque
périodiques pour tout i = 1,..,m. Supposons que (2.2) admet une solution L*-bornée et

satisfait la condition de Favard. Alors (2.2) admet une solution presque périodique en loi.

Avant de démontrer ce théoréme, on va annoncer les résultats suivants :

Commengons par donner un théoréme fondamental qui annonce un resultat trés important
qui dit que la limite en loi de suites de solutions d’équations est la loi d’une solution de
I’équation limite.

Théoréme 2.5. Considérons la famille des équations différentielles stochastiques d’Ité sur
Rd

dX = f(t, X)dt + gn(t, X)dW, n=1,2, ...

avec f, sont des fonctions a valeurs dans R, g, sont des matrices (d x m) et W est un

m-mouvement brownien.

Supposons que fy et g, satisfont la condition de Lipschitz et la condition de croissance avec

15



des constantes communes de Lipschitz et de croissance ; il existe deux constantes L et K

indépendantes de t € R et de n € N telles que, pour tout x,y € R?

[t ) = fu(t )V |gn(t, @) = gn(t,y)| < Lz —y[, [fu(t, 2)[ V |gn(t, 2)] < K(1 + |2]).

avec a V b = max{a,b}. Supposons de plus que f, — f et g, — g simplement dans R x R?

Frsgn)
0

quand n — oo et que X, € 57(, pour une certaine constante ro > 0 indépendante de n.

Alors, il existe une sous suite de {X,,} qui converge en loi , uniformément sur les intervalles

compacts de R, vers X € ﬁﬁ({’g).

(fnvgn)
0

Preuve. Fizonsn € N. Soient [a,b] C R et X,, € By avec (X, Wy,) une solution faible

de (fn, gn) dans un espace probabilisé filtré.

1. On démontre,en premier lieu, que Dy, est un compact.
Pour cela, il suffit de vérifier la fermeture et la relative compacité (tendu)de la famille
D,,. D’autre part, pour démontrer la relative compacité de Dy, il suffit de vérifier que
By, est tendu.
Pour tout C > 0, on note B¢ la boule fermée bornée de R?, de centre 0 € (R?) et de
rayon C, donc compact de R, Pour toute variable aléatoire X € By, linégalité de

Chebyshev donne :

1X)3 _ 73

P(X ¢ Bc) = P(X| > ) < 152 < 7D,

pour un C suffisamment grand, on déduit que By, est tendu, donc Dy, est relativement
compact.
Il reste a montrer que D, est fermé. En utilisant le lemme de Fatou, on peut démontrer

que toute suite de Dy, convergente, sa limite reste dans Dy, .

2. Démontrons que la loi de X,, converge uniformément sur [a,b].

On démontre d’abord que X,, est équi-continue.
Par inégalité de Cauchy-Schwartz et isométrie d’Ito et (a + b)? < 2a® + 2b%, on a
pour tout a < s <t < b,

E|Xn(t)—Xn(s)|2:E|/ fn(r,Xn(T))dr—f—/ gn(r,Xn(r))de|2

t t
< 25 / [, X (1) )+ 2E5( / g0 (1, X (1) [ Wi (1)

< 9(1—5) B / [, X (1) [2dr) 4255 / gn (1 X (1) [2dr)

En utilisant Fubini et la condition de croissance, on a
t t
< 2(ts)/ E(K(1+|Xn|))2dr+2/ E(K(1+|X,)))%dr
S S

16



< 4K%(t—s) /tE(1+]Xn(r)])2dr+2K2 /tE(1+an(r)\)2dr
<At — ) K21+ [ Xnll2)(t — 5+ 1)
<AK?*(1+72)(b—a+ 1)(t — s). (2.5)

Il est clair que Uestimation (2.5) est uniforme pour tout n € N, alors la suite {X,}
définie de [a,b] dans L?(P,R?) est equi-continue.

Or on a la continuité pour la norme de L? implique la continuité en loi, alors si on
pose n(.) = L(X,(.) : [a,0] — P(RY), on aura la suite {i,} est équi-continue. Et
comme {j,} C P(RY) qui est compact, du théoréme de Bolzano Weierstrass, la suite
{pn} admet une sous suite notée {u,} qui converge. En appliquant la version générale
du théoreme d’Arzela-Ascoli(Voir [28] Théoréme 4.25), on obtient une sous suite de
{pn}, notée {u,}, qui converge uniformément sur |a,b].

Pour avoir ce résultat sur tout R, comme [a,b] est arbitraire et R = |J [—n,n], {un}
keN*
admet une sous suite qui converge uniformément sur chaque intervalle [—n,n]. En

utilisant le procédé diagonal, on aura l'existance d’une sous suite, notée encore {f}

qui converge uniformément vers p sur tout R.

. Dans le reste la démonstration, on prouve que la limite p est la loi d’une solution X
L2-bornée de I'équation (f,g) avec || X||oo < 7o-

Pour un intervalle borné [a,b], Comme pn(a) — p(a) quand n — oo, du théoréme
de Skorohod(Théoreme 2.2) il existe un espace probabilisé (Q,F, P) et des variables
aléatoires {X,(a)}o2,, X(a) tels que L(X,(a)) = L(X,(a)), L(X(a)) = p(a) et
X, (a) — X(a) p.s quand n — oco.

Considérons 'équation (fy,gn) avec un mouvement brownien commun W dans l’es-
pace probabilisé (Q,]:", ]5) Alors, comme les coefficients fn,gn satisfont la condition

de Lipschitz et la condition de croissance, du théoréme classique d’approzimation( [29]
,page 54), on a

sup | X, (t) — X(t)| — 0 en probabilité quand n — oo,
te[a,b]

ot X,(.) et X(.) sont des solutions fortes sur [a,b] de l’équation (fn,gn) f,9)

et (f.g
avec un mouvement brownien commun W et des valeurs initiales Xy (a) et X(a),

respectivement. Ce qui implique que
pn(t) = L(Xa(t)) = LIXa(t)) — L(X(1))

uniformément sur [a,b], ot £L(X(t)) = L(Xn(t)) comme lunicité faible de ’équation
(fn> gn) sur [a,b] et Uunicité faible implique l'unicité de loi sur RY.

D’autre part, () — pu(.) sur [a,b]. Done cela impose que pu(t) = L(X(t)), t € [a,b].
On peut recommencer par b et répéter la procédure ci-dessus. De cette maniére, on

prouve que p est la loi d’une solution de l’équation (f,g) sur |a,c0).
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Et pour avoir le résultat sur (—oo,al, on utilise la méthode stochastique de flow de
Kunita [30]. Comme f et g satisfont la condition de Lipschitz, du Théoréeme 2.4.3
[30],0n a Uapplication ¢s(.,w) : R? — R? solution de équation (f,g) est un ho-
meomorphisme de R pour tout s < t et presque tout w. Pour un ¢ < a, on prend

X(c,w) = ¢;3(X'(a,w),w) pour tout w, i.e. Uimage réciproque de X (a) a Uinstant c.
Alors si on considére Uéquation (f,g) sur [c,a] avec la valeur initiale X (c), alors la
valeur de la solution & Uinstant a c’est exactement X (a). De la méme maniere, on
prend X, (c,w) = ¢2a_1(Xn(a,w),w) avec Uapplication ¢" c’est la solution de ’équa-
tion (fn,gn). Alors, la convergence de X,(a) vers X(a) implique la convergence de
X, (¢c) vers X(c) comme ¢" est un homéomorphisme et beq = bea quand n — oo par
le théoréeme d’approximation mentionné ci-dessus.

On montre que u(.) c’est la loi de X(.) sur [c,a] avec le méme argument utilisé sur

[a,b]. En répétant la procedure, on awra pu(.) est la loi de X (.) sur (—oo,a] et donc sur
R.

Comme X,(t) converge en probabilité vers X (t) pour tout t € R, le lemme de Fatou

et le fait que || Xn|loo < o implique que

E|X()|? < liminfE| X, (t)]* < r2.
n

Alors, || X ||oo < 70.

Finallement, on remplace X (a) sur (Q, F, P) par la variable aléatoire X (a) sur (Q, F, P)
avec la méme loi sur RY, et notons la solution de ’équation (f,g) par X (t)(I'existence
et l'unicité de la solution est garantie par les conditions de Lipschitz et de croissance).
Alors la solution X (t) admet la méme loi sur R comme celle de X (t) par Uunicité

faible de (f,g), et on a aussi || X||co < 1. D’ott X, converge en loi vers X € B%’g).

Remarque 2.4. 1. De la preuve du Théoréeme 2.5, sous la condition initiale a € R,
les conditions de Lipschitz et de croissance polynomiale, une solution faible sur R est

réellement une solution forte.

2. On a remarqué de la preuve du Théoreme 2.5 que si on considére seulement la loi
unidimensionnelle sur R? des solutions de (2.3) sur R, alors cette loi est déterminée
par une loi d’une condition initiale o l'instant a € R par Uunicité faible sur Ry et
le fait que le théoréeme stochastique de flow de Kunita est vérifié sous la condition de
Lipschitz et de croissance.Ce qui veut dire que pour deux variables aléatoires données
en a € R de méme loi, les solutions sur R ont la méme loi unidimensionnelle sur
R?. Réellement, nous avons un résultat plus fort, les lois infini-dimensionnelles des

solutions sont égales.

Lemme 2.1. Supposons que les coefficients f et g de l’équation (2.3) satisfont les conditions
de Lipschitz et de croissance et qu’il eviste une solution L?-bornée de (2.3). Alors, (2.3)

admet une solution minimale.
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Preuve. Soit l’équation d’Ité sur RY
dX = f(t, X)dt + g(t, X)dW,

avec [ et g sont presque périodiques uniformément et satisfont les conditions de Lipschitz
et de croissance.

Notons A := inf || X|le la valeur minimale de (2.3).
Xep®®
Soit la suite { X, } une solution L?-bornée de (2.3) telle que :

1
[ Xnlloo <A+ —.
n

Du Théoréme 2.5, il existe une sous suite de {X,} qui converge en loi vers X € @(«2'3) avec
[ Xloo <A (car [o X?dp = nlirréo Jo Xndpy, < 7111320 JoOA+32du, =A2) . Comme X c’est
la valeur minimale de (2.3), alors || X||co = A.

D’ou X est la solution minimale de (2.3).

Lemme 2.2. Considérons l’équation linéaire homogéne qui correspond a I'équation (2.2)
sur RY

dX = A(t)Xdt+ Y Bi(t)XdW;.
=1

Supposons que A et B; sont presque périodiques et que Y (t) est une solution L*-bornée de

léquation homogéne sur R qui est presque périodique en loi. Alors, on a
tin]gHY(t)Hg >0 ou Y(t)=0VteR p.s.
€

Preuve. Soit Y (t) une solution L?-bornée de I’équation homogéne correspondante a (2.2).

Pour démontrer que

;glgﬂY(t)Hg >0 ou Y()=0VteR p.s
il suffit de démontrer que

ggﬂgHY(t)’b =0=Y({)=0 VteR p.s

Supposons que ;g&HY(t)HQ = 0, alors il existe une suite {al} telle que Y(al,) — 0  sur
L*(P,R%).

Comme A et B; sont presque périodiques, d’aprés Bochner, pour & = {d,} et 8= {Bn}
deuz suites réelles (posons ﬁ = —&), on peut extraire une sous suite o C ¢ telle que : pour
toutt=1,....m

TocA(t) = A(t): TaBi(t) = Bi(t)7 T—aA(t) - A(t)7 T—aBi(t) = B(t)
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Pour u(.) la loi de Y(.) dans R? et comme Y (t) est presque périodique en loi , alors u(.) est
une application presque périodique donc d’aprés Bochner : Tou(t) = () et T_ofi(t) = p(t).
De la prewve du Théoreme 2.5, la limite fi(t) est la loi de la solution Y (t) de I’équation
limite
dX = A(t th+ZB £ XdW;.
i=1

Notons

f(0) = Tou(0) = nhjoloﬂ(%) = do

avec Oy est la mesure de Dirac. Donc }7(0) = 0 p.s (cette solution passe par 0 et 0 est une
solution) et comme la solution est unique, alors Y (t) =0 p.s Vt > 0.

En utilisant la méthode stochastique de flow de Kunita, on aura }7(75) =0ps Vt<O0.
Alors, f’(t) =0 p.sVt € R done, i = .

Or on a u(t) =T_op(t) =9 VteR.

D’ou Y(t)=0p.s VteR.

Remarque 2.5. Considérons l’équation linéaire sur R® de la forme
dX = (AX + f(t))dt + g(t)dW, (2.6)

ol A est une matrice constante avec [ et g sont presque périodiques. I’équation homogéne
de (2.6) est dX = AX et d’aprés ce qu'on a vu dans le cas détérministe, toute solution
bornée non triviale de l’équation © = Ax  est presque périodique et d’aprés le lemme 2.2 ces
solutions sont séparées de O(satisfont la condition de Favard). Alors de la Proposition 2.1,

la condition de Favard est vérifiée pour I’équation donnée.

Lemme 2.3. Supposons que la condition de Favard est vérifiée pour I’équation (2.2), alors
pour tout mouvement brownien W de [’espace probabilisé filtré (0, F, P, Fy), il existe au plus

une solution forte minimale pour toute équation limite de (2.2).

Preuve. Soit W un mouvement brownien standard sur (Q, F, P, F;). Démontrons que pour
toute équation limite de (2.2), il existe au plus une solution forte minimale.
Procédant par l'absurde.

Supposons qu’il existe une équation limite de (2.2)
dX = (A()X + f(1) dt+Z (H)X + §i(t))dW;, (2.7)

qui admet deux solutions minimales X1 et Xo avec une valeur minimale commune A(i.e

| X1]loo = [| X2lloo = A). Alors ()(1;2)(2) est une solution L?-bornée de I’équation homogéne

dX = A(t) th+ZB £ XdW;.
=1
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Comme (2.2) vérifie la condition de Favard, elle nous donne l’existence d’une constante
n > 0 telle que :

!

inf o[ X1(t) = X2(®)l2 2 m,

On aura pout tout t € R

(A +2%) = N2

N | —

1 1 1
15 (X1 + XI5 + 15 (X1 = XI5 = S (1X0]13 + [ X2[3) <

alors,
1 1
15060+ X3 < X~ 5(%1 — Xl < X2 — o <

donc,

[3(X1+Xo)[2 <A VEER

ce qui domne

1 1
sup[| 5 (X1 + Xo)[l2 = [[ (X1 + X2)[lec < A
teR 2 2

(X1+X>)
2

avec est une solution de (2.7).

Contradiction avec Xqet Xo solutions minimales de (2.7).

Remarque 2.6. Du lemme 2.3 et la Remarque 2.4, pour toute équation limite de (2.2),
toutes ses solutions faibles(si elles existent) ont la méme loi sur R puis sur R? si la condition

de Favard est vérifiée pour (2.2).

Lemme 2.4. Supposons que f et g de (2.3) sont presque périodiques uniformément et elles
satisfont la condition de Lipschitz avec la constante de Lipschitz qui ne dépend pas de t.
Alors, toutes équations limites de (2.3) admettent la méme valeur minimale égale a celle de
(2.3).

Preuve. Soit l’équation (2.3)
dX = f(t, X)dt + g(t, X)dW.

avec f et g sont presque périodiques et satisfont la condition de Lipschitz.
Supposons que ¢ est la solution minimale de (2.3) i.e ||¢|lcc = A avec X est la valeur

minimale de (2.3). Alors, on a pour tout s < t

wwzw@+/fmwmnv+/gmwmmwwx

avec W un mouvement brownien standard.
Considérons Uéquation limite de (2.3) (f,§) avec To(f,q) = (f,3).

Notons

on() =@+ an), ful) = (. +an), gu(.) = g(- +an)et Win(.) == W(. + an) + W(an).
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fn et gn sont presque périodiques et elles vérifient la condition de Lipschitz avec une constante
commune égale & celle de f et g et Wy, est un mouvement brownien; fn, — f et gn — §
uniformément de R x S pour tout S C R* compact.

1l est clair que p,, satisfait [’équation suivante, pour tout s < t

%w—%@+/ﬂmmmw+/%m%mmmmx

Du Théoréeme 2.5, il existe une sous suite de {@,} notée {on} qui converge en loi, unifor-
mément sur un compacte, vers ¢ quand n — oo qui satisfait ’équation limite dans R ; pour
tout s < t

t t ~
o) = ¢s)+ [ Fropm)ar+ [ g0 AV (),
avec W est un mouvement brownien.
Comme
@ = lim @, (t) = liminfp, (t) = iminfe(t + o).

d’aprés le Lemme de Fatou, on aura

[@lloo < llplloc = A

done A < X avec X est la valeur minimale de (f,§).

Inversement, par la propriété de la presque périodicité au sens de Bochner, on a

T—af: f7 T—ag =9,

on a

e = lim @(t — ay).

n—oo
Par symétrie, on a

Ielloo < NIlloo

donc A < 5\,
d’ou X = \.

Corollaire 2.3.1. Considérons (2.3) et supposons que les hypothéses du lemme 2.4 sont
vérifiées. Supposons de plus que ¢ est la solution minimale de (2.3) et que la suite o satisfait
To(f,9) = (f,§) et Tog converge en loi, uniformément dans un compact, vers une solution

@ de (f,g) Alors, ¢ est une solution minimale de (f, J)-

Preuve. De la Preuve du lemme 2.4, on a

[@lloo = [[@lloo = A

avec @ est solution de I’équation limite (f,§) et A est la valeur minimale de (2.3) et (f,§).

D’ou ¢ est la solution minimale de (f,§)
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Lemme 2.5. Supposons que chaque équation limite de (2.3) admet une unique solution
minimale en loi i.e toutes les solutions minimales des équations limites de (2.3) ont une

méme loi sur R, Alors ces solutions minimales sont presque périodiques en loi.

Preuve. On a f et g sont presque périodiques uniformément. Soit (f,g) € H(f,g) alors,
f et g sont presque périodiques donc elles vérifient le critere de suite double de Bochner :
Pour & et ﬁ deux suites réelles, on peut extraire deux sous suites « et 3 respectivement telles
que :

ToTsf = Tossf et TaTsf = Tarsf
uniformément sur S, avec S un compact de R?.
Supposons que @ est une solution minimale de (f, d) avec fi sa loi sur R?,
On démontre que [i est presque périodique, en utilisant le critére de suite double de Bochner.
De la preuve du Théoreme 2.5, on a lexistance de o et B pour lesquelles ToTfi et Toy g,
uniformément dans un compact, et elles sont les lois de w1 et po solutions de (TaTgf, ToT3g)
et (ToH_ﬂf, To+89) respectivement. Comme f et g sont presque périodiques, 1 et o solu-
tions de la méme équation, du Corollaire 2.53.1 @1 et w2 sont des solutions minimales de
(Tospfs Tuspg) donc de la Remarque 2.6 L(p1) = L(p2). Alors

ToTppt = Tarpht

autrement dit, i satisfait le critére de suite double de Bochner, donc [i est presque périodique.

D’ou ¢ est presque périodique en loi.

Preuve (Théoréme 2.4). Soit I’équation (2.2) avec des coefficients presque périodiques
et satisfont la condition de Lipschitz et de croissance. Comme les hypothéses du lemme 2.1
sont satisfaites ,alors (2.2) admet une solution minimale ¢.

Puisque la condition de Favard est vérifiée, du lemme 3.2, I’équation limite de (2.2) admet
une solution minimale ¢. Du Corollaire 2.3.1, Top converge en loi vers ¢ (o « est une
suite réelle).

De la Remarque 2.6, la solution ¢ est unique en loi. Donc du lemme 2.5, ¢ est presque
périodique en loi. En utilisant les propriétés des fonctions presque périodiques, on déduit

que @ est presque périodique en loi.

Remarque 2.7. De la Remarque 2.6 et le Théoréme 2.4, Uexistence de solutions L*-bornées

de (2.6) implique lexistence d’une solution presque périodique en loi.
Du Théoreme 2.4 dérive la conséquence suivante :
Corollaire 2.3.2. Considérons I’équation sur R% de la forme
dX = [A(t)X + f()]dt + g(t)dW, (2.8)

ou A, f et g sont des fonctions presque périodiques.

Si on considére l’équation déterministe correspndante

&= At)x + f(t) (Ea,f)
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satisafait la condition de Favard(vu dans le Chapitre 1) et (2.8) admet une solution L>-

bornée, alors (2.8) admet une solution presque périodique en loi.

Preuve. On a l’équation homogéne de (2.8) et la méme que celle de E4 r. Comme ’équation
E 4 5 satisfait la condition de Favard, donc de la Proposition 2.1, l’équation (2.8) satisfait
aussi la condition de Favard de plus on a, par hypothese, (2.8) admet une solution L%-bornée.

Alors, du Théoréeme 2.4, l’équation (2.8) admet une solution presque périodique en loi.

On remarque de ce qui précéde que toutes les solutions presque périodiques sont mini-
males. Le resultat suivant confirme 'existence des solutions presque périodiques en loi en

plus de solutions minimales.

Théoréme 2.6. Considérons ’équation linéaire sur RY
dX = (AX + f(t))dt + g(t)dW, (2.9)

ot A est une matrice constante, f et g sont presque périodiques, et W est un m-mouvement
brownien.

Si X est une solution forte L?-bornée de (2.9) sur R avec X (1) — Xo(7) est indépendant de
Xo(7) et W pour tout T € R, ot X est la solution forte minimale de (2.9).

Alors X est presque périodique en los.

Preuve. Soit X une solution de (2.9), démontrons que X est presque périodique en loi.
De la Remarque 2.5, on a la condition de Favard est vérifiée pour [’équation (2.9). Alors, du
lemme 2.1 et lemme 2.3, on a Uezistence d’une unique solution forte minimale Xy de (2.9)
et du lemme 2.5, cette solution est presque périodique en loi.

Posons Y(.) = X(.) — Xo(.). Comme X et Xo sont solutions de (2.9), alors (du Théoréme
1.2 chapitre 1) Y est une solution L?-bornée de I’equation homogéne de (2.9) qui est presque

périodique en moyenne quadratique i.e sup||Y (t +7) =Y (t)]]2 <e.
teR
En effet, comme Y est solution de ’équation dY = AY', donc Y; = Yy exp (At).

Soient t,7 € R, pour w € Q fizé,
E[Yiir(w)=Yi(w)[* = E[Yo(exp(A(t+7)) —exp(At))* = |(exp(A(t+7)) —exp(At)) P E|Ys(w)[* < oo.

En utilisant la définition de la presque périodicité au sens de Bochner et le fait que la
convergence en moyenne quadratique implique la convergence en loi, on aura 'Y (.) est presque
périodique en loi.

On a Xy est une solution de (2.9) avec une valeur initiale Xo(7), en utilisant le théoréme
de Yamada- Watanabe[37], on aura

Xo(.) = F(Xo(r),W)

pour toute fonction mesurable F' et t > 7.

Pour prolonger ce resultat sur tout R, on utilise le théoréme de flow de Kunita.
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De méme, on a Y(.) = G(Y (7)) pout toute fonction G mesurable sur tout R.

Or on a par hypothése, Y (1) est indépendante de Xo(7) et W, et de ce qui précéde, Y (.)
est indépendante de Xo(.). En particulier, Y (t) est indépendante de Xo(t) Vit € R et
X(t) = Xo(t)+Y(t), alors L(X(t)) = L(Xo(t) + Y (t)) = L(Xo(t)) « LY (t)) Vt € R.
Notons p1 = L(Xo(t)) et ua = L(Y (t)) Vt € R.

On a Xo et Y sont des solutions presque périodiques en loi, donc pour deuz suites o et (3,
on a deux sous suites a et 3 respectivement telles que Toqgp; = ToTgu; vVt € R, @ =1, 2.
Comme la convolution de mesures est continue(car par définition, pour u,v deur mesures et
BeF, pxv(B) = [ou(B—x)dv(x)), on a Tays(p1 * p2) = ToTa(pr * p2), autrement dit
L(X(t)) est presque périodique,

d’ou X est presque périodique en loi.
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Chapitre 3

Extension de Favard

On a vu dans le premier chapitre que Favard a introduit la méthode de séparation pour
que la solution bornée soit presque périodique pour les équations différentielles a coefficients
variables, mais la condition (*) mise par Favard (vue dans le ler chapitre) est trés forte, pour
cela, dans ce chapitre, on relaxe cette condition en produisant une extension du théoréme

de Favard sous une hypothése faible.

3.1 Cas général

En premier lieu, on lance le théoréme (Extension de Favard).

Théoréme 3.1. Soient A(t),f(t) presque périodiques dans R.
Supposons qu’il existe £ > 0 tel que pour tout (B, g) € H(A, f), toute solution non triviale
y(t) de léquation (Ep) satisfait la condition

1 t+4
inf (— 1
int(5; [ Il >0 (3.1)

S’il existe (to, o) € (R x RY) tel que K ={x(t,to,x0)/t € R} est borné dans R, alors, pour
tout (B,g) € H(A, f), il existe une solution de l’équation E(p 4 qui est presque périodique
dans R.

Pour démontrer ce théoréme on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 3.1. (Voir [20]) Soient f,g € C(R,RY).
Si f est presque périodique et g € H(f), alors g est presque périodique dans R.

Lemme 3.2. (Voir [20]) Soit x(t) une solution bornée de (E4f).
Alors, pour tout (B,g) € H(A, f), il existe une suite {a,} C R et une solution y(t) de
(E(B,g)) telles que : lim x(t + ay,) = y(t) simplement.

On définit, pour tout z(t) € C(R,R%),

1 t+¢ 9 1
Lo o) =sp (5 [ o)1)
teR t—24

26



Lemme 3.3. (Voir [20]) Si pour u,v € C(R,RY) il existe une suite {a,} C R telle que
lim u(t +ap) =v(t); VteR , alors V>0
n—oo

Ly (v) < Ly (u).
Supposons que pour tout (B, g) € H(A, f) et (t,x) € R x R%, I'équation

&= B(t)z +g(t) (EBg)
admet une solution continue et il existe (tg, z9) € (R x R%) telle que la solution z(t, to, zq)
notée z(t) de Péquation (E4 ¢) est bornée dans RZ.
On définit

K = clco { z(t,to,x0)/t € RT};
avec clco{...} c’est la fermeture convexe de '’ensemble {...} et
Fp g4 ={y(t)/ y(t) satistait (Ep 4)et y(t) € K, pour tout t € R }.

Remarque 3.1. Du lemme 3.2, pour tout (B, g) € H(A, f), Fp4 n’est pas vide.
Lemme 3.4. (Voir [20]) Pour tout (B,g) € H(A, f) et £ > 0, il existe yo € Fp g telle que :

L(yo) = é%}fg Lo(u).
u N}

Lemme 3.5. (Voir [20]) Pour tout (B,g),(D,h) € H(A, f) et pour tout £ >0 on a :
inf L = inf L .
uenl}l’—'B*] ¢ (U) ’UJEI%D’}L ¢ (u)

Lemme 3.6. (Voir [20]) Soit (B,g) € H(A, f) et £ >0 un nombre réel.
Si pour toute solution non triviale y(t) de (Eg) satisfait (3.1) .i.e.

1 t+¢
inf (— ds) > 0.
ot [ o))
Alors, il existe une unique solution de (Ep 4) notée yp 4 telle que :

Li(yp,4) = uelgg Lo(u).
»g

Preuve (Théoréme 3.1). Comme il existe { > 0, pour tout (B,g) € H(A,f), toute

solution non triviale de (Ep) satisfait la condition (1) par hypothése ; du lemme 3.5, 3.6 on

a Uexistence d’une solution yp 4 de (Epg) telle que :

Li(yp,g) = Lo(u).

K,
Il reste a démontrer la presque périodicité de la solution yp 4.

On a A et f sont presque périodiques et (B,g) € H(A, f); du lemme 3.1 on déduit que
B et g sont presque périodiques aussi donc elles vérifient le critére de suite double de
Bochner : de toute suite {al,}, {8} C R, on peut extraire deur sous-suites de mémes
indices {an} C{al} et {Bn} C{B,} telles que pour chaque t € I C R,

lim lim B(ay + B +t) = lim B(ay, + B, + t).

n—oom—0oo
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et

lim lim g(ay, + B + 1) = lim g(an + Bn +1).

n—oom—0o0

avec ces limites qui existent uniformément. Alors,

) converge

B(t + ap D € H(A)

et

) converge

gt + o h e H(f)

Donc
lim lim B(t+ oy, + Bm) = hm D(t + Bm)

m—0o0n—:00

et

lim lim g(t + o + Bm) = hm h(t + Bm)

m—0o0on—:00

Ce qui veut dire que,
B(t + an + /Bn) con’ver‘ge N e H(A) con’verge (t + ﬁn)
et

g(t —"_ an —"_ /Bn> converge E H(f) COTZ’UET‘Q@ (t + ﬁn)

Comme (B, g),(D,h) € H(A, f) on a alors (D,h) € H(B,g); du lemme 3.2, il existe une
suite {o} et une solution yp p de Uéquation (Epy,) telles que yp, n, € Fp,pn et yp, 4(t +
converge

an)  — " yp, n(t) simplement dans R. De la méme maniére, on aura l’existence de deux

solutions yn, ¢ et zn, e de Uéquation (En.) avec yn, ¢ et zn, e € Fn e telles que

) converge

yp, n(t + B YN, (t)

converge

yB7g(t+05n+ﬁn) - zN,e(t)-

Du lemme 3.8, on aura :

Le(yp, n) < Le(yB, ¢) (4)
Li(yn, e) < Le(yp, 1) (44)
Li(2n,e) < Le(ys, 9) (i47)

Or du lemme 3.6, on a

Li(ypg) = inf Le(u)

u€eF, B,g
de (i)
inf Lg( )<L€(yD,h) < inf Lg( )

UGFDh u FBg
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et comme (B,g),(D,h) € H(A, f) du lemme 3.5

inf Ly(u)= inf Lg(u)

uGFD’h ueFB,g

donc,
Li(ypp) = inf Le(u)

UEFDJL

En suivant le méme raisonnement, de (ii) et (iii) on trouve :

Li(yne) = inf Le(u)

UEFN .
et
Li(zne) = uei%va,eLe(u)
Alors,
Lo(yn,e) = Le(2n.e)
D’ou

YN,e = ZN,e-

autrement dit :

lim lim ypg4(on + Bm +1) = nlLI%OyB,g(an + Bn+t)

n—oom—0oo

Ce qui veut dire que la solution yp 4 vérifie le critére de suite double de Bochner, donc

elle est presque périodique dans R.

3.2 Cas simple

Dans cette section, on s’intéresse a I’équation différentielle du premier ordre
i = a(t)a + f(t). (uy)

avec a(.) et f(.) sont deux fonctions définies dans R.
Dans ce qui suit, on suppose que a et f sont presque périodiques.

On va annoncer le premier théoréme sans démonstration :

Théoréme 3.2. Soit [’équation
z = a(t)r + f(t) (Ea.r)

avec a et f sont deuz fonctions réelles.
Supposons que 'équation (E, ) admet une solution bornée.
Si 3¢ > 0 tel que pour tout b € H(a), on a :

1 t+0

inf(57 [ e /0 " b(u) du)) ds) > 0,

Alors, (Ey4) admet une solution presque périodique dans R.

29



Avant d’annoncer le deuxiéme théoréme,on définit d’abord le résultat suivant :
La condition intégrale :

On dit que a et f vérifient la condition intégrale, si elles vérifient ces deux conditions :
1. Pour tout b € H(a), il existe un réel M > 0 tel que

1 t+¢

1
el

(e 2 /O " (b(w)) du) ds)) < M.

2. Soient (b, g) € H(a, f) et (d,h) € H(b,g).
Soient u(t) et v(t) solutions de (Ep4) et (Fqp) respectivement.
Si u(t) est bornée dans R, pour toute suite {a,} C R, u(t+ay,) — () pout t € R,
alors : VteR , A

1 t+4

lim (1
g psunlag J,

|u(s +an) — v(s)2ds)z) = 0.

Théoréme 3.3. Soient a et [ deux fonctions satisfont la condition intégrale.

Supposons que pour tout b € H(a), la condition

t+¢ to+s
inf (lim inf(— / exp/ b(u)du)ds)) >0

est vérifiée. (avec to fixé arbitrairement)
Si (Eq,f) admet une solution bornée, alors : pour tout (b,g) € H(a, f), (Epg) admet une

solution presque périodique dans R.
Pour démontrer ce théoréme, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 3.7. (Voir [20]) Soient a et f satisfont la condition intégrale, (b, g) € H(a, f) et
{vn} C Fy 4. Alors, il existe une sous suite notée {vy,(t)} et une solution v(t) de (Eypq) telles
que {v(t)} € Fy 4 et pour tout t € R,

1
1 1
i, (tim sup(5

t+/¢ 1
/ o (5) — v(s)[2ds)F) = 0.

Preuve. Soient a et f satisfont la condition intégrale et (b,g) € H(a, f).
Soit {vp,} C Fpg. Comme Fp, 4 est un compact, il existe une sous suite, notée {vn,} C Fp g,

telle que
vn(t) = v(t) C Fag simplement quand n — oo
et comme vy, et v satisfont l’équation (Ey ),
n(t) — 0(t) = b(t) (vn(t) — v(1)),

alors,

un(t) —o(t) = (vn(0) — v(0)) exp (/O b(s) ds)
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donc,
[0n(t) = v(t)|* = (va(0) —(0))” exp (2/0 b(s) ds)

Puisque les hypotheses de la condition intégrale sont vérifiées, de la 1ére condition, on aura :

Uexistence d’un réel M > 0 tel que

t+4

lim sup(—

msuploy (exp (2 /Os(b(u))du) ds)) < M.

donc,

t+4 s )
(v,(0) — v(0))?lim sup(21£ / (exp (2/O (b(w))du)ds))2 < N(v,(0) —v(0))?,

{—00

avec N un réel positif.
Alors,

t+£ 1
lim (limsup(%g /t_é |vn(s) — v(s)|2 ds)2) < N(v, — U(O))2 =0.

n—oo f—>OO
d’ot

t4+-4

lim hm sup 3 [ lon(s) — v(s)| ds)%) =0 pourtout teR.

Tl—>OO

Lemme 3.8. (Voir [20]) Soient a et f satisfont la condition intégrale et (b,g) € H(a, f).
Si u(t) est une solution bornée de (Eq ), alors il existe une solution bornée v(t) de (Eyg)
telle que :

L(v) < L(u).

avec

1 t+4 )
L(u) = sup(lim sup(— / lu(s)|*ds)?).
teR d—oo 24

Preuve. On a u(t) est une solution bornée de Eq ¢ et (b,g) € H(a, f). Du lemme 3.2, il

existe une suite {a,} C R et une solution v(t) de Ey 4 telles que

lim u(t + ap) = v(t)  simplement sur R.
n—oo

Comme a et f satisfont la condition intégrale, de la condition 2, on a : Vt € R
t+4 )
lim (limsup(— / lu(s + ay) — v(s)|*ds)2) = 0.
n—00" p_ o 2/
En utilisant "inégalité de Minkovskit, on aura :

t4-4
| WePah =

2¢

(NI

46 )
)=(= / lu(s + an) — u(s + ay) + v(s)>ds)?)

1 t+0

< 24 1 1o 24 1
_(27 i lu(s+am)] 8)2)+(%/t—£ |u(s+an)—v(s)|°ds)2)
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alors,

t4-£ 1 1 t4-4 1 t4-¢
lim sup(— | (5)]2ds)? < limsup(— / |u(s+ay,)|*ds) 2 +lim sup(— |u(s—|—an)
{—00 2¢ {—o0 20 f—o00 20
t+e ) 1 [tHe
< sup(lim sup(— |u(s)]2ds)5)+hm sup(— |u(s+an)
teR  l—oo 20 {—o00 20

quad n — 0o, ON AUTG

1 t+£ i 1 t-+4 1
lim sup(%/t lv(s)|*ds)? < sup(lim sup(%/ lu(s)|?ds)2) = L(u)

{— 00 —/ teR  {—oo
d’ot

L(v) < L(u).

Lemme 3.9. (Voir [20]) Soient a et f satisfont la condition intégrale.
Pour tout (b,g) € H(a, f), il existe ug € Fy 4 telle que :
L(ug) = inf L(u).
(uo) = 1 iy (u)
Preuve. Comme F, 4, est un compact pour la topologie de la convergence simple, Fy 4 est
un fermé pour la topologie de la convergence uniforme sur un ensemble compact.
On définit X par :

A= f L
S Llw),

¢l t4-4 N )
Ap = inf (sup (limsup— u(s)]” ds)2),
! ueFs g(|t|<n( 1o 20 ’ ( )’ ) )

alors, A\p, < X et lim A\, = A.

n—oo

Par définition de l'inf, soit u, € Fp4 telle que :

)

S|

t+0 )
sup (hmsup%/ Jun | ds)2 < Ap +

[t|<n  f—o0

de lemme 3.7, il existe une sous suite notée {un,} C Fp 4 et une solution ug € Fp g4 telles

que : pour tout t € R

1 t+4 1
lim (limsupg/ un(s) — uo(s)|* ds)2 =
t—/¢

n—0oo V{—00

Fizons t € R, il existe un entier n > 0 tel que [t| < n.

En utilisant l'inégalité de Minkovski :

t+4 5 1 t+4 5 1 t+4 5
(Gp [ 1) a9t < (g [ o) = u0F 49t + (g [ (o) o),

alors,

w\»—t

f— 00 t—¢ f— 00

—u(s)[2ds)z

—u(s)[2ds)?

1 t+¢ 1 i+ 1 ]. t+e 1
lim sup(%/ lug(s)|* ds)2 < lim sup(/ luo(s)—un(s)* ds)2 +lim sup(%/ |uy, (5)|? ds)2,



t+4 1 1 t+¢ L
<limsup( [ uo(s)—un(s)|? ds)? +sup (lim sup(= / fun(s)? ds)3),
t—oo 20 Ji g lti<n  t—oo 20 Sy

) 1 t+4 5 1 1
< hmsup(%/ , [up(s) — un(s)]” ds)2 + A\, + .
t—

{—00

Quand n — oo, on a pour tout tER
1 t+0 1
limsup(/ luo(s)[2 ds)? < A,
{—o00 20 t—4

alors,

1 t+-0
sup(limsup(/ lug(s)|? ds)%) = L(up) < A.
teR  t—oo 20 Ji_g

Comme ug € Fp 4 et de la définition de A, on aura

L(uy) = A= uéljl_{ L(u).
»g

Lemme 3.10. (Voir [20]) Soient a et f satisfont la condition intégrale.
Pour tout (b,g),(d,h) € H(a, f), on a

inf L(u) = inf L(u).
ué%bﬂg (U) UérFl‘d’h (U)

Preuve. On a a et f satisfont la condition intégrale.
Soient (b, g),(d,h) € H(a, f), du lemme 3.9, il existe up g € Fp g €t uqpn € Fap, telles que

L(upg) = uGiI]l-{,gL(U) et L(ugp) = ueir}_ghL(U).

On veut démontrer que L(upg) = L(uqp)-
Comme (b, g),(d,h) € H(a, f), du Théoréme 1.1 on a (d,h) € H(b,g); du lemme 3.2, il

eziste une suite {a,} C R et une solution gy de Egp, telles que
lim up g(t 4+ o) = Ugn(t) surR
n—oo

du lemme 3.8, on a

L(tgn) < L(upg),

et comme L(ugp) = ir}l_f L(u), alors
uckd.n

L(ugp) < L(upg).

En suivant le méme raisonnement pour (b,g) € H(d,h), on aura
L(upg) < L(uap).

D’ou

L(upg) = L(ua,p)-
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Lemme 3.11. (Voir [20]) Soient a et f satisfont la condition intégrale.
Si (b,g) € H(a, f) tel que, pour tout ty € R,

t+40 to+s
inf (lim inf(— / exp/ b(u)du)ds)) >0
t to

tER {— o0

alors, il existe une unique solution vy 4 de (Ey 4) telle que :

L(vpg) = inf L(u).

uEFb’g

Preuve. On a (b,g) € H(a, f), du lemme 3.4, il existe vy 4 € Fy 4 telle que :

L(vp ) = inf L(u).
( b,g) wEFy, ( )
Reste a démontrer que vy 4 est unique.
Procédant par absurde.
Supposons le contraire i.e.Supposons qu’il existe deux solutions différentes uy 4 et vy, de
Ey 4 telles que

Dlung) = Llvog) = inf L(w)

Posons

w= %(“b,g + Ub,g) et y= %(Ub,g - 'Ub,g);

alors,
on a w est une solution de Ey 4, w € Fy 4 ety est une solution de Ey avec y(t) # 0 Vt € R.
On définit

_inf fL [t _ it .
d= ;QR(hergm 57 Jip ly(s)|ds) et X uér}b,gL(u)

Comme y est une solution non triviale de Ey,, on a par hypothése § > 0.

En utilisant linégalité de Cauchy Schwarz, on aura

1 t+4 1 t+4 )
§= ggé(llgnlloglf%/ ly(s)] ds) < 12]]%(hzrgl£fﬁ /te ly(s)|? ds)2,

alors,

1 t+0 i
Bty |, WP a9t 200

1 t+4 1 t+4
(lim sup/ lw(s)|? ds) 4 (lim sup/ ly(s)|? ds)
20 t 2¢ t

{—00 4 {—00 4

1 t+/ 1 ) 1 t+4 1 )
(hmsup%/ f]ub7g(s)| ds) + (hmsup%/ |vb,g(s)\ ds)

l—o0 {—o0

1 t+-4 1 1 t+4 1 ) 1 1
< sup(limsup— \ub,g( s)|? ds)+sup(lim sup— f]vb7g(s)| ds) = =L(up,g)+=L(vsg)
teR f—oo 20 teR l—oo 20 2 2
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alors,

1 t4-4 1 1 1 t4-4
(lim sup— / lw(s)[* ds) < =L(upg) + = L(vpg) — (limsup— / ly(s)|? ds)
t— 7 2 ’ t—oo 20

l
< %L(Ub,g) + %L(Ub,g) (hmlnf% i 0 ly(s )[? ds)

< 1L(u )+ }L(v ) — (hmmfi /t+£| (5)* ds)
= el el T e 20
Lo Lo o
< Z -
< 2)\ + 2)\ )
alors,
1 t+-0
(lim sup— lw(s)|? ds) < A2
{—o0 2¢ t—/¢
donc,
1 t4+-4
L*(w) = sup(lim sup/ lw(s)|? ds) < A\?
teR t—oo 20 )iy
alors,

L(w) < A.

Contradiction (car A = inf L(u)).
uE}-b g

D’ou l'unicité de la solution.

Preuve ( Théoréme 3.3). Du lemme 3.10 et lemme 3.11, on a l’existence d’une unique
solution vy 4 de (Ey4) telle que :

L(vp ) = inf L(u).

() = inf L)
Il reste a démontrer la presque périodicité de la solution vy 4.
On a a et f sont presque périodiques et (b,g) € H(a, f); du lemme 3.1 on déduit que b
et g sont presque périodiques aussi donc elles vérifient le critére de suite double de
Bochner : de toute suite {al,}, {8} C R, on peut extraire deux sous-suites de mémes
indices {an} C {al,} et {Bn} C {8} telles que pour chaque t € I C R,
lim lim b(oy, + B + 1) = hm b(ozn + B + 1).

n—oom—0o0o

et

lim hmoog(an + B +t) = hm g(an + Bn + ).

n—oom—

avec ces limites qui existent uniformément.

35



Alors
7
converge

bt + an) d e H(a)

et

g(t+a )COTL’UCT‘geh H(f)

Donc
lim lim b(t + ap + Bin) = hm d(t + Bm)

m—0oon—0o0

et

lim lim g(t + ap + Bm) = hm h(t + Bm)

m—0o0on—

Ce qui veut dire que,

b(t + an + /3”) converge e E H(a) COH’UET'g@ (t + Bn)
et

g(t + an + /Bn) COTL’UE’I"gC k E H(f) converge (t + B,n)

Comme (b, g),(d,h) € H(a, f), on a alors : (d,h) € H(b,g) ; du lemme 3.2, il existe une suite
{an} et une solution vy 1, de l'équation (Eqy) telles que vg p, € Fg p et vy, o(t + o) conigroe

vg, n(t) simplement dans R. De la méme maniére, on aura 'existance de deuz solutions vy, .
et wg, . de l'équation (Ej ) avec vy, . et wy, . € Fj . telles que

’Ud h(t + /Bn) converge ’Uk e(t)

converge

Up, g(t + an + Bn) wg, ¢(1).

(k,e) € H(a, f), on a alors (d,h) € H(b,g) , (k,e) € H(d,h) et

Comme (b,g),(d,h) et
(k,e) € H(b,g). Du lemme 3.8, on aura :

L(va, n) < L(vp, 4)

L(vg, e) < L(va, 1)
L(wg, e) < L(wy, g)

Or on a

Lvng) = inf L{u)
u \9

. < < .

et comme (b,g),(d,h) € H(a, f) du lemme 3.10

inf L(u)= inf L
ué%dyh (U) UéI}l‘_'b’g (U)
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donc,

Lvap) = inf L(u)

En suivant le méme raisonnement, de (ii) et (iii) on trouve :

L(vge) = inf L(u)

ueFk,e
et
Lwge) = inf Liu)
uEFk,e
Alors,
L(vk,e) = L(wk,e)
D’ou

Vg,e = Wk e-

autrement dit :

lim lim v g(on + O + 1) = 1im vy g(an + Bn + 1)

n—oom—0o0

Ce qui veut dire que la solution vy 4 vérifie le critére de suite double de Bochner ct

d’aprés Bochner, la solution vy, 4 est presque périodique dans R.

3.3 Exemple d’application

On construit un exemple ol on a ’existence d’une solution presque périodique dont la
condition (*) de Favard n’est pas vérifiée mais la condition clé du Théoréme 3.3 est vérifiée.
Considérons I’équation différentielle linéaire du premier ordre (F, ¢) ot a,f : R — R
sont des fonctions presque périodiques.
Soit x(t, T, x¢) une solution de I'équation (F, ), pour tout 7,29 € R.
Pour tout b € H(a) et g € H(f), il existe une solution y(t, 7, yo) de (Ep4).

Supposons que la fonction a(t) satisfait les trois conditions suivantes :
1. a(t) est presque périodique dans R,
2. fota(s)ds<0,Vt€]R,
3. Il existe une suite {t,} telle que nlirgo fot” a(s) ds = —o0.

Considérons ’équation différentielle spéciale (£, —q)
z = a(t)(z — 1),
c’est clair que cette équation admet une solution presque périodique x(t) = 1, mais I’équation

& = a(t)(z) (Ea)
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ne satisfait pas la condition (%) de Favard. En effet, de la 2éme condition posée sur a(t), la
solution x(t) = exp fO ) ds de (E,) est bornée , mais de la 3¢me, on a tlgﬂf@\x(tﬂ =0.

Néanmoins, nous allons démontrer que ce systéme satisfait la condition du Théoréme
3.3 pour une fonction spéciale a(t).

Pour que la condition du Théoréme 3.3 soit vérifiée, nous allons construire a(t) comme suit :

oa(f) { —t, te0,2);

t—3, te[2,3].
—grgratt, te0,3% —2';
) -2 (2-1)E2 -2 +2), te[32-2L32 -2l 4+1];
92(t)_ 1 e
T 92—1» t= 87
2
Tt — 5T, te[3?—1,3%.
*WWL—J, tef0,3" — Qn_l] ;
(1) = At — (R —1)(3" =2 1) 4 n), te[3n -2 3m — 2l 4 1],
In — T, te[3n -2l 41,3" —1];
[

sirt — 5o, te3n—1,3.
On prolonge g,(t) pour qu’elle soit impaire et périodique de période 2 x 3™. Alors, g, ()

satisfait les conditions suivantes :

t
/gn(s)dsgo,VtER;
0

sup|gn (t)| = (3.2)

tcR 2m

t 1
n d>_*;
/09(3) 52—~

Vit & [k.2.3" — 271 k23" 4277 pour k=0,+1,42,...

et 4
/ gn(s) ds < —1, Vn € AR
0

Posons ay,(t) = % gn(t), il est clair que a,(t) est périodique et continue donc elle est presque
périodique et de (3.2) on a |an ()| = [2gn ()] < |2n%1\

)
n=1

Comme Y |a,(t)] < oo, alors on peut poser a(t) = > 7, an(t) donc a(t) est presque

périodique.

Démontrons que
1 t+4
inf (liminf gy [ fa(s)|ds)) > 0

avec z(t) = xoexp [; a(s) ds solution de (E,).

Posons
A(t):/ot ds—/Zan ds—Z/an ds_z /gn ) ds <0,
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et pour n fixé

Jo=R\ U [3"+k23"—2"1 3" 4 k23" 4277

Alors, pour tout ¢ > 0, il existe un J, tel que la longueur de J,, N [—¢,¢] > ¢. Donc, pour
tout ¢t € R on peut prendre un £ > 0 telle que la longueur de J, N[t — ¢,t + ¢] > ¢. Notons
par A(Jp, N[t —£,t+ {]) la longueur de J, N[t — £,t + £] avec A est la mesure de Lesbegue.
Alors, comme fg gn(s) ds > =1,

1 [t 1 M N[t =t + 1)) 1
— exp A(s)ds > — exp A(s)ds > . exp(— Y —
20 Ji—y (5) 20 ) 1,10 (=) 20 -2 )
> 5exp (=3 5z) = 5 exp —d.
On aura alors, 5 fttj; |zgexp A(s)|ds > ‘xo‘ exp —0,
d’ou
1 t+£ ’ 0‘
1nf(hm1nf( |x(s)| ds)) > —exp—6 > 0, (3.3)
teR" f—oo 20

et comme b € H(a)(en utilisant le lemme 3.2), la solution y(t) de (E}) satisfait (3.3).
(E(q,—a)) vérifie la condition intégrale. Autrement dit, a et —a satisfont deux condi-

tions.En effet :

1. On a fo s)ds < 0etbe H(a), donc fo s)ds < 0. Alors, pour tout ¢t € R,

t+£ s 1 t+£
lim sup(/ exp (2/ b(A) d)\) ds) < lim sup(/ exp0ds) = 1.
20 J, ) 20 J,

l—00 —0 l—o00 -/
d’ou la 1ére condition.

2. Soient u(t) et v(t) deux solutions de (E(q _q)) et (E(y —p)) respectivement avec b €
H(a), donc il existe une suite {a,,} C R telle que a(t + ;) — b(t) uniformément, du
lemme 3.2, on aura u(t + «,) — v(t) simplement quand n — oo i.e pour un € > 0,
ult + an) — o)) < €

44 L

(limsup/ u(s + an) — v(s)|* ds)2 <e,
{—00 t—¢

alors,

t+¢ N
jof (isupgy /t_z [uls + an) —v(s)|* ds)z = 0.

d’ou la 2éme condition.

39



Perspective

1. Généraliser la condition de séparation de Favard au cas des équations différentielles
non linéaires ( [16] pages :8125-8129).

2. Etudier la presque périodicité infini-dimensionnelle des solutions d’équations différen-

tielles stochastiques linéaires et non linéaires.

3. Généraliser les conditions de Mingarrelli et Hu(voir larticle [20]), au cas non li-
néaire déterministe et au cas d’equations différentielles stochastiques linéaires et non

linéaires.

Il nous semble que les deux derniers problémes ne sont pas encore traités.
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