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Introduction générale

Le développement technologique soumet ’homme aux contraintes d’un systéme
de relations économiques de plus en plus complexe. On constate qu’il y a de plus
en plus d’éléments nouveaux qui doivent étre pris en complet lors de prises de
décisions concernant une action donnée (organisation d’une production, un réseau
de transport...etc) et que ces prises de décisions deviennent I’objet de véritables
recherches qui ne peuvent étre menées sans ’aide d’outils mathématiques. C’est
ainsi que s’est développé un domaine des mathématique basé sur 'activité de dé-
cision ;appelé Recherche Opérationnelle.

Les premiers problémes qui marquent le début des recherches opérationnelles ont
été posés pendant la seconde guerre mondiale . A cette époque 'homme était pré-
occupé par l'organisation des opérations militaires et surtout aérienne (nombre
d’avions, la formulation a adapter, la fréquence des vols pour avoir le maximum
d’efficacité, etc).

Par la suite, les méthodes de recherches opérationnelles se sont de plus en plus
appliqués aux problémes économiques et commerciaux.

Elles se sont imposées aupres des dirigeants des grands organismes économiques et
industriels comme les seuls outils permettant de prévenir aussi objectivement que
possible les conséquences de leurs actions .

Une des parties essentielles de la Recherche Opérationnelle est la programmation
linéaire, qui étudie la maximisation ou la minimisation de fonctions linéaires sou-
mises a des contraintes linéaires.

La programmation linéaire est un outil trés puissant qui permet d’aborder un
grand nombre de problémes d’optimisation en apparence trés différents, dans des
contextes trés divers relevé des mathématiques de la recherche opérationnelle et a
des applications en gestion ainsi en économie, en statistique, physique...etc.



Il s’agit d’'un outil versatile et puissant, réguliérement cité par des entreprises
comme un des modéles les plus utilisés de la Recherche Opérationnelle.

La programmation linéaire est un systéme d’équations ou d’inéquations appelées
"contraintes" qui sont linéaires et & partir de ces contraintes on doit optimiser une
fonction également linéaire appelée

"Fonction objectif" .

A partir de Pannée 1947 George Dantzig [8] dans sa contribution au projet SCOOP
(Scientific Computation Program , un projet de I'U.S Aire Force )formula et réso-
lut le probléme général de la programmation linéaire, en inventant la méthode du
simplexe.

L’efficacité de cette méthode de calcul, jointe a la possibilité d’utiliser 1'ordina-
teur ; permet d’employer le modéle de programmation linéaire pour résoudre des
problémes touchant & la production, finance, marketing,...etc[8, 12, 9, 13, 10, 14]

Le probléme de programmation linéaire s’est rapidement imposé dés qu’on a voulu
planifier un tant soit peu les activités économiques ou autres. C’est ainsi que des les
années 1939, les nécessités de la planification soviétique conduisent Kantorovitch
et Tolstoi a proposer une solution au probléme, inspirée plus ou moins des travaux
de Joseph Fourier (1768 — 1830). En 1947 ,G,B Dantzig a proposé un algorithme
exécutable sur ordinateur et lui donne le nom de simplexe.

Cette méthode simple, robuste et efficace permet d’attaquer avec succés des pro-
blémes comportant plusieurs dizaines de milliers de variables et de contraintes.

A noter que cette algorithme a une complexité au moyenne polynomiale[7], en
face a d’autre algorithme : algorithmes de la méthode projective de KARMAR-
KAR, la méthode des éllipses de KHACHIYAN]7| et la méthode adaptée.

Elle resta en fait sans concurrence pendant prés de 40 ans. Par la suite, une géné-
ralisation de cette méthode, a été faite par k. Gabasov et F.M. Kirillova dans les
années 1970 — 1980, appelée méthode adaptée.

Cette méthode de points intérieurs converge plus rapidement que la méthode du
simplexe, elle permet aussi ’obtention d’une solution approchée et résout des pro-

blémes de controle optimal.

Au début de son invention, elle a été appliquée a différents type de problémes



de programmation mathématique [11], par la suite a des problémes de controle
optimal.

Notre travail se situe en programmation mathématique et en controle optimal.
On utilise les techniques de la programmation linéaire pour résoudre un probléme
de controle optimal.

Le premier chapitre comporte la résolution d’un probléme de programmation li-
néaire par la méthode adapté;

Dans le deuxiéme chapitre on a généralisé la méthode pour la résolution d’un
probléme min-max ;

Et le dernier chapitre est consacré a la transformation du probléme en utilisant un
changement de variable .

Et ensuite implémenter par une application a fin de comparer les deux mé-
thodes.

K% _



Chapitre 1

RESOLUTION D’UN PROBLEME
DE PROGRAMMATION
LINEAIRE PAR LA METHODE
ADAPTEE

INTRODUCTION

Nous proposons dans ce chapitre de résoudre un probléme de programmation
linéaire avec la méthode adaptée qui garde certaines structures de la méthode du
simplexe comme elle permet d’avoir une solution approchée.

Cette méthode a été inventé par le professeur R.GABASSOV et F.M KNILLOVA

[9]durant les années 80.



1.1 Position du probléme

Soit le probléme suivant :

f(z) = C'vr = max
dy <z < dy

Ou z = z(j) € ®",

di,ds, C des vecteurs de R",

(' la transposée de C,

b="0(I) € R™ le vecteur des contraintes ;

A(I,J)(m % n) matrice avec I = {1...m} ensemble des indices des lignes,
J ={1l..n},n > m ensemble des indices des colonnes.

Définition 1.1.1. Tout vecteur x vérifiant les contraintes Ax = b et di < v < do
est dit plan du probleme (P,).

» Un plan xq est optimal si C'x < C'xg Va plan du probléme.

» Un plan xo est eoptimal si C'x — C'z® < e \e > 0 donné.

Définition 1.1.2. (Base de l’ensemble J)

choisissons le sous ensemble Jp ,Jp C J et |Jg| = m ; l’ensemble Jg est dit support
du probleme (Py) si detA(l, Jg) #0;

A peut étre décomposée de la maniére suivante :

AT, J) = (A(I, Jg), AL, Ju)) = (A, Ax)

A(l, Jp) Matrice du support (matrice de base).

A(l, Jg) Matrice du hors-support.

De méme pour x(J) = (x(Jp),z(Jg)) = (xp, zH).

En utilisant cette décomposition, le systéme Ax = b prend la forme suivante :

Az = (A(L, Jp), AL, Ju))(x(JB), x(Ju)) = b
Az = (A(1, Jp))(2(JB)) + (AL, Ju))(x(Ju)) = b

Alors on peut calculer les composantes de xp(comme Ap est inversible)
Irp = SL’(JB) = Agl(b — AHI'H)

» Jg = {ji...Jn} ensemble des indices du support(appui).

» Jy =J— Jp ensemble des indices hors support(hors appui).



Définition 1.1.3. La paire {x, Jg} formée du plan z et du support Jp est appelée
plan du support du probléeme(R,).

Définition 1.1.4. Un plan de support {z, Jg} est dit non dégénéré si

d1j<l’j<d2j, jEJB

1.2 Accroissement de la fonctionnelle

Soit (z,JJg) un plan d’appui non dégénéré de départ et T = x + Az un autre
plan(Ax accroissement de ),

Af=f7) - fz)=C7T—-C'x
=C'(z+Az)—C'x=C'Ax

Ar =10
AT = A(w+ Az)=p — ABT=0
= /13[33?3 %-14}{ZXQUJ =0

On multiplie par A]_gl = Axrg = —ABlAHAZEH

= Af = —(O}_;AEIAH — Oh)AJZH
Posons les vecteurs suivants :
y' = Cly A5! vecteur des potentiels.
A=y A(l,j) - C}; j € J vecteur des estimations.
On remarque A'(Jp) = 0 alors
Af=—NyAzy=-Y" AjAz (1.2)
J€JH

Notre but est de chercher le maximum

Af ==Y AjAz — max.
Jj€Ju

dlj — Zj < A.%j < de — Zy. (13)
Le maximum de(1.2) sous les contraintes (1.3) est atteint pour :

Al’j = dlj — T s? A]‘ >0
ij = dgj — T st A]’ <0 (14)
dlj—fﬂjSAingde—l'j st AJ:O jEJH
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et est egal a :

B, Jp) = Y Nj(xy—dyy) + > Aj(; — dy) (1.5)

]EJJr Jje€Jgy

appelé valeur de suboptimalité du plan d’appui{z, Jp}
JI—;:{jGJH, Aj>0}
JI}:{jEJH, Aj<0}

Af = f(z) = f(x) < Bz, Jp) (1.6)
et pour T = 2° f(2°) — f(z) < B(x, J) .
Théoréme 1.1. (critére d’optimalité)

1)Condition suffisante :
Les relations :
T = dlj s1 A]‘ >0
T; = dgj st Aj <0 (17)
S [dlj,dgj] st Aj =0 j € JH

sont suffisantes pour Uoptimalité du plan d’appui {x, Jp}.

2)Condition nécésaire :
Soit {z, g} un plan d’appui optimal non dégénéré, alors les relations(1.7) sont
vérifiées.

Preuve 1)Si les relations (1.7) sont vérifiées alors
C'2® — C'z < B(x,Jg) =0
=02 <Oz
=z = g

2)Soit {x,Jg} un plan d’appui optimal non dégénéré et supposons que les
relations (1.7) ne sont pas vérifiées c’est a dire il existe un indice jo € Jy tel que

AJO > O,Ijo > dljo ou Aj() < 0, Z g < d2jo

9



Prenons par exemple le 2éme cas A, < 0, z;, < dgj,

Construisons un nouveau plan T de la maniére suivante :

T =1x+ Az =z + 0¢, 6 un réel positif non nul et ¢ est un vecteur (direction),il
faut trouver £ et 0 tel que A =b , di <7T < ds

Pour cela sur Jy posons

A
0 St J = Jo-

Ax(Jp) = —AZ' AgAx(Jy) = —0AG aj, T vérifie AT = b et pour que T vérifie
di < T < dy, il faut prendre un 0 suffisamment petit, d’autant plus que le plan
d’appui {z, Jg} est non dégénéré.

En portant 7 =  + Az = z + 0/ dans la formule de 'accroissement, on obtient

Af(x) = f(T) = f(x) = =045, > 0

Ce qui contredit 'optimalité de {x, Jg}.

Théoréme 1.2. (critére de suboptimalité)
Soit {x,Jg} un plan d’appui et € > 0 donné, si 5(x,Jp) < € = x est un plan
e-optimal.

preuve
C'z’ — C'x < Bz, Jp) < e

=02 —Cx<e

=1x est e— optimal.

Théoréme 1.3. Si x est un plan e-optimal alors il existe un tel support Jg tel que

Bz, Jg) < e.
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Preuve

Faisons une décomposition def(zx, Jp)
pour cela construisons le probléme dual de (Fy) de la maniére suivante :

o(u,v,w) =bu—v'd; +w'dy — min
Auv—v4+w=C
V>0, w>0 , ueR”

Le vecteur {u,v,w} construit de la maniére suivante :
u=y v =Aw=0,si A>0

v=0w=-A ,s1 A<O

est un plan dual(solution admissible du dual)

B(x,Jg) = ZA@ dij)+ > Aj(w;—dy;) jE Ty

A;>0 A;<0
= ZA]'ZE]‘ - Z Ajdlj - Z Ajdgj j S JH
jeJ AJ‘>0 Aj<0

= Az —ANd — Ady
=Y A—-Cx —vd +w'ds
=—-Cx+yAx —v'dy +w'dy
—C'x+y'b—v'dy +w'dy
= —C'zv + p(u,v,w)
=C'2" — C'z + p(u,v,w) — C'z";
Bz, Jg) = C'2° — C'z + p(u,v,w) — p(u’, 0% wo);
B(x, Jp) = Bz + B(Jp);

Bx :mesure de la non optimalité de x,
B(Jp) :mesure de la non optimalité de Uappui Jp .

Bz, Jp) = C"2° — C'z + B(Jp) — B(Jp);
Pour Jp = JY cest a dire 3(Jp) = B(J3),
Blx,Jg) =C'2° —C'z <e, car x est e— optimal
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Soit {z, Jg} un plan d’appui non dégénéré de départ :
Si B(z, Jg) = 0 = x est optimal.

Si B(z, Jp) < € = x est e-optimal.

Si B(z, Jg) > € =on passe a l'itération de algorithme.

1.3 Déroulement de la méthode

La méthode de résolution est constitué de deux procédures :
» changement de plan :consiste a augmenter C'x
» changement d’appui :consiste a diminuer 5(.Jp).

1.4 Etape 1 :Changement de plan

Soit T un nouveau plan qui sera construit de la maniére suivante :
T =u1x+00; ¢ étant la direction admissible , O(un réel positif ) le pas admissible
maximal le long de la direction ¢; (tel que f(Z) > f(x)). le vecteur de direction
0= ({(Jp),L(Ju)) est construit de la maniére suivante :
Sur Jy ,on pose 6§ =1 et

dlj — Iy S? Aj >0
gj = dgj —Z; st Aj <0 (18)

et {(Jp) = —AZ' Ay L(Jy) pour avoir AT = b
pour que T vérifie
dy < T < d, il faut calculer

dij — .
]ﬁj J si l; <0
0; 2 — si l;>0
¢
00 st t; =0, jeJp

870 = min(;) pour j € Jp

et le pas maximal sera 6° = min(1,6,0) .
De 1 le nouveau plan sera :x = x + 0°/

12



Et le vecteur de suboptimalité pour le nouveau plan sera :
BT, J) = Y 8@ —dij) + > Aj(T; — dyy)

JeJy JeJg
= B(z,Jg) + 6° Z A;l; (en remplagant les ¢; données par (1.8)

JeJy

= B(‘Tv JB) - 90&($’ JB) = (1 - 90)/6(9:7 JB)
De cette derniére expression on conclut :
» si 0° =1 alors T est optimal
» si 5(Z, Jg) < € alors T - optimal.
» si B(T,Jg) > ¢, on passe au changement d’appui Jg — Jp (A — Ap).

1.5 Etape 2 : Changement d’appui

Le changement d’appui Jz — Jp consiste a faire un changement du coplan
A vers A et du vecteur des potentiels Y vers Y de telle sorte que :
B(z, Jg) < (T, Jg) pour cela on pose :

A(J) = A(J) + opt(J) € R"
(1.9)
Y(I)=Y(I)+ ogt(I) € R™
ol t est la direction de diminution de la fonction duale ,o0 le pas maximal le long
de cette direction .
Calcul de t et o :
En utilisant la définition de A et Y on obtient :
A=Y A-C = (Y 4+ oot'(1)A—C" = A" + aot’ (1) AA(J ) oot' (J)
de la :

t'(J) =t'(DA(L,J) = t'(Jg) = t'(I)A(I, Jg) = t'(I) = t'(Jp.) AR
ce qui nous donne #'(J) = t'(Jg)Az" . A(I, Jy).
Aprés calcul du plan T = x + 0°¢ , le pas 6° est donné par

90 = min(l,ﬁjo) = 9]'0 j() € JB .
Pour cela posons un indice j; € Jy qui entre dans la base a la place de jg.

_Signe(gjo) st J=1Jo

0 51 Jj€Js—1Jo
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t'(Jg) =t'(Jp)A5" A1, Jg)

et calculons
oy = 0j, = min(o;)jery

- S Ajtj < 0,
t
0; 0 ) Aj =0 , Z; 7é dlj , t]' >0 ou,
Aj:O y Ij?édgj y t]’<0, jEJH,
+o00 dans les autres cas.

» Le calcul de oq vérifie K]Aj >0,VjeJ

> A(j1) =0 o

Le nouveau support sera Jp = (Jp — jo) U1

et on remarque que la quantité 5(Z, JB) est égale a :

BE, Tp) = Y AT —dij)+ > Aj(T5 — dy)

jGJH ]GJH
ou

Selon la relation (1.9) et sur Jp

iL’ JB Z A d1] +Z A dQJ ‘l‘Uo(Z t]‘(l‘_j—du)—l—z t](l‘_—

]EJJr JE€J ]EJ§ Jj€J g
da;))
BT, Tp) = (1 —0°).B8(x, Jp) + 0o( Y t;(T; —dij) + > t;(T7 — da;))
]EJ+ J€J g

tl=0car AL =0 et t'(Jg)=t(J)A,Jp) et t'(Jy) =1t (Jp)AZ" AL, Jy).

Par construction toutes les composantes de t'(Jg) sont nulles sauf a U'indice j.

Posons oy = th(x_j—dlj)—l— Z i(T7 — dyy) = —(1—6°) Zt€

jegh j€iy j€Jy

= (1 —6")tj0l50
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Ljo + gjo - dljo st tjo =1
—(@jo + ljo — dajp) s tj,=—1

donc ﬁ(f,jB) = (1 — 90)/8(ZE, JB) - O'()|O./0|.

a = 0y = (]. - QO)thEjO * {

1.6 Algorithme de résolution
. Soit {z, Jp} un plan d’appui de départ

1-Calculer

Y =g Agt.

A=y A— .

-B(I, JB)

Si B(z, Jg) = 0 alors {x, Jg} est optimal arrét du processus

Si B(x,Jg) <e 0 alors {x, Jg} est e— optimal arrét du processus
sinon aller a 2

2-

. Déterminer le vecteur ¢(.J)

. Déterminer le vecteur z(J)

.Calculer (1 —0°)3

Si (1—6°)8 < e alors {Z, Jg} est e—optimal arrét du processus .
Si 6° =1 alors {7, Jp} est optimal arrét du processus .

sinon aller a 3

3-Changement d’appui

. Calculer le vecteur t

Calculer o0; = min(o;
i = min(o))

. Le nouveau appui est Jp = (Jp — jo) U j1,
. Aller & 1 avec un plan d’appui {Z, Jp}.

15



Chapitre 2

RESOLUTION D’UN PROBLEME
MIN-MAX AVEC CONTRAINTES
GENERALISEES EN
PROGRAMMATION LINEAIRE
PAR LA METHODE ADAPTEE

INTRODUCTION

Dans ce chapitre on se propose de résoudre le probléme min-max en program-
mation linéaire avec la méthode adaptée, nous nous intéressons dans ce travail a
la résolution du probléme avec contraintes généralisées.

16



2.1 position du probléme

On appelle probléme min-max en programmation linéaire tout probléme; qui
consiste & maximiser (resp minimiser)une fonctionnelle f défini par f(z) = gll}l(l(c;cl‘-f-
€

Ozk)

(resp f(x) = rglaX(C,gx—i—ak) sur un sous ensemble de R™ définie par des contraintes
€K

linéaires

Considérons le probléme suivant :

= min(C) —
f(z) = min(Ciz + ax) — max

(P1)y Az =b (2.1)
diy <z < dy

Ou x, dq, dy sont des n- vecteurs réels , C, k € K des n- vecteurs ,

b un m - vecteur , ay, k € K des salaires , Cj, la transposée du vecteur Cy, k € K.
A= A[l, J]: (mxn) matrice , tang A=m <n,

K = {1...p} : L’ensemble des indices des composantes de la fonctionnelle f.

I ={1..m} : L’ensemble des indices des lignes de A .

J ={1...n} :I’ensemble des indices des colonnes de A.

C[K, J] :(p*n) matrice formée par les vecteurs lignes C}, k € K .

2.2  Préliminaire

Nous allons citer quelques définitions qui vont nous étre utile pour la suite :

»plan admissible : tout vecteur x € R" vérifiant dy; < z; < dy;
7 €J ,Axr = b est une solution admissible .

»plan optimal : un plan 2° € R" est optimal si 2° réalise le maximum de la

fonctionnelle du probléme (P;) i-e C'z < C'2° Vz .

»plan suboptimal : un plan z° est dit e-optimal (suboptimal solution approchée &
e prés) si f(2°) — f(2°) < e i-e C'2° — C'2° < eou &> 0 réel donné.

17



Remarque 2.2.1. Pour dy,dy tel que ||di|| < 400 et ||da]| < +o0o le probleme
(Py Jadmet des solutions ;

en effet 'ensemble
{z e R"/d; < x < dy avec ||di|| < +00 et ||da] < 400}

est un ensemble compact de R".

Théoréme 2.2.1. ( Weierstrass)
Sur un ensemble compact, toute fonction continue est bornée et atteint ses bornes.
Il est donc évident que le probleme (Py) admet au moins une solution.

2.3 vecteur des écarts de la fonctionnelle

Soit z un plan du probléme (P;) et K (x) ensemble des indices des composantes
actives de la fonctionnelle

K(z)={ke K: f(x) = Cix + oy}

K(z) # 0,pour tout plan = du probléme (P;).
On définit le vecteur des écarts des composantes de la fonctionnelle f :
w(k) = {wr, k € K} avec

wp = wi(z) =Clx +a — f(z), keK (2.2)

conséquence :

swi(z) >0,k e K
smin  wi(zr) =0

2.4 support(appui) de la fonctionnelle
Considérons les sous ensembles : Ky et Jy avec ky C K ,J; C J\ Jp tel que

|Ky| = |Jp| +1

18



(|.| désigne le cardinal)

Et soit le vecteur e[k] = (e = 1,k € K)
formons alors la matrice

Ay = (AlKy, Jg], e[ Kyl) (2.3)

" AIK, J| = —C[K, J] (2.4)

C[K, J] la matrice d’ordre (p*n) formée par les vecteurs ligne C;, k € K.
La paire Qy = {Ky, J;} est dite appui de la fonctionnelle si la matrice Ay corres-
pondante est réguliére i-e detAy # 0(inversible).

Remarque 2.4.1. A partir de Uappui Jg et en utilisant la matrice C|K, J] on
définit la matrice AK, J| par

AlK, J] = (A, k€ K;j € J) =ClK, Jp|Az'All, J] — C[K, J| (2.5)

A[K, Jg| = C[K, Jg]Az  AlI, Jg] — C[K, Jg] = Opum (2.6)

Définition 2.4.1. On définit le vecteur des estimations Ay par
A =+(Kp)AlKy, J] (2.7)

ot v (Ky) est la derniere ligne de la matrice A;l qu’on peut écrire sous la forme
suivante :

De la, on a les relations suivantes :

> Y (Ky) = (0/(Jp), )AG
> 7 (Ky)e(ky) = 1.
| 4 Af = 0(Jf)
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En effet on a :

apas = (S0 ) @ seticn = 100 9
I : matrice identité
donc
YK ) (A(Ky, Jp)se(Ky)) = (0'(Jp), 1) (2.10)

Définition 2.4.2. L’appui Q¢ de la fonctionnelle est dit régulier si et seulement
st Vk € Ky, > 0.

Un plan d’appui {z,Q,} avec Q, réguliére est dit plan d’appui régulier.

Dans tout ce qui suit on ne considérera que des appuis réguliers.

Remarque 2.4.2. L'appui Qf = {Ky, Js} avec J; = & est régulier.

2.5 Formule d’accroissement de la fonctionnelle
Soit {z, Q,} ot Q, = {Jp, Qs }un plan d’appui du probléme (P;) et T = z + 0z

un autre plan et calculons la quantité représentant ’accroissement de la fonction-
nelle f :

Af(z) = f(T) - f(x)

Par définition méme de fon a :

f@) <Cx+ay VkeK (2.11)
i-e
[(@) <Cioz+ap+Cor Vke K (2.12)
donc
—Cor+ f(Z)<Crz+ar VkeK (2.13)
d’ou
—Cox+ (f(T) — f(x) < wy Vk e K (2.14)
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Posons
Owlk] = (Owy, k € K)*

avec

Owy, = Crox + (f(7) — f(2)),

on aura alors de (2.2) :
Owy, > —w,

d’autre part on a
AT = A(z + Az) = Az + A0z =b

Ar=b= A0z =0

On a le vecteur des estimations

A[K, J] = C[K, Jg| A5 Al J] — C[K, J],
A[K, J)9z]J] = —C[K, J)0z]J),

Ow, = Gz — (f(x) = f(z))  VkeK,

Owy = — ZAM@%’ = (f@) - flz)) VkEK,
wlk] = —A[K, J]0z[J] — (f(Z) — f(z))e[K],
et donc
Ow[Ky] = —A[Ky, J]0z[J] — (f(Z) — f(z))e[K] (2.15)
= —A[Ky, J\ J|0z[J \ Jp] — (f(T) — f(z))e| K]
= —A[Ky, J4]0x[ T = AlKy, Ju]0x[Tu]—(f(T)— f(2))e[ K]
_ 5x[Jf] B "
= —(A[Ky, Jylse [Kf})(—f(x) - f(x)) AlKy, Jy]0z[Jy]
done -1 Ox[Jy] -1
AL Ow[Ky] = —(m) — AT [Ky, Jy0x[Jy] (2.16)
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d’ou

(0[Kf], VAT Qw[Kf] = =(f (@) — f(2)) = [0[J5), AT *A[K, Ju|0x] )
y[ky] y[ky]

= [(@) = [(2) = =y![kflOw[K] — 1k A, Jul0x] ]

finalement
f(@) = flz) =— Z VrOwy, — Z A;0z;

keEKy Jje€Jy

Nj= Y wlhy  Viedy=J\(JpUJ))

kJEKf

Remarque 2.5.1. A; =0 pour j € JgU Jy.
En effet

* Pour j € Jg A =0; Vke Ky
= A=) WAy =0, Vi€ Jp

k‘EKf

*xPour j € Jr on a Ky = (0/[J¢], I)A;I < lke]Ay = (0[Jf]; 1)
donc
VkAALK s Tg], e[ Ky]) = (01 ], 1)

= Y[k;]A[Ky, Jg] = 01[J4]

= A=) uly=0 VjelJ

kGKf

2.6 Calcul de la valeur de suboptimalité

(2.17)

Calculons le maximum de (2.17) sous les contraintes dy —x < 0z < dy — x

et, Owy > —wi,Vk € Kf
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ona f(T) = f(x) = = Xiex, WOk = Xje s, Di0;

A= Z QIYAYS et dij —v; < 0rj < doj — T jed
kEKf

Owy, > —0wy, Vk e K
Le maximum de (2.17) est atteint pour :

8Ij = dlj —Z; st Aj >0
8.’13]‘ = de — T st Aj <0

dlj — Ty S al['j S dgj —Zj st Aj =0 j € JH (218)
owy, > —wy, st Ve =0
Owy, = —wy, ) Ve > 0

Et il est égale a :

Bla,Qp) = > Ajlay —dy) + > Ajlay —dy) + Y et (2.19)

jeJf j€dy ey

sachant que : J; = {j € Ju,A; > 0}; T ={j € Ju, A; < 0}.
B(z,Q,) est appelée valeur de suboptimalité du plan d’appui {z, Q,} et vérifie

Af(z) = f(T) - f(x) < B, Qp)

0

Et pour T = z” on obtient

0< f(2%) = f(z) < Blz,Qy)- (2.20)

De cette derniére inégalité on déduit le critére suivant :

Théoréme 2.6.1. (critére d’optimalité) Les relations

T = dy; st A; >0

Tj = dy; s1 A; <0

dlj S X S dgj st Aj =0 j S JH (221)
wi >0 St Y =10 kZGKf

wr =20 s? Y > 0 kEKf

Sont suffisantes pour Uoptimalité et dans le cas de la non dégénérescence, elles
sont nécessaires pour l'optimalité du plan d’appui {x,Q,} .
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Condition suffisante
Supposons que les condition (2.21) sont vérifiés pour le plan d’ppui {z,@,} on
aura alors f{z,Qs} = 0.
Comme 0 < f(2°) — f(x) < B(z,Q,) donc f(2°) — f(x) =0
i-e {z,Q,} est un plan d’appui optimal.

Condition nécessaire
Soit {z,@,} un plan d’appui optimal non dégénérés, supposons que pour ce plan
d’appui les conditions (2.21) ne sont pas vérifiées.
On a alors les deux cas suivants :

Ajy >0 x5, # duy,
» djp € Jg tel que ou

Aj, <0 x5, # day,
» dky € Ky tel que i, >0 wy > 0.

considérons alors, un nouveau plan admissible T = x4 0/, tel que f(T) > f(z); en
considérant les deux cas séparément :

Le cas A :

Ajo >0 Ljo 7& dljo
» Jjo € Ju telque ou (2.22)
Aj, <0 zj, # doyj,

Construisons alors un nouveau plan T = x + 0¢ tel que f(Z) > f(z),avec :
0 : le pas admissible;
¢ : la direction admissible. Posons :

Ty — dljo s? Ajo >0 et 54 7é dljo

Tjp — dajo 81 Djy <0 et x5, # day
(2.23)

U, = —signeay ;ou o = {

notons que le signe oy = signeAj;
Posons aussi
g[JH\jQ]:O et ﬁwk:() VkGKf

Comme

Quy = CLO0 — (f(@) — f(z)) Vk € K}
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Alors posons f(Z) — f(z) =y

8w[Kf] = —A[Kf, Jf U JH]HK[J]C U JH] — ye[Kf]

0uliy] = —(AUKy T el D (L) — (ALK, Tul0fL )

([J¢] et y sont donc (d’aprés la condition dwy, = 0 VEk € K )solution du
systéme de cramer Qw[Ky] =0

De l'équation (2.3) on a :
60 J¢

—Af(T) — (A[Ky, Jul0t[Ju]) = 0.
<@> = AT ALK, TlblTy).

(5] = =A7 Ty, KJ(A[K, Jull[Tu)).

D’autre part pour que Ax = b il faut que A¢ =0 d’ol
K[JB] = —A;;A[I, Jf U JH]g[Jf U JH]

Finalement on pose :

0Jf) = =AF g, K A[K, Ju)l[Jn). (2.24)

l;, = —signe ay, g\ jo] =0 Ow, =0 Vk e K.
([Jg) = —AZ AL, J; U Ju)l[J; U Tg).

On a
Tj = Vj c JH \ {JQ}

Tj, = xj, — 0 signe oy.

1-si Ay, > 0et zj, # dyj, alors o > 0 (signe ap = +1) et z;, > dy;, donc
il existe un 6, > 0 tel que T;, = x;, — 01 signeagy > dy;.
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2- si A]‘O <0et Zj4 7é d2jo alors ap < 0 (Signe Qy = —1) et T, < d2j0
donc il existe un 6 > 0 tel que =, = z;, — 01signe o
i—el’_j()zl‘j0+91 SdQJ

Donc dans les deux cas il existe 6, \ dy;, < Tj, = z;, — O1signe ag < daj,

pour j € JgU Jyr :on a {x,Q,} non dégénéré donc

d[Jp U Jy] < 2[J5 U Jy] < dofJ5 U J/]

et il existe alors 6, > 0 tel que

dl[JBU Jf] <T = .I[JBU Jf] +(92€[JB UJf] < dQ[JB UJf]

Si on prend 6 = min{6;, 02} on aura T = x+6¢ est un plan de notre probléme

F@) = fl@) == wowr— > Nl \ Qwy = 0.

keK JETH

f(@) — f(x) =07, signe ag = 0A, signe Aj, =6 | A, |> 0.

Ce qui contredit 'optimalité du plan d’appui {z,Q,} .

Le cas B :
» dko € Ky tel que i, >0 wg >0

On construit alors un nouveau plan 7 = = + ¢ tel que f(%) > f(x)
Dans ce cas, on pose Owy, = —0 signeyy, et Ow, =0 Vk € K¢\ {ko}.
EJH =0.

ly, = A(Ky, Jp)w(Ky) d’apres la relation

Ox(Jp) = —A(Jy, Kp)A(Ky, Ju)0x(Ju) — D(Jy, Kp)Ow(Ky).
Comme {z,@,} est un plan d’appui non dégénéré alors on a dy; < x; < dy;
V) e Jf UJp
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donc 392 > O,dlj < + Hgfj < dgj
Donc pour un ¢ suffisamment petit Z = x + ¢ est un plan du probléme (P;)

et on obtient :
Af(z) = Ovygwi, > 0.
ce qui contredit I'optimalité du plan d’appui {z,Q,} .

Théoréme 2.6.2. (critére de suboptimalité)
Pour un € > 0 donné la condition suivantes :

B(z,Q,) <e. (2.25)

est suffisante pour l's—optimalité du plan d’appui {z,Q,} .

Preuve. Soit le plan d’appui {x,Q,} vérifiant pour un ¢ > 0 donné l'inégalité
(2.25)de cette relation :

0< f(a) = f(z) < B(z,Q,) <e.

On obtient f(z°) — f(z) < & ou 2° est un plan e-optimal du probléeme (P).
D’ou le resultat.

2.7 DEROULEMENT DE LA METHODE

La méthode de résolution constitue deux procédures :
» changement de plan
» changement d’appui

2.8 Etape 1 : Changement de plan

Dans cette étape de l'itération on construit un nouveau plan admissible du
probléme (P1) posons :x — T = x + 0 tel que f(T) > f(z);

ou f est le pas maximal le long de cette direction et ¢ est une direction admissible
au point x définie par :
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pour j € Jy on pose :

dlj — T s1 A]‘ >0
gj = dgj — X st A]’ <0 (226)
0 st A=0

pour j € Jg: Ax = Ax +0Al =1
= 0Al=0= Al =0

Al = A(I, JB)K(JB) + A(I, JH)f(JH) =0

== ABKB = —AHEH

Alors
K(JB> - EB = —AélAHEH

Posons
(90.)(Kf) = —Gw(Kf)

ce qui nous donne :

;) = Ay, ) (=AE, Tu)l(Jn) + w(K7))

Calcul du pas maximal 6° :

Soit #° la valeur maximale de @; pour laquelle les conditions suivantes sont
vérifiées :
1) dlj < l"l‘eoé < dQJ,\V/j eJ
2) Owy, > wy;Vk € K

La 1 ¢ condition est vérifiée sur Jy , pour 6 € [0,1];

telle que : sur Jy,0 =1

dij < Tj < dy Vi€ Ju
(2.27)
dlj < X +£j < dgj
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et sur Jg U Jy pour 6 = 6, avec : 0, = mLi]n(Qj) ou
JEJIB

i =T Gy <o
el QYN (228)
+00 st gj =0

dlj < X + 963 é dgj

surdJp U Jy : (2.29)
dlj — Iy < 96] < dgj — Ty

Posons
8W[Kf] = —Hw[Kf]

([J¢] , y formeront alors une solution du systéme de cramer

ClKy, J10 L[] — y e[ K] = —0w|[K]
C[Ky, JIOUT] =y e[Ky] = —A[Ky, J5] 0 L[Tf] — A[Ky, Jul0 ([ Ju] — y e[ K]

Remarque : On pose

F@) = fle) == N6 = MOy,

j€Ju keky

= 00> N 00 ) A=)+ Y Aj(=1y))
keKy J€J g+ VST

=00(x, Q).

Calcul du pas 0 :
Pour avoir y = f(Z) — f(x) il faut avoir 0 tel que

Owy, = HC,;K —y > —wi pour ke K

pour k € Ky :
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0C,L —y = —Ouwy, > —wy, pour 0 € [0,1]

pour k € Ky :

0CL —y = 0C L — 058(x,Q,) > —wi = (—Cra + ay, — f(x))
0(6(z,Q,) — Cpl) < Chx + ay, k€ Ky

Cette inégalité est vérifié pour 0, = min 0y,
kEK

avec fa)
T+ ap — f(x , ,
- st B(x,Q,) > CL
0, = 5(% Qp) _ Cké ( p) k
00 sinon

On pose alors 00 = min(6,, 0x,, 1)
On aura alors T = x + 6/ un plan de notre probléme et :

y=f@) - f(z) =0"B(z,Qp)

09 est dit pas maximal
la valeur de suboptimalité du plan d’appui {7, Q,} est égale a :

BT, Qp) = (1 - 90)5(% Qp)

d’ou

sif° =1= B(7,Q,) =0 = T est optimal, c’est a dire {Z, Q,} est un plan d’appui
optimal

si B(7,Qp) < e = T est € - optimal

c’est & dire {Z, ), } est € - optimal

si B(T,Qp) > ¢ on passe & la 2éme étape de Uitération .

2.9 FEtape 2 : Changement d’appui

Pour faire ce changement d’appui on construit un dual du probléme (P;) trans-
formé sous forme linéaire .
posons

(P:f(CU); @SC,;:U—i—ak Vke K
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le probléme (P;) est équivalent au probléme

o — Max

—Chr + o < ay Vk e K
Ax =D

dy <x <dy

P,

le dual du probléme (P,) est :

o(r) =a' A+ by — dyw+ dyw — min
— AN+ Ay—v+w=0
=1 XN>0 VkeK, v>0, w>0.

keK

P**

Ou
r=t(\y,v,w),\ € RP,y € R™ v,w € R".

a partir de 'appui @), on définit un plan dual

x=(\y,v,w) ou —CA+Ay—A=0 avec :
Vi =A, w; = si A; >0
V;=0 w; = —A;  si A; <0

on aura alors f(z, Q,) = B(x) + B(Q,) ou :

(mesure de non optimalité de x)
et

B(Qp) = é() — ¢(z°) = by + o' A — dyv + dyw — f(2°)
(mesure de non optimalité de @),)

Le changement de 'appui s’accompagne de la diminution de la fonctionnelle duale :
c’est a dire que le changement de @, vers @, entraine le changement du plan dual,

=
2l

()\7y7v7w) vers (X7y

de la posons

A=A+ 00\
T=v+0v

w=w ~+ dw
Y=1y+ody
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donc grace au changement du plan X par X on améliore estimation de subopti-
malité en diminuant (z) ( d’une valeur égal a f(Z) — f(z))
on fera donc une itération duale pour diminuer 3((),) en passant & un autre appui

@ -

(AN Q) — (A X,Q,)

tel que :

B(Q,) < B(Qyp)
A=A+
A=A+

t est la direction de la diminution de la fonction duale et ¢° le pas maximal le long
de cette direction.

le calcul de la direction admissible et du pas maximal se fait comme suit :

OnaA=A+ot ; X et X des plans duaux
t(J) =y (DA(I,J) — X (K)C(K, J) (2.30)

ce qui résulte que
t (Jp) =dy (I)Ap — ON (K)C(K, Jp)

donc

/7

0y (1) =t (Jp) A" + 0N (K)C (K, Jp) Ap'

en substituant dans (2.30) , on aura

t(J) =t (Jp)AGLA(IL, J) + 6N (K)A(K, J) (2.31)
(t'(J5); 0) = (' (JB) A AL, 1), 0) 46X (K ) (A(Ky, Jp); e(K ) +X (Ki) (A(Ku, J); e(Kn))

Alors
SN (Ks) = (£ (Jf);0) — (£ (Jp) A A(1, J),0) = 0N (Ku )(A(Kp, Jp); e(Ku)) A7
t'(Ju) =t (Jp)AZ AL Jir) 4+ 0N (Kg)(A(Kg, Ju))oN (K ) A(K, i)
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t'(Jg),t' (Jg), 0N (Kg) sont construites de maniéré a assurer une diminution de la
fonctionnelle du probléme dual P, :
» 0" =0, ; onpose t;, = —signe(l;,);t(J;UJp —jo) =0; ANKy) =0

» 00 =0, ; onpose G\, =1, OANKpy — ko) =0, t(J;UJp) =0
2- Calcul du pas maximal 0" :

O'O = m’in(oﬂ,akl)

ou
o1 = min(o;) pour je Jy
( A
_t_] st Ajtj <0
J
0 ' A;=0,2; # dy; t; >0
0; = T # g (2.32)
Aj:O,.Tj?éde, tj<0,j€JH
[ o dans les autres cas
0}, assure la diminution de la valeur de suboptimalité.
et d’ autre part Ok, = grel}g(ak)
Ak
- st O A <0
op = Sk ke tk (2.33)
+00 stnon

or, assure la régularité de 'appui @p

on construit le nouveau appui @p comme suit :
'St Qozﬁjo joEJf et O'OIO'k1 aIOI‘SEIJB _7f:<]f_j07 ?f :_Kf—k'l
.si@ozejo joEJf et O'OZO'j1 alors Jg = Jp Jf:(Jf—jo)Ujl, Kf:Kf

Si0°=0;, jo€ Jp alors
St 3]2 & Jf /t/(JB)A§1A<I,j2) 75 0 alors n_]B = (JB _jO) Uj27 jf = (Jf -
j2) U Jo
faire comme le cas 0° = 0;, jo € J;
sio’=0; alors Jg=Jg Jr=(J;—jo)Uj, K;=K;

sinon si O'OIO']C1 alors J_B:jB 7f :jf—j(], Ff:Kf—kl
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sinon ¢ (Jg) AR A(I, j2) = 0 pour tout j, € J; alors 0° = o, et Jg = (Jp —jo) U
7Kf = Kf

i 00 =0y, et 0% = o0y alors Jg = Jp J; = - Jy Uji, K = Ky UK,
.52’9 —Gko et O'O—O'k1 alors JB—JB Jf—Jf, Kf—(Kf—kl)Uko

la construction du nouveau support Qf = {K;, J;} ;détermine une itération
de la méthodes , si bien que tous les résultats sont résumés dans ’algorithme de
résolution suivant :

2.10 Algorithme de résolution

1. soit le plan d’appui {z,Q,} du probléme (P;) et ¢ > 0 , un nombre réel
donné.
2.calculer f(z,Q),) .
si B(z,Qp) = 0 alors {z,Q,} est optimal
si f(z, Q) < € alors {x,Q,} est ¢ - optimal
si f(z,Q,) > ¢ alors continuer le processus
3.calculer
> ((Ju); £(Jr); £(IB)
» 0° = min(1;0k,;0;,)
» calculer T = x + 0°/
si B(T, Qp) = 0 alors {7, Q),} est optimal
si B(7, Q) < € alors {T,Q,} est € - optimal
si B(7,Q,) > ¢ alors continuer le processus.

1.8 6° = 6,

gy = 1; 0N Ky — ko) =0; t(JyUJp) =0.
N (Iy) = ~OX () (A, Jp ) e K)) 7

t'(Jy) = ON(K)(A(K, Jg)) faire (6.)
»SI 0°=0,0 joe s
tio = sz’gne(ﬂjo); t'(Jg —jo) =0,t'(Jf) =0
ONKy) =
IN(Ky) = (t’(JB)A];lA(I, Jr), 0)).AJ?1
')

t'(Ju) = t'(Jp) A5 AL, Ju) + 6N (K5)(A(K, i)
faire(4

bSI  60=6, € I

tj, = —signe(l,);  U(Jy —Jjo) = t'(Jp) =0

) =0,
OMKp) = 0,0X(Ky) = (t'(J;), 0)A; Y, #(Ji) = ON(Kp)(A(Ky, Tn)
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aller(5.)

4 .si 3]2 € Jf/t/(JB)AglA(],jg) 7& 0 CLZOTSJB = (JB —jo) Ujg, Jf = (Jf —jg) Ujo
faire commele cas °=0,, jo€J;

si o' =ojalors Jp=Jg, Jr=(J;—jo)UJ,K;=Kg

sinon si UO:aklalorsJ_B:J_B,J_f:J_f—jo,Ff:Kf—K1

aller 2

_ sinon t/(JB)Aglil(I,jg) =0, pourtout j € Jioalors o =a; et
Jp=(Jp—jo) U, Jy=Jp, K;=K;
aller 2

5.calculer o
00:0]'1 ZJ_B:JB Ji:(Jf_jO)Uﬂ;Kf:Kf.
0'0:0'k1 ZJB:JB; Jf:<Jf—j0);Kf:Kf—k1 .
aller a 2
6. calculer o
O'OZO']'NE:JB, 7f:Jij1; Ff:KfUKo.
O'OZCTkl,J_B:JB, 7f:<]f; Kf:(Kf_kl)Uk;().
aller a 2. [2]
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Chapitre 3

RESOLUTION DU PROBLEME
MIN-MAX AVEC ET SANS
CHANGEMENT DE VARIABLES

INTRODUCTION

On se propose dans cette partie de faire un changement de variables c’est a
dire passer d’un probléme min-max résolu au deuxiéme chapitre & un probléme de
programmation linéaire simple avec un changement de variables qui lui est résolu
au premier chapitre, et de comparer a la fin les deux résultats .
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3.1 Position du probléme

Soit le probléme initial suivant :

f(z) = gél}(l(Ckl’ + o) — max

(P1)S Az =1b (3.1)
dy <z < dy

Ou x, dy,dy, Cy (k € K) des vecteur de R”, C} la transposée de Cj.

ar k€ K des scalaires, et k € {1,2,...p} 'ensemble des indices de la composante
de la fonctionnelle f.

b="0(I) € R" le vecteur des contraintes ;

A(I, J)(m *n) matrice avec I = {1..m}, J = {1...n}.

On fait la transformation du probléme de la maniéré suivante :

Tpr1 — MAT

!
(P) z,,;lng Chx + ay, ke K (3.2)

di <z < dy

En posant = min(C,
n posant 2,1 = min(Ce + )

De la on aura un probléme équivalent :

f(z) = C'vr = max
(P){ Az =1b (3.3)
dy <z < dy

Et on fait la résolution tel énoncé dans le premier chapitre.
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3.2 APPLICATION

Exemple du probléme min-max
soit le probléme suivant :
)

min _(cjz + ap) — mazx
keK={12}

2ZE1+JZ2 =2
X1 — Tg + I3 =4 (34)
0<l’1<2

0<J]2<4
L 0<3L'3<8

ou

x =" (21, %o, x3)

e ="(1,2,0), a; =2

Co =t (3, 1,0), Oy = 3

On considéré le probléme (3.4) a résoudre par la méthodes adaptée :
prenons Ap = (az,as) , Jg = {2,3}.

soit x ="' (0,2,6); x est un plan du processus (3.4) .

f(x)= min {djx + a1, chax + as} = min{6,5} =5 = cha + ao.
posons

Ky = {2} Ky = K\ Ky = {1}

Jp =6 Jn—J\ (JsUJp) = {1}

Qr = {Ky, Jr}
Qs =1{JB,Qr}

{2%(0,2,6),Qp} est un plan d’appui initial non dégénéré en effet :
d1j<$j <d2j v jEJBUJf:{2,3} .

et flx)=b<dr+a, =6
-Calculons W[K]

wi=()=(529) (2 )+ (2)- ()



AlK, J] = c|K, Jp|A5 ' A[l, J] — C[K, J]

(420 (120 ( 3 00
“\L 210 310 )\ -100

MK =X =1
Akn] =M\ =0
A='(0,1)

Test d’optimalité du plan d’appui
{t(07 27 6)7 QB}
Bz, @)= > Ajlwj—dy)+ > Ajlwy—diy)+ D My

Jj€JuA;<0 Jj€JuA;>0 keKy={2}

B(z,Qp) = Ai(ry —dn) = —1(0 - 2) = 2.

le critére d’optimalité n’est pas vérifié, on a A; < 0 alors que x1 # dy; = 2

Bz, Qp)=2.
Changement de plan de x en T = = + 6¢ Calculons ¢[J]

j€JH:{1},€1:d21—[E1:2.

JelUJr =12,3};

d12 — T 0—2
92 — = et
ly —4

N —
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_d13—$3 0—6

O3 = = =1.
3 7 s
00 = min 0; = min{6s,0s} = 02; jo = 2.
jEJBwf
Qko = min Qk

keKp={1}

2
de=(1 2 o)(4) —2-8=-6
—6

Al =—6<p(z,Qp) =2

w1 1

ko =1.

1
donc 6, = 3

Be@m -t 2~ (—6)
90 = mm{l, Qko, Qjo} = 91@0 =

0 L2 1/4
T=a4+0%=| 2 |+=| -4 | = 3/2
()+(2)-(2)

B(Z,Qp) = (1—°)8(x,Qp) = (1— L) x2 = Z

Le changement de (5 en Qg

0 2 2
X[J] = 2 J] + (J] = <2>+<4> (2)
6 —6 0

f(X) =min{c| X + a1, X + g} = min{0,7} =0
D’ ou X[K] = C[K, JIX[J] + a|K]

- (318) () +(3)-()

A=A+0%; X=X+

ool —
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Qozeko , posons 8/\1:1,t2:t3:0;

t/[JH] = tl = 8>\2A21 + (9)\1A11 =—1x—-14+1%x3=4

-
w4

donc :

0j. = Mino; Jg = {1} .

A 1
01:—t—1121(CarA1t1<0).
1
Uj*zalzz;]*zla

n Ak
Ope = min {———
F keK={2} O\

8A2<O:>Uk*202:1,k3*:2.

,ON < 0}

1
0¥ =min{oj., op} = 04 = 1
on pose , Jp=Jp=1{2,3}; J; ={1}; K; = K;Jko =
—1 1 4
A=A+ot=| 0 |+ 0 |=
0 0

WI[K] = CIK, J]T + o[K] — f(Z)e[K]

(@) = min{d\T + a1, AT + an} = min{%, 2}



donc B(Z,Qp) =0

et {T="(1,2,2),Qp} est un plan d’appui optimal

avec Qp ={Jp=Jp =1{2,3},Q;}, Q; = {K; = K, Jp = {1}} et f(z) = 2.

Résolution du méme exemple avec changement de variables
Soit & résoudre le probléme min-max suivant :
min{ x4+ 2x2+2, 3x;+ 29+ 3} — max
€T

2[L‘1+I’2:2
[L’1—ZE2—|—[E3:4
0<z; <2
0<zy<4

La méthode adaptée appliquée au probléme linéaire (Ps) équivalent :
En transformant ce probléme sous forme linéaire et en ajoutant les variableS d’écart
on obtient le probléme linéaire équivalent :

(¢ — mazx

Te SLL’1+2J}2+$6+2

Tg S 31’1 + o + 3

2[L‘1 + 19 = 2

Ty —Tot+x3=4

0 S T S 2

0 S ) S 4

0 S T3 S 8
[ 0 <26 <12

0
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Tg — Max

—T1 — 203+ x4 + 26 = 2
—3$1—$2+ZE5+$6:3
21‘1+l’2:2
1’1—1‘2"—1’3:4
OS[L'1§2

0<zy <4

O§I3§8

0§$4§8

0<as <11
0< a5 <12

T — Mmax
4$1+$4—SL’5:1
—ZL’1—|—I5+ZE6:5
2ZL‘1+JZ2:2
3331+£E3:6
0<z; <2
0<2y<4
OS.T:),SS
OSI’4§8
0<2; <11

L 0 <26 <12

{X'=1(0,2,6,1,0,5), Jg = (4,6,2,3)} est un plan d’appui initial;
y = ClA5 = (0,1,0,0).

4 -1

-1
2
3

A" =y'A(l,j) - €5 = (0,1,0,0) = (=1;1) = (A1, &)

o O =

A5:1>Oetx5:d15=0
Ay = —1<0etz =dy; =0F#dy (critére d’optimalité non vérifié)
B(X,Jp)=2>¢

On passe au changement de plan

X2=X'"46¢

43



A1:—1<0:€1:d21—l‘1:2
A5:1>0:>€5:d15—$5:0

64 -8
6| [ 2

Lo | 4
63 —6

0° = min(1,0;0)
9j0 = {94,96,92,93} = {1/8; Q5 1/25 2}

= 0" =min(1,1/8) = 1/8 =0,

1/4
3/2
X?= x| P
0
21/4
B(X2,J5)=T7/4>¢
On passe au changement d’appui
A(J) = A(J) + oot(J)
ty =1,t3 =1, =1t = 0.
4 -1
t'(Ju) = t'(Jp)A5" A1, Ju)(1,0,0,0) _21 (1]
3 0
oo = min(o;) = min(oy; 05) = min(1/4; co).
op — 1/4
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1/4
5/4
1/4

Jp = (Jp\ {4}) U{1} = {1;:6;2;3}.
B(X?, Jg) = 0.
Donc {X?, Jg} est un plan d’appui optimal et f(z) = 21/4.

Remarque 3.2.1. On remarque que la valeur de notre fonction objective trouvée
par le changement de variables est la méme que celle trouvée dans ['exemple du
deuziéme chapitre(sans changement de variables)

Comparaison entre changement de variable et sans change-
ment de variables

e Les deux méthodes ont des algorithmes de résolution finis .
e On a remarqué d’aprés ’exemple que la résolution du probléme (P,) par chan-
gement de variables nécessite ’ajout de variables supplémentaires ce qui entraine
plus de calculs en comparant avec résolution directe du probléme min-max.

e La solution converge plus rapidement vers 'optimal dans le probléme trans-
formé

e On a moins d’itérations avec le changement de variables qu’avec le probléme
min-max.
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Solve LP

Statistics

Rows: & Columnz: 4 Mon-Zemoes: 12

Entitiez: 0 Setz 0 Set Memberz: 0
Simples
[teration: 2 Objective: 5.25 Sum of Inf: 0
Statuz

LP Optirnal

(] Yiew Log...

FIGURE 3.1 — LPsolv sans changement de variables

Solve LP
Statiztics
Raows: & Colurmns: & Mon-Leroes: 11
Entitiez: 00 Setz 0 Set Memberz: 00
Simples
[teration: 1 Objective: 5.25 Sum of Inf: 0
Status
LP Optirnal
k. Wiew Log...

FIGURE 3.2 — LPsolv avec changement de variable

Remarque 3.2.2. Toutes les comparaisons faites dans ce chapitre c’est des com-
paraisons du probleme transformé c’est a dire que toutes les étapes pour faire un
changement de variable ne sont pas comptés comme itérations.

VISUAL XPRESS :
C’est un logiciel simple a utiliser qui comporte un langage de modélisation, il per-
met d’écrire les programmes linéaires sous une forme symbolique proche a I’écriture
mathématique permettant ainsi de modifier les données , enlever ou rajouter des
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contraintes, comparer deux modéles similaires, analyser la sensibilité des solutions
par rapport aux données .

47



CONCLUSION GENERALE

L’objectif du travail présenté dans ce mémoire est de comparer les résultats
obtenus par la résolution d’un probléme min-max avec des contraintes générali-
sées avec les résultats obtenus pour le méme probléme transformé en un probléme
simple de programmation linéaire.

Et pour cela on a utilisé la méthode adaptée inventé par R.Gabasov et F. M. Ki-
rillova .

En premier lieu nous avons introduit la méthodes adaptée en résolvant un pro-
bléme simple, nous nous sommes intéressé ensuite a la généralisation de la méthode
pour le cas du probléme min-max avec contraintes généralisées. La derniére partie
du travail a été consacrée pour 'application de la méthode adaptée et nous avons
obtenus le méme résultat.

Pour plus tard ca serai intéressant de comparer la méthode adaptée avec d’autre
méthodes pour résoudre un probléme min-max.
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