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Introduction

L�analyse de Fourier et l�une de ses branches, la théorie des séries de Fourier constituent

l�un des outils de choix en physique mathématique et théorie du signal, où elles sont systé-

matiquement utilisées pour résoudre de nombreux modèles.

Les débuts de l�analyse de Fourier remontent aux travaux formels de J.Fourier qui a eu

recours aux séries de Fourier pour résoudre notamment l�équation des ondes et celle dite

de la chaleur. Actuellement elle s�est élargie à une théorie puissante, l�analyse harmonique,

faisant appel à di¤érents outils sophistiqués de l�analyse fonctionnelle moderne: théorie de

la mesure, théorie des opérateurs, interpolation, etc ...

La position de base du problème est la suivante: Soit f : R �! R (ou C) une fonction

périodique de période T , on associe à cette fonction la suite de coe¢ cients (ck)k2Z dé�nie

par ck = 1
T

Z
T

f (t) e�i
2k�
T
tdt . On pose alors: Sn (f) (t) =

nP
k=�n

cke
i 2k�
T
t; pour tout n 2 N:

La question fondamentale concerne la convergence de la suite (Sn (f))n2N vers f ( c�est

à dire de la série dite de Fourier S (f) (t) =
P
k�0
cke

i 2k�
T
t).

Le cadre fonctionnel naturel classique est celui des espaces de Lebesgue Lp (T) , 1 � p �
1 et les modes de convergence des séries en question peuvent être de di¤érentes natures:

convergence en moyenne ( ou en norme Lp), convergence presque partout, convergence en

mesure ou encore convergence ponctuelle (ou simple).

L�objectif est d�établir dans chacun des cas, des conditions su¢ santes "optimales" as-

surant la convergence.

De manière générale, ces questions sont di¢ ciles. Le cadre particulier des espaces de

Hilbert L2 (T) s�avère plus adapté grâce à sa géométrie pour l�étude de certaines questions,
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Introduction

notamment celles liées à la convergence en norme. En utilisant la théorie des opérateurs et

les méthodes de leur interpolation, il sera souvent possible de transférer les résultats obtenus

dans l�espace L2 (T) aux espaces plus généraux Lp (T) , 1 � p � 1:
La di¢ culté des questions de convergence est bien illustrée par le théorème célèbre de

Carleson (1966), concernant la convergence presque partout de la série de Fourier d�une

fonction f 2 Lp (T) , 1 < p <1; répondant ainsi positivement à une question fondamentale
restée longtemps ouverte et ayant reçue par di¤érentes approches de nombreuse réponses

partielles.

Il convient de noter que le système trigonométrique
n
ei

2k�
T
t
o
; k 2 Z est une base orthog-

onale de l�espace L2 (T) et une base de chacun des espaces Lp (T) , 1 < p <1:
En considérant maintenant un système orthogonal borné quelconque f'k (t)g ; k 2 Z de

fonctions dans les espaces Lp (T) , 1 � p � 1; il est légitime de reconsidérer toutes les
questions précédentes dans ce cas plus général.

Nous présenterons l�essentiel des résultats généraux obtenus ainsi que leurs méthodes.

Le mémoire est composé de deux chapitres:

Dans le premier chapitre, nous présentons le cadre fonctionnel de cette étude. Nous

dé�nissons aussi l�outil indispensable qu�est la convolution et énonçons ces principales pro-

priétés. Le chapitre se termine par l�étude du comportement asymptotique de coe¢ cients

de Fourier.

Le deuxième chapitre est dédié à la convergence en norme des séries de Fourier et de

leurs moyennes. On présentera aussi quelques résultats concernant la convergence presque

partout. En�n, on termine avec quelques résultats et méthodes sur les séries orthogonales.
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Chapitre 1

Les séries de Fourier

1.1 Introduction

L�origine des séries de Fourier remonte aux premières civilisations qui utilisaient une forme

primitive. L�analyse de Fourier moderne débute avec les travaux formels de J.Fourier et

D�alembert sur l�équation des ondes et l�équation de la chaleur au 18eme siècle. Ces travaux

pionniers ont suscité l�intérêt de nombreux autres savants de l�époque, parmi lesquels Dirich-

let avec son théorème sur la convergence des séries de Fourier. Les travaux de Riemann à

travers son mémoire sur les séries trigonométriques (1864) constituent une avancée et un

couronnement des travaux antérieurs. L�arrivé de l�intégrale de Lebesgue (1904) constitue

un tournant majeur dans le développement de la théorie des séries de Fourier et de ses

méthodes.

1.2 Généralités

Avant d�entamer l�étude des séries de Fourier, Nous introduisons leur cadre fonctionnel.

1.2.1 Les fonctions périodiques :

Dé�nition 1.2.1 Soit f une fonction dé�nie de R dans C, f est dite périodique si il existe

un réel T strictement positif, tel que pour tout t dans R; on a: f (t+ T ) = f (t)

On dit alors que f est T-périodique.
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1.2. Généralités

Remarque 1.2.1 Les fonctions périodiques possèdent les propriétés suivantes:

1. Si T est une période de la fonction périodique f; alors tout multiple de T , nT , n 2 Z
est une période de la fonction f .

2. L�ensemble des périodes d�une fonction périodique est un sous groupe additif de R:

3. Soit f une fonction T -périodique. Alors pour tout a dans R; on a :
a+TR
a

f (t) dt =

TR
0

f (t) dt: Donc, l�intégral sur un intervalle de longueur T ne dépend pas de l�intervalle

choisie, mais de sa longueur.

4. Toute fonction périodique et continue sur R est bornée et uniformément continue sur

R.

5. Si f est T -périodique, on peut la ramener à une fonction 2�-périodique en e¤ectuant

le changement de variable suivant : t = xT
2�
. C�est pourquoi dans notre étude, on se

restreindra au fonctions 2�-périodiques.

1.2.2 Les espaces Lp (T) , 1 � p � 1

Soit T =R=2�Z le tore à une dimension, les espaces suivants sont le cadre naturel de l�analyse

de Fourier.

Dé�nition 1.2.2 On note C (T) l�ensemble des fonctions continues 2�-périodiques à valeurs

complexes dé�nies sur R.

L�espace C (T) muni de la norme kfkL1(T) = sup
t2T
(jf (t)j) ; f 2 C (T) est un espace de

Banach.

Du fait de la propriété (3) de la remarque 1.2.1, T désignera en pratique un intervalle

quelconque de longueur 2�:

On note Ck (T), k 2 N; l�ensemble des fonctions de C (T) qui sont de classe Ck.

Dé�nition 1.2.3 On note Lp (T) ; 1 � p < 1 l�ensemble des fonctions f dé�nies sur R

mesurables et 2�-périodiques dont l�intégrale
R
T jf (t)j

p dt est �nie.

L1 (T) désigne celui des fonctions mesurables, 2�-périodiques et essentiellement bornées.
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1.2. Généralités

Remarque 1.2.2 Les espaces Lp (T) possèdent les propriétés suivantes :

1. Muni de la norme kfkLP (T) =
�
1
2�

R
T jf (t)j

p dt
� 1
p ; 1 � p <1 et kfkL1(T) = sup

t2T
ess (f (t))

ces espaces sont des Banach .

2. L2 (T) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire hf; giL2(T) = 1
2�

R
T f (t) g (t)dt

et de la norme kfkL2(T) =
p
hf; fi.

3. L�espace C (T) est dense dans chacun des espaces Lp (T) ; 1 � p <1.

Proposition 1.2.1 Soient p et q deux réels tels que 1 � p � q < 1 , f 2 Lq (T) et

g 2 C (T) : On a alors:

1. kfkLP (T) � kfkLq(T) , kgkLq(T) � kgkL1(T) .

2. C (T) � Lq (T) � Lp (T).

Preuve. Soient f 2 Lq (T) et g 2 C (T) où p et q sont deux réels tel que 1 � p � q <1:
On a alors:

1. kgkLq(T) =
�
1
2�

R
T jg (t)j

q dt
� 1
q �

�
1
2�

R
T

�
kgkL1(T)

�q
dt
� 1
q � kgkL1(T)

Donc: kgkLq(T) � kgkL1(T)

La première inégalité s�obtient en utilisant l�inégalité de Hölder:

kfkp
LP (T) =

1
2�

R
T jf (t)j

p dt �
�
1
2�

R
T (jf (t)j

p)
q
p dt
� p
q
�
1
2�

R
T 1

q
q�pdt

� q�p
q

�
�
1
2�

R
T jf (t)j

q dt
� p
q

On aura donc : kfkLP (T) � kfkLq(T)

2. Ces inclusions résultent directement des inégalités précédentes.

Remarque 1.2.3 D�après les résultats précédents, on a les inclusions suivantes:

Ck (T) � C (T) � Lq (T) � Lp (T) � L1 (T) ou k 2 N et 1 < p � q <1.
Car la mesure utilisée est �nie.
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1.2. Généralités

Dé�nition 1.2.4 On appelle polynôme trigonométrique P toute combinaison linéaire d�éléments

du système trigonométrique (en)n2N où en (t) = eint pour tout t 2 T et n 2 Z et on écrit:

P (t) =
NP

n=�N
ane

int où an 2 C et N 2 N.

On note P (T) l�ensemble de tout ces polynômes, on a clairement: P (T) � C (T) :

Dé�nition 1.2.5 On appelle translation dé�nie sur le tore T l�application �a , où a 2 T
dé�nie de L1 (T) dans L1 (T) comme suit :

�a : L
1 (T) �! L1 (T)

f 7�! �af

tel que: �af (t) = f (t� a) , 8t 2 T.

Dé�nition 1.2.6 Un espace de Banach B � L1 (T) muni de la norme k�kB est dit Ho-
mogène sur T, si il véri�e les conditions suivantes :

1. kfkB � kfkL1(T) pour tout f 2 B.

2. en 2 B pour tout n 2 Z et ke0kB = 1.

3. �af 2 B et k�afkB = kfkB pour tout a 2 T et f 2 B.

4. L�application �f : T �! B, avec �f (a) = �af est continue pour tout a 2 T et f 2 B.

Proposition 1.2.2 Les espaces Lp (T) , 1 � p < +1 et C (T) sont homogènes sur le tore

T.

Preuve.

1. La première condition est véri�ée pour tout les espaces Lp (T) , 1 � p < +1 et C (T)

et cela d�après la proposition 1.2.1.

2. On sais que en 2 P (T) et P (T) � C (T) � Lp (T) pour tout 1 � p < +1; donc
en 2 C (T) et en 2 Lp (T).

On a e0 (t) = 1 pour tout t 2 T, donc : ke0kLP (T) = 1 pour tout 1 � p � +1.
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1.2. Généralités

3. Soit f 2 L1 (T) et a 2 T, on a :

Si f 2 C (T) ; alors �af (t) = f (t� a) , 8t 2 T et donc �af (t) 2 C (T) et

k�afkL1(T) = kfkL1(T)

Si f 2 Lp (T), 1 � p <1; alors pour tout t 2 T :

k�afkLp(T) =
�
1
2�

R
T j�af (t)j

p dt
� 1
p =

�
1
2�

R
T jf (t� a)j

p dt
� 1
p

=
�
1
2�

R
T jf (u)j

p du
� 1
p (par le changement de variable u = t� a)

= kfkLp(T)

4. Soit f 2 L1 (T) et a 2 T, on a:

Si f 2 C (T) alors, comme T est compacte, f est uniformément continue sur T.

Soit donc " un réel strictement positif et a et a0 dans T; alors :

Puisque j(t� a)� (t� a0)j = ja� a0j et f est uniformément continue sur T, il existe
� > 0 tel que:

Si ja� a0j � �; alors: jf (t� a)� f (t� a0)j � "; c�est à dire : j�af (t)� �a0f (t)j � "
pour tout t 2 T

D�où: sup
t2T
(j�af (t)� �a0f (t)j) � "; c�est à dire: k�af � �a0fkL1(T) � "

Donc �f est continue pour tout f 2 C (T)

Soient maintenant f 2 Lp (T) , 1 � p < 1, " un réel strictement positif et a et a0
dans T tel que: ja� a0j � � .

Comme C (T) est dense dans Lp (T) alors, on peut trouver g 2 C (T) tel que:

kf � gkLp(T) � "
3

Donc, en utilisant la linéarité de �f par rapport à f et la propriété (3) de la dé�nition

1.2.7, on aura:

k�af � �a0fkLp(T) � k�af � �agkLp(T) + k�ag � �a0gkLp(T) + k�a0g � �a0fkLp(T)

= k�a (f � g)kLp(T) + k�a0 (g � f)kLp(T) + k�ag � �a0gkLp(T)

= 2 k(f � g)kLp(T) + k�ag � �a0gkLp(T)

� 2"
3
+ k�ag � �a0gkLp(T)
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1.3. Le produit de convolution

Comme �f est continue sur C (T) ; on peut trouver � tel que:

Si ja� a0j � �; alors k�ag � �a0gkLp(T) � "
3

On aura alors :

k�af � �a0fkLp(T) � "

En dé�nitive �f est continue pour tout f 2 Lp (T).

1.3 Le produit de convolution

Le produit de convolution est un outil très puissant pour l�étude des séries de Fourier ainsi

que leurs convergences. Pour cette raison, nous allons l�introduire dans cette section et

étudier ses propriétés essentielles.

Dé�nition 1.3.1 Soient f; g 2 L1 (T). Le produit de convolution de f par g est la fonction
notée f � g; dé�nie par: f � g (x) = 1

2�

R
T f (x� t) g (t) dt; pour tout x 2 T :

Nous exposerons ici quelque propriétés algébriques et analytiques du produit de convo-

lution.

Proposition 1.3.1 [3] Soient f; g; h 2 L1 (T), alors:

1. f � g = g � f (Commutativité).

2. f � (g � h) = (f � g) � h (associativité).

3. (�f + �g) � h = � (f � h) + � (g � h) ; 8�; � 2 R (Linéarité).

4. (enf) � (eng) = (f � g) en, 8n 2 Z:

5. en � em = �mn en; 8m;n 2 Z où �mn est le symbole de Kronecker.

6. �a (f � g) = �a (f) � g = f � �a (g), 8a 2 T

7. Si on pose ~f (t) = f (�t) ; alors: ~f � ~g =]f � g .
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1.3. Le produit de convolution

8. Soient 1 � p; q; r � 1 des réels tel que 1
p
+ 1
q
= 1

r
+1 , f 2 Lp (T) et g 2 Lq (T) ; alors:

f � g 2 Lr (T) et kf � gkLr(T) � kfkLp(T) kgkLq(T) (Inégalité de Young).

Preuve.

1. Soient f; g 2 L1 (T) : On a pour tout x 2 T:

f � g (x) = 1
2�

R
T f (x� t) g (t) dt

= 1
2�

R
T f (u) g (x� u) du (en posant u = x� t)

= g � f (x)

2. Soient f; g; h 2 L1 (T) ; on a pour tout x 2 T :

(f � (g � h)) (x) = 1
2�

R
T f (x� t) (g � h) (t) dt

= 1
2�

R
T f (x� t)

�
1
2�

R
T g (t� u)h (u) du

�
dt

= 1
2�

R
T

�
1
2�

R
T f (x� t) g (t� u)h (u) dt

�
du (par Fubini).

= 1
2�

R
T

�
1
2�

R
T f (x� t) g (t� u) dt

�
h (u) du

= 1
2�

R
T

�
1
2�

R
T f (x� t) g ((x� u)� (x� t)) dt

�
h (u) du

= 1
2�

R
T

�
1
2�

R
T f ((x� u)� s) g (s) ds

�
h (u) du (en posant s = t� u):

= 1
2�

R
T (f � g) (x� u)h (u) du

= ((f � g) � h) (x)

3. La linéarité du produit de convolution est une conséquence directe de la linéarité de

l�intégrale.

4. Soient f; g 2 L1 (T) et n 2 Z , on a:

((enf) � (eng)) (x) = 1
2�

R
T f (x� t) e

in(x�t)g (t) eintdt

= 1
2�

R
T f (x� t) e

inxg (t) dt

= ((f � g) en) (t)

5. Soient n;m 2 Z; on a :

en � em (x) = 1
2�

R
T e

in(x�t)eimtdt

10



1.3. Le produit de convolution

= einx

2�

R
T e

i(m�n)tdt

=

8<: 0 si m 6= n
einx si m = n

= �mn en (x)

6. Soient f; g 2 L1 (T) et a 2 T, en utilisant la commutativité du produit de convolution,
on a:

�a (f � g) (x) = 1
2�

R
T f (x� a� t) g (t) dt

= 1
2�

R
T f (x� u) g (u� a) du (en posant u = t+ a)

= (f � �a (g)) (x)

= �a (g � f) (x)

= (g � �a (f)) (x)

= (�a (f) � g) (x)

7. Soient f; g 2 L1 (T) ; tel que ~f (t) = f (�t) pour tout t 2 T, alors :

~f � ~g (x) = 1
2�

R
T
~f (x� t) ~g (t) dt

= 1
2�

R
T f (�x+ t) g (�t) dt

= 1
2�

R
T f (�x� u) g (u) du (en posant u = �t)

= f � g (�x)

=]f � g (x)

8. Soient 1 � p; q; r <1 des réels, tel que: 1
p
+ 1

q
= 1

r
+ 1; f 2 Lp (T) et g 2 Lq (T) ; on

a:

Si r =1; alors: 1
p
+ 1

q
= 1, en utilisant l�inégalité de Hölder, on aura pour tout x 2 T:

jf � g (x)j =
�� 1
2�

R
T f (x� t) g (t) dt

��
� 1

2�

R
T jf (x� t) g (t)j dt

� kfkLp(T) kgkLq(T)

Et donc:

11



1.3. Le produit de convolution

kf � gkL1(T) � kfkLp(T) kgkLq(T)

Si r <1 , nous démontrons d�abord le résultat intermédiaire suivant:

Pour tout f; g 2 L1 (T) ; on a f � g 2 L1 (T) et kf � gkL1(T) � kfkL1(T) kgkL1(T).

En e¤et, on a:

kf � gkL1(T) = 1
2�

R
T

�� 1
2�

R
T f (x� t) g (t) dt

�� dx
� 1

2�

R
T

�
1
2�

R
T jf (x� t)j jg (t)j dt

�
dx

= 1
2�

R
T

�
1
2�

R
T jf (x� t)j jg (t)j dx

�
dt (par Fubini).

= 1
2�

R
T jg (t)j

�
1
2�

R
T j� tf (x)j dx

�
dt

= k� tfkL1(T) 1
2�

R
T jg (t)j dt

� kfkL1(T) kgkL1(T) (car k� tfkL1(T) = kfkL1(T)).

On conclu donc que: f � g 2 L1 (T)

Revenons maintenant à notre démonstration:

Soient p0 et q0 les deux composants conjugués de p et q; alors: 1
p0 +

1
q0 +

1
r
= 1

Donc: 1� p
r
= p

q0 et 1�
q
r
= q

p0 ; alors:

kf � gkrLr(T) = 1
2�

R
T

�� 1
2�

R
T f (x� t) g (t) dt

��r dx
� 1

2�

R
T

�
1
2�

R
T jf (x� t)j jg (t)j dt

�r
dx

= 1
2�

R
T

�
1
2�

R
T jf (x� t)

pj
1
q0 jg (t)qj

1
p0 (jf (x� t)jp jg (t)jq)

1
r dt
�r
dx

� 1
2�

R
T

��
1
2�

R
T jf (x� t)j

p dt
� 1
q0
�
1
2�

R
T jg (t)j

q dt
� 1
p0�

1
2�

R
T (jf (x� t)j

p jg (t)jq) dt
� 1
r

�r
dx

(en utilisant l�inégalité de Hölder généralisé)

= kfk
p
q0 r

Lp(T) kfk
q
p0 r

Lq(T) kjf j
p � jgjqkL1(T)

� kfkr�pLp(T) kfk
r�q
Lq(T) kfpkL1(T) kgpkL1(T) (en utilisant le résultat

intermédiaire).

= kfkr�pLp(T) kfk
r�q
Lq(T)

�
1
2�

R
T jf (t)j

p dt
� �

1
2�

R
T jg (t)j

q dt
�

= kfkr�pLp(T) kfk
r�q
Lq(T) kfk

p
Lp(T) kgk

q
Lq(T)

12



1.3. Le produit de convolution

= kfkrLp(T) kfk
r
Lq(T)

Donc: kf � gkLr(T) � kfkLp(T) kgkLq(T) ; d�où: f � g 2 Lr (T).

Proposition 1.3.2 [8]

1. Soient 1 � p; q � 1 des réels tel que 1
p
+ 1

q
= 1 , f 2 Lp (T) et g 2 Lq (T) ; alors

f � g 2 L1 (T) et kf � gkL1(T) � kfkLp(T) kgkLq(T) ; de plus f � g 2 C (T).

2. Soient 1 � p � 1 , f 2 Lp (T) et g 2 L1 (T) ; alors f � g 2 Lp (T) et

kf � gkLp(T) � kfkLp(T) kgkL1(T) ; de plus si f 2 C (T) ; alors f � g 2 C (T).

Preuve.

1. Soient 1 � p; q � 1 des réels tel que 1
p
+ 1

q
= 1 , f 2 Lp (T) et g 2 Lq (T) ; alors :

D�après l�inégalité de Young, en posant r =1; on trouve : kf � gkL1(T) � kfkLp(T) kgkLq(T)

et donc f � g 2 L1 (T) :

Pour la continuité, supposons en premier lieu que f 2 C (T) :

Comme f est continue sur le compacte T, alors f est uniformément continue .

Soit maintenant " un réel strictement positif.

Alors:

jf � g (x)� f � g (y)j =
�� 1
2�

R
T (f (x� t)� f (y � t)) g (t) dt

��
� 1

2�

R
T jf (x� t)� f (y � t)j jg (t)j dt

Comme f est uniformément continue, alors il existe � > 0 tel que pour tout x et y

dans T, on a:

Si jx� yj � �; alors jf (x)� f (y)j � "
kgkL1(T)

Supposons que jx� yj � �: Puisque j(x� t)� (y � t)j = jx� yj ; alors :

jf (x� t)� f (y � t)j � "
kgkL1(T)

Donc:

13



1.3. Le produit de convolution

jf � g (x)� f � g (y)j � 1
2�

R
T

"
kgkL1(T)

jg (t)j dt

= "
kgkL1(T)

1
2�

R
T jg (t)j dt

= "
kgkL1(T)

kgkL1(T)

= "

D�où f � g 2 C (T).

Soit maintenant f 2 Lp (T) :

Comme C (T) est dense dans Lp (T) pour p 2 [1;+1[ alors, il existe une suite de
fonction (fn)n2N � C (T) tel que kf � fnkLp(T) ! 0 quand n! +1 d�où:

kf � g � fn � gkL1(T) = k(f � fn) � gkLp(T)

� kf � fnkLp(T) kgkLq(T) ! 0 quand n! +1

Donc kf � g � fn � gkL1(T) ! 0 quand n! +1

On déduit que f � g est continue comme limite uniforme d�une suite de fonctions
continues.

Dans le cas ou p =1; on utilise les mêmes arguments avec q.

2. Soient 1 � p � 1 , f 2 Lp (T) et g 2 L1 (T) ; alors en prenant r = p et q = 1 dans
l�inégalité de Young, on trouve :

kf � gkLp(T) � kfkLp(T) kgkL1(T)

On déduit alors que f � g 2 Lp (T).

Pour la continuité de f � g; lorsque f 2 C (T) ; on procède comme dans la première
partie.

Proposition 1.3.3 [8]

1. L�application ' : L1 (T)� L1 (T) �! L1 (T) est bilinéaire

(f; g) 7�! f � g

14



1.3. Le produit de convolution

2. Soient 1 � p � 1 , g 2 L1 (T) ; alors le produit de convolution: ' : Lp (T) �! L1 (T)

est continu sur Lp (T) : f 7�! f � g

3. Si g 2 C1 (T) ; alors f � g 2 C1 (T) et D (f � g) = f � D (g) où D est l�opérateur de

dérivation.

Preuve.

1. La bilinéarité de l�application ' résulte de la linéarité et de la commutativité du

produit de convolution.

2. Soient 1 � p � 1 , f 2 Lp (T) et g 2 L1 (T) et soit (fn)n2N � Lp (T) tel que fn ! f

dans Lp (T) ; alors:

kf � g � fn � gkLp(T) = k(f � fn) � gkL1(T)

� kf � fnkLp(T) kgkL1(T) ! 0 quand n! +1

Donc, le produit de convolution est continu dans Lp (T).

3. Soient g 2 C1 (T) ; alors pour tout x et h dans T, on a:

D (f � g) (x) = lim
h!0

f�g(x+h)�f�g(x)
h

= lim
h!0

��h(f�g)(x)�f�g(x)
h

= lim
h!0

f�(��h(g))(x)�f�g(x)
h

(d�après la proposition 1.3.1)

= lim
h!0

f�(��h(g)�g)(x)
h

(linéarité du produit de convolution)

= lim
h!0
f �
�
��h(g)�g

h

�
(x)

= f �
�
lim
h!0

��h(g)�g
h

�
(x) (continuité du produit de convolution).

= f �D (g) (x)

Donc, f � g 2 C1 (T) et D (f � g) = f �D (g)
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1.4. Les séries de Fourier

1.4 Les séries de Fourier

Avants d�entamer l�étude des séries de Fourier, nous commençons par introduire les coe¢ -

cients de Fourier et donner quelques propriétés les concernant.

1.4.1 Les coe¢ cients de Fourier :

Dé�nition 1.4.1 Soit f 2 L1 (T) et n 2 Z. On appelle coe¢ cient de Fourier d�ordre n
associé a la fonction f dans L1 (T) le nombre complexe bf (n) dé�ni par :bf (n) = 1

2�

R
T f (t) e

�intdt

Si f 2 L2 (T) ; alors bf (n) = hf; eni où hf; gi = 1
2�

R
T f (t) g (t)dt pour tout f; g 2 L

2 (T)

est le produit scalaire dé�ni dans L2 (T).

Dans le théorème suivant, on donne quelques propriétés de base de ces coe¢ cients.

Théorème 1.4.1 [3] ; [8] Soient f; g 2 L1 (T) et n;m 2 Z.

1.
��� bf (n)��� � kfkL1(T).

2. Linéarité : 8 (�; �) 2 C2 : \�f + �g (n) = � bf (n) + �bg (n)
3. Conjugaison :bf (n) = bf (�n)
4. Transposition : b~f (n) = bf (�n) ou ~f (t) = f (�t) pour tout t 2 T.
5. Translation : 8a 2 T :d�af (n) = e�ina bf (n)
6. Modulation : demf (n) = bf (n�m)
7. Convolution : [f � g (n) = bf (n) bg (n)
8. Polynôme trigonométrique : Soit P un polynôme trigonométrique tel que

P (t) =
NP

k=�N
ake

ikt où N 2 N. et ak 2 C pour tout k 2 Z; alors:

bP (n) =
8<: an si jnj � N

0 si jnj > N
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Démonstration. Soient f; g 2 L1 (T) et n;m 2 Z.

1. On a:��� bf (n)��� = �� 12� RT f (t) e�intdt�� � 1
2�

R
T jf (t)j dt � kfkL1(T)

Donc, les coe¢ cients de Fourier sont bien dé�nis pour toute fonction f 2 L1 (T).

2. La linéarité : Elle résulte directement de la linéarité de l�intégrale.

3. Conjugaison: On a:bf (n) = 1
2�

R
T f (t)e

�intdt = 1
2�

R
T f (t) e

intdt = bf (�n)
4. Transposition : On a:b~f (n) = 1

2�

R
T
ef (t) e�intdt = 1

2�

R
T f (�t) e

�intdt = 1
2�

R
T f (u) e

inudu

(en posant u = �t)

= bf (�n)
5. Translation : On a pour tout a 2 T:

d�af (n) = 1
2�

R
T �af (t) e

�intdt = 1
2�

R
T f (t� a) e

�intdt = 1
2�

R
T f (u) e

�in(u+a)du

(en posant u = t� a)

= e�ina 1
2�

R
T f (u) e

�inudu = e�ina bf (n)
6. Modulation :On a:

demf (n) = 1
2�

R
T f (t) e

imte�intdt = 1
2�

R
T f (t) e

�i(n�m)tdt = bf (n�m)
7. Convolution : On a:

[f � g (n) = 1
2�

R
T f � g (t) e

�intdt

= 1
2�

R
T

�
1
2�

R
T f (t� u) g (u) du

�
e�intdt

= 1
2�

R
T

�
1
2�

R
T f (t� u) g (u) e

�intdu
�
dt

= 1
2�

R
T

�
1
2�

R
T f (t� u) g (u) e

�intdt
�
du (par Fubini).

= 1
2�

R
T g (u) e

�inu � 1
2�

R
T f (t� u) e

�in(t�u)dt
�
du

= 1
2�

R
T g (u) e

�inu � 1
2�

R
T f (v) e

�invdv
�
du (en posant v = t� u)
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1.4. Les séries de Fourier

= bf (n) bg (n)
8. Polynôme trigonométrique : Soit P un polynôme trigonométrique tel que

P (t) =
NP

k=�N
ake

ikt où N 2 N et ak 2 C pour tout k 2 Z; alors:

bP (n) = 1
2�

R
T P (t) e

�intdt = 1
2�

R
T

NP
k=�N

ake
ikte�intdt = 1

2�

R
T

NP
k=�N

ake
�i(n�k)tdt

= 1
2�

NP
ak

k=�N

R
T e

�i(n�k)tdt =

8<: an si jnj � N
0 si jnj > N

1.4.2 Comportements asymptotiques des coe¢ cients de Fourier :

Dans cette partie, on s�intéressera au comportement asymptotique des coe¢ cients de Fourier

quand jnj tend vers l�in�ni et étudier la relation existante entre la régularité d�une fonction
dans L1 (T) et la vitesse de convergence vers zéro des coe¢ cients de Fourier associés à cette

dernière.

Dé�nition 1.4.2 Soit S l�ensemble des suites x = (xn)n2Z à valeurs dans C. On note :

1. `1 (Z) l�ensemble des suites bornées dans C.

2. `p (Z) ; 1 � p <1 l�ensemble des suites x 2 S dont la somme
P
n2Z

jxnjp est �nie.

3. c0 (Z) l�ensemble des suites x 2 S tel que lim
jnj!1

xn = 0

4. c00 (Z) l�ensemble des suites x 2 S pour lesquelles il existe N 2 N tel que xn = 0 pour
jnj > N .

Remarque 1.4.1 Les espaces lp (Z) ; 1 � p � +1 munis de la norme kxk`P (Z) =
�P
n2Z

jxnjp
� 1

p

pour p 6=1 et de la norme kxk`1(Z) = sup
n2Z

(jxnj) pour p = +1 sont des espaces de Banach.

c0 (Z) et c00 (Z) sont des sous espaces de `1 (Z).

Théorème 1.4.2 (Lemme de Riemann-Lebesgue): [8] Si f 2 L1 (T) ; alors bf (n)! 0

quand jnj ! +1
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Démonstration. Soient f 2 L1 (T) ; alors pour tout n 2 Z; on a:��� bf (n)��� = 1
2

��� bf (n) + bf (n)���
= 1

2

��� bf (n) + 1
2�

R
T f (t) e

�intdt
���

= 1
2

��� bf (n) + ei� 1
2�

R
T f (t) e

�in(t+�
n)dt

���
= 1

2

��� bf (n)� 1
2�

R
T f (t) e

�in(t+�
n)dt

���
= 1

2

�� 1
2�

R
T f (t) e

�intdt� 1
2�

R
T f
�
u� �

n

�
e�inudu

�� (en posant u = t+ �
n
).

= 1
4�

��R
T

�
f (t)� f

�
t� �

n

��
e�intdt

��
� 1

4�

R
T

��f (t)� f �t� �
n

��� dt
� 1

2



f � � �
n
f



L1(T)

Comme la translation est continue dans L1 (T) ; d�après la proposition 1.2.2, alors :

f � � �
n
f



L1(T)

! 0 quand jnj ! +1 et donc en dé�nitive,
��� bf (n)���! 0 quand

jnj ! +1:
De ce théorème, on déduit que les coe¢ cients de Fourier d�une fonction f 2 L1 (T) sont

des éléments de l�ensemble c0 (Z).

Proposition 1.4.1 Soit f 2 L1 (T) et n 2 Z; alors:

1. L�application F : L1 (T) �! c0 (Z) est linéaire continue de norme kFk = 1.

f 7�!
� bf (n)�

n2Z

2. La restriction de l�application F à Lp (T) ; 1 < p < +1 et C (T) est continue.

Preuve. Soit f 2 L1 (T) ; alors:

1. La linéarité de F découle directement de celle de l�intégrale.

Pour la continuité, on a d�après le Théorème 1.4.1, pour tout f 2 L1 (T)��� bf (n)��� � kfkL1(T), 8n 2 Z et donc aussi: 


 bf



`1(Z)

� kfkL1(T)

D�où la continuité de F et de plus: kFk � 1.

D�autre part, on a: F (e0) = 1 et ke0kL1(T) = 1 .

En dé�nitive, on a bien: kFk = 1.
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2. Soit f 2 Lp (T) ; 1 < p <1, on a d�après le résultat précédent et la proposition 1.2.1:��� bf (n)��� � kfkL1(T) � kfkLp(T)
D�où la continuité de la restriction de l�application F à Lp (T).

La démonstration est la même pour f 2 C (T) :

Proposition 1.4.2 [8] Soit f 2 L1 (T) dérivable en tout point de T et f 0sa dérivée.
Si f 0 2 L1 (T) ; alors bf 0 (n) = in bf (n), bf (n) = o � 1

n

�
et
��� bf (n)��� � kf 0kL1(T)

jnj

Preuve. Soit f 2 L1 (T) dérivable en tout point de T tel que sa dérivée f 0 2 L1 (T) ;
alors, pour tout n 2 Z:bf 0 (n) = 1

2�

R
T f

0 (t) e�intdt = 1
2�
[f (t) e�int]

2�
0 +

1
2�
in
R
T f (t) e

�intdt = in
�
1
2�

R
T f (t) e

�intdt
�

= in bf (n)
Comme f 0 2 L1 (T) ; d�après le lemme de Riemann-Lebesgue bf 0 (n)! 0 quand jnj ! +1
Donc in bf (n)! 0 quand jnj ! +1; d�où bf (n) = o � 1

n

�
De l�égalité : bf 0 (n) = in bf (n) ; on aura:��� bf (n)��� = ��� 1in bf 0 (n)���

= 1
jnj

1
2�

��R
T f

0 (t) e�intdt
��

� 1
jnj

1
2�

R
T jf

0 (t)j dt
=

kf 0kL1(T)
jnj

Proposition 1.4.3 [8] Soit f 2 L1 (T) dérivable à l�ordre k en tout point de T où k 2 N et
f (k) sa dérivée d�ordre k.

Si f (k) 2 L1 (T) ; alors df (k) (n) = (in)k bf (n), bf (n) = o � 1
nk

�
et
��� bf (n)��� � kf (k)k

L1(T)

jnjk pour

tout n 2 Z�

Preuve. Soit f 2 L1 (T) dérivable à l�ordre k en tout point de T où k 2 N tel que:

f (k) 2 L1 (T) ; alors pour tout n 2 Z; on a:df (k) (n) = 1
2�

R
T f

(k) (t) e�intdt

En intégrant par partie k fois, on trouve: df (k) (n) = (in)k bf (n)
Comme f (k) 2 L1 (T) ; on déduit que (in)k bf (n)! 0 quand jnj ! +1
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Donc: bf (n) = o � 1
nk

�
De l�égalité : df (k) (n) = (in)k bf (n)
Par le même procédé que la proposition précédente, on montre que:

��� bf (n)��� � kf (k)k
L1(T)

jnjk

Dé�nition 1.4.3 [8] Soient f 2 L1 (T), on dit que f est Hölderienne si il existe � 2 ]0; 1]
et A > 0 tel que pour tout x; y 2 T on a: jf (x)� f (y)j � A jx� yj�.
On note l�ensemble des fonctions Hölderienne par C� (T) et on ecrit: f 2 C� (T)

Proposition 1.4.4 [8] Si f 2 C� (T) où � 2 ]0; 1] alors bf (n) = O � 1
n�

�
.

Preuve. Soit f 2 C� (T) où � 2 ]0; 1] ; alors:��� bf (n)��� = 1
2�

��R
T f (t) e

�intdt
��

� 1
4�

R
T

��f (t)� f �t� �
n

��� dt (voir la démonstration du Théorème 1.4.2).
� 1

4�

R
TA
���
n

��� dt
= A��

2
1
jnj�

Donc: bf (n) = O � 1
n�

�
.

Dé�nition 1.4.4 (Fonction à variation bornée): Soient f : [a; b] �! C où a; b 2
R et � l�ensemble des subdivisions �nies de l�intervalle [a; b], soit � 2 � tel que � =

(t0 = a; t1; : : : ; tn = b) , t0; t1; : : : ; tn 2 T où n 2 N , on note par Vf (�; a; b) le réel dé�ni

par: Vf (�; a; b) =
nP
j=1

jf (tj)� f (tj�1)j :

On appelle variation totale de f sur l�intervalle [a; b] le réel Vf (a; b) dé�nie par:

Vf (a; b) = sup
�2�
Vf (�; a; b)

On dit que f est à variation bornée sur l�intervalle [a; b] si Vf (a; b) est �nie.

Proposition 1.4.5 [9] Soit f : [a; b] �! C une fonction à variation bornée sur l�intervalle

[a; b].

1. Soient x; y; z 2 [a; b] tel que x � y � z, alors, on a :Vf (x; z) = Vf (x; y) + Vf (y; z) :

2. Les parties réelle et imaginaire de f sont la di¤érence de deux fonctions croissantes.

Preuve. Soit f : [a; b] �! C une fonction à variation bornée sur l�intervalle [a; b].
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1. Soient x; y; z 2 [a; b] tel que x � y � z et soient �1 et �2 des subdivisions �nies des

intervalles [x; y] et [y; z] respectivement, alors: � = �1 [ �2 est une subdivision de
l�intervalle [x; z] :

donc :

Vf (�1; x; y) + Vf (�2; y; z) = Vf (�; x; z) � Vf (x; z)

d�où Vf (x; y) + Vf (y; z) � Vf (x; z)

D�autre part, soit � = (t0 = x; t1; : : : ; tn = z) une subdivision de l�intervalle [x; z].

Puisque y 2 [x; z] ; alors il existe un sous intervalle [tk�1; tk] où k 2 f1; : : : ; ng de la
subdivision � tel que y 2 [tk�1; tk] :

Donc :

Vf (�; x; z) =
nP
j=1

jf (tj)� f (tj�1)j

=
k�1P
j=1

jf (tj)� f (tj�1)j+ jf (tk)� f (tk�1)j+
nP

j=k+1

jf (tj)� f (tj�1)j

�
k�1P
j=1

jf (tj)� f (tj�1)j+ jf (y)� f (tk�1)j+ jf (tk)� f (y)j

+
nP

j=k+1

jf (tj)� f (tj�1)j

= Vf (�1; x; y) + Vf (�2; y; z)

� Vf (x; y) + Vf (y; z)

D�où: Vf (x; z) � Vf (x; y) + Vf (y; z)

On déduit donc que: Vf (x; z) = Vf (x; y) + Vf (y; z) :

2. Sans perte de généralité, on peut supposer que f est à valeurs réelles.

Pour tout t 2 [a; b] ; on a :

f (t) = Vf (a; t)� (Vf (a; t)� f (t))

On pose: g (t) = Vf (a; t) et h (t) = Vf (a; t)� f (t) et donc: f (t) = g (t)� h (t)

Soient x; y 2 [a; b] tel que x � y; on a donc:

g (y)� g (x) = Vf (a; y)� Vf (a; x) = Vf (x; y)
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1.4. Les séries de Fourier

et comme Vf (x; y) � 0; alors : g (y)� g (x) � 0

Donc: g est croissante.

D�autre part, on a:

h (y)�h (x) = Vf (a; y)�f (y)�(Vf (a; x)� f (x)) = Vf (a; y)+Vf (a; x)+f (x)�f (y)

= Vf (x; y) + f (x)� f (y)

Et comme Vf (x; y) + f (x)� f (y) � 0; alors h (y)� h (x) � 0

Donc h est croissante.

Proposition 1.4.6 [3] Soient f 2 L1 (T) à variation bornée, alors bf (n) = O � 1
n

�
.

Preuve. Soient f 2 L1 (T) à variation bornée, n 2 Z� et Vf (T) la variation totale de
f sur T.

Soit � =
�
t0 = 0; t1; : : : ; tjnjN = 2�

�
une subdivision de l�intervalle [0; 2�] tel que

tj � tj�1 = 2�
jnjN et tj =

2�j
jnjN où N 2 N� et j 2 f1; : : : ; jnjNg ; alors :��� bf (n)��� = 1

2�

��R
T f (t) e

�intdt
��

= 1
2�

�����jnjNPj=1
tjR
tj�1

f (t) e�intdt

�����
� 1

2�

�����jnjNPj=1
tjR
tj�1

f (tj) e
�intdt

�����+
�����jnjNPj=1

tjR
tj�1

(f (t)� f (tj)) e�intdt
�����

= 1
2�

 �����jnjNPj=1f (tj)
tjR
tj�1

e�intdt

�����+
�����jnjNPj=1

tjR
tj�1

(f (t)� f (tj)) e�intdt
�����
!

= 1
2�

 
1
jnj

�����jnjNPj=1f (tj) (e�intj � e�intj�1)
�����+
�����jnjNPj=1

tjR
tj�1

(f (t)� f (tj)) e�intdt
�����
!

� 1
2�

 
1
jnj

�����jnjNPj=1f (tj) (e�intj � e�intj�1)
�����+ jnjNP

j=1

tjR
tj�1

jf (t)� f (tj)j dt
!

� 1
2�

 
1
jnj

�����jnjNPj=1f (tj) (e�intj � e�intj�1)
�����+ jnjNP

j=1

tjR
tj�1

Vf (tj; tj�1) dt

!

= 1
2�

 
1
jnj

�����jnjNPj=1f (tj) (e�intj � e�intj�1)
�����+ 2�

jnjN

jnjNP
j=1

Vf (tj; tj�1)

!

� 1
2�

 
1
jnj

�����jnjNPj=1f (tj) (e�intj � e�intj�1)
�����+ 2�

jnjNVf (T)

!
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1.4. Les séries de Fourier

= 1
2�

 
1
jnj

�����jnjN�1P
j=0

(f (tj)� f (tj+1)) e�intj
�����+ 2�

jnjNVf (T)

!
Car ici: f

�
tjnjN

�
e�intjnjN = f (2�) e�2in� = f (t0) e

�int0 = f (0) = f (2�) et donc:��� bf (n)��� � 1
2�

 
1
jnj

jnjN�1P
j=0

jf (tj)� f (tj+1)j+ 2�
jnjNVf (T)

!
� 1

2�

�
1
jnjVf (T) +

2�
jnjNVf (T)

�
= 1

2�
1
jnj
�
1 + 2�

N

�
Vf (T)

En faisant tendre N vers l�in�ni, on obtient :��� bf (n)��� � Vf (T)
2�

1
jnj

Donc: bf (n) = O � 1
n

�
Dé�nition 1.4.5 [3] On dit qu�une fonction f : [a; b] �! C est absolument continue si pour

tout " > 0 il existe � > 0 tel que pour toute famille �nie d�intervalles (]aj; bj[)j2I ouverts et

deux à deux disjoint inclus dans l�intervalle [a; b] ; on a :P
j2I
jtj � tj�1j � � =)

P
j2I
jf (tj)� f (tj�1)j � "

On note l�ensemble des fonctions absolument continues sur [a; b] par AC ([a; b])

Remarque 1.4.2 1. On note l�ensemble des fonctions absolument continues sur le Tore

T par AC (T).

2. Toute fonction f : [a; b] �! C absolument continue admet presque partout sur [a; b]

une dérivée f 0 localement intégrable, tel que:
bR
a

f 0 (t) dt = f (b)� f (a) (pour la démonstration voir [5] ou [9]).

Proposition 1.4.7 Si f 2 AC (T) ; alors bf (n) = o � 1
n

�
:

Preuve. Soit f 2 AC (T).
Par la remarque précédente, on sait que f est dérivable presque partout sur T et que

f 0 2 L1 (T) donc, d�après la proposition 1.4.2: bf (n) = o � 1
n

�
.

1.4.3 Les séries de Fourier

Dé�nition 1.4.6 On appelle série trigonométrique toute somme de la forme :
P
n2Z
ane

int
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1.4. Les séries de Fourier

On note (Tn)n2Z la suite des sommes partielles de la série précédente et on écrit:

Tn (t) =
nP

k=�n
ake

ikt

Dé�nition 1.4.7 Soit f 2 L1 (T) ; on appelle série de Fourier associée à f la série trigonométrique
dé�nie par:

P
n2Z
bf (n) eint, où bf (n) sont les coe¢ cients de Fourier associés à f .

On note (Sn (f))n2N la suite des sommes partielles de la série de Fourier associée à f et

on écrit: Sn (f) (t) =
nP

k=�n
bf (k) eikt pour tout t 2 T.

Remarque 1.4.3 1. Une série de Fourier associée à une fonction f 2 L1 (T) peut di-
verger pour tout t 2 T.

2. Soit f 2 L1 (T), on a dans le cas de convergence:P
n2Z
bf (n) eint = a0(f)

2
+
P
m2N�

(am (f) cos (mt) + bm (f) sin (mt)), où

am (f) = bf (m) + bf (�m) et bm (f) = i� bf (m)� bf (�m)� pour tout m dans N.

En e¤et, comme eint = cos (nt) + i sin (nt) pour tout n dans Z , alors:P
n2Z
bf (n) eint = P

n2Z
bf (n) (cos (nt) + i sin (nt))

=
P
m2N

�� bf (m) + bf (�m)� cos (mt) + i� bf (m)� bf (�m)� sin (mt)�
Et cela en posant m = n si n � 0 et m = �n si n � 0.
Cette somme est appelée série de Fourier des cosinus et sinus.

On peut trouver l�expression des coe¢ cients de Fourier bf (n), n 2 Z en fonction de

am (f) et bm (f) à partir des relations suivantes:

am (f) = bf (m) + bf (�m)
bm (f) = i

� bf (m)� bf (�m)�
et on obtient:bf (m) = am(f)�ibm(f)

2
et bf (�m) = a�m(f)+ib�m(f)

2
pour tout m dans N

Proposition 1.4.8 Soit f 2 L1 (T), on a les résultats suivants :

1. an (f) = 1
�

R
T f (t) cos (nt) dt et bn (f) =

1
�

R
T f (t) sin (nt) dt 8n 2 N.

2. Si f est paire (f (�t) = f (t), 8t 2 T), alors bf (�n) = bf (n) et bn (f) = 0 8n 2 N:
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1.4. Les séries de Fourier

3. Si f est impaire (f (�t) = �f (t), 8t 2 T), alors bf (�n) = � bf (n) et an (f) = 0

8n 2 N:

4. Si f (t) 2 R, 8t 2 T, alors bf (�n) = bf (n), an (f) 2 R et bn (f) 2 R 8n 2 N:
Preuve. Soit f 2 L1 (T), alors :

1. Pour tout n 2 N; on a:

an (f) = bf (n) + bf (�n)
= 1

2�

R
T f (t) e

�intdt+ 1
2�

R
T f (t) e

intdt

= 1
2�

R
T f (t) (e

�int + eint) dt

= 1
�

R
T f (t)

�
e�int+eint

2

�
dt

= 1
�

R
T f (t) cos (nt) dt

bn (f) = i
� bf (n)� bf (�n)�

= i
�
1
2�

R
T f (t) e

�intdt� 1
2�

R
T f (t) e

intdt
�

= i
�
1
2�

R
T f (t) (e

�int � eint) dt
�

= 1
�

R
T f (t)

�
eint�e�int

2i

�
dt

= 1
�

R
T f (t) sin (nt) dt

2. Supposons que f est paire donc 8t 2 T ~f (t) = f (t) où ~f (t) = f (�t) ; d�où pour
tout n 2 N : b~f (n) = bf (n) et d�après la propriété (4) du théorème 1.4.1, on obtient:bf (n) = bf (�n) et donc bn (f) = 0 .

3. Supposons que f est impaire, donc 8t 2 T: ~f (t) = �f (t) ; d�où pour tout n 2 Nb~f (n) = � bf (n) et d�après la propriété (4) du théorème 1.4.1, on obtient:
bf (n) = � bf (�n) et donc an (f) = 0 .

4. Supposons que 8t 2 T: f (t) 2 R; alors f (t) = f (t) et donc pour tout n 2 Nbf (n) = bf (n) d�après la propriété (3) du théorème 1.4.1, on obtient : bf (n) = bf (�n)
d�où:
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1.4. Les séries de Fourier

an (f) = bf (n) + bf (�n) = bf (n) + bf (n)
Donc: an (f) 2 R

bn (f) = i
� bf (n)� bf (�n)� = i� bf (n)� bf (n)�

Donc: bn (f) 2 R.
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Chapitre 2

Convergence des séries de Fourier

2.1 Introduction

A toute fonction f dans L1 (T) ; on peut associer la série de Fourier dont les sommes partielles

sont notées Sn (f). Le problème est de savoir si elle converge ou pas et si c�est le cas, de

quelle type de convergence il s�agit:

De convergence simple.

De convergence presque partout.

De convergence en mesure.

De convergence uniforme.

De convergence en norme.

De convergence en moyenne.

De convergence au sens des distributions. etc...

L�étude de la convergence des séries de Fourier est un sujet très délicat, qui a contribué au

développement des mathématiques et en particulier de l�analyse fonctionnelle. Son intérêt

réside dans les nombreuses applications obtenues dans les domaines de la physique et de la

technologie. Dans ce chapitre, on va s�intéresser à l�étude de quelques types de convergences

des séries de Fourier.
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2.2. Convergence en moyenne

2.2 Convergence en moyenne

Au début du 19eme siècle, Fourier conjectura que la continuité d�une fonction périodique est

su¢ sante pour que la série de Fourier associée converge. Mais, en 1876 du Bois Raymond

construit une fonction continue dont la série de Fourier diverge en un point. En 1900 Fejér

proposa un autre contre exemple et énonça un résulta très important de la convergence des

séries de Fourier en utilisant les sommes de Cesàro.

2.2.1 Les Noyaux trigonométriques

Avant d�entamer l�étude de la convergence en moyenne des séries de Fourier, nous al-

lons présenter quelques noyaux trigonométriques et dé�nir la notion de l�approximation

de l�unité, très utile pour l�étude de la convergence en moyenne des séries de Fourier.

Dé�nition 2.2.1 (Approximation de l�unité): [8] On appelle approximation de l�unité

toute suite de fonctions (Kn)n2N dans L
1 (T) telles que:

1. 1
2�

R
TKn (t) dt = 1 pour tout n 2 N.

2. sup
n2N

kKnkL1(T) < +1.

3. lim
n!+1

R
�<jtj�� jKn (t)j dt = 0 pour tout � 2 ]0; �[

Si de plus Kn (t) � 0 pour tout n 2 N et pour tout t 2 T, alors, le noyau est dit positif.

Remarque 2.2.1 Certains noyaux véri�ent une propriété de convergence plus forte que la

propriété (3):

lim
n!+1

sup
�<jtj��

jKn (t)j = 0

Dé�nition 2.2.2 (Noyau de Dirichlet): On appelle noyau de Dirichlet, le polynôme

trigonométrique Dn où n 2 N; dé�ni pour tout t 2 T par:
Dn (t) =

nP
k=�n

eikt

Voici quelques propriétés du noyau de Dirichlet:

Proposition 2.2.1 [8] Soient f 2 L1 (T) et n 2 N, alors:
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2.2. Convergence en moyenne

1. Dn est une fonction paire et 2�-périodique.

2. 1
2�

R
TDn (t) dt = 1

3. Sn (f) = Dn � f

4. Dn (t) =
sin((n+ 1

2)t)
sin( 12 t)

pour tout t 2 T.

5. kDnkL1(T) = 4
�2
ln (n) +O (1)

Preuve. Soient f 2 L1 (T) et n 2 N; alors:

1. Pour tout t 2 T:

Dn (�t) =
nP

k=�n
e�ikt =

�nP
j=n

eijt =
nP

j=�n
eijt = Dn (t)

Donc Dn est paire.

Pour tout t 2 T:

Dn (t+ 2�) =
nP

k=�n
eik(t+2�) =

nP
k=�n

eikt+2�ik =
nP

k=�n
eikt = Dn (t)

Donc Dn est 2�-périodique.

2. On a:

1
2�

R
TDn (t) dt =

1
2�

R
T

nP
k=�n

eiktdt = 1
2�

nP
k=�n

R
T e

iktdt = 1

3. Pour tout t 2 T, on a:

Sn (f) (t) =
nP

k=�n
bf (k) eikt = nP

k=�n

�
1
2�

R
T f (u) e

�ikudu
�
eikt = 1

2�

R
T f (u)

nP
k=�n

eik(t�u)du

= 1
2�

R
T f (u)Dn (t� u) du = Dn � f (t)

4. On a pour tout t 2 T:

Dn (t) =
nP

k=�n
eikt = e�int 1�e

i(2n+1)t

1�eit = e�int�ei(n+1)t
1�eit =

 
e
�i(n+1

2)t�ei(n+
1
2)t
!

�
e�

it
2 �e

it
2

� =
sin((n+ 1

2)t)
sin( 12 t)

5. Soit t 2 T :

En e¤ectuant le développement limité de 1

sin( t2)
au voisinage de zéro:

1

sin( t2)
= 1

t
2
(1+O(t2))

= 2
t
(1 +O (t2)) = 2

t
+O (t)
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Donc:

kDnkL1(T) = 1
2�

R
T jDn (t)j dt = 1

2�

�R
��
jDn (t)j dt = 1

�

�R
0

jDn (t)j dt = 1
�

�R
0

jsin((n+ 1
2)t)j

sin( 12 t)
dt

= 1
�

�
�R
0

2jsin((n+ 1
2)t)j

t
dt+

�R
0

��sin ��n+ 1
2

�
t
���O (t) dt �

L�intégrale
�R
0

��sin ��n+ 1
2

�
t
���O (t) dt est bornée, donc:

kDnkL1(T) = 2
�

�R
0

jsin((n+ 1
2)t)j

t
dt+O (1)

= 2
�

(n+ 1
2)�R
0

jsin(u)j
u
du+O (1) (en posant u =

�
n+ 1

2

�
t)

= 2
�

0@�R
0

jsin(t)j
t
dt+

n�1P
k=1

(k+1)�R
k�

jsin(t)j
t
dt+

(n+ 1
2)�R

n�

jsin(t)j
t
dt+O (1)

1A
= 2

�

 
�R
0

jsin(t)j
t
dt+

n�1P
k=1

(k+1)�R
k�

jsin(t)j
t
dt+

�
2R
0

jsin(t)j
t
dt+O (1)

!
(en posant u = t� n�)

= 2
�

n�1P
k=1

(k+1)�R
k�

jsin(t)j
t
dt+O (1)

Car les deux intégrales
�R
0

jsin(t)j
t
dt et

�
2R
0

jsin(t)j
t
dt sont bornées.

En posant u = t� kt pour k 2 f1; 2 : : : ; n� 1g ; on aura:

kDnkL1(T) = 2
�

n�1P
k=1

�R
0

jsin(u)j
u+k�

dt+O (1)

On a pour k 2 N� et u 2 ]0; �[:

1
u+k�

� 1
k�

Donc: 1
u+k�

� 1
(1+k)�

� 1
k�
� 1

(1+k)�

D�où:
n�1P
k=1

�
1

u+k�
� 1

(1+k)�

�
� 1

�

n�1P
k=1

�
1
k
� 1

(1+k)�

�
= 1

�

�
1� 1

n

�
� 1

�

En multipliant les membres de cette inégalité par jsin (u)j ; on obtient:
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n�1P
k=1

�
�R
0

jsin(u)j
u+k�

du�
�R
0

jsin(u)j
(1+k)�

du

�
�

�R
0

jsin(u)j
�
du

Donc:
n�1P
k=1

�
�R
0

jsin(u)j
u+k�

du� 2
(1+k)�

�
� 2

�
; c�est à dire: 2

�

n�1P
k=1

�R
0

jsin(u)j
u+k�

du� 4
�2

n�1P
k=1

1
1+k

� 4
�2

On a le résultat suivant:
n�1P
k=1

1
1+k

= ln (n) +O
�
1
n

�
En remplaçant dans l�inégalité précédente, on obtient:

2
�

n�1P
k=1

�R
0

jsin(u)j
u+k�

du� 4
�2

�
ln (n) +O

�
1
n

��
� 4

�2

C�est à dire: 2
�

n�1P
k=1

�R
0

jsin(u)j
u+k�

du = 4
�2
ln (n) +O (1)

En dé�nitive, nous avons obtenu:

kDnkL1(T) = 2
�

n�1P
k=1

�R
0

jsin(u)j
u+k�

du+O (1) = 4
�2
ln (n) +O (1)

Remarque 2.2.2 D�après la proposition précédente kDnkL1(T) = 4
�2
ln (n) + O (1) et donc

sup
n2N

kDnkL1(T) = +1, ce qui signi�e que la suite (Dn)n2N n�est pas une approximation de

l�unité.

Dé�nition 2.2.3 (Noyau de Fejér): On appelle noyau de Fejér d�ordre n et on note Fn;

la moyenne arithmétique des n+ 1 premiers noyaux de Dirichlet et on écrit:

Fn =
1
n+1

nP
k=0

Dk

Dé�nition 2.2.4 Soit f 2 L1 (T) : On note �n (f) où n 2 N; La somme de Cesàro de la
série de Fourier de la fonction f :

�n (f) =
1
n+1

nP
k=0

Sk (f)

Les propriétés du noyau de Fejér sont résumées dans la proposition suivante:

Proposition 2.2.2 [8] Soient f 2 L1 (T) et n 2 N, alors:

1. Fn = 1
n+1

nP
k=�n

�
1� jkj

n+1

�
ek

2. Fn (t) = 1
n+1

�
sin(n+12 t)
sin( 12 t)

�2
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3. �n (f) = Fn � f

4. La suite (Fn)n2N est une approximation positive de l�unité.

Preuve. Soit f 2 L1 (T) :

1. Soit n 2 N alors, Pour tout t 2 T:

Fn (t) =
1
n+1

nP
j=0

Dj (t) =
1
n+1

nP
j=0

jP
k=�j

eikt = 1
n+1

nP
j=0

 P
jkj�j

eikt

!
= 1

n+1

P
jkj�n

eikt
nP

jkj�j�n
(1)

= 1
n+1

P
jkj�n

eijt (n+ 1� jkj) =
nP

k=�n

�
1� jkj

n+1

�
eikt

2. Pour tout n 2 N et t 2 T, on a:

Fn (t) =
1
n+1

nP
k=0

Dk (t) =
1
n+1

nP
k=0

sin((k+ 1
2)t)

sin( 12 t)
= 1

(n+1) sin( 12 t)

nP
k=0

sin
��
k + 1

2

�
t
�

= 1

(n+1) sin( 12 t)

nP
k=0

e
i(n+1

2)t� e
�i(n+1

2)t
2i

= 1

2i(n+1) sin( 12 t)

�
1� ei(n+1)t

1�eit ei
t
2 � 1� e�i(n+1)t

1�e�it e�i
t
2

�
= 1

2i(n+1) sin( 12 t)

�
e�i

n+1
2 t� ei

n+1
2 t

e�i
t
2�ei

t
2

ei
n+1
2
t � ei

n+1
2 t� e�i

n+1
2 t

ei
t
2�e�i

t
2

e�i
n+1
2
t

�
= 1

(n+1) sin( 12 t)

�
sin(n+12 t)
sin( 12 t)

�
ei
n+1
2 t�e�i

n+1
2 t

2i

��
= 1

n+1

�
sin(n+12 t)
sin( 12 t)

�2
3. Soit n 2 N alors, pour tout t 2 T:

�n (f) =
1
n+1

nP
k=0

Sk (f) =
1
n+1

nP
k=0

(Dk � f)

=

�
1
n+1

nP
k=0

Dk

�
� f (linéarité du produit de convolution).

= Fn � f

4. Montrons maintenant que la suite (Fn)n2N est une approximation de l�unité:

(a) On a pour tout n 2 N:
1
2�

R
T Fn (t) dt =

1
2�

R
T

1
n+1

nP
k=0

Dk (t) dt =
1
2�

1
n+1

nP
k=0

R
TDk (t) dt = 1

(b) On a pour tout n 2 N:

kFnkL1(T) = 1
2�

R
T jFn (t)j dt
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2.2. Convergence en moyenne

Comme Fn (t) � 0 pour tout t 2 T et n 2 N, alors:

kFnkL1(T) = 1
2�

R
T Fn (t) dt = 1; d�où sup

n2N
kFnkL1(T) < +1.

(c) Soit � un réel tel que 0 < � < �; alors:

sin
�
1
2
t
�
� sin

�
1
2
�
�
pour tout t 2 ]�; �] :

Donc: 1

sin2( 12 t)
� 1

sin2( 12 �)
et alors:

�
sin(n+12 t)
sin( 12 t)

�2
� (sin(n+12 t))

2

sin2( 12 �)
� 1

sin2( 12 �)

On déduit que pour tout n 2 N:

Fn (t) � 1
n+1

1

sin2( 12 �)

En intégrant l�inégalité sur l�intervalle ]�; �] ; on obtient:R
�<jtj�� jFn (t)j dt �

1
n+1

R
�<jtj��

1

sin2( 12 �)
dt � 1

n+1
2(���)
sin2( 12 �)

En passant à la limite, on aura:

lim
n!+1

R
�<jtj�� jFn (t)j dt � lim

n!+1

�
1
n+1

2(���)
sin2( 12 �)

�
= 0

La suite (Fn)n2N est donc bien une approximation positive de l�unité.

Dé�nition 2.2.5 (Noyau de Poisson): Soit r un réel tel que 0 � r < 1: On appelle

noyau de Poisson la fonction Pr dé�nie pour tout t 2 T par:
Pr (t) =

P
n2Z
rjnjeint:

Dé�nition 2.2.6 Soit f 2 L1 (T) : On note par Sr [f ] la série dé�nie par:
Sr [f ] (t) =

P
n2Z
rjnj bf (n) eint, 8t 2 T

Le noyau de Poisson possède les propriétés suivantes:

Proposition 2.2.3 [8] Soient r 2 [0; 1[, f 2 L1 (T) et t 2 T, alors:

1. Pr (t) = 1 + 2
P
rn

n2N�
cos (nt)

2. Pr (t) = Re
�
1+reint

1�reint

�
= 1�r2

1�2r cos(t)+r2

3. Si la série Sr [f ] converge uniformément, alors: Sr [f ] = Pr � f
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2.2. Convergence en moyenne

4. Soit (rn)n2N une suite réelle tel que 0 � rn < 1 et convergente vers 1, alors la suite

(Prn)n2N est une approximation de l�unité.

Preuve. Soit r 2 [0; 1[ , alors:

1. pour tout t 2 T, on a:

Pr (t) =
P
n2Z
rjnjeint = 1 + 2

P
n2N�

rn
�
eint+e�int

2

�
= 1 + 2

P
n2N�

rn cos (nt)

2. En posant ! = rjnjeint pour tout t 2 T et n 2 N, on obtient:

Pr (t) =
P
n2Z
rjnjeint =

P
n2N�

! +
P
n2N
! = !

1�! +
1

1�! =
1�j!j2

1�(!+!)+j!j2 =
1�r2

1�2r cos(t)+r2

= Re((1+!)(1�!))
j1�!j2 = Re((1+!)(1�!))

(1�!)(1�!) = Re
�
1+!
1�!
�

3. Soit f 2 L1 (T) tel que la série S [f ] converge uniformément alors, pour tout t 2 T:

Sr [f ] (t) =
P
n2Z
rjnj bf (n) eint = P

n2Z
rjnj
�
1
2�

R
T f (u) e

�inudu
�
eint

=
P
n2Z

�
1
2�

R
T r

jnjf (u) ein(t�u)du
�

= 1
2�

R
T
P
n2Z
rjnjf (u) ein(t�u)du (grace à la convergence uniforme).

= 1
2�

R
T

�P
n2Z
rjnjein(t�u)

�
f (u) du = 1

2�

R
T Pr (t� u) f (u) du = Pr � f (t)

4. Soit (rn)n2N une suite réelle tel que 0 � rn < 1 et converge vers 1, alors:

(a) On a pour tout m 2 N et t 2 T:
1
2�

R
T Prn (t) dt =

1
2�

R
T
P
n2Z
r
jmj
n eimtdt

= 1
2�

P
n2Z
r
jmj
n

R
T e

imtdt (car la série est uniformément convergente).

= 1
2�
r0n
R
T dt = 1

(b) On a pour: 0 � rn < 1 :

1� r2n � 0 et 1� 2rn cos (t) + r2n � (1� rn)
2 � 0

Donc:

kPrnkL1(T) = 1
2�

R
T jPrn (t)j dt =

1
2�

R
T Prn (t) dt = 1

D�où:

sup
n2N

kPrnkL1(T) < +1

35



2.2. Convergence en moyenne

(c) Soit � un réel strictement positif tel que � 2 ]0; �], alors:

Pour tout t 2 ]�; �] ; on a:

cos (t) � cos (�)

Donc: �2rn cos (t) � �2rn cos (�)

D�où : 1� 2rn cos (t) + r2n � 1� 2rn cos (�) + r2n
Alors: Prn (t) � 1�rn

1�2rn cos(�)+r2n
pour tout n 2 N:

En intégrant sur les intervalles [��;��[ et ]�; �] ; on obtient:R
�<jtj�� jPrn (t)j dt =

R
�<jtj�� Prn (t) dt

�
R
�<jtj��

1�rn
1�2rn cos(�)+r2n

dt

= 1�rn
1�2rn cos(�)+r2n

R
�<jtj�� dt

= 2(1�rn)(���)
1�2rn cos(�)+r2n

Et comme lim
n!+1

rn = 1; alors: lim
n!+1

2(1�rn)(���)
1�2rn cos(�)+r2n

= 0

Donc: lim
n!+1

R
�<jtj�� jPrn (t)j dt = 0

Ce qui montre que la suite (Prn)n2N est une approximation de l�unité.

2.2.2 Sommabilité en norme

Dans cette partie, nous allons étudier la convergence en moyenne des séries de Fourier dans

chacun des espaces Lp (T) ; 1 � p < +1 et C (T) :

Théorème 2.2.1 [8] Soient (Kn)n2N une approximation de l�unité et f 2 L1 (T):
Si f 2 C (T) ; on a Kn � f ! f dans C (T)

Si f 2 Lp (T) ; 1 � p < +1; on a Kn � f ! f dans Lp (T)

Démonstration. Soient (Kn)n2N une approximation de l�unité et f 2 L1 (T) :
I Supposons que f 2 C (T) et " un réel strictement positif. Alors:
Comme f est continue sur le compacte T, alors elle est aussi uniformément continue.

Donc, il existe un réel � strictement positif tel que pour tout x; y 2 T, si jx� yj � �; on a
jf (x)� f (y)j � "

2kKnkL1(T)
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2.2. Convergence en moyenne

Donc, pour tout n 2 N et x 2 T, on aura:
jKn � f (x)� f (x)j =

�� 1
2�

R
TKn (t) f (x� t) dt� f (x)

��
=
�� 1
2�

R
TKn (t) f (x� t) dt� 1

2�

R
TKn (t) f (x) dt

��
(car 1

2�

R
TKn (t) dt = 1)

=
�� 1
2�

R
TKn (t) (f (x� t)� f (x)) dt

��
� 1

2�

R
T jKn (t)j j(f (x� t)� f (x))j dt

= 1
2�

R
jtj�� jKn (t)j j(f (x� t)� f (x))j dt

+ 1
2�

R
�<jtj�� jKn (t)j j(f (x� t)� f (x))j dt

� 1
2�

"
2kKnkL1(T)

R
jtj�� jKn (t)j dt+

kfkL1(T)
�

R
�<jtj�� jKn (t)j dt

� "
2kKnkL1(T)

1
2�

R
T jKn (t)j dt+

kfkL1(T)
�

R
�<jtj�� jKn (t)j dt

� "
2
+

kfkL1(T)
�

R
�<jtj�� jKn (t)j dt

Comme lim
n!+1

R
�<jtj�� jKn (t)j dt = 0

Alors, il existe N 2 N tel que: si n � N; on a:
R
�<jtj�� jKn (t)j dt � �"

2kfkL1(T)

Donc, pour tout n � N :
jKn � f (x)� f (x)j � "
D�où: sup

x2T
jKn � f (x)� f (x)j � " pour tout n � N; c�est à dire: kKn � f � fkL1(T) � "

I Soient maintenant f 2 Lp (T) et " un réel strictement positif.
Comme C (T) est dense dans Lp (T) ; 1 � p < +1 alors, il existe une fonction g 2 C (T)

tel que: kf � gkLp(T) � "

2(1+kKnkL1(T))
:

Donc, pour tout n 2 N:
kKn � f � fkLp(T) � kKn � f �Kn � gkLp(T) + kKn � g � gkLp(T) + kf � gkLp(T)

= kKn � (f � g)kLp(T) + kKn � g � gkLp(T) + kf � gkLp(T)
� kKnkL1(T) kf � gkLp(T) + kKn � g � gkLp(T) + kf � gkLp(T)
� kKnkL1(T) kf � gkLp(T) + kKn � g � gkL1(T) + kf � gkLp(T)

(d�après la proposition 1.2.1).

�
�
1 + kKnkL1(T)

�
k(f � g)kLp(T) + kKn � g � gkL1(T)

Comme Kn � g ! g dans C (T) ; il existe un rang N 0 2 N; tel que:
si n � N 0:kKn � g � gkL1(T) � "

2
:

En dé�nitive, on a: kKn � f � fkLp(T) � "

37



2.2. Convergence en moyenne

Corollaire 2.2.1 (Théorème de Fejér): [3] Soit f 2 L1 (T) ; on note �n (f) la somme
de Cesàro de la série de Fourier de la fonction f; alors:

1. Si f 2 C (T) ; la suite �n (f) converge vers f dans C (T).

2. Si f 2 Lp (T) ; 1 � p < +1; la suite �n (f) converge vers f dans Lp (T). De plus
k�n (f)kLp(T) � kfkLp(T).

Preuve. Soit f 2 L1 (T) ; alors: �n (f) = Fn � f; où Fn est le noyau de Fejèr
Comme la suite (Fn)n2N est une approximation de l�unité, la convergence est une con-

séquence du théorème précédent.

D�une autre part, pour tout n 2 N; on a:
k�n (f)kLp(T) = kFn � fkLp(T)

� kFnkL1(T) kfkLp(T)
Comme kFnkL1(T) = 1; on aura bien: k�n (f)kLp(T) � kfkLp(T)

Corollaire 2.2.2 Soit f 2 L1 (T) ; alors: Sr [f ] ! f quand r ! 1 dans C (T) (si f 2
C (T)) et Lp (T) (si f 2 Lp (T)), 1 � p < +1:
On dit dans ce cas, que la série de Fourier associe à f converge au sens d�Abel.

Preuve. Conséquence directe du théorème précédent, car Pr est une approximation de

l�unité.

Corollaire 2.2.3 L�ensemble des polynômes trigonométriques P (T) est dense dans C (T) :

Preuve. Ce résultat est une conséquence directe du théorème de Fejér, car �n (f) est

un polynôme trigonométrique arbitrairement proche de f:

Corollaire 2.2.4 Soient f; g 2 L1 (T) ; alors: si bf (n) = bg (n) pour tout n 2 Z; on a: f = g
dans L1 (T), en d�autres termes, l�application F : L1 (T) �! c0 (Z) est injective.

Preuve. Soient f; g 2 L1 (T) tel que bf (m) = bg (m) pour tout m 2 Z; alors:
Fn � f = Fn � g pour tout n 2 N:
et comme Fn � f ! f et Fn � g ! g dans L1 (T) et par unicité de la limite, on déduit

que f = g dans L1 (T) ; ce qui prouve l�injectivité de l�application F :

38



2.2. Convergence en moyenne

2.2.3 Convergence ponctuelle:

On a vu dans la partie précédente que pour les fonctions dans C (T) ; la convergence des

sommes de Cesàro des séries de Fourier est uniforme, donc en particulier pour tout t 2 T :
�n (f) (t) ! f (t) où f 2 C (T). Dans cette partie, nous allons étudier la convergence des
sommes de Cesàro des séries de Fourier des fonctions continues en un point.

Théorème 2.2.2 [8] Soient (Kn)n2N une approximation de l�unité , f 2 L1 (T) et t0 2 T.
Supposons que lim

n!+1
sup

�<jtj<�
jKn (t)j = 0, � 2 ]0; �] ou bien lim

n!+1

R
�<jtj�� jKn (t)j dt = 0 si

f 2 L1 (T) ; alors:

1. Si f est continue en t0; on a: Kn � f (t0)! f (t0) quand n! +1:

2. Si lim
h!0

f(t0+h)+f(t0�h)
2

= ` (` �nie) et Kn est paire, alors: Kn � f (t0)! `; ` 2 C

Démonstration. Soient (Kn)n2N une approximation de l�unité , f 2 L1 (T) et t0 2 T:

1. Soit " un réel strictement positif. Comme f est continue en t0; alors il existe un

réel strictement positif � 2 ]0; �] tel que pour tout t 2 T, si jt� t0j � �; on a:

jf (t)� f (t0)j � "
2kKnkL1(T)

:

Donc:

jKn � f (t0)� f (t0)j =
�� 1
2�

R
TKn (t) (f (t0 � t)� f (t0)) dt

��
� 1

2�

R
T jKn (t)j j(f (t0 � t)� f (t0))j dt

� 1
2�

R
jtj�� jKn (t)j j(f (t0 � t)� f (t0))j dt

+ 1
2�

R
�<jtj�� jKn (t)j jf (t0 � t)j dt+ 1

2�

R
�<jtj�� jKn (t)j jf (t0)j dt

� 1
2�

"
2kKnkL1(T)

R
jtj�� jKn (t)j dt+ 1

2�

R
�<jtj�� jKn (t)j jf (t0 � t)j dt

+ 1
2�
jf (t0)j

R
�<jtj�� jKn (t)j dt

� "
2kKnkL1(T)

1
2�

R
T jKn (t)j dt+ 1

2�

R
�<jtj�� jKn (t)j jf (t0 � t)j dt

+ 1
2�
jf (t0)j

R
�<jtj�� jKn (t)j dt

= "
2
+ 1

2�

R
�<jtj�� jKn (t)j jf (t0 � t)j dt

+ 1
2�
jf (t0)j

R
�<jtj�� jKn (t)j dt
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Si f 2 L1 (T) ; on aura:

jKn � f (t0)� f (t0)j � "
2
+ 1

2�

�
kfkL1(T) + jf (t0)j

� R
�<jtj�� jKn (t)j dt

Comme lim
n!+1

R
�<jtj�� jKn (t)j dt = 0; alors il existe un rang N 2 N tel que: si n � N;

on a:
R
�<jtj�� jKn (t)j dt � �

kfkL1(T)+jf(t0)j
"

Donc:

jKn � f (t0)� f (t0)j � "

Si lim
n!+1

sup
�<jtj<�

jKn (t)j = 0, dans ce cas : sup
�<jtj<�

jKn (t)j < +1; alors:

jKn � f (t0)� f (t0)j � "
2
+ 1

2�

 
sup

�<jtj<�
jKn (t)j

!R
�<jtj�� jf (t0 � t)j dt

+ 1
2�
jf (t0)j

R
�<jtj�� jKn (t)j dt

= "
2
+

 
sup

�<jtj<�
jKn (t)j

!
1
2�

R
T jf (t0 � t)j dt

+ 1
2�
jf (t0)j

R
�<jtj�� jKn (t)j dt

= "
2
+ kfkL1(T) sup

�<jtj<�
jKn (t)j+ 1

2�
jf (t0)j

R
�<jtj�� jKn (t)j dt

Comme lim
n!+1

R
�<jtj�� jKn (t)j dt = 0 alors, il existe un rang N 0 2 N tel que: si n � N 0;

on a:
R
�<jtj�� jKn (t)j dt � �

2jf(t0)j"

De même pour sup
�<jtj<�

jKn (t)j ; il existe un rang N0 2 N; tel que si n � N0; alors:

sup
�<jtj<�

jKn (t)j � "
4kfkL1(T)

Donc pour n � max (N0; N 0) ; on aura: jKn � f (t0)� f (t0)j � "

2. Supposons maintenant que lim
h!0

f(t0+h)+f(t0�h)
2

= `; où ` est un nombre complexe �ni et

Kn est paire.

Posons f� (t0) = lim
h!0
f (t0 � h) et f+ (t0) = lim

h!0
f (t0 + h) : Nous avons:

jKn � f (t0)� `j =
��� 12� RTKn (t) f (t0 � t) dt� f+(t0)+f�(t0)

2

���
=

���� 12� �R
��
Kn (t) f (t0 � t) dt� f+(t0)+f�(t0)

2

����
=

���� 12� 0R
��
Kn (t) f (t0 � t) dt+

�R
0

Kn (t) f (t0 � t) dt� f+(t0)+f�(t0)
2

����
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2.2. Convergence en moyenne

=

���� 12� �R
0

Kn (�u) f (t0 + u) dt+
�R
0

Kn (t) f (t0 � t) dt� f+(t0)+f�(t0)
2

����
(en posant u = �t)

=

���� 12� �R
0

Kn (t) (f (t0 + t) + f (t0 � t)) dt� f+(t0)+f�(t0)
2

����
(car Kn est paire)

=

���� 12� �R
0

Kn (t) (f (t0 + t) + f (t0 � t)� f+ (t0)� f� (t0)) dt
����

=
��� 12� R0�t��Kn (t) (f (t0 + t) + f (t0 � t)� f+ (t0)� f� (t0)) dt

+ 1
2�

R
�<t��Kn (t) (f (t0 + t) + f (t0 � t)� f+ (t0)� f� (t0)) dt

���
� 1

2�

R
0�t�� jKn (t)j (jf (t0 + t)� f+ (t0)j+ jf (t0 � t)� f� (t0)j) dt

+ 1
2�

R
�<t�� jKn (t)j (jf (t0 + t)j+ jf (t0 � t)j+ jf+ (t0)j+ jf� (t0)j) dt

Le reste de la démonstration est analogue à celle du premier point.

Corollaire 2.2.5 Soient f 2 L1 (T) ; ` 2 C et t0 2 T, alors:

1. Si f est continue en t0, on a: �n (f) (t0)! f (t0) quand n! +1:

2. Si lim
h!0

f(t0+h)+f(t0�h)
2

= `, on a: �n (f) (t0)! ` quand n! +1:

Preuve. Soient f 2 L1 (T) et t0 2 T:
Comme le noyau de Fejér est paire, il reste a véri�er que: lim

n!+1
sup

�<jtj<�
jFn (t)j = 0 où

� 2 ]0; �]
On a: jFn (t)j � 1

n+1
1

sin2( 12 �)
pour tout n 2 N et t 2 T

Donc: sup
�<jtj<�

jFn (t)j � 1
n+1

1

sin2( 12 �)

En passant à la limite:

lim
n!+1

sup
�<jtj<�

jFn (t)j � lim
n!+1

1
n+1

1

sin2( 12 �)

Comme lim
n!+1

1
n+1

1

sin2( 12 �)
= 0; alors: lim

n!+1
sup

�<jtj<�
jFn (t)j = 0

D�après le théorème précédent, on déduit que:

Si f est continue en t0, alors �n (f) (t0)! f (t0) quand n! +1:
et si lim

h!0
f(t0+h)+f(t0�h)

2
= `, alors: �n (f) (t0)! ` quand n! +1:
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2.3. Divergence des séries de Fourier

Proposition 2.2.4 Soient f 2 L1 (T), ` 2 C et t0 2 T. Si Sn (f) (t0) converge vers f (t0) ;
alors �n (f) (t0) converge vers f (t0) et si Sn (f) (t0) converge vers `; alors �n (f) (t0) converge

vers `:

Preuve. Conséquence directe du Lemme de Cesàro

2.3 Divergence des séries de Fourier

Comme nous l�avons signalé dans la section précédente, la continuité d�une fonction n�est

pas su¢ sante pour la convergence de sa séries de Fourier. Après la construction du contre

exemple concernant les fonctions continues par du Bois Raymond en 1876, Kolmogorov en

1922, construit à son tour un exemple de fonction intégrable dont la série de Fourier est

divergente en tout point. Dans cette section, nous allons démontrer l�existence de fonctions

dont les séries de Fourier divergent respectivement dans les espaces C (T) et L1 (T) :

Proposition 2.3.1 L�opérateur: Sn : Lp (T) �! Lp (T), n 2 N et 1 � p � +1 est

f 7�! Sn (f) ; Sn (f) = Dn � f
linéaire et continu:

Preuve. Soit f 2 Lp (T) ; 1 � p � +1 et n 2 N, nous avons:
kSn (f)kLp(T) = kDn � fkLp(T) � kDnkL1(T) kfkLp(T)
Donc Sn est linéaire et continu de norme kSnkL(Lp(T)) � kDnkL1(T)

Proposition 2.3.2 [6] Les propriétés suivantes sont équivalentes pour: 1 � p � +1

1. Soit f 2 Lp (T), (ou bien f 2 C (T) si p = +1); on a: kSn (f)� fkLp(T) ! 0 quand

n! +1:

2. sup
n2N

kSnkL(Lp(T)) < +1:

Preuve. I Supposons que kSn (f)� fkLp(T) ! 0 quand n! +1:
Alors, en vertu de l�inégalité triangulaire, on a pour tout f 2 Lp (T), 1 � p � +1 :���kSn (f)kLp(T) � kfkLp(T)��� � kSn (f)� fkLp(T)
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2.3. Divergence des séries de Fourier

Donc:

kSn (f)kLp(T) ! kfkLp(T) quand n! +1:
Comme kfkLp(T) < +1; alors: sup

n2N
kSn (f)kLp(T) < +1

Du théorème de Banach-Steinhaus ([5]), on déduit que: sup
n2N

kSnkL(Lp(T)) < +1:
I Supposons maintenant que: sup

n2N
kSnkL(Lp(T)) < +1

Soient Fn , n 2 N le noyau de Fejér et " un réel strictement positif.
D�après le théorème de Fejér, on a k�n (f)� fkLp(T) ! 0 quand n! +1:
Donc, il existe un rang N 2 N; tel que: si n � N; alors: k�n (f)� fkLp(T) � "

kSnkL(Lp(T))+1

Pour tout f 2 Lp (T), on a:
kSn (f)� fkLp(T) = kSn (f)� Sn (�n (f)) + Sn (�n (f))� fkLp(T)

� kSn (f)� Sn (�n (f))kLp(T) + kSn (�n (f))� fkLp(T)
� kSn (f)� Sn (Fn � f)kLp(T) + kSn (Fn � f)� fkLp(T)
� kSn (f � Fn � f)kLp(T) + kFn � f � fkLp(T) (car Fn � f est un

polynôme trigonométrique)

� kSnkL(Lp(T)) kf � Fn � fkLp(T) + kFn � f � fkLp(T)
�
�
kSnkL(Lp(T)) + 1

�
kFn � f � fkLp(T)

� "

Théorème 2.3.1 [6]

1. Il existe des fonctions f 2 C (T) telles que Sn (f) ne converge pas uniformément vers
f:

2. Il existe des fonctions g 2 L1 (T) telles que Sn (g) ne converge pas dans L1 (T) :

Preuve.

1. Soit f 2 L1 (T) ; on a:

kSnkL(L1(T)) = sup
kfkL1(T)=1

�
kSn (f)kL1(T)

�
� sup

kfkL1(T)=1

(jDn � f (0)j)

En prenant
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2.3. Divergence des séries de Fourier

f (t) =

8<: 1 si Dn (t) � 0
�1 si Dn (t) < 0

On a bien: kfkL1(T) = 1:

Alors:

kSnkL(L1(T)) � (jDn � f (0)j)

= 1
2�

��R
TDn (�t) f (t) dt

��
� 1

2�

R
TDn (t) f (t) dt

= 1
2�

R
T jDn (t)j dt

= kDnkL1(T)

D�autre part, d�après la proposition 2.3.1, on a: kSnkL(L1(T)) � kDnkL1(T)

On déduit alors que: kSnkL(L1(T)) = kDnkL1(T)

D�après la proposition 2.2.1, on a: kDnkL1(T) = 4
�2
ln (n) +O (1)

Donc :sup
n2N

kSnkL(L1(T)) = +1

Ces estimations restent vraies si on suppose que f est une approximation continue de

sign (Dn) dans L1 (T) :

On conclut donc, qu�il existe f 2 C (T) dont la série de Fourier ne converge pas dans
C (T) :

2. Considérons maintenant le noyau de Fejér: Fm , m 2 N; Comme kFmkL1(T) = 1; alors:

Pour tout n 2 N; on a: Sn (Fm) = Dn � Fm et donc, on aura:

kDnkL1(T) = lim
m!+1

�
kSn (Fm)kL1(T)

�
� lim

m!+1
kSnkL(L1(T)) kFmkL1(T)

� kSnkL(L1(T))

Car Dn � Fm converge vers Dn quand m tend vers l�in�ni dans L1 (T).

Alors:

kSnkL(L1(T)) � kDnkL1(T)

44
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D�autre part, la proposition 2.3.1 nous donne: kSnkL(L1(T)) � kDnkL1(T) :

On déduit donc que:

kSnkL(L1(T)) = kDnkL1(T) :

Donc: sup
n2N

kSnkL(L1(T)) = +1

Ce qui montre d�après la proposition 2.3.2 qu�il existe f 2 L1 (T) dont la série de
Fourier ne converge pas dans L1 (T) :

2.4 Convergence dans Lp (T) ; 1 < p < +1

Dans cette section, nous allons étudier la convergence en norme des séries de Fourier dans les

espaces Lp (T) où p 2 ]1;+1[ . Dans la première partie, nous nous intéresserons à l�espace
L2 (T) ; dont la structure Hilbertienne facilite énormément l�étude de la convergence des

séries de Fourier. Dans la deuxième partie, nous abordons le cas où p 6= 2; où l�étude de la
convergence des séries de Fourier est plus élaborée que dans le cas de l�espace L2 (T) :

2.4.1 Convergence dans L2 (T)

L2 (T) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire h�; �iL2(T) dé�ni par hf; giL2(T) =
1
2�

R
T f (t) g (t)dt pour tout f; g 2 L

2 (T) :La structure Hilbertienne de cette espace facilite

beaucoup l�étude de convergence des séries de Fourier, grâce aux propriétés géométriques

du produit scalaire.

Notation 2.4.1 Soit n 2 N; on note par Pn (T) le sous espace vectoriel engendré par la
famille de vecteurs (ek)k2Z où jkj � n; et on écrit:

Pn (T) = V ect (ek; jkj � n)

Proposition 2.4.1 kSnkL(L2(T)) = 1 pour tout n 2 N:
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2.4. Convergence dans Lp (T) ; 1 < p < +1

Preuve. Soit f 2 L2 (T) ; alors pour tout n 2 N et k 2 Z tel que jkj � n:
hf � Sn (f) ; ekiL2(T) = hf; ekiL2(T) � hSn (f) ; ekiL2(T)

= bf (k)�\Sn (f) (k)

= bf (k)� bf (k)
= 0

Donc, le vecteur f � Sn (f) est orthogonal au sous espace vectoriel Pn (T) et comme
Sn (f) 2Pn (T) ; on déduit que les vecteurs f � Sn (f) et Sn (f) sont orthogonaux.
Comme: f = Sn (f) + (f � Sn (f))
En appliquant le théorème de Pythagore, on obtient:

kfk2L2(T) = kSn (f)k
2
L2(T) + kf � Sn (f)k

2
L2(T)

Donc:

kSn (f)k2L2(T) � kfk
2
L2(T), c�est à dire: kSn (f)kL2(T) � kfkL2(T)

Il en résulte que : kSnkL(L2(T)) � 1
Inversement, on a: Sn (e0) = 1

Comme ke0kL2(T) = 1; on déduit que: kSnkL(L2(T)) � 1
Donc: kSnkL(L2(T)) = 1

Théorème 2.4.1 Pour tout f 2 L2 (T), Sn (f) converge vers f dans L2 (T) :

Démonstration. D�après la proposition précédente, on a: kSnkL(L2(T)) = 1 .
La conclusion découle en appliquant la proposition 2.3.2.

Proposition 2.4.2 [6] Soient f; g 2 L2 (T) ; alors:
kfkL2(T) =




 bf



`2(Z)

(égalité de Plancherel)

hf; giL2(T) =
D bf; bgE

`2(T)
(égalité de Parseval)

Preuve. Soient f; g 2 L2 (T) ; alors:
Comme la famille de vecteurs (en)n2Z est orthonormal, on a:

kSn (f)k2L2(T) =
nP

k=�n

� bf (k)�2 pour tout n 2 N
Comme Sn (f) converge vers f dans L2 (T) alors, en passant à la limite, on obtient:

kfk2L2(T) =
P
k2Z

� bf (k)�2, c�est à dire: kfkL2(T) = 


 bf



`2(Z)

:

En utilisant l�égalité de polarisation [3] et l�égalité de Plancherel, on obtient:
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2.4. Convergence dans Lp (T) ; 1 < p < +1

hf; giL2(T) = kf + gk
2
L2(T) � kf � gk

2
L2(T) + i kf + igk

2
L2(T) � i kf � igk

2
L2(T)

=



 bf + bg


2

`2(Z)
�



 bf � bg


2

`2(Z)
+ i



 bf + ibg


2

`2(Z)
� i



 bf � ibg


2

`2(Z)

=
D bf; bgE

`2(T)

Remarque 2.4.1 Comme conséquence directe de cette proposition, l�application F : L2 (T) �!
`2 (Z) est un isomorphisme isométrique.

2.4.2 Convergence dans Lp (T)

L�étude de la convergence dans les espaces Lp (T) où p 2 ]1;+1[ et p 6= 2 est délicate et

nécessite une construction beaucoup plus élaborée que celle de L2 (T).

Avants de commencer notre étude, Donnons quelques dé�nitions concernant les fonctions

conjuguées et les projections de Riesz.

Dé�nition 2.4.1 [6] Soit f 2 L1 (T) une fonction trigonométrique. On appelle fonction
conjuguée de f la fonction ef dé�nie pour tout t 2 T par:ef (t) = �iP

n2Z
sgn(n) bf (n) eint

On considère les deux opérateurs notés P+ et P� (appelés projections de Riesz) dé�nis

par:

P+ (f) =
P
n>0

bf (n) en , P� (f) = P
n<0

bf (n) en
On remarque que:

f (t) = P+ (f) (t) + P� (f) (t) + bf (0) et ef (t) = �iP+ (f) (t) + iP� (f) (t) 8t 2 T
Lemme 2.4.1 Soient f 2 Lp (T) ; 1 < p < +1 et Tn (f) (t) =

2nP
k=0

bf (k) eikt pour tout n 2 N
et pour tout t 2 T; alors:
kSnkL(Lp(T)) = kTnkL(Lp(T))

Preuve. Soit f 2 Lp (T) ; 1 < p < +1 alors, pour tout n 2 N et t 2 T:
e�int

2nP
k=0

denf (k) eikt = e�int 2nP
k=0

bf (k � n) eikt = 2nP
k=0

bf (k � n) ei(k�n)t
=

nP
j=�n

bf (j) eijt (en posant j = k � n).
Donc:
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kSn (f)kLp(T) =




e�n 2nP

k=0

denf (k) ek




Lp(T)

=





 2nP
k=0

denf (k) ek




Lp(T)

= kTn (enf)kLp(T)
Alors:

kSnkL(Lp(T)) = sup
kfkLp(T)=1

�
kSn (f)kLp(T)

�
= sup

kfkLp(T)=1

�
kTn (enf)kLp(T)

�
= sup

kenfkLp(T)=1

�
kTn (enf)kLp(T)

�
= kTnkL(Lp(T))

Proposition 2.4.3 [6] Soit 1 < p < +1; alors: Sn (f)! f quand n! +1 dans Lp (T)

si et seulement si il existe une constante Cp > 0 tel que:



 ef




Lp(T)
� Cp kfkLp(T) pour tout

polynôme trigonométrique.

Preuve. I Supposons que pour tout f 2 Lp (T) ; 1 < p < +1; Sn (f) ! f quand

n! +1 dans Lp (T).

Alors d�après la proposition 2.3.2, on a: sup
n2N

kSnkL(Lp(T)) < +1
D�après le lemme précédent, on aura aussi: sup

n2N
kTnkL(Lp(T)) < +1

Soit A (f) = P+ (f) + bf (0)
Comme l�opérateur A est borné dans Lp (T) ; alors l�opérateur P+ l�est aussi:

D�autre part, on a:

P+ (f) =
1
2

�
f + i ef � bf (0)�

Donc, l�opérateur f 7�! ef est continu dans Lp (T) :
I Inversement, supposons maintenant qu�il existe une constante Cp > 0 tel que:


 ef




Lp(T)
� Cp kfkLp(T) pour tout polynôme trigonométrique.

Alors, l�opérateur P+ est continu sur l�ensemble des polynôme trigonométrique P(T) et

comme P(T) est dense dans Lp (T), P+ se prolonge en un opérateur continu sur Lp (T) :

Nous aurons aussi pour tout n 2 N et t 2 T:
Tn (f) (t) =

2nP
k=0

bf (k) eikt
=
P
k�0
bf (k) eikt � P

k�2n+1
bf (k) eikt

=
P
k�0
bf (k) eikt � e2int P

k�2n+1
bf (k) ei(k�2n)t

=
P
k�0
bf (k) eikt � e2intP

j�1
bf (j + 2n) eijt (en posant j = k � 2n)

On obtient alors:

Tn (f) = P+ (f)� e2nP+ (e�2nf) + bf (0)
Donc:
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kTn (f)kLp(T) �
�
2 kP+kL(Lp(T)) + 1

�
kfkLp(T) pour tout n 2 N et pour tout polynôme

trigonométrique.

Par densité de P(T) dans Lp (T), l�inégalité reste valable pour tout fonction dans Lp (T) :

Il en résulte que: sup
n2N

kTn (f)kLp(T) < +1
Donc, du lemme précédent, on déduit que: sup

n2N
kSnkLp(T) < +1

Alors, de la proposition 2.3.2, on conclut que: Sn (f)! f quand n! +1 dans Lp (T) :

Théorème 2.4.2 (Riesz-Thorin): Soient (E; �) et (F; �) deux espaces mesurés et p1; p2; q1; q2

des réels tel que 1 � p1; p2; q1; q2 � +1 et p1 < p2; q1 < q2:

Si pour j = 1:2 l�opérateur T est continu de Lpj (E; �) dans Lqj (F; �) de normeMj; alors

T est continu de Lp (E; �) dans Lq (F; �) de norme M , où 1
p
= 1��

p1
+ �

p2
et 1

q
= 1��

q1
+ �

q2
et

M �M1��
1 M �

2 ; pour tout � 2 ]0:1[ :

Remarque 2.4.2 Observons que l�on a p1 � p � p2 et q1 � q � q2: Les espaces Lp (E; �)
et Lq (F; �) sont dits intermédiaires à Lp1 (E; �) et Lp2 (E; �) (respectivement Lq1 (F; �) et

Lq2 (F; �)) lorsque les mesures de ces espaces sont �nies, cela se traduit par les inclusions

Lp2 (E; �) � Lp (E; �) � Lp1 (E; �) et Lq2 (F; �) � Lq (F; �) � Lq1 (F; �) :

Démonstration. voir: [7] ou [8]

Proposition 2.4.4 [6] Soit 1 < p < +1; alors, il existe une constante Cp > 0 telle que

pour toute fonction f 2 Lp (T) ; on a:



 ef




Lp(T)
� Cp kfkLp(T) :

Preuve. Soit f un polynôme trigonométrique, c�est à dire: f (t) =
nP

k=�n
bf (k) eikt; n 2 N;

t 2 T.
Comme kRe (f) + i Im (f)kLp(T) � 2 kfkLp(T) et




 bf (0)



Lp(T)

� kfkLp(T) ; on peut sup-

poser en premier lieu que f est à valeurs réelles et bf (0) = 0:
Dans ce cas, on a bf (�k) = bf (k) pour tout k 2 Z; donc:ef (t) = �iP

n2Z
sgn(n) bf (n) eint

= �i
P
n>0

bf (n) eint + iP
n<0

bf (n) eint
= �i

P
n>0

bf (n) eint + iP
n>0

bf (�n) e�int
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= �
P
n>0

�
i bf (n) eint + i bf (n) eint�

= �2Re
�
i
P
n>0

bf (n) eint�
D�où ef est à valeurs réelles.
On a pour tout t 2 T:
f (t) + i ef (t) = P

k2Z
bf (k) eikt + P

k2Z
sgn(k) bf (k) eikt

=
P
k2Z
bf (k) eikt + P

k>0

bf (k) eikt � P
k<0

bf (k) eikt
= 2

P
k>0

bf (k) eikt
Soitm 2 N , comme f+i ef 2 P(T) et ne contient que les fréquences strictement positives

(k > 0); alors
�
f + i ef�2m 2P(T) avec des fréquences également positives

Donc, pour tout t 2 T, on a:
1
2�

R
T

�
f (t) + i ef (t)�2m dt = 1

2�

R
T

 P
k�0

\�
f + i ef�2m (k) eikt! dt = \�

f + i ef�2m (0)
Comme f + i ef ne contient que les fréquences strictement positives, alors:
\�
f + i ef�2m (0) = �

\�
f + i ef� (0)�2m = 0

Donc:
1
2�

R
T

�
f (t) + i ef (t)�2m dt = 0

En appliquant la formule du binôme de Newton, on obtient:
1
2�

R
T

2mP
k=0

Ck2m (i)
2m�k (f (t))k

� ef (t)�2m�k dt = 0
La partie réelle de cette expression est aussi nulle:
1
2�

R
T

mP
j=0

C2j2m (�1)
m�j (f (t))2j

� ef (t)�2m�2j dt = 0
En séparant le terme correspondant à j = 0, on trouve:

(�1)m 1
2�

R
T

� ef (t)�2m dt = � 1
2�

mP
j=1

C2j2m (�1)
m�j R

T (f (t))
2j
� ef (t)�2m�2j dt

Donc:
1
2�

R
T

� ef (t)�2m dt � 1
2�

mP
j=1

C2j2m
R
T (f (t))

2j
� ef (t)�2m�2j dt

En appliquant l�inégalité de Hölder au terme de droite de l�inégalité précédente avec les

exposants conjugués 2m
2m�2j et

2m
2j
; on trouve:

1
2�

mP
j=1

C2j2m
R
T (f (t))

2j
� ef (t)�2m�2j dt � mP

j=1

C2j2m kf 2jk
L
2m
2j (T)




 ef 2m�2j



L

2m
2m�2j (T)

=
mP
j=1

C2j2m kfk
2j
L2m(T)




 ef


2m�2j
L2m(T)

D�où:
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 ef


2m
L2m(T)

�
mP
j=1

C2j2m kfk
2j
L2m(T)




 ef


2m�2j
L2m(T)

En divisant par kfk2mL2m(T) et en posant: Y =
k efk

L2m(T)
kfkL2m(T)

; on obtient l�inégalité:

Y 2m �
mP
k=1

C2j2mY
2m�2j

On pose: P (Y ) = Y 2m �
mP
k=1

C2j2mY
2m�2j; alors: P (Y ) � 0

Du fait de la parité de P; on a aussi: lim
jY j!+1

P (Y ) = +1
On en déduit l�existence d�une constante: M = C2m (dépendant de m) pour laquelle

jY j � C2m; c�est à dire:



 ef




L2m(T)
� C2m kfkL2m(T)

Si bf (0) 6= 0; on prend la fonction g dé�nie pour tout t 2 T par: g (t) = f (t)� bf (0)
Donc: bg (0) = 0
En appliquant l�inégalité précédente pour g et en prenant en compte le fait que les

fonctions constantes ne possèdent que le coe¢ cient de Fourier correspondant à n = 0; on

obtient:


 ef



L2m(T)

�




 ^
f � bf (0)





L2m(T)
+





]bf (0)




L2m(T)

= kegkL2m(T)
� C2m




f � bf (0)



L2m(T)

� C2m
�
kfkL2m(T) +




 bf (0)



L2m(T)

�
� 2C2m kfkL2m(T)

Si f est à valeur dans C; alors: f = Re (f) + i Im (f) où Re (f) et Im (f) sont des

polynômes trigonométriques à valeurs réelles.

On obtient alors:


 ef



L2m(T)

=



R̂e (f) + iÎm (f)




L2m(T)
� 4C2m kfkL2m(T)

Cette inégalité étant vrai pour tout polynômes trigonométriques f; elle reste encore vrai

par densité dans L2m (T).

En appliquant le théorème de Riesz-Thorin à l�opérateur f 7�! ef borné dans L2m (T) et
L2m+2 (T) où m 2 N�, on déduit qu�il est borné dans Lp (T) pour tout p 2 [2m; 2m+ 2].
Donc, l�opérateur f 7�! ef est borné dans Lp (T) pour tout p 2 [2;+1[ : et pour tout

f 2P(T) :
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2.5. Interpolation

Par conséquent, on a:


 ef



Lp(T)

� Cp kfkLp(T) pour tout p 2 [2;+1[ et f 2P(T) :
Par densité de P(T) dans Lp (T) ; se résultat reste vrai pour toute fonction f dans Lp (T) :

Il reste a démontrer ce résultat pour 1 < p < 2: On utilisera pour cela, la formulation

suivante de la norme dans Lp (T).

kfkLp(T) = sup
g2Lq(T)

n��� 12� RT f (t) g (t)dt��� : kgkLq(T) = 1; 1p + 1
q
= 1
o

Soit p 2 ]1; 2[ et q son conjugué, alors: q > 2:
En appliquant la proposition 2.4.2, on aura:
1
2�

R
T
ef (t) g (t)dt = P

k2Z

bef (k) bg (k) = P
k2Z
bf (k) (�i sgn(k)) bg (k) = P

k2Z
bf (k) (i sgn(k)) bg (k)

=
P
k2Z
bf (k) cf�g (k) = 1

2�

R
T f (t) (�eg (t))dt

Donc:


 ef



Lp(T)

= sup
g2Lq(T)

n��� 12� RT ef (t) g (t)dt��� : kgkLq(T) = 1o
= sup

g2Lq(T)

n��� 12� RT f (t) (�eg (t))dt��� : kgkLq(T) = 1o
= sup

g2Lq(T)

n��� 12� RT f (t) eg (t)dt��� : kgkLq(T) = 1o
� sup

g2Lq(T)

n
kfkLp(T) kegkLq(T) : kgkLq(T) = 1o (en appliquant Hölder).

� sup
g2Lq(T)

n
kfkLp(T)Cp kgkLq(T) : kgkLq(T) = 1

o
� Cp kfkLp(T)

Ainsi, nous venons de démontrer la continuité de l�opérateur f 7�! ef dans Lp (T) pour

tout p 2 ]1;+1 [ et f 2P(T) : Par densité de P(T) dans Lp (T) ; on déduit que l�opérateur
f 7�! ef est continu dans Lp (T) pour tout p 2 ]1;+1 [ :

Théorème 2.4.3 Pour tout f 2 Lp (T) ; 1 < p < +1; Sn (f) converge vers f dans Lp (T) :

Démonstration. Comme



 ef




Lp(T)
� Cp kfkLp(T) ; d�après la proposition précédente,

il su¢ t donc d�appliquer la proposition 2.4.3.

2.5 Interpolation

Dans le domaine de l�analyse, nous disposons d�un outil très important d�interpolation des

opérateurs linéaires. Autrement dit, si nous savons comment un opérateur se comporte
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dans certains espaces, on peut déduire le comportement de cet opérateur dans des espaces

intermédiaires.

Le premier théorème d�interpolation est le théorème d�interpolation de Riesz-Thorin,

énoncé dans la deuxième partie de ce chapitre.

Le théorème d�interpolation de Riesz-Thorin est une conséquence directe d�un résul-

tat classique d�analyse complexe appelé: lemme des trois droites de Hadamard dont voici

l�énoncé:

Lemme 2.5.1 (Lemme des trois droites de Hadamard): Pour toute fonction f an-

alytique dans la bande ouverte U = fz 2 C : 0 < Re (z) < 1g et continue et bornée dans
la bande fermée U = fz 2 C : 0 � Re (z) � 1g tel que sup

t2R
(jf (� + it)j) = M� pour tout

� 2 [0; 1] : Alors on a: M� �M1��
0 M �

1 : (Pour la démonstration voir [7] ou [8]).

2.5.1 Théorème de Hausdor¤-Young

Nous allons présenter dans cette partie un premier résultat d�interpolation utilisant le

théorème de Riesz-Thorin.

Théorème 2.5.1 (Hausdor¤-Young): [7] ; [8] Soient p un réel tel que: 1 � p � 2 et q

son conjugués. Soit f 2 Lp (T) : L�application F : Lp (T) �! `q (Z) est linéaire et continue.

f 7�!
� bf (n)�

n2Z
Démonstration. D�après la proposition 1.4.1 dans le premier chapitre, on sait bien

que F est continue de L1 (T) dans c0 (Z) et comme c0 (Z) � `1 (Z), alors F est continue de
L1 (T) dans `1 (Z) :

D�autre part, d�après l�inégalité de Bessel, on a pour tout f 2 L2 (T):



 bf




`2(Z)
� kfkL2(T)

Il en résulte que F est continue de L2 (T) dans `2 (Z) :

Donc, d�après le théorème de Riesz-Thorin, on déduit que Fest continue de Lp (T) dans
`q (Z) ; où p 2 [1:2] et q son conjugué.
Donc:




 bf



`q(Z)

� kfkLp(T) :pour tout f 2 Lp (T)

Remarque 2.5.1 On a établie le théorème de Hausdor¤-Young dans le cadre des séries de

Fourier. Dans sa forme générale, ce théorème s�applique aux transformés de Fourier [7].

Remarque 2.5.2 le théorème de Hausdor¤-Young n�est valable que pour p 2 [1:2] :
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2.5.2 Inégalité de Young

Dans le premier chapitre, on a démontrer l�inégalité de Young en utilisant les propriétés

des espaces Lp (T) : Dans cette partie, on va établir cette inégalité en utilisant le théorème

d�interpolation de Riesz-Thorin.

Soient q un réel tel que: 1 � q � +1, g 2 Lq (T) et T l�opérateur de convolution, alors:

T (f) = f � g pour tout f 2 L1 (T) :
D�après l�inégalité de Hölder, on a: kf � gkL1(T) � kgkLq(T) kfkLq0 (T) où q0 est le conjugué

de q.

Donc T est continu de Lq
0
(T) dans L1 (T) :

D�autre part, d�après l�inégalité de Minkowski, on a: kf � gkLq(T) � kgkLq(T) kfkL1(T) :
Donc T est continue de L1 (T) dans Lq (T) :

Par conséquent, d�après le théorème d�interpolation de Riesz-Thorin, on a:

T est continu de Lp (T) dans Lr (T) ; où: 1
r
= �

q
et 1

p
= 1��

q0 + �; donc
1
p
+ 1

q
= 1

r
+ 1

Donc: kf � gkLr(T) � kgkLq(T) kfkLp(T) :

2.6 Convergence simple et convergence presque partout

Il existe de nombreux critères de convergence ponctuelle. Ils sont obtenus moyennant des

estimations judicieuses des noyaux localement. Nous citerons les plus connus: le test de

Dini et le théorème de Dirichlet.

Les questions concernant la convergence presque partout des séries de Fourier sont

autrement plus délicates. Nous décrirons sommairement l�une des approches utilisées dans

l�étude de ces questions.

2.6.1 Convergence simple

Théorème 2.6.1 (Test de Dini): [8] Soit f 2 L1 (T) et t 2 T:
Si
R
T

���f(t+h)+f(t�h)�2f(t)h

��� dh < +1; alors Sn (f) (t)! f (t) quand n! +1:

Démonstration. Soient f 2 L1 (T) et t 2 T, tel que:
R
T
f(t+h)+f(t�h)�2f(t)

h
dt < +1;

alors:
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Sn (f) (t)� f (t) = 1
2�

R
T (f (t� h)� f (t))Dn (h) dh

= 1
2�

�R
��
(f (t� h)� f (t))Dn (h) dh

= 1
2�

�R
0

(f (t� h) + f (t+ h)� 2f (t))Dn (h) dh

= 1
2�

�R
0

(f (t� h) + f (t+ h)� 2f (t)) sin((n+
1
2)h)

sin( 12h)
dh

= 1
2�

�R
0

�
(f(t�h)+f(t+h)�2f(t))

h
h

sin( 12h)
cos
�
1
2
h
��
sin (nh) dh

+ 1
2�

�R
0

(f (t� h) + f (t+ h)� 2f (t)) cos (nh) dh

Comme f 2 L1 (T) ; alors, par le Lemme de Riemann-Lebesgue, on a:
1
2�

�R
0

(f (t� h) + f (t+ h)� 2f (t)) cos (nh) dh! 0 quand n! +1

La fonction h 7�! h

sin( 12h)
est dé�nie et continue sur l�intervalle [0; �] donc, elle est

bornée sur cette intervalle et comme par hypothèse, la fonction h 7�! (f(t�h)+f(t+h)�2f(t))
h

est

intégrable sur cette intervalle alors, la fonction h 7�! (f(t�h)+f(t+h)�2f(t))
h

h

sin( 12h)
est intégrable

sur l�intervalle [0; �] :

Donc, en appliquant à nouveaux le lemme de Reimann-Lebesgue, on aura:
1
2�

�R
0

�
(f(t�h)+f(t+h)�2f(t))

h
h

sin( 12h)
cos
�
1
2
h
��
sin (nh) dh! 0 quand n! +1

Il en résulte que Sn (f) (t)! f (t) quand n! +1:

Corollaire 2.6.1 (Convergence des fonctions hölderiennes): Soit f 2 C� (T) ;
� 2 ]0; 1], alors Sn (f) (t)! f (t) quand n! +1:pour tout t 2 T.

Preuve. Soit f 2 C� (T) ; � 2 ]0; 1] ; alors, il existe A > 0 tel que pour tout x; y 2 T,
on a: jf (x)� f (y)j � A jx� yj�

Donc:R
T

���f(t+h)+f(t�h)�2f(t)h

��� dh = RT ���f(t+h)�f(t)+f(t�h)�f(t)h

��� dh
�
R
T

����f(t+h)�f(t)+h

���+ ���f(t�h)�f(t)h

���� dh
�
R
T

�
2A

jhj1��

�
dh

En appliquant la règle de Riemann, on déduit que l�intégrale généralisée
R
T

�
2A

jhj1��

�
dh

est �nie car 1� � < 1:
On conclut donc, en utilisant le test de Dini.
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Proposition 2.6.1 (Principe de localisation): [8] Soient f; g 2 L1 (T) et t 2 T, si

f (x) = g (x) pour tout x 2 ]t� �; t+ �[ ; � > 0; alors Sn (f) et Sn (g) sont de même nature
et si elles convergent alors Sn (f) (t)� Sn (g) (t)! 0 quand n! +1:

Preuve. Soient f; g 2 L1 (T) et t 2 T.
Si f (x) = g (x) pour tout x 2 ]t� �; t+ �[ ; alors f (x)� g (x) = 0 au voisinage de t:
Donc, en posant h (x) = f (x)� g (x) pour tout x 2 T, on aura:R
T

���h(t+x)+h(t�x)�2h(t)x

��� dx = �R
��

���h(t+x)+h(t�x)x

��� dx
=

��R
��

���h(t+x)+h(t�x)x

��� dx+ �R
�

���h(t+x)+h(t�x)x

��� dx
Comme h 2 L1 (T) ; on déduit que:

R
T

���h(t+x)+h(t�x)�2h(t)x

��� dx < +1
On conclu directement en utilisant le test de Dini.

Notation 2.6.1 Soient f 2 L1 (T) et t; h 2 T, tel que h > 0; alors, on note les limites à
gauche et à droite de t par:

f� (t) = lim
h!0
f (t0 � h) et f+ (t) = lim

h!0
f (t+ h) ;

Si de plus f est dérivable à droite et à gauche de t; on note:

f 0� (t) = lim
h!0

f(t0�h)� f�(t)
h

et f 0+ (t) = lim
h!0

f(t0+h)�f+(t)
h

Théorème 2.6.2 (Dirichlet): [8] Soient f 2 L1 (T) et t 2 T, alors:
Si les limites f� (t), f+ (t), f 0� (t) et f

0
+ (t) existent, alors: Sn (f) (t)!

f+(t)+ f�(t)
2

quand

n! +1:

Démonstration. Soient f 2 L1 (T) et t 2 T
lim
h!0

f(t+h)+f(t�h)�(f�(t)+f+(t))
h

= lim
h!0

f(t+h)�f+(t)
h

+ lim
h!0

f(t�h)�f�(t)
h

= f 0+ (t) + f
0
� (t)

Alors, la fonction h 7�! f(t�h)+f(t+h)�(f�(t)+f+(t))
h

admet une limite au voisinage de zéro

donc, elle est bornée près de zéro. Il en résulte que cette fonction est intégrable sur T et

d�après le test de Dini, on déduit que Sn (f) (t) converge vers
f+(t)+ f�(t)

2
.

2.6.2 Convergence presque partout des séries de Fourier

Ces questions sont à l�origine de l�invention de la théorie des ensembles de Cantor et de la

théorie de la mesure de Lebesgue.
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Longtemps, Lusin a conjecturé que toute fonction f 2 L2 (T) a une série de Fourier

convergente presque partout. En 1960, Calderón montrera que si cela était vrai, alors on a

aussi: mes
�
x : sup

n2N
jSn (f) (x)j > y

�
� C kfkL2(T)

y2
:

Cette dernière a¢ rmation a installé le doute sur la conjecture de Lusin. C�est donc avec

une grande surprise qu�a été accueilli le théorème de Carleson con�rmant la conjecture de

Lusin. Ce résultat a été d�ailleurs immédiatement étendu par Hunt aux espaces Lp (T) avec

1 < p < +1:
En réalité, le contre exemple de Kolmogorov (d�une fonction ayant une série de Fourier

divergente presque partout) est une fonction f 2 L (log logL) : Hunt a par ailleurs montré
que toute fonction f 2 L (logL)2 a une série de Fourier convergente presque partout, résultat
élargi ensuite à f 2 L (logL: log logL) et f 2 L (logL (log log logL)) par Sjolin et Antonov
(1996).

Dé�nition 2.6.1 [8] Soit (Tn)n2N� une famille d�opérateurs: Tn : L
p (T) �!M (T) (M (T) :

fonctions mesurables sur T). On pose: T � (f) (t) = sup
n2N�

jTn (f) (t)j ; t 2 T
T � sera dit de type (p; q) � fort lorsque T � : Lp (T) �! Lq (T) est borné, c�est à dire

qu�il existe C > 0 tel que: kT � (f)kLq(T) � C kfkLp(T) ; f 2 Lp (T) :
T � sera dit de type (p; q)� faible lorsqu�il existe C > 0 tel que:
� (fy 2 T; jT � (f) (y)j > �g)

1
q � C kfkLp(T)

�
; 8� > 0; f 2 Lp (T)

On montre les propriétés essentielles suivantes:

1. Si T � est de type (p; q)� fort; alors il est aussi de type (p; q)� faible:

2. Si T � est de type (p; q)� faible; alors pour tout r; 0 < r < q; on a: T � (f) 2 Lr (T) :

(Pour la démonstration de ces deux propriétés, voir [8]).

Dé�nition 2.6.2 (Fonctions maximales): La fonction T � est dite: opérateur maximal

de la famille (Tn)n2N� ou simplement: fonction maximale

Les fonctions maximales sont liées à la convergence presque partout par le théorème

suivant:
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Théorème 2.6.3 Si
�
(Tn)n2N� ; Tn : L

p (T) �!M (T)
	
est une famille d�opérateurs linéaires

tel que l�opérateur maximal T �est de type (p; q)� faible: Alors:
L�ensemble C =

�
f 2 Lp (T) ; lim

n!+1
Tn (f) (t) = f (t) p:p

�
est fermé dans Lp (T) :

Démonstration. voir: [8]

Exemple 2.6.1 (Opérateurs maximaux):

1. D� (f) (t) = sup
n2N

j(Dn � f) (t)j = sup
n2N

jSn (f) (t)j (Dirichlet).

2. F � (f) (t) = sup
n2N

j(Fn � f) (t)j = sup
n2N

j�n (f) (t)j (Fejér).

3. P � (f) (t) = sup
0<r<1

j(Pr � f) (t)j :

On sait par exemple que F � est de type (p; p)� fort 8p � 1; donc aussi de type (p; p)�
faible 8p � 1; d�après le théorème précédent, l�ensembleC =

�
f 2 Lp (T) ; lim

n!+1
�n (f) (t) = f (t) p:p

�
est fermé dans Lp (T) or, manifestement l�ensembleC contient tout les polynômes trigonométriques

et comme C est fermé et P(T) est dense dans Lp (T) ; on a nécessairement C = Lp (T) :Ce

qui signi�e que l�on a:

8p � 1;8f 2 Lp (T) : lim
n!+1

�n (f) (t) = f (t) presque partout.

Pour l�opérateur D�; il sera de type (p; p) � fort si on a:




sup
n2N

(Dn � f)





Lp(T)

� Cp

kfkLp(T) :
On sait déjà que l�on a pour p � 1; sup

n2N
kDn � fkLp(T) � Cp kfkLp(T) ; mais cette inégalité

est loin d�impliquer queD� est de type (p; p)�fort et c�est justement ce passage qui renferme
les subtilités et les estimations judicieuses utilisées pour montrer le théorème de Carleson.

2.7 Séries orthogonales

La théorie des séries de Fourier (ou trigonométriques) s�étend de manière naturelle à un cadre

plus large, celui des séries orthogonales. Nous développons ici certains aspects importants

de cette théorie.
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Dé�nition 2.7.1 Soient [a; b] un intervalle de R;tel que a < b et ('n)n2N une suite dans

L1 [a; b] : On dit que le système ('n)n2N est orthonormal si et seulement si pour tout m;n 2
N:

bR
a

'n (t)'m (t) dt =

8<: 0 si n 6= m
1 si n = m

Dé�nition 2.7.2 Soit (an)n2N� une suite à valeur réelles. On appelle série orthogonale la

série dé�nie par la suite des sommes partielles: Sn (t) =
nP
k=1

an'n (t), t 2 [a; b]

2.7.1 Exemples de systèmes orthogonaux

Nous allons dans cette partie dé�nir quelque systèmes orthogonaux classiques.

Dé�nition 2.7.3 (Système de Haar):[1] Le système de Haar est dé�ni sur [0:1] par:

�00 (t) = 1 pour tout t 2 [0:1]

�10 (t) =

8>>><>>>:
1 si t 2

�
0:1
2

�
0 si t = 1

2

�1 si t 2
�
1
2
; 1
�

Et de manière générale:

�kn (t) =

8>>><>>>:
p
2n si t 2

i
k�1
2n
:
k� 1

2

2n

h
= Ik1n

�
p
2n si t 2

i
k� 1

2

2n
: k
2n

h
= Jk2n

0 pour tout t =2 Ik1n [ Jk2n
Où n 2 N� et k = 1; 2; : : : ; 2n

Proposition 2.7.1 Le système de Haar est orthonormal.

Preuve. Soit n;m 2 N; alors:
1R
0

�
�kn (t)

�2
dt = 1

Pour n = 0; on a:
1R
0

�00 (t)�
1
0 (t) dt = 0:

Et les fonctions �00 (t) et �
1
0 (t) sont orthogonales aux autres fonctions �

k
m où m 6= 0

Pour n 6= 0 et m 6= 0 on a clairement:
1R
0

�in (t)�
j
n (t) dt = 0 si i 6= j

Supposons maintenant n > m; alors dans se cas la fonction �jn prend ces valeurs dans

un intervalle où la fonction �im est constante et égale à "
p
2m où " 2 f�1:0:1g : Donc
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1R
0

�in (t)�
j
m (t) dt = "

p
2m

1R
0

�in (t) dt

= 0

Dé�nition 2.7.4 (Système de Rademacher):[1] Le système de Rademacher est dé�ni

pour tout t 2 [0:1] et n 2 N� par:
r0 (t) = 1

rn (t) = sign (sin (2
n�t))

=

8>>>><>>>>:
1 si t 2

2n�1
[
k=0

�
2k
2n
:2k+1
2n

�
�1 si t 2

2n�1
[
k=0

�
2k+1
2n
:2k+2
2n

�
0 pour tout t = k

2n

Où k = 0; 1; : : : ; 2n+1

Remarque 2.7.1 On a: r0 (t) = �00 (t) pour tout t 2 [0:1] et r1 (t) = �10 (t) pour tout

t 2 ]0:1[ et r1 (0) = r1 (1) = 0 et de manière générale:
rn+1 (t) =

1p
2n

2nP
k=1

�kn (t) pour tout t 2 ]0:1[ et rn+1 (0) = rn+1 (1) = 0 où n 2 N

Proposition 2.7.2 Le système de Rademacher est orthonormal.

Preuve. On a pour tout n 2 N� :
1R
0

(rn (t))
2 dt = 1

2n

1R
0

�
2nP
k=1

�kn (t)

�2
dt

= 1
2n

1R
0

2nP
k=1

�
�kn (t)

�2
dt

= 1

pour n = 0; on a:
1R
0

(r0 (t))
2 dt = 1

Soit m 2 N tel que m 6= n; alors:
1R
0

rn (t) rm (t) dt =
1p
2n+m

1R
0

2nP
i=1

�in (t)
2mP
j=1

�jm (t) dt

= 0

Car le Système de Haar est orthonormal.

Pour n = 0, r0 est clairement orthogonal aux autres fonctions rm où m 6= 0:

Dé�nition 2.7.5 (Système de Walsh):[1] Le système de Walsh est dé�ni pour tout t 2
[0:1] et n 2 N� par:
w0 (t) = 1
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wn (t) = r�1+1 (t) � r�2+1 (t) � � � � � r�p+1 (t)
Où �1 � �2 � � � � � �p et p 2 N� tel que n = 2�1 + 2�2 + � � �+ 2�p

Proposition 2.7.3 Le système de Walsh est orthonormal.

Preuve. On a pour tout n 2 N�:
1R
0

(wn (t))
2 dt =

1R
0

�
r�1+1 (t) � r�2+1 (t) � � � � � r�p+1 (t)

�2
dt

= 1

pour n = 0 on a:
1R
0

(w0 (t))
2 dt = 1

et w0 est clairement orthogonal aux autres fonctions wm où m 6= 0.
Soit m 2 N tel que m 6= n; alors:
1R
0

wn (t)wm (t) dt =
1R
0

�
r�1+1 (t) � r�2+1 (t) � � � � � r�p+1 (t)

� �
r�01+1 (t) � r�02+1 (t) � � � � � r�0p+1 (t)

�
dt

= 0

Car le système de Rademacher est orthonormal.

2.7.2 Convergence des séries orthogonales

Nous allons en premier lieu étudier les propriétés de convergence des séries orthogonales.

Nous rappelons ici quelques théorèmes très utiles pour notre étude des séries orthogo-

nales:

Théorème 2.7.1 (Egorov): Soient E un ensemble de mesure �nie et (fn)n2N une suite

de fonctions mesurables, convergeant presque partout sur E vers une fonction f: Alors pour

tout " > 0, il existe un sous ensemble mesurable E" de E tel que: � (E") � � (E) � " et la
suite (fn)n2N converge uniformément vers f sur l�ensemble E":

Démonstration. Voir: [2] ou [5].

Théorème 2.7.2 (Lusin): Soit f une fonction dé�nie sur l�intervalle [a; b] : Alors, f est

mesurable si et seulement si pour tout " > 0 il existe une fonction g continue sur [a; b] ; tel

que: � ft 2 [a; b] : f (t) 6= g (t)g � ":

Démonstration. Voir: [2] (exercice (03) du Chapitre 12) ou [5] :
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Théorème 2.7.3 [1] Soit ('n)n2N� un système orthonormal dé�ni sur l�intervalle [a; b],

alors:

1. Si ('n)n2N� est borné et tel que
P
n�1
an'n (t) converge presque partout, on a:

lim
n!+1

an = 0:

2. Si ('n)n2N� est borné, on a:
P
n�1
'2n (t) = +1 sur un ensemble de mesure positive.

3. Si ('n)n2N� est complet, alors:
P
n�1
'2n (t) = +1 presque partout.

Démonstration. Soit ('n)n2N� un système orthonormal dé�ni sur l�intervalle [a; b].

1. Supposons que ('n)n2N� est borné et que
P
n�1
an'n (t) converge presque partout, où

an 2 R et n 2 N�; alors:

Comme ('n)n2N� est borné, il existe un réel M > 0 tel que: j'n (t)j < M pour tout

t 2 [a; b] :

Soit " et � deux réels strictement positif tel que: 0 < � < 1 et M2" < �

Comme
P
n�1
an'n (t) converge presque partout sur l�intervalle [a; b] alors, d�après le

théorème d�Egorov, il existe un ensemble E � [a; b] tel que � (CE) � " sur lequel la

série
P
n�1
an'n (t) converge uniformément.

On déduit que: lim
n!+1

an'n (t) = 0 uniformément sur E et donc:

lim
n!+1

a2n
R
E
'2n (t) dt = 0:

D�autre part, on a :
R
E
'2n (t) dt =

bR
a

'2n (t) dt�
R
CE
'2n (t) dt

� 1�M2"

> 1� �

Il en résulte que: lim
n!+1

an = 0

2. Soit ('n)n2N� un système orthonormal borné et " > 0:

Supposons le contraire c.a.d
P
n�1
'2n (t) converge presque partout, alors:
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Comme ('n)n2N� est borné, il existe un réel M > 0 tel que: j'n (t)j < M pour tout

t 2 [a; b] :

D�après le théorème d�Egorov, il existe un ensemble E � [a; b] tel que � (CE) � "
M2

sur lequel la série
P
n�1
'2n (t) converge uniformément.

Donc: lim
n!+1

bR
a

'2n (t) dt = lim
n!+1

R
E
'2n (t) dt+ lim

n!+1

R
CE
'2n (t) dt

� "

On déduit alors que lim
n!+1

bR
a

'2n (t) dt = 0, ce qui contredit l�hypothèse:
bR
a

'2n (t) dt = 1:

3. Soit ('n)n2N� un système orthonormal complet et " > 0.

Supposons que
P
n�1
'2n (t) converge presque partout sur un ensemble de mesure positive

E � [a; b].

D�après le théorème d�Egorov, il existe un ensemble F � E � [a; b] ; tel que la sérieP
n�1
'2n (t) converge uniformément sur F et d�après le théorème de Lusin, il existe une

constante � > 0 tel que
P
n�1
'2n (t) < � pour tout t 2 F:

Soient G � F tel que � (G) < 1
4�
et g une fonction dé�nie par:

g (t) =

8<: 1 si t 2 G
0 si t =2 G

On note: Sg (t) =
P
n�1
an'n (t) la série de Fourier associée à g:

D�après l�inégalité de Bessel, on a:P
n�1
a2n �

bR
a

(g (t))2 dt � � (G) � 1
4�

Donc, pour tout t 2 F :����P
n�1
an'n (t)

���� � �P
n�1
a2n

� 1
2
�P
n�1
'2n (t)

� 1
2

�
�
1
4�
�
� 1
2 � 1

2
8t 2 F (1)

Comme la série
P
n�1
a2n est convergente; alors le reste d�ordre n de cette série converge

vers zéro donc, il existe un rang N 2 N; tel que pour tout n � N; on a:
P

n�N
a2n � "2

�

Donc, pour tout t 2 F; on a:
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����� Pn�Nan'n (t)
����� �

 P
n�N

a2n
P
n�N

'2n (t)

! 1
2

�
�
"2

�
�
� 1
2 � "

Il en résulte que la série
P
n�1
an'n (t) converge presque partout sur G (et même uni-

formément). D�autre part, le système ('n)n2N� étant complet, on a par l�égalité de

Parseval:

kgk2L2[a;b] = lim
n!+1

nP
k=1

a2k ou bien sous une autre forme:

lim
n!+1

R
E

�
g (t)�

nP
k=1

an'n (t)

�2
dt = 0

En particulier: lim
n!+1

nP
k=1

an'n (t) = g (t) presque partout sur G:

Contradiction avec l�inégalité (1) car g (t) = 1 pour tout t 2 G:

2.7.3 Convergence presque partout

Les noyaux de Dirichlet et Fejér ont joué un rôle important dans l�étude de la convergence

(simple ou ponctuelle) des séries de Fourier trigonométriques. Dans le cas général de sys-

tèmes orthogonaux quelconques, de tels noyaux ne peuvent pas être toujours explicités.

Nous donnerons ici une approche utilisée dans les questions concernant ce type de con-

vergence.

Proposition 2.7.4 [1] Soient ('n)n2N� un système orthonormal, (an)n2N� et (Vn)n2N� deux

suites réelles, telles que (Vn)n2N� est croissante , lim
n!+1

Vn = +1 et la somme
P
n�1
a2nVn est

�nie. Alors pour toute suite d�entiers (nk)k2N� véri�ant nk+1 > nk et k � Vnk 8k � 1; on
a: Snk (t) =

nkP
j=1

aj'j (t) converge presque partout.

En particulier, si Vn = log2 (n) et nk = 2
k; on pourra écrire: Si

P
n�1
a2n log2 (n) < +1; on

a la sous suite S2n (t) =
2nP
j=1

aj'j (t) converge presque partout.

Preuve. Soient ('n)n2N� un système orthonormal et (an)n2N� et (Vn)n2N� deux suites

telles que dé�nies plus haut. Nous avons du fait des hypothèses:
P
n�1
a2n < +1
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Donc d�après le théorème de Riesz-Fischer (généralisé aux séries orthogonales), il existe

une fonction f dans L2 [a; b] tel que:
bR
a

(f (t))2 dt =
P
n�1
a2n

On pose: Sn (t) =
nP
j=1

aj'j (t) ; alors:

bR
a

(f (t)� Sn (t))2 dt =
bR
a

(f (t))2 dt�
bR
a

(Sn (t))
2 dt =

P
j�1
a2j �

nP
j=1

a2j =
P

j�n+1
a2j

Posons: rnk =
P

j�nk+1
a2j ; alors, par la transformation d�Abel, on a:

pP
k=1

rnk =
pP
k=1

k
�
rnk � rnk+1

�
+ p � rnp+1

=
pP
k=1

k

 
nk+1P

j=nk+1

a2j

!
+ p � rnp+1

�
pP
k=1

Vnk

 
nk+1P

j=nk+1

a2j

!
+ Vnp

P
j�np+1+1

a2j

�
pP
k=1

Vnk

 
nk+1P

j=nk+1

a2j

!
+

P
j�np+1+1

Vja
2
j

Donc:
+1P
k=1

rnk �
+1P
k=1

Vnk

 
nk+1P

j=nk+1

a2j

!
+ lim
p!+1

P
j�np+1+1

Vja
2
j

�
+1P
k=1

 
nk+1P

j=nk+1

Vja
2
j

!
+ 0

=
P
n�1
Vna

2
n

< +1
D�où:P
k�1

bR
a

(f (t)� Snk (t))
2 dt < +1; par le théorème de Levi, on déduit que:P

k�1
(f (t)� Snk (t))

2 dt < +1 presque partout.

Donc: lim
k!+1

Snk (t) = f (t) presque partout.

Lemme 2.7.1 Soit ('n)n2N� un système orthonormal. Alors pour toute suite a1; a2; : : : an

de nombres réels, il existe une fonction � dans L2 [a; b] et une constante M strictement

positive, tel que:

1.

���� jP
k=i

ak'k (t)

���� � � (t) pour tout 1 � i � j � n et t 2 [a; b]
2.

bR
a

�2 (t) dt �M log2 (n)
nP
k=1

a2k
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Preuve. Voir: [1] ou [4]

Nous en déduisons le théorème général suivant sur la convergence presque partout des

séries orthogonales.

Théorème 2.7.4 [1] Soit (an)n2N� une suite de nombres réels tel que la série:
P
n�1
a2n log

2 (n)

est convergente. Alors, pour tout système orthonormal ('n)n2N� ; la série
P
n�1
an'n (t) con-

verge presque partout.

Démonstration. Soient (an)n2N� une suite de nombres réels tel que:
P
n�1
a2n log

2 (n) <

+1 et ('n)n2N�un système orthonormal.

Posons Vn = log2 (n) pour tout n 2 N�:
Donc: k = V2k , on déduit d�après la proposition 2.7.4 que la série (S2k)k2N est conver-

gente presque partout.

Montrons maintenant la convergence presque partout de la suite (Sn)n2N� :

Pour tout n 2 N� il existe k 2 N tel que 2k � n � 2k+1:
Donc, d�après le lemme précédent, on a l�existence d�une fonction �k dans L2 [a; b] et une

constante réelle M strictement positive, tel que:

jSn (t)� S2k (t)j � �k (t) et
bR
a

�2k (t) dt �M log2
�
2k+1

� 2k+1P
j=2k+1

a2j

D�où:
+1P
k=1

bR
a

�2k (t) dt �M
+1P
k=1

log2
�
2k+1

� 2k+1P
j=2k+1

a2j

=M log2 (2)
+1P
k=1

(k + 1)2
2k+1P

j=2k+1

a2j

� 4M
+1P
k=1

(k + 1)2
2k+1P

j=2k+1

a2j

� 4M
+1P
k=1

2k+1P
j=2k+1

a2j log
2 (j)

� 4M
+1P
j=1

a2j log
2 (j)

< +1
Par le théorème de Levi, on déduit que la série

+1P
k=1

�2k (t) est convergente presque partout.

C�est à dire aussi lim
k!+1

�k (t) = 0 presque partout.

En dé�nitive, on a bien: lim
n!+1

Sn (t) = lim
k!+1

S2k (t) et la série
P
n�1
an'n (t) est donc

convergente presque partout.
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2.7.4 Séries de Fourier et fonctions de Lebesgue

Nous allons à présent introduire les fonctions de Lebesgue et donner quelque propriétés les

concernant.

Soient f 2 L2 [a; b] et ('n)n2N� un système orthonormal. Soit
P
n�1
an'n (t) la série orthog-

onale associe à la fonction f; tel que an =
bR
a

f (u)'n (u) du

Alors:

Sn (f) (t) =
nP
k=1

ak'k (t) =
nP
k=1

'k (t)
bR
a

f (u)'k (u) du =
bR
a

f (u)
nP
k=1

'k (t) 'k (u) du

=
bR
a

f (u)Kn (t; u) du

On pose: Kn (t; u) =
nP
k=1

'k (t) 'k (u) : noyau du système orthonormal ('n)n2N� :

Dé�nition 2.7.6 On appelle fonction de Lebesgue associée au système orthonormal ('n)n2N� ;

la fonction Ln dé�nie pour tout t 2 [a; b] par:

Ln (t) =
bR
a

jKn (t; u)j du

Lemme 2.7.2 Soit (cn)n2N� une suite réelle tel que la série
P
n�1
c2n est convergente alors, il

existe une suite réelle (rn)n2N� croissante vers +1 tel que
P
n�1
c2nrn est convergente.

Lemme 2.7.3 (Kronecker): Soit (Hn) et (un) deux suites réelles tel que Hn =
nP
k=1

uk et

soit (�n)n2N� une suite réelle positive et croissante tel que
P
n�1

un
�n
< +1: Alors: Hn = o (�n)

Preuve. Pour tout n;m 2 N� tel que m < n; en utilisant la transformation d�Abel:

jHn �Hmj =
���� nP
k=m+1

uk

����
=

���� nP
k=m+1

uk
�k
�k

����
�

nP
k=m+2

(�k � �k�1)
�����+1Pj=k uj�j

�����+ �m+1
����� +1P
j=m+1

uj
�j

�����+ �n
����� +1Pj=n+1uj�j

�����
Comme

P
n�1

un
�n
< +1; alors:

P
k�n

uk
�k
= o (1)

Donc:

jHn �Hmj � o (�n � �m+1) + o (�m+1) + o (�n)
= o (�n)
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D�autre part, on a:

jHnj � jHn �Hmj+ jHmj
= o (�n) + jHmj

Pour m �xé, on a: Hm = o (�n) car �n ! +1 quand n! +1
Donc: Hn = o (�n)

Théorème 2.7.5 [1] Soient ('n)n2N� un système orthonormal et Ln la fonction de Lebesgue

associée. On se donne (�n)n2N� une suite réelle positive et croissante et E � [a; b]. On a les
propriétés suivantes:

1. Si
P
n�1

1
�n
< +1; alors: Ln (t) = o

�p
�n
�
presque partout.

2. Si
nP
k=1

'2k (t) = O (n) ; alors: Ln (t) = O (
p
n) pour tout t 2 E:

En particulier, ce sera le cas si le système est borné (dans le cas du système trigonométrique

on sait déjà que: Ln (t) = O (log (n))).

3. Si pour tout t 2 E, Ln (t) = O (�n) quand
P
n�1
a2n < +1; alors: Sn (t) = Ot

�p
�n
�

presque partout sur E:

4. Si Ln (t) = O (�n) presque partout sur E: Alors: si
P
n�1
a2n�n < +1; la série orthogonalP

n�1
an'n est convergente presque partout sur E:

Démonstration. Soient ('n)n2N� un système orthonormal et Ln la fonction de Lebesgue

associée et soient (�n)n2N� une suite réelle positive et croissante et E � [a; b]. On a:

1. Supposons que la série
P
n�1

1
�n
est convergente, alors:

P
n�1

bR
a
'2n(t)dt

�n
=
P
n�1

1
�n

Donc
P
n�1

bR
a
'2n(t)dt

�n
converge sur [a; b] ; d�après le théorème de Beppo-Levi, on a:P

n�1

'2n(t)dt
�n

est convergente.

Donc, d�après le lemme de Kronecker, on a:
P
n�1
'2n (t) = o (�n) :
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Pour tout t 2 [a; b] ; on a:

L2n (t) =

�
bR
a

Kn (t; u) du

�2
� (b� a)

bR
a

K2
n (t; u) du � (b� a)

nP
k=1

'2n (t)

Donc: Ln (t) = o
�p
�n
�

2. On a pour tout t 2 E :

L2n (t) � (b� a)
nP
k=1

'2n (t) = O (n)

Donc: Ln (t) = O (
p
n) :

3. La démonstration de ce point est technique, longue et di¢ cile (voir [1]).

4. Supposons que Ln (t) = O (�n) presque partout sur E et que la série
P
n�1
a2n�n < +1:

D�après le lemme 2.6.2, il existe une suite réelle (rn)n2N� croissante vers +1 tel queP
n�1
a2n�nrn < +1

Soit eSn (t) = nP
k=1

ak
p
�krk'k (t)

D�après la transformation d�Abel, on a pour tout n; p 2 N�:

jSn+p (t)� Sn (t)j =
���� n+pP
k=n+1

ak'k (t)

����
=

���� n+pP
k=n+1

1p
�krk

ak
p
�krk'k (t)

����
�

n+p�1P
k=n+1

�
1p
�krk

� 1p
�k+1rk+1

� ���eSk (t)���+ jeSn(t)jp
�n+1rn+1

+
jeSn+p(t)jp
�n+prn+p

En appliquant le point (3) à la série
P
n�1
an
p
�nrn'n (t) ; on aura:

eSn (t) = Ot �p�n� presque partout sur E:
Donc:

jSn+p (t)� Sn (t)j �
n+p�1P
k=n+1

�
1p
�krk

� 1p
�k+1rk+1

� ���eSk (t)���+ot (1) presque partout sur E:
D�autre part:P
n�1

bR
a

�
1p
�nrn

� 1p
�n+1rn+1

� ���eSn (t)��� dt � P
n�1

�
1p
�nrn

� 1p
�n+1rn+1

��
bR
a

dt

� 1
2
�
bR
a

eS2n (t) dt� 1
2

=
p
b� a

P
n�1

�
1p
�nrn

� 1p
�n+1rn+1

��
nP
k=1

a2k�krk

� 1
2
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= O (1)
P
n�1

�
1p
�nrn

� 1p
�n+1rn+1

�
< +1

Donc Sn+p (t)� Sn (t) = o (1) presque partout sur E; c�est à dire que Sn (t) converge
presque partout.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l�étude des séries de Fourier et en

particulier aux méthodes de leur convergence dans les espaces Lp (T) ; 1 � p � +1. Ces
questions font partie d�un domaine plus vaste appelé analyse de Fourier.

Cette thématique continue de susciter un engouement dans la communauté scienti�que,

tout pour son aspect académique que pour ces nombreux développements technique. De

nombreuse questions, même de nature classique, restent encore posées. De même, la théorie

des séries de Fourier et ses méthodes peut s�élargir à d�autres espaces. Un aspect intéressent

serait de considérer tous ces questions dans le cadre des fonctions presque périodiques.
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