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Introduction

L’analyse de Fourier et I'une de ses branches, la théorie des séries de Fourier constituent
I'un des outils de choix en physique mathématique et théorie du signal, ot elles sont systé-
matiquement utilisées pour résoudre de nombreux modéles.

Les débuts de 'analyse de Fourier remontent aux travaux formels de J.Fourier qui a eu
recours aux séries de Fourier pour résoudre notamment 1’équation des ondes et celle dite
de la chaleur. Actuellement elle s’est élargie & une théorie puissante, ’analyse harmonique,
faisant appel a différents outils sophistiqués de I'analyse fonctionnelle moderne: théorie de
la mesure, théorie des opérateurs, interpolation, etc ...

La position de base du probléme est la suivante: Soit f : R — R (ou C) une fonction

périodique de période 7', on associe & cette fonction la suite de coefficients (cy), ., définie

par ¢ = %/f (t) e"*F"tdt . On pose alors: S, (f) (t) = 3. cxe” ", pour tout n € N.
k=—n
T

La question fondamentale concerne la convergence de la suite (S, (f)),cy Vers f ( c’est

N . P . . -2k
a dire de la série dite de Fourier S (f) (t) = Y cpe 1 1),
k>0

Le cadre fonctionnel naturel classique est celui des espaces de Lebesgue L? (T) , 1 < p <
oo et les modes de convergence des séries en question peuvent étre de différentes natures:
convergence en moyenne ( ou en norme LP), convergence presque partout, convergence en
mesure ou encore convergence ponctuelle (ou simple).

L’objectif est d’établir dans chacun des cas, des conditions suffisantes "optimales" as-
surant la convergence.

De maniére générale, ces questions sont difficiles. Le cadre particulier des espaces de

Hilbert L?(T) s’avére plus adapté grace a sa géométrie pour 1'étude de certaines questions,
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notamment celles liées & la convergence en norme. En utilisant la théorie des opérateurs et
les méthodes de leur interpolation, il sera souvent possible de transférer les résultats obtenus
dans l'espace L? (T) aux espaces plus généraux LP (T) , 1 < p < oo.

La difficulté des questions de convergence est bien illustrée par le théoréme célébre de
Carleson (1966), concernant la convergence presque partout de la série de Fourier d’une
fonction f € LP (T) , 1 < p < oo, répondant ainsi positivement & une question fondamentale
restée longtemps ouverte et ayant recue par différentes approches de nombreuse réponses
partielles.

Il convient de noter que le systéme trigonométrique {ei%Tﬂt} ,k € 7 est une base orthog-
onale de I'espace L? (T) et une base de chacun des espaces L? (T) , 1 < p < oo.

En considérant maintenant un systéme orthogonal borné quelconque {¢, (t)},k € Z de
fonctions dans les espaces LP (T) , 1 < p < oo, il est légitime de reconsidérer toutes les
questions précédentes dans ce cas plus général.

Nous présenterons ’essentiel des résultats généraux obtenus ainsi que leurs méthodes.

Le mémoire est composé de deux chapitres:

Dans le premier chapitre, nous présentons le cadre fonctionnel de cette étude. Nous
définissons aussi I'outil indispensable qu’est la convolution et énongons ces principales pro-
priétés. Le chapitre se termine par I’étude du comportement asymptotique de coefficients
de Fourier.

Le deuxieme chapitre est dédié a la convergence en norme des séries de Fourier et de
leurs moyennes. On présentera aussi quelques résultats concernant la convergence presque

partout. Enfin, on termine avec quelques résultats et méthodes sur les séries orthogonales.



Chapitre 1

Les séries de Fourier

1.1 Introduction

L’origine des séries de Fourier remonte aux premiéres civilisations qui utilisaient une forme
primitive. L’analyse de Fourier moderne débute avec les travaux formels de J.Fourier et
D’alembert sur I’équation des ondes et ’équation de la chaleur au 18eme siécle. Ces travaux
pionniers ont suscité I'intérét de nombreux autres savants de I’époque, parmi lesquels Dirich-
let avec son théoréme sur la convergence des séries de Fourier. Les travaux de Riemann a
travers son mémoire sur les séries trigonométriques (1864) constituent une avancée et un
couronnement des travaux antérieurs. L’arrivé de I'intégrale de Lebesgue (1904) constitue
un tournant majeur dans le développement de la théorie des séries de Fourier et de ses

méthodes.

1.2 Généralités

Avant d’entamer 1’étude des séries de Fourier, Nous introduisons leur cadre fonctionnel.

1.2.1 Les fonctions périodiques :

Définition 1.2.1 Soit f une fonction définie de R dans C, f est dite périodique si il existe
un réel T strictement positif, tel que pour tout t dans R, on a: f(t+T) = f (t)
On dit alors que f est T-périodique.



1.2. Généralités

Remarque 1.2.1 Les fonctions périodiques possédent les propriétés suivantes:

1. §iT est une période de la fonction périodique f, alors tout multiple de T', n'T', n € Z

est une période de la fonction f.

2. L’ensemble des périodes d’une fonction périodique est un sous groupe additif de R.

a+T
3. Soit f une fonction T-périodique. Alors pour tout a dans R, on a : [ f(t)dt =
T a
[ f (t)dt. Done, Uintégral sur un intervalle de longueur T' ne dépend pas de lintervalle
0

choisie, mais de sa longueur.

4. Toute fonction périodique et continue sur R est bornée et uniformément continue sur

R.

5. Si f est T-périodique, on peut la ramener o une fonction 2m-périodique en effectuant

2T

5 - Cest pourquot dans notre étude, on se

le changement de variable suivant : t =

restreindra au fonctions 2m-périodiques.

1.2.2 Les espaces [P (T) , 1 <p< 0

Soit T =R /277 le tore & une dimension, les espaces suivants sont le cadre naturel de ’analyse

de Fourier.

Définition 1.2.2 On note C (T) l’ensemble des fonctions continues 27 -périodiques & valeurs

complezes définies sur R.

L’espace C'(T) muni de la norme || f{| e (p) = Stlelj}l? (If(@®)]), f € C(T) est un espace de
Banach.

Du fait de la propriété (3) de la remarque 1.2.1, T désignera en pratique un intervalle
quelconque de longueur 27.

On note C* (T), k € N, I'ensemble des fonctions de C (T) qui sont de classe C*.

Définition 1.2.3 On note L? (T),1 < p < oo l’ensemble des fonctions f définies sur R
mesurables et 2m-périodiques dont Uintégrale [ |f (t)|" dt est finie.

L> (T) désigne celui des fonctions mesurables, 2mw-périodiques et essentiellement bornées.
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Remarque 1.2.2 Les espaces LP (T) possédent les propriétés suivantes :

1. Muni de la norme || f|| ,p(p) = (5= Jo1f @ dt)»,1<p<ooet 1l poo(my = Supess (f ()

ces espaces sont des Banach .

2. L?(T) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (f,g) 9 r2m) = 2 fqr

et de la norme HfHL2(’]I‘) =/ (f, f)
3. L’espace C (T) est dense dans chacun des espaces LP (T), 1 < p < oo.
Proposition 1.2.1 Soient p et q deuz réels tels que 1 < p < q < oo, f € LI(T) et
g€ C(T). On a alors:
LAl pery S Wfllpaery > N9l paery < 119l ooy
2. C(T) c L9(T) c L*(T).

Preuve. Soient f € L7 (T) et g € C (T) ou p et ¢ sont deux réels tel que 1 < p < ¢ < o0.

On a alors:

1
L gllngry = (3 Sl @1 @) < (& o (Iollimgr) )" < sl
Done: [lgllary < llgll e

La premiere inégalité s’obtient en utilisant 1'inégalité de Holder:
P q9—p

Hf”LP(T = fﬂf )P dt < <2ﬂ fT If (1) ) )‘1 <% f’[[‘ lﬁdt>7
< (& el f @1 dr)e

On aura donc = |[fl[ ey < 11 Lo

2. Ces inclusions résultent directement des inégalités précédentes.

Remarque 1.2.3 D’aprés les résultats précédents, on a les inclusions suivantes:
CH(T)c C(T) c LI(T) c LP(T) Cc L} (T) ouk €N et 1 < p < q < co.

Car la mesure utilisée est finie.
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Définition 1.2.4 On appelle polynéme trigonométrique P toute combinaison linéaire d’éléments
du systéme trigonométrique (e,), oy 00 €, (t) = €™ pour tout t € T et n € Z et on écrit:

N
P(t)= > a,e™ ova, €C et NeN.
n=—N
On note P (T) I'ensemble de tout ces polynomes, on a clairement: P (T) C C'(T).

Définition 1.2.5 On appelle translation définie sur le tore T ’application 7, , ot a € T
définie de L' (T) dans L' (T) comme suit :
To: LY (T) — L' (T)
fr—Taf
tel que: T,f (t)=f(t—a),VteT.

Définition 1.2.6 Un espace de Banach B C L' (T) muni de la norme ||-|| est dit Ho-

mogéne sur T, si il vérifie les conditions suivantes :

L A[fllg =2 [ fllprery pour tout f € B.
2. ey, € B pour tout n € Z et ||egl|z = 1.
3. 1of € B et ||1ofllg = |fllg pour tout a € T et f € B.

4. L’application ¢;: T — B, avec ¢y (a) = T.f est continue pour tout a € T et f € B.

Proposition 1.2.2 Les espaces LP (T) , 1 < p < +o00 et C (T) sont homogénes sur le tore
T.

Preuve.

1. La premiére condition est vérifiée pour tout les espaces L? (T) , 1 < p < 400 et C (T)

et cela d’apres la proposition 1.2.1.

2. On sais que e, € P(T) et P(T) ¢ C(T) C L?(T) pour tout 1 < p < 400, donc
e, € C(T) et e, € LP(T).

On a e (t) = 1 pour tout t € T, donc : Heo||Lp(T) =1 pour tout 1 < p < +o0.
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3. Soit f € L' (T) et a € T, on a:
Si feC(T),alors 7,f (t) = f(t —a),Vt €T et donc 7,f (t) € C(T) et
HTafHLoo(T) = ||fHLoo(1r)
Si fe LP(T), 1< p < oo, alors pour tout t € T :
I7af lpoery = (25 Jo 7af B At)? = (& [y | (t—a)l" de)?
= (5= Jp If ()] du)% (par le changement de variable u =t — a)
= ||f||LP(T)
4. Soit f € L' (T) et a € T, on a:
Si f € C(T) alors, comme T est compacte, f est uniformément continue sur T.
Soit donc € un réel strictement positif et a et ag dans T, alors :

Puisque |(t —a) — (t — ag)| = |a — ao| et f est uniformément continue sur T, il existe

0 > 0 tel que:

Sila—ag| <9, alors: |f(t—a)— f(t—ag)| <e, cestadire: |7,f(t) — T4 f ()] <&

pour tout t € T
Dot sup (|7of (t) — Tao f (1)]) < &, Cest adive: [|7of — Tag [l poo(ry < €
teT

Donc ¢, est continue pour tout f € C'(T)

Soient maintenant f € LP(T) , 1 < p < 0o, £ un réel strictement positif et a et ag

dans T tel que: |a —ag| <6 .
Comme C'(T) est dense dans L? (T) alors, on peut trouver g € C (T) tel que:
I —9||Lp(1r) <3

Dongc, en utilisant la linéarité de ¢, par rapport a f et la propriété (3) de la définition

1.2.7, on aura:

ITaf — Taof”LP(']I‘) < |lraf - TagHLp(’IF) + 709 — TaogHLP(’]I‘) + 7009 — TaofHLp(T)
= I7a (f = Dllory + [17a0 (9 = Il o (ry + 1709 = Taodll Loy
=2[(f = Doy + 1709 = Taodll oy

< % +|Tag — TaogHLp(qr)
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Comme ¢ est continue sur C'(T), on peut trouver 4 tel que:

Si |a — aol <6, alors [|[Tag — Taodll 1oy < §

On aura alors :

||7—af - TaOf”LP(T) S €

En définitive ¢, est continue pour tout f € L (T).

1.3 Le produit de convolution

Le produit de convolution est un outil trés puissant pour ’étude des séries de Fourier ainsi
que leurs convergences. Pour cette raison, nous allons l'introduire dans cette section et

étudier ses propriétés essentielles.

Définition 1.3.1 Soient f,g € L' (T). Le produit de convolution de f par g est la fonction
notée f x g, définie par: fxg(z) = % Jo [z —1t) g (t)dt, pour tout z € T :

Nous exposerons ici quelque propriétés algébriques et analytiques du produit de convo-

lution.
Proposition 1.3.1 [3] Soient f,g,h € L' (T), alors:
1. f+g=g*f (Commutativité).
2. fx(gxh)=(f*g)*h (associativité).
3. (af+Bg)xh=a(f+h)+5(g*h), Yo, 5 € R (Linéarité).
4. (enf) * (eng) = (f * g) €n, Vn € Z.
5. epxey =0,"€,, Ym,n €7Z oud, estle symbole de Kronecker.

6. Ta(f*9)=Ta(f)xg=Ff*7a(g), VaeT

—_~—

Si on pose f(t) = f(—t), alors: fx§=fxg .

=

Ne)
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8. Soient 1 < p,q,r < 0o des réels tel que 1—1)+% =141, feLP(T)etge L(T), alors:

fxge L' (T) et ||f*gllprery < Nl oy 19l oy (Inégalité de Young).
Preuve.

1. Soient f,g € L' (T). On a pour tout x € T:

frg@)=5 [pfx—1t)gt)dt
= o= [ f (u) g (x — u) du (en posant u = x — 1)
=g+ f(2)

2. Soient f,g,h € L' (T), on a pour tout z € T :
(f*(g*h) () = 5; Jp f @ —1) (g h)(t)dt
:%fo( t) (& [r9(t —u)h(u)du) dt

(& [p f(z—1)g(t —u)h(u)dt) du (par Fubini).
(= f(x—t)g(t—u)dt)h(u)du

:%fT(%fo(x—t)g((x—u)—(:c—t))dt)h(u)du
(3 Jo f (
(

(z —u) — s) g (s)ds) h(u)du (en posant s =t — u).

3. La linéarité du produit de convolution est une conséquence directe de la linéarité de

I'intégrale.

4. Soient f,g € L'(T) et n€Z , on a:

((enf)  (eng)) = 5 fT t) ™M@=t g (t) e dt
:ﬁfo(x— ety (t) di
= ((fxg)en) (t)

5. Soient n,m € Z, on a :

10
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- et

0 sim#n

€M sim=n

=0"e, (x)

6. Soient f,g € L' (T) et a € T, en utilisant la commutativité du produit de convolution,

To(fx9)(2) =5 [p fla—a—1t)g(t)dt
o Jo f(z —u) g (u—a)du (en posant u =t + a)
= (f*7a(9)) (2)
=Ta(g* f)(2)
= (g% 7. (f)) (2)
= (1o (f) * g) (2)

7. Soient f,g € L' (T), tel que f (t) = f (—t) pour tout ¢t € T, alors :
f(

frg(@) =5 Jy fle—1)g(t)dt
o Jof(—z+t)g(=t)dt
s Jo f (=2 —u) g (v) du (en posant u = —t)
= [*g(-2)

= [*g(x)
8. Soient 1 < p,q,r < oo des réels, tel que: %—i— % = % +1, fel’(T)et g€ L1(T), on
a:
Sir = oo, alors: %Jr % = 1, en utilisant I'inégalité de Holder, on aura pour tout x € T:
[f*g(@)| = |5 o fla—1)g(t)dt|
<L L lf -t g )t

< ||f||LP(']1‘) ||.g||Lq(']1')

A

Et donc:

11
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I *gHLOO(’]I‘) < ”f”LP(’]I‘) ||9||Lq(1r)
Si r < oo , nous démontrons d’abord le résultat intermédiaire suivant:
Pour tout f,g € L' (T), ona fxg € L' (T) et |[f * gllpiry < 1f |1z 1911y
En effet, on a:
1f*gllprery = 3 Jr |% Jof@—=1)g() dt‘ dx
< o Jo (a5 Jo lf (z = )] |g (t)] dt) dz
=5 Jo (5= Jo |f (@ = )| |g (¢)| dz) dt (par Fubini).
= 50 Jrlg (O] (55 JrI7ef (2)| dv) dt
= 1Tefllpry 37 Jr lg (B)] dt
< Hf”Ll(’H‘) HgHLl(T) (car HthHLl('JT) = HfHLl(T))-
On conclu donc que: f g € L' (T)
Revenons maintenant a notre démonstration:
Soient p’" et ¢’ les deux composants conjugués de p et ¢, alors: ]% + i + % =1
Donc: 1—§:§et1—§:}%, alors:
15 glrry = 25 Jolor o f (@ =) g (D dt] da
< 5x Jr (55 Jp I (@ =) lg (B)] dt)" da
= o (& el G =717 L 01 (f (= 0P Lo (0)1)
< £ o (R folf G =0 )7 (& frlo (0 dt)?
(£ (1 =P lg @) dr)") da
(en utilisant I'inégalité de Holder généralisé)
— 10y 1ty NP

< AN Cry L0 ey P 2y 197l 1y (e utilisant le résultat

dt) " dx

=

intermédiaire).
= HfHLp(T ||f”Lq (T) (zn fqr |f |p dt) (gﬂ fqy |g |q dt)
= 1 gomy 1 Wy 1A 0oy N9l Zary

12
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= ||f||71;p(1r) ||f||71;q(1r)

Donc: (11 # gll ey < 1oy N9l zagey - ot f g € L7 (T).

Proposition 1.3.2 [§]

1. Soient 1 < p,q < oo des réels tel que % + l =1, feLP(T) etge LI(T), alors
fxg e L>(T) et [|f *gllpooery < 1 f1Loery HgHLQ(’]I‘ de plus f x g € C(T).

2. Soient 1 <p<oo, feLl(T)etge L' (T), alors f xg € LP(T) et

1f % 9l oy < 1l ogry 191l iy » de plus si f € C(T), alors f*g € C(T).
Preuve.

1. Soient 1 < p,q < oo des réels tel que 1—17+ % =1,felP(T)etge L1(T), alors :
D’aprés I'inégalité de Young, en posant r = oo, on trouve : || f * gl poc iy < [|f |l 2ocry 19]l Loy
et donc f*g e L>®(T).

Pour la continuité, supposons en premier lieu que f € C'(T).
Comme f est continue sur le compacte T, alors f est uniformément continue .
Soit maintenant & un réel strictement positif.
Alors:
[f g (@)= FrgWl= g [ (f(@—1t) = f(y—1)g(t)dt]
<o Jolf@—1) = fly—1)llg(t) dt

Comme f est uniformément continue, alors il existe § > 0 tel que pour tout = et y

dans T, on a:

Si |z —y| <4, alors | f (x) = f (y)] <

||9HL1(11*)

Supposons que |z — y| < 0. Puisque |(x —t) — (y — t)| = |z — y|, alors :

[f(z =)= fly=1)] <

Donc:

||9HL1(T)

13
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[fxg@) = frg W< 5 Jr rag lo @] dt

= a2 Jolg (D)l dt

Tolr

m ||9||L1(1r)
=c

D’ou fxg e C(T).

Soit maintenant f € L? (T) :

Comme C'(T) est dense dans LP (T) pour p € [1,+o0o[ alors, il existe une suite de

fonction (fn),cn € C(T) tel que [|f — full o) — 0 quand n — +oo d’ou:
1% g = Fax 9l oo my = 1(F = fn) * gll oy

<Nf = fall pogry 91l pagry — O quand n — +o0
Donc |[f* g — fn * gl poo(ry = 0 quand n — +o0

On déduit que f * g est continue comme limite uniforme d’une suite de fonctions

continues.

Dans le cas ou p = oo, on utilise les mémes arguments avec q.

2. Soient 1 < p < oo, f € LP(T) et g € L' (T), alors en prenant r = p et ¢ = 1 dans

I'inégalité de Young, on trouve :

If *9||Lp(1r) < ||f||LP(T) ||9||L1(1r)
On déduit alors que f x g € LP (T).

Pour la continuité de f * g, lorsque f € C' (T), on procéde comme dans la premiére

partie.
Proposition 1.3.3 [§]
1. L’application p: L* (T) x L* (T) — L' (T) est bilinéaire

(frg)— fx*g

14
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2. Soient 1 <p < oo, ge L' (T), alors le produit de convolution: p : L (T) — L' (T)

est continu sur LP (T). fr— fxg

3. Sige CHT), alors fxg e C*(T) et D(fxg) = fxD(g) ou D est l'opérateur de

dérivation.
Preuve.

1. La bilinéarité de 'application ¢ résulte de la linéarité et de la commutativité du

produit de convolution.

2. Soient 1 <p < oo, fe LP(T) et g e L' (T) et soit (f,),cn C L?(T) tel que f, — f
dans L? (T), alors:
1f 9= Faxgllppy = 10 = fa) % gl 1)
<|f- anLp(qr) HgHLl(’]l‘) — 0 quand n — +o00

Dong, le produit de convolution est continu dans L” (T).

3. Soient g € C' (T), alors pour tout = et h dans T, on a:

D (f * g) (z) = lim {eleth=fxo@)

h—0 h
iy P50 (@)~ Frg(a)
h—0 h
= Illirr(l)f*(“h(g))éx)_f*g(x) (d’apres la proposition 1.3.1)
= Illin% w (linéarité du produit de convolution)
— T T-n(9)—9g
=i+ (=) @

=[x (}llin%th(hﬁ) (x) (continuité du produit de convolution).

= f*D(g)(z)
Donc, fxge C'(T) et D(f*g) = f=D(g)
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1.4. Les séries de Fourier

1.4 Les séries de Fourier

Avants d’entamer 1’étude des séries de Fourier, nous commencons par introduire les coeffi-

cients de Fourier et donner quelques propriétés les concernant.

1.4.1 Les coefficients de Fourier :

Définition 1.4.1 Soit f € L' (T) et n € Z. On appelle coefficient de Fourier d’ordre n

associé a la fonction f dans L' (T) le nombre complexe f(n) défini par :

n) = o [p f(t)e™dt

Si f € L*(T), alors f (n) = (f,e,) ot (f,g) = L [ f(t) g (t)dt pour tout f,g € L*(T)
est le produit scalaire défini dans L? (T).

Dans le théoréme suivant, on donne quelques propriétés de base de ces coefficients.
Théoréme 1.4.1 [3],[8] Soient f,g € L' (T) et n,m € Z.

1 )f(n)‘ < £l g1y

2. Linéarité : V (o, B) € C2: of + Bg(n) = of (n) + 5§ (n)

3. Conjugaison :F (n) =
J. Transposition : | (n) = F(=n) ou f (t) = f (=t) pour tout t € T.
5. Translation : Ya € T: 7of (n) = e~ f (n)

6. Modulation : enf (n) = f (n —m)

7. Convolution : f g (n) = f (n)g(n)

8. Polynome trigonométrique : Soit P un polynome trigonométrique tel que

N .
Pt)= > ape™ ou N € N. eta, € C pour tout k € Z, alors:
k=—N

a, si n] <N

P(n) =
0si|n|>N
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1.4. Les séries de Fourier

Démonstration. Soient f,g € L' (T) et n,m € Z.

1. On a:

F )] = | o f @ emidt] < & Lol @ldt < 1l s

Donc, les coefficients de Fourier sont bien définis pour toute fonction f € L' (T).
2. La linéarité : Elle résulte directement de la linéarité de 1'intégrale.

3. Conjugaison: On a:

~

F) = & [ T @emtdt = £ [ F @) cdi = T (—n)
4. Transposition : On a:
} = 5 fT ye mdt = % Jp [ (=t)e ™ dt = % Jp f (u) €™ du
(en posant u = —t)
=f(-n)

5. Translation : On a pour tout a € T:
Tof (n) = oL [orof (t) e ™dt = = [ f(t—a) e ™dt = 5= [ f (u) e ™ T dy
(en posant u =t — a)
p—ina 1 fT ) e~inudy, = e—ma]?(n)
6. Modulation :On a:
emf (n) = = [ f(t)ememmtdt = L [ f (1) emnmtdt = F(n—m)
7. Convolution : On a:
f/*\g( = 5: Jp fxg(t)e ™ at
=5 Jr (55 Jo f(t = u) g (u) du) e dt
=5 Jo (o= Jo f (t —u) g (u) e ™ du) dt
=5 Jp (5= [ f (t —u) g (u) e=™dt) du (par Fubini).

= e G f (=) e ) d

= Jo g e ™ (L [, f(v)e ™ dv) du (en posant v =t — u)

17



1.4. Les séries de Fourier

= f(n)g(n)
8. Polynéme trigonométrique : Soit P un polynoéme trigonométrique tel que

N .
P(t) = kZNake’kt oit N € Net a, € C pour tout k € Z, alors:

fay . N . . N .
P(n) =5 [p P(t)e™dt = - [, kZNakeZkte_mtdt =5 Ip kENake_z(”_k)tdt

a, si |n] <N

N
_ lza/k e—i(n—k)tdt —
=N b Osi |n| >N

1.4.2 Comportements asymptotiques des coefficients de Fourier :

Dans cette partie, on s’intéressera au comportement asymptotique des coefficients de Fourier

quand |n| tend vers l'infini et étudier la relation existante entre la régularité d’une fonction
n vi nvergence vers zér ien urier iés 3

dans L' (T) et la vitesse de convergence vers zéro des coefficients de Fourier associés a cette

derniere.
Définition 1.4.2 Soit S l’ensemble des suites x = (v,,),,., & valeurs dans C. On note :

1. £ (Z) Uensemble des suites bornées dans C.
2. 7 (Z),1 < p < oo l'ensemble des suites x € S dont la somme Y |z,|" est finie.
neZ

3. ¢ (Z) Uensemble des suites x € S tel que lim z, =0

[n]—o0
4. coo (Z) Uensemble des suites x € S pour lesquelles il existe N € N tel que x,, = 0 pour

In| > N.

Sl

Remarque 1.4.1 Les espacesl? (Z),1 < p < +oo munis de la norme ||z||,p ) = <Z |xn|p)
nez
pour p # o0 et de la norme ||| e (z) = sup (|z,|) pour p = +o0 sont des espaces de Banach.
nez

co (Z) et coo (Z) sont des sous espaces de £ (Z).

Théoréme 1.4.2 (Lemme de Riemann-Lebesgue): [8] Si f € L' (T), alors fA(n) — 0

quand |n| — +o0
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1.4. Les séries de Fourier

Démonstration. Soient f € L' (T), alors pour tout n € Z, on a:

HOIES \ﬂn) +f<n>\

Ry —

=4+ wlfT mt”dt\

—%fn ng te_m““ﬁ dt‘

= % {% fT f(t) e ™dt — % fT f (u — %) e*m“du| (en posant u =t + %)
=i \ (f (&) = f(t—F))e™at|

< L LIF 01— a

<

2 ”f o T%fH[A(T)

Comme la translation est continue dans L' (T), d’aprés la proposition 1.2.2, alors :

/- T%f“Ll(T) — 0 quand |n| — 400 et donc en définitive, |f (n)‘ — 0 quand

In| — +oo. =
De ce théoréme, on déduit que les coefficients de Fourier d’une fonction f € L' (T) sont

des éléments de ’ensemble ¢ (Z).

Proposition 1.4.1 Soit f € L' (T) et n € Z, alors:

1. L’application F: L' (T) — ¢y (Z) est linéaire continue de norme || F| = 1.
fr—(Fm)
neZ

2. La restriction de Uapplication F a LP (T),1 < p < oo et C(T) est continue.

Preuve. Soit f € L' (T), alors:

1. La linéarité de F découle directement de celle de I'intégrale.
Pour la continuité, on a d’aprés le Théoréme 1.4.1, pour tout f € L' (T)
)] < 1fll ey ¥ € Z et done aussi: || _ < 17 llagr
D’ou la continuité de F et de plus: || F|| < 1.
D’autre part, on a: F (eo) = 1 et [eol| 1y =1 .

En définitive, on a bien: ||F| = 1.
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1.4. Les séries de Fourier

2. Soit f e LP(T),1 < p < oo, on a d’apres le résultat précédent et la proposition 1.2.1:
Fo)| < 1oy < Wl
D’ou la continuité de la restriction de 'application F a LP (T).

La démonstration est la méme pour f € C'(T).

Proposition 1.4.2 [8] Soit f € L' (T) dérivable en tout point de T et f'sa dérivée.
Si f' € LMN(T), alors ' (n) = inf (n), f(n) =0 (L) et |f(n )‘ < Vow

Preuve. Soit f € L' (T) dérivable en tout point de T tel que sa dérivée f' € L' (T),
alors, pour tout n € Z:
Frin) == [y f/(8) e ™dt = L [f () e ™) +okin [y f (£) e ™dt = in (& [, f (t) e~ dt)
= inf (n)
Comme f’ € L' (T), d’aprés le lemme de Riemann-Lebesgue I (n) — 0 quand |n| — 400
Donc inf (n) — 0 quand |n| — +oo, d’out f (n) = o (1)
De l'égalité : f' (n) = mf(n) , On aura:
O %f/ )
W | Jp f () —mtdt]
|n| o Jo 11 ()]

Hf ”Ll(T)
In|

Proposition 1.4.3 [8] Soit f € L' (T) dérivable a Uordre k en tout point de T ot k € N et
f%®) sq dérivée d’ordre k.
|7#]]

Si f*®) ¢ L*(T), alors ]T(;)(n) = (in)" f( ), f( ) =o (%) et‘f(n)‘ < |n—|kLl(T) pour

tout n € Z*

Preuve. Soit f € L' (T) dérivable a l'ordre k en tout point de T ou k& € N tel que:
f® ¢ LY(T), alors pour tout n € Z, on a:

FO) (n) = L [ f® (1) e-intdt
En intégrant par partie k fois, on trouve: f( ) (n) = (in)" f(n)
Comme f®) € L1 (T), on déduit que (in)" f( ) — 0 quand |n| — 400
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1.4. Les séries de Fourier

Donc: f(n) =0 (%)
De Végalité : f®) (n) = (in)* f (n)

o i f (k) 1
Par le méme procédé que la proposition précédente, on montre que: ‘ f (n)‘ < %

Définition 1.4.3 [8] Soient f € L' (T), on dit que f est Hélderienne si il existe a € 10, 1]
et A > 0 tel que pour tout z,y € T on a: |f (z) — f (y)| < Alx —y|”.

On note l’ensemble des fonctions Hélderienne par C* (T) et on ecrit: f € C*(T)

Proposition 1.4.4 [8] Si f € C*(T) ot o € ]0,1] alors f (n) = O (%).

no

Preuve. Soit f € C*(T) ou « € ]0, 1], alors:

F)| = & o f (et
<L [L1f@) = f(t—Z)|dt (voir la démonstration du Théoréme 1.4.2).

< 5 o AlL[ de

— Awa#
2 |n|®
Donc: J/‘"\(n) =0(%). =

Définition 1.4.4 (Fonction & variation bornée): Soient f: [a,b] — C ot a,b €
R et A l’ensemble des subdivisions finies de lintervalle [a,b], soit o € A tel que o =
(to=a,ty,...,t, =b) , to,t1,....t, € T oun € N, on note par Vy (c,a,b) le réel défini
par: Vi (0,0,0) = 317 (1) = £ (10
On appelle variation totale de f sur l'intervalle |a,b] le réel Vi (a,b) définie par:
Vi (a,b) = supVy (0, a,b)
oeA

On dit que f est a variation bornée sur Uintervalle [a,b] si Vi (a,b) est finie.

Proposition 1.4.5 [9] Soit f: [a,b] — C une fonction a variation bornée sur l’intervalle

[a, 0]
1. Soient x,y, z € [a,b] tel que v <y < z, alors, on a Vi (x,z) = Vi (z,y)+ Vi (y, 2).
2. Les parties réelle et imaginaire de f sont la différence de deux fonctions croissantes.

Preuve. Soit f: [a,b] — C une fonction a variation bornée sur U'intervalle [a, b].
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1.4. Les séries de Fourier

1. Soient x,y,z € [a,b] tel que x < y < z et solent o7 et oy des subdivisions finies des
intervalles [z,y] et [y, 2] respectivement, alors: o = o U 02 est une subdivision de

intervalle [z, 2] .

donc :

Vi(ov,2,y) + Vi (02,4, 2) = Vi (0,2,2) < Vi (z,2)

d’on Vi (z,y) + Vi (y,2) < Vi (2, 2)

D’autre part, soit 0 = (tg = x,t1,...,t, = z) une subdivision de l'intervalle [z, z].

Puisque y € [z, z], alors il existe un sous intervalle [tx_1,tx] ou k € {1,...,n} de la

subdivision o tel que y € [ty_1, tx] .

Donc :

-

Vilo,,2) = X0 |f (t) = [ (t;-)]

=
_

n

|f () = f D)l + 1f () = f )|+ 22 [f () = f (1)l

i=k+1

|f (&) = F (=)l + 1 ) = f G-+ [ () = f ()]

IN |
<. > .
Il [
— [

n

+j:kZ+1 |f () = ] (1)
= Vi (o1, 2,y) + Vi (02,9, 2)
< Vi(z,y) + Vi (y,2)
D'ow: Vi (z,2) < Vi(x,y)+ Vi (y,2)

On déduit donc que: Vi (z,2) = Vi (x,y) + Vi (y, 2) .

2. Sans perte de généralité, on peut supposer que f est a valeurs réelles.

Pour tout ¢ € [a,b], on a :

f(8) =Vila,t) = (Vi (a,t) = (1))

On pose: ¢ (t) = Vi (a,t) et h(t) = Vi (a,t) — f(t) et donc: f(t) =g (t) — h(?)
Soient x,y € [a, b] tel que z < y, on a donc:

9(y) —g(x)=Vi(a,y) = Vi(a,z) =V (z,y)
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1.4. Les séries de Fourier

et comme Vj (z,y) > 0, alors : g (y) — g (z) >0

Donc: g est croissante.

D’autre part, on a:

h(y)=h(x)=Vi(a,y)=f ()= (Vi(a,2) = f (@) =V} (a,y9) + V) (a,2) + f (2) = f (y)
=Vi(@y)+ f (@) - f(y)

Et comme V; (2,y) + f (z) — f(y) = 0, alors h(y) — h(z) >0

Donc h est croissante.
n

Proposition 1.4.6 [3] Soient f € L' (T) a variation bornée, alors f(n) =0(2).

n

Preuve. Soient f € L' (T) a variation bornée, n € Z* et V; (T) la variation totale de

f sur T.

Soit 0 = (to =0,t1,... tpn = 27T) une subdivision de l'intervalle [0, 27] tel que
tj—ti = ‘fﬁv et t; = ‘27&{, ot NeNetje{l,...,|n| N}, alors :
‘f(” ’ = 30 | Jn £ (£) et
“ LIS [ e
o J=1t; 1 ‘
In| Nt [n|N t;
Son |2 Sf e+ 3 [ (F() = f(t)e ™t
j=1t;_1 J=1t; 1
n|N tj In|N ¢
=5 ft) Jemmdt)+150 [ (f() —f(tj))e_mtdf)
Jj=1 ti—1 J=1t;1
L | —int; _ —intj_; Y % —int
=3 (f B e |5 f 70~ e

~—

In|N - - [In|N tj;
j —e )4 57 [ f () — f (ty)]dt

j:1 j 1t] 1

VAN
|~

Jj=1 J=1t;1

|l o o In|N" 5
w2 f () (em™ — e 37 [ Vi (ty,t-0) dt

~—

[n|N , } In| N
| 2 F 07) (770 = ) g2 57V (. ))

IN
|~

B S ) (e — emintimn) 4 22 (T)

VAN
[\
B |H
/\/\/\/_T\/‘\/‘\ <
3= .
Kﬁ
N
£
|
El
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1.4. Les séries de Fourier

> (f(t) = f(tiw))e™ | + 25 Vs (T))

|
Car ici: f (tjn) e ™n¥ = f(27) e 2™ = f (ty) e~ = f(0) = f (27) et donc:
[n|N—1

1?@\3%(%, > \f(tj)—f(tj+1)|+|%Vf(T)>

i=0

11 2
= oo (L 5) V2 (T)
En faisant tendre N vers I'infini, on obtient :

T <52

2m  |n|

Donc: J/”\(n) =0() m

Définition 1.4.5 [3] On dit qu’une fonction f: [a,b] — C est absolument continue si pour
tout € > 0 il existe 0 > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles (]a;, b; [)jel ouverts et

deuz o deux disjoint inclus dans lintervalle |a,b], on a :

Doty —tial <0 =2 [f () — f(ti1) <e
jel jer
On note l'ensemble des fonctions absolument continues sur [a,b] par AC (|a, b))

Remarque 1.4.2 1. On note l’ensemble des fonctions absolument continues sur le Tore

T par AC (T).

2. Toute fonction f: [a,b] — C absolument continue admet presque partout sur |a, b

une dérivée f' localement intégrable, tel que:

b

[ @#)dt = f(b) = f(a) (pour la démonstration voir [5] ou [9]).
Proposition 1.4.7 Si f € AC (T), alors f (n) = o (1).

Preuve. Soit f € AC (T).
Par la remarque précédente, on sait que f est dérivable presque partout sur T et que

f' € L' (T) donc, d’apres la proposition 1.4.2: f(n) =o(L). m

1.4.3 Les séries de Fourier

Définition 1.4.6 On appelle série trigonométrique toute somme de la forme : Y a,e™
neL
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1.4. Les séries de Fourier

On note (T),),,c; la suite des sommes partielles de la série précédente et on écrit:

T,(t) = > ape™

k=—n

Définition 1.4.7 Soit f € L' (T), on appelle série de Fourier associée a f la série trigonométrique
définie par: Zf(n) et o f(n) sont les coefficients de Fourier associés a f.

nez
On note (Sy (f)) ey la suite des sommes partielles de la série de Fourier associée o f et

on écrit: S, (f)(t) = S f (k)™ pour tout t € T.
k=—n

Remarque 1.4.3 1. Une série de Fourier associée & une fonction f € L' (T) peut di-

verger pour tout t € T.

2. Soit f € L*(T), on a dans le cas de convergence:

S F(n)emt = 2l 4 SN (a,, (f)cos (mt) + by, (f) sin (mt)), od

nez meN*

am (f) = J?( )+ f (—m) et by, (f) =1 (J?(m) — f(—m)) pour tout m dans N.

En effet, comme €™ = cos (nt) + isin (nt) pour tout n dans Z , alors:

> f(n)e = % J (n) (cos (nt) + i sin (nt))

nez nez
= > ((]/“\(m) + ]/”\(—m)) cos (mt) + i <J/c\(m) — f(—m)) sin (mt))
meN
Et cela en posant m=nsin>0et m=—nsin <0.

Cette somme est appelée série de Fourier des cosinus et sinus.

On peut trouver l'expression des coefficients de Fourier f(n), n € 7 en fonction de
am (f) et by, (f) & partir des relations suivantes:

an (f) = (m) + F (=m)

b () =i (F(m) = F(=m)

et on obtient:

F(m) = a’"(f);—“”"(f) et f(—m) = M pour tout m dans N

Proposition 1.4.8 Soit f € L' (T), on a les résultats suivants :

1. an (f) =L [ f(t)cos(nt)dt et b, (f) =21 [, f(t)sin(nt)dt ¥n € N.

2. Si f est paire (f (—t) = f(t), Vt € T), alors f (—n) = f (n) et b, (f) =0 Vn € N.
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1.4. Les séries de Fourier

3. Si f est impaire (f (—t) = —f(t), Vt € T), alors f(—n) = —f (n) et a,(f) = 0
Vn € N.

(n), a, (f) R et b, (f) € R Vn € N,

)

4. St f(t) eR, vVt €T, alors ]/C\(—n) =
Preuve. Soit f € L' (T), alors :

1. Pour tout n € N, on a:
an (f) = F(n) + F(-n)
=5 o [ (&) e ™dt + = [ f () e™dt
=L L f () (e7™ + M) dt
= L () (=) a
= L [ f (t) cos (nt) dt
bu(f) =i (F ) = F (=)
(o [o f(t)em™dt — & [ f(t)e™dt)
=i (& f, £ (8) (7 — ) dt)
t) (6””—25‘””) dt

t) sin (nt) dt

2. Supposons que f est paire donc Vt € T f(t) = f(t) on f(t) = f(—t), dou pour
tout n € N: f(n) = f(n) et d’apres la propriété (4) du théoreme 1.4.1, on obtient:
f(n) = ]?(—n) et donc b, (f) =0 .

3. Supposons que f est impaire, donc V¢ € T: f (t) = —f (t), d’on pour tout n € N

(n) = —j/‘\(n) et d’apres la propriété (4) du théoréme 1.4.1, on obtient:

)

(n) = —j/‘\(—n) et donc a,, (f) =0 .

)

4. Supposons que Vt € T: f(t) € R, alors f (t) = f (¢) et donc pour tout n € N

~

F(n) = f (n) dapres la propriété (3) du théoreme 1.4.1, on obtient : f (n) = f (—n)

26



1.4. Les séries de Fourier

27



Chapitre 2

Convergence des séries de Fourier

2.1 Introduction

A toute fonction f dans L' (T), on peut associer la série de Fourier dont les sommes partielles
sont notées S, (f). Le probléme est de savoir si elle converge ou pas et si c’est le cas, de
quelle type de convergence il s’agit:

De convergence simple.

De convergence presque partout.

De convergence en mesure.

De convergence uniforme.

De convergence en norme.

De convergence en moyenne.

De convergence au sens des distributions. etc...

L’étude de la convergence des séries de Fourier est un sujet trés délicat, qui a contribué au
développement des mathématiques et en particulier de ’analyse fonctionnelle. Son intérét
réside dans les nombreuses applications obtenues dans les domaines de la physique et de la
technologie. Dans ce chapitre, on va s’intéresser a l’étude de quelques types de convergences

des séries de Fourier.
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2.2. Convergence en moyenne

2.2 Convergence en moyenne

Au début du 19eme siecle, Fourier conjectura que la continuité d’une fonction périodique est
suffisante pour que la série de Fourier associée converge. Mais, en 1876 du Bois Raymond
construit une fonction continue dont la série de Fourier diverge en un point. En 1900 Fejér
proposa un autre contre exemple et énonga un résulta trés important de la convergence des

séries de Fourier en utilisant les sommes de Cesaro.

2.2.1 Les Noyaux trigonométriques

Avant d’entamer I'étude de la convergence en moyenne des séries de Fourier, nous al-
lons présenter quelques noyaux trigonométriques et définir la notion de l’approximation

de I'unité, tres utile pour ’étude de la convergence en moyenne des séries de Fourier.

Définition 2.2.1 (Approximation de l’unité): [8] On appelle approximation de l'unité

toute suite de fonctions (K,), .y dans L' (T) telles que:

neN

1. &= [ K, (t)dt =1 pour tout n € N,
2. sup || Kyl piop) < +o0.
neN

3. lim f5<‘t|<ﬂ | K, ()] dt = 0 pour tout § € 10, 7|

n—-+00

Si de plus K, (t) > 0 pour tout n € N et pour tout ¢t € T, alors, le noyau est dit positif.

Remarque 2.2.1 Certains noyauz vérifient une propriété de convergence plus forte que la
propriété (3):
lim sup |K,(t)]=0

n—400 s jtj<n

Définition 2.2.2 (Noyau de Dirichlet): On appelle noyau de Dirichlet, le polynéme

trigonométrique D,, ot n € N, défini pour tout t € T par:

Da(t)= 3 e
k=—n

Voici quelques propriétés du noyau de Dirichlet:

Proposition 2.2.1 [8] Soient f € L' (T) et n € N, alors:
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2.2. Convergence en moyenne

. D,, est une fonction paire et 2m-périodique.

C o Jo Da(t)dt =1

. Sn(f)=Dyx f

sin( (n42
. D, (t) = S(lg—:)” pour tout t € T.

Dl ppy = 57 In(n) + O (1)
Preuve. Soient f € L' (T) et n € N, alors:

. Pour tout t € T:

Dy(—t) = 3 e ih Ze’” S et = D, (1)

k=—n j=-n

Donc D,, est paire.
Pour tout ¢t € T:

D, (t+27T) — Z etk (t+2m) — Z etkt+2mik _ Z ekt — D, (t)
k=—n k=—n k=—n

Donc D, est 2w-périodique.
. On a:
Dbt =, 3 Mt = 3 fretar=1

. Pour tout t € T, on a:

n

S () ()= 3 FUyet = 30 (& fo f (w) e idu) e = L [ f(u) 3 e*=0du

k=—n k=—n k=—n

:27rf']T n(t—u)du= D, * f(t)

. On a pour tout ¢t € T:

—z(n+
n e
o ikt _ —int ]_767:(2"“’1)75 o e*intiei(nnl»l)t .
D,(t)= > e =e 1ot — 1_eit 77
k=-n (3 _62)

. Soitte T :

En effectuant le développement limité de % ) au voisinage de zéro:

(] = Taremy — i 1H0E) =F+0()
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2.2. Convergence en moyenne

Donc:

p P T |sin n+1)t

_%(}deﬂsm((w%)0\0@)6”)

L’intégrale ‘sm ((n+3)t)| O (t)dt est bornée, donc:
0

1Pl my = %{ lnlt+3)0 gy 1 0 (1)
(1)

=2 f Ismu|du+0()(enposantu:(n+%)t)
0
T n—1(k+ ¢ (n‘f‘*)ﬂ

:% f \sm )|dt+ f |s1n ‘dt—f-O( )
0 k=1 km nmw
G n(t n—1(k+1)m z t

= 7% f )|dt+ Z f \sm f|smt( )|dt+0(1)
0 k=1 km 0

(en posant u =t — n)
1(k+1)7

:27 f E@lgr + 0 (1)

k=1 km

w\:!

@l gt sont bornées.

Car les deux intégrales [— =

0
En posant u =t — kt pour k € {1,2...,n— 1}, on aura:
2"~ T sin(u)
HD””Ll(T) = ;’;{ o dt+ 0O (1)
On a pour k € N* et u € |0, 7[:
11
utkr — k7
Donc: —1 L L L

*utkn  (I+k)w = kr (1+k)w

(

D’ou:

n—1
1 1
Z <u+k7r - (1+k)7r> <

A=

k‘l’—'
S’
~—

(1

3=

<

3=

En multipliant les membres de cette inégalité par [sin (u)|, on obtient:
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2.2. Convergence en moyenne

|sin(u)| |sin(u)]
<f u+km du — {1+k du) S
Donc

Jsin(w)| 2 2 |sin(u)| 1 4
(f ik AU~ e ) < 7 cest 4 dire: quwm d“—w—zz—k <

O\ﬁ
B2

n—1
On a le résultat suivant: > lﬁ =1In(n)+ O (2)
k=1

En remplacant dans I'inégalité précédente, on obtient:

ZZf'iiﬁi'du— L (nn)+0(2) <4

C’est a dire: %i =5 In(n)+0(1)

0%2\

En définitive, nous avons obtenu:

mmmngg{ gy +0(1) = Ln(n)+0(1)

Remarque 2.2.2 D’aprés la proposition précédente || Dy|p1(r) = % In(n)+ O (1) et donc
sup ||Dn||L1(1r) = 400, ce qui signifie que la suite (D,), .y n'est pas une approzimation de
neN

lunaté.

Définition 2.2.3 (Noyau de Fejér): On appelle noyau de Fejér d’ordre n et on note F,,

la moyenne arithmétique des n + 1 premiers noyaux de Dirichlet et on écrit:
k=0

Définition 2.2.4 Soit f € L' (T). On note o, (f) oun € N, La somme de Cesaro de la

série de Fourier de la fonction f:

n
o (f) = 22 Sk(f)
k=0
Les propriétés du noyau de Fejér sont résumées dans la proposition suivante:

Proposition 2.2.2 [8] Soient f € L' (T) et n € N, alors:

1 v k

k=—n
Sin i
2&@=$(£@U

32



2.2. Convergence en moyenne

3. o, (f)=F,xf

4. La suite (F,), oy €st une approximation positive de l'unité.
Preuve. Soit f € L' (T) :

1. Soit n € N alors, Pour tout ¢t € T:

n

Fn(t)zn%lé)l?j(t)—nHZZB =#i<2 )Z,%HZG““ 2. (1)

J=0k=—j J=0 \ |k|<) lkl<n [k[<j<n

=L Y-k = 2 (1- ) e

[k|<n k=—n

2. Pour tout n € Nett e T, on a:

Fn<t>=%ﬂi0k<t>:nHzS‘“S(lﬁ(Qt)” = gy s (k4 3))

1
2

n 1 _
o Z ez<n+§) z<n+§)t
- 1
(n+1 sin 5 =0

o 1— eil(n+1)t ii 1— e~ iHn+1)t 7’L’%
o n+1 ) sin % 1—eit et ¢
= i ein%rlt et eﬂnglt@—zLé’lt
= T - T T

n+1 ) sin % e i3 et '3 et

_ sin(#5) (e —imgte\ |y (sin(2Eh)
_(n+1)sm(;t) sin( 3t 2i ~ nfl sin(1t)

3. Soit n € N alors, pour tout t € T:
() =753 Si() =753 (Dex )
k=0 k=0
= (#éDO  f (linéarité du produit de convolution).
=F,xf

4. Montrons maintenant que la suite (F},), .y est une approximation de l'unité:

(a) On a pour tout n € N:

%fTFn (t>dt = %fT%ﬂéDk (t)dt: %%—Hé]’EDk (t)dt =1
(b) On a pour tout n € N:

”Fn”Ll(T) - fT|F )| dt
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2.2. Convergence en moyenne

Comme F,, (t) > 0 pour tout ¢t € T et n € N, alors:

”Fn”Ll(T) - % f’JI‘ Fo(t)dt =1, d’ou ilelg HFnHLl(T) < +00.
(c) Soit d un réel tel que 0 < 6 < 7, alors:

sin (3t) > sin (30) pour tout ¢ € |6, ).

2 2
sin( 241t sin( 241t
Donc: sin21(lt) < sin2216> et alors: ( ( 2 )> < ( ( ) < 1

5 5 sm(%t)

On déduit que pour tout n € N:

1 1
F, (t) < "_HW

En intégrant 'inégalité sur l'intervalle ]d, 7| , on obtient:

1 1 1 2(m=9)
f5<|t\§7r | F (£)] dt < ntl f5<\t|gﬂ sin? (10) dt < n_-l-lsin2<%§)

En passant a la limite, on aura:

. - 1 A=) )
nl—1>1:I|—100 f5<|t‘§ﬂ- ‘Fn (t)| dt S nl_{I_il_’loo <n+1 sin2<é5)) =0

La suite (F},), oy est donc bien une approximation positive de 1'unité.

Définition 2.2.5 (Noyau de Poisson): Soit r un réel tel que 0 < r < 1. On appelle

noyau de Poisson la fonction P, définie pour toutt € T par:

P, (t) = Y rinlemt,

nel

Définition 2.2.6 Soit f € L'(T). On note par S, [f] la série définie par:
S 1) = Sl f(n) e, vee T
nez
Le noyau de Poisson posséde les propriétés suivantes:

Proposition 2.2.3 [8] Soient r € [0,1], f € L* (T) et t € T, alors:

1. P.(t) =1+2) r"cos(nt)

neN*
_ 14re™t | _ 1—72
2. B, (t) = Re <1—rei”t) T 1-2rcos(t)+r2

3. Sila série S, [f] converge uniformément, alors: S, [f] = P, f
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2.2. Convergence en moyenne

4. Soit (1,),cy une suite réelle tel que 0 < r, < 1 et convergente vers 1, alors la suite

(Pr,)pen €5t une approvimation de l'unité.
Preuve. Soit r € [0,1] , alors:

1. pour tout ¢t € T, on a:

() Zr|n\elnt_1+2z (M):1+22r”cos(nt)

neL neN* neN*

2. En posant w = r™e™ pour tout t € T et n € N, on obtient:

_ In| Jint _ — @ o, 1 1—|w|? _ 1—r2
P.(t) = rgzr et = ngl*w + n%\]w et o = = Tloro) o = T2 cos i
Re((ler)(l w)) _ Re((1+w)(1—-w)) __ 14w
[1—w[? ~ T -w(-m) Re (1,w)

3. Soit f € L*(T) tel que la série S [f] converge uniformément alors, pour tout ¢ € T:

S Lf1(0) = S f(m) et = S (o [y f (w) emdu) et

nez neL

— ( fT T,|n|f ein (t—u) du)

nez

= o= [o SoriPlf (u) e =W du (grace & la convergence uniforme).
nez

_ fT(nGerlnemt“))f w= g [Pt —u) f (u)du= P, % f (1)

4. Soit (1), ey une suite réelle tel que 0 < r, < 1 et converge vers 1, alors:

(a) On a pour tout m € Net ¢t € T:

L P (fdt= & [ ke

nez
= Zr'ml Jpe"™dt (car la série est uniformément convergente).
= ﬁ’lﬂg fT dt =1
(b) On a pour: 0 <r, <1:
1—72>0et1—2r,cos(t)+r2> (1—7“,1)2 >0
Donc:
||PTn||L1(’Ir) = fT|P7’n |dt 1 fTPTn (t) dt =1
D’ou:

SUD || vl my < +o0
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2.2. Convergence en moyenne

(¢c) Soit § un réel strictement positif tel que § € |0, 7|, alors:
Pour tout t € |0, 7], on a:
cos (t) < cos (6)
Donc: —2r, cos (t) > —2r, cos (0)
D’ou: 1 —2r,cos(t) + 72 >1—2r,cos () +r2

Alors: P,, (t) < WM pour tout n € N.

En intégrant sur les intervalles [—7, =4[ et |0, 7], on obtient:

f5<|t\§7r | P, (£)] dt = f5<\t|§7r P, (t)dt

1—7rp
< f5<|t|§7r 1—2ry, cos(8)+12 dt

— 1-7rp f

T 1-2rp cos(d)+r2 Jo<|t|I<m
2(1—rp)(w—9)

T 1-2r, cos(6)+r2

dt

2(1—ry)(7w—9) 0

Et comme lim n = 1, alors: lim W =

n—-+00 n—-+00

Donc: nEIEm Sscp<n | Pra (0)] dt =0

Ce qui montre que la suite (F,,), oy est une approximation de I'unité.

2.2.2 Sommabilité en norme

Dans cette partie, nous allons étudier la convergence en moyenne des séries de Fourier dans

chacun des espaces L? (T), 1 <p < 400 et C(T).

Théoréme 2.2.1 [8] Soient (K,,), .y une approzimation de l'unité et f € L' (T):
SifeC(T),ona K,*xf— f dans C(T)
SifelP(T),1<p<+4o0,ona K,*f— f dans L?(T)

Démonstration. Soient (K, ), . une approximation de 'unité et f € L' (T).
» Supposons que f € C' (T) et € un réel strictement positif. Alors:
Comme f est continue sur le compacte T, alors elle est aussi uniformément continue.

Donc, il existe un réel § strictement positif tel que pour tout z,y € T, si |z —y| < §, on a

1f (@) = F W < simiios

(T)
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2.2. Convergence en moyenne

Donc, pour tout n € Net z € T, on aura:

Ko f (2) = f (@) = |55 Jp K (8) f(z = t) dt — f (2)]
:‘%IT flz—t)dt— 5 [ Ky (x)dt‘
(car 5= fT (t)dt =1)
:‘%fﬂr :p—t)—f(x))dt}
Szwa!K H( (x —t) — f(x))] dt

<5 K (O (f (@ =) = ()| di
+ar Sscpen En OI(f (x = 1) = [ (2))] dt
%m Jipes 1B (0] dt 4 =00 [0 K ()] de
e ar Jr [H (D)l di + M Jrcpes | Kn ()] dt
5T HfHL: 2 Sscp<n HKn (D) dt
Comme lim f5<|t|§7r | K, (t)|dt =0

n—-+o0o

Alors, il existe N € N tel que: sin > N, on a: [j_, o, [Kn ()] dt <

IN

IN

IN

2Hf||Loo(1r)
Donc, pour tout n > N:

[Ko o f (2) = f2)] <€

Dow: sup K, * f (z) — f ()| < & pour tout n > N, c’est a dire: |[Kp * f — fll o) <€
zeT

» Soient maintenant f € L” (T) et £ un réel strictement positif.

Comme C'(T) est dense dans LP (T),1 < p < 400 alors, il existe une fonction g € C'(T)

tel que: [|f — gl po(r) < I (R

Donc, pour tout n € N:
1K * [ = fllpoery < N1 En* [ = Ko gllpoery + 1K 9 = gll oy + 11 = 9ll oy
= || Ky = (f — g)HLp(T) + | Knx g — 9||Lp(1r) +1f - 9||Lp(1r)
< ”KnHLl(T) 1/ = 9||Lp(1r) + | Kn % g — gHLP(T) +f - gHLP(T)
< HKnHLl(T) If— g“Lp(qr) + || K+ g — gHLOO('Jl‘) +f - gHLP('JT)
(d’apres la proposition 1.2.1).
< (14 1ol ) 1 = vy + 1 = gll e
Comme K, * g — g dans C (T), il existe un rang N’ € N, tel que:
in > N Ky % g = gll ey < 5
En définitive, on a: ||, x f — f| o) < ™
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2.2. Convergence en moyenne

Corollaire 2.2.1 (Théoréme de Fejér): [3] Soit f € L' (T), on note o, (f) la somme

de Cesaro de la série de Fourier de la fonction f, alors:

1. Si f e C(T), la suite o, (f) converge vers f dans C (T).

2. 51 f € LP(T),1 < p < +oo, la suite o, (f) converge vers f dans LP (T). De plus
los (f)HLP('JT) < HfHLP(T)'

Preuve. Soit f € L' (T), alors: o, (f) = F, % f, ou F,, est le noyau de Fejer
Comme la suite (F7,), .y est une approximation de l'unité, la convergence est une con-
séquence du théoreme précédent.
D’une autre part, pour tout n € N, on a:
o (f)HLP(’]I‘) = [|F}, = f”LP(’]I‘)
< 1 Ell 1oy 11 2oy

Comme HFnHLl(T) =1, on aura bien: [|lo, (f)”LP(’]I‘) < Hf”LP('JI‘) u

Corollaire 2.2.2 Soit f € L' (T), alors: S, [f] — f quand r — 1 dans C(T) (si f €
C(T)) et LP(T) (si f € L (T)), 1 < p < +o0.

On dit dans ce cas, que la série de Fourier associe & f converge au sens d’Abel.

Preuve. Conséquence directe du théoréme précédent, car P, est une approximation de

I'unité. m
Corollaire 2.2.3 L’ensemble des polynomes trigonométriques P (T) est dense dans C (T).

Preuve. Ce résultat est une conséquence directe du théoréeme de Fejér, car o, (f) est

un polynome trigonométrique arbitrairement proche de f. m

-~

Corollaire 2.2.4 Soient f,g € L' (T), alors: si f (n) = ¢ (n) pour toutn € Z, on a: f =g

dans L' (T), en d’autres termes, lapplication F: L* (T) — co (Z) est injective.

Preuve. Soient f,g € L' (T) tel que f (m) = § (m) pour tout m € Z, alors:
F, x f = F, xg pour tout n € N.
et comme F, x f — f et F,, x g — g dans L' (T) et par unicité de la limite, on déduit

que f = g dans L' (T), ce qui prouve l'injectivité de I’application F. =
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2.2. Convergence en moyenne

2.2.3 Convergence ponctuelle:

On a vu dans la partie précédente que pour les fonctions dans C' (T), la convergence des
sommes de Cesaro des séries de Fourier est uniforme, donc en particulier pour tout t € T :
on (f)(t) — f(t) ou f € C(T). Dans cette partie, nous allons étudier la convergence des

sommes de Cesaro des séries de Fourier des fonctions continues en un point.

Théoréme 2.2.2 (8] Soient (K,), .y une approzimation de Uunité , f € L' (T) et ty € T.
Supposons que lim sup |K, (t)] =0, § € ]0,7]| ou bien hrf f§<‘t|<ﬂ | K, (t)|dt = 0 si

n—+005 |t <

fe L>(T), alors:
1. Si f est continue en tg, on a: K, x f (tg) — f(to) quand n — +oo.

2. Si }llir%w =/{ (C finie) et K,, est paire, alors: K, * f (to) — ¢, £ € C

Démonstration. Soient (K, ),y une approximation de 'unité , f € L' (T) et to € T:

1. Soit € un réel strictement positif. Comme f est continue en ty, alors il existe un

réel strictement positif § € ]0,7] tel que pour tout ¢ € T, si |t —to| < 0, on a:
[ @) = f (o)l < gy

Donc:

| K 5 f (to) — f (o)l = |5z [y K (8) (f (to — 1) — £ (t0)) dt|

ax Jo 1B O]1(f (b0 — ) — f (to))] dt

< 2z Jy<s EKn OI(f (Fo — 1) — £ (t0))] dt

+ar Sscigen o OF (to = )] dt+ 52 5y [ (D] 1 (t0)| dt

| /\

< o S VS O+ & [ 1K 11 (f0 — 1)
+% ’f (to)‘ f5<\t|§7r |Kn (t)’ dt
= 2\\Kn||L1(T) 5e Jo G (O dt+ 52 [ 1K (D] (fo — 1) dt

+§ |f (to)] f6<\t|g7r | K (8)] dt
=5+ % f6<\t|§7r | Ko (O] | f (to —t)| dt

+% |f (t0)| f5<\t|§7r |Kn (t)| dt
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2.2. Convergence en moyenne

Si f € L>(T), on aura:

[t £ (to) = £ ()] < 5+ 3 (Il pory + 1F ()]) S ppen 1n (B)]

Comme lim f5<‘t|<ﬂ | K, ()| dt = 0, alors il existe un rang N € N tel que: sin > N,

n—-+o0o

ona: [y cq [Kn ()] dt <

||fHLoo(1r)+\f(t0)

Donc:

[ Ko f (to) = f (to)| < €

Si lim sup |K, (f)| =0, dans ce cas : sup |K, (t)] < +oo, alors:

n—F0 sot|<m s<|t|<m

|Kn*f<t0) _f(t0)| < %"‘% < sup |K > f5<|t|<ﬂ|f( 0 _t)|dt

o<|t|<m

+% |f (t0)| f5<|t|§7r |Kn (t)| dt

:§+<sup | K, (t >2ﬂfT|f (to — t)| dt

s<t|<m

+50 1f (o)l [5cpyan Hn (8)] it

= 5 U llgrry sup 1B (O] 2 1 (t0)] fypyer 1 (0)]

o<|t|l<m

Comme lim f6<|t|< | K, (t)| dt = 0 alors, il existe un rang N’ € N tel que: sin > N/,

’n%

on a: fkmg K (8)] dE < 5r700y7€

De méme pour sup |K, ()|, il existe un rang Ny € N, tel que si n > Ny, alors:
o<|t|l<m

Sup |KTL (t)‘ S 4

o<|t|l<m
Donc pour n > max (No, N') , on aura: |K,, * f (to) — f (to)] <e

Hf”Ll(qr)

f(tot+h)+f(to—h)

5 =/, ou £ est un nombre complexe fini et

. Supposons maintenant que lim

h—0

K, est paire.
Posons f_ (ty) = }llin%f (to —h) et fi (to) = }llin%f (to + h) . Nous avons:

| K, f (to) — £| = % f']r K, (t) f(to—t)dt — f+(to)42rf—(to)

L [ K, () f (to — t) dt — Lxlio)t=(o)

LK, (t) f(to—t)dt + {Kn (t) f (to — t) dt — Lelt(o)

40



2.2. Convergence en moyenne

1
27

o~—3

K, (—u) f (to +u) dt + [, (t) f (to — t) dt — Lol /(o)
0

(en posant u = —t)

LK, (t) (f (to + 1) + f (tg — 1)) dt — Lol to)

O\..-\-i

(car K, est paire)

~ R 0 a0+ £ 10— 1) = £ 1) - - () dt'

= |3 Jocres K (0 (F (o +1) 4 £ (to = 1) = fi (t0) = f- (t0))
3 ficren K (0 (F (to +1) + f (to = 1) = Fi (t0) — £ (t0) d]

< 3 Jocres [Eon 1S (to+8) = £ ()] + 1 (8o — ) = /- (k)] e
5 Jscren o G (F (o + D]+ 1f (o = D]+ |f+ ()] + /- (to) ) dt

Le reste de la démonstration est analogue a celle du premier point.
|
Corollaire 2.2.5 Soient f € L' (T), ¢ € C et ty € T, alors:

1. Si f est continue en ty, on a: o, (f) (to) — f (to) quand n — +oo.

2. Si }llir%w =/{, on a: o, (f) (to) = ¢ quand n — +oo.

Preuve. Soient f € L' (T) et ¢y € T:

Comme le noyau de Fejér est paire, il reste a vérifier que: lim sup |F, (t)] = 0 ou
n—=+oo sojtl<r

d €]0,7]

On a: |F, (1) < #1@ pour tout n € Net t € T

Donc: sup |F, ()| < -1 —L -
5<|t\27r £ (1)) < nHlsin®(39)

En passant a la limite:

. < fm L1
Jim s 012 i iy

; 1 — . ; —
Comme nginoon_ﬂm = 0, alors: nginoo 6<S|1t1\1:<)71' |F, (t)]=0
D’aprés le théoréeme précédent, on déduit que:
Si f est continue en tg, alors o, (f) (to) — f (to) quand n — +oo.

et si }llin%w =/, alors: o, (f) (to) = ¢ quand n — +00. ®
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Proposition 2.2.4 Soient f € L' (T), ¢ € C et to € T. Si S, (f) (to) converge vers f (to),
alors o, (f) (to) converge vers f (to) et si S, (f) (to) converge vers, alors o, (f) (to) converge

vers /.

Preuve. Conséquence directe du Lemme de Cesaro m

2.3 Divergence des séries de Fourier

Comme nous 'avons signalé dans la section précédente, la continuité d’une fonction n’est
pas suffisante pour la convergence de sa séries de Fourier. Aprés la construction du contre
exemple concernant les fonctions continues par du Bois Raymond en 1876, Kolmogorov en
1922, construit a son tour un exemple de fonction intégrable dont la série de Fourier est
divergente en tout point. Dans cette section, nous allons démontrer 'existence de fonctions

dont les séries de Fourier divergent respectivement dans les espaces C (T) et L' (T).

Proposition 2.3.1 L’opérateur: S, : L (T) — LP(T), n € N et 1 <p < 400 est

linéaire et continu.

Preuve. Soit f € L? (T),1 < p < 400 et n € N, nous avons:
150 (P oy = 1Dn* fllpoery < 1 Dnll prery 1 Il oy

Donc S, est linéaire et continu de norme ||Sy || zzoery) < [|1Dnllprry ®
Proposition 2.3.2 [6] Les propriétés suivantes sont équivalentes pour: 1 < p < +00

1. Soit f € LP(T), (ou bien f € C(T) sip=+00), on a: |5, (f) = fllpsr) — 0 quand

n — +o0.
2. sup [|Sull gepory) < +o0.
neN

Preuve. » Supposons que [|S,, (f) — fl 5y — 0 quand n — +oc.

Alors, en vertu de 'inégalité triangulaire, on a pour tout f € LP(T), 1 <p < +oo:
150 (Ol oy = 1oy | < 1Sk (F) = fll Loy
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2.3. Divergence des séries de Fourier

Donc:

180 (Lo = 1 lley quand n — +o0.

Comme || f| 53 < +o0, alors: sugHS (N poery < +o0

Du théoréme de Banach-Steinhaus ([5]), on déduit que: sup ||Sn || z(ps ) < +00.

» Supposons maintenant que: sup ||Sn||£(Lp(T)) < 400 e

Soient F}, , n € N le noyau de ﬁ;jNér et € un réel strictement positif.

D’aprés le théoréme de Fejér, on a [0, (f) — f[ o) — 0 quand n — +oo.

Dong, il existe un rang N € N, tel que: sin > N, alors: ||y (f) = fll poer) < m

Pour tout f € L? (T), on a:

150 () = Fllogry = 150 () = Sn (on (£)) + Sn (00 (F)) = Fll oy

< 1S (f) = Sn (o0 ()l ogry + 150 (00 () = fll Loy

< 1S (f) = S (Fn s Dl gy + 1190 (Fa s f) = fll oy

< |18 (f = Fa *f)HLP(’J]‘ + | Fx f = f”Lp (T) (car F,  f est un
polynome trigonométrique)

< ISullewoery 1f = Fax fllpoery + 1 En % f = fllpoen

< (USallquomy + 1) 1B £ = Flliogey

<en
Théoréme 2.3.1 [6]

1. 1l existe des fonctions f € C (T) telles que S, (f) ne converge pas uniformément vers

f.

2. 1l existe des fonctions g € L' (T) telles que S, (g) ne converge pas dans L' (T).

Preuve.

1. Soit f € L (T), on a:

Sullcemy = s (180 (Dl geegr))

1]l oo (zy =1

> sup (|Dnx f(0)])
71l Loo (ry=1

En prenant
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2.3. Divergence des séries de Fourier

1siD,(t)>0
~1si D, (t) <0
On a bien: || f| poo(p) = 1.

f(t)=

Alors:
1Sl 2(zoecryy = (1Dn % f (0)])
~or UT )dt{
> %fTDn (t) f (t)di
= 5 Jp |Dn ()] dt
= [[1Dnll pr(ry

D’autre part, d’aprés la proposition 2.3.1, on a: [|Sh||z(peo(ry) < [ Dnllpaer)
On déduit alors que: ||Sh|zzoo(ry) = [[Dnll 1o

D’aprés la proposition 2.2.1, on a: || Dy|[ 1 (q) = ZIn(n)+0(1)

Donc :SleIIN) 150l (zoo(my) = +00

Ces estimations restent vraies si on suppose que f est une approximation continue de

sign (D,,) dans L' (T).
On conclut donc, qu'il existe f € C'(T) dont la série de Fourier ne converge pas dans
C(T).
. Considérons maintenant le noyau de Fejér: F,, , m € N, Comme || Fy, || 11 () = 1, alors:
Pour tout n € N, on a: S, (F,,) = D,, * F,,, et donc, on aura:
IDallaey = i (1180 (Fu)lae)
< ml_lgloo 1Sull ceprmy 1 Emll 2 my
< [1Sull gz
Car D,, * F,, converge vers D,, quand m tend vers I'infini dans L' (T).
Alors:

1Sl zcprryy 2 11Pnllpaeny
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2.4. Convergence dans L (T),1 < p < 400

D’autre part, la proposition 2.3.1 nous donne: [|Sulzp1r)y < [|Dnllrry -
On déduit donc que:

||Sn||£(L1('IF)) = ||Dn||L1(1r)-

Done: sup [,z ry) = +00

Ce qui montre d’aprés la proposition 2.3.2 qu'il existe f € L'(T) dont la série de

Fourier ne converge pas dans L' (T).

2.4 Convergence dans [P (T),1 < p < o0

Dans cette section, nous allons étudier la convergence en norme des séries de Fourier dans les
espaces LP (T) ou p € ]1,400] . Dans la premiére partie, nous nous intéresserons a ’espace
L?(T), dont la structure Hilbertienne facilite énormément I’étude de la convergence des
séries de Fourier. Dans la deuxiéme partie, nous abordons le cas ou p # 2, ou ’étude de la

convergence des séries de Fourier est plus élaborée que dans le cas de I'espace L? (T).

2.4.1 Convergence dans L* (T)

L2 (T) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, ) r2ery défini par (f, g) p2p) =

o= [ [ (t) g (t)dt pour tout f,g € L*(T) La structure Hilbertienne de cette espace facilite
beaucoup I’étude de convergence des séries de Fourier, grace aux propriétés géométriques

du produit scalaire.

Notation 2.4.1 Soit n € N, on note par P, (T) le sous espace vectoriel engendré par la

famille de vecteurs (ex),cy ot |k| < n, et on écrit:
P, (T) = Vect (e, |k| <n)

Proposition 2.4.1 [|S,|;z2(p) = 1 pour tout n € N.
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2.4. Convergence dans L (T),1 < p < 400

Preuve. Soit f € L?(T),

(f = Su () en) oy = (fr ) p2ery — (Sn (F) s ) p2emy
(k) — (f) ()

(k) = f (k)

alors pour tout n € N et k € Z tel que |k| < n:

S
f

f(k
f(k
~0

Dong, le vecteur f — S, (f) est orthogonal au sous espace vectoriel P, (T) et comme
Sn (f) €P, (T), on déduit que les vecteurs f — S, (f) et S, (f) sont orthogonaux.

Comme: f =Sy (f) + (f — Sy (f))

En appliquant le théoréme de Pythagore, on obtient:

2 2 2

Hf”m(qr) =[5, (f)HLQ(’ﬂ‘) +||.f = Sn (f)”L?(T)

Donc:

15 (f)“i?(qr) < ||f||i2(1r)v c’est a dire: |5, (f)||L2(11‘) < ||f||L2(']I‘)

Il en résulte que : |||z 2ery < 1

Inversement, on a: S, (eg) = 1

Comme |[€g||2¢py = 1, on déduit que: [[Spl|z2(p)) =1

Théoréme 2.4.1 Pour tout f € L*(T), S, (f) converge vers f dans L*(T).

Démonstration. D’apres la proposition précédente, on a: ||.S,|| L(LA(T)) — 1.

La conclusion découle en appliquant la proposition 2.3.2. =

Proposition 2.4.2 [6] Soient f,g € L*(T), alors:
1f g2 qm) = H : (égalité de Plancherel)
2(Z

(f, 9>L2(T) = <f, §>z2(1r) (égalité de Parseval)

Preuve. Soient f,g € L?(T), alors:

Comme la famille de vecteurs (e,),,.;, est orthonormal, on a:

|:Sn (f)“iz(qr) = zn: (f(k))Q pour tout n € N

k=—n

Comme S, (f) converge vers f dans L? (T) alors, en passant & la limite, on obtient:

2 N 2 N
= k)) , c’est a dire: = HA‘ )
1152 = 5 (7)) 172ty = |7

En utilisant I'égalité de polarisation [3] et I’égalité de Plancherel, on obtient:
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2.4. Convergence dans L (T),1 < p < 400

2 2 . .2 . .2
<f79>L2(1r) = ||f+9||L2(1r) —|If _9||L2(1r) + ||f+29||L2(1r) —i|lf- 19||L2(1r)
~ 2 ~ 2 ~ 2 ~
= F+3],, ~|7-9|,, +i| 7+, —i|F-a@
HfA 9| 22y f—39 : f+ig : f—1g
= q ]
<f’g>z2(1r)

Remarque 2.4.1 Comme conséquence directe de cette proposition, l’application F : L* (T) —

2
2(Z 02(Z 2(2)

(% (Z) est un isomorphisme isométrique.

2.4.2 Convergence dans L? (T)

L’¢tude de la convergence dans les espaces LP (T) ou p € |1, 400 et p # 2 est délicate et
nécessite une construction beaucoup plus élaborée que celle de L? (T).
Avants de commencer notre étude, Donnons quelques définitions concernant les fonctions

conjuguées et les projections de Riesz.

Définition 2.4.1 [6] Soit f € L' (T) une fonction trigonométrique. On appelle fonction
conjuguée de f la fonction f définie pour toutt € T par:
ft)=—iy sgn(n)f (n)e™

nEZ
On considére les deux opérateurs notés P et P_ (appelés projections de Riesz) définis

Pi(f) =X (M) en, P-(f)= X f(n)e,

n>0 n<0

On remarque que:

F(t) =P (f) (1) + P () (£) + [ (0) et f(t) = =iPy (f) () +iP- (f) (t) Ve € T

Lemme 2.4.1 Soient f € L (T),1 < p < 400 et T, (f) (t) = 3. f (k) ¢ pour tout n € N

et pour tout t € T, alors:

HSHHL(LP('JT)) = HTnHL(Lp(T))

Preuve. Soit f € L? (T),1 < p < +oo alors, pour tout n € N et ¢t € T:
2n ) oo 2n ) 2n )

e—int Zenf (k,) etht — o—int Zf (k _ n) etht — Zf (k _ TL) ez(kfn)t
=0 k=0 k=0

= > f(j) e’ (en posant j =k —n).
j=—n
Donc:
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2.4. Convergence dans L (T),1 < p < 400

2n — 2n —
0 (Dllzagry = [[e-n2oend (k) e Byer| =T enf)lpon
k=0 L (T) = Lr(T)
Alors:
ISalleiirimy = s (180 (Pllny) = s (I E0f)loer))
£l Lo (ry=1 fllrpm=1

= s (T lion) = 1Tl eguoey ®

Henf”Lp(']I‘):l

Proposition 2.4.3 [6] Soit 1 < p < +o00, alors: S, (f) — [ quand n — +oo dans LP (T)
si et seulement si il existe une constante C, > 0 tel que: Hﬂ‘ - <G, £l Lo(T) Pour tout
P

polynome trigonométrique.

Preuve. » Supposons que pour tout f € LP(T),1 < p < +o0, S, (f) — f quand
n — +oo dans L (T).
Alors d’aprés la proposition 2.3.2, on a: sup 150l 2(zo(ry) < +00

D’apres le lemme précédent, on aura auss1 sup 1Tl £ (roery < +00

Soit A (f) = Py () + [ (0)

Comme 'opérateur A est borné dans L? (T), alors 'opérateur P, l'est aussi.
D’autre part, on a:

P(f) =1 (f+if - F(0))

Donc, 'opérateur f —— fest continu dans L? (T).

» Inversement, supposons maintenant qu’il existe une constante C,, > 0 tel que:

]

Alors, l'opérateur P, est continu sur ’ensemble des polynome trigonométrique P(T) et

<G Il ey POUr tout polynoéme trigonométrique.

comme P(T) est dense dans L? (T), P, se prolonge en un opérateur continu sur L? (T).

Nous aurons aussi pour tout n € Net t € T:

THﬁ@%=%f%MW

=T ¥ Fer
k>0 B2l

— Z (k.) ezkt 22nt z f (k) ei(k—Zn)t
k>0 k>2n+1

= S f (k) et — e2ntS™ £ (j 4 2n) 9 (en posant j = k — 2n)
k>0 j>1

On obtient alors:

T, (f) = Py (f) = €an Py (e_2nf) + F (0)

Donc:
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2.4. Convergence dans L (T),1 < p < 400

1T (O oy < (2 1P\l 2oy + 1) £l o (r) Pour tout n € N et pour tout polynome
trigonométrique.

Par densité de P(T) dans L? (T), I'inégalité reste valable pour tout fonction dans L? (T) .

Il en résulte que: sup || T, (f)| zoep) < 400

Donc, du lemme pzeéﬁ(lzédent, on déduit que: sgg 150l Loy < +00

Alors, de la proposition 2.3.2, on conclut que: S, (f) — f quand n — 400 dans L? (T).

Théoréme 2.4.2 (Riesz-Thorin): Soient (E, 1) et (F,v) deux espaces mesurés et py, pa, q1, Go
des réels tel que 1 < p1,p2,q1,q2 < +00 et p1 < p2, (1 < qa.
Si pour j = 1.2 Uopérateur T est continu de L7 (E, 1) dans L% (F,v) de norme M;, alors
T est continu de LP (E, ) dans L1 (F,v) de norme M , ou % = 1p_—19 + p% et § = 1q;10 + % et
M < M}~ MY, pour tout 6 € 0.1].

Remarque 2.4.2 Observons que l'on a py < p < ps et ¢ < q < qo. Les espaces LP (E, )
et L1 (F,v) sont dits intermédiaires o LP* (E,p) et LP> (E, n) (respectivement LT (F,v) et
L% (F,v)) lorsque les mesures de ces espaces sont finies, cela se traduit par les inclusions

LP> (E p) C LP (E,u) C LP (B, p) et L2 (F,v) C LY(F,v) C L™ (F,v).
Démonstration. voir: [7] ou [8] m

Proposition 2.4.4 [6] Soit 1 < p < 400, alors, il existe une constante C, > 0 telle que
pour toute fonction f € LP(T), on a: Hﬂ < Gyl fllpoery -

Lr(T)
Preuve. Soit f un polynome trigonométrique, c’est a dire: f (1) = > ]?(k) et oneN;
teT.
Comme [[Re (f) +¢1m (1)) < 2| fllpocry et |[FO)

poser en premier lieu que f est a valeurs réelles et ]?(O) =0.

k=—n

< [1f oy » on peut sup-

~

Dans ce cas, on a f(—k:) = f (k) pour tout k € Z, donc:
f(t) = =i sgn(n)f (n) e

nez

= <ix fm)en +i T Fn) e

n>0 n<0

Y Py i3 e

n>0 n>0
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2.4. Convergence dans L (T),1 < p < 400

=-> (zf(n) et 4 i f (n) emt>

n>0

— —2Re (z S F(n) emt)

n>0
D’ou f est a valeurs réelles.

On a pour tout t € T:
F@O+if (8) = X F (k) e™ + S sgn(k) f (k) ™

keZA keZA .
= ST e+ ST (k) e = 5 (k) e
keZ . k>0 k<0
=23 f(k)e™
k>0

Soit m € N, comme f +if € P(T) et ne contient que les fréquences strictement positives
2m
(k > 0), alors ( f+ zf) €P(T) avec des fréquences également positives

Donc, pour tout t € T, on a:

L (e —Hﬂﬁmﬁ=%h<§p:;¥meﬂa:(ﬂiﬂ“@

Comme f + zf ne contient que les fréquences strictement positives, alors:

- —_— 2m
(1 +7;f>2 (0) = ((f +if) (0)) _
Donc:

2m

fqr ( )+ lf (t )) dt =0

En apphquant la formule du bindéme de Newton, on obtient:
~ 2m—k

e S 0 () (F)™ e =0

La partle réelle de cette expression est aussi nulle:

i .~ 2m—2j3

b 08 0" @) (F0) " =0
En separant le terme correspondant & j = 0, on trouve:

o ~ \2m . s \2m—2j
0" e (F0) " = = S0 0" @) (To) "
Donc:
1 ~ 2m 1 2j 2m—2j
> I (f (t)) dt < 5- C 0 o (f ( (t)) dt
En appliquant l’inégahte de Holder au terme de droite de I'inégalité précédente avec les

et 22 , on trouve:

exposants conjugués 2m 2]

S (f <~(t)>2m2jdt§ S CH I o || P QJ‘
_20|mmeﬂ

2m
LZm—27 (T)

L2m (’]I‘)
D’ou:
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2.4. Convergence dans L (T),1 < p < 400

2m—2j

m . 9
< > Cor M 1 Fomery

2m
L2m(T) j=1

|1 g

En divisant par || f IIiTm(T) et en posant: YV =

[2m (’I[‘)

1] 2

3 92 P
M Mpzmer on obtient 'inégalité:

Y?m S icggnYQm—Q]
k=1

On pose: P(Y)=Y?" — S CY Y?2 alors: P(Y) <0
k=1
Du fait de la parité de P, on a aussi: ‘Y‘lim P(Y) =4
— 400
On en déduit 'existence d’'une constante: M = Cy,, (dépendant de m) pour laquelle
Y| < Cy, Clest & dire: Hﬂ pongey S Con [l
Si f(0) # 0, on prend la fonction g définie pour tout ¢ € T par: g (t) = f (¢t) — f (0)

Donc: g(0) =0

En appliquant I'inégalité précédente pour g et en prenant en compte le fait que les

fonctions constantes ne possédent que le coefficient de Fourier correspondant a n = 0, on

obtient:
o <|r=70)  +[F0
‘ L2m(T) N L2m(T) L2m(T)
= H9||L2m(1r)

< Con||f = T 0)

< - f
< Con (Il + [F O, )
< 2C9m | f | 2o (my
Si f est & valeur dans C, alors: f = Re(f) +iIm(f) ou Re(f) et Im(f) sont des

L2m (']I‘)

polynomes trigonométriques & valeurs réelles.

—~—

On obtient alors:

—r i ’
7]z, = R+ i1 7
< ACom | f 1l Lo

Cette inégalité étant vrai pour tout polyndémes trigonométriques f, elle reste encore vrai

L2m(T)

par densité dans L?™ (T).
En appliquant le théoréme de Riesz-Thorin a 'opérateur f —— fborné dans L?™ (T) et
L*™2(T) ou m € N*, on déduit qu’il est borné¢ dans L? (T) pour tout p € [2m, 2m + 2].
Donc, l'opérateur f —— f est borné dans L? (T) pour tout p € [2,+00[. et pour tout

f €P(T).

51



2.5. Interpolation

Par conséquent, on a:

191

Par densité de P(T) dans L? (T) , se résultat reste vrai pour toute fonction f dans L? (T).

< Gy ||l zo(r) pour tout p € [2, 400 et f €P(T).
Il reste a démontrer ce résultat pour 1 < p < 2. On utilisera pour cela, la formulation

suivante de la norme dans L” (']I‘)

sy = s {[3 fod 09 @t] Ngluay = 1.5+ =1}

geLa(T
Soit p € |1,2] et ¢ son conjugué, alors: ¢ > 2.

En appliquant la proposition 2.4.2, on aura:

o Jo F (D) 9 (2) Zf( )G (R) = S (k) (i sgn(k))§ (k) = 2/ f (k) (i sgn(k) 3 (F)

kEeZ

= ST ) g (k) = & f () (G (O)dt

keZ

Donc:

|1

{2 e F O g @] llglyamy =1}

> A3 OTT@ gl =1}
— sup { L )G @)t 19l pagry = 1}

{

||f||LP(T) ||§||Lq(1f) : ||g||Lq(’]I‘) = 1} (en appliquant Holder).

= sup
LP(T)  geLa(T)

< o {anm ) Collglagey + 19)ary = 1}

Ainsi, nous venons de démontrer la continuité de 'opérateur f +—— ]? dans L? (T) pour
tout p €]1, 400 [et f €P(T). Par densité de P(T) dans L? (T), on déduit que 'opérateur
fr— f est continu dans L (T) pour tout p € ]1,40c0 [. m

Théoréme 2.4.3 Pour tout f € LP(T),1 < p < +o00, S, (f) converge vers f dans LP (T).

Démonstration. Comme Hﬂ‘ < Gy | f]l LP(T) > d’apreés la proposition précédente,
Lr

il suffit donc d’appliquer la proposition 2.4.3. =

2.5 Interpolation

Dans le domaine de ’analyse, nous disposons d’un outil trés important d’interpolation des

opérateurs linéaires. Autrement dit, si nous savons comment un opérateur se comporte
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2.5. Interpolation

dans certains espaces, on peut déduire le comportement de cet opérateur dans des espaces
intermédiaires.

Le premier théoreme d’interpolation est le théoreme d’interpolation de Riesz-Thorin,
énoncé dans la deuxiéme partie de ce chapitre.

Le théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin est une conséquence directe d’un résul-

tat classique d’analyse complexe appelé: lemme des trois droites de Hadamard dont voici
I’énoncé:
Lemme 2.5.1 (Lemme des trois droites de Hadamard): Pour toute fonction f an-
alytique dans la bande ouwverte U = {z € C:0 < Re(z) < 1} et continue et bornée dans
la bande fermée U = {z € C:0 < Re(z) <1} tel que sup (|f (0 +it)]) = My pour tout
0 € [0,1]. Alors on a: My < M3=°M?. (Pour la démonst;cez]fion voir [7] ou [8]).

2.5.1 Théoréme de Hausdorff-Young

Nous allons présenter dans cette partie un premier résultat d’interpolation utilisant le

théoréme de Riesz-Thorin.

Théoréme 2.5.1 (Hausdorff-Young): [7],[8] Soient p un réel tel que: 1 < p < 2 et q
son conjugués. Soit f € LP (T). L’application F: L* (T) — (% (Z) est linéaire et continue.
f—(fm)

Démonstration. D’aprés la proposition 1.4.1 dans le premier chapitre, on sait bien
que F est continue de L' (T) dans ¢y (Z) et comme ¢y (Z) C £ (Z), alors F est continue de
L' (T) dans ¢ (Z) .

D’autre part, d’aprés I'inégalité de Bessel, on a pour tout f € L? (T): Hf‘

Il en résulte que F est continue de L? (T) dans % (Z) .

e < [ fll2my

Donc, d’apres le théoréme de Riesz-Thorin, on déduit que Fest continue de L? (T) dans
01 (Z), ou p € [1.2] et g son conjugué.
Donc: Hﬂ‘M(Z) < [[fll zo(r) -pour tout f € LP(T) m

Remarque 2.5.1 On a établie le théoréeme de Hausdorff-Young dans le cadre des séries de

Fourier. Dans sa forme générale, ce théoréme s’applique auz transformés de Fourier [7].

Remarque 2.5.2 le théoréme de Hausdorff-Young n’est valable que pour p € [1.2].
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2.5.2 Inégalité de Young

Dans le premier chapitre, on a démontrer 'inégalité de Young en utilisant les propriétés
des espaces LP (T). Dans cette partie, on va établir cette inégalité en utilisant le théoréme
d’interpolation de Riesz-Thorin.

Soient ¢ un réel tel que: 1 < g < 400, g € L?(T) et T Popérateur de convolution, alors:

T (f) = f*g pour tout f € L' (T).

Drapres l'inégalité de Holder, on a: || f * gl poo iy < (19l poqry [1f ]| o7y 0 ¢ est le conjugué
de gq.

Donc T est continu de L (T) dans L* (T) .

D’autre part, d’apres I'inégalité de Minkowski, on a: || f * gll acry < 9/l zacy 11l 1y -

Donc T est continue de L' (T) dans L?(T).

Par conséquent, d’apres le théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin, on a:

T est continu de L? (T) dans L™ (T), ow: =% et 1 =12 4§, donc % + é =141

1 _
q p q T

Done: || f * gl rery < N9l pacry 11 oy -

2.6 Convergence simple et convergence presque partout

Il existe de nombreux critéres de convergence ponctuelle. Ils sont obtenus moyennant des
estimations judicieuses des noyaux localement. Nous citerons les plus connus: le test de
Dini et le théoreme de Dirichlet.

Les questions concernant la convergence presque partout des séries de Fourier sont
autrement plus délicates. Nous décrirons sommairement 'une des approches utilisées dans

I’étude de ces questions.

2.6.1 Convergence simple

Théoréme 2.6.1 (Test de Dini): [8] Soit f € L' (T) ett € T:
Si [ ’f(Hth(t_h)_Zf(t) dh < +00, alors S, (f) (t) — f(t) quand n — +oo.

h

Démonstration. Soient f € L' (T) et t € T, tel que: [ f(t+h)+f(}i_h)_2f(t)dt < +o0,

alors:
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2.6. Convergence simple et convergence presque partout

Su(F) (0 = £ (1) = 2%7[ — £ (1) D () dh
=] (= 1) = £ @) D () dn
—f W)+ 1 (t+h) = 27 (1)) Dy (h)
=AU +f<t+h>—2f<>>%dh

1
2

sin(é
+5- f h)+ f(t+h)—2f(t))cos(nh)dh

( J=h)+/( t+h) 2/(t) __h " oS (%h)) sin (nh) dh

|
3
o~—3

Comme f € L (T), alors, par le Lemme de Riemann-Lebesgue, on a:
LI(f(t—h)+f({t+h)—2f(t)cos(nh)dh — 0 quand n — +oo

27
0
] est définie et continue sur lintervalle [0,7] donc, elle est

La fonction h +—— ﬁ
sin 3
(f(t=h)+f(t+h)—2f(t))
’ est

bornée sur cette intervalle et comme par hypothese, la fonction h —

intégrable sur cette intervalle alors, la fonction A —— (F{=h)+S (}Trh)_?f () - (h 3 est intégrable

D=

sur U'intervalle [0, 7]
Donc, en appliquant & nouveaux le lemme de Reimann-Lebesgue, on aura:

L 0 (f(t—h)+f(’tl+h) 2/(1)) hl ) COS (%h)) sin (nh) dh — 0 quand n — +00
Il en résulte que S, (f) (t) —

sin( 3
f(t) quand n — +oco. m

Corollaire 2.6.1 (Convergence des fonctions hélderiennes): Soit f € C*(T),

a €10,1], alors S, (f) (t) — f(t) quand n — 4o00.pour tout t € T.

Preuve. Soit f € C*(T), o € |0, 1], alors, il existe A > 0 tel que pour tout =,y € T,

ona: |f(x)— f(y) < Alz—y|*

Donc:

f+h)+f(t—h)—2f(t) _ fQ+h)—f(t )+f(t h)—f(t)
Jo | Heme L ah = |, dh

) dn

< Jo (i) dn

En appliquant la régle de Riemann, on déduit que I'intégrale généralisée fT (WTQ

<. <‘f(t+h) f(t)+‘ I ‘ft—hlz—f(t)

) dh

est finiecar 1 —a < 1.

On conclut donc, en utilisant le test de Dini. m
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2.6. Convergence simple et convergence presque partout

Proposition 2.6.1 (Principe de localisation): [8] Soient f,g € L' (T) et t € T, si
f(x) =g (z) pour tout x € |t — 0,t+ 48[, § > 0, alors S, (f) et S, (g) sont de méme nature
et si elles convergent alors Sy, (f) (t) — Sn (g) (t) — 0 quand n — +oo.

Preuve. Soient f,g € L' (T) et ¢t € T.
Si f(z) =g (x) pour tout x € |t — d,t + d[, alors f (x) — g () = 0 au voisinage de t.

Donc, en posant h(z) = f (x) — g (z) pour tout x € T, on aura:
h(t+)+h(t—z)—2h(t T | bt +h(—
M(w)(w) O gy = [ |2erathe=a)| g,

x xT

-
-5

=
—T

Comme h € L' (T), on déduit que: [, ’h(t+w)+h(t—w)—2h(t)

xT

h(t+a)+h(t—z) do

dr } ’h(t—&—m)l—h(t—x)
5

dx < +00

On conclu directement en utilisant le test de Dini. =

Notation 2.6.1 Soient f € L' (T) et t,h € T, tel que h > 0, alors, on note les limites a
gauche et a droite de t par:

Fo()) =1 f (t—h) et fy (t) = limf (t + }).

Si de plus f est dérivable a droite et a gauche de t, on note:

FL(t) = Jim HO=le 20 p f1 (1) = Jiam Lot L0

Théoréme 2.6.2 (Dirichlet): [8] Soient f € L' (T) et t € T, alors:
St les limites f_ (t), f1 (t), f'(t) et f\ (t) existent, alors: S, (f) (t) — M quand

n — +00.

Démonstration. Soient f € L' (T) et t € T

FAR)EF(t=h)~(f— () +£2.() (EHh)~F4 (1) |y FE=) =)
h . h - + hmT

) — limZ
h—0 h—0

= L)+ /(1)

Alors, la fonction h — £ (t=h)+f (Hh)hf(f ~O++1) admet une limite au voisinage de zéro

lim
h—0

donc, elle est bornée prés de zéro. Il en résulte que cette fonction est intégrable sur T et

d’apres le test de Dini, on déduit que S, (f) (t) converge vers M [ |

2.6.2 Convergence presque partout des séries de Fourier

Ces questions sont a l'origine de 'invention de la théorie des ensembles de Cantor et de la

théorie de la mesure de Lebesgue.
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2.6. Convergence simple et convergence presque partout

Longtemps, Lusin a conjecturé que toute fonction f € L?(T) a une série de Fourier
convergente presque partout. En 1960, Calderén montrera que si cela était vrai, alors on a
aussi: mes {x ssup |S, (f) (@) >y < CW”;&.

Cette derniél%eifﬁrmation a installé le doute sur la conjecture de Lusin. C’est donc avec
une grande surprise qu’a été accueilli le théoreme de Carleson confirmant la conjecture de
Lusin. Ce résultat a été d’ailleurs immeédiatement étendu par Hunt aux espaces L? (T) avec
1<p<+o0.

En réalité, le contre exemple de Kolmogorov (d’une fonction ayant une série de Fourier
divergente presque partout) est une fonction f € L (loglog L). Hunt a par ailleurs montré
que toute fonction f € L (log L)2 a une série de Fourier convergente presque partout, résultat
élargi ensuite a f € L (log L.loglog L) et f € L (log L (logloglog L)) par Sjolin et Antonov
(1996).

Définition 2.6.1 [8] Soit (T},),, o une famille d’opérateurs: T,, : LP (T) — M (T) (M (T) :
fonctions mesurables sur T). On pose: T* (f) (t) = sup |T,, (f) (t)|,t €T

T* sera dit de type (p,q) — fort lorsque T* : L;’le(%*) — L9(T) est borné, c’est a dire
qu’il existe C > 0 tel que: | T (f)l|poery < C [[fllpoery» S € LP(T).

T* sera dit de type (p,q) — faible lorsqu’il existe C' > 0 tel que:

n({y € T,IT* () ()] > AP)e < 2 WA >0, f € L7 (T)

On montre les propriétés essentielles suivantes:

1. Si T* est de type (p,q) — fort, alors il est aussi de type (p,q) — faible.

2. Si T* est de type (p,q) — faible, alors pour tout r, 0 < r < ¢, on a: T*(f) € L" (T).
(Pour la démonstration de ces deux propriétés, voir [8]).

Définition 2.6.2 (Fonctions maximales): La fonction T* est dite: opérateur mazimal

de la famille (T,), cn Ou simplement: fonction maximale

Les fonctions maximales sont liées & la convergence presque partout par le théoréme

suivant:
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2.7. Séries orthogonales

Théoréme 2.6.3 Si {(7}) T, : LP (T) — M (T)} est une famille d 'opérateurs linéaires

neN*
tel que l'opérateur mazimal T*est de type (p,q) — faible. Alors:

L’ensemble C' = {f e L»(T), hI}_l T, (f) @)= f(t) p.p} est fermé dans LP (T).
Démonstration. voir: [8] =

Exemple 2.6.1 (Opérateurs marimauz):

1. D" (£)(t) = sup |(Dy » f) ()] = sup S, () (1) (Dirichiet)

neN

2. F*(f) (t) = sup [(Fy + f) (1) = sup |o,, (f) ()] (Fejer).

neN neN

3. P*(f)(t) = sup [(P = [)(t)].

0<r<1

On sait par exemple que F™* est de type (p,p) — fort ¥p > 1, donc aussi de type (p,p) —
faible Vp > 1, d’aprés le théoréme précédent, ’ensemble C' = {f € L»(T), ngrfwon (f) (&)= f(¢) p.p}
est fermé dans L? (T) or, manifestement ’ensemble C' contient tout les polynémes trigonométriques
et comme C' est fermé et P(T) est dense dans L? (T), on a nécessairement C' = L (T) .Ce
qui signifie que 'on a:

Vp>1,Yfe LP(T): lim o, (f)(t) = f(t) presque partout.

n—-+o0o

sup (D,, * f)

neN

Pour lopérateur D*, il sera de type (p,p) — fort si on a:
11 2o ey

On sait déja que I'on a pour p > 1, sup 1D * fll zoiry < Cp [1f | o(r) » mais cette inégalite

est loin d’impliquer que D* est de type (p p) fort et c’est justement ce passage qui renferme

les subtilités et les estimations judicieuses utilisées pour montrer le théoréme de Carleson.

2.7 Séries orthogonales

La théorie des séries de Fourier (ou trigonométriques) s’étend de maniére naturelle & un cadre
plus large, celui des séries orthogonales. Nous développons ici certains aspects importants

de cette théorie.
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2.7. Séries orthogonales

Définition 2.7.1 Soient [a,b] un intervalle de R, tel que a < b et (¢,),cy une suite dans

L'[a,b]. On dit que le systéme (¢,),cn €st orthonormal si et seulement si pour tout m,n €

N:

b 0sin#m
Jen () @, (t) dt = ,
a lsin=m

Définition 2.7.2 Soit (ay), . une suite a valeur réelles. On appelle série orthogonale la

série définie par la suite des sommes partielles: S, (t) = > anp, (t), t € [a,b]
k=1

2.7.1 Exemples de systémes orthogonaux

Nous allons dans cette partie définir quelque systémes orthogonaux classiques.

Définition 2.7.3 (Systéme de Haar):[1] Le systéme de Haar est défini sur [0.1] par:
XS (t) =1 pour tout t € [0.1]
(
1site [05]
Xp () = 0 sit= %
: 1
\ —1 sztek,l]
Et de maniére générale:
( _1
VZisite |5 e —
Xn (1) =4 —v2n site}k;n .2%[2 k>
| 0 pour tout t ¢ Ify Jke
OuneN ethk=1,2,.. 2

SIE

Proposition 2.7.1 Le systéme de Haar est orthonormal.

Preuve. Soit n,m € N, alors:
1

{(ng () dt =1

Pour n =0, on a: [x§(t) xp (t) dt = 0.

Et les fonctions x) (zt) et x¢ (t) sont orthogonales aux autres fonctions x* ot m # 0
Pour n # 0 et m # 0 on a clairement:

[ () ()t = 05i 1

§upposons maintenant n > m, alors dans se cas la fonction x? prend ces valeurs dans

un intervalle ot la fonction X est constante et égale a £1/2™ ot € € {—1.0.1} . Donc
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2.7. Séries orthogonales

1

T (8) X (8) dt = m—mzng (t) dt

0
=0 m

Définition 2.7.4 (Systéme de Rademacher):[1| Le systéme de Rademacher est défini
pour tout t € [0.1] et n € N* par:

ro(t) =1

o (t) = sign (sin (2”7Tt))

1site U }3521;1[

= 2k+1 2k+42
—lsite kgo]z—n-Q—n[

0 pourtouttZQﬁn
Ouk=0,1,... 27!

Remarque 2.7.1 On a: ro(t) = X0 (t) pour tout t € [0.1] et v (t) = X3 (t) pour tout

t€]0.1] et 1 (0) =71 (1) = 0 et de maniére générale:
2n

Tn () = \/1272)(,’2 (t) pour tout t € 10.1] et rps1 (0) =711 (1) =0 oun €N
k=1
Proposition 2.7.2 Le systéme de Rademacher est orthonormal.

Preuve. On a pour tout n € N* :

[ntoyfar=4J (S <t>)2

0

1
pour n =0, on a: [ (ro (t))*dt =1

0
Soit m € N tel que m # n, alors:
19n

. 2m -
frn t)dt = \/ﬁ{;ﬁz (t) Zlen (t) dt
1= 1=
=0

Car le Systéme de Haar est orthonormal.

Pour n = 0, ry est clairement orthogonal aux autres fonctions r,, ot m # 0. =

Définition 2.7.5 (Systéme de Walsh):[1] Le systéme de Walsh est défini pour tout t €
[0.1] et n € N* par:
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2.7. Séries orthogonales

W (8) = Py 1 (8) T (D)< Ty (0)
Otvy <vy<---<vy,etpe N tel quen =2" +2"2 ... 42"

Proposition 2.7.3 Le systéme de Walsh est orthonormal.

Preuve. On a pour tout n € N*:
1 1

[ (w, (t))*dt = [ (o (0 o () o7 ()" dt
=1

1
pour n =0 on a: [ (wy (t))*dt =1
0
et wy est clairement orthogonal aux autres fonctions w,, ot m # 0.

Soﬂ: m € N tel que m # n, alors:

fwn t)dt = f(7"m+1 () Tuppr (£) oo Tupt (8) (rogsa () - rogpn (£) -+ - - Ty (1)) dt

:0

Car le systeme de Rademacher est orthonormal. =

2.7.2 Convergence des séries orthogonales

Nous allons en premier lieu étudier les propriétés de convergence des séries orthogonales.
Nous rappelons ici quelques théorémes trés utiles pour notre étude des séries orthogo-

nales:

Théoréme 2.7.1 (Egorov): Soient E un ensemble de mesure finie et (f,), oy une suite
de fonctions mesurables, convergeant presque partout sur E vers une fonction f. Alors pour
tout € > 0, il existe un sous ensemble mesurable E. de E tel que: u(E.) > p(E) — ¢ et la

suite (fn),cy converge uniformément vers f sur l’ensemble EL..
Démonstration. Voir: [2] ou [5]. =

Théoréme 2.7.2 (Lusin): Soit f une fonction définie sur Uintervalle |a,b]. Alors, f est

mesurable si et seulement si pour tout € > 0 il existe une fonction g continue sur [a,b], tel

que: p{t € [a,b]: f(t) £ ()} <.

Démonstration. Voir: [2] (exercice (03) du Chapitre 12) ou [5]. =
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Théoréme 2.7.3 [1] Soit (¢,), oy un systéme orthonormal défini sur lintervalle [a, b,

ne

alors:

1. Si (@) ,en~ €t borné et tel que ) anyp, (t) converge presque partout, on a:
n>1

lim a, = 0.
n—-+00

2. Si (@) pene €St borné, on a: Y @2 (t) = +oo sur un ensemble de mesure positive.
n>1

3. Si (¢n)pene €St complet, alors: Y @2 (t) = +o00 presque partout.

n>1

Démonstration. Soit (¢,), - un systéme orthonormal défini sur I'intervalle [a, b].

ne

1. Supposons que (©,,),cn- €st borné et que ) a,¢, (t) converge presque partout, ot
n>1
a, € R et n € N*, alors:

Comme (¢,,),cn- st borné, il existe un réel M > 0 tel que: |¢, (t)] < M pour tout
t € la,b].

Soit € et o deux réels strictement positif tel que: 0 < o < 1 et M?%c < o

Comme ) a,p, (t) converge presque partout sur 'intervalle [a,b] alors, d’aprés le
n>1
théoréme d’Egorov, il existe un ensemble E C [a,b] tel que p(Cg) < e sur lequel la

série Y a,p, (t) converge uniformément.
n>1

On déduit que: lim a,¢,, (t) = 0 uniformément sur £ et donc:

n—-+o00o

lim a2 [, 2 (t)dt =0.

n—+00

D’autre part, on a : [, 2 (t)dt = }goi (t)dt — [o, en(t)dt
>1— M?*
>1—-0

Il en résulte que: lim a, =0
n—-+o0o

2. Soit (¢,),en+ un systéme orthonormal borné et € > 0.

Supposons le contraire c.a.d Z g0721 (t) converge presque partout, alors:
n>1
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Comme (¢,,)
t€la,bl.

nen+ €st borné, il existe un réel M > 0 tel que: |@, (t)] < M pour tout

D’apres le théoréme d’Egorov, il existe un ensemble £ C [a,b] tel que p(Cp) < 57
sur lequel la série Y 2 (t) converge uniformément.

n>1

b
Donc: lim [¢2 (t)dt = lim [, o2 (t)dt+ lim fCE 2 (t) dt

nA%Hma n—-4o00 n—-4o00

<e

b b
On déduit alors que lir+n [©2 (t)dt = 0, ce qui contredit 'hypothese: [¢2 (¢)dt = 1.
n— Ooa a

. Soit (¢,,),en+ D systéme orthonormal complet et € > 0.

Supposons que Y 2 (t) converge presque partout sur un ensemble de mesure positive
n>1
E C [a,b].

D’apres le théoreme d’Egorov, il existe un ensemble F' C E C [a,b], tel que la série

S 2 (t) converge uniformément sur F et d’aprés le théoréme de Lusin, il existe une
n>1

constante y > 0 tel que Y ¢? (t) < x pour tout ¢ € F.
n>1

Soient G C F' tel que u(G) < ﬁ et g une fonction définie par:

lsited
g(t) = .
Osit¢ G

On note: Sy (t) = > anp, (t) la série de Fourier associée a g.
n>1

D’apres I'inégalité de Bessel, on a:
b
2 1
>an < [(g(1) dt < p(G) < g

Donc, pour tout t € F :

RACIE (z) (£ @f <(&0) <ivier )

n>1 n>1 n>1

Comme la série Y a? est convergente, alors le reste d’ordre n de cette série converge
n>1

vers zéro dong, il existe un rang N € N, tel que pour tout n > N, on a: Y a? < %
n>N

Donc, pour tout ¢t € F', on a:
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> anpy (t)

n>N

S(ZaiZw%(@)QS(%x)éée

Il en résulte que la série > a,p, (t) converge presque partout sur G (et méme uni-
n>1

formément). D’autre part, le systéme (¢,,),cy- €étant complet, on a par I'égalité de

Parseval:

n
H9Hi2[a,b} = nl_i)rilm];la% ou bien sous une autre forme:

lim [, (g (t) — éan% (t)>2 dt =0

n—-+o0o

En particulier: lim Y anp, (t) = g (t) presque partout sur G.

n—-4o0o k—1

Contradiction avec l'inégalité (1) car g () = 1 pour tout ¢t € G.

2.7.3 Convergence presque partout

Les noyaux de Dirichlet et Fejér ont joué un role important dans 1’étude de la convergence

(simple ou ponctuelle) des séries de Fourier trigonométriques. Dans le cas général de sys-

temes orthogonaux quelconques, de tels noyaux ne peuvent pas étre toujours explicités.
Nous donnerons ici une approche utilisée dans les questions concernant ce type de con-

vergence.

Proposition 2.7.4 [1] Soient (©,,),cn- un systéme orthonormal, (an), ey €t (Vi) deux

neN*

suites réelles, telles que (V,,),cn+ €st croissante lilil V,, = +oo et la somme . a2V, est

finie. Alors pour toute suite d’entiers (”k)keN* vérifiant ngy1 > ng et k <V, Vk >1, on
n

a: Sy, (t) = > ajp, (t) converge presque partout.
j=1

En particulier, si V,, = log, (n) et ny = 2%, on pourra écrire: Si Y a2 log, (n) < 400, on
n>1
27L
a la sous suite Syn (t) = Y a;p; (t) converge presque partout.
j=1

Preuve. Soient (¢,,), oy un systéme orthonormal et (ay), oy et (V7) deux suites

neN*

telles que définies plus haut. Nous avons du fait des hypotheéses: a2 < +o0
n>1
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Donc d’apres le théoreme de Riesz-Fischer (généralisé aux séries orthogonales), il existe
b

une fonction f dans L? [a, b] tel que: [ (f (t))>dt = 3 a2

a n>1

On pose: 5, (t) = Xn:ajcpj (t), alors:
j=1

b

F () = Sa )2 dt = [ (70t~ [ (S, (1) dt = T2 -$i- v
P

a a 7>1 j>n+1
osons: r,, = Y. a?, alors, par la transformation d’Abel, on a:
j=ng+1
p P
P e
= Zk z aj +p./rnp+1
k=1 Jj=ni+1
V4 T+1
< S Vo, 3 a? + Vo, > a?
k=1 j=ne+1 i>npr1tl
p NE+1 9
k=1 Jj= nk—i-l j>npyr1+1
Donc
o0 —+o00 k41
DT <D Vi, >, a + lim > VJ”?
k=1 k=1 j=np+1 P=H00 >, 1 +1
+oo Ng4+1
<y | X Vidi|+0
= > Vaal
n>1
< 400
D’ofl:
> f — S, (t))? dt < 400, par le théoréme de Levi, on déduit que:
k>1a
SY(f(t) = Sy, (1) dt < +oo presque partout.
k>1

Donc: klim Sn,, (t) = f (t) presque partout. m
——400

Lemme 2.7.1 Soit (,,),cn+ un systéme orthonormal. Alors pour toute suite ay,as, ... an

de mombres réels, il existe une fonction & dans L*|a,b] et une constante M strictement

positive, tel que:

(t)‘ <0 (t) pour tout 1 <i<j<mnetté€la,b
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Preuve. Voir: [1] ou [4] =
Nous en déduisons le théoréme général suivant sur la convergence presque partout des
séries orthogonales.

Théoréme 2.7.4 [1] Soit (a,), . une suite de nombres réels tel que la série: Y a?log” (n)
n>1

est convergente. Alors, pour tout systéme orthonormal (¢,,),cn« » la série Y anp,, (t) con-
n>1
verge presque partout.

Démonstration. Soient (a,), . une suite de nombres réels tel que: > a2 log? (n) <
+00 et (¢,),cn-un systéme orthonormal. =

Posons V,, = log, (n) pour tout n € N*,

Donc: k = Vyr , on déduit d’apres la proposition 2.7.4 que la série (Sax ),y est conver-
gente presque partout.

Montrons maintenant la convergence presque partout de la suite (.5y,),,cy- -
Pour tout n € N* il existe k € N tel que 2¥ < n < 2F+1,
Donc, d’aprés le lemme précédent, on a I'existence d’une fonction &5 dans L? [a, b] et une

constante réelle M strictement positive, tel que:

b 2k+1
Sy () — Sor (£)] < 0k (t) et [67 (1) dt < Mlog” (27+1) Zk a2
a j=2k+1
D’ou:
+o0 b 400 2k+1
> [on(t)dt < MY log® (25H1) Y a?
k=1 a k=1 j=2F+1
+00 2k+1
=Mlog’(2) 3 (k+1)° > a2
k=1 j=2k41
+o0 2k+1
<AMY (k+1)° Y a?
k=1 j=2k41
+oo 2k+1
<AMY S atlog? ()
k=1j=2k41

< 4M§a§ log” (j)
< 400
Par le théoréme de Levi, on déduit que la série +Zoo 6% (1) est convergente presque partout.
C’est a dire aussi kl_i)rfooék (t) = 0 presque partout.k -
En définitive, on a bien: ngrfooSn (t) = kEEIOOSQk (t) et la série nzglancpn (t) est donc

convergente presque partout. m
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2.7.4 Séries de Fourier et fonctions de Lebesgue

Nous allons & présent introduire les fonctions de Lebesgue et donner quelque propriétés les
concernant.

Soient f € L?[a,b] et (¢,,),cx- un systéme orthonormal. Soit Y a,, (t) la série orthog-
n>1

b
onale associe a la fonction f, tel que a, = [ f (u) ¢, (u) du

Alors:
S (f) (1) = z axpy () = z on (1) [ (u) g (u) du = [ f (u) zso (1) oy () du

a

= }f (u) K, (t,u) du

On pose: K, (t,u) = Y ¢ (t) ¢ (u) : noyau du systéme orthonormal (p,,),, cx- -
k=1

Définition 2.7.6 On appelle fonction de Lebesgue associée au systéme orthonormal (©,,),,cx« »

la fonction L, définie pour toutt € [a,b] par:
b
L (t) = [ [Ky (t,u)] du

Lemme 2.7.2 Soit (¢,), oy une suite réelle tel que la série Y c2 est convergente alors, il
n>1

existe une suite réelle (1), - croissante vers 400 tel que . cir, est convergente.
n>1

Lemme 2.7.3 (Kronecker): Soit (H,) et (u,) deux suites réelles tel que H, = > uy et

k=1
s0it (An),en- une suite réelle positive et croissante tel que 5= < +oo. Alors: H, = 0(\,)
n>1

Preuve. Pour tout n,m € N* tel que m < n, en utilisant la transformation d’Abel:

n
n — =
|JY fﬂn‘ E: U
k=m+1
n

DR

k=m+1

+o00 w
v

j=m+1 7

+oou_
> %

j=n+1

n

+oo
< X =M |
k=m-+2 j=k"’

Un . Ug
Comme } §* < 400, alors: } 5t =0(1)
n>1 k>n

+'AWH4 +'An

Donc:
|Hn - Hm‘ S O(An - )\m+1) +o ()‘m+1> + O(An)
=0(\n)
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D’autre part, on a:
|Hy| < [Hp — Hp| 4 [y
= 0(An) + [Hp|
Pour m fixé, on a: H,, = o(\,) car A\, — 400 quand n — 400

Donc: H, =0(\,) m

Théoréme 2.7.5 [1] Soient (¢,,),cn+ un systéme orthonormal et L, la fonction de Lebesgue

associée. On se donne (\,),cn- une suite réelle positive et croissante et £ C [a,b]. On a les
propriétés sutvantes:

1. 51 ) ﬁ < +o0, alors: Ly (t) = o (v/A,) presque partout.

n>1

2. 8 Y 02 (t) =0(n), alors: L, (t) = O (y/n) pour tout t € E.
k=1
En particulier, ce sera le cas si le systéme est borné (dans le cas du systéme trigonométrique

on sait déja que: L, (t) = O (log (n))).

3. Si pour tout t € E, L, (t) = O(\,) quand Y a2 < 400, alors: S, (t) = O (vV/A,)

n>1
presque partout sur E.

4. Si L, (t) = O (\,) presque partout sur E. Alors: si > a2\, < 400, la série orthogonal

n>1
> anp,, est convergente presque partout sur E.

n>1

Démonstration. Soient (¢,,), oy« un systéme orthonormal et L,, la fonction de Lebesgue

associée et soient (\,), .. une suite réelle positive et croissante et £ C [a,b]. On a:

1. Supposons que la série Al est convergente, alors:
n

n>1
b
Jen(t)dt
a _ 1
D v Dl w
n>1 n>1
b
Jen @)t )
Donc ) #——— converge sur [a,b], d’aprés le théoréme de Beppo-Levi, on a:
n>1 )

2 (t)dt
> % est convergente.
n
n>1

Donc, d’apres le lemme de Kronecker, on a: Y. 2 (t) = o (\,) .
n>1

68



2.7. Séries orthogonales

Pour tout ¢ € [a,b], on a:
2

1) = (Kt du) <00 [R () do< 0-0) £ 0)
Donc: L, () = o (vV/An)
. On a pour tout t € E :

L2(1) < (b—a) L2 () = O (n)

k=1

Donc: L, (t) = O (v/n).
. La démonstration de ce point est technique, longue et difficile (voir [1]).

. Supposons que L, (t) = O (\,) presque partout sur F et que la série Y a2\, < +oo.

n>1

D’apres le lemme 2.6.2, il existe une suite réelle (7,), .. croissante vers +oo tel que

ST a2 yrp < 400

n>1
Soit S, (t) = Y- ar vV iy, ()
k=1

D’apreés la transformation d’Abel, on a pour tout n,p € N*:

n+p
[Sntp (1) =S (O] = | 22 arepy, (1)
k=n+1
P Z 1m@kv AeTrpy (t )‘

n+p—1 gn(t)‘ + |§"+p(t)‘

SORC Se0] +
- k:;-‘rl (\/Akrk \/)\k+1rk+1 > k \//\n+17’n+1 \/)\n+prn+p
En appliquant le point (3) a la série Y a,v/Anrng, (t), on aura:

n>1

S, (t) = O, (\//\n) presque partout sur E.
Donc:

n+p—1
1
|Sntp (£) = Sp (B)] < k:zn:-&-l (\//\m \/Ak+1m+1> }Sk ‘—i—ot (1) presque partout sur E.

D’autre part:

1
5 (i)

Sl (ot~ ) () (08)
s (o ) ()

n>1 \/)\n+17'n+1
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=0 (1) gl <\/)\n7«n \/)\n+1rn+1>

< +00

Donc S, (t) — Sy (t) = o (1) presque partout sur E, c’est a dire que S, () converge

presque partout.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a 1’étude des séries de Fourier et en
particulier aux méthodes de leur convergence dans les espaces L” (T),1 < p < +o00. Ces
questions font partie d’'un domaine plus vaste appelé analyse de Fourier.

Cette thématique continue de susciter un engouement dans la communauté scientifique,
tout pour son aspect académique que pour ces nombreux développements technique. De
nombreuse questions, méme de nature classique, restent encore posées. De méme, la théorie
des séries de Fourier et ses méthodes peut s’élargir & d’autres espaces. Un aspect intéressent

serait de considérer tous ces questions dans le cadre des fonctions presque périodiques.
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