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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié les fonctions S-asymptotiquement
w-périodiques a valeurs dans un espace de Banach.
On a présenté des résultats d’existence d'une solution "mild” S-asymptotiquement
w-périodique du probleme de Cauchy abstrait de premier ordre. Cette partie

est complété par une application aux équations aux dérivées partielles.
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Introduction générale

Le concept des fonctions S-asymptotiquement w-périodiques a été in-
troduit par Henriquez et al en 2008 dans [10]. Ces fonctions sont une
généralisation des fonctions asymptotiquement w-périodiques. Depuis plu-
sieurs travaux ont succédé autour de cette "nouvelle” notion, notamment en
ce qui concerne les résultats d’existence de solutions S-asymptotiquement
w-périodiques d’équations differentielles abstraites et d’équations intégro

differentielles abstraites. On cite entre autre [2],[4],[6].

Dans ce mémoire, on étudie les fonctions S-asymptotiquement w-périodiques
a valeurs dans un espace de Banach. Notre objectif consiste a faire une
synthese sur les propriétés essentielles de cette notion. Le probleme d’exis-
tence de solutions "mild” S-asymptotiquement w-périodiques du probleme
de Cauchy abstrait de premier ordre sera aussi étudié. Plus précisément,

considérons le systeme

{ w'(t) = Au(t) + G(t,u(t)) t >0 (0.1)

U(O) = 290X

oun A: D(A) C X — X est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-
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groupe (T'(t))e0 sur X, G : [0, +00o[xX — X continue, et X un espace
de Banach. Nous allons parler des notions de semi-groupe fortement S-
asymptotiquement w-périodiques et fonction uniformément S-asymptotiquement
w-périodique a parametre G(t,x), qui vont jouer un role important dans
I’obtention de théoremes d’existence d’une solution "mild” S-asymptotiquement

w-périodique pour le probleme (0.1).

Notre travail reprend les calculs fait dans [10], il est réparti en deux

chapitres :

Le chapitre 1, nous exposerons les différentes définitions et propriétés
des fonctions S-asymptotiquement w-périodiques a valeurs dans un espace
de Banach, en verra la relation entre ces fonctions et les fonctions asymp-
totiquement w-périodiques.

Le chapitre 2 est consacré au probleme d’existence de solutions ”mild”
S-asymptotiquement w-périodiques du probleme de Cauchy abstrait de pre-
mier ordre. Ce chapitre est complété par une application aux équations aux
dérivées partielles.

A la fin de ce mémoire nous avons mis une partie annexe ol nous avons
rappelé quelques résultats de topologie et d’analyse fonctionnelle que nous

avons utilisé tout au long de ce mémoire.



CHAPITRE 1

Fonctions S-asymptotiquement
w-peériodiques a valeurs dans

un espace de Banach

Dans ce chapitre, une nouvelle classe de fonctions est présentée : les
fonctions S-asymptotiquement w-périodiques a valeurs dans un espace de
Banach. Un intérét particulier est donné a cette classe et la classe des fonc-
tions asymptotiquement w-périodiques.

Avant d’entamer 1’étude de ces fonctions, nous introduisons d’abord quelques
notations et rappelons quelques notions dont on aura besoin dans la suite
de ce document. Pour plus de détails concernant les résultats cités dans ce

chapitre, on peut consulter les références [10],[3],[16],[12].

1.1 Notations-Rappel

Tout au long de ce document, (X, ||.||) est un espace de Banach réel ou
complexe, Cy([0, +00[, X) désigne 'espace des fonctions continues et bornées
sur [0, 400 qui sont a valeurs dans X muni de la norme de la convergence
uniforme indiqué par ||.||s. Co([0, +00[, X) et C, ([0, +00[, X), w > 0 sont



des sous espaces de Cy([0, 4+o00[, X) définis par :

Co([0, +oo[, X) = {z € Cy([0, +oo[, X) : lim |[z(t)|| = 0}.

t—+00
Cu([0,400[, X) = {z € Cy([0,+00[, X) : z est w — périodique }.

Notons que ces espaces sont des espaces de Banach.

K désigne I’ensemble des nombres réels ou complexes.

Définition 1.1.1. Une fonction f € Cy(R., X) est dite presque périodique

si: Ve > 0, 'ensemble H (e, f) est relativement dense dans R ou :

H(e, f) ={€ e R: lf(t+&) = FO)]| <&, Vi€ R}

Autrement dit, f est presque périodique si Ve > 0,3l(e) = [ tel que Va € R,
H(e, f)Nla,a+1] # 0.

Remarque 1.1.1. L’ensemble H (¢, f) est appelé ensemble des e-translations
ou e-périodes de f.

L’ensemble des fonctions presque périodiques sera noté PP(X).

Propriétés 1.1.1. Toute fonction presque périodique est bornée, uniformément

continue a tmage relativement compacte.

Définition 1.1.2. (voir [15]) Une fonction f € Cy([0, +00[, X) est asymp-
totiquement presque périodique si : Ve > 0,3M(g) > 0 telle que l'en-

semble
H(e, [)={E €R" :[[f(t+&) — f()| <e,VteRT, t,t 4+ > M(e)},

soit relativement dense dans R*.
L’ensemble des fonctions asymptotiqement presque périodiques sera noté
APP(X).

La proposition suivante fournit une caractérisation des fonctions asymp-

totiquement presque périodiques.

Proposition 1.1.1. (voir [15]) Une fonction f € Cy([0,+oo[, X) est dite

asymptotiquement presque périodique, s’il existe une fonction presque périodique



g et une fonction ¢ € Cy([0, +oo[, X) telle que :

f=g+¢.

Si g est périodique (respectivement w-périodique ) f est dite asymptotique-
ment périodique (respectivement asymptotiquement w-périodique).

La décomposition donnée dans cette proposition est unique(voir(17]).

1.2 Les fonctions S-asymptotiquement w-périodiques

Dans cette section, nous présentons quelques propriétés des fonctions
S-asymptotiquement w-périodiques.
Pour abréger les calculs, on considere pour un nombre fixé positif w et pour
chaque t > 0 la décompsition, t = &(t) + 7(t)w ou £(t) € [0,w] et 7(t) € N.
De plus, pour h > 0et f € Cy([0,400[, X) on note par f;, la fonction
fn : 10, +o0[— X définie par f(t) = f(t+ h).

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1. Une fonction f € C,([0, +o0[, X) est dite S-asymptotiquement
w-périodique, s’il existe w > 0 tel que

i £t +w) — £(0)] = 0.

— 400
Dans ce cas, on dit que w est une période asymptotique de f.

On note par SAP,(X) le sous espace de Cy([0, +00[, X) composé des fonc-

tions S-asymptotiquement w-périodiques.

Définition 1.2.2. Une fonction f € Cy([0, +00[, X) est dite w-normale sur
les ensembles compacts, si pour chaque suite de nombres naturels (m,,),en
avec m, — +o00 lorsque n — o0, il existe une sous suite (k,)nen de
(My)nen et une fonction F' € Cy([0, +00[, X), telle que fi,., — F lorsque

n — 400 uniformément sur les sous ensembles compacts de [0, +o0, i.e,

lim sup || fx,w(s) — F(s)]| = 0 avec K un compacte de [0, +o0.

n—+00 ek



Remarque 1.2.1. Si f € C,([0, +00[, X) une fonction uniformément conti-
nue a image relativement compacte, alors f est w-normale sur les ensembles
compacts. En particulier les fonctions presque périodiques sont alors w-

normales sur les ensembles compacts.

Preuve. Soit (m,) une suite de nombres naturels, considérons la famille
® = {fm,w} La restriction de la famille ® sur I'intervalle [0, 1] est relative-
ment compacte dans C'([0, 1], X') ( muni de la norme de la convergence uni-
forme ). En effet : comme f est uniformément continue, la famille {f,,, .}
est equi uniformément continue, et du fait que f est a image relativement
compacte dans X, on déduit que { f,,.(t)} est relativement compacte dans
X, Vt € [0,1]. La conclusion découle alors du théoréme d’Arzela-Ascoli.
D’oti de la suite { f;,,., }, on peut extraire une sous suite notée { f, } conver-
gente vers une fonction f; sur [0,1]. On consideére en suite sur l'intervalle
0,2] la suite { frl,mw} et on applique le méme procédé pour on extraite une
sous suite { f,%nw} qui va converger vers une fonction f, uniformément sur
[0, 2].

Sur I'intervalle [0, n], on extrait une sous suite { f;, ,} qui converge vers une
fonction f,, uniformément. Par la suite, on utilise le procédé de I'extraction
diagonale pour extraire une sous suite qui va étre convergente vers une ap-
plication F' uniformément sur tout compact de [0, +00].

Cette fonction F' est en faite égale a f; sur [0,1], fo sur [0,2],... , f, sur
[0,n],... D’out f est w-normale sur les ensembles compacts.

|

1.2.2 Quelques propriétés des fonctions S-asymptotiquement
w-périodiques

Lemme 1.2.1. Soit f : [0, 400[— X une fonction S-asymptotiquement w-
périodique, (t,)nen une suite de nombres naturels telle que t, — +oo lorsque
n — 4o00. Supposons que f,, — F' lorsque n — 400 uniformément sur

les sous ensembles compacts de [0, +o0], alors F' € C,(]0, +oo[, X).



Preuve. F est clairement continue sur [0, +oo[, en effet : soit t; € RT
et soit K un compact de [0, +oo[ contenant to. F' est limite uniforme de
fr, sur K f; étant continue donc F' est continue sur K d’ou continue sur
to, to étant quelconque F' est alors continue sur [0, 4+-o0].

D’autre part f étant S-asymptotiquement w-périodique, donc
Jim [[f(t+w) = f(B)]] =0,
— 400

et comme (t,),eny une suite de nombres naturels telle que t, — 400

lorsque n — +oco alors

Jim ([f(pttn+w) = flut+ta)ll =0, p=0. (1.1)

De plus f;, — F lorsque n — +00 uniformément sur les sous ensembles

compacts de [0, +o0], i.e,

lim supl|f;, (s) — F(s)|| = 0 avec K un compacte de [0, +oo[.  (1.2)

n—>+oos€K

Ainsi de (1.1) et (1.2) on aura, pour tout t >0 et ¢ >0 il existe ng € N

tel que pour tout n > ny

[f(s+tn) = F(s)| <e seltt+uw]
| f(p+tn+w)— flu+t)] <e, wu>0.

Maintenant, soit ¢ > 0 et n > ng, on a alors :

[Ft+w)—FOI < [Fl+w)—flt+w+t)]+ [1fE+w+t) = f(E+E)]
+ [[ft+1t) = F@)l
< 3e.

e étant quelconque, on déduit que ||F(t + w) — F(¢)| = 0,Vt € [0, +oo|. F
est donc w-périodique.

Proposition 1.2.1. Soit f : [0,+o0[— X wune fonction uniformément
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continue, S-asymptotiquement w-périodique et w-normale sur les ensembles
compacts. Si (t, )nen une suite de nombres naturels telle que t,, — +00 lorsque
n — +00, alors il existe une sous suite (s;)jen de (tn)nen €t une fonction
F e Cu([0,+00[, X) telle que, f;; — F lorsque j — +00 uniformément

sur les ensembles compacts.

Preuve. On a f est w-normale sur les ensembles compacts, alors il existe
une sous suite (s;)jen de (t,)nen et une fonction G € Cy([0, +00[, X) telles
que, fs,, — G lorsque j — +o0o uniformément sur les sous ensembles
compacts de [0, 400[. Comme f est S-asymptotiquement w-périodique, G
est w-périodique en vertue du Lemme 1.2.1.

Considérons la décomposition ¢, = €(t,,) + 7(t,)w pour n € N, ou 7(t,) €
Net e(t,) € [0,w].

Ainsi s; = e(s;) + 7(sj)w, (s5) € [0,w],

on a :t, — +oo lorsque n — 400, s; — +00 lorsque j — o0,

d’out
7(t,) — 400 lorsque n — 400, 7(s;) — 400 lorsque j — +o0.
Comme f est w-normale sur les ensembles compacts on a alors,

lim supl| fr(s,)w(s) — G(s)|| =0 avec K un compact de [0, +-o00[. (1.3)
J=+00scK
De plus, on peut supposer qu’il existe A € [0,w] tel que £(s;) — A lorsque
7 — +oo. En effet : si c’est le cas rien a montrer, alors si non comme
£(s;) C [0,w] qui est un compact on peut alors en extraire une sous-suite
convergente.
De (1.3) et du fait que f est uniformément continue on aura :

Pour tout € > 0, il existe jo € N tel que pour tout j > jo
IG(s+A) = f(s+A+7(sj)w|| <e seK

[fON+ ) — fle(sj) + )| <e p>0.



11

Par conséquence pour t € K et j > joon a:

[GA+1) = fls; + D) = [GA+1) = flels;) +7(s5)w + 1)]]
< NG+ = FA+ 14 7(s5)w)l
+ A+t +7(s5)w) = fle(s;) +7(s5)w + 1]
< 2e.

Donc pour tout ¢t € K et € > 0 il existe jp € N tel que pour tout j > j,
IGA+18) = f(s;j + )] < 2e.

Ce qui implique que f;, — F' = G lorsque j — +o00 uniformément sur

les sous ensembles compacts de [0, +00[. De plus F' = G € C,([0, +00[, X) puisque
G € C,[0,+00], X).

|

Proposition 1.2.2. Soit f € Cy([0,+00[, X) une fonction uniformément
continue. Supposons que pour chaque suite de nombres naturels (my)nen avec
m, — +00 lorsque n — 400, il existe une sous suite (k;);jen de (Mmy)nen
et une fonction F' € C,([0, +-oo[, X) telle que, fr,.., — F lorsque j — +00
uniformément sur les ensembles compacts, alors f est S-asymtotiquement

w-périodique.

Preuve. Supposons que l'assertion est fausse, f n’est pas S-asymptotiquement

w-périodique, i.e,
|f(t+w)— f(t)]| - 0 quand t — +o0.

On peut trouver alors € > 0 et une suite (¢,)n,en de nombres naturels avec

t, — 400 lorsque n — +o0 telle que :
| f(tn +w) — f(ta)]| > ¢ Vn €N

Posons : m,, = 7(t,), d’apreés les hypotheses de la proposition on déduit

l'existence d’une sous suite (s;)jen de (tn)nen, d'un nombre A € [0,w] tel
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que (s;) — A lorsque j — 400 ( quitte a passer a une sous-suite ). De
plus, puisque f est uniformément continue et fi ., — F' lorsque j — +o00
uniformément sur les ensembles compacts, avec F' € C,, ([0, +oo[, X) et

k; = 7(s;j), on aura :

Pour le ¢ > 0 associé & (t,)neny On peut trouver un jo € N tel que pour

J=Jo:

FA+w)—F(\) (FA+w) = fA+kjw+w)+ (fA+kjw+w) — f(e(s)) + kjw +w))
(f(e(sy) + kjw + w) = fle(s;y) + kjw)) + (f(e(s;) + kjw) = f(A+ kjw))

(fA+ kjw) = F(N)).

D’ou

[FA+w) = FN > —[[F(A+w) = fA+ Ekjw +w)|| = [[f(A+ kjw +w) — fle(s;) + kjw +w)|
+ [[f(e(s)) + kjw +w) = fe(s)) + kw)ll — | f(e(sy) + kjw) — fFA + kjw)|

= [FA A+ kjw) = FQ]
c_¢
5—5—2

Y]

Ce qui contredit le fait que F' est w-périodique.
|

Dans ce qui suit, on va parler de relations entre la classe de fonctions S-
asymptotiquement w-périodiques et la classe de fonctions asymptotiquement

w-périodiques.

Proposition 1.2.3. . Toute fonction asymptotiquement w-périodique est

S-asymptotiquement w-périodique, i.e,

AP,(X) C SAP,(X).



Preuve. Soit f € AP, (X) alors f possede la décomposition suivante :

f =g+ ¢ avec g est w-périodique et p € Cy([0, +00[, X), ainsi

i (¢ +0) = FOI = lim lglt +) + ¢(t+ ) = g(6) = 2]
= Jm fle(t +w) —p(B)] = 0.

Dol f € SAP,(X).
u

Remarque 1.2.2. L’inclusion dans la Proposition 1.2.3 est stricte.
Les exemples suivants confirment cette remarque.

Exemples 1.2.1. Soit X l'espace

Co ={(xp)nen : T, € Ret lim z, =0}

n—-+o0o

muni de la norme ||(x,)nen|| = sup|x,|.
neN

Soit f : [0, +oo[— X la fonction définie par : f(t) = (s )nen
f est bornée et uniformément continue, en effet :
Soit ¢t € [0,+00[, (t—n)? =t*+n?—2nt >0, Vn € N,
d’ou
2nt

Et donc, ||f(t)|| <1 Vt € [0,400], f est alors bornée.

D’autre part, pour s, t € [0, +oo[, nous avons :

2ns|n? — t? — st|
17 +5) = Ol < swper o e oy

< 2s.

On en déduit alors que f est uniformément continue.

Maintenant, pour > 0 et t > 1, nous avons :

2n|un® — pt® — it
[f(t+p) = fR)] < igfl)[(t + 1) + n2](£2 + n?)
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2031+ 2npt? + 2np’t

sup

S| nt + ¢

< 2n3 n 2nt? N 2nt
sup——— sup——— sup——u°.

- nzlfn4 + t4lu nzlin4 + t4lu nZIfn4 + t4lu

Considérons les fonctions :

o2n? ont 2nt?
n)=—— foln)=——, f3(n) = —-—.
fi(n) Y fa(n) Y f3(n) R
filn) = 6"2("4;; Q;;ZB(MB) = Q”(jl(ffiz)’f), f1 atteint son sup au point

n = (3)t, en remplacant on trouve

<

AN
H~_| [\

S
~
=~
[\l
~
R e
S

fi(n) = = <

f2 atteint son sup au point

/ 2t(n*+t*)—4n3(2nt 2t(t*—3n*
fZ(n) = 2 J(rn41)+t4)2( ) — (7(14+t4)2)7

1\1
n = (3)7t, en remplacant on trouve
20 > 3 1., 3 _ 6 _3
J2(n) oy w3 S E S sh

/ 2t2 (n4+t4)—4n3 (2nt? 2t2 (14 —3nt
fa(n) = ( ) (2nt?) _ 2t%( )

nA111)2 = Tinnz f3 atteint son sup au point

n = (%)it, en remplacant on trouve
2(3)7* 3 1. 3 4 2
= = —(-)i < =< —< —,
fa(n) oy 33 SS9y
D’ou A 5,2
po, 3u
[f(t+p) = fO)] < ~ T

Par passage a la limite quand ¢ — +o00, on aura :
i ([t + )~ F)]) = 0.

Ce qui implique que f est S-asymptotiquement u-périodique pour tout

i > 0. Cependant, f n’est pas asymptotiqument p-périodique.
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En effet : Supposons qu'’il existe g € C,([0, +00[, X) et ¢ € Cy(]0, +o00[, X)
tels que f =g+ .

Si f = (fn)nen, alors chaque coordonnée f,, est asymptotiquement p-périodique
et

falt + ki) = gt + kp) + @t + kp)
= gu(t) + @n(t + kp) pour k,n € N et ¢t > 0.

Du fait que klim fa(t + kp) =0, on en déduit que g,(t) =0 Vt >0 et
——+00
n € N, en effet :

Jm fo(t+kp) = lm go(t) + Lim on(t+kp)

= gu(t) + Hm on(t+ku), V¢ =0.

D’ou g,(t) =0 Vt > 0 car ¢, € Cy([0, +oo[, R).

Par conséquent g = 0 et f = ¢, ce qui est absurde puisque ¢ € Cy([0, +o0[, X)
done  Tim_J(8)] = 0

Or

2nm

lem)ll = [[f(m)]| = i g

=1, Vm e N.
Ce qui montre que f n’est pas asymptotiquement p-périodique.
Exemples 1.2.2. Soit f : [0, +oo[— Cy ou Cy est 'ensemble des suites

bornées (z,)nen, muni de la norme ||(x,)nen|| = sup|z,| et f définie par

neN
f(t) = (exp(51))nen--
f est bornée et uniformément continue, en effet :

Soit t € [0, +o0[, f(t) qui est dans Cy est une suite de norme 1

—t
= sup|exp(—)| = 1,

7Ol = llexp(aerv | = sup

car (exp(=t))n>1 est croissante et lim exp(=t) = 1.
- n—-+00

D’ou [|f(t)]| =1 Vt € [0,+00], f est donc bornée.
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D’autre part, pour ¢, u € [0, 400], nous avons :

—(+p) —t

1t +p) = F@)I = sup|exp( ) —exp(—)]

= sup|exp(—)fexp(—1) — 1]

n>1

< sup|exp(—2) — 1],
n

n>1

Maintenant, considérons la fonction

ona |¢(p] <L

Par le théoreme des accroissements finis sur U'intervalle [0, u] on a :
l9(1) = g(0)] = lg()|-lu—0] ¥neN

lep(—5)=1] = [g(@lu<p neN

Donc B
7+ 1) = 7)) < suplexp(S5) =1 < .

On en déduit alors que f est uniformément continue.

Maintenant, pour p > 0 et £ > 1, nous avons :

—t —1
1f(t+p) = FOI = sup|exp(—)lexp(—) — 1]
n>1 n n
= sup|exp(_—t)._—'u.exp(0)| avec 1 <0 <0.
n>1 n n n

En effet :
On applique le théoreme des accroissements finis a la fonction exp(z) sur
I'intervalle [~#,0], on aura alors :

exp(%’u) —-1= %u.exp(ﬁ) avec —7/1 <0 <0,
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ainsi
17+ )~ FO]l = supl exp(—). 2. exp(®)] < supl exp(—).2
— = sup|exp(—).=. ex sup|exp(—).—|.
a nzlipnnp _n;?pnn
Posons % =z
1f(E+p) = fO < sup|exp(—).~|
n>1 n-n
= sup |exp(—tzx).x.pu
m:%,nEN*
< sup |exp(—tz).x.pl.
zeR+
Considérons la fonction g(z) = exp(—tx).u.x
g (z) = —tpxexp(—tx) + pexp(—tx) = pexp(—tx)[l — tz]
g atteint son sup au point x = %
En remplacant dans g on obtient :
_ H
sup | exp(—tx).p.x| = exp(—1).=.
neN* t
Par suite
tim £+ )~ SO = Tim supl exp(—)exp(—2) ~ 1]
im - = lim — —) -
Jim 110+ Jim suplexp()fexp(

< lim sup |exp(—tz).pu.x|
t=+00er+
< lim exp(—1).= =0.

t——+o0

e
't

Ce qui implique que f est S-asymptotiquement p-périodique pour

tout p > 0. Cependant, f n’est pas asymptotiquement p-périodique.
En effet : Supposons qu'il existe g € C,([0, +00[, X) et ¢ € Cy(]0, +00[, X)

tels que f =g+ .

Si f = (fn)nen, alors chaque coordonnée f,, est asymptotiquement p-périodique
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et

fa+kp) = gn(t +kp) + @n(t + kp)
= gu(t) + on(t + ku) pour k,n € Net t > 0.

Du fait que khrf fu(t + kp) =0, on en déduit que g,(t) =0Vt > 0 et
n € N, en effet :

Jm fo(t+kp) =l go(f) + lim on(t+ kp)

= gu(t)+ klim ©n(t + ku) vt > 0.
— 400

D’ou gn(t) =0 ¥Vt > 0 car ¢, € Cy([0, +oo[, R).
Par conséquent g = 0 et f = ¢, ce qui est absurde puisque ¢ € Cy([0, +oo[, X)
done lim [[¢()] = 0.
Or
le@l = f®)]| =1 vt € R,

Ce qui montre que f n’est pas asymptotiquement p-périodique.

¢ Dans larticle [11], il est affirmé que toute fonction S-asymptotiquement
w-périodique numeérique est une fonction asymptotiquement w-périodique.
En fait cette affirmation est fausse, comme le montre le contre exemple sui-

vant :

Exemples 1.2.3. Soit (b,)nen une suite de nombres réels telle que b, # 0,
Vn et lim b, =0, et la suite (a)nen avec a,, = Y., b; est bornée et non
n—-+o0o

convergente.

Considérons la fonction f : [0, +0o[— R définie par

f(t):{ a, sit=n

Uni1 + (ps1 —an)(t—n—1)sit € [n,n+ 1]

f ainsi définie est bornée et continue, de plus f est uniformément continue.
En effet :

Posons ¢ = mgfdan — Qp_1], et soit s € [n,n+1], t € [n,n+ 2.
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Si s, t sont tout les deux dans [n,n + 1], alors

(f(&) = f(s)) = (anpa + (anp1 = an)(t =n = 1) = anp1 = (@np1 — an)(s —n = 1)
= (aps1 —an)(t —s).

Dot |f(t) = f(8)] < lant1 — an[t — s| < [t — s|.
Sise€nn+1]etten+1,n+2] alors

(f(&) = f(s) = (f() = f(n+ 1)+ f(n+1) = f(s)).
D’ou

1f(E) = f(s)] < |f(t) = fn+ D+ [f(n+1) = f(s)]
< ct—n—1+¢n+1-—s]

= clt—s|.

D’autre part, pour t € [n,n+ 1], (t+1 € [n+1,n+2]).
On a:

[f(E+1) = fb)] [fE+1) = Ffln+ 1)+ fln+1) = f(t)]

< |fE+1) = fln+ 1)+ [f(n+1) = f()|
S |an+2 - an+1| + |an+1 - an|
S ’bn+2| + |bn+1|'

Soit € > 0, comme b, — 0 quand n — +o0, il existe ng € N tel que
n>ng = |by| < 5.

Dot ¥t = mo [£(t+ 1) = FO] < [busal + [busa| < .

On a alors tLiTm\f(t +1)— f(t)| =0.

On conclut alors que f est S-asymptotiquement 1-périodique. Cependant f
n’est pas asymptotiquement 1-périodique, en effet :

Supposons que f = g + «a, ou g est une fonction 1-périodique et o une

fonction qui s’annulle a I'infini. Dans ce cas,

f(n) = an = g(n) + a(n) = g(0) + a(n),
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maintenant, comme lim a(n) = 0. On déduit que lim a, = ¢(0) et donc
n—+o0o n—+o00

la suite (a,) est convergente, ce qui est en contraduction avec I'hypothese

de départ.

» Dans la suite, nous établissons des conditions sous lesquelles les fonc-

tions S-asymptotiquement w-périodiques sont asymptotiquement w-périodiques.

Proposition 1.2.4. Soit f € Cy([0,+o0], X) une fonction w-normale sur
les ensembles compacts et S-asymptotiquement w-périodique. Suppo-
sons qu’il existe une suite strictement croissante de nombres naturels (T, )nen

et une suite de nombres positifs (Vn)nen telles que :

Z(Tj+1 — Tj)’}/j < +00

Jj=0

si||[f(t+w)—f(t)| < vn pour chaque t € [Tw, Thi1w], alors f est asymp-
totiquement w-périodique.

Preuve. D’apres la Définition 1.2.2 et le Lemme 1.2.1 on peut trouver une
sous suite (m;)jen de (7, )new avec mj = 7,; et F' € C,([0, +oo[, X) telle que
Jmjwo — F lorsque j — +oc uniformément sur les sous ensembles com-
pacts de [0, 4o00].

On affirme que ||F(t) — f(t)|| — 0 quand ¢ — 400, auquel cas f est
asymptotiquement w-périodique, pour se faire :

pour toute € > 0 on peut trouver j, € N tel que pour j > 7o,

S (rpan = 7)< & et [ F(s) = fls +muw)]| S Vs € [0,
Jj=Jo
Soit t > m,w, alors il existe un indice p € N avec p > j, tel que
t € [myw, myywl.
L’intervalle [m,, my.1] peut contenir d’autres points de la suite originale
(Tn)nen sous la forme Trp < Tptl < Tnpt2 < ooor < Trptg = Ty -
De méme chaque intervalle [7,, 4, 7, +i+1] avec i = 0, ...,¢—1, peut contenir

des nombres naturels 7, 4; + h avec h = 0, ..., H(i) de sorte que
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Top+i + H (1) = Ty viv1
Pour abréger les notations on écrit k(i) = 7,1, de plus pour 0 < s < g —1

tel que t € [7,,, 45w, Ty, +s41w], considere la décomposition t = e(t) + n(t)w

avec £(t) € [0,w[ et n(t) un nombre naturel tel que n(t) = 7,45 + h(t) ou

0 < h(t) < H(s).

Avec ces notations on obtient :

1E(@) = FO)

IN

IN

IN

IN

<

<

[E(e(®) +n(t)w) — f(e(t) +n(t)w)ll;
1E(e(8)) = f(e(t) +n)w)ll;
1E(e(8)) = fle(t) +mpw)|| + ([ f((t) +mpw) = f(e(t) +n(t)w)]l;

s—1 k(i))+H(i)—-1
€+Z Z 1 (e(t) + (G + Dw) = f(e(t) +jw)ll,
Z 1 (@) + (5 + Dw) = f(e@) + jw)l,

s—1 k(3)+H((%)— k(s)+h(t)—1

€+ Z Z Vnp+z + Z vanrS?
€+ Z%LPHH {
=0

€+ E Vrpt+i(Tnptit1 = Trp+i)s

e+ Y yilri — ),

i>np

2¢.

Ce qui montre que [[F(t) — f(t)|| < 2e pour tout ¢ > mj,w, donc f est

asymptotiquement w-périodique.

Proposition 1.2.5. Soit f : [0, +0o[— X une fonction S-asymptotiquement

w-périodique et asymptotiquement presque périodique. Alors f est asympto-

tiquement w-périodique.
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Preuve. On a f est asymptotigement presque périodique, donc f possede
la décomposition suivante : f = g+ avec g une fonction presque périodique
et ¢ € Co([0, +o0[, X).

De la définition des fonctions presque périodiques, il existe une suite de
nombres réels (¢,)nen telle que ¢, — +o0 lorsque n — 400, et g, — ¢
lorsque n — +00 uniformément sur [0, +o0[.

On aura : f;,, = g, + ¢1, — g lorsque n — 400 uniformément sur
[0, +00[ (car ¢ € Cy([0, 0], X)).

Ainsi d’apres le Lemme 1.2.1, g € C,,([0, 0o[, X ). Ce qui implique que f est
asymptotiquement w-périodique.

|

Corollaire 1.2.1. Soit f € Cy([0,4+00[, X). Supposons qu’il existe une suite
de nombres naturels (n;)jen avec ny = 1 et nj — +00 lorsque j — 400

telle que : o = sup(nj11 —nj) < +oo et
jeN
tligl | f(t 4+ njw) — f(t)|| = 0 uniformément par rapport & j € N.

Alors [ est asymptotiquement w-périodique.

Preuve. Onapourn; = 1,tli£rn | f(t+w)—f(t)]| =0, d’ou f € SAP,(X).

D’autre part,

tliin | f(t 4+ njw) — f(t)|| = 0 uniformément par rapport a n;,
— T 00

—

tli?oosupﬂf(t +njw) — f(t)]] =0,

=
Ve > 0;3N. > 0:Vt > N, || f(t +njw) — f()] <e Vn,.

Ce qui montrer que H (e, f) = {n;,j € N} (voir Définition 1.1.2).

Comme o = sup(nj11—n;) < +00, on déduit alors que tout intervalle de lon-
jeN

gueur « contient au moins un élément de U'ensemble H (e, f). H(e, f) est re-
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lativement dense dans R, ainsi f est asymptotiquement presque périodique.

Par la Proposition 1.2.5 f est asymptotiquement w-périodique.
|

Théoreme 1.2.1. Supposons que X un espace réflexif.

Soit f € Cy([0,+00[, X) une fonction uniformément continue telle que :
pour chaque ' € X', tlifrnoozn’(f(tjtnw)—f(t)) = 0 uniformément par rapport a
n € N. Alors il existe g € C,([0, +oo[, X) et ¢ € Cp([0, +00[, X) telles que,
f=g9g+pet tligrnoox’(go(t)) = 0 pour chaque ' € X'.

Preuve. Pour chaque 2/ € X', la fonction a'(f) vérifie les conditions
du Corollaire 1.2.1, elle est alors asymptotiquement w-périodique. Donc,
il existe une fonction w-périodique g,» € C, ([0, +o0o[, K) et une fonction
wr € Co([0,+00[, K) telles que

' (f) = go + -

En effet :

2(f): 0,400 — K
t — 2'(f)@)

2'(f) est clairement dans Cy(]0, +00[,K), et de '’hypothese :
i /(04 ) = £(0) = lim [#(7)(t+ ) = '(£)(0)] = 0

uniformément par rapport & n, on voit bien qu'elle vérifie les conditions du
Corollaire 1.2.1.

Pour chaque t > 0, on définit la fonction

A X — K
o A7) = g (2).

I1 découle de I'unicité de la décomposition de z'(f), comme somme d’une

fonction w-périodique et d'une fonction de Cy([0, +oo[, K), que A; est une
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fonctionnelle (forme) linéaire sur X'.
En effet :
At()‘x, + y/) = g)xac’—l—y’(t)v

A" +Y)f) = Gty + Poarpys
= A(f)+y/(f),
= A + Ao + gy + @y,
= Agw + gy T AP oy

D’ou Gra/+y' = )\ga:’ + Gy - Et donc :
M +4') = grarsy (8) = Agar (1) + gy (1) = A (27) + As(y).
Maintenant on a :

|[Ae(2)] = [ga ()] |92 ( + k),

|2'(f(t + kw)) — pu (t + kw)],

< 2/ (f(E 4 kw))| + low (E+ ko),
< I A+ k)l + lpar (4 kw)l,
< 21 oo + [ (E + Rew)l,

par passge a la limite quand £ — 400, il s’en suit que
1A < 12| flloo WE 2 0.

Donc [|A¢]| < ||flleo ¥ > 0.
Ainsi Vt, A; est une forme linéaire continue sur X’. On déduit alors A; € X",

et comme X est réfléxif, il existe un élément de X (cet élément sera noté

g(t)) tel que
A(2') = 2'(g(t)) = gur (1)

Donc on peut dire, qu’il existe une fonction g : [0, +00[— X telle que :

Ay(2") = 2'(g(t)) = g (t) V' € X'Vt > 0.
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On définit alors ¢(t) = f(t) — g(t).
Il est claire que g € C([0, +-00[, X), en effet :

Gor (t + kw) = 2'(g(t + kw)) = gur (t) = 2'(g(2)). *

Car g, est w-périodique.

Par suit, comme * est vérifiée, V2’ € X', on a alors g(t) = ¢g(t + kw). D’ou
g est w-périodique et que la limite de 2'(p(t)) quand ¢ — 400 est 0, en
effet : Soit ' € X’

7(p(t) = 2'(f(1) = 2'(9(t)) = 2" (f (1)) — gu (1) = par(1).

Or tliin 0w (t) =0 ( car p € Cy([0, +oo[,K)), d’out lim a'(p(t)) = 0.

t——+00
Il reste a montrer que g est continue.

Pour € > 0 donné, il existe § > 0 tel que || f(t) — f(s)]| < &, Vs, t € [0, +00]
tel que |t — s| < § (I'uniforme continuité de f ),
d’ou, pour tout t >0, 0 < |h| < Javect+h >0, 2’ € X' et k€ N.

Nous avons :

2 (g(t+h) —g(®)] = |2'(g(t +h)) —2'(g(¥))],

|92 (¢ + h) — g (8],

= |gw(t +h+kw) — guo(t + kw)],

2/ (f(t 4 h+ kw)) — @ (t + b+ kw) — 2 (f(t + kw)) + @u (t + kw)|,

< 2 (fE+h+kw)) — 2 (f(t+ kw))| + |pw (t + b+ kw) — @u (t + kw)],
< @ fE A h A kw) — [t 4+ kw)|| + |@ar (t + D+ kw) — @ (t + kw),
< ||| + | (t + h+ kw) — @ (t + kw).

Par passage a la limite quand £ — +o00, on déduit que

[2'(g(t + h) — g(1))| < ell2’]] Vo' € X"

Ce qui implique que ||g(t + h) — g(t)|| < €, g est donc continue.
|

Théoréme 1.2.2. Soit f € Cy([0, +oo[, X) une fonction w-normale sur les
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ensembles compacts telle que, pour chaque x' € X',
tli+m 2 (f(t+nw) — f(t)) = 0 uniformément par rapport a n € N. Alors f

est asymptotiquement w-périodique.

Preuve. Comme f est w-normale sur les ensembles compacts, il existe
une suite (n;)jen sur N et F' € Cy((0, +-00[, X) tel que f, ., — F lorsque
j — +oo uniformément sur les ensembles compacts.

Pour chaque 2’ € X', la fonction 2'(f) vérifie les conditions du Corollaire
1.2.1. Donc elle est asymptotiquement w-périodique, elle est S-asymptotiquement
w-périodique et 2'( fy,.,) — 2'(F) lorsque j — +o0c uniformément sur les
ensembles compacts (car ' forme linéaire continue sur X ).

Il découle de Lemme 1.2.1 que 2/(F) € C,(]0,+o0[,X), donc il existe
w >0 tel que 2’ (F(t +w)) = 2/(F(t)), Vo' € X', d’ont F(t+w)=F(t) ainsi
F e C,(]0,400[, X).

On affirme que ||F(t) — f(t)|| — 0 quand ¢ — 400, au quel cas f est
asymptotiquement w-périodique. Pour se faire :

Comme 2/(f) € AP,(X), il existe alors une fonction w-périodique

gz € C,([0, 4+00[, K) et une fonction ¢, € Cy([0, +oo], K) telles que

2'(f)(t) = gur(t) + pur(t), VL = 0.
Par conséquant
()t +njw) = gt + njw) + @ (t + njw) = g (t) + 0o (t + njw).
Par passage a la limite quand j — 400

dim 2'(f)(t + njw) = g (t) + lm @ (t + njw).
j——+oo J—+oo
Donc ' (fn,w) — gor quand j — 400 ( car @, € Cy([0, +oo[, K)).
Or 2'(fy,n) — 2'(F) quand j — +o0.
Ce qui implique que z/(F)(t) = g (t) pour tout ¢ > 0, cela montrer que
F' est indépendante de la suite (n;) ey, et par conséquent f,, — F' uni-

formément sur les ensembles compacts.
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Alors pour € > 0 fixe, Ing € N : Vj > ng; || f(s+jw)—F(s)|| < e pour chaque
s € [0,w].
Sit > now alors 7(t) > ng et

IE@) = fOI = [1FE®) +7{@)w) = fe@) + @),
= [IF(e®) = fe®) +7@)w)ll;

< e

Ce qui implique que F'(t) — f(t) — 0 quand t — +o00, donc f est asymp-
totiquement w-périodique.
|

On termine ce chapitre avec la propriété suivante de 1'espace SAP,(X).

Proposition 1.2.6. SAP,(X) le sous espace de Cy([0, 400, X) composé

des fonctions S-asymptotiquement w-périodique est de Banach.

Preuve. Soit (f,,)nen une suite dans SAP,(X) qui converge vers f quand

n — +00. On a :

[f(t+w)=FON < f(E4w) = falt+w) |+ fu(t+w) = fu O+ Fn () = F ()]

Ce qui implique que tliin |f(t+w)— f(t)]| =0 donc f € SAP,(X), d’ou
I'espace SAP,(X) est fermé. Comme Cy([0, +00[, X) est un espace de Ba-

nach, alors SAP, (X) est aussi de Banach.
|



CHAPITRE 2

Probleme de Cauchy abstrait

L’objectif de ce chapitre est d’énoncer des résultats sur I'existence d’une
solution "mild” S-asymptotiquement w-périodique du probleme de Cauchy

abstrait de premier ordre suivant :

{ufu): Au(t) + Gt u(t), 20, (2.1)

u(0) = x9 € X,

ou A: D(A) C X — X est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
fortement continu d’opérateurs linéaires bornés (7'(t));>o sur X et

G : [0, +00[xX — X est une fonction continue.

Pour une lecture supplémentaire sur les semi-groupes d’opérateurs linéaires

nous renvoyons le lecteur a [14].

2.1 Résultats d’existence d’une solution ”mild”
S-asymptotiquement w-périodique d’un
probleme de Cauchy

Dans cette section, on s’intéresse a 1’étude du Probleme (2.1).

On commence d’abord par étudier le probleme homogene, i.e, nous considérons

28
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le cas ou G = 0. Dans ce cas, la question de I'existence d’une solution ” mild”
S-asymptotiquement w-périodique du Probleme (2.1) est réduite a ’étude
des semi-groupes fortement S-asymptotiquement w-périodiques, notion que

I’on va introduire dans le paragraphe suivant.

2.1.1 Probleme de Cauchy Homogeéne

Définition 2.1.1. ([14]) Soit (T'(t))s>0 un Cy-semi-groupe sur X de générateur
infinitésimal A. Alors pour tout xy € X,
la fonction w : t — wu(t) = T'(t)zo est 'unique solution "mild” du probleme

homogene de valeur initiale xg.

Définition 2.1.2. ([10]) Soit (7'(t)):>o un semi-groupe fortement continu
d’opérateurs linéaires bornés sur X. Alors :

o(T'(t))+>0 est dit semi-groupe fortement S-asymptotiquement w-périodique,
s’il existe w > 0 tel que T'(.)z est S-asymptotiquement w-périodique pour
tout = € X.

o(T'(t))s>0 est dit semi-groupe fortement S-asymptotiquement périodique,
si pour tout x € X il existe w, > 0 tels que T'(.)x est S-asymptotiquement
wg-périodique.

o(T(t))i>0 est dit semi-groupe fortement périodique, si pour tout z € X il

existe w, > 0 tels que T'(.)z est w,-périodique.

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire pour l’existence
d’une solution ”"mild” S-asymptotiqument w-périodique du probleme de

Cauchy homogene.

Théoréeme 2.1.1. ([10]) Supposons que (T(t))i>0 un semi-groupe fortement
S-asymptotiquement périodique, tel que l'ensemble {T'(t)x : 0 < t < 400}
est relativement compact pour tout x € X.

Alors il existe w > 0 et une décomposition de X, X = Xo® X, ot X;,i=0,1
un sous-espace fermé de X invariant sous T(t), et le semi-groupe

To(t) = T(t)/Xo est w-périodique, et le semi-groupe Ty(t) = T(t)/X; est

fortement stable.
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2.1.2 Probleme de Cauchy Non homogene

Définition 2.1.3. ([10]) Une fonction u € Cy([0, 400, X) est dite une
solution "mild” S-asymptotiquement w-périodique du Probleme (2.1) si :

u est S-asymptotiquement w-périodique et u est donnée par :
t

u(t) =T(t)zo + / T(t — s)G(s,u(s))ds, t>0.
0

e Premier résultat d’existence d’une solution ”mild” S-asymptotiquement

w-périodique

Théoréme 2.1.2. Supposons que (T(t))>0 un semi-groupe fortement S-
asymptotiquement w-périodique. Soit G : [0,+00[xX — X une fonction
continue telle que G(.,0) intégrable sur [0,+o00], et supposons qu’il existe

une fonction continue intégrable L : [0,4+o0o0[— R telle que
G, z) = Gt y)| < L@z —yl|, VEi=0elwz, yelX.

Alors il existe une unique solution "mild” S-asymptotiquement w-périodique
du Probléme (2.1).

Preuve. Soit lopérateur I' définie sur 'espace SAP,(X) par :
t
Tu(t) = T(t)xo + / T(t —s)G(s,u(s))ds = T(t)xo + v(t).
0

Pour montrer que I'u € SAP,(X), il suffit de montrer que v € SAP,(X)
(puisque T'(t)zg € SAP,(X)).

Le semi-groupe (7'(t)):>o est uniformément borné sur [0, +oo|, i.e, IM > 1
tel que | T(t)|| < M, Vt > 0. En effet :

(T'(t))s+>0 est une famille d’opérateurs linéaires bornés de X dans X. Comme

B = {z € Xtelque sup ||T(t)z| < +oo} = X, par le théoreme de
te[0,4-o00[
Banach-Steinhauss, on déduit alors IM > 0 telle que || T(¢)|| < M,

vt > 0.



31

D’autre part, on a :
1G(t,2) = Gyl < L)z —yll, VE=0etz, yeX.

On particulier pour x = u(s), s > 0et y =0
on aura :

IG (s, u(s)Il < L(s)l[u(s)]| + [[G(s, 0)]]

Il découle de cette inégalité que 'application s — G(s, u(s)) est intégrable

sur [0, +oo[. On obtient alors que :
t
/ T(t —s)G(s,u(s))ds — 0, quand a — +00

uniformément par rapport a t > a.
En effet :

|| / T(t - $)G(s,u(s))ds| < / IT(t — $)G (s, u(s)||ds
< [ - 9NIG(s uts) s
< / MG (s, u(s)) | ds
< M/ G, u(s))|ds.

Comme G(s,u(s)) est intégrable sur [0, 4o00[ ( et donc ||G(s,u(s))|| aussi ).
On a:

+o00

lim |G (s,u(s))]|ds =0,

a——+1+00
+ a

et done

t
lim T(t — s)G(s,u(s))ds = 0 uniformément par rapport a t > a.

a—1+00
+ a

De plus, pour un a fixé, 'ensemble {G(s,u(s)), 0 < s < a} est compact

(car, image d’un compact par une application continue).
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Ce qui implique que
T(t+w)G(s,u(s)) — T(t)G(s,u(s)) — 0, quand t — +00

uniformément par rapport a s € [0, al.

En effet : Comme {G(s,u(s)), 0 < s < a} est compact;

pour tout £ > 0, il existe un e-réseau fini de {G(s,u(s)), 0 < s < a}
c-a-d 3 une partie finie {s;, i =1,...,n, 0 < s; < a} telle que Vs € [0, al,
Jie{l,...,n} tel que :

1G (s, u(s)) = Gsi, uls:))]| < e

Considérons alors un z3; réseau fini de I'ensemble {G(s,u(s)), 0 < s < a},

soit {s;, 1 <i < n}. Pour tout i € {1,....,n},3IA; > 0 tel que

t> A = |T(t+w)G(si,ulsi) — T(E)G(ss, uls))|| <

OOI(*)

car T'(.)G (s, u(s;)) est SAP,(X). Soit alors A = sup A;.
i=1l..n
On aura donc : Vi € {1...n}

t> A= |T(t+w)G(siulsi) — T()G (s, ulsi))|| <

Soit s € [0, a] et Considérons la quantité T'(t+w)G(s,u(s)) =T (t)G(s,u(s)).
On a pour i tel que ||G(s,u(s)) — G(si,u(s:))]| < 357 :

[T(t +w)G(s,uls) = T(H)G(s,u(s))l| < [T +w)G(s,uls)) = T(t+w)G(si, ulsi))|
+ T+ w)G(si,ulsi)) — T(E)G(si, ulsi)) |l
+ TG (si,ulsi) = TG (s, uls))]
< T+ w)IIG(s, uls) — Gsi, uls:))l
+ T+ w)G(si,ulsi) — T(E)G(si,ulsi)) |l
+ TG, uls)) = Gsi, uls:))l
< Mi+€+M c = ¢ des que t > A.

3M 3 3M
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Donc Ve > 0,4A > 0 tel que : Vt > A
IT(t 4+ w)G(s,u(s)) = T(t)G(s,u(s))|| < e Vs € [o,al.

D’ott T(t + w)G(s,u(s)) — T(t)G(s,u(s)) — 0, quand t — +oo uni-

formément par rapport a s € [0, al.
Maintenant, avec ces propriétés on aura :
t+w t
v(t+w)—o(t) = / T(t+w—s)G(s,u(s))ds — / T(t — s)G(s,u(s))ds
0 0
a t+w
= / T(t+w—s)—T(t—s)]G(s,u(s))ds + / T(t+w—s)G(s,u(s))ds
0 a
t
- / T(t —s)G(s,u(s))ds.
Soit e > 0,dM > 0 tel que Va > M on a :

t+w
H/ T(t+w — $)G(s, uls))ds|| < g YVt > a,

ﬂ/T@—QQ&M@Mﬂégﬁwzw

Soit alors a > 0 tel que a > M.
Il existe M’ > 0 tel que Vit > M’

[Tt +w—s) — T(t — 5)]G(s,u(s))]| < 3% Vs € [0,a].
Donc
[v(t +w) —v()] < /O [[T(t+w—s)=T(t—s)]G(s,u(s))|ds

t+w t
—+n/ 7W+w—@G@u®Mﬂ+H/Tﬁ—@G@u®Mﬂ
< edésquet > M.

Il s’en suit que v(t+w)—v(t) — 0 quand ¢ — 400, et doncv € SAP,(X).
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Ainsi I'u € SAP,(X).

Maintenant, pour uy, ug € SAP,(X) ona:Vt>0

ITus () = Tua (1] < M/ s)lur(s) — ua(s)llds
+oo
< M/ $)|Jur — us|sods.
+oo
= (M/ L(s)ds)||lur — ug|oo-
0
Dot [|[Tuy(t) — Tua(t)|lee < Mf (s)ds)||ur — us]|eo, I est alors une

application continue.

D’autre part, considérons 1'opérateur linéaire

B: Cy([0, 400, R) — Cy([0, +00],R)

a — Ba

ou (Ba)(t) Mfo a(s)ds, ¥Vt > 0.

B est un opérateur hnealre continu, en effet :

|Baw < (M / " L(s)ds) o]

De plus B est compact. Pour le montrer, nous allons montrer que I’ensemble
{Ba, ||al|s < 1} est relativement compact dans Cy([0, +o00[, R).

Soit ¢ > 0, il existe a > 0 tel que Mfa+oo L(s)ds < e ( c’est possible car
ainﬁoo f L(s)ds = 0).

Pour a € Cy([0, +o0[, R) avec ||ar]|oo < 1, considérons les fonctions wq (a) et wa ()

définies comme suit :

B MfOtL(s)a(s)ds, 0<t<a
UJl(Oé)(t) - { Mfoa L(S)Oé(S)dS, t>a

0,0<t<a
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Considérons I'ensemble K. = {w;(a) : ||alle < 1}

Les fonctions de Pensemble K. sont toutes bornées par la valeur M [1" L(s)ds
et sont toutes constantes a partir de a.

Montrons que K. est relativement compact dans Cy([0, +00[, R).

Montrons d’abord que K. /[0, a] est relativement compact dans Cy([0, a], R).

Soit tq, ty € [0,a] avec t; < ty

to

(wi(@)/p0.a)(t) —wi(a)jpa(ta)l = [M [ L(s)a(s)ds|

tz
M/

< W) |ta — t1] avec t; < p < to( théoreme de la moyenne ).

IA

On voit bien que 'ensemble des fonctions de K./[0,a] est équi-continue,
plus encore il est uniformément équi-continue.

Puisque Ve > 0;do > 0; tel que :

|t2 — t1| < o= |w1(06>/[07a}(t1) — wl(@)/[07a](t2)| <e.

D’autre part, V¢ € [0, a

ot [ [ s 0]

qui est donc relativement compact dans R.

Par le théoreme d’Arzela-Ascoli, on déduit alors que K. /[0, a] est relati-
vement compact dans Cy([0, a], R).

Soit maintenant une suite (f,,) dans K..

fn/]0,a] est une suite dans K./[0,a] qui est relativement compact dans
Cp(]0,al,R). Donc de cette suite, on peut extraire une sous-suite conver-
gente fum/[0,al, c-a-d 3f, telle que

sup| fo(m) /[0, al(t) = fu(t)] — 0 quand n — +-o0.
[0,a]
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Il est claire maintenant que la sous-suite f,,) converge uniformément sur

[0, +00] vers la fonction f définie par :

Par suite, K. est relativement compact dans Cy([0, +oo[, R).

Maintenant, on remarque que
(Ba)(t) = wn(a)(t) + wa(a)(t) pour t > 0.
On peut affirme alors que
{(Ba), ol <1} S K.+ {3 : 8 € Cy([0, +00[,R), [| Bl < €}

On aura alors d’apres la Proposition 2.3.2 que {(Ba), ||a||c < 1} est rela-

tivement compact dans Cy(]0, +oo[,R), d’ot B est compact.

Maintenant, la derniere étape du théoreme consiste a calculer le rayon
spectral de B, pour appliquer en suite le Théoreme 2.3.4 pour conclure
en l'existence et 'unicité d’un point fixe u pour 'application continue T,
qui serait donc la solution "mild” S-asymptotiquement w-périodique du
Probleme (2.1).

p(B) = le rayon spectral de B = max |A|.
Ao (B)
Spactre de B = o(B) = {\ € C tel que B — Al n’est pas bijectif }.
Comme B est un opérateur compact.
On a: o(B) = 0,(B) U {0},
ol 0,(B) est le spactre ponctuelle de B.
op(B) = {\ € C tel que B — Al n’est pas injectif }.

Ici on peut montrer que pour tout A # 0, on aura

B — M est injectif,
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c-a—d, si A # 0 alors A n’est pas dans o,(B).
Pour se faire, on va montrer que la seule solution de I’équation B — \I = 0
est 'application identiquement nulle.
En effet : Soit o € Cy([0, 400, R) une solution de I'équation B — A\l = 0.
C-a-d :

Ba—Xa=0

= (Ba—Xa)(t) =0 Vt >0

=>M/ (s)ds — Aau(t) = 0 »

:M/ (s)ds = a(t)

= /() = ML(t)a(t)
o) M
0 =

C’est une équation differentielle dont la solution est

alt) = C’exp(% / L()dt).

Maintenant de * on voit a(0) = 0, et donc C' = 0.
Ce qui veut dire que la seule solution de I’équation B — A\l = 0 est ’appli-
cation identiquement nulle.

Finalement o(B) = {0}, et donc le rayon spectral de B est egal a 0
(p(B) = 0).

Soit maintenant 1'opérateur linéaire :

m: Cyp([0, 400, X) —  Cy([0,+0[,R)

ot m(u)(t) = sup [lu(s)||.
0<s<t
Soient y1, yo € SAP,(X). Montrons que m(T'y; — T'ys) < Bm(y; — yo).
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On a
m(Tp = Ti)(t) = sup [on(s) = Loa)]
< s [ LOIn(©) -~ ml©)lde
< M / &)lly1(6) — 92(€) e
< M / ) sup s (6) — 1(€)]|de

0<e<t

= Bm yl—yz)(t)

D’autre part on a clairement 0 < o < ay = Bay < Bas.
Finalement les conditions du Théoreme 2.3.4 sont vérifiées, d’ou la conclu-
sion.
|
¢ Deuxieme résultat d’existence d’une solution ”mild” S-asymptotiquement

w-périodique

Définition 2.1.4. Une fonction continue G : [0, +o0[xX — X est dite
uniformément S-asymptotiquement w-périodique sur les ensembles bornés
si : pour chaque ensemble borné K C X, 'ensemble {G(t,z) : t > 0, =z € K}
est borné et tLiIglOOHG(t, z) — G(t + w, z)|| = 0 uniformément par rapport a

z € K.

Définition 2.1.5. Une fonction continue G : [0, +00[x X — X est dite
asymptotiquement uniformément continue sur les ensembles bornés si :
pour tout € > 0, et pour chaque ensemble borné K C X, il existe L., > 0 et
dek > 0 tels que ||G(t,2) — G(t,y)|| < e pour tout t > L., et z, y € K

avec ||z — y|| < e p-

Lemme 2.1.1. Soit G : [0, +o0o[xX — X une fonction uniformément S-
asymptotiquement w-périodique et asymptotiquement uniformément conti-
nue sur les ensembles bornés, et soitu : [0, +oo[— X une fonction SAP,(X).
Alors la fonction v(t) = G(t,u(t)) est également dans SAP,(X).
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Preuve. Soit K = R(u) I'image de la fonction u.

R(u) est un ensemble borné (car u est bornée ), et comme G est une fonction
uniformément S-asymptotiquement w-périodique sur les ensembles bornés,
il s’en suit que v est une fonction bornée. De plus v est clairement continue
puisque G et u sont des fonctions continues.

Soit € > 0 fixé,

des Définition 2.1.4 et 2.1.5, il existe § > 0 et L! > 0 tel que

maX{HG(t + w,z) - G(t,Z)H, ||G(t,£(]) - G(tvy)”} <€,

pour tout t > L, z € R(u) et tout =, y € R(u) avec ||z — y|| < 4.
D’autre part, comme u(.) est S-asymptotiquement w-périodique, alors
il existe L? > 0 tel que pour tout ¢t > L2, |lu(t + w) — u(t)]| < 6.
Ainsi, pour ¢ > max{L}, L?}

£

[o(t +w) =@l = G +w,ult +w)) = Gt u®))]
IG(t +w,u(t +w)) — G(t, u(t +w))|| + |Gt ult +w)) — G(t, u(t))]|

2e.

IN A

Ce qui montrer que |[v(t +w) — v(t)|| — 0 quand ¢t — +o00, v(.) est alors
SAP,(X).
|

Dans la suite de ce chapitre, on suppose qu’il existe deux constantes
M > 1 et v > 0 telles que

IT(t)|| < M exp(—~t), vt > 0.

Avant d’énoncer le deuxieme résultat d’existence, on introduit 1’hy-
pothese suivante :
(Hg) : la fonction G : [0, +00[xX — X est continue et qu’il existe L > 0
tel que : ||G(t,z) — G(t,y)|| < Lljlz —y|| Vt > 0, Vz, y € X.

Théoréme 2.1.3. Supposons que la condition (Hg) est satisfaite, et que G
uniformément S-asymptotiquement w-périodique sur les ensembles bornés.

St ML <, alors il existe une unique solution "mild” S-asymptotiquement
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w-périodique du Probléme (2.1).

Preuve. Soit l'opérateur I' définie sur 'espace SAP,(X) par :
¢
Tu(t) = T(t)xo + / T(t —s)G(s,u(s))ds = T(t)xo + v(t).
0

Montrons que I'u € SAP,(X).

Soit u € SAP,(X).

On a (T'(t))t>0 un Cp-semi-groupe sur X, alors d’apres le Corollaire 2.3.1
T(t)xo est continue.

D’autre part, V¢ > 0, T'(t) est un opérateur linéaire alors

IT(t)zoll < [IT@)]lloll
< Mexp(=1) |0l
< Mjzol|.

D’ou T'(t)xq est une fonction bornée.

Maintenant, pour w > 0

| T(t +w)xg — T(t)xo|

IA

1Tt + w)aoll + [[T(#)oll;
< (T -+l +[T@)Dlwoll,

< Mlzo||(exp(—(t +w)) + exp(—7t)).

Par passage a la limite quand ¢ — +o0, on aura :

tEerOOHT(t +w)xg — T(t)zo|| = 0. Dot T'(.)xg € SAP,(X).

Il reste a montrer que v(.) € SAP,(X).

v est clairement continue.

On a u € SAP,(X) donc u est bornée, et comme G est uniformément S-
asymptotiquement w-périodique sur les ensembles bornés, on aura G(., u(.))

est bornée.
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Donc

@Il = H/OT(t—S)G(S,U(S))dSH,

IN

/0 1T (¢ — $)G (s, u(s)||ds.
/0 1T (¢ — )G (s, u(s)) | ds.

IN

< G Cu()) o / M exp(—(t — 8))ds,

B MHG(.,u(-))Hoo(1 — exp(—1)),
Y

MG, u()lo
- .

<

Ce qui montre que v est bornée, d’ott v € Cy([0, +00[, X).
Maintenant, d’apres 'hypothese Hg on affirme que G est asymptotiquement

uniformément continue sur les ensembles bornés.
Alors d’apres le Lemme 2.1.1 G(t,u(t)) € SAP,(X), et donc

Ve > 0;3L. > 0:Vt > L ||G(t +w,u(t +w)) — G(t,u(t))| <e.

Avec ces conditions, pour t > L, on a :
[o(t +w) —v(t)]]

t+w t
= | /0 T(t+w— s)G(s,u(s))ds — /0 T(t— s)G(s,u(s))ds||
= ||/OWT(t—l—w—s)G(s,u(s))dS%—/

w

t+w

T(t+w—s)G(s,u(s))ds — /0 T(t —s)G(s,u(s))ds||
= | /Ow T(t+w—s)G(s,u(s))ds + /o T(t—s)G(s+w,u(s+w))ds — /0 T(t — s)G(s,u(s))ds||
= | /Ow T(t+w—s)G(s,u(s))ds + /0 ) T(t—9)[G(s+w,u(s+w)) —G(s,u(s))]ds

+ /T(t—s)[G(s+w,u(s+w))—G(s,u(s))]ds”
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< / NG 4w — )G s, uls)) ds + / T — G +w, uls +w)) — G(s, u(s))|ds
+ /L||T(t—5)||\|G(5+w,u(5+w))—G(s,u(s))”ds
< MG u())] / " exp(—(t 4w — 8))ds + 2M G ul))]l / exp(—(t — 5))ds

+ Me /Lt exp(—(t — s))ds

— LDl 1) — exp(r ¢ +-0)) + 2200 = exp(a (e~ L)
- POCH e 1) - exp(-0)
o MIGCUD s M 2MIGG O

g v v

Ce qui permet de déduire que tliin |lv(t +w) — v(t)|| = 0, donc v(.) est
SAP,(X). Ceci complete la preuve que I'u € SAP, (X).
Maintenant, pour uy, uy € SAP,(X)

t
0

IPus(t) — Tua(t)]] = | / T(t — $)G(s,ui(s))ds / T(t - $)G(s, ua(s))ds).
-y / T(t - 5)[G(s, ur(s)) — G(s, ua(s))]ds]|

< | TG = )G, 1n(5)) — Gls, ua(s))lds,
< [ Mept=ati= D Lln(s) — uas)lds,

< 2 sup fn(s) — ua(s) (1 = exp( 1),

< 2 s fn(s) = (o)l

OnaML<”y:>%<1.
Soitk:%<1,d’oﬁ

ITur () = Tuz(@)]| < & sup [ua(s) = ua(s)]]

0<s<t
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Ce qui montre que I est k-lipschitzienne avec k < 1, donc I' est une contrac-
tion.

Finalement, on a SAP,(X) est un espace complet, I" est une contraction
de SAP,(X) dans SAP,(X). Alors d’apres le principe de contraction de
Banach, I' possede un unique point fixe u qui serait donc la solution ”mild”
S-asymptotiquement w-périodique du Probleme (2.1).

|

2.2 Résultat d’existence d’une solution ”mild”
asymptotiquement w-périodique d’un probleme
de Cauchy non homogene

Proposition 2.2.1. Supposons que la condition (Hg) est satisfaite, et que
G(.,0) est une fonction bornée et

i |Gt ) = Gt + . 2) | =0,
uniformément par rapport a x € K et n € N, pour chaque sous ensemble

borné K de X. Si ML < =, alors il existe une unique solution “mild”

asymptotiquement w-périodique du Probléeme (2.1).

Preuve. Considérons 'espace
S(X) = {u € Cy([0, +00[, X) tel que tliin |u(t+nw)—u(t)|| = 0 uniformement par rapport a n € N}.

S(X) est un sous espace fermé de Cy([0, +o0[, X).
En effet : Soit (fx)reny une suite dans S(X) qui converge vers f quand
k — 4o00.

Pour ¢ > 0, il existe Ky tel que sup |[|fi(t) — f(t)|| < 5, Vk > k.
0<t<+o00

Par la définition des fonctions de S(X), on sait qu'il existe t( tel que Vt > ¢,
on a || fi, (t +nw) = fi, M| < 5, ¥n € N.
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On a alors

[f(E+nw) = fFOI < ([f(E+nw) = fio(E+nw)|| + ([ fio (t + nw) = fio (D]
+ k(@) = F@II-

< edesquet>ty VneN.

Ce qui permet de déduire que tlgrnooﬂ f(t+nw)—f(t)]] = 0 uniformément par rapport a
n € N.

De plus, on a f € Cy([0, +o0[, X) ( car f la limite uniforme de f ).

Ce qui montre que f € S(X), d’ou 'espace S(X) est fermé.

Par suite, d’apres I’hypothese Hg on affirme que G est asymptotiquement
uniformément continue sur les ensembles bornés.

Maintenant soit v € S(X), montrons que h(t) = G(t,u(t)) € S(X).

Du fait que I'image R(u) de u est bornée et G(t,0) est une fonction bornée;

on déduit que h est bornée.

D’autre part, comme tginoo]\G(t+nw, 2)—G(t, 2)|| = 0 uniformément par rapport a
z € R(u) et n € N et G est asymptotiquement uniformément continue sur

les ensembles bornés. Alors pour tout € > 0; 3L > 0 et o > 0 tels que :
max{||G(t + nw, 2) — G(t, 2)||, [|G(t,z) = G(t,y)l]} <e,

Vt > L, z € R(u) et pour tout z, y € R(u) avec ||z—y|| < o, uniformément sur
n € N.

De plus, comme u € S(X), il existe alors L? > 0 tel que pour tout

t > L2 ||u(t + nw) — u(t)|| < o uniformément sur n € N,

Donc, pour ¢ > max{L}, [?} = L.

|h(t +nw) — h(t)|| = |G+ nw,u(t+ nw)) — G(t,u(t))|

|Gt + nw,u(t +nw)) — G(t, u(t + nw))]|
+ ||G(t, u(t + nw)) — G(t,u(t))]]
< 2, VneN.

IN
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On en déduit donc que G(t,u(t)) € S(X).
Maintenant, considérons I'opérateur I' définie sur 1'espace S(X) par :

Tu(t) =T(t)xe + /0 T(t — s)G(s,u(s))ds =T(t)xyg+ v(t).

Montrons que I'u € S(X).
On a (T'(t))t>0 un Cp-semi-groupe sur X, alors d’apres le Corollaire 2.3.1
T'(t)xo est continue.

D’autre part, V¢ > 0, T'(f) est un opérateur linéaire alors

IT(#)zoll < [IT@)]lloll
< M exp(=vt)||xoll
< Mjzol|.

D’ou T'(t)xq est une fonction bornée.

Maintenant, pour w > 0

IT(t + nw)zo = T(t)zol < T+ nw)aoll + [[T(E)xoll,
< (7@ +n)l + 1T @)D lloll,

< Maol[(exp(=7(t + nw)) + exp(=71)).

Par passage a la limite quand ¢ — +o0, on aura :

tEerooHT(t + nw)xg — T'(t)zo|| = 0 uniformément par rapport a n, donc
T()zo € S(X).

Il reste a montrer que v(.) € S(X).

v(.) est clairement continue.
On a

ol = | / T(t - $)G(s,u(s))ds])
< / IT(t — $)G(s, u(s)) | ds.
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IN

/nTt—smG@u<mws

< It M/Mw At - 5))ds,

_ MGG u() | (1 — exp(—t)),
gl

MG, u( )l
. .

<

Ce qui montrer que v est bornée, d’ott v € Cy([0, +o00[, X).
Soit t > L., etn e N
[v(t + nw) —v(@)]

IN

IA

||/ T+ nw — $)G(s, uls ))ds—/o T(t — )G (s, u(s))ds|,

H/ T(t+nw — s)G(s,u(s ))ds—i—/ an(t—irnw—s)G(s,u(s))ds,
l/ T(t — 5)G(s, u(s))ds]|
|| / T(t + nw — 5)G(s, u(s))ds + /0 T(t — $)G(s + nw, u(s + nw))ds,

[ 7= 16t atonas]

[T+ - a6 (gm&+A%T@_gm@+n%u@+wD—G@w@m%,

/LE T(t = )[G(s + nw, u(s + nw)) — G(s, u(s))]ds|,

/OW 1Tt + nw — )1 G (s, uls))llds + /OLE IT(t — ) [||G(5 + 1w, u(s + nw)) — G(s, u(s))||ds,
[T s s+ ) Gl s,

AHKXWUCDWm[iw@mCJﬂt+nw—SDd8+2NNG%ﬂdJNMZA exp(—(t — 5))ds,

t
2M€/ exp(—(t — s))ds,
L.
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MI||G(.,u(.))]lso 2Me
— LD ) — expl o+ ) + 2251 = exp( (o~ L)
2M |G (., u()] oo
+ | (”y Ol (exp(—v(t — L.) — exp(—~t)),
MG, ()|l oMe  2M||G(,u())||a
” ( »U( ))H exp(—vt) + € + H ( u( ))H exp(—v(t — Le).
gl v Y
Ce qui permet de déduire que tli+m lo(t + nw) — v(t)|| = 0, uniformément

par rapport a n, donc v € S(X). Ceci complete la preuve que I'u € S(X).
Maintenant, pour uy, us € S(X)

ML
[Tu (¢) = Tua(t)|| < —— sup [lua(s) — ua(s)]-
Y o0<s<t
OnaML<7:>%<1.
Soit k = % < 1, d’ou

[Tur (£) — Tua(t)[| < K sup [lui(s) — ua(s)]|
0<s<t

Ce qui montre que I' est k-lipschitzienne avec k < 1, et donc I' est une
contraction.
De plus, on a S(X) est un sous espace fermé de Cy([0,400[, X). Comme
Cy([0, +00[, X) est un espace de Banach, alors S(X) est aussi de Banach.
Finalement, on a S(X) est un espace complet, I' est une contraction de
S(X) dans S(X). Alors d’apres le principe de contraction de Banach, T
possede un unique point fixe u.
Comme u € S(X) donc u € Cy([0, +00[, X), et tEinOOHu(t—i-nw) —u(t)]] =0
uniformement pour n € N. Alors d’apres le Corollaire 1.2.1 u est asymp-
totiquement w-périodique. Donc sous les conditions de la propositon 2.2.1,
le Probléme (2.1) admet une unique solution "mild” asymptotiquement w-
périodique.



48

2.3 Application aux équations aux dérivées

partielles

Nous terminons ce chapitre, par discuter de 'existence d’'une solution

"mild” S-asymptotiquement w-périodique du systeme suivant :

Dut,§) = Zpul(t, &) +a(t)f(u(t,£)), t>0, £€[0,7],
u(t,0) = wu(t,m)=0, t>0, (2.2)
w(0,6) = x(€), €07,

Ouz:[0,71] — R, a:[0,+00] — Ret f: R — R sont des fonctions
appropriées.

Pour étudier ce systéme sous la forme (2.1), on considere ’espace

X = L*([0, 7]) et 'opérateur

A:DA)CX — X

xr — Ar=2"

D(A)={z e X: 2" € X, z(0) = z(7) = 0}.

On aura donc le systeme suivant :

{ W(t) = Ault) + alt) f(u(t)), t>0,
u(0) = x € L*([0, 7).

L’opérateur A est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe (7'(t)):>o
sur X (voir [13]).
La solution du probléeme homogene ( qui represente en fait 1’équation de la

chaleur avec condition de Dirichlet au bord )
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est donnée par

Zexp ) < T, 2, > 2, Vo € L([0, 7).

Ou z, = (%)% sin(né), {—n?, n € N*} sont les valeurs propres de I'opérateur
A et z, sont les fonctions propres associées (voir[l]).

On a donc

x—ZeXp <£L’Zn>2n

De cette écriture, du fait que {z,, n € N*} est une base hilbertienne de

L3([0,7]), par I'égalité de Parseval, on a :

ITt)z]* = Zlexp P <22 >
< |sup|ex <X, 2y > 2
< [suplexp(- Z| *
= (exp(—1))*||=|>.

D’ou
IT(®)[| < exp(—t), Vt > 0.

On est prét maintenant a énoncer la proposition suivante :

Proposition 2.3.1. Supposons que a(.) est une fonction S-asymptotiquement
w-pérotdique et qu’il existe Ly > 0 telle que

|f(z) — f(y)| < Lflz —yl|, Vo, y € R.

Si|lalleo Ly < 1, alors il existe une unique solution "mild” S-asymptotiquement
w-péroidique du Probléme (2.2). Si de plus tlir+n (a(t+nw) —a(t)) =0 uni-
formément par rapport a n € N, alors u(.) est une solution "mild” asymp-

totiquement w-périodique.
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Preuve. Soit

G : [0, +oco[x L*([0,7]) — L*([0,7])
(t,z) — G(t,z)=a(l)f(z)

et

On a G est clairement continue.
Pour tout z, y € L*([0,7]) et t > 0,

1G(t,2) = G,y la(t) f(x) —a(t)f( ),

lalloc £ <y>||L2[0,TD
- ||a||oo/ F@)(E) — Fly)()Pde)?,

< lallel | @O - OFS,
= lalluZs( [ 100 - OF L,

= llallccLyllz - yI|L2<o,7r] :

IN

w\»—t

Ainsi, la fonction G : [0, +o0o[x L*([0, 7] — L*([0, 7]) est continue et qu'il
existe L = ||a||coLs > 0 tel que

IG(t,2) = Gty < Lllx —yl| Yz, y € L*([0,7]), t>0.

D’autre part, on a GG est uniformément S-asymptotiquement w-périodique
sur les ensembles bornés.

En effet : Soit K un ensemble borné de L?([0, 71]), et soit = € K.

On a

G 2l = lla@f (@) < la(®)f(2) = a®) fO)] + [la(@) fO);
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< ([ aOr@)(© -« FOOFE! + lal 1O
= ([ OPI@© - FO©OFE)! + lall FO)]
< lallal | Z31)€) = OXQ P + alll SOV

= JaflooLs( / (@) (E)PdE)* + all | FO)]]

ZHNwMWMmeWMRW@W
< lalloe Ly M + llalloo [ £ (O)]]

D’ou 'ensemble {G(t,z) : t >0, z € K} est borné.

Maintenant, pour xr € K

IG(t + w,x) — G(t,x)||

la(t +w)f(x) = a(t)f(z)]],
la(t +w) = a@®]llf(2)]],

< Nla(t+w) —a(t)| — 0 quand ¢ — o0 uniformément pour z € K.

Donc

E+moo|]G(t +w,z) — G(t,x)|| = 0 uniformément pour z € K.
On en déduit alors que G est uniformément S-asymptotiquement w-périodique
sur les ensembles bornés.
On a encore ||a|lwLf < 1, ce qui montre alors que toute les hypotheéses du
Théoreme 2.1.3 sont satisfaites, d’ou l'existence et I'unicité d’une solution
"mild” S-asymptotiquement w-périodique du probleme (2.2).
Maintenant, pour ¢ > 0

IGO0 = lla(®)fO)] < llalloollf(O);
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d’ou G(.,0) est une fonction bornée.
De plus, pour x € K, n € N

G, 2) = Gt +nw,z)|| = [la(t)f(x) = alt + nw)f ()],
= la(t +nw) —a@®)]lf ()],

< Nla(t + nw) — a(t)] — 0 quand t — 400 uniformément pour n € N.
Donc

tlim |G(t,x) — G(t + nw, z)|| = 0 uniformément pour z € K, n € N.
——400
On déduit alors d’apres la Proposition 2.2.1 qu’il existe une unique solution

"mild” asymptotiquement w-périodique du Probleme (2.2).
|



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les fonctions S-asymptotiquement
w-périodiques a valeurs dans un espace de Banach ainsi que leurs propriétés

essentielles.

Nous avons plus précisément présenté et développé I'article [10], dans le-
quel les auteurs ont pu montrer ’existence et I'unicité d’une solution ”mild”
S-asymptotiquement w-péroidique du probleme de Cauchy abstrait de pre-
mier ordre sous certaines conditions, parmi elles :
o(7'(t))+>0 un semi-groupe fortement S-asymptotiquement w périodique.
o(7T'(t))+>0 est un Cy-semi-groupe exponentiellement stable, i.e, il existe deux
constantes M > 1 et v > 0 telles que

IT(t)|| < Mexp(—r1), Vt > 0.

La théorie de fonctions S-asymptotiquement w-péroidiques est "relati-
vement nouvelle”, et donc beaucoup de questions sont encore posées. Nous
estimons donc que c’est un domaine intéressant a explorer.

Nous espérons que ce travail puisse servir aux étudiants qui veulent s’initier

a ce domaine.

23



Annexe

Définition 2.3.1. Un ensemble A C R est dit relativement dense dans
R ¢g’il existe un nombre réel £ > 0 pour lequel tout intervalle de longueur ¢

rencontre A, i.e,
A >0,VaeR: [a,a+ ] NAZ(.

Définition 2.3.2. Un sous ensemble S de X est dit relativement com-

pact si son adhérence S est compact.

Définition 2.3.3. Un sous ensemble S de X est dit relativement com-

pact si de toute suite de S , on peut exteaire une sous suite qui converge
dans X.

Définition 2.3.4. Un ensemble F' C C(R, X), est dit uniformément equi-
continue si :

Ve > 0;30(c) = 6 avec [t — to] < 0 = | f(t1) — f(ts)|| < &.Vf € F.

Théoréme 2.3.1. (Arzela-Ascoli [17]) Soit A C C([0,b],R"), A est
relativement compact si :

1. A est bornée, i.e, qu’il existe M >0 :

ly()]| < M, ¥t €[0,b] ety € A.

54
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2. A est uniformément equi-continue, i.e,
Ve > 0,3(5(6) >0 th,tg € [O,b], ‘tl—tg‘ <= Hy(tl)—y(tgﬂ‘ < 6,‘v’y e A.

Proposition 2.3.2. (voir [5]) Soit (X, ||.||) un espace de Banach, et soit
K C X un sous-ensemble. Alors K est relativement compact dans X si et

seulement si Ve > 0; K, relativement compact dans X, telle que
KC K. +{8:8€X,[IBl <e}

Définition 2.3.5. ( Opérateurs compacts) Soient E et F' deux espace de
Banach ; une application linéaire continue 7' € L(E, F') est dite compacte
si 'image T'(Bg) par I'application T de la boule unité fermée By de I'espace

E est relativement compacte dans F.

Théoréme 2.3.2. (Banach-steinhauss)voir[1] Soient E et F' deux es-
paces de Banach. Soit (T;);e; une famille (non nécessairement dénombrable)

d’opérateurs linéaires continus de E dans F. On suppose que

sup || Ti(z)|| < oo,Vz € E.
el
Alors

sup [[7il| o(z.r) < o0
iel

ot L(E,F) lespace d’opérateurs linéaires continus de E dans F' muni de

la norme

|T|oe,ry = sup |T(z)|e
||| <1

|17 ()]

Définition 2.3.6. (Application contractente)

Soit E' un espace de Banach. Une application f : E — FE est dite contrac-
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tente (ou contraction) s'il existe k €]0, 1] telle que :

1f () = Fw)ll < Ellz —yll, pour tous z, y € E.

Autrement dit, si f est lipschitzienne dont la constante de lipschitz est

strictement inférieure a 1.
Théoreme du points fixes

Théoréeme 2.3.3. (Principe de contraction de Banach )[8]
Soit E un espace métrique complet et soit f : E — FE une application

contractente. Alors f posséde un point fixe unique.

Considérons deux espaces de Banach Y et Z, de norme |.||y et |.]z,
respectivement. On suppose 'existence d’un ordre < dans Z et 'existence
d’une application m : Y —— Z tels que les conditions suivantes sont
vérifiées : (i) Vy € Y 0 < m(y),

(i) 0 <z < 2 = [la1]lz < 22|z,
(iii) il existe Cy, Cy > 0 tels que :

IA

lylly < Cillm(y)llz
ImW)llz < Callylly

VyeY.

Théoréme 2.3.4. (théoréme 1 [9]) Soient Y, Z deux espaces de Banach.
Soit S un sous ensemble non vide est fermé de Y et A : S — S un
opérateur continu. S’il existe un opérateur linéaire borné B : Z — Z tel
que :

(a) le rayon spectral r(B) < 1,

(b) si0< 7y < Zy alors BZ, < BZs,

(c) pour tous yi,ys € S,m(Ay; — Ays) < Bm(yy — ya2) avec m un opérateur
de Y dans Z.

Alors A da un unique point fixe.

Co-semi-groupes
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Définition 2.3.7. (voir [14]) On appelle un semi-groupe fortement continu
d’opérateurs linéaires bornés sur X une famille (7'(t));>o vérifiants les pro-
priétés suivantes :

(1) T(0) = I ( ou I est I'opérateur identité de X )

(i) T'(t+s)=T@)I(s), Vs, t > 0.

(iii) tliIrOaHT(t)x —z|]|=0 Vz € X.

Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X est

aussi appelé Cy-semi-groupe sur X.

Définition 2.3.8. (voir[14]) On appelle générateur infinitésimal d’un Cy-
semi-groupe (7'(t))¢>o un opérateur A défini sur I’ensemble :

T(t)x —

D(A)={z € X : lim T existe dans X}

t—0+

par
e — Tim Tt)r —x _ dT(t)

t—0t t dt

Théoréme 2.3.5. (voir[14]) Soit (T'(t))i>0 un Cy-semi-groupe sur X. Alors

il existe deux constantes w > 0 et M > 1 telles que :

L1t Vo € D(A).

IT(®#)| < M exp(wt), vt > 0.

Corollaire 2.3.1. (voir[14]) Soit (T'(t)):>0 un Cy-semi-groupe sur X. Alors

pour tout x € X, la fonction t — T(t)x est continue sur R*.

Définition 2.3.9. ([10]) Soit (7'(¢));>0 un Cp-semi-groupe sur X.
1. (T'(t))>0 est dit uniformément borné sur X, s’il existe M > 1 tel que

|T(t)|| < M, vVt > 0.
2. (T'(t))s>0 est dit fortement stable si :

lim T'(t)x =0,Ver € X.

t—+o0
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3. (T(t))t>0 est dit uniformément stable si :

lim [|T()][ = 0.

t—+o00
Egalité de Parseval

Définition 2.3.10. Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire
< . >. On applle base Hilbertienne une suite (e,,) d’éléments de H tels que :
(1) llenl = 1,Yn, < en,em >=0Vm, n, m #n.

(ii)L’espace vectoriel engendré par les (e,) est dense dans H.

Théoréme 2.3.6. Soit {e,} une base Hilbertienne, alors tout u € H s’écrit

u= +<>Ci<u en > €,. De plus
+o0
|ul|* = Z | < u,e, > ||* égalité de Parseval .
n=1

Inversement étant donnée une suite {a,} € (2, alors la série > ape,

converge vers un élément noté u et on a < u,e, >= ay, et |[ul®> = 372 a2

Intégrale de Bochner

Soient (2, %, ;) un espace mesuré, de mesure p finie, et X un espace de

Banach.

Définition 2.3.11. Une fonction f : & — X est dite simple s’il existe
T1, T2, ..., Ty € X ¢t By, By, ..., B, € ¥ avec UB; =Q et BNB; =0i#j
tels que f = ZZ’; ;X B;.

Définition 2.3.12. Une fonction f : @ — X est dite py-mesurable s’il

existe une suite de fonction simple (f,,), avec lim || f,— f||x = 0 p.p.p sur €.

La proposition suivante nous donne une caractérisation des fonctions

p-mesurable.

Proposition 2.3.3. f : Q@ — X est u-mesurable si et seulement si dg
mesurable telle que f— g = 0 p.p.p, et AN € ¥, avec p(N) = 0 telle que
f(Q/N) est separable.
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Définition 2.3.13. Une fonction f : 2 — X p-mesurable est dite Bochner

intégrable s'il existe une suite de fonctions simples (f,,) telle que
i [ £~ Fllxdu=0.
n—oo 0

Dans ce cas, fQ fdu est définie par
/ fdp= lim [ f.dpu.
Q =00 Jq

Ou fQ fo =221 ip(B;)
On a la caractérisation suivante des fonctions Bochner intégrable :

Théoreme 2.3.7. Une fonction [ p-mesurable est Bochner intégrable si et
seulement si [, || fllxdp < +o0, et on a || [, fdull < [, || flldp.

L’intégrale de Bochner vérifie les propriétés classiques de l'intégrale

comme la linéarité, la relation de chasles,..., ect. Pour plus de détaille voir

([7)-
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