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Mémoire de Master II
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m’ont aidé à mener à bien ce travail.

Je remercie également le président ainsi que les membres de jury, pour

l’effort qu’ils ont fait dans le but d’examiner ce modeste travail.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié les fonctions S-asymptotiquement

ω-périodiques à valeurs dans un espace de Banach.

On a présenté des résultats d’existence d’une solution ”mild” S-asymptotiquement

ω-périodique du problème de Cauchy abstrait de premier ordre. Cette partie

est complété par une application aux équations aux dérivées partielles.
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Introduction générale

Le concept des fonctions S-asymptotiquement ω-périodiques a été in-

troduit par Henriquez et al en 2008 dans [10]. Ces fonctions sont une

généralisation des fonctions asymptotiquement ω-périodiques. Depuis plu-

sieurs travaux ont succédé autour de cette ”nouvelle” notion, notamment en

ce qui concerne les résultats d’existence de solutions S-asymptotiquement

ω-périodiques d’équations differentielles abstraites et d’équations intégro

differentielles abstraites. On cite entre autre [2],[4],[6].

Dans ce mémoire, on étudie les fonctions S-asymptotiquement ω-périodiques

à valeurs dans un espace de Banach. Notre objectif consiste à faire une

synthèse sur les propriétés essentielles de cette notion. Le problème d’exis-

tence de solutions ”mild” S-asymptotiquement ω-périodiques du problème

de Cauchy abstrait de premier ordre sera aussi étudié. Plus précisément,

considérons le système{
u′(t) = Au(t) + G(t, u(t)) t ≥ 0

u(0) = x0 ∈ X
(0.1)

où A : D(A) ⊂ X −→ X est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-
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Introduction générale 4

groupe (T (t))t≥0 sur X, G : [0, +∞[×X −→ X continue, et X un espace

de Banach. Nous allons parler des notions de semi-groupe fortement S-

asymptotiquement ω-périodiques et fonction uniformément S-asymptotiquement

ω-périodique à paramètre G(t, x), qui vont jouer un rôle important dans

l’obtention de théorèmes d’existence d’une solution ”mild” S-asymptotiquement

ω-périodique pour le problème (0.1).

Notre travail reprend les calculs fait dans [10], il est réparti en deux

chapitres :

Le chapitre 1, nous exposerons les différentes définitions et propriétés

des fonctions S-asymptotiquement ω-périodiques à valeurs dans un espace

de Banach, en verra la relation entre ces fonctions et les fonctions asymp-

totiquement ω-périodiques.

Le chapitre 2 est consacré au problème d’existence de solutions ”mild”

S-asymptotiquement ω-périodiques du problème de Cauchy abstrait de pre-

mier ordre. Ce chapitre est complété par une application aux équations aux

dérivées partielles.

A la fin de ce mémoire nous avons mis une partie annexe où nous avons

rappelé quelques résultats de topologie et d’analyse fonctionnelle que nous

avons utilisé tout au long de ce mémoire.



CHAPITRE 1

Fonctions S-asymptotiquement

ω-périodiques à valeurs dans

un espace de Banach

Dans ce chapitre, une nouvelle classe de fonctions est présentée : les

fonctions S-asymptotiquement ω-périodiques à valeurs dans un espace de

Banach. Un intérêt particulier est donné à cette classe et la classe des fonc-

tions asymptotiquement ω-périodiques.

Avant d’entamer l’étude de ces fonctions, nous introduisons d’abord quelques

notations et rappelons quelques notions dont on aura besoin dans la suite

de ce document. Pour plus de détails concernant les résultats cités dans ce

chapitre, on peut consulter les références [10],[3],[16],[12].

1.1 Notations-Rappel

Tout au long de ce document, (X, ‖.‖) est un espace de Banach réel ou

complexe, Cb([0, +∞[, X) désigne l’espace des fonctions continues et bornées

sur [0, +∞[ qui sont à valeurs dans X muni de la norme de la convergence

uniforme indiqué par ‖.‖∞. C0([0, +∞[, X) et Cw([0, +∞[, X), w > 0 sont

5
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des sous espaces de Cb([0, +∞[, X) définis par :

C0([0, +∞[, X) = {x ∈ Cb([0, +∞[, X) : lim
t−→+∞

‖x(t)‖ = 0}.

Cw([0, +∞[, X) = {x ∈ Cb([0, +∞[, X) : x est ω − périodique }.

Notons que ces espaces sont des espaces de Banach.

K désigne l’ensemble des nombres réels ou complexes.

Définition 1.1.1. Une fonction f ∈ Cb(R., X) est dite presque périodique

si : ∀ε > 0, l’ensemble H(ε, f) est relativement dense dans R où :

H(ε, f) = {ξ ∈ R : ‖f(t + ξ)− f(t)‖ < ε,∀t ∈ R}.

Autrement dit, f est presque périodique si ∀ε > 0,∃l(ε) = l tel que ∀a ∈ R,

H(ε, f) ∩ [a, a + l] 6= ∅.

Remarque 1.1.1. L’ensemble H(ε, f) est appelé ensemble des ε-translations

ou ε-périodes de f.

L’ensemble des fonctions presque périodiques sera noté PP (X).

Propriétés 1.1.1. Toute fonction presque périodique est bornée, uniformément

continue à image relativement compacte.

Définition 1.1.2. (voir [15]) Une fonction f ∈ Cb([0, +∞[, X) est asymp-

totiquement presque périodique si : ∀ε > 0,∃M(ε) > 0 telle que l’en-

semble

H(ε, f) = {ξ ∈ R+ : ‖f(t + ξ)− f(t)‖ < ε,∀ t ∈ R+, t, t + ξ > M(ε)},

soit relativement dense dans R+.

L’ensemble des fonctions asymptotiqement presque périodiques sera noté

APP (X).

La proposition suivante fournit une caractérisation des fonctions asymp-

totiquement presque périodiques.

Proposition 1.1.1. (voir [15]) Une fonction f ∈ Cb([0, +∞[, X) est dite

asymptotiquement presque périodique, s’il existe une fonction presque périodique
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g et une fonction ϕ ∈ C0([0, +∞[, X) telle que :

f = g + ϕ.

Si g est périodique (respectivement ω-périodique ) f est dite asymptotique-

ment périodique (respectivement asymptotiquement ω-périodique).

La décomposition donnée dans cette proposition est unique(voir[17]).

1.2 Les fonctions S-asymptotiquement ω-périodiques

Dans cette section, nous présentons quelques propriétés des fonctions

S-asymptotiquement ω-périodiques.

Pour abréger les calculs, on considère pour un nombre fixé positif ω et pour

chaque t ≥ 0 la décompsition, t = ε(t) + τ(t)ω où ε(t) ∈ [0, ω[ et τ(t) ∈ N.

De plus, pour h ≥ 0 et f ∈ Cb([0, +∞[, X) on note par fh la fonction

fh : [0, +∞[−→ X définie par fh(t) = f(t + h).

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1. Une fonction f ∈ Cb([0, +∞[, X) est dite S-asymptotiquement

ω-périodique, s’il existe ω > 0 tel que

lim
t→+∞

‖f(t + ω)− f(t)‖ = 0.

Dans ce cas, on dit que ω est une période asymptotique de f .

On note par SAPω(X) le sous espace de Cb([0, +∞[, X) composé des fonc-

tions S-asymptotiquement ω-périodiques.

Définition 1.2.2. Une fonction f ∈ Cb([0, +∞[, X) est dite ω-normale sur

les ensembles compacts, si pour chaque suite de nombres naturels (mn)n∈N

avec mn −→ +∞ lorsque n −→ +∞, il existe une sous suite (kn)n∈N de

(mn)n∈N et une fonction F ∈ Cb([0, +∞[, X), telle que fknω −→ F lorsque

n −→ +∞ uniformément sur les sous ensembles compacts de [0, +∞[, i.e,

lim
n→+∞

sup
s∈K

‖fknω(s)− F (s)‖ = 0 avec K un compacte de [0, +∞[.
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Remarque 1.2.1. Si f ∈ Cb([0, +∞[, X) une fonction uniformément conti-

nue à image relativement compacte, alors f est ω-normale sur les ensembles

compacts. En particulier les fonctions presque périodiques sont alors ω-

normales sur les ensembles compacts.

Preuve. Soit (mn) une suite de nombres naturels, considérons la famille

Φ = {fmnω}. La restriction de la famille Φ sur l’intervalle [0, 1] est relative-

ment compacte dans C([0, 1], X) ( muni de la norme de la convergence uni-

forme ). En effet : comme f est uniformément continue, la famille {fmnω}
est equi uniformément continue, et du fait que f est à image relativement

compacte dans X, on déduit que {fmnω(t)} est relativement compacte dans

X, ∀t ∈ [0, 1]. La conclusion découle alors du théorème d’Arzela-Ascoli.

D’où de la suite {fmnω}, on peut extraire une sous suite notée {f 1
mnω} conver-

gente vers une fonction f1 sur [0, 1]. On considère en suite sur l’intervalle

[0, 2] la suite {f 1
mnω} et on applique le même procédé pour on extraite une

sous suite {f 2
mnω} qui va converger vers une fonction f2 uniformément sur

[0, 2].
...

Sur l’intervalle [0, n], on extrait une sous suite {fn
mnω} qui converge vers une

fonction fn uniformément. Par la suite, on utilise le procédé de l’extraction

diagonale pour extraire une sous suite qui va être convergente vers une ap-

plication F uniformément sur tout compact de [0, +∞[.

Cette fonction F est en faite égale à f1 sur [0, 1], f2 sur [0, 2],... , fn sur

[0, n],... D’où f est ω-normale sur les ensembles compacts.

�

1.2.2 Quelques propriétés des fonctions S-asymptotiquement

ω-périodiques

Lemme 1.2.1. Soit f : [0, +∞[−→ X une fonction S-asymptotiquement ω-

périodique, (tn)n∈N une suite de nombres naturels telle que tn −→ +∞ lorsque

n −→ +∞. Supposons que ftn −→ F lorsque n −→ +∞ uniformément sur

les sous ensembles compacts de [0, +∞[, alors F ∈ Cω([0, +∞[, X).
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Preuve. F est clairement continue sur [0, +∞[, en effet : soit t0 ∈ R+

et soit K un compact de [0, +∞[ contenant t0. F est limite uniforme de

ftn sur K, ftn étant continue donc F est continue sur K d’où continue sur

t0, t0 étant quelconque F est alors continue sur [0, +∞[.

D’autre part f étant S-asymptotiquement ω-périodique, donc

lim
t→+∞

‖f(t + w)− f(t)‖ = 0,

et comme (tn)n∈N une suite de nombres naturels telle que tn −→ +∞
lorsque n −→ +∞ alors

lim
n→+∞

‖f(µ + tn + ω)− f(µ + tn)‖ = 0, µ ≥ 0. (1.1)

De plus ftn −→ F lorsque n −→ +∞ uniformément sur les sous ensembles

compacts de [0, +∞[, i.e,

lim
n→+∞

sup
s∈K
‖ftn(s)− F (s)‖ = 0 avec K un compacte de [0, +∞[. (1.2)

Ainsi de (1.1) et (1.2) on aura, pour tout t ≥ 0 et ε > 0 il existe n0 ∈ N
tel que pour tout n ≥ n0

‖f(s + tn)− F (s)‖ ≤ ε s ∈ [t, t + ω],

‖f(µ + tn + ω)− f(µ + tn)‖ ≤ ε, µ ≥ 0.

Maintenant, soit t ≥ 0 et n ≥ n0, on a alors :

‖F (t + ω)− F (t)‖ ≤ ‖F (t + ω)− f(t + ω + tn)‖+ ‖f(t + ω + tn)− f(t + tn)‖
+ ‖f(t + tn)− F (t)‖
≤ 3ε.

ε étant quelconque, on déduit que ‖F (t + ω) − F (t)‖ = 0,∀t ∈ [0, +∞[. F

est donc ω-périodique.

�

Proposition 1.2.1. Soit f : [0, +∞[−→ X une fonction uniformément
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continue, S-asymptotiquement ω-périodique et ω-normale sur les ensembles

compacts. Si (tn)n∈N une suite de nombres naturels telle que tn −→ +∞ lorsque

n −→ +∞, alors il existe une sous suite (sj)j∈N de (tn)n∈N et une fonction

F ∈ Cω([0, +∞[, X) telle que, fsj
−→ F lorsque j −→ +∞ uniformément

sur les ensembles compacts.

Preuve. On a f est ω-normale sur les ensembles compacts, alors il existe

une sous suite (sj)j∈N de (tn)n∈N et une fonction G ∈ Cb([0, +∞[, X) telles

que, fsjω −→ G lorsque j −→ +∞ uniformément sur les sous ensembles

compacts de [0, +∞[. Comme f est S-asymptotiquement ω-périodique, G

est ω-périodique en vertue du Lemme 1.2.1.

Considérons la décomposition tn = ε(tn) + τ(tn)ω pour n ∈ N, où τ(tn) ∈
N et ε(tn) ∈ [0, ω[.

Ainsi sj = ε(sj) + τ(sj)ω, ε(sj) ∈ [0, ω[,

on a : tn −→ +∞ lorsque n −→ +∞, sj −→ +∞ lorsque j −→ +∞,

d’où

τ(tn) −→ +∞ lorsque n −→ +∞, τ(sj) −→ +∞ lorsque j −→ +∞.

Comme f est ω-normale sur les ensembles compacts on a alors,

lim
j→+∞

sup
s∈K
‖fτ(sj)ω(s)−G(s)‖ = 0 avec K un compact de [0, +∞[. (1.3)

De plus, on peut supposer qu’il existe λ ∈ [0, ω] tel que ε(sj) −→ λ lorsque

j −→ +∞. En effet : si c’est le cas rien à montrer, alors si non comme

ε(sj) ⊆ [0, ω] qui est un compact on peut alors en extraire une sous-suite

convergente.

De (1.3) et du fait que f est uniformément continue on aura :

Pour tout ε > 0, il existe j0 ∈ N tel que pour tout j ≥ j0

‖G(s + λ)− f(s + λ + τ(sj)ω‖ ≤ ε s ∈ K

‖f(λ + µ)− f(ε(sj) + µ)‖ ≤ ε µ ≥ 0.
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Par conséquence pour t ∈ K et j ≥ j0 on a :

‖G(λ + t)− f(sj + t)‖ = ‖G(λ + t)− f(ε(sj) + τ(sj)ω + t)‖
≤ ‖G(λ + t)− f(λ + t + τ(sj)ω)‖
+ ‖f(λ + t + τ(sj)ω)− f(ε(sj) + τ(sj)ω + t)‖
≤ 2ε.

Donc pour tout t ∈ K et ε > 0 il existe j0 ∈ N tel que pour tout j ≥ jo

‖G(λ + t)− f(sj + t)‖ ≤ 2ε.

Ce qui implique que fsj
−→ F = Gλ lorsque j −→ +∞ uniformément sur

les sous ensembles compacts de [0, +∞[. De plus F = Gλ ∈ Cω([0, +∞[, X) puisque

G ∈ Cω[0, +∞[, X).

�

Proposition 1.2.2. Soit f ∈ Cb([0, +∞[, X) une fonction uniformément

continue. Supposons que pour chaque suite de nombres naturels (mn)n∈N avec

mn −→ +∞ lorsque n −→ +∞, il existe une sous suite (kj)j∈N de (mn)n∈N

et une fonction F ∈ Cω([0, +∞[, X) telle que, fkjω −→ F lorsque j −→ +∞
uniformément sur les ensembles compacts, alors f est S-asymtotiquement

ω-périodique.

Preuve. Supposons que l’assertion est fausse, f n’est pas S-asymptotiquement

ω-périodique, i.e,

‖f(t + ω)− f(t)‖ 9 0 quand t −→ +∞.

On peut trouver alors ε > 0 et une suite (tn)n∈N de nombres naturels avec

tn −→ +∞ lorsque n −→ +∞ telle que :

‖f(tn + ω)− f(tn)‖ ≥ ε ∀n ∈ N.

Posons : mn = τ(tn), d’après les hypothèses de la proposition on déduit

l’existence d’une sous suite (sj)j∈N de (tn)n∈N, d’un nombre λ ∈ [0, ω] tel
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que ε(sj) −→ λ lorsque j −→ +∞ ( quitte à passer à une sous-suite ). De

plus, puisque f est uniformément continue et fkjω −→ F lorsque j −→ +∞
uniformément sur les ensembles compacts, avec F ∈ Cω([0, +∞[, X) et

kj = τ(sj), on aura :

Pour le ε > 0 associé à (tn)n∈N on peut trouver un j0 ∈ N tel que pour

j ≥ j0 :

‖F (s)− f(s + kjω)‖ ≤ ε

8
∀s ∈ [λ, λ + ω]

‖f(λ + kjω + µ)− f(ε(sj) + kjω + µ)‖ ≤ ε

8
∀µ ≥ 0.

On a :

F (λ + ω)− F (λ) = (F (λ + ω)− f(λ + kjω + ω)) + (f(λ + kjω + ω)− f(ε(sj) + kjω + ω))

+ (f(ε(sj) + kjω + ω)− f(ε(sj) + kjω)) + (f(ε(sj) + kjω)− f(λ + kjω))

+ (f(λ + kjω)− F (λ)).

D’où

‖F (λ + ω)− F (λ)‖ ≥ −‖F (λ + ω)− f(λ + kjω + ω)‖ − ‖f(λ + kjω + ω)− f(ε(sj) + kjω + ω)‖
+ ‖f(ε(sj) + kjω + ω)− f(ε(sj) + kjω)‖ − ‖f(ε(sj) + kjω)− f(λ + kjω)‖
− ‖f(λ + kjω)− F (λ)‖
≥ ε− ε

2
=

ε

2
.

Ce qui contredit le fait que F est ω-périodique.

�

Dans ce qui suit, on va parler de relations entre la classe de fonctions S-

asymptotiquement ω-périodiques et la classe de fonctions asymptotiquement

ω-périodiques.

Proposition 1.2.3. . Toute fonction asymptotiquement ω-périodique est

S-asymptotiquement ω-périodique, i.e,

APω(X) ⊂ SAPω(X).
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Preuve. Soit f ∈ APω(X) alors f possède la décomposition suivante :

f = g + ϕ avec g est ω-périodique et ϕ ∈ C0([0, +∞[, X), ainsi

lim
t→+∞

‖f(t + ω)− f(t)‖ = lim
t→+∞

‖g(t + ω) + ϕ(t + ω)− g(t)− ϕ(t)‖

= lim
t→+∞

‖ϕ(t + ω)− ϕ(t)‖ = 0.

D’où f ∈ SAPω(X).

�

Remarque 1.2.2. L’inclusion dans la Proposition 1.2.3 est stricte.

Les exemples suivants confirment cette remarque.

Exemples 1.2.1. Soit X l’espace

C0 = {(xn)n∈N : xn ∈ R et lim
n→+∞

xn = 0}

muni de la norme ‖(xn)n∈N‖ = sup
n∈N

|xn|.

Soit f : [0, +∞[−→ X la fonction définie par : f(t) = ( 2nt
t2+n2 )n∈N

f est bornée et uniformément continue, en effet :

Soit t ∈ [0, +∞[ , (t− n)2 = t2 + n2 − 2nt ≥ 0, ∀n ∈ N,

d’où
2nt

t2 + n2
≤ 1, ∀n ∈ N.

Et donc, ‖f(t)‖ ≤ 1 ∀t ∈ [0, +∞[, f est alors bornée.

D’autre part, pour s, t ∈ [0, +∞[, nous avons :

‖f(t + s)− f(t)‖ ≤ sup
n≥1

2ns|n2 − t2 − st|
[(t + s)2 + n2](t2 + n2)

≤ 2s.

On en déduit alors que f est uniformément continue.

Maintenant, pour µ > 0 et t ≥ 1, nous avons :

‖f(t + µ)− f(t)‖ ≤ sup
n≥1

2n|µn2 − µt2 − µ2t|
[(t + µ)2 + n2](t2 + n2)
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≤ sup
n≥1

2n3µ + 2nµt2 + 2nµ2t

n4 + t4

≤ sup
n≥1

2n3

n4 + t4
µ + sup

n≥1

2nt2

n4 + t4
µ + sup

n≥1

2nt

n4 + t4
µ2.

Considérons les fonctions :

f1(n) =
2n3

n4 + t4
, f2(n) =

2nt

n4 + t4
, f3(n) =

2nt2

n4 + t4
.

f
′
1(n) = 6n2(n4+t4)−4n3(2n3)

(n4+t4)2
= 2n2(3t4−n4)

(n4+t4)2
, f1 atteint son sup au point

n = (3)
1
4 t, en remplaçant on trouve

f1(n) =
2(3)

3
4 t3

4t4
=

(3)
3
4

2t
≤ 3

2t
≤ 4

2t
≤ 2

t
.

f
′
2(n) = 2t(n4+t4)−4n3(2nt)

(n4+t4)2
= 2t(t4−3n4)

(n4+t4)2
, f2 atteint son sup au point

n = (1
3
)

1
4 t, en remplaçant on trouve

f2(n) =
2(1

3
)

1
4 t2

4
3
t4

=
3

2t2
(
1

3
)

1
4 ≤ 3

2t2
≤ 6

2t2
≤ 3

t2
.

f
′
3(n) = 2t2(n4+t4)−4n3(2nt2)

(n4+t4)2
= 2t2(t4−3n4)

(n4+t4)2
, f3 atteint son sup au point

n = (1
3
)

1
4 t, en remplaçant on trouve

f3(n) =
2(1

3
)

1
4 t3

4
3
t4

=
3

2t
(
1

3
)

1
4 ≤ 3

2t
≤ 4

2t
≤ 2

t
.

D’où

‖f(t + µ)− f(t)‖ ≤ 4µ

t
+

3µ2

t2
.

Par passage à la limite quand t −→ +∞, on aura :

lim
t→+∞

‖f(t + µ)− f(t)‖ = 0.

Ce qui implique que f est S-asymptotiquement µ-périodique pour tout

µ > 0. Cependant, f n’est pas asymptotiqument µ-périodique.
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En effet : Supposons qu’il existe g ∈ Cµ([0, +∞[, X) et ϕ ∈ C0([0, +∞[, X)

tels que f = g + ϕ.

Si f = (fn)n∈N, alors chaque coordonnée fn est asymptotiquement µ-périodique

et

fn(t + kµ) = gn(t + kµ) + ϕn(t + kµ)

= gn(t) + ϕn(t + kµ) pour k, n ∈ N et t > 0.

Du fait que lim
k→+∞

fn(t + kµ) = 0, on en déduit que gn(t) = 0 ∀t ≥ 0 et

n ∈ N, en effet :

lim
k→+∞

fn(t + kµ) = lim
k→+∞

gn(t) + lim
k→+∞

ϕn(t + kµ)

= gn(t) + lim
k→+∞

ϕn(t + kµ), ∀t ≥ 0.

D’où gn(t) = 0 ∀t ≥ 0 car ϕn ∈ C0([0, +∞[, R).

Par conséquent g = 0 et f = ϕ, ce qui est absurde puisque ϕ ∈ C0([0, +∞[, X)

donc lim
t−→+∞

‖ϕ(t)‖ = 0.

Or

‖ϕ(m)‖ = ‖f(m)‖ = sup
n∈N

2nm

m2 + n2
= 1; ∀m ∈ N.

Ce qui montre que f n’est pas asymptotiquement µ-périodique.

Exemples 1.2.2. Soit f : [0, +∞[−→ C0 où C0 est l’ensemble des suites

bornées (xn)n∈N, muni de la norme ‖(xn)n∈N‖ = sup
n∈N

|xn| et f définie par

f(t) = (exp(−t
n

))n∈N∗ .

f est bornée et uniformément continue, en effet :

Soit t ∈ [0, +∞[, f(t) qui est dans C0 est une suite de norme 1

‖f(t)‖ = ‖ exp(
−t

n
)n∈N∗‖ = sup

n∈N∗
| exp(

−t

n
)| = 1,

car (exp(−t
n

))n≥1 est croissante et lim
n→+∞

exp(−t
n

) = 1.

D’où ‖f(t)‖ = 1 ∀t ∈ [0, +∞[, f est donc bornée.
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D’autre part, pour t, µ ∈ [0, +∞[, nous avons :

‖f(t + µ)− f(t)‖ = sup
n≥1
| exp(

−(t + µ)

n
)− exp(

−t

n
)|

= sup
n≥1
| exp(

−t

n
)[exp(

−µ

n
)− 1]|

≤ sup
n≥1
| exp(

−µ

n
)− 1|.

Maintenant, considérons la fonction

g(µ) = exp(
−µ

n
)− 1

g
′
(µ) =

−1

n
exp(

−µ

n
)

on a |g′
(µ)| ≤ 1.

Par le théorème des accroissements finis sur l’intervalle [0, µ] on a :

|g(µ)− g(0)| = |g′
(c)|.|µ− 0| ∀n ∈ N∗

| exp(
−µ

n
)− 1| = |g′

(c)|µ ≤ µ ∀n ∈ N∗.

Donc

‖f(t + µ)− f(t)‖ ≤ sup
n≥1
| exp(

−µ

n
)− 1| ≤ µ.

On en déduit alors que f est uniformément continue.

Maintenant, pour µ > 0 et t ≥ 1, nous avons :

‖f(t + µ)− f(t)‖ = sup
n≥1
| exp(

−t

n
)[exp(

−µ

n
)− 1]|

= sup
n≥1
| exp(

−t

n
).
−µ

n
. exp(θ)| avec

−µ

n
≤ θ ≤ 0.

En effet :

On applique le théorème des accroissements finis à la fonction exp(x) sur

l’intervalle [−µ
n

, 0], on aura alors :

exp(
−µ

n
)− 1 =

−µ

n
. exp(θ) avec

−µ

n
≤ θ ≤ 0,
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ainsi

‖f(t + µ)− f(t)‖ = sup
n≥1
| exp(

−t

n
).

µ

n
. exp(θ)| ≤ sup

n≥1
| exp(

−t

n
).

µ

n
|.

Posons 1
n

= x

‖f(t + µ)− f(t)‖ ≤ sup
n≥1
| exp(

−t

n
).

µ

n
|

= sup
x= 1

n
, n∈N∗

| exp(−tx).x.µ|

≤ sup
x∈R+

| exp(−tx).x.µ|.

Considérons la fonction g(x) = exp(−tx).µ.x

g′(x) = −tµx exp(−tx) + µ exp(−tx) = µ exp(−tx)[1− tx]

g atteint son sup au point x = 1
t
.

En remplaçant dans g on obtient :

sup
n∈N∗

| exp(−tx).µ.x| = exp(−1).
µ

t
.

Par suite

lim
t→+∞

‖f(t + µ)− f(t)‖ = lim
t→+∞

sup
n≥1
| exp(

−t

n
)[exp(

−µ

n
)− 1]|

≤ lim
t→+∞

sup
x∈R+

| exp(−tx).µ.x|

≤ lim
t→+∞

exp(−1).
µ

t
= 0.

Ce qui implique que f est S-asymptotiquement µ-périodique pour

tout µ > 0. Cependant, f n’est pas asymptotiquement µ-périodique.

En effet : Supposons qu’il existe g ∈ Cµ([0, +∞[, X) et ϕ ∈ C0([0, +∞[, X)

tels que f = g + ϕ.

Si f = (fn)n∈N, alors chaque coordonnée fn est asymptotiquement µ-périodique
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et

fn(t + kµ) = gn(t + kµ) + ϕn(t + kµ)

= gn(t) + ϕn(t + kµ) pour k, n ∈ N et t > 0.

Du fait que lim
k→+∞

fn(t + kµ) = 0, on en déduit que gn(t) = 0 ∀t ≥ 0 et

n ∈ N, en effet :

lim
k→+∞

fn(t + kµ) = lim
k→+∞

gn(t) + lim
k→+∞

ϕn(t + kµ)

= gn(t) + lim
k→+∞

ϕn(t + kµ) ∀t ≥ 0.

D’où gn(t) = 0 ∀t ≥ 0 car ϕn ∈ C0([0, +∞[, R).

Par conséquent g = 0 et f = ϕ, ce qui est absurde puisque ϕ ∈ C0([0, +∞[, X)

donc lim
t→+∞

‖ϕ(t)‖ = 0.

Or

‖ϕ(t)‖ = ‖f(t)‖ = 1 ∀t ∈ R+.

Ce qui montre que f n’est pas asymptotiquement µ-périodique.

� Dans l’article [11], il est affirmé que toute fonction S-asymptotiquement

ω-périodique numérique est une fonction asymptotiquement ω-périodique.

En fait cette affirmation est fausse, comme le montre le contre exemple sui-

vant :

Exemples 1.2.3. Soit (bn)n∈N une suite de nombres réels telle que bn 6= 0,

∀n et lim
n→+∞

bn = 0, et la suite (an)n∈N avec an =
∑n

i=1 bi est bornée et non

convergente.

Considérons la fonction f : [0, +∞[−→ R définie par

f(t) =

{
an si t = n

an+1 + (an+1 − an)(t− n− 1) si t ∈ [n, n + 1]

f ainsi définie est bornée et continue, de plus f est uniformément continue.

En effet :

Posons c = max
n≥1

|an − an−1|, et soit s ∈ [n, n + 1], t ∈ [n, n + 2].
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Si s, t sont tout les deux dans [n, n + 1], alors

(f(t)− f(s)) = (an+1 + (an+1 − an)(t− n− 1)− an+1 − (an+1 − an)(s− n− 1)

= (an+1 − an)(t− s).

D’où |f(t)− f(s)| ≤ |an+1 − an||t− s| ≤ c|t− s|.
Si s ∈ [n, n + 1] et t ∈ [n + 1, n + 2], alors

(f(t)− f(s)) = (f(t)− f(n + 1) + f(n + 1)− f(s)).

D’où

|f(t)− f(s)| ≤ |f(t)− f(n + 1)|+ |f(n + 1)− f(s)|
≤ c|t− n− 1|+ c|n + 1− s|
= c|t− s|.

D’autre part, pour t ∈ [n, n + 1], (t + 1 ∈ [n + 1, n + 2]).

On a :

|f(t + 1)− f(t)| = |f(t + 1)− f(n + 1) + f(n + 1)− f(t)|
≤ |f(t + 1)− f(n + 1)|+ |f(n + 1)− f(t)|
≤ |an+2 − an+1|+ |an+1 − an|
≤ |bn+2|+ |bn+1|.

Soit ε > 0, comme bn −→ 0 quand n −→ +∞, il existe n0 ∈ N tel que

n ≥ n0 ⇒ |bn| ≤ ε
2
.

D’où ∀t ≥ n0 |f(t + 1)− f(t)| ≤ |bn+2|+ |bn+1| < ε.

On a alors lim
t→+∞

|f(t + 1)− f(t)| = 0.

On conclut alors que f est S-asymptotiquement 1-périodique. Cependant f

n’est pas asymptotiquement 1-périodique, en effet :

Supposons que f = g + α, où g est une fonction 1-périodique et α une

fonction qui s’annulle à l’infini. Dans ce cas,

f(n) = an = g(n) + α(n) = g(0) + α(n),
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maintenant, comme lim
n→+∞

α(n) = 0. On déduit que lim
n→+∞

an = g(0) et donc

la suite (an) est convergente, ce qui est en contraduction avec l’hypothèse

de départ.

I Dans la suite, nous établissons des conditions sous lesquelles les fonc-

tions S-asymptotiquement ω-périodiques sont asymptotiquement ω-périodiques.

Proposition 1.2.4. Soit f ∈ Cb([0, +∞[, X) une fonction ω-normale sur

les ensembles compacts et S-asymptotiquement ω-périodique. Suppo-

sons qu’il existe une suite strictement croissante de nombres naturels (τn)n∈N

et une suite de nombres positifs (γn)n∈N telles que :∑
j≥0

(τj+1 − τj)γj < +∞

si ‖f(t+ω)−f(t)‖ ≤ γn pour chaque t ∈ [τnω, τn+1ω], alors f est asymp-

totiquement ω-périodique.

Preuve. D’après la Définition 1.2.2 et le Lemme 1.2.1 on peut trouver une

sous suite (mj)j∈N de (τn)n∈N avec mj = τnj
et F ∈ Cω([0, +∞[, X) telle que

fmjω −→ F lorsque j −→ +∞ uniformément sur les sous ensembles com-

pacts de [0, +∞[.

On affirme que ‖F (t) − f(t)‖ −→ 0 quand t −→ +∞, auquel cas f est

asymptotiquement ω-périodique, pour se faire :

pour toute ε > 0 on peut trouver j0 ∈ N tel que pour j ≥ j0,∑
j≥j0

(τj+1 − τj)γj ≤ ε et ‖F (s)− f(s + mjω)‖ ≤ ε ∀s ∈ [0, ω].

Soit t ≥ mj0ω, alors il existe un indice p ∈ N avec p ≥ j0 tel que

t ∈ [mpω,mp+1ω].

L’intervalle [mp, mp+1] peut contenir d’autres points de la suite originale

(τn)n∈N sous la forme τnp < τnp+1 < τnp+2 < .... < τnp+q = τnp+1 .

De même chaque intervalle [τnp+i, τnp+i+1] avec i = 0, ..., q−1, peut contenir

des nombres naturels τnp+i + h avec h = 0, ..., H(i) de sorte que
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τnp+i + H(i) = τnp+i+1.

Pour abréger les notations on écrit k(i) = τnp+i, de plus pour 0 ≤ s ≤ q− 1

tel que t ∈ [τnp+sω, τnp+s+1ω], considère la décomposition t = ε(t) + η(t)ω

avec ε(t) ∈ [0, ω[ et η(t) un nombre naturel tel que η(t) = τnp+s + h(t) où

0 ≤ h(t) ≤ H(s).

Avec ces notations on obtient :

‖F (t)− f(t)‖ = ‖F (ε(t) + η(t)ω)− f(ε(t) + η(t)ω)‖,
= ‖F (ε(t))− f(ε(t) + η(t)ω)‖,
≤ ‖F (ε(t))− f(ε(t) + mpω)‖+ ‖f(ε(t) + mpω)− f(ε(t) + η(t)ω)‖,

≤ ε +
s−1∑
i=0

k(i)+H(i)−1∑
j=k(i)

‖f(ε(t) + (j + 1)ω)− f(ε(t) + jω)‖,

+

k(s)+h(t)−1∑
j=k(s)

‖f(ε(t) + (j + 1)ω)− f(ε(t) + jω)‖,

≤ ε +
s−1∑
i=0

k(i)+H(i)−1∑
j=k(i)

γnp+i +

k(s)+h(t)−1∑
j=k(s)

γnp+s,

≤ ε +
s∑

i=0

γnp+iH(i),

= ε +
s∑

i=0

γnp+i(τnp+i+1 − τnp+i),

≤ ε +
∑
i≥np

γi(τi+1 − τi),

≤ 2ε.

Ce qui montre que ‖F (t) − f(t)‖ ≤ 2ε pour tout t ≥ mj0ω, donc f est

asymptotiquement ω-périodique.

�

Proposition 1.2.5. Soit f : [0, +∞[−→ X une fonction S-asymptotiquement

ω-périodique et asymptotiquement presque périodique. Alors f est asympto-

tiquement ω-périodique.
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Preuve. On a f est asymptotiqement presque périodique, donc f possède

la décomposition suivante : f = g+ϕ avec g une fonction presque périodique

et ϕ ∈ C0([0, +∞[, X).

De la définition des fonctions presque périodiques, il existe une suite de

nombres réels (tn)n∈N telle que tn −→ +∞ lorsque n −→ +∞, et gtn −→ g

lorsque n −→ +∞ uniformément sur [0, +∞[.

On aura : ftn = gtn + ϕtn −→ g lorsque n −→ +∞ uniformément sur

[0, +∞[ (car ϕ ∈ C0([0,∞[, X)).

Ainsi d’après le Lemme 1.2.1, g ∈ Cω([0,∞[, X). Ce qui implique que f est

asymptotiquement ω-périodique.

�

Corollaire 1.2.1. Soit f ∈ Cb([0, +∞[, X). Supposons qu’il existe une suite

de nombres naturels (nj)j∈N avec n1 = 1 et nj −→ +∞ lorsque j −→ +∞
telle que : α = sup

j∈N
(nj+1 − nj) < +∞ et

lim
t→+∞

‖f(t + njω)− f(t)‖ = 0 uniformément par rapport à j ∈ N.

Alors f est asymptotiquement ω-périodique.

Preuve. On a pour nj = 1, lim
t→+∞

‖f(t+ω)−f(t)‖ = 0, d’où f ∈ SAPω(X).

D’autre part,

lim
t→+∞

‖f(t + njω)− f(t)‖ = 0 uniformément par rapport à nj,

⇐⇒

lim
t→+∞

sup
nj

‖f(t + njω)− f(t)‖ = 0,

⇐⇒

∀ε > 0;∃Nε > 0 : ∀t ≥ Nε, ‖f(t + njw)− f(t)‖ ≤ ε ∀nj.

Ce qui montrer que H(ε, f) = {nj, j ∈ N} (voir Définition 1.1.2).

Comme α = sup
j∈N

(nj+1−nj) < +∞, on déduit alors que tout intervalle de lon-

gueur α contient au moins un élément de l’ensemble H(ε, f). H(ε, f) est re-
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lativement dense dans R+, ainsi f est asymptotiquement presque périodique.

Par la Proposition 1.2.5 f est asymptotiquement ω-périodique.

�

Théorème 1.2.1. Supposons que X un espace réflexif.

Soit f ∈ Cb([0, +∞[, X) une fonction uniformément continue telle que :

pour chaque x′ ∈ X ′, lim
t→+∞

x′(f(t+nω)−f(t)) = 0 uniformément par rapport à

n ∈ N. Alors il existe g ∈ Cω([0, +∞[, X) et ϕ ∈ Cb([0, +∞[, X) telles que,

f = g + ϕ et lim
t→+∞

x′(ϕ(t)) = 0 pour chaque x′ ∈ X ′.

Preuve. Pour chaque x′ ∈ X ′, la fonction x′(f) vérifie les conditions

du Corollaire 1.2.1, elle est alors asymptotiquement ω-périodique. Donc,

il existe une fonction ω-périodique gx′ ∈ Cω([0, +∞[, K) et une fonction

ϕx′ ∈ C0([0, +∞[, K) telles que

x′(f) = gx′ + ϕx′ .

En effet :

x′(f) : [0, +∞[ −→ K

t 7−→ x′(f)(t)

x′(f) est clairement dans Cb([0, +∞[, K), et de l’hypothèse :

lim
t→+∞

x′(f(t + nω)− f(t)) = lim
t→+∞

[x′(f)(t + nω)− x′(f)(t)] = 0

uniformément par rapport à n, on voit bien qu
′
elle vérifie les conditions du

Corollaire 1.2.1.

Pour chaque t ≥ 0, on définit la fonction

Λt : X ′ −→ K

x′ 7−→ Λt(x
′) = gx′(t).

Il découle de l’unicité de la décomposition de x′(f), comme somme d’une

fonction ω-périodique et d’une fonction de C0([0, +∞[, K), que Λt est une
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fonctionnelle (forme) linéaire sur X ′.

En effet :

Λt(λx′ + y′) = gλx′+y′(t),

(λx′ + y′)(f) = gλx′+y′ + ϕλx′+y′ ,

= λx′(f) + y′(f),

= λgx′ + λϕx′ + gy′ + ϕy′ ,

= λgx′ + gy′︸ ︷︷ ︸ + λϕx′ + ϕy′︸ ︷︷ ︸ .

D’où gλx′+y′ = λgx′ + gy′ . Et donc :

Λt(λx′ + y′) = gλx′+y′(t) = λgx′(t) + gy′(t) = λΛt(x
′) + Λt(y

′).

Maintenant on a :

|Λt(x
′)| = |gx′(t)| = |gx′(t + kω)|,

= |x′(f(t + kω))− ϕx′(t + kω)|,
≤ |x′(f(t + kω))|+ |ϕx′(t + kω)|,
≤ ‖x′‖‖f(t + kω)‖+ |ϕx′(t + kω)|,
≤ ‖x′‖‖f‖∞ + |ϕx′(t + kω)|,

par passge à la limite quand k −→ +∞, il s’en suit que

|Λt(x
′)| ≤ ‖x′‖‖f‖∞ ∀t ≥ 0.

Donc ‖Λt‖ ≤ ‖f‖∞ ∀t ≥ 0.

Ainsi ∀t, Λt est une forme linéaire continue sur X ′. On déduit alors Λt ∈ X ′′,

et comme X est réfléxif, il existe un élément de X (cet élément sera noté

g(t)) tel que

Λt(x
′) = x′(g(t)) = gx′(t).

Donc on peut dire, qu’il existe une fonction g : [0, +∞[−→ X telle que :

Λt(x
′) = x′(g(t)) = gx′(t) ∀x′ ∈ X ′,∀t ≥ 0.



25

On définit alors ϕ(t) = f(t)− g(t).

Il est claire que g ∈ Cω([0, +∞[, X), en effet :

gx′(t + kω) = x′(g(t + kω)) = gx′(t) = x′(g(t)). ?

Car gx′ est ω-périodique.

Par suit, comme ? est vérifiée, ∀x′ ∈ X ′, on a alors g(t) = g(t + kω). D’où

g est ω-périodique et que la limite de x′(ϕ(t)) quand t −→ +∞ est 0, en

effet : Soit x′ ∈ X ′

x′(ϕ(t)) = x′(f(t))− x′(g(t)) = x′(f(t))− gx′(t) = ϕx′(t).

Or lim
t→+∞

ϕx′(t) = 0 ( car ϕx′ ∈ C0([0, +∞[, K)), d’où lim
t→+∞

x′(ϕ(t)) = 0.

Il reste à montrer que g est continue.

Pour ε > 0 donné, il existe δ > 0 tel que ‖f(t)− f(s)‖ ≤ ε, ∀s, t ∈ [0, +∞[

tel que |t− s| < δ (l’uniforme continuité de f ),

d’où, pour tout t ≥ 0, 0 ≤ |h| ≤ δ avec t + h ≥ 0, x′ ∈ X ′ et k ∈ N.

Nous avons :

|x′(g(t + h)− g(t))| = |x′(g(t + h))− x′(g(t))|,
= |gx′(t + h)− gx′(t)|,
= |gx′(t + h + kω)− gx′(t + kω)|,
= |x′(f(t + h + kω))− ϕx′(t + h + kω)− x′(f(t + kω)) + ϕx′(t + kω)|,
≤ |x′(f(t + h + kω))− x′(f(t + kω))|+ |ϕx′(t + h + kω)− ϕx′(t + kω)|,
≤ ‖x′‖‖f(t + h + kω)− f(t + kω)‖+ |ϕx′(t + h + kω)− ϕx′(t + kω)|,
≤ ε‖x′‖+ |ϕx′(t + h + kω)− ϕx′(t + kω)|.

Par passage à la limite quand k −→ +∞, on déduit que

|x′(g(t + h)− g(t))| ≤ ε‖x′‖ ∀x′ ∈ X ′.

Ce qui implique que ‖g(t + h)− g(t)‖ ≤ ε, g est donc continue.

�

Théorème 1.2.2. Soit f ∈ Cb([0, +∞[, X) une fonction ω-normale sur les
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ensembles compacts telle que, pour chaque x′ ∈ X ′,

lim
t→+∞

x′(f(t + nω) − f(t)) = 0 uniformément par rapport à n ∈ N. Alors f

est asymptotiquement ω-périodique.

Preuve. Comme f est ω-normale sur les ensembles compacts, il existe

une suite (nj)j∈N sur N et F ∈ Cb((0, +∞[, X) tel que fnjω −→ F lorsque

j −→ +∞ uniformément sur les ensembles compacts.

Pour chaque x′ ∈ X ′, la fonction x
′
(f) vérifie les conditions du Corollaire

1.2.1. Donc elle est asymptotiquement ω-périodique, elle est S-asymptotiquement

ω-périodique et x′(fnjω) −→ x′(F ) lorsque j −→ +∞ uniformément sur les

ensembles compacts (car x
′
forme linéaire continue sur X ).

Il découle de Lemme 1.2.1 que x′(F ) ∈ Cω([0, +∞[, X), donc il existe

ω > 0 tel que x
′
(F (t + ω)) = x′(F (t)), ∀x′ ∈ X ′, d’où F(t+ω)=F(t) ainsi

F ∈ Cω([0, +∞[, X).

On affirme que ‖F (t) − f(t)‖ −→ 0 quand t −→ +∞, au quel cas f est

asymptotiquement ω-périodique. Pour se faire :

Comme x′(f) ∈ APω(X), il existe alors une fonction ω-périodique

gx′ ∈ Cω([0, +∞[, K) et une fonction ϕx′ ∈ C0([0, +∞[, K) telles que

x′(f)(t) = gx′(t) + ϕx′(t), ∀t ≥ 0.

Par conséquant

x′(f)(t + njω) = gx′(t + njω) + ϕx′(t + njω) = gx′(t) + ϕx′(t + njω).

Par passage à la limite quand j −→ +∞

lim
j→+∞

x′(f)(t + njω) = gx′(t) + lim
j→+∞

ϕx′(t + njω).

Donc x′(fnjω) −→ gx′ quand j −→ +∞ ( car ϕx′ ∈ C0([0, +∞[, K)).

Or x′(fnjω) −→ x′(F ) quand j −→ +∞.

Ce qui implique que x′(F )(t) = gx′(t) pour tout t ≥ 0, cela montrer que

F est indépendante de la suite (nj)j∈N, et par conséquent fnω −→ F uni-

formément sur les ensembles compacts.
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Alors pour ε > 0 fixe, ∃n0 ∈ N : ∀j ≥ n0; ‖f(s+jω)−F (s)‖ ≤ ε pour chaque

s ∈ [0, ω].

Si t ≥ n0ω alors τ(t) ≥ n0 et

‖F (t)− f(t)‖ = ‖F (ε(t) + τ(t)ω)− f(ε(t) + τ(t)ω)‖,
= ‖F (ε(t))− f(ε(t) + τ(t)ω)‖,
≤ ε.

Ce qui implique que F (t)− f(t) −→ 0 quand t −→ +∞, donc f est asymp-

totiquement ω-périodique.

�

On termine ce chapitre avec la propriété suivante de l’espace SAPω(X).

Proposition 1.2.6. SAPω(X) le sous espace de Cb([0, +∞[, X) composé

des fonctions S-asymptotiquement ω-périodique est de Banach.

Preuve. Soit (fn)n∈N une suite dans SAPω(X) qui converge vers f quand

n −→ +∞. On a :

‖f(t+ω)−f(t)‖ ≤ ‖f(t+ω)−fn(t+ω)‖+‖fn(t+ω)−fn(t)‖+‖fn(t)−f(t)‖.

Ce qui implique que lim
t→+∞

‖f(t + ω) − f(t)‖ = 0 donc f ∈ SAPω(X), d’où

l’espace SAPω(X) est fermé. Comme Cb([0, +∞[, X) est un espace de Ba-

nach, alors SAPω(X) est aussi de Banach.

�



CHAPITRE 2

Problème de Cauchy abstrait

L’objectif de ce chapitre est d’énoncer des résultats sur l’existence d’une

solution ”mild” S-asymptotiquement ω-périodique du problème de Cauchy

abstrait de premier ordre suivant :{
u′(t) = Au(t) + G(t, u(t)), t ≥ 0,

u(0) = x0 ∈ X,
(2.1)

où A : D(A) ⊂ X −→ X est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

fortement continu d’opérateurs linéaires bornés (T (t))t≥0 sur X et

G : [0, +∞[×X −→ X est une fonction continue.

Pour une lecture supplémentaire sur les semi-groupes d’opérateurs linéaires

nous renvoyons le lecteur à [14].

2.1 Résultats d’existence d’une solution ”mild”

S-asymptotiquement ω-périodique d’un

problème de Cauchy

Dans cette section, on s’intéresse à l’étude du Problème (2.1).

On commence d’abord par étudier le problème homogène, i.e, nous considérons

28
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le cas où G = 0. Dans ce cas, la question de l’existence d’une solution ”mild”

S-asymptotiquement ω-périodique du Problème (2.1) est réduite à l’étude

des semi-groupes fortement S-asymptotiquement ω-périodiques, notion que

l’on va introduire dans le paragraphe suivant.

2.1.1 Problème de Cauchy Homogène

Définition 2.1.1. ([14]) Soit (T (t))t≥0 un C0-semi-groupe sur X de générateur

infinitésimal A. Alors pour tout x0 ∈ X,

la fonction u : t 7−→ u(t) = T (t)x0 est l’unique solution ”mild” du problème

homogène de valeur initiale x0.

Définition 2.1.2. ([10]) Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe fortement continu

d’opérateurs linéaires bornés sur X. Alors :

•(T (t))t≥0 est dit semi-groupe fortement S-asymptotiquement ω-périodique,

s’il existe ω > 0 tel que T (.)x est S-asymptotiquement ω-périodique pour

tout x ∈ X.

•(T (t))t≥0 est dit semi-groupe fortement S-asymptotiquement périodique,

si pour tout x ∈ X il existe ωx > 0 tels que T (.)x est S-asymptotiquement

ωx-périodique.

•(T (t))t≥0 est dit semi-groupe fortement périodique, si pour tout x ∈ X il

existe ωx > 0 tels que T (.)x est ωx-périodique.

Le théorème suivant donne une condition nécessaire pour l’existence

d’une solution ”mild” S-asymptotiqument ω-périodique du problème de

Cauchy homogène.

Théorème 2.1.1. ([10]) Supposons que (T (t))t≥0 un semi-groupe fortement

S-asymptotiquement périodique, tel que l’ensemble {T (t)x : 0 ≤ t < +∞}
est relativement compact pour tout x ∈ X.

Alors il existe ω > 0 et une décomposition de X, X = X0⊕X1 où Xi, i = 0, 1

un sous-espace fermé de X invariant sous T (t), et le semi-groupe

T0(t) = T (t)/X0 est ω-périodique, et le semi-groupe T1(t) = T (t)/X1 est

fortement stable.
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2.1.2 Problème de Cauchy Non homogène

Définition 2.1.3. ([10]) Une fonction u ∈ Cb([0, +∞[, X) est dite une

solution ”mild” S-asymptotiquement ω-périodique du Problème (2.1) si :

u est S-asymptotiquement ω-périodique et u est donnée par :

u(t) = T (t)x0 +

∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds, t ≥ 0.

•Premier résultat d’existence d’une solution ”mild” S-asymptotiquement

ω-périodique

Théorème 2.1.2. Supposons que (T (t))t≥0 un semi-groupe fortement S-

asymptotiquement ω-périodique. Soit G : [0, +∞[×X −→ X une fonction

continue telle que G(., 0) intégrable sur [0, +∞[, et supposons qu’il existe

une fonction continue intégrable L : [0, +∞[−→ R telle que

‖G(t, x)−G(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖, ∀t ≥ 0 et x, y ∈ X.

Alors il existe une unique solution ”mild” S-asymptotiquement ω-périodique

du Problème (2.1).

Preuve. Soit l’opérateur Γ définie sur l’espace SAPω(X) par :

Γu(t) = T (t)x0 +

∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds = T (t)x0 + v(t).

Pour montrer que Γu ∈ SAPω(X), il suffit de montrer que v ∈ SAPω(X)

(puisque T (t)x0 ∈ SAPω(X)).

Le semi-groupe (T (t))t≥0 est uniformément borné sur [0, +∞[, i.e, ∃M ≥ 1

tel que ‖T (t)‖ ≤ M, ∀t ≥ 0. En effet :

(T (t))t≥0 est une famille d’opérateurs linéaires bornés de X dans X. Comme

B = {x ∈ X tel que sup
t∈[0,+∞[

‖T (t)x‖ < +∞} = X, par le théorème de

Banach-Steinhauss, on déduit alors ∃M > 0 telle que ‖T (t)‖ ≤ M,

∀t ≥ 0.
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D’autre part, on a :

‖G(t, x)−G(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖, ∀t ≥ 0 et x, y ∈ X.

On particulier pour x = u(s), s ≥ 0 et y = 0

on aura :

‖G(s, u(s))‖ ≤ L(s)‖u(s)‖+ ‖G(s, 0)‖.

Il découle de cette inégalité que l’application s 7−→ G(s, u(s)) est intégrable

sur [0, +∞[. On obtient alors que :∫ t

a

T (t− s)G(s, u(s))ds −→ 0, quand a −→ +∞

uniformément par rapport à t ≥ a.

En effet :

‖
∫ t

a

T (t− s)G(s, u(s))ds‖ ≤
∫ t

a

‖T (t− s)G(s, u(s))‖ds

≤
∫ t

a

‖T (t− s)‖‖G(s, u(s))‖ds

≤
∫ t

a

M‖G(s, u(s))‖ds

≤ M

∫ +∞

a

‖G(s, u(s))‖ds.

Comme G(s, u(s)) est intégrable sur [0, +∞[ ( et donc ‖G(s, u(s))‖ aussi ).

On a :

lim
a→+∞

∫ +∞

a

‖G(s, u(s))‖ds = 0,

et donc

lim
a→+∞

∫ t

a

T (t− s)G(s, u(s))ds = 0 uniformément par rapport à t ≥ a.

De plus, pour un a fixé, l’ensemble {G(s, u(s)), 0 ≤ s ≤ a} est compact

(car, image d’un compact par une application continue).
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Ce qui implique que

T (t + ω)G(s, u(s))− T (t)G(s, u(s)) −→ 0, quand t −→ +∞

uniformément par rapport à s ∈ [0, a].

En effet : Comme {G(s, u(s)), 0 ≤ s ≤ a} est compact ;

pour tout ε > 0, il existe un ε-réseau fini de {G(s, u(s)), 0 ≤ s ≤ a}
c-à-d ∃ une partie finie {si, i = 1, ..., n, 0 ≤ si ≤ a} telle que ∀s ∈ [0, a],

∃ i ∈ {1, ..., n} tel que :

‖G(s, u(s))−G(si, u(si))‖ ≤ ε.

Considérons alors un ε
3M

réseau fini de l’ensemble {G(s, u(s)), 0 ≤ s ≤ a},
soit {si, 1 ≤ i ≤ n}. Pour tout i ∈ {1, ...., n},∃Ai > 0 tel que

t ≥ Ai ⇒ ‖T (t + ω)G(si, u(si))− T (t)G(si, u(si))‖ ≤
ε

3
,

car T (.)G(si, u(si)) est SAPω(X). Soit alors A = sup
i=1...n

Ai.

On aura donc : ∀i ∈ {1....n}

t ≥ A ⇒ ‖T (t + ω)G(si, u(si))− T (t)G(si, u(si))‖ ≤
ε

3
.

Soit s ∈ [0, a] et Considérons la quantité T (t+ω)G(s, u(s))−T (t)G(s, u(s)).

On a pour i tel que ‖G(s, u(s))−G(si, u(si))‖ ≤ ε
3M

:

‖T (t + ω)G(s, u(s))− T (t)G(s, u(s))‖ ≤ ‖T (t + ω)G(s, u(s))− T (t + ω)G(si, u(si))‖
+ ‖T (t + ω)G(si, u(si))− T (t)G(si, u(si))‖
+ ‖T (t)G(si, u(si))− T (t)G(s, u(s))‖
≤ ‖T (t + ω)‖‖G(s, u(s))−G(si, u(si))‖
+ ‖T (t + ω)G(si, u(si))− T (t)G(si, u(si))‖
+ ‖T (t)‖‖G(s, u(s))−G(si, u(si))‖
≤ M

ε

3M
+

ε

3
+ M

ε

3M
= ε dès que t ≥ A.
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Donc ∀ε > 0,∃A > 0 tel que : ∀t ≥ A

‖T (t + ω)G(s, u(s))− T (t)G(s, u(s))‖ ≤ ε ∀s ∈ [o, a].

D’où T (t + ω)G(s, u(s)) − T (t)G(s, u(s)) −→ 0, quand t −→ +∞ uni-

formément par rapport à s ∈ [0, a].

Maintenant, avec ces propriétés on aura :

v(t + ω)− v(t) =

∫ t+ω

0

T (t + ω − s)G(s, u(s))ds−
∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds

=

∫ a

0

[T (t + ω − s)− T (t− s)]G(s, u(s))ds +

∫ t+ω

a

T (t + ω − s)G(s, u(s))ds

−
∫ t

a

T (t− s)G(s, u(s))ds.

Soit ε > 0,∃M > 0 tel que ∀a ≥ M on a :

‖
∫ t+ω

a

T (t + ω − s)G(s, u(s))ds‖ ≤ ε

3
, ∀t ≥ a,

et

‖
∫ t

a

T (t− s)G(s, u(s))ds‖ ≤ ε

3
, ∀t ≥ a.

Soit alors a > 0 tel que a ≥ M.

Il existe M ′ > 0 tel que ∀t ≥ M ′

‖[T (t + ω − s)− T (t− s)]G(s, u(s))‖ ≤ ε

3a
∀s ∈ [0, a].

Donc

‖v(t + ω)− v(t)‖ ≤
∫ a

0

‖[T (t + ω − s)− T (t− s)]G(s, u(s))‖ds

+ ‖
∫ t+ω

a

T (t + ω − s)G(s, u(s))ds‖+ ‖
∫ t

a

T (t− s)G(s, u(s))ds‖

≤ ε dès que t ≥ M ′.

Il s’en suit que v(t+w)−v(t) −→ 0 quand t −→ +∞, et donc v ∈ SAPω(X).
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Ainsi Γu ∈ SAPω(X).

Maintenant, pour u1, u2 ∈ SAPω(X) on a : ∀t ≥ 0

‖Γu1(t)− Γu2(t)‖ ≤ M

∫ t

0

L(s)‖u1(s)− u2(s)‖ds

≤ M

∫ +∞

0

L(s)‖u1 − u2‖∞ds.

= (M

∫ +∞

0

L(s)ds)‖u1 − u2‖∞.

D’où ‖Γu1(t) − Γu2(t)‖∞ ≤ (M
∫ +∞

0
L(s)ds)‖u1 − u2‖∞, Γ est alors une

application continue.

D’autre part, considérons l’opérateur linéaire

B : Cb([0, +∞[, R) −→ Cb([0, +∞[, R)

α 7−→ Bα

où (Bα)(t) = M
∫ t

0
L(s)α(s)ds, ∀t ≥ 0.

B est un opérateur linéaire continu, en effet :

‖Bα‖∞ ≤ (M

∫ +∞

0

L(s)ds)‖α‖∞.

De plus B est compact. Pour le montrer, nous allons montrer que l’ensemble

{Bα, ‖α‖∞ ≤ 1} est relativement compact dans Cb([0, +∞[, R).

Soit ε > 0, il existe a > 0 tel que M
∫ +∞

a
L(s)ds ≤ ε ( c’est possible car

lim
a−→+∞

∫ +∞
a

L(s)ds = 0).

Pour α ∈ Cb([0, +∞[, R) avec ‖α‖∞ ≤ 1, considérons les fonctions ω1(α) et ω2(α)

définies comme suit :

ω1(α)(t) =

{
M

∫ t

0
L(s)α(s)ds, 0 ≤ t ≤ a

M
∫ a

0
L(s)α(s)ds, t ≥ a

ω2(α)(t) =

{
0, 0 ≤ t ≤ a

M
∫ t

a
L(s)α(s)ds, t ≥ a
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Considérons l’ensemble Kε = {ω1(α) : ‖α‖∞ ≤ 1}.
Les fonctions de l’ensemble Kε sont toutes bornées par la valeur M

∫ a

0
L(s)ds

et sont toutes constantes à partir de a.

Montrons que Kε est relativement compact dans Cb([0, +∞[, R).

Montrons d’abord que Kε/[0, a] est relativement compact dans Cb([0, a], R).

Soit t1, t2 ∈ [0, a] avec t1 < t2

|ω1(α)/[0,a](t1)− ω1(α)/[0,a](t2)| = |M
∫ t2

t1

L(s)α(s)ds|

≤ M

∫ t2

t1

L(s)ds

≤ ML(µ)|t2 − t1| avec t1 < µ < t2( théorème de la moyenne ).

On voit bien que l’ensemble des fonctions de Kε/[0, a] est équi-continue,

plus encore il est uniformément équi-continue.

Puisque ∀ε > 0;∃σ > 0; tel que :

|t2 − t1| ≤ σ ⇒ |w1(α)/[0,a](t1)− w1(α)/[0,a](t2)| ≤ ε.

D’autre part, ∀t ∈ [0, a]

Kε/[0, a](t) ⊆
[
−M

∫ a

0

L(s)ds, M

∫ a

0

L(s)ds

]
,

qui est donc relativement compact dans R.

Par le théorème d’Arzela-Ascoli, on déduit alors que Kε/[0, a] est relati-

vement compact dans Cb([0, a], R).

Soit maintenant une suite (fn) dans Kε.

fn/[0, a] est une suite dans Kε/[0, a] qui est relativement compact dans

Cb([0, a], R). Donc de cette suite, on peut extraire une sous-suite conver-

gente fϕ(n)/[0, a], c-à-d ∃f∗ telle que

sup
[0,a]

|fϕ(n)/[0, a](t)− f∗(t)| −→ 0 quand n −→ +∞.



36

Il est claire maintenant que la sous-suite fϕ(n) converge uniformément sur

[0, +∞[ vers la fonction f définie par :

f(t) =

{
f∗(t) si t ≤ a

f∗(a) si t ≥ a.

Par suite, Kε est relativement compact dans Cb([0, +∞[, R).

Maintenant, on remarque que

(Bα)(t) = w1(α)(t) + w2(α)(t) pour t ≥ 0.

On peut affirme alors que

{(Bα), ‖α‖∞ ≤ 1} ⊆ Kε + {β : β ∈ Cb([0, +∞[, R), ‖β‖∞ ≤ ε}.

On aura alors d’après la Proposition 2.3.2 que {(Bα), ‖α‖∞ ≤ 1} est rela-

tivement compact dans Cb([0, +∞[, R), d’où B est compact.

Maintenant, la dernière étape du théorème consiste à calculer le rayon

spectral de B, pour appliquer en suite le Théorème 2.3.4 pour conclure

en l’existence et l’unicité d’un point fixe u pour l’application continue Γ,

qui serait donc la solution ”mild” S-asymptotiquement ω-périodique du

Problème (2.1).

ρ(B) = le rayon spectral de B = max
λ∈σ(B)

|λ|.

Spactre de B = σ(B) = {λ ∈ C tel que B − λI n’est pas bijectif }.
Comme B est un opérateur compact.

On a : σ(B) = σp(B) ∪ {0},
où σp(B) est le spactre ponctuelle de B.

σp(B) = {λ ∈ C tel que B − λI n’est pas injectif }.
Ici on peut montrer que pour tout λ 6= 0, on aura

B − λI est injectif,
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c-à–d, si λ 6= 0 alors λ n’est pas dans σp(B).

Pour se faire, on va montrer que la seule solution de l’équation B − λI = 0

est l’application identiquement nulle.

En effet : Soit α ∈ Cb([0, +∞[, R) une solution de l’équation B − λI = 0.

C-à-d :

Bα− λα = 0

⇒ (Bα− λα)(t) = 0 ∀t ≥ 0

⇒ M

∫ t

0

L(s)α(s)ds− λα(t) = 0 ?

⇒ M

∫ t

0

L(s)α(s)ds = λα(t)

⇒ λα′(t) = ML(t)α(t)

⇒ α′(t)

α(t)
=

M

λ
L(t).

C’est une équation differentielle dont la solution est

α(t) = C exp(
M

λ

∫
L(t)dt).

Maintenant de ? on voit α(0) = 0, et donc C = 0.

Ce qui veut dire que la seule solution de l’équation B − λI = 0 est l’appli-

cation identiquement nulle.

Finalement σ(B) = {0}, et donc le rayon spectral de B est egal à 0

(ρ(B) = 0).

Soit maintenant l’opérateur linéaire :

m : Cb([0, +∞[, X) −→ Cb([0, +∞[, R)

u 7−→ m(u)

où m(u)(t) = sup
0≤s≤t

‖u(s)‖.

Soient y1, y2 ∈ SAPω(X). Montrons que m(Γy1 − Γy2) ≤ Bm(y1 − y2).
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On a :

m(Γy1 − Γy2)(t) = sup
0≤s≤t

‖Γy1(s)− Γy2(s)‖

≤ sup
0≤s≤t

M

∫ s

0

L(ξ)‖y1(ξ)− y2(ξ)‖dξ

≤ M

∫ t

0

L(ξ)‖y1(ξ)− y2(ξ)‖dξ

≤ M

∫ t

0

L(ξ) sup
0≤ξ≤t

‖y1(ξ)− y2(ξ)‖dξ

= Bm(y1 − y2)(t).

D’autre part on a clairement 0 ≤ α1 ≤ α2 ⇒ Bα1 ≤ Bα2.

Finalement les conditions du Théorème 2.3.4 sont vérifiées, d’où la conclu-

sion.

�

•Deuxième résultat d’existence d’une solution ”mild” S-asymptotiquement

ω-périodique

Définition 2.1.4. Une fonction continue G : [0, +∞[×X −→ X est dite

uniformément S-asymptotiquement ω-périodique sur les ensembles bornés

si : pour chaque ensemble borné K ⊂ X, l’ensemble {G(t, x) : t ≥ 0, x ∈ K}
est borné et lim

t→+∞
‖G(t, x) − G(t + w, x)‖ = 0 uniformément par rapport à

x ∈ K.

Définition 2.1.5. Une fonction continue G : [0, +∞[×X −→ X est dite

asymptotiquement uniformément continue sur les ensembles bornés si :

pour tout ε > 0, et pour chaque ensemble borné K ⊂ X, il existe Lε,k > 0 et

δε,k > 0 tels que ‖G(t, x)−G(t, y)‖ < ε pour tout t > Lε,k et x, y ∈ K
avec ‖x− y‖ < δε,k.

Lemme 2.1.1. Soit G : [0, +∞[×X −→ X une fonction uniformément S-

asymptotiquement ω-périodique et asymptotiquement uniformément conti-

nue sur les ensembles bornés, et soit u : [0, +∞[−→ X une fonction SAPω(X).

Alors la fonction v(t) = G(t, u(t)) est également dans SAPω(X).



39

Preuve. Soit K = R(u) l’image de la fonction u.

R(u) est un ensemble borné (car u est bornée ), et comme G est une fonction

uniformément S-asymptotiquement ω-périodique sur les ensembles bornés,

il s’en suit que v est une fonction bornée. De plus v est clairement continue

puisque G et u sont des fonctions continues.

Soit ε > 0 fixé,

des Définition 2.1.4 et 2.1.5, il existe δ > 0 et L1
ε > 0 tel que

max{‖G(t + ω, z)−G(t, z)‖, ‖G(t, x)−G(t, y)‖} ≤ ε,

pour tout t ≥ L1
ε, z ∈ R(u) et tout x, y ∈ R(u) avec ‖x− y‖ ≤ δ.

D’autre part, comme u(.) est S-asymptotiquement ω-périodique, alors

il existe L2
ε > 0 tel que pour tout t ≥ L2

ε, ‖u(t + ω)− u(t)‖ ≤ δ.

Ainsi, pour t ≥ max{L1
ε, L

2
ε}

‖v(t + ω)− v(t)‖ = ‖G(t + ω, u(t + ω))−G(t, u(t))‖
≤ ‖G(t + ω, u(t + ω))−G(t, u(t + ω))‖+ ‖G(t, u(t + ω))−G(t, u(t))‖
≤ 2ε.

Ce qui montrer que ‖v(t + ω)− v(t)‖ −→ 0 quand t −→ +∞, v(.) est alors

SAPω(X).

�

Dans la suite de ce chapitre, on suppose qu’il existe deux constantes

M ≥ 1 et γ > 0 telles que

‖T (t)‖ ≤ M exp(−γt), ∀t ≥ 0.

Avant d’énoncer le deuxième résultat d’existence, on introduit l’hy-

pothèse suivante :

(HG) : la fonction G : [0, +∞[×X −→ X est continue et qu’il existe L > 0

tel que : ‖G(t, x)−G(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖ ∀t ≥ 0, ∀x, y ∈ X.

Théorème 2.1.3. Supposons que la condition (HG) est satisfaite, et que G

uniformément S-asymptotiquement ω-périodique sur les ensembles bornés.

Si ML < γ, alors il existe une unique solution ”mild” S-asymptotiquement
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ω-périodique du Problème (2.1).

Preuve. Soit l’opérateur Γ définie sur l’espace SAPω(X) par :

Γu(t) = T (t)x0 +

∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds = T (t)x0 + v(t).

Montrons que Γu ∈ SAPω(X).

Soit u ∈ SAPω(X).

On a (T (t))t≥0 un C0-semi-groupe sur X, alors d’après le Corollaire 2.3.1

T (t)x0 est continue.

D’autre part, ∀t ≥ 0, T (t) est un opérateur linéaire alors

‖T (t)x0‖ ≤ ‖T (t)‖‖x0‖
≤ M exp(−γt)‖x0‖
≤ M‖x0‖.

D’où T (t)x0 est une fonction bornée.

Maintenant, pour ω > 0

‖T (t + ω)x0 − T (t)x0‖ ≤ ‖T (t + ω)x0‖+ ‖T (t)x0‖,
≤ (‖T (t + ω)‖+ ‖T (t)‖)‖x0‖,
≤ M‖x0‖(exp(−γ(t + ω)) + exp(−γt)).

Par passage à la limite quand t −→ +∞, on aura :

lim
t→+∞

‖T (t + ω)x0 − T (t)x0‖ = 0. D’où T (.)x0 ∈ SAPω(X).

Il reste à montrer que v(.) ∈ SAPω(X).

v est clairement continue.

On a u ∈ SAPω(X) donc u est bornée, et comme G est uniformément S-

asymptotiquement ω-périodique sur les ensembles bornés, on aura G(., u(.))

est bornée.
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Donc

‖v(t)‖ = ‖
∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds‖,

≤
∫ t

0

‖T (t− s)G(s, u(s))‖ds,

≤
∫ t

0

‖T (t− s)‖‖G(s, u(s))‖ds,

≤ ‖G(., u(.))‖∞
∫ t

0

M exp(−γ(t− s))ds,

=
M‖G(., u(.))‖∞

γ
(1− exp(−γt)),

≤ M‖G(., u(.))‖∞
γ

.

Ce qui montre que v est bornée, d’où v ∈ Cb([0, +∞[, X).

Maintenant, d’après l’hypothèse HG on affirme que G est asymptotiquement

uniformément continue sur les ensembles bornés.

Alors d’après le Lemme 2.1.1 G(t, u(t)) ∈ SAPω(X), et donc

∀ε > 0;∃Lε > 0 : ∀t ≥ Lε; ‖G(t + ω, u(t + ω))−G(t, u(t))‖ ≤ ε.

Avec ces conditions, pour t ≥ Lε on a :

‖v(t + ω)− v(t)‖

= ‖
∫ t+ω

0

T (t + ω − s)G(s, u(s))ds−
∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds‖

= ‖
∫ ω

0

T (t + ω − s)G(s, u(s))ds +

∫ t+ω

ω

T (t + ω − s)G(s, u(s))ds−
∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds‖

= ‖
∫ ω

0

T (t + ω − s)G(s, u(s))ds +

∫ t

0

T (t− s)G(s + ω, u(s + ω))ds−
∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds‖

= ‖
∫ ω

0

T (t + ω − s)G(s, u(s))ds +

∫ Lε

0

T (t− s)[G(s + ω, u(s + ω))−G(s, u(s))]ds

+

∫ t

Lε

T (t− s)[G(s + ω, u(s + ω))−G(s, u(s))]ds‖
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≤
∫ ω

0

‖T (t + ω − s)‖‖G(s, u(s))‖ds +

∫ Lε

0

‖T (t− s)‖‖G(s + ω, u(s + ω))−G(s, u(s))‖ds

+

∫ t

Lε

‖T (t− s)‖‖G(s + ω, u(s + ω))−G(s, u(s))‖ds

≤ M‖G(., u(.))‖∞
∫ ω

0

exp(−γ(t + ω − s))ds + 2M‖G(., u(.))‖∞
∫ Lε

0

exp(−γ(t− s))ds

+ Mε

∫ t

Lε

exp(−γ(t− s))ds

=
M‖G(., u(.))‖∞

γ
(exp(−γt)− exp(−γ(t + ω))) +

Mε

γ
(1− exp(−γ(t− Lε))

+
2M‖G(., u(.))‖∞

γ
(exp(−γ(t− Lε)− exp(−γt))

≤ M‖G(., u(.))‖∞
γ

exp(−γt) +
Mε

γ
+

2M‖G(., u(.))‖∞
γ

exp(−γ(t− Lε))

Ce qui permet de déduire que lim
t→+∞

‖v(t + ω) − v(t)‖ = 0, donc v(.) est

SAPω(X). Ceci complète la preuve que Γu ∈ SAPω(X).

Maintenant, pour u1, u2 ∈ SAPω(X)

‖Γu1(t)− Γu2(t)‖ = ‖
∫ t

0

T (t− s)G(s, u1(s))ds−
∫ t

0

T (t− s)G(s, u2(s))ds‖,

= ‖
∫ t

0

T (t− s)[G(s, u1(s))−G(s, u2(s))]ds‖,

≤
∫ t

0

‖T (t− s)‖‖G(s, u1(s))−G(s, u2(s))‖ds,

≤
∫ t

0

M exp(−γ(t− s))L‖u1(s)− u2(s)‖ds,

≤ ML

γ
sup

0≤s≤t
‖u1(s)− u2(s)‖(1− exp(−γt)),

≤ ML

γ
sup

0≤s≤t
‖u1(s)− u2(s)‖.

On a ML < γ ⇒ ML
γ

< 1.

Soit k = ML
γ

< 1, d’où

‖Γu1(t)− Γu2(t)‖ ≤ k sup
0≤s≤t

‖u1(s)− u2(s)‖.
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Ce qui montre que Γ est k-lipschitzienne avec k < 1, donc Γ est une contrac-

tion.

Finalement, on a SAPw(X) est un espace complet, Γ est une contraction

de SAPω(X) dans SAPω(X). Alors d’après le principe de contraction de

Banach, Γ possède un unique point fixe u qui serait donc la solution ”mild”

S-asymptotiquement ω-périodique du Problème (2.1).

�

2.2 Résultat d’existence d’une solution ”mild”

asymptotiquement ω-périodique d’un problème

de Cauchy non homogène

Proposition 2.2.1. Supposons que la condition (HG) est satisfaite, et que

G(., 0) est une fonction bornée et

lim
t→+∞

‖G(t, x)−G(t + nω, x)‖ = 0,

uniformément par rapport à x ∈ K et n ∈ N, pour chaque sous ensemble

borné K de X. Si ML < γ, alors il existe une unique solution ”mild”

asymptotiquement ω-périodique du Problème (2.1).

Preuve. Considérons l’espace

S(X) = {u ∈ Cb([0, +∞[, X) tel que lim
t→+∞

‖u(t+nω)−u(t)‖ = 0 uniformement par rapport à n ∈ N}.

S(X) est un sous espace fermé de Cb([0, +∞[, X).

En effet : Soit (fk)k∈N une suite dans S(X) qui converge vers f quand

k −→ +∞.

Pour ε ≥ 0, il existe K0 tel que sup
0≤t≤+∞

‖fk(t)− f(t)‖ ≤ ε
3
, ∀k ≥ k0.

Par la définition des fonctions de S(X), on sait qu’il existe t0 tel que ∀t ≥ t0,

on a ‖fk0(t + nω)− fk0(t)‖ ≤ ε
3
, ∀n ∈ N.



44

On a alors

‖f(t + nω)− f(t)‖ ≤ ‖f(t + nω)− fk0(t + nω)‖+ ‖fk0(t + nω)− fk0(t)‖
+ ‖fk0(t)− f(t)‖.
≤ ε dès que t ≥ t0, ∀n ∈ N.

Ce qui permet de déduire que lim
t→+∞

‖f(t+nω)−f(t)‖ = 0 uniformément par rapport à

n ∈ N.

De plus, on a f ∈ Cb([0, +∞[, X) ( car f la limite uniforme de fk ).

Ce qui montre que f ∈ S(X), d’où l’espace S(X) est fermé.

Par suite, d’après l’hypothèse HG on affirme que G est asymptotiquement

uniformément continue sur les ensembles bornés.

Maintenant soit u ∈ S(X), montrons que h(t) = G(t, u(t)) ∈ S(X).

Du fait que l’image R(u) de u est bornée et G(t, 0) est une fonction bornée ;

on déduit que h est bornée.

D’autre part, comme lim
t→+∞

‖G(t+nω, z)−G(t, z)‖ = 0 uniformément par rapport à

z ∈ R(u) et n ∈ N et G est asymptotiquement uniformément continue sur

les ensembles bornés. Alors pour tout ε > 0;∃L1
ε > 0 et σ > 0 tels que :

max{‖G(t + nω, z)−G(t, z)‖, ‖G(t, x)−G(t, y)‖} ≤ ε,

∀t ≥ L1
ε, z ∈ R(u) et pour tout x, y ∈ R(u) avec ‖x−y‖ ≤ σ, uniformément sur

n ∈ N.

De plus, comme u ∈ S(X), il existe alors L2
ε > 0 tel que pour tout

t ≥ L2
ε; ‖u(t + nω)− u(t)‖ ≤ σ uniformément sur n ∈ N.

Donc, pour t ≥ max{L1
ε, L

2
ε} = Lε

‖h(t + nω)− h(t)‖ = ‖G(t + nω, u(t + nω))−G(t, u(t))‖
≤ ‖G(t + nω, u(t + nω))−G(t, u(t + nω))‖
+ ‖G(t, u(t + nω))−G(t, u(t))‖
≤ 2ε, ∀n ∈ N.
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On en déduit donc que G(t, u(t)) ∈ S(X).

Maintenant, considérons l’opérateur Γ définie sur l’espace S(X) par :

Γu(t) = T (t)x0 +

∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds = T (t)x0 + v(t).

Montrons que Γu ∈ S(X).

On a (T (t))t≥0 un C0-semi-groupe sur X, alors d’après le Corollaire 2.3.1

T (t)x0 est continue.

D’autre part, ∀t ≥ 0, T (t) est un opérateur linéaire alors

‖T (t)x0‖ ≤ ‖T (t)‖‖x0‖
≤ M exp(−γt)‖x0‖
≤ M‖x0‖.

D’où T (t)x0 est une fonction bornée.

Maintenant, pour ω > 0

‖T (t + nω)x0 − T (t)x0‖ ≤ ‖T (t + nω)x0‖+ ‖T (t)x0‖,
≤ (‖T (t + nω)‖+ ‖T (t)‖)‖x0‖,
≤ M‖x0‖(exp(−γ(t + nω)) + exp(−γt)).

Par passage à la limite quand t −→ +∞, on aura :

lim
t→+∞

‖T (t + nω)x0 − T (t)x0‖ = 0 uniformément par rapport à n, donc

T (.)x0 ∈ S(X).

Il reste à montrer que v(.) ∈ S(X).

v(.) est clairement continue.

On a

‖v(t)‖ = ‖
∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds‖,

≤
∫ t

0

‖T (t− s)G(s, u(s))‖ds,
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≤
∫ t

0

‖T (t− s)‖‖G(s, u(s))‖ds,

≤ ‖G(., u(.))‖∞
∫ t

0

M exp(−γ(t− s))ds,

=
M‖G(., u(.))‖∞

γ
(1− exp(−γt)),

≤ M‖G(., u(.))‖∞
γ

.

Ce qui montrer que v est bornée, d’où v ∈ Cb([0, +∞[, X).

Soit t ≥ Lε, et n ∈ N
‖v(t + nω)− v(t)‖

= ‖
∫ t+nω

0

T (t + nω − s)G(s, u(s))ds−
∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds‖,

= ‖
∫ nω

0

T (t + nω − s)G(s, u(s))ds +

∫ t+nω

nω

T (t + nω − s)G(s, u(s))ds,

−
∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds‖,

= ‖
∫ nω

0

T (t + nω − s)G(s, u(s))ds +

∫ t

0

T (t− s)G(s + nω, u(s + nω))ds,

−
∫ t

0

T (t− s)G(s, u(s))ds‖,

= ‖
∫ nω

0

T (t + nω − s)G(s, u(s))ds +

∫ Lε

0

T (t− s)[G(s + nω, u(s + ω))−G(s, u(s))]ds,

+

∫ t

Lε

T (t− s)[G(s + nω, u(s + nω))−G(s, u(s))]ds‖,

≤
∫ nω

0

‖T (t + nω − s)‖‖G(s, u(s))‖ds +

∫ Lε

0

‖T (t− s)‖‖G(s + nω, u(s + nω))−G(s, u(s))‖ds,

+

∫ t

Lε

‖T (t− s)‖‖G(s + nω, u(s + nω))−G(s, u(s))‖ds,

≤ M‖G(., u(.))‖∞
∫ nω

0

exp(−γ(t + nω − s))ds + 2M‖G(., u(.))‖∞
∫ Lε

0

exp(−γ(t− s))ds,

+ 2Mε

∫ t

Lε

exp(−γ(t− s))ds,
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=
M‖G(., u(.))‖∞

γ
(exp(−γt)− exp(−γ(t + nω))) +

2Mε

γ
(1− exp(−γ(t− Lε)),

+
2M‖G(., u(.))‖∞

γ
(exp(−γ(t− Lε)− exp(−γt)),

≤ M‖G(., u(.))‖∞
γ

exp(−γt) +
2Mε

γ
+

2M‖G(., u(.))‖∞
γ

exp(−γ(t− Lε).

Ce qui permet de déduire que lim
t→+∞

‖v(t + nω) − v(t)‖ = 0, uniformément

par rapport à n, donc v ∈ S(X). Ceci complète la preuve que Γu ∈ S(X).

Maintenant, pour u1, u2 ∈ S(X)

‖Γu1(t)− Γu2(t)‖ ≤
ML

γ
sup

0≤s≤t
‖u1(s)− u2(s)‖.

On a ML < γ ⇒ ML
γ

< 1.

Soit k = ML
γ

< 1, d’où

‖Γu1(t)− Γu2(t)‖ ≤ k sup
0≤s≤t

‖u1(s)− u2(s)‖.

Ce qui montre que Γ est k-lipschitzienne avec k < 1, et donc Γ est une

contraction.

De plus, on a S(X) est un sous espace fermé de Cb([0, +∞[, X). Comme

Cb([0, +∞[, X) est un espace de Banach, alors S(X) est aussi de Banach.

Finalement, on a S(X) est un espace complet, Γ est une contraction de

S(X) dans S(X). Alors d’après le principe de contraction de Banach, Γ

possède un unique point fixe u.

Comme u ∈ S(X) donc u ∈ Cb([0, +∞[, X), et lim
t→+∞

‖u(t + nω)− u(t)‖ = 0

uniformement pour n ∈ N. Alors d’après le Corollaire 1.2.1 u est asymp-

totiquement ω-périodique. Donc sous les conditions de la propositon 2.2.1,

le Problème (2.1) admet une unique solution ”mild” asymptotiquement ω-

périodique.

�
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2.3 Application aux équations aux dérivées

partielles

Nous terminons ce chapitre, par discuter de l’existence d’une solution

”mild” S-asymptotiquement ω-périodique du système suivant :


∂
∂t

u(t, ξ) = ∂2

∂ξ2 u(t, ξ) + a(t)f(u(t, ξ)), t ≥ 0, ξ ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0,

u(0, ξ) = x(ξ), ξ ∈ [0, π].

(2.2)

Où x : [0, π] −→ R, a : [0, +∞] −→ R et f : R −→ R sont des fonctions

appropriées.

Pour étudier ce système sous la forme (2.1), on considère l’espace

X = L2([0, π]) et l’opérateur

A : D(A) ⊂ X −→ X

x 7−→ Ax = x′′

où

D(A) = {x ∈ X : x′′ ∈ X, x(0) = x(π) = 0}.

On aura donc le système suivant :{
u′(t) = Au(t) + a(t)f(u(t)), t ≥ 0,

u(0) = x ∈ L2([0, π]).

L’opérateur A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe (T (t))t≥0

sur X (voir [13]).

La solution du problème homogène ( qui represente en fait l’équation de la

chaleur avec condition de Dirichlet au bord ){
u′(t) = Au(t), t ≥ 0,

u(0) = x,
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est donnée par

u(t) =
+∞∑
n=1

exp(−n2t) < x, zn > zn, ∀x ∈ L2([0, π]).

Où zn = ( 2
π
)

1
2 sin(nξ), {−n2, n ∈ N∗} sont les valeurs propres de l’opérateur

A et zn sont les fonctions propres associées (voir[1]).

On a donc

T (t)x =
+∞∑
n=1

exp(−n2t) < x, zn > zn.

De cette écriture, du fait que {zn, n ∈ N∗} est une base hilbertienne de

L2([0, π]), par l’égalité de Parseval, on a :

‖T (t)x‖2 =
+∞∑
n=1

| exp(−n2t)|2| < x, zn > |2,

≤ [sup
n≥1
| exp(−n2t)|]2

+∞∑
n=1

| < x, zn > |2,

= (exp(−t))2‖x‖2.

D’où

‖T (t)‖ ≤ exp(−t), ∀t ≥ 0.

On est prêt maintenant à énoncer la proposition suivante :

Proposition 2.3.1. Supposons que a(.) est une fonction S-asymptotiquement

ω-péroidique et qu’il existe Lf > 0 telle que

|f(x)− f(y)| ≤ Lf |x− y|, ∀x, y ∈ R.

Si ‖a‖∞Lf < 1, alors il existe une unique solution ”mild” S-asymptotiquement

ω-péroidique du Problème (2.2). Si de plus lim
t→+∞

(a(t + nω)− a(t)) = 0 uni-

formément par rapport à n ∈ N, alors u(.) est une solution ”mild” asymp-

totiquement ω-périodique.
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Preuve. Soit

G : [0, +∞[×L2([0, π]) −→ L2([0, π])

(t, x) 7−→ G(t, x) = a(t)f(x)

et

x : [0, π] −→ R

ξ 7−→ x(ξ).

On a G est clairement continue.

Pour tout x, y ∈ L2([0, π]) et t ≥ 0,

‖G(t, x)−G(t, y)‖ = ‖a(t)f(x)− a(t)f(y)‖,
≤ ‖a‖∞‖f(x)− f(y)‖L2([0,π]),

= ‖a‖∞(

∫ π

0

|f(x)(ξ)− f(y)(ξ)|2dξ)
1
2 ,

≤ ‖a‖∞(

∫ π

0

L2
f |(x)(ξ)− (y)(ξ)|2dξ)

1
2 ,

= ‖a‖∞Lf (

∫ π

0

|(x)(ξ)− (y)(ξ)|2dξ)
1
2 ,

= ‖a‖∞Lf‖x− y‖L2([0,π]).

Ainsi, la fonction G : [0, +∞[×L2([0, π] −→ L2([0, π]) est continue et qu’il

existe L = ‖a‖∞Lf > 0 tel que

‖G(t, x)−G(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖ ∀x, y ∈ L2([0, π]), t ≥ 0.

D’autre part, on a G est uniformément S-asymptotiquement ω-périodique

sur les ensembles bornés.

En effet : Soit K un ensemble borné de L2([0, π]), et soit x ∈ K.

On a

‖G(t, x)‖ = ‖a(t)f(x)‖ ≤ ‖a(t)f(x)− a(t)f(0)‖+ ‖a(t)f(0)‖,
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≤ (

∫ π

0

|a(t)f(x)(ξ)− a(t)f(0)(ξ)|2dξ)
1
2 + ‖a‖∞‖f(0)‖,

= (

∫ π

0

|a(t)|2|f(x)(ξ)− f(0)(ξ)|2dξ)
1
2 + ‖a‖∞‖f(0)‖,

≤ ‖a‖∞(

∫ π

0

L2
f |(x)(ξ)− (0)(ξ)|2dξ)

1
2 + ‖a‖∞‖f(0)‖,

= ‖a‖∞Lf (

∫ π

0

|(x)(ξ)|2dξ)
1
2 + ‖a‖∞‖f(0)‖,

= ‖a‖∞Lf‖x‖L2([0,π]) + ‖a‖∞‖f(0)‖,
≤ ‖a‖∞LfM + ‖a‖∞‖f(0)‖.

D’où l’ensemble {G(t, x) : t ≥ 0, x ∈ K} est borné.

Maintenant, pour x ∈ K

‖G(t + ω, x)−G(t, x)‖ = ‖a(t + ω)f(x)− a(t)f(x)‖,
= |a(t + ω)− a(t)|‖f(x)‖,
≤ N |a(t + ω)− a(t)| −→ 0 quand t −→ +∞ uniformément pour x ∈ K.

Donc

lim
t→+∞

‖G(t + ω, x)−G(t, x)‖ = 0 uniformément pour x ∈ K.

On en déduit alors que G est uniformément S-asymptotiquement ω-périodique

sur les ensembles bornés.

On a encore ‖a‖∞Lf < 1, ce qui montre alors que toute les hypothèses du

Théorème 2.1.3 sont satisfaites, d’où l’existence et l’unicité d’une solution

”mild” S-asymptotiquement ω-périodique du problème (2.2).

Maintenant, pour t ≥ 0

‖G(t, 0)‖ = ‖a(t)f(0)‖ ≤ ‖a‖∞‖f(0)‖,
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d’où G(., 0) est une fonction bornée.

De plus, pour x ∈ K, n ∈ N

‖G(t, x)−G(t + nω, x)‖ = ‖a(t)f(x)− a(t + nω)f(x)‖,
= |a(t + nω)− a(t)|‖f(x)‖,
≤ N |a(t + nω)− a(t)| −→ 0 quand t −→ +∞ uniformément pour n ∈ N.

Donc

lim
t→+∞

‖G(t, x)−G(t + nω, x)‖ = 0 uniformément pour x ∈ K, n ∈ N.

On déduit alors d’après la Proposition 2.2.1 qu’il existe une unique solution

”mild” asymptotiquement ω-périodique du Problème (2.2).

�



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les fonctions S-asymptotiquement

ω-périodiques à valeurs dans un espace de Banach ainsi que leurs propriétés

essentielles.

Nous avons plus précisément présenté et développé l’article [10], dans le-

quel les auteurs ont pu montrer l’existence et l’unicité d’une solution ”mild”

S-asymptotiquement ω-péroidique du problème de Cauchy abstrait de pre-

mier ordre sous certaines conditions, parmi elles :

•(T (t))t≥0 un semi-groupe fortement S-asymptotiquement ω périodique.

•(T (t))t≥0 est un C0-semi-groupe exponentiellement stable, i.e, il existe deux

constantes M ≥ 1 et γ > 0 telles que

‖T (t)‖ ≤ M exp(−γt), ∀t ≥ 0.

La théorie de fonctions S-asymptotiquement ω-péroidiques est ”relati-

vement nouvelle”, et donc beaucoup de questions sont encore posées. Nous

estimons donc que c’est un domaine intéressant à explorer.

Nous espérons que ce travail puisse servir aux étudiants qui veulent s’initier

à ce domaine.
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Annexe

Définition 2.3.1. Un ensemble A ⊂ R est dit relativement dense dans

R s’il existe un nombre réel ` > 0 pour lequel tout intervalle de longueur `

rencontre A, i.e,

∃` > 0,∀a ∈ R : [a, a + `] ∩ A 6= ∅.

Définition 2.3.2. Un sous ensemble S de X est dit relativement com-

pact si son adhérence S est compact.

Définition 2.3.3. Un sous ensemble S de X est dit relativement com-

pact si de toute suite de S , on peut exteaire une sous suite qui converge

dans X.

Définition 2.3.4. Un ensemble F ⊂ C(R, X), est dit uniformément equi-

continue si :

∀ε > 0;∃δ(ε) = δ avec |t1 − t2| < δ ⇒ ‖f(t1)− f(t2)‖ < ε,∀f ∈ F.

Théorème 2.3.1. (Arzela-Ascoli [17]) Soit A ⊂ C([0, b], Rn), A est

relativement compact si :

1. A est bornée, i.e, qu’il existe M > 0 :

‖y(t)‖ ≤ M, ∀t ∈ [0, b] et y ∈ A.
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2. A est uniformément equi-continue, i.e,

∀ε > 0;∃δ(ε) > 0 : ∀t1, t2 ∈ [0, b]; |t1−t2| < δ ⇒ ‖y(t1)−y(t2)‖ < ε,∀y ∈ A.

Proposition 2.3.2. (voir [5]) Soit (X, ‖.‖) un espace de Banach, et soit

K ⊆ X un sous-ensemble. Alors K est relativement compact dans X si et

seulement si ∀ε > 0;∃Kε relativement compact dans X, telle que

K ⊆ Kε + {β : β ∈ X, ‖β‖∞ ≤ ε}.

Définition 2.3.5. ( Opérateurs compacts) Soient E et F deux espace de

Banach ; une application linéaire continue T ∈ L(E, F ) est dite compacte

si l’image T (BE) par l’application T de la boule unité fermée BE de l’espace

E est relativement compacte dans F.

Théorème 2.3.2. (Banach-steinhauss)voir[1] Soient E et F deux es-

paces de Banach. Soit (Ti)i∈I une famille (non nécessairement dénombrable)

d’opérateurs linéaires continus de E dans F . On suppose que

sup
i∈I

‖Ti(x)‖ < ∞,∀x ∈ E.

Alors

sup
i∈I

‖Ti‖L(E,F ) < ∞

où L(E, F ) l’espace d’opérateurs linéaires continus de E dans F muni de

la norme

‖T‖L(E,F ) = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖E

= sup
x 6=0

‖T (x)‖
‖x‖

= sup
x=1

‖T (x)‖E.

Définition 2.3.6. (Application contractente)

Soit E un espace de Banach. Une application f : E −→ E est dite contrac-
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tente (ou contraction) s’il existe k ∈]0, 1[ telle que :

‖f(x)− f(y)‖ ≤ k‖x− y‖, pour tous x, y ∈ E.

Autrement dit, si f est lipschitzienne dont la constante de lipschitz est

strictement inférieure à 1.

Théorème du points fixes

Théorème 2.3.3. (Principe de contraction de Banach )[8]

Soit E un espace métrique complet et soit f : E −→ E une application

contractente. Alors f posséde un point fixe unique.

Considérons deux espaces de Banach Y et Z, de norme ‖.‖Y et ‖.‖Z ,

respectivement. On suppose l’existence d’un ordre ≤ dans Z et l’existence

d’une application m : Y −→ Z tels que les conditions suivantes sont

vérifiées : (i) ∀y ∈ Y 0 ≤ m(y),

(ii) 0 ≤ z1 ≤ z2 ⇒ ‖z1‖Z ≤ ‖z2‖Z ,

(iii) il existe C1, C2 > 0 tels que :

‖y‖Y ≤ C1‖m(y)‖Z

‖m(y)‖Z ≤ C2‖y‖Y

∀y ∈ Y .

Théorème 2.3.4. (théorème 1 [9]) Soient Y, Z deux espaces de Banach.

Soit S un sous ensemble non vide est fermé de Y et A : S −→ S un

opérateur continu. S’il existe un opérateur linéaire borné B : Z −→ Z tel

que :

(a) le rayon spectral r(B) < 1,

(b) si 0 ≤ Z1 ≤ Z2 alors BZ1 ≤ BZ2,

(c) pour tous y1, y2 ∈ S, m(Ay1−Ay2) ≤ Bm(y1− y2) avec m un opérateur

de Y dans Z.

Alors A à un unique point fixe.

C0-semi-groupes
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Définition 2.3.7. (voir [14]) On appelle un semi-groupe fortement continu

d’opérateurs linéaires bornés sur X une famille (T (t))t≥0 vérifiants les pro-

priétés suivantes :

(i) T (0) = I ( où I est l’opérateur identité de X )

(ii) T (t + s) = T (t)T (s), ∀s, t ≥ 0.

(iii) lim
t−→0+

‖T (t)x− x‖ = 0 ∀x ∈ X.

Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X est

aussi appelé C0-semi-groupe sur X.

Définition 2.3.8. (voir[14]) On appelle générateur infinitésimal d’un C0-

semi-groupe (T (t))t≥0 un opérateur A défini sur l’ensemble :

D(A) = {x ∈ X : lim
t−→0+

T (t)x− x

t
existe dans X}

par

Ax = lim
t−→0+

T (t)x− x

t
=

dT (t)x

dt
|t=0, ∀x ∈ D(A).

Théorème 2.3.5. (voir[14]) Soit (T (t))t≥0 un C0-semi-groupe sur X. Alors

il existe deux constantes ω ≥ 0 et M ≥ 1 telles que :

‖T (t)‖ ≤ M exp(wt), ∀t ≥ 0.

Corollaire 2.3.1. (voir[14]) Soit (T (t))t≥0 un C0-semi-groupe sur X. Alors

pour tout x ∈ X, la fonction t 7−→ T (t)x est continue sur R+.

Définition 2.3.9. ([10]) Soit (T (t))t≥0 un C0-semi-groupe sur X.

1. (T (t))t≥0 est dit uniformément borné sur X, s’il existe M ≥ 1 tel que

‖T (t)‖ ≤ M, ∀t ≥ 0.

2. (T (t))t≥0 est dit fortement stable si :

lim
t−→+∞

T (t)x = 0,∀x ∈ X.



Annexe 58

3. (T (t))t≥0 est dit uniformément stable si :

lim
t−→+∞

‖T (t)‖ = 0.

Egalité de Parseval

Définition 2.3.10. Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire

< . >. On applle base Hilbertienne une suite (en) d’éléments de H tels que :

(i) ‖en‖ = 1,∀n, < en, em >= 0 ∀m, n, m 6= n.

(ii)L’espace vectoriel engendré par les (en) est dense dans H.

Théorème 2.3.6. Soit {en} une base Hilbertienne, alors tout u ∈ H s’écrit

u =
∑+∞

n=1 < u, en > en. De plus

‖u‖2 =
+∞∑
n=1

‖ < u, en > ‖2 égalité de Parseval .

Inversement étant donnée une suite {αn} ∈ `2, alors la série
∑+∞

n=1 αnen

converge vers un élément noté u et on a < u, en >= αn et ‖u‖2 =
∑+∞

n=1 α2
n.

Intégrale de Bochner

Soient (Ω, Σ, µ) un espace mesuré, de mesure µ finie, et X un espace de

Banach.

Définition 2.3.11. Une fonction f : Ω −→ X est dite simple s’il existe

x1, x2, ..., xn ∈ X et B1, B2, ..., Bn ∈ Σ avec ∪Bi = Ω et Bi ∩ Bj = ∅ i 6= j

tels que f =
∑i=n

i=1 xiχBi.

Définition 2.3.12. Une fonction f : Ω −→ X est dite µ-mesurable s’il

existe une suite de fonction simple (fn)n avec lim
n→∞

‖fn−f‖X = 0 µ.p.p sur Ω.

La proposition suivante nous donne une caractérisation des fonctions

µ-mesurable.

Proposition 2.3.3. f : Ω −→ X est µ-mesurable si et seulement si ∃g
mesurable telle que f − g = 0 µ.p.p, et ∃N ∈ Σ, avec µ(N) = 0 telle que

f(Ω/N) est separable.
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Définition 2.3.13. Une fonction f : Ω −→ X µ-mesurable est dite Bochner

intégrable s’il existe une suite de fonctions simples (fn) telle que

lim
n→∞

∫
Ω

‖fn − f‖Xdµ = 0.

Dans ce cas,
∫

Ω
fdµ est définie par∫

Ω

fdµ = lim
n→∞

∫
Ω

fndµ.

Où
∫

Ω
fn =

∑n
i=1 xiµ(Bi)

On a la caractérisation suivante des fonctions Bochner intégrable :

Théorème 2.3.7. Une fonction f µ-mesurable est Bochner intégrable si et

seulement si
∫

Ω
‖f‖Xdµ < +∞, et on a ‖

∫
Ω

fdµ‖ ≤
∫

Ω
‖f‖dµ.

L’intégrale de Bochner vérifie les propriétés classiques de l’intégrale

comme la linéarité, la relation de chasles,..., ect. Pour plus de détaille voir

([7]).
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