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 ࢚ : Variable temps. 

 .Variable température : ࢀ
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  .Système à paramètres répartis : ࡾࡼࡿ

Ω : Domaine spatial admissible. 
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 .Matrice d’évolution : ࡭
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 .݅ ሺ࢚ሻ : Signal d’entrée relatif à la zone࢏ࢋ࢛

ષ࢏ : Portion du domaine  Ω .  

 .Fonction de Dirac : ࢾ

ࢀࣔ

࢔ࣔ
 : Dérivée de la température le long de la normale. 

 .Quantité de chaleur : ࡽ



࣐ : Flux de chaleur transmis par conduction ሺWሻ. 

   .૙ : Température d’entrée du fluide dans le tube de l’échangeurࢀ

  .vitesse du fluide  dans le tube de l’échangeur :ࢂ

ሾ࢚, ࢚ ൅ ઢ࢚ሿ : Intervalles de temps infiniment petit. 

 . Coefficient de transfert de chaleur : ࢇ

࣎ : Constante de temps. 

ሾ࢏ࢠ ,  .ା૚ሿ : ieme  intervalle du domaine spatial࢏ࢠ

࢒  .Nombre d’intervalles  du domaine spatial ׷

 .ሺ࢚ሻ : ieme  entrée de commande relative au ieme intervalle spatial࢏࢛

 .ሺ࢚ሻ : ieme sortie mesurée  relative au ieme intervalle spatial࢏ࢗ 

 .ሺ࢞ሻ : Fonction vectorielle lisseࢌ

 .ሺ࢞ሻ : Fonction vectorielle lisseࢍ

 .ሺ࢞ሻ : Fonction de sortie lisse ࢎ

࢑, ࢝,  Vecteur de dimension approprié : ࢖

 .ሺ࢞ሻ : Sortie mesurée ࢖

 .Température de vapeur (steam température) : ࢚࢙ࢀ

, ૚࡯ ݊ ૛ : Matrices constantes de dimension࡯ ൈ ݊, 

࣌ : Degré relatif. 

 . ሻݔሻ par rapport à ݂ሺݔሺ࢞ሻ: Dérivée de Lie de ݄ሺࢎ ࢌࡸ

 .Entrée  référence : ࢊ࢟

 .ሺ࢙ሻ : Opérateur de Laplaceࡿ

࣋ : Densité du fluide.  

 .Capacité calorifique du liquide : ࢖࡯

 .Section du tube : ࡭

 .Surface utilisée pour le transfert de chaleur par unité de longueur : ࢙࡭

 .Longueur d’un élément de l’enveloppe : ࢠࢤ

 .ݖ Température au point  : ࢠሃࢀ

൅ ݖ Température au point : ࢠ∆ାࢠ│ࢀ  .ݖ߂ 

 .Nombre de sections : ࡺ

 .Dimension du vecteur d’état : ࢔

 .ሺ࢙ሻ : Fonction de transfert du système du premier ordreࡳ

 .ሺ࢙ሻ : Fonction de transfert du correcteur proportionnel intégral࡯



  .Gain proportionnel du correcteur : ࢉ࢑

 .Constante de temps intégrale du correcteur : ࢏࣎

  .Coefficient d’amortissement : ࣈ

  .(ݏ/݀ܽݎ) Pulsation  du système en : ࢔࢝
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Les échangeurs de chaleur sont des systèmes dynamiques fréquemment rencontrés 

dans le milieu industriel. Les variables caractéristiques (entrées, sorties et états) d’un 

échangeur de chaleur ont caractérisées par une évolution spatio-temporelle. Par conséquent, 

leur comportement dynamique est décrit par une ou plusieurs équations différentielles 

partielles (EDP) selon les hypothèses simplificatrices de modélisation. Ces systèmes sont 

appelées systèmes à paramètres distribués ou répartis ou encore de dimension infinie. 

 

Pour la commande des systèmes à paramètres distribués deux approches sont 

possibles. La première consiste à discrétiser le modèle décrit par des équations aux dérivées 

partielles, en utilisant par exemple les différences finies ou les éléments finies, dont l’objectif 

est de se ramener à un système à paramètres localisés, c’est-à-dire un système décrit par des 

équations aux dérivées ordinaires. Ce type de système est bien maîtrisé par la communauté 

des automaticiens. Cette approche souffre de plusieurs problèmes. En effet, par la 

discrétisation du système, les propriétés fondamentales (commandabilité, observabilité et 

stabilité) peuvent être affectées par le processus de discrétisation. De plus, en général, la 

discrétisation d’un système à paramètres distribués conduit à un système de grande dimension 

pour lequel il est très délicat de synthétiser un correcteur. 

 

La deuxième approche consiste à utiliser directement le modèle donné sous forme 

d’équations aux dérivées partielles, ce qui permet de préserver les propriétés fondamentales 

du système. L’utilisation du modèle EDP améliore davantage les performances du système en 

boucle fermée. Néanmoins le traitement des EDP n’est pas une tâche facile. 

 

Ces dernières années, la commande géométrique, basée sur la notion du degré relatif, a 

démontré son efficacité dans la commande des systèmes à paramètres distribués. Cette 

approche présente l’avantage de facilité de synthèse du correcteur en utilisant directement le 

modèle EDP. La commande géométrique conduit à un retour d’état permettant de réaliser une 

réduction du système EDP à un système à paramètres localisés linéaire, ce qui permet de tirer 

profit des techniques de commande linéaire robustes pour améliorer les performances en 

boucle fermée. 

 



Introduction générale                        

 

2 
 

L’objectif de ce mémoire consiste à étudier une commande hybride qui est la 

combinaison de la commande géométrique et de la commande PI avec remise à zéro pour la 

commande de l’échangeur de chaleur.  

 

Le reste du mémoire est structuré comme suit : 

 

Le premier chapitre est consacré à des généralités sur les systèmes à paramètres 

distribués.  

 

Dans le deuxième chapitre, on présente le fonctionnement et la modélisation de 

l’échangeur de chaleur étudié dans ce mémoire.  

 

Le troisième chapitre est réservé à la commande géométrique des systèmes 

paraboliques en particulier la commande de l’échangeur de chaleur.  

 

Dans le dernier chapitre, on présente le principe de la commande avec remise à zéro et 

une application d’un correcteur PI avec remise à zéro pour améliorer les performances de 

l’échangeur de chaleur. 

 

Le mémoire se termine par une conclusion sur l’étude réalisée et qui trace quelques 

voies possibles à explorer dans ce domaine.   
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1.1 Introduction  

 

Pour un système à paramètres distribués, les variables caractéristiques (commandes, 

sorties et états) varient en fonction du temps et de l’espace. Mathématiquement, les systèmes 

à paramètres distribués sont décrits par des équations aux dérivées partielles faisant intervenir 

des dérivées par rapport à la variable temps et à la variable espace. 

 

Ce chapitre donne les notions de base utilisées le long de ce mémoire.  

 

 

1.2 Définition d’un système à paramètres distribués  

 

Un système à paramètres distribués ou répartis (SPR) est un système dont les variables 

ne sont pas homogènes sur son espace physique (c'est-à-dire les variables caractéristiques  

et/ou les paramètres sont non homogènes spatialement). Les variables d’état, d’entrée et/ou 

sortie ne dépendent donc pas seulement du temps, mais aussi de leurs coordonnées spatiales 

[4]. 

    

Mathématiquement les systèmes à paramètres distribués sont décrits par des équations 

aux dérivées partielles. Ce type de systèmes est de dimension infinie, c'est-à-dire que le 

nombre de variables caractérisant l’état du système est infini. 

  

 A chaque instant ݐ, l’état du système est une fonction d’une variable d’espace ݖ, on 

peut donc considérer cet état comme un élément d’espace fonctionnel qui n’est pas de 

dimension finie, d’où la terminologie de système dynamique en dimension infinie. 

 

 

1.3 Description mathématique d’un système à paramètres distribués  

 

      Pour décrire le modèle mathématique d’un système à paramètres distribués, il faut        

d’abord définir :  

 

 Un domaine spatial  Ω  tel que : א ݖ  Ω , qui peut être  ouvert ou borné de ܴ,  
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Ω ൌ  ሾ0, ሿ et de frontière  ߲Ωܮ ൌ ሼ0,  . ሽܮ

 Un domaine temporel ߠ tel que:     ݐ א  ߠ

 

 Une équation d’état :  

 

,ݖሺݔ߲ ሻݐ

ݐ߲
ൌ Α൫ݔሺݖ, ሻ൯ݐ ൅  Β൫ݑሺݖ, א  ݐ    ,ሻ൯ݐ et  0 ߠ ൏ ݖ ൏  ሺ1.1ሻ                ܮ

 

 Une  équation de sortie sur  Ω ൈ   : ߠ

 

,ݖሺݕ ሻݐ ൌ ,ݖሺݔ൫ܥ  ሻ൯                                                     ሺ1.2ሻݐ

 

Préciser : 

 

 La condition initiale pour ݐ ൌ 0 

  

,ݖሺ ݔ                                 0ሻ ൌ  ଴                                                                ሺ1.3ሻݔ

 

 La condition aux bords ou frontières  (limites) :  

 

ࣦ൫ݔሺݖ, ሻ൯ݐ ൌ ,ݖሺݑ ,ሻݐ ݖ א ߲Ω                                               ሺ1.4ሻ 

. 

Dans ce mémoire, on considère la classe des systèmes décrits par l’équation d’état  (ou 

d’évolution), à l’intérieur du domaine  Ω ൈ א ݖ  tel que   ߠ  Ω ؿ ܴ௣  et un domaine temporel 

א tel que  t  ߠ ߠ ؿ ܴ ((Voir équationሺ1.1ሻ) et la condition initiale (voir équationሺ1.2ሻ)) et la 

condition aux limites établissant les relations entre l’état et la commande aux limites (si elle 

existe).  

 

  ࣦሺݔሺݖᇱ, ሻሻݐ ൌ ,ᇱݖ)  ୻ݑ  ᇱݖ     ;     ሻݐ א ߲Ω                                   ሺ1.5ሻ 

                                   

où ߲Ω  est la frontière de Ω, notée aussi Γ, ܣ et ܤ sont des opérateurs matriciels ne comportant 

que des dérivées par rapport à  [1] ݖ. 
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1.4 Différents types de conditions aux limites  

 

Les conditions aux limites peuvent être de type :  

 

 

1.4.1 Condition de Dirichlet  

 

Si on prend le cas d’une barre métallique pour laquelle les extrémités sont maintenues  

à des températures  données qu’on notera ici ₀ݔሺݐሻ,    : ሻ, on auraݐ₁ሺݔ

 

,ሺ0ݔ ሻݐ ൌ ,ሺ1ݔ  ሻ   etݐ଴ ሺݔ  ሻݐ ൌ  ሻ                                        ሺ1.6ሻݐଵሺݔ 

 

 

1.4.2  Condition de  Neumann  

 

Si le dispositif est tel que le flux de chaleur est donné aux bords, c’est le gradient de la 

température ׏ሺܶሻ qui est ainsi fixé, et les conditions aux limites sont alors :  

 

െ݉
߲ܶ
ݖ߲

ሃ୸ୀ଴ ൌ      , ሻݐ଴ሺ׏

   ݉
߲ܶ
ݖ߲

ሃ୸ୀଵ ൌ  ሻ                                                            ሺ1.7ሻݐଵሺ׏ 

                                                  

Mais pour soucis de commodité, on écrira :  

 

݉ 
߲ܶ
ݖ߲

ሃ୻ ൌ  ሺ1.8ሻ                                                                 ׏  

                       

où Γ représente la frontière du domaine de variation de ݖ et ݉ caractérise la diffusion de 

chaleur (la conductivité) et ߟ la normale à ce domaine orienté vers l’intérieur.  

 

߲ܶ
ߟ߲

ሃ୻ ൌ  െ 
߲ܶ
ݖ߲

          en  ݖ ൌ 0  
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߲ܶ
ߟ߲

ሃ୻ ൌ  
߲ܶ
ݖ߲

              en      z ൌ 1                                           ሺ1.9ሻ 

 

 Il en existe d’autres qui ont lieu sur l’intégralité de frontière ߲Ω, dans le cas où א ݖ

 ߲Ω  on a ݑሺݖ, ሻݐ  ്  0, alors les conditions aux limites sont non-homogènes, c'est-à-dire que 

la commande est appliquée aux frontières. Ce type de commande conduit généralement à une 

complexité du traitement mathématique des EDP, d’où la nécessité de transformer le système 

d’état avec conditions aux limites non homogènes, en un système avec conditions aux limites 

homogènes.   

 

 

1.5 Equation différentielle aux dérivées partielles  

 

Dans de nombreuses applications industrielles (réacteurs chimiques, propagation 

d’onde, diffusion de la chaleur, mécanique des fluides….), les variables caractéristiques du 

système dépendent fréquemment de coordonnées spatiales, d’où la nécessité de caractériser 

leur évolution par des modèles dynamiques à paramètres distribués. 

 

  Ceci fait intervenir des équations aux dérivées partielles (EDP), c'est-à-dire des 

équations mettant en jeu des dérivées partielles spatiales et temporelles des  différentes 

variables caractéristiques du système [9]. 

 

Comme un système dynamique réel est généralement délimité physiquement dans 

l’espace,  la description mathématique d’un système à paramètres distribués (SPD) doit être 

complétée par des conditions aux limites, qui représentent des contraintes physiques, et 

permettent la résolution des équations du modèle. Par conséquent, elles doivent être en 

nombre suffisant, dépendant de l’ordre des EDP par rapport à la variable d’espace.  

 

Les EDP que l’on rencontre en pratique sont rarement d’ordre élevé en temps et en 

espace, le plus souvent d’ordre deux en espace et d’ordre un en temps.  
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On peut distinguer des EDP quasi-linéaires ou semi- linéaires. De plus, dans le cas où 

les coefficients sont fonction des variables spatiales et temporelles, le type de l’EDP peut 

changer selon le point de l’espace et le moment considéré.  

 

 

1.6 Classification  des systèmes répartis  

  

Il existe trois classes de systèmes à paramètres distribués : de type hyperbolique, 

parabolique et elliptique, cette classification est plus difficile à établir dans le cas des EDP 

non linéaires. 

 

La classification générale des SPD s’appuie sur l’EDP de deuxième ordre, par 

définition, l’ordre d’une EDP est l’ordre de la plus grande dérivée présente dans l’équation 

[3]. 

 

En général, les systèmes linéaires d’ordre deux, dont la solution ݔሺݖ,  ሻ est fonction deݐ

deux variables ݐ et ݖ, le modèle mathématique s’écrit : 

 

ଵߙ       
߲ଶ xሺz, tሻ

ଶݖ߲  ൅ ଶߙ 2  
߲ଶ xሺz, tሻ

.ݖ߲ ݐ߲
൅ ଷߙ 

߲ଶ xሺz, tሻ
ଶݐ߲ ൅  ሾ… ሿ  ൌ 0                    ሺ1.10ሻ 

                   

Le terme entre crochet  dépend  de ݔሺݖ, , ሻݐ , ݐ ,ݖሺݔ et des dérivées premières de ݖ  .ሻݐ

 

L’équation est dite: 

 

 Hyperbolique, si ߙଶ
ଶ – ଷߙଵߙ ൐ 0, 

 Elliptique, si ߙଶ
ଶ – ଷߙଵߙ ൏ 0, 

 Parabolique, si ߙଶ
ଶ – ൌ ₃ߙଵߙ  0.  

 

Si les trois coefficients ߙଵ, ,ଶߙ  ଷ sont nuls, le type de l’équation dépend seulement desߙ

dérivées premières de ݔ ሺݖ,  .ሻ, alors l’équation est hyperbolique et d’ordre unݐ
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1.7 Nature des entrées et sorties d’un système à paramètres distribués  

 

Pour préciser la nature interne ou externe d’un système à paramètres distribués,  il faut 

spécifier en plus de l’équation d’état, la nature de l’entrée ݑ et la sortie ݕ, qui peut être  

distribuée ou localisée. 

 

Dans le cas où l’entrée u ou la sortie ݕ est de nature distribuée, le modèle résultant ne 

sera pas commode à manipuler, car physiquement, il n’est pas possible de calculer la 

température en tout point ݖ, alors on prend un nombre fini de points à partir duquel on 

considère la commande et la sortie comme ponctuelles. 

 

Mais le fait d’avoir des entrées-sorties de dimension finie, n’implique pas 

nécessairement qu’on a affaire à un système de dimension finie.  

 

 

1.8 Commandes d’un système à paramètres distribués  

 

 Pour les objectifs de commande (ou de simulation) d’un SPD, la nature des 

commandes doit être spécifiée, on distingue plusieurs classes [5] :  

 

 

1.8.1 Commande distribuée  

 

La loi de commande est distribuée en deux fonctions, la première est fonction de la 

variable espace ݖ, qui caractérise la structure géométrique du système d’actionneur, la 

deuxième est fonction du temps, et représente généralement le signal d’entrée (consigne). 

 

Cette décomposition permet de simplifier les calculs pour la détermination de la loi de 

commande. Dans ce cas ݑሺݖ, ሻ est définie sur  Ω ൈݐ   : et donnée comme suit ,ߠ

 

,ݖሺݑ ሻݐ ൌ ܾሺݖሻ ݑ௘ሺݐሻ                                                     ሺ1.11ሻ 
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où  ܾሺݖሻ représente la structure géométrique de l’ensemble des actionneurs, ݑ௘ ሺݐሻ représente 

l’ensemble des signaux d’entrée à la commande.  

 

 

1.8.2 Commande par zone  

 

Le domaine de variation ou spatial est décomposé en sections ou en zones. La 

commande agit sur les différents systèmes comme s’il s’agissait de systèmes indépendants, 

ceci engendre alors un ensemble de lois de commande.  

 

Une zone  Ω௜ représente une portion du domaine spatial Ω, une commande par zone est 

définie sur un sous ensemble de Ω௜   ൈ   θ, si la commande est appliquée sur ݈ zones, la 

commande s’écrit comme suit :  

 

,ݖሺݑ ሻݐ ൌ   ෍ ܾ௜ሺݖሻ
௟

௜ୀଵ
  ሻ                                                      ሺ1.12ሻݐ௘௜ሺݑ   

                                                                           

Où   ܾ௜ ሺݖሻ caractérise la structure géométrique du système d’actionneurs et ݑ௘௜ሺݐሻ est le 

signal d’entrée relatif à la zone ݅. 

 

 

1.8.3 Commande ponctuelle  

 

Cette commande est un cas particulier de la commande par zone qui se réduit dans ce 

cas à un simple point, la fonction ܾ௜ሺݖሻ est remplacée par la fonction de Dirac :  

 

,ݖሺݑ ሻݐ ൌ  ෍ ݖሺߜ  ሻݐ௘௜ሺݑ  െ ௜ሻݖ
௟

௜ୀଵ
                                           ሺ1.13ሻ 

                       

 .est la fonction de Dirac ߜ
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1.8.4 Commande par balayage  

 

Les zones ou les points d’action de la commande sont mobiles dans le domaine Ω.  

 

 

1.8.5 Commande aux frontières 

 

Les limites sont définies sur l’ensemble Γ, cette commande peut être par zones, 

ponctuelles, fixes ou à balayage dans le cas où Ω ؿ  ܴଶ ou ܴଷ  . 

 

Les différentes commandes sont illustrées par les figures suivantes : 

 

         ሻݐௗ ሺݑ                                                 ሻݐௗ ሺݑ                                  ሻݐௗ ሺݑ

 

   

 

 

 

ݖ ൌ ݖ                                                                                                    0  ൌ     ܮ

 

Commande  distribuée 

 

 

                     ሻݐௗ௤ ሺݑ                   …                   ሻݐௗଶ ሺݑ               ሻݐௗଵ ሺݑ       

 

 

 

    

…                   2 ݁݊݋ݖ               1 ݁݊݋ݖ          ݍ ݁݊݋ݖ                   

ݖ ൌ ݖ                                                                                                     0 ൌ                                ܮ

 

Commande par zones 
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                  ሻݐ௤ ሺݑ                   …              ሻݐଶ ሺݑ               ሻݐ૚ ሺݑ                

 

 

    

 

                                                                                                      

ݖ          ൌ ݖ                                                                                                      0 ൌ              ܮ

 

Commande ponctuelle 

 

 

 

 

 ሻݐሺݑ                                                   

 

 

 

 

ݖ  ൌ ݖ                                                                                                     0 ൌ      ܮ

 

                                                     Commande par balayage  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sens du déplacement de    
l’actionneur
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 ሻݐሺݑ                       

 

 

                                                                                              

 

ݖ ൌ ݖ                                                                                                      0 ൌ       ܮ

                                                ሻݐሺݑ                                                                                                             

  

 

 

 

 

ݖ            ൌ ݖ                                                                                                        0 ൌ                ܮ

 

Commande aux frontières 

 

Figure 1.1 Différents types de commandes d’un SPD 

 

 

1.9 Observations d’un système à paramètres distribués  

 

Le vecteur de sortie du système coïncide en général avec l’ensemble des observations, 

et se traduit souvent de transformations linéaires sur le vecteur d’état, on distingue [5] : 

 

 

1.9.1  Observation distribuée    

  

Sur Ω ൈ ,ݖሺݕ le vecteur de sortie ,ߠ  :ሻ peut être écrit sous la forme simplifiée suivanteݐ

 

,ݖሺݕ ሻݐ ൌ ,ݖሺܥ ,ݖሺݔሻݐ  ሻ                                                        ሺ1.14ሻݐ

 

où ܥሺݖሻ caractérise la structure géométrique des systèmes d’observation et ݔሺݖ, ሻݐ                        

représente le vecteur d’état du système [1]. 
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1.9.2  Observation ponctuelle  

 

Elle nécessite de prendre quelques points particuliers ݖ௜ sur l’espace Ω , sur lesquels  

on définit la sortie pour chacun de ces points comme suit :  

 

,ݔሺݕ ሻݐ ൌ න ݖሺݔ െ ݖሺߜ ௜ሻݖ െ ݖ݀  ௜ሻݖ ൌ ,௜ݖሺݔ ሻݐ
ஐ

                           ሺ1.15ሻ 

 

 

1.9.3  Observation par balayage 

  

Les points d’observation (système de capteur) sont mobiles dans Ω. 

 

 

1.9.4  Observation par moyennage spatial  

 

Elle est définie par l’intégrale suivante :  

 

ሻݐሺݕ ൌ  න ,ݖሺݔ ሻݖሺܥ ݖ݀ ሻݐ
ஐ

                                                     ሺ1.16ሻ 

 

Avec ܥሺݖሻ caractérise la structure géométrique de l’ensemble des capteurs. 

 

Les différentes observations sont illustrées par la figure suivante : 

 

 

1.9.5  Observation aux frontières 

 

Les limites sont définies sur l’ensemble Γ où l’observation est appliquée. 
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ݖ                     ൌ ݖ                                              ሻݐ௜  ሺݖ                                            0 ൌ  ܮ

                                                         

 

 

 

 

ݖ                      ൌ ݖ                                                ሻݐ௜ ሺݕ                                             0 ൌ                      ܮ 

 

                                                     Observation distribuée  

 

ݖ ൌ ݖ                                                                                                      0 ൌ       ܮ

       

 

 

 

 

                                              ሻݐ௤ሺݕ                   …                ሻݐଶ ሺݕ              ሻݐ૚ ሺݕ               

 

Observation ponctuelle 

 

ݖ ൌ ݖ                                                                                                    0 ൌ       ܮ

 

 

 

 

                          ሻݐሺݕ                       

ݖ ൌ ݖ                                                                                                     0 ൌ       ܮ

  

 

 

  

                            ሻݐሺݕ                                                              

Observation  aux frontières 
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ݖ ൌ ݖ                                                                                                      0 ൌ       ܮ

 

 

 

 

 

       ሻݐሺݕ

 

Observation par balayage 

 

 

ݖ ൌ ݖ                                                                                                       0 ൌ  ܮ

 

 

 

 

 

 ሻݐ௅ሺݕ                                                   ሻݐ௜ሺݕ                                           ሻݐ௢ሺݕ   

 

 

 

 ሻݐሺݕ

 

Observation par balayage spatial 

 

Figure 1.2 Différents types d’observation d’un SPD 

 

 

1.10  Conclusion  

 

Ce chapitre a été consacré à des généralités sur des SPD. L’objectif a été de passer en 

revue les différentes notions utilisées le long de ce travail. 

 

 Sens du  déplacement    
du capteur  
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Dans le domaine de la commande des SPD, l’étude du type des EDP modélisant le 

SPD constitue le point de départ pour toute conception du correcteur. Dans la suite, on 

s’intéresse juste aux systèmes à paramètres distribués hyperboliques. Un des exemples des 

systèmes hyperboliques utilisé dans l’industrie est l’échangeur de chaleur. La description et la 

modélisation de ce système fera l’objet du chapitre suivant. 
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2.1 Introduction 

 

Les échangeurs de chaleur occupent une place très importante dans l’industrie. Ils sont 

utilisés pour refroidir ou chauffer des fluides en se basant sur des principes de la thermique.  

 

Ce procédé est adopté en particulier pour des questions de sécurité et d’efficacité.  

 

L’évolution des températures dans un échangeur de chaleur sont décrites par des 

équations aux dérivées partielles. Ces équations modélisent les phénomènes de diffusion et/ou 

de convection.     

 

Dans ce chapitre, on présente un échangeur de chaleur à double tube à contre courant, 

on s’intéresse particulièrement à la modélisation et simulation du comportement dynamique 

en boucle ouverte.  

 

 

2.2 Généralités sur les transferts de chaleur  

 

La thermodynamique permet de prévoir la quantité totale d’énergie qu’un système doit 

échanger avec l’extérieur pour passer d’un état d’équilibre à un autre. La thermique (ou la 

thermocinétique) se propose de décrire quantitativement (dans l’espace et dans le temps) 

l’évolution des grandeurs caractéristiques du système, en particulier la température, entre 

l’état d’équilibre initial et l’état d’équilibre final. 

 

 

2.2.1 Définitions 

 

 La température : c’est la manifestation mesurable de la chaleur stockée, on dit aussi 

que la température est liée à la moyenne d’énergie cinétique due au mouvement des atomes et 

molécules du corps.  

 

 La chaleur : c’est une forme d’énergie,  lorsqu’on l’introduit dans le corps, la 

température de ce dernier augmente. Dans le cas d’un changement de phase, une partie de 
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cette énergie est utilisée pour satisfaire les besoins thermiques du corps liés aux  phénomènes 

de transfert (fusion, évaporation, etc.…). 

 

 

2.2.2 Champ de température  

 

Les transferts d’énergie sont déterminés à partir de l’évolution dans l’espace et dans le 

temps de la température, c’est-à-dire ܶ ൌ  ݂ሺݔ, ,ݕ ,ݖ  ሻ, la valeur instantanée de la températureݐ

en tout point de l’espace est un scalaire appelé « champ de température », on distingue deux 

cas :  

 

-  Champ de température indépendant du temps : le régime est dit permanent ou stationnaire. 

-  Evolution du champ de température avec le temps : le régime est dit variable ou transitoire. 

 

 

2.2.3 Gradient de température    

 

Si l’on réunit tous les points de l’espace qui ont la même température, on obtient une 

surface dite surface isotherme. La variation de la température, par unité de longueur est 

maximale le long de la normale à la surface isotherme. Cette variation est caractérisée par le 

gradient de température :   

    

ܶߘ               ൌ  ߟ
߲ܶ
߲݊

                                                                ሺ2.1ሻ  

 

avec ߟ est le vecteur unitaire de la normale, et   
డ்

డ௡
   est la dérivée de la température le long de 

la normale. 

 

 

2.2.4 Flux de chaleur  

 

La chaleur s’écoule sous l’influence d’un gradient de température des hautes vers les 

basses températures. La quantité de chaleur transmise par unité de temps et par unité d’aire de 

la surface, isotherme, est appelée densité de flux de chaleur :  
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ൌ ߔ    
1
ܵ

  
݀ܳ
ݐ݀

                                                                ሺ2.2ሻ 

 

où ܵ est l’aire de la surface en ݉ଶ. On appelle flux de la chaleur, la quantité de chaleur  

transmise sur la surface ܵ par unité de temps :  

     

    ߮  ൌ    
݀ܳ
ݐ݀

                                                                  ሺ2.3ሻ 

 

 

2.3 Différents modes de transfert de chaleur  

 

L’échange de chaleur qui se produit entre deux corps qui sont à des températures 

différentes, peut se faire selon trois modes :  

 

1) Conduction : (Figure 2.1) la chaleur se propage de proche en proche à travers la 

matière, sans qu’il n’ait de transfert de cette dernière. La conduction assure un bon transfert 

de chaleur à travers les solides. C’est le transfert de chaleur au sein d’un milieu opaque, sans 

déplacement de matière, sous l’influence d’une différence de température. La propagation de 

la chaleur par conduction à l’intérieur d’un corps s’effectue selon deux mécanismes distincts : 

une transmission par les vibrations des atomes ou molécules, et une transmission par les 

électrons libres. 

 

    ߮  ൌ  െܶߘ ܵ ߣ                                                                   ሺ2.4ሻ 

 

où sous la forme algébrique :  

 

             ߮ ൌ  െ ߣ ܵ  
߲ܶ
߲ܺ

                                                                 ሺ2.5ሻ 

                             

avec  ߮  Flux de chaleur transmis par conduction ሺWሻ, 

 ,ଵሻିܥ° Conductivité thermique du milieuሺW ݉ିଵ  ߣ         

         ܺ  Variable d’espace dans la direction du flux   ሺ݉ሻ,  

         ܵ  Aire de la section de passage du flux de chaleur ሺ݉ଶ). 
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                                                                                                             ܵ 

    ܶ1                                                                                             ܶ2 

                                                                                                                  ߮ ൌ  െ ߣ S డ்

డ௑
  

                                                                                                                                        

 

 

Figure 2.1 Schéma du transfert de chaleur conductif. 

 

2) Convection : (Figure 2.2) dans un fluide les différences de températures produisent 

des différences de densités pouvant amener à des mouvements de la matière dits mouvements 

de convection, la convection se produit lorsqu’un liquide ou un gaz est en contact avec une 

source plus chaude ; il se produit alors un mouvement d’ensemble des molécules du fluide 

transportant la chaleur vers les zones plus froides.   

 

                                Fluide   à  ∞ܶ                            ߮                                                                                              

  ௣ܶ  

  

                                                                     

 

Figure 2.2 Schéma du transfert de chaleur convectif. 

                        

Ce mécanisme de transfert est régi par la loi de Newton :  

 

                                                        ߮ ൌ  ݄ ܵ ሺ ௣ܶ   െ  ∞ܶሻ                                                   ሺ2.6ሻ  

 

où  ߮    Flux de chaleur transmis par convection en ሺWሻ 

       ݄   Coefficient de transfert de chaleur par convection en ሺW ݉ଶ °Cିଵሻ, 

      ௣ܶ   Température de surface du solide en ሺ°Cሻ, 

      ∞ܶ Température du fluide loin de la surface du solide en ሺ°Cሻ, 

      ܵ    Aire de la surface de contact solide / fluide en  ሺ݉ଶሻ. 

 

3) Rayonnement : (Figure 2.3) les corps émettant de l’énergie par leur surface sous 

forme des radiations, c’est un moyen qui n’a pas besoin de support matériel, on le rencontre 

                      ܶ1 ൐ ܶ2      

ܵ
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dans le vide, tous les corps transparents permettant ainsi à la chaleur de se propager. Alors, le 

rayonnement ne nécessite ni contact, ni présence d’aucune matière entre les deux corps.  

 

  Milieu environnant à ∞ܶ                                                                   

                                                                          ߮ 

                                                                                                                                                                  ௣ܶ 

 

 

 

 

Figure 2.3 Schéma du transfert de chaleur radiatif. 

 

  ߮ ൌ ሺ  ܵ  ∞ߝ ߪ  ௣ܶ
ସ െ ܶ ∞ସ  ሻ                                                        ሺ2.7ሻ 

 

 où ߮   Flux de chaleur transmis par rayonnement en ሺWሻ, 

Constante de Stefan  ൌ    ߪ           5.67 .10ି଼ ሺW ݉ିଶ K-4ሻ, 

 ,Facteur d’émission de la surface  en ሺKሻ  ∞ߝ      

      ௣ܶ  Température de la surface en ሺKሻ, 

      ∞ܶ Température du milieu environnant la surface en ሺܭሻ, 

      ܵ   Aire  de la surface en  ሺ݉ଶሻ.  

 

 

2.4 Aperçu général sur les échangeurs thermiques  

 

 

2.4.1 Définition  

 

Un échangeur de chaleur est un dispositif permettant de transférer de l’énergie 

thermique d’un fluide vers un autre sans les mélanger (c’est-à-dire transmettre de la chaleur 

d’un fluide gaz ou liquide à un autre). Dans les échanges, les deux fluides sont séparés par une 

paroi à travers laquelle les échanges se font par convection [10]. 
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2.4.2 Principe général 

 

En général, le principe consiste à faire circuler deux fluides à travers des conduites qui 

les mettent en contact thermique. De manière générale, les deux fluides sont mis en contact 

thermique à travers une paroi, qui est le plus souvent métallique, ce qui favorise les échanges 

de chaleur.  

 

Le principal problème consiste à définir une surface d’échange suffisante entre les 

deux fluides, pour transférer la quantité de chaleur nécessaire dans une configuration donnée. 

 

La quantité de chaleur transférée dépend de la surface d’échange, mais aussi de 

nombreux autres paramètres, le flux de chaleur va dépendre aussi :  

 

 -  des températures d’entrée, 

 -  des coefficients d’échange par convection, 

 -  des caractéristiques thermiques des fluides (chaleur spécifique, conductivité thermique). 

 

 

2.5 Distribution des températures dans un échangeur  

 

Les températures des fluides évoluent pendant leur traversée longitudinale de 

l’échangeur, à moins que l’un des fluides ne subisse un changement de phase, où sa 

température reste constante. 

 

Dans un échangeur à contre courant, la température de sortie du fluide le «plus froid» 

peut être supérieure à celle du fluide le «plus chaud», cette disposition est l’une des 

caractéristiques la plus favorable d’un échangeur thermique [13].  

 

 

2.6 Différents types d’échangeurs à fluide  

 

Le modèle le plus simple d’échangeurs est constitué de deux tubes coaxiaux. L’un   

des fluides s’écoule dans le tube central, et l’autre dans l’espace annulaire (enveloppe). Les 
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deux fluides peuvent circuler dans le même sens ou en sens contraire. Selon le sens 

d’écoulement des deux fluides dans l’échangeur, on distingue :  

1) Echangeurs à courant parallèle (concourant) : les deux fluides s’écoulent 

parallèlement et dans le même sens. 

2) Echangeurs à contre courant : l’écoulement se fait en sens contraire. 

 

 

2.7  Modélisation d’un échangeur à double tube  

 

 

2.7.1  Processus  

 

Un fluide à densité constante ߩ et à capacité ܥ௣  coule dans le tube d’un échangeur 

thermique à double tube, avec une vitesse ܸ comme le montre la Figure 2.4, il entre à une 

température ଴ܶ  ensuite, il s’échauffe dans le tube par la condensation de la vapeur. 

 

Le tube a une section uniforme ܣ et la surface utilisée pour le transfert de chaleur par 

unité de longueur ܣ௦ [11]. 

                                          

              

                      Enveloppe                                       ௦ܶ௧                                      Vapeur                                         

                                     

  

                                                      ሺߩ, ,ݖ௉ሻ         ܸ                ܶሺܥ                                               ሻݐ

    

                                                     

                                     Condensât                                                                       Tube 

                                                              ݖ      

        

 

Figure 2.4 Echangeur thermique à double tube avec enveloppe chauffée à la vapeur. 
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La température du fluide varie avec le temps à n’importe quel point, c’est-à-dire le 

long de toute la longueur de l’échangeur thermique. Ainsi, la température du fluide est 

fonction, à la fois de la position et du temps.  

 

 

2.7.2 Définition et hypothèses  

 

On désire développer un modèle théorique qui va décrire la variation de la température 

du fluide du couple temps-position. 

 

Pour se faire, on considère des changements qui interviennent durant des intervalles de 

temps infiniment petits ሾݐ, ݐ ൅  ሿ, dans l’espace contenu dans une section d’anneauݐ߂

élémentaire, comme il est montré par la Figure 2.5,  dont les frontières sont ݖ et ݖ ൅  . ݖ߂ 

 

 

      

 

       Ecoulement du fluide                  

 

 

  

   z            z ൅ ∆z            

 

Figure 2.5. Equilibre thermique d’un élément élémentaire de l’enveloppe.  

 

Les hypothèses suivantes sont utilisées conjointement avec cette description 

microscopique du processus :  

 

1. Le matériau de l’élément est à température uniforme ܶ, mais la température aux 

frontières de l’élément sont ܶ│௭ et ܶ│௭ା ௱௭  . 

 

2. Le fluide s’écoule avec un profil de vitesse unidirectionnelle, ce qui nous permet de 

négliger les variations de température dans la direction radiale. 
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3. Les propriétés physiques du fluide sont supposées constantes, même chose pour la 

section de l’échangeur, qui est supposée constante. 

 

4. Les dynamiques de l’échangeur et du tube sont supposées assez petites pour être 

négligeables ; par conséquent, quelque soit l’accumulation d’énergie dans l’élément de 

l’anneau, elle est due entièrement au fluide l’occupant, et non pas aux parois de l’échangeur 

thermique. 

 

5. La vapeur à l’intérieur de l’enveloppe est à une température constante ௖ܶ௦௧ et le 

transfert de chaleur à travers la paroi du tube va suivre le principe de Newton [11].  

 

 

2.8  Equilibre énergétique (Théorème d’Euler) 

 

La quantité de l’énergie entrant à ݖ avec écoulement du fluide dans l’intervalle du 

temps   ሾݐ, ݐ ൅   : ሿ estݐ߂

 

ሺܶ ݐ߂  ௣ܥ ܸ ܣ ߩ                െ  ሻ  │௭                                                          ሺ2.8ሻכܶ 

                           

La quantité de l’énergie sortant de z ൅ Δz   avec écoulement du fluide dans l’intervalle 

du temps ሾݐ, ݐ ൅   : ሿ estݐ߂

 

ሺܶ ݐ߂ ௣ܥ ܸ ܣ ߩ െ  ሻ │௭ା ௱௭                                                       ሺ2.9ሻכܶ 

                                                        

La quantité de l’énergie à travers la paroi de l’échangeur thermique dans l’intervalle 

du temps ሾݐ, ݐ ൅  : ሿ estݐ߂

 

ሺ ݐ߂ ݖ߂ ௦ܣ ݄                                                       ௦ܶ௧ – ܶ ሻ                                                            ሺ2.10ሻ           

 

Notons que la surface totale du transfert  thermique dans cet anneau élémentaire 

est ܣ௦  Δݖ. La quantité d’énergie accumulée dans l’intervalle de temps ሾݐ, ݐ ൅   : ሿ estݐ߂

 

ሺܶ│௧ା௱௧ ݖ߂ ௣ܥ ܸ ܣ ߩ                                       െ ܶ│௧ሻ                                                        ሺ2.11ሻ 
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Pour qu’il y ait équilibre énergétique, il faut que la quantité totale d’énergie 

accumulée, dans l’intervalle de temps ሾݐ, ݐ ൅  ሿ, soit égale à la quantité totale arrivant àݐ߂

l’élément, moins celle le quittant dans le même intervalle de temps. Mathématiquement 

l’équilibre s’écrit comme suit :  

 

൫ܶ│௧ା௱௧ ݖ߂ ௣ܥ ܸ ܣ ߩ െ ܶ│௧൯ ൌ ሺܶ ݐ߂௣ܥ ܸ ܣ ߩ െ ሻ│௭כܶ െ ሺܶ ݐ߂ ௣ܥܸ ܣ ߩ  െ ሻ│௭ା௱௭כܶ  ൅

൫ ݐ߂ ݖ߂ ௦ܣ ݄                                                                          ௦ܶ௧ – ܶ ൯                                                  ሺ2.12ሻ    

                                    

En divisant  par  ܥܣߩ௣ ܸݖ߂  ݐ߂   on aura :  

 

     
ܶ│௧ା௱௧ െ  ܶ│௧

ݐ߂
 ൌ  ቆ

ܸ ܶ│௭ െ  ܸܶ│௭ା∆௭

ݖ∆
ቇ ൅  

௦ܣ݄

௣ܥܣ ߩ
 ሺ ௦ܶ௧ െ  ܶሻ                    ሺ2.13ሻ 

    

En prenant les limites de ݖ߂ et de ݐ߂  tendant vers zéro, et en rappelant la définition de 

la dérivée partielle d’une fonction, l’équation précédente devient :  

 

     
߲ܶሺݖ, ሻݐ

ݐ߲
  ൅  ܸ 

߲ܶሺݖ, ሻݐ
ݖ߲

 ൌ  ܽ ሾ ௦ܶ௧ –  ܶሿ                                  ሺ2.14ሻ 

 

 avec : 

            ܽ ൌ   
  ௦ܣ݄ 
௣ܥܣߩ

                                                                    ሺ2.15ሻ 

                                               

L’équation une équation aux dérivées partielles linéaire hyperbolique de premier ordre 

[11]. 

 

On note quelques points importants sur le modèle ci-dessus [13] :  

 

1. Dans l’équationሺ2.14ሻ, le système est à deux paramètres ܽ et ܸ. En principe, la vitesse 

du fluide est connue, alors on a seulement besoin d’estimer le paramètre ܽ, avant que le 

modèle ne soit utilisé, pour prédire les profils de température dans l’échangeur thermique. 

 

2. Si les variations de  température dans l’enveloppe sont importantes, une procédure 

similaire est basée sur un élément microscopique de l’enveloppe, peut être utilisée pour 
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obtenir les équations nécessaires, et si la dynamique de la paroi est prise en compte, alors 

l’équilibre énergétique doit s’écrire aussi bien pour le tube et pour l’enveloppe. En somme, on 

aura donc quatre équations :  

 le profil de température dans le tube, 

 le profil de température dans l’enveloppe, 

 la représentation de la paroi séparant le tube et l’enveloppe.  

 

3. Les modèles des systèmes à paramètres distribués sont habituellement incomplets, si 

on ne spécifie pas les conditions aux limites. Dans le cas où  l’EDP est de premier ordre par 

rapport à la condition spatiale ݖ, le modèle requiert une condition initiale (pour la dérivée par 

rapport au temps), et une condition aux limites (pour la dérivée par rapport à ݖ). 

 

La condition aux limites est spécifiée à ݖ ൌ  0, puisque la température du fluide à 

l’entrée de l’échangeur est connue, par conséquent :  

 

à  ݖ ൌ 0  

 

                           ܶሺ0, ሻݐ ൌ  ଴ܶሺݐሻ                                                               ሺ2.16ሻ 

 

La condition initiale est un profile de température de démarrage : 

 

à  ݐ ൌ  0 

 

 ܶሺ0, ݖሻ  ൌ   ሻ                                                              ሺ2.17ሻݖሺכܶ 

                     

 

2.9 Simulation du comportement dynamique de l’échangeur 

  

Pour la simulation du comportement dynamique de l’échangeur de chaleur, on va 

discrétiser le modèle EDP en utilisant la méthode des différences finies. L’objectif est de se 

ramener à un système à paramètres localisés. 
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 Discrétisation  du modèle  
 

La discrétisation est la  partition d’un ou plusieurs domaines en parties bien égales, en 

utilisant  des méthodes de calcul de subdivision, afin de simplifier les équations complexes 

qui décrivent la dynamique du système. 

 

Le système est de premier ordre. Considérons  la discrétisation spatiale du modèle. 

Décomposons le domaine d’espace ሾ0,1ሿ en  N  intervalles égaux correspondant à un pas de 

discrétisation ∆ݖ ൌ ଵ

N
 . 

 

ݔ߲
ݖ߲

ۖ௡ ൌ  
௡  െݔ ௡ିଵݔ 

ݖ∆
                                                        ሺ2.18ሻ 

                       

d’où l’équation différentielle :  

 

 
ݔ߲
ݐ߲

ۖ௡  ൌ െ ൬
ܸ
ݖ∆

൅  ܽ൰ ݔ௡ ൅  
ܸ

ݖ∆
௡ିଵ ൅ݔ   ሺ2.19ሻ                                             ݑܽ

 

avec la condition initiale :  

 

,ݖሺݔ 0ሻ ൌ 25  

 

et  les conditions aux limites :  

 

ሻݐ଴ሺݔ ൌ ,ሺ0ݔ ሻݐ ൌ 25 

ሻݐ௡ሺݔ   ൌ ,ሺ1ݔ ሻݐ ൌ  ሻݐଵሺݔ

 

On obtient donc le système d’équations différentielles suivant :  
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ଵሶݔ ሺݐሻ ൌ െ ൬
ܸ

ݖ∆
൅  ܽ൰ ଵݔ ൅  

ܸ
ݖ∆

଴ݔ ൅   ݑܽ 

ଶሶݔ ሺݐሻ ൌ െ ൬
ܸ

ݖ∆
൅  ܽ൰ ଶݔ ൅ 

ܸ
ݖ∆

ଵݔ ൅   ݑܽ 

ଷሶݔ ሺݐሻ ൌ െ ൬
ܸ

ݖ∆
൅  ܽ൰ ଷݔ ൅ 

ܸ
ݖ∆

ଶݔ ൅   ݑܽ 

 ሺ2.20ሻ                                                                  ڭ                                             

௞ሶݔ ሺݐሻ ൌ െ ൬
ܸ
ݖ∆

൅  ܽ൰ ௞ݔ ൅  
ܸ

ݖ∆
௞ିଵݔ ൅   ݑܽ 

 ڭ

௡ሶݔ ሺݐሻ ൌ െ ൬
ܸ
ݖ∆

൅  ܽ൰ ௡ݔ ൅  
ܸ

ݖ∆
௡ିଵݔ ൅   ݑܽ 

 

Sous la forme matricielle, le système ሺ2.20ሻ s’écrit : 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ଵሶݔ ሺݐሻ
ଶሶݔ  ሺݐሻ
ሻݐሶଷሺݔ

ڭ
ےሻݐሶ௡ሺݔ

ۑ
ۑ
ۑ
ې

 ൌ  

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ െ ቀ ௏

∆௭ା௔
ቁ ڮ                  0                                     0       

ቀ– ௏

∆௭
 ቁ       – ቀ ௏

∆௭
൅ ܽቁ     ڭ                         ڰ         

     
ڭ ڰ                          0                                      0

         0                 0                  ቀെ ௏

∆௭
 ቁ        െ ቀ ௏

∆௭
൅ ܽቁے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

   

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
 ଵݔ
ଶݔ
 ଷݔ
 ڭ

௡ݔ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

   ൅   

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ܽ 
ܽ 
ܽ 
 ڭ
ܽ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
  ݑ  

൅ 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

௏

∆௭
0 
0
  ڭ 
0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

 ଴                                         ሺ2.21ሻݔ

 

 Pour simuler le comportement dynamique de l’échangeur en boucle ouverte, on applique 

une entrée du type échelon de 50°ܥ (température de l’enveloppe). L’évolution de la 

température à certains points de l’échangeur est donnée par la Figure 2.6. On constate que 

l’évolution de la température est apériodique et le système est stable en boucle ouverte. 
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Figure 2.6 Evolution de la température de certains points de l’échangeur en boucle ouverte. 

 

 

2.10 Conclusion   

  

Ce chapitre a été consacré à la présentation du procédé considéré dans ce mémoire. Il 

s’agit d’un échangeur de chaleur  à double tube avec enveloppe chauffée à la vapeur. Ainsi, 

après avoir introduit certaines notions relatives au transfert de chaleur et des échangeurs de 

chaleur, on a axé notre étude sur la modélisation de l’échangeur de chaleur en se basant sur 

l’équilibre énergétique. 

 

Le modèle final résultat obtenu est sous forme d’une équation aux dérivées partielles, 

linéaire  hyperbolique de premier ordre. 

 

Pour assurer un profil de température désiré pour la température du fluide, la 

commande géométrique constitue une approche de commande bien adaptée pour les systèmes 

hyperboliques. Cette étude fera l’objet du chapitre suivant. 
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3.1 Introduction  

 

De nombreuses applications industrielles relèvent d’une modélisation par des EDP de 

premier ordre en temps, l’approche conventionnelle utilisée pour la commande des systèmes à 

paramètres distribués, se base sur la discrétisation spatiale du modèle, décrit par des équations 

aux dérivées partielles.  

 

La théorie de la commande des systèmes linéaires est beaucoup plus développée que 

celle des systèmes non linéaires, mais les progrès réalisés dans  le domaine non linéaire font 

que le concepteur d’un système de commande dispose actuellement d’un certain nombre 

d’outils efficaces, à condition qu’il possède lui-même un modèle de connaissance non 

linéaire, plus ou moins précis du procédé. 

 

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la synthèse d’une loi de commande géométrique 

pour l’échangeur de chaleur, décrit d’une manière approfondie et modélisé, dans le chapitre 

précédent, par une équation aux dérivées partielles hyperbolique de premier ordre. Dans le but 

de mettre en évidence les performances de cette loi de commande, des tests de simulation sont 

effectués et concernent principalement les problèmes de régulation. 

 

 

3.2 Commande par retour d’état d’un système hyperbolique quasi-linéaire  

 

3.2.1 Système d’équations aux dérivées partielles hyperboliques de premier ordre  

 

Le modèle d’état d’un système à paramètres distribués hyperbolique de premier ordre 

quasi-linéaire est donné comme suit  [6] :  

  

ݔ߲
ݐ߲

ൌ ሻݔሺܣ
ݔ߲
ݖ߲

൅ ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻݑ  

ݕ ൌ ݄ሺݔሻ,         

ݍ       ൌ  ሻ                                                                ሺ3.1ሻݔሺ݌

 

avec la condition aux limites suivantes : 
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ܴሺݐሻ ൌ ,ሺܽݔ  ଵܥ ሻݐ ൅ ,ሺܽݔ  ଶܥ  ሻ                                          ሺ3.2ሻݐ

 

et la condition initiale : 

 

,ݖሺݔ 0ሻ ൌ  ሻ                                                         ሺ3.3ሻݖ଴ሺݔ

 

 

avec : ܣሺݔሻ  est la matrice d’évolution, 

,ݖሺݔ             ሻݐ ൌ ሾݔଵሺݖ, ሻݐ ڮ ,ݖ௡ ሺݔ  ,ሻሿ est le vecteur des variables d’étatݐ

            ݂ሺݔሻ, ݃ሺݔሻ  sont des fonctions vectorielles lisses, 

           ݄ሺݔሻ,  ,ሻ sont des fonctions scalairesݔሺ݌

 ,est la sortie mesurée ݍ            

 ,est l’entrée de commande ݑ           

 ,est la sortie à commander ݕ          

, ଵܥ          ݊ ଶ sont des matrices constantes de dimensionܥ ൈ ݊, 

          ܴሺݐሻ est un vecteur colonne fonction lisse du temps. 

 

Remarque : le système d’équations peut être parabolique, elliptique ou hyperbolique, selon 

les valeurs propres de ܣሺݔሻ. 

 

 

3.2.2 Développement de la procédure de commande 

 

3.2.2.1 Formulation générale du problème 

 

Considérons le système d’équations différentielles aux dérivées partielles 

quasi linéaires de premier ordre de la forme de la relation ሺ3.1ሻ, pour lequel  la variable de 

commande ݑሺݖ, ,ݖሺݍ ሻ,  la variable mesuréeݐ ,ݖሺݕ ሻ, et la variable à commanderݐ  ሻ sontݐ

distribuées dans l’espace. 

 

On suppose que, pour commander la variable  ݕሺݖ,  ሻ , il existe un nombre fini  ݈  deݐ

capteurs et d’actionneurs, il est clair qu’on ne peut pas commander la variable  ݕሺݖ,  ሻ en toutݐ
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point de  l’espace. Ainsi, il est plus commode de formuler une loi de commande dans un 

nombre fini d’intervalles spatiaux (sections) comme est indiqué dans la Figure 3.1.[6] 

 

 En particulier, en se référant à un intervalle spatial unidimensionnel ሾݖ௜ ,  ௜ାଵሿ,  onݖ

suppose que la commande est ݑ௜ ሺݐሻ, avec ݑ௜ ሺݐሻ א ܴ, la sortie mesurée est ݍ௜ሺݐሻ, 

avec ݍ௜ሺݐሻ א ܴ, et la sortie à commander est ݕ௜ሺݐሻ, avec ݕ௜ሺݐሻ א ܴ et les relations suivantes 

sont vérifiées : 

 

,ݖሺݑ   ሻݐ ൌ ෍  ܾ௜ ሺݖሻ ݑ௜
௟

௜ୀଵ
ሺݐሻ                  

ሻݐ௜ሺݕ                                                   ൌ ,ݖሺݕ ሻݐ௜ሺܥ  ሻ                                                                    ሺ3.4ሻݐ

ሻݐ௜ሺݍ ൌ ܳ௜ሺݐሻ ݍሺݖ,                                            ሻݐ

         

avec                                            ݖ௜ ൑ ൑ ݖ    ௜ାଵݖ

 

où  ܾ௜ ሺݖሻ est une fonction lisse,  ܥ௜, ܳ௜ Sont des opérateurs linéaires bornés.  

 

Du point de vue pratique, la fonction ܾ௜ሺݖሻ caractérise la distribution de la variable de 

commande ݑ௜ሺݐሻ dans l’intervalle ሾݖ௜,  ௜ାଵሿ et l’opérateur ܳ௜ détermine la structure du capteurݖ

dans le même intervalle.  

 

L’opérateur  ܥ௜ dépend des performances désirées, et dans la majorité des applications 

pratiques, il prend la forme suivante :  

 

ሻݐ௜ሺݕ ൌ ሻݔ௜ ݄ሺܥ ൌ න ௜ܥ
௭೔శభ

௭೔

ሺݖሻ݄൫ݔሺݖ,  ሺ3.5ሻ                                           ݖሻ൯݀ݐ

 

avec  ܥ௜ሺݖሻ une fonction de z lisse (de classeܥ∞) connue. Pour simplifier, considérons les 

fonctions normalisées  ܾ௜ ሺݖሻ, ܥ௜ሺݖሻ pour  ݅ ൌ 1 … ݈ dans l’intervalle  ሾܽ, ܾሿ :  

 

෍   න ܾ௜

௭೔శభ

௭೔

௟

௜ୀଵ

ሺݖሻ݀ݖ ൌ  ෍   න ௜ܥ

௭೔శభ

௭೔

௟

௜ୀଵ

ሺݖሻ݀ݖ ൌ 1                                               ሺ3.6ሻ 
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En utilisant les relations ሺ3.4ሻ et ሺ3.5ሻ, le système d’équation ሺ3.1ሻ prend la forme suivante : 

 

          
ݔ߲
ݐ߲

ൌ Aሺxሻ
∂x
∂z

൅ ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻܾሺݖሻݑ 

ݕ ൌ                                ሻݔሺ݄ ܥ

ݍ ൌ  ሻ                                                                                ሺ3.7ሻݔሺ݌ ܳ

           ܴሺݐሻ  ൌ ,ሺܽݔଵܥ ሻݐ ൅ ,ሺܾݔ ଶܥ             ሻݐ

ݑ          ൌ ሾݑଵ ݕ    , ௟ሿݑ … ൌ ሾݕଵ …            ௟ሿݕ

 

En posant dans le système d’équations décrit par la relation ሺ3.7ሻ : 

  

ሻݔሺܣ ൌ ,ܣ ݂ሺݔሻ ൌ , ݔܤ ݃ሺݔሻ ൌ ,ݓ ݄ሺݔሻ ൌ ,ݔ݇ ܲሺݔሻ ൌ      ݔ݌

 

où  ܣ  et  ܤ sont des matrices et  ݓ, ݇,  .sont des vecteurs de dimensions appropriées [13] ݌

 

La relation ሺ3.7ሻ se réduit au système d’équation aux dérivées partielles linéaires 

hyperboliques de premier ordre de la forme suivante [13] :  

 

ݔ߲
ݐ߲

ൌ ܣ
ݔ߲
ݖ߲

൅ ݔܤ  ൅  ݑሻݖሺܾݓ

 

തݕ  ൌ ,  ݔ݇ܥ തݍ ൌ  ሺ3.8ሻ                                                          ݔ݌ܳ

 

avec la condition aux limites est décrite par la relation ሺ3.2ሻ, et la condition initiale est décrite 

par la relation ሺ3.3ሻ. 
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                   ሻݐ௟ ሺݑ                                       ሻݐ௜ ሺݑ                                     ሻݐଵ ሺݑ                

  

 

 

 

 

 

 

          

 

 

,ሻݐଵ ሺݍ          ,ሻݐ௜ ሺݍ                          ሻݐ௜ሺݕ ,ሻݐ௟ ሺݍ                          ሻݐ௜ሺݕ  ሻݐ௟ሺݕ

 

Figure 3.1 stratégie de commande d’un SPD 

 

 

3.2.2.2 Application à l’échangeur thermique 

 

Dans cette section, on s’intéresse à la commande géométrique de l’échangeur de 

chaleur. Pour ce type de système, la sortie à commander est la même que la sortie mesurée. 

 

 

 Rappel  

 

L’échangeur de chaleur est de longueur d’un mètre, son modèle est décrit  par 

l’équation aux dérivées partielles suivante :  

 

߲ܶ
ݐ߲

 ൌ  െܸ 
߲ܶ
ݖ߲

 െ ܽ ܶ ൅ ܽ ௦ܶ௧                                                             ሺ3.9ሻ 

 

avec  ܽ ൌ   .ଵିݏ 2.92 

 

et la condition initiale   
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                                                               ܶሺݖ, 0ሻ ൌ 25Ԩ                                                                    ሺ3.10ሻ  

 

et les conditions aux limites sont : 

 

                                                              ܶሺ0, ሻݐ ൌ ଴ܶሺݐሻ                                                                    ሺ3.11ሻ 

 

en considérant comme vecteur d’état ݔሺݖ, ሻݐ ൌ ܶሺݖ,   : ሻ; le modèle  ሺ3.9ሻ s’écritݐ

 

ݔ߲
ݐ߲

 ൌ  െܸ
ݔ߲
ݖ߲

 – ݔܽ ൅  ሺ3.12ሻ                                                   ݑܽ

 

 avec la condition initiale :  

 

,ݖሺݔ 0ሻ ൌ 25 

 

et les conditions aux limites :  

 

,ሺ0ݔ ሻݐ ൌ  ଴ݔ

 

 

 Synthèse de la loi de commande 

 

Pour obtenir la loi de commande géométrique, la première étape consiste à déterminer 

le degré relatif  ߪ de l’échangeur de chaleur à contre courant. 

 

Le degré relatif est défini comme le plus petit degré de dérivation de la sortie, qui 

dépend explicitement de l’entrée. Le concept du degré relatif permet de formuler et de 

solutionner le problème de commande par retour d’état [14]. 

 

Le degré relatif entre une sortie  ݕ௜ et une entrée  ݑ௜ du système d’équation aux 

dérivées partielles quasi linéaire de la forme donnée avec la relation ሺ3.7ሻ est défini comme le 

petit entier ߪ௜ pour lequel :   
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௚ ቌ෍ܮ ௜ܥ   
௝ݔ߲

ݖ߲

௡

௝ୀଵ

௔௝ܮ   ൅  ܮ௙ቍ

ఙ೔షభ

݄ሺݔሻܾ௜ሺݖሻ ് 0                               ሺ3.13 ሻ 

 

où  ௝ܽ  désigne le  jème vecteur colonne de la matrice ܣሺݔሻ. Le degré relatif   ߪ௜ dépend des 

propriétés structurelles de la matrice ܣሺݔሻ et les fonctions ݂ሺݔሻ , ݃ሺݔሻ et ݄ሺݔሻ ainsi que du 

système de commande [6]. 

 

Notre but est de commander l’échangeur de chaleur  de telle sorte à assurer une valeur 

désirée pour la sortie définie comme la moyenne spatiale, c’est-à-dire  

 

ݕ ൌ  න ,ݖሺݔሻݖሺܥ ሻݐ

ଵ

଴

 ሺ3.14 ሻ                                                                  ݖ݀

ሻݖሺܥ                 ൌ  
1

௟ݖ െ ଴ݖ
ൌ     

1
1 െ 0

                                               

 

dans ce cas, on aura alors :  

ሻݐሺݕ ൌ  න ,ݖሺݔ ሻݐ

ଵ

଴

  ሺ3.15ሻ                                                                    ݖ݀

 

En différentiant  ݕ  par rapport aux temps, on aura :  

 

 ݕ݀
ݐ݀

ൌ
݀
ݐ݀

න ,ݖሺݔ 1ሻ

ଵ

଴

                              ݖ݀

ൌ න ൬െܸ
ݔ߲
ݖ߲

െ ݔܽ ൅ ൰ݑܽ    ݖ݀

ଵ

଴

 

               ൌ െܸ න
ݔ߲
ݖ߲

ଵ

଴

ݖ݀  െ ܽ න ݖ݀ ݔ

ଵ

଴

൅ ܽ න ݖ݀ ݑ

ଵ

଴

 

ݕ݀
ݐ݀

ൌ െܸሾݔሺ1ሻ െ ሺ0ሻሿݔ െ ܽ න ݖ݀ ݔ െ       ݑܽ

ଵ

଴

                           ሺ3. 16ሻ 

 



Chapitre 3                               Commande géométrique non linéaire de l’échangeur de chaleur 

 

38 
 

La commande  ݑሺݐሻ apparait explicitement dans la première dérivée de la sortie. 

Comme le coefficient de transfert de chaleur ܽ ് 0, le degré relatif du système est ߪ ൌ 1, ceci 

signifie que la dynamique entrée-sortie en boucle fermée entre une entrée externe v et ݕ sera 

une dynamique d’un système de premier ordre donnée comme suit :  

 

߬
ݕ݀
ݐ݀

൅ ݕ ൌ  ௗ                                                                      ሺ3.17ሻݕ 

 

avec  ݕௗ   est une entrée externe ou de référence et  ߬ la constante de temps désirée en boucle 

fermée. 

  

Cette représentation entrée-sortie est une équation différentielle de premier ordre, dont 

l’équivalent dans le domaine de Laplace :  

 

ሻݏሺݕݏ߬ ൅ ሻݏሺݕ ൌ  ሻ                                                           ሺ3.18ሻݏௗሺݕ

 

d’où :  

ሻݏሺݕ
ሻݏௗሺݕ

ൌ  
1

1 ൅ ݏ߬
                                                                        ሺ3.19ሻ 

 

Le but de la commande est d’imposer au fluide traversant le tube une température 

désirée, pour cela la température moyenne dans le tube doit être très proche de la consigne 

tout en assurant une stabilité de fonctionnement. On a :  

 

ሻݐሺݕ ൌ  න ,ݖሺݔ  ݖሻ݀ݐ

ଵ

଴

                                                              ሺ3.20ሻ 

 

En différentiant  ݕሺݐሻ  par rapport au temps trouvé déjà précédemment,  on aura : 

  

ݕ݀
ݐ݀

ൌ െܸሾݔሺ1ሻ െ ሺ0ሻሿݔ െ ܽ න ݖ݀ ݔ ൅  ݑܽ

ଵ

଴

 

߬
ݕ݀
 ݐ݀

ൌ  െ߬ ܸሾݔሺ1, ሻݐ െ ,ሺ0ݔ ሻሿݐ െ ߬ ܽ න ݖ݀ ݔ ൅  ሺ3.21ሻ                  ݑ ܽ ߬

ଵ

଴
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En sommant les deux égalités données par ሺ3.20ሻ et ሺ3.21ሻ on aura : 

 

ݕ ൅  ߬
ݕ݀
ݐ݀

ൌ න ݖ݀ ݔ െ  ߬ ܸ ሾݔሺ1, ሻݐ െ ,ሺ0ݔ  ሻሿݐ

ଵ

଴

െ ߬ ܽ න ݖ݀ ݔ ൅ ݑ ܽ ߬  ൌ ௗݕ 

ଵ

଴

        ሺ3.22ሻ 

 

donc la loi de commande est : 

 

ݑ ൌ  
1

ܽ߬
቎ݕௗ ൅  ߬ ܸሾݔሺ1, ሻݐ െ ,ሺ0ݔ ሻሿݐ ൅  ሺ߬ ܽ െ 1ሻ න  ݖ݀ ݔ

ଵ

଴

቏                      ሺ3.23ሻ 

 

La loi de commande résultante est un retour d’état distribué, et assure au système la 

poursuite de la référence en boucle fermée. 

 

 

3.3 Définition de la variable externe ࢜ 

 

La loi de commande ሺ3.23ሻ assure une poursuite de consigne avec précision en 

absence des incertitudes, mais en présence de ces dernières, les performances de la loi de 

commande se déradent. Ainsi, pour garantir une certaine robustesse, on propose de définir la 

variable externe ݒ par un correcteur PI classique.  La stratégie de commande adoptée est 

donnée par la Figure 3.2.  

 

       ݕ                                              ݑ                                                   ݒ                                    ௗݕ

  ݎݑé݄ܿܽ݊݃݁                            ݁݀ܽ݉݉݋ܿ ݁݀ ݅݋݈                    ܫܲ                

          ݃é݉݋é݁ݑݍ݅ݎݐ                     

 

     

  

 

Figure 3.2 Schéma bloc de la commande et du procédé. 

 

Pour déterminer les paramètres du correcteur PI, on boucle le système obtenu : 
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ሻݏሺܩ ൌ  
1

1 ൅ ݏ߬
                                                                    ሺ3.24ሻ 

 

avec un correcteur PI de fonction de transfert : 

 

ሻݏሺܥ ൌ ݇௖ ൬1 ൅
   1   
߬௜ ݏ

൰                                                     ሺ3.25ሻ 

 

où ݇௖ est le gain proportionnel du régulateur et ߬௜  est la constante de temps intégrale. 

  

La fonction de transfert du système en boucle fermée est: 

  

ሻݏሺܪ ൌ
ሻݏሺܥሻݏሺܩ

1 ൅ ሻݏሺܥሻݏሺܩ
 

 

ሻݏሺܪ ൌ
݇௖  ቀ1 ൅ 1

߬௜ ݏ
 ቁ ൈ  1

ሺ 1 ൅ ሻݏ ߬

1 ൅ ݇௖  ቀ1 ൅ 1
߬௜ ݏቁ ൈ 1

ሺ 1 ൅ ሻݏ ߬

  

 

ሻݏሺܪ ൌ  
݇௖ ሺ1 ൅ ߬௜  ݏሻ

߬௜ ݏሺ 1 ൅ ሻݏ ߬  ൅ ݇௖
ൌ  

݇௖ ሺ1 ൅ ߬௜  ݏሻ
 ߬௜  ߬ ݏଶ

  ൅ ሺ߬௜ ൅  ߬ሻ ݏ ൅   ݇௖  
               ሺ3.26ሻ 

 

Comme la dynamique de ܪሺݏሻ est de second ordre, par conséquent les performances 

désirées peuvent être spécifiées par les deux paramètres, qui sont le facteur d’amortissement ߦ 

et la pulsation naturelle ݓ௡. Ainsi, par identification :  

 

ە
۔

௡ݓߦ2ۓ ൌ  
ሺ1 ൅ ݇௖ሻ

߬

௡ݓ
ଶ  ൌ  

ሺ݇௖ሻ
߬߬௜

                                                              ሺ3.27ሻ  

 

Les valeurs choisies pour la simulation (après vérification analytique) sont : 

 

൝
ߦ  ൌ 0.35
௡ݓ ൌ 6

 ߬ ൌ ݏ 0.25
                                                                                          ݏ/݀ܽݎ
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Les calculs conduisent aux paramètres suivants : 

 

݇௖ ൌ ௜߬       ݐ݁        0.05 ൌ  ݏ 0.0056

 

Pour évaluer les performances de la loi de commande, on réalise un test de poursuite 

qui consiste à imposer une consigne de 30°ܥ pour la sortie commandée ݕ. On remarque que la 

sortie suit correctement la consigne imposée avec une dynamique d’un système de premier 

ordre. L’évolution de la sortie est donnée par la Figure 3.3 et l’évolution de la commande est 

donnée par la Figure 3.4. On constate que la commande est physiquement admissible et de 

nature douce.  

 

 

 

Figure 3.3 Réponse à un échelon : évolution de la sortie commandée. 
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Figure 3.4 Réponse à un échelon: évolution de la variable de commande. 

 

Le deuxième test effectué concerne le rejet de perturbation, il consiste à faire varier la 

température d’entrée du fluide à la position ݖ ൌ 0. Ainsi, une perturbation de 10% a été 

appliquée à l’instant ݐ ൌ  Les résultats obtenus .ܥaprès avoir imposé une consigne de 30° ݏ 10

sont donnés par les Figures 3.5 et 3.6. On constate que la stratégie de commande présentée 

assure un rejet de perturbation et l’évolution de la grandeur de commande reste toujours 

acceptable. 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

10

20

30

40

50

60

Temps

T
em

pé
ra

tu
re

 d
e 

l'e
nv

el
op

pe



Chapitre 3                               Commande géométrique non linéaire de l’échangeur de chaleur 

 

43 
 

 

Figure 3.5  Rejet de perturbation : évolution de la sortie commandée 

 

 

Figure 3.6  Rejet de perturbation : évolution de la variable de commande 
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3.4 Conclusion 

  

Dans ce chapitre, une commande géométrique d’un échangeur de chaleur a été 

présentée. On a démontré qu’en utilisant un retour d’état, synthétisé en se basant sur la notion 

du degré relatif, une dynamique de premier ordre peut être obtenue en boucle fermée entre 

une grandeur externe et la sortie commandée. Pour faire face aux incertitudes, la grandeur 

externe a été définie par un correcteur de type PI. 

 

Les performances du système en boucle fermée ont été évaluées par simulation en 

considérant les problèmes de poursuite et de régulation. Les résultats de simulation obtenus 

montrent que la stratégie de commande assure de bonnes performances. En effet, la consigne 

est correctement suivie et le rejet de perturbation s’effectue de manière rapide. L’évolution de 

la commande est acceptable et de nature douce. 
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4.1 Introduction 

 

La linéarisation entrée-sortie d’un système non linéaire permet d’utiliser des 

techniques de commande,  dédiées au système linéaire, réputées performantes et  robustes.  En 

effet, après la linéarisation, l’entrée externe peut être définie par un correcteur robuste pour 

faire face aux incertitudes (variations paramétriques et/ou erreurs de modélisation). Pour les 

systèmes linéaires, plusieurs approches de commande performantes existent dans la 

littérature, et la plupart sont de type linéaire (par exemple le correcteur PID), mais les 

performances d’un système linéaire peuvent être amplement améliorées en considérant un 

correcteur ayant une caractéristique non linéaire ou un effet non linéaire. 

 

Dans ce chapitre, on présente un type de correcteur linéaire caractérisé par une remise 

à zéro de la commande pour certaines conditions bien déterminées, par exemple  lorsque 

l’erreur de poursuite passe par le point zéro. Cette propriété procure pour ce correcteur 

linéaire, une caractéristique non linéaire ce qui permet d’avoir des effets de commande 

intéressants. Par la suite un correcteur PI avec remise à zéro sera intégré pour définir la 

variable externe dans la stratégie de commande de l’échangeur de chaleur. 

 

 

4.2 Limitation d’un correcteur linéaire 

 

Bien que les correcteurs linéaires sont de plus en plus utilisés, à l’exemple du 

correcteur PID, mais leurs performances sont limitées pour certaines classes de systèmes. Par 

exemple, les systèmes linéaires contenant des intégrateurs, des retards importants, des pôles et 

des zéros instables, et les systèmes d’ordre élevé. Ces systèmes sont en général très difficiles à 

commander moyennant un correcteur ayant une caractéristique linéaire [12]. 

 

Pour pouvoir améliorer les performances du système et le commander correctement, 

l’utilisation d’un correcteur ayant un effet non linéaire permet d’améliorer leurs performances 

et de surmonter certaines difficultés. Ces dernières années, l’idée de remettre à zéro la sortie 

(la commande) d’un correcteur linéaire, une fois certaines conditions sont réunies,  permet 

d’avoir un effet non linéaire qui permet d’améliorer d’avantage les performances du système. 

Ce correcteur est désigné par un correcteur linéaire avec remise à zéro. 
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4.3 Correcteur linéaire à remise à zéro  

 

Un correcteur avec remise à zéro est une technique de commande non linéaire simple à 

mettre en œuvre. Elle s’adapte mieux pour les systèmes linéaires difficiles à commander. Ce 

type de correcteur est schématisé par le bloc donné par la Figure 4.1 

 

           ሻݐሺݕ                                           ሻݐሺݑ                                        ሻݐሻ            ݁ሺݐௗሺݕ

                ሺܵሻܩ                                               ሺܵሻܥ                        

 

 

 

Figure 4.1 Correcteur avec remise à zéro appliqué à un système linéaire. 

 

En effet un correcteur linéaire avec remise à zéro est un système dynamique doté d’un 

mécanisme de remise à zéro. Ce mécanisme est conçu en répondant aux deux problèmes 

suivants : 

1. comment définir les conditions de remise à zéro, et 

2. à quel instant, on doit appliquer cette remise à zéro. 

 

En général, ces deux problèmes peuvent être rassemblés dans une seule condition en 

considérant comme condition de remise à zéro l’erreur de poursuite égale à zéro. Dans ce cas, 

la sortie du correcteur (commande) devient égale à zéro lorsque l’erreur de poursuite passe 

par zéro, donc les instants de la remise à zéro sont définis implicitement. 

 

Ainsi, par l’ajout du mécanisme de remise à zéro à un correcteur linéaire ܥሺݏሻ, le nouveau 

correcteur obtenu est appelé correcteur avec remise à zéro. Par exemple, le correcteur avec 

remise à zéro correspondant au correcteur linéaire suivant : 

 

ሻݏሺܥ ൌ
ሻݏሺݑ

݁ሺݏሻ
ൌ

݇
ݏ ൅ ܽ

                                                            ሺ4.1ሻ 

 

est donné comme suit : 
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൜
ሶݑ ሺݐሻ ൌ െܽ ݑሺݐሻ ൅ ݇ ݁ሺݐሻ, ݁ሺݐሻ ് 0

ାሻݐሺݑ ൌ 0, ݁ሺݐሻ ൌ 0
                                             ሺ4.2ሻ 

 

Pour illustrer l’apport d’un correcteur avec remise à zéro, considérons le système 

intégrateur à commander suivant : 

 

ሻݏሺܩ ൌ
ݏ ൅ 1

ݏሺݏ ൅ 0,2ሻ
                                                               ሺ4.3ሻ 

 

commandé par le correcteur linéaire suivant : 

 

ሻݏሺܥ ൌ
1

ݏ ൅ 1
                                                                      ሺ4.4ሻ 

 

et par le même correcteur mais doté d’un mécanisme de remise à zéro basé sur l’erreur de 

poursuite, c’est-à-dire : 

 

ሶݑ ሺݐሻ ൌ െݑሺݐሻ ൅ ݁ሺݐሻ, ݁ሺݐሻ ് 0
ାሻݐሺݑ ൌ 0, ݁ሺݐሻ ൌ 0

                                                  ሺ4.5ሻ 

 

Le correcteur ሺ4.4ሻ  est obtenu en éliminant la dynamique du zéro du système. 

L’objectif est d’avoir en boucle fermée un système de second ordre.  

 

Les sorties et les commandes obtenues, pour le cas d’un échelon unitaire, sont données 

respectivement par la Figure 4.2 et 4.3. 
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Figure 4.2 Sortie du système corrigé par le correcteur linéaire (en rouge) et sortie du système 

corrigé par le correcteur avec remise à zéro (en bleu). 

 

 

 

Figure 4.3 Commande par le correcteur linéaire (en rouge) et  

par le correcteur avec remise à zéro (en bleu). 
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La Figure 4.2 montre que le correcteur avec remise à zéro donne une sortie bien 

amortie et rapide comparativement au correcteur linéaire qui donne une sortie oscillante et 

traînante. 

 

Pour le signal de commande (Figure 4.3), on constate que l’amplitude est très 

importante dans le cas du correcteur linéaire. 

 

Cet exemple montre clairement que le mécanisme de remise à zéro ajouté produit des 

effets intéressants dont l’intérêt d’utiliser des correcteurs avec remise à zéro pour résoudre 

certains problèmes de commande linéaire. 

 

Dans le domaine industriel, la quasi-totalité des correcteurs utilisés sont de type PID, 

dans la section suivante, on présentera le correcteur PI avec remise à zéro qui sera utilisé par 

la suite pour la commande de l’échangeur de chaleur. 

 

 

4.4 Synthèse d’un correcteur PI avec remise à zéro 

 

La structure d’un correcteur PI avec remise à zéro est donnée par la Figure 4.4. On 

remarque que le correcteur PI linéaire (classique) sans remise à zéro est obtenu en 

prenant   ோܲ஺௓ ൌ 0 . Par conséquent, le choix du paramètre ோܲ஺௓  permet d’améliorer les 

performances du système. 
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Figure 4.4 Structure d’un PI avec remise à zéro. 

 

La synthèse du correcteur PI avec remise à zéro passe par les deux étapes suivantes : 

1. synthèse du correcteur PI linéaire classique en utilisant une méthode de synthèse, 

2. détermination du paramètre ோܲ஺௓. 

 

Pour la deuxième étape, le choix du paramètre ோܲ஺௓dépend du système à commander.  

 

Dans la suite, comme la linéarisation entrée-sortie de l’échangeur de chaleur a donné  

un élément du premier ordre, alors on s’intéresse à la méthode de synthèse d’un correcteur PI 

avec remise à zéro pour ce type du système. Pour les autres systèmes des méthodes de 

synthèse existent dans la littérature. 

 

 

4.5 Synthèse dans le cas d’un système de premier ordre 

 

 Le retour d’état synthétisé par la notion du degré relative a permis d’avoir en boucle 

fermée (entrée externe ݒ - sortie commandée ݕ) un transfert d’un système de premier ordre.  

 



Chapitre 4                                                                         Amélioration des performances d’une 
commande géométrique par un PI à remise à zéro 

 

51 
 

Ainsi, on propose de définir la variable externe ݒ par un correcteur avec remise à zéro 

pour rendre robuste le système de commande. Dans cette section, on s’intéresse au réglage 

d’un correcteur PI avec remise à zéro d’un système de premier ordre. 

 

La synthèse dans ce cas passe par les étapes suivantes : 

1. synthèse d’un correcteur PI linéaire en déterminant les paramètres ݇௖et ߬௜, 

2. calculer les quantités ߙ et ߚ en utilisant les formules suivantes : 

 

ߙ ൌ
1 ൅ ݇௖݇

2߬
                                                                  ሺ4.6ሻ 

 

ߚ  ൌ ඨฬߙଶ െ
݇௖ ݇
߬ ߬௜

ฬ                                                              ሺ4.7ሻ 

 

3. calculer le paramètre de remise à zéro ோܲ஺௓ comme suit : 

 

ோܲ஺௓ ൌ
݁

ିഀ ഏ
ഁ

1 ൅ ݁
ିഀ ഏ

ഁ

                                                              ሺ4.8ሻ 

 

Les paramètres du correcteur linéaire  ݇௖et  ߬௜ sont calculés dans le chapitre précédent. 

Rappelons que les valeurs trouvées sont :   

 

  ݇௖ ൌ 0.05  et  ߬௜ ൌ 0.0056 s 

 

La dynamique du premier ordre désirée pour l’échangeur est spécifiée par les 

paramètres suivants : 

 

݇ ൌ 1 ሺgain du systèmeሻ  et   ߬ ൌ 0.25s (constante du temps désirée) 

 

En appliquant les deux formules ሺ4.6ሻ et ሺ4.7ሻ pour calculer les quantités ߙ  etߚ. Le 

calcul donne :  

 

ߙ ൌ 2.1  et  ߚ ൌ 5.62 
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Par la suite, la valeur de ோܲ஺௓ , calculée d’après ሺ4.8ሻ, est :  

 

ோܲ஺௓ ൌ 0.23 

 

 

4.6 Application à l’échangeur de chaleur 

 

Dans cette section, on va évaluer les performances du système de commande de 

l’échangeur de chaleur basée sur l’utilisation d’un correcteur avec remise à zéro pour définir 

la variable externe ݒ qui intervient dans le retour d’état. Egalement, pour montrer l’apport 

d’un correcteur PI avec remise à zéro, les résultats seront comparés à ceux obtenus par un 

correcteur PI classique.  

 

Les tests de simulation considérés sont la poursuite et la régulation. Pour évaluer les 

performances du correcteur PI avec remise à zéro, on impose pour la température moyenne de 

l’échangeur de chaleur une consigne de 25°ܥ, à l’instant ݐ ൌ 0, puis à l’instant ݐ ൌ  on ,ݏ5

augmente la température du fluide à l’entrée de l’échangeur de 10%. Cette augmentation 

constitue une perturbation pour l’échangeur de chaleur. Les résultats obtenus sont donnés par 

les Figures 4.5 et 4.6.  
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Figure 4.5 Evolution de la sortie commandée de l’échangeur de chaleur  avec le correcteur 

PI classique (en rouge) et avec un PI avec remise à zéro (en bleu). 

 

 

 

Figure 4.6 Evolution de la commande de l’échangeur de chaleur avec le correcteur PI 

classique (en rouge) et avec un PI avec remise à zéro (en bleu). 
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La Figure 4.5  montre que le correcteur PI avec remise à zéro donne une sortie très 

bien amortie et rapide contrairement au correcteur PI classique qui donne une sortie oscillante 

et lente. 

 

Pour le rejet de perturbation effectué à ݐ ൌ  les deux correcteurs assure le rejet de ,ݏ5

perturbation. Néanmoins, le rejet est amplement meilleur dans le cas du correcteur avec 

remise à zéro. En effet, le rejet de perturbation est lent avec un correcteur PI classique.  

 

Pour le signal de commande, donné par la Figure 4.6 on constate qu’il est plus 

énergique dans le cas d’un correcteur PI classique, c’est-à-dire le signal de commande 

présente des amplitudes très importantes. 

. 

L’apport du correcteur PI avec remise à zéro est remarquable. En somme, le correcteur 

PI avec remise à zéro accélère les réponses et rejette rapidement l’effet de la perturbation, 

avec des commandes faibles comparativement au correcteur PI classique.    

 

 

 

4.7 Conclusion 

 

Dans ce chapitre, nous avons appliqué un correcteur PI classique avec une remise à 

zéro pour définir la variable externe du retour d’état synthétisé par la théorie de commande 

géométrique. L’objectif est d’assurer de bonnes performances en présence de perturbations. 

 

Ainsi, après avoir présenté le correcteur avec remise à zéro, le reste du travail est 

focalisé sur un correcteur PI avec remise à zéro. La synthèse dans le cas d’un système de 

premier ordre a été présentée. 

 

Pour démontrer l’intérêt d’un correcteur avec remise à zéro, des tests de simulation 

(poursuite et régulation) ont été effectuées. Les résultats obtenus ont été comparés à ceux 

obtenus par un PI classique. 
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L’étude comparative réalisée a démontré la supériorité du correcteur PI avec remise à 

zéro. En effet, le mécanise de remise à zéro introduit un effet non linéaire, généralement 

souhaité, qui améliore davantage les performances désirées. 



Conclusion générale 
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Le travail réalisé dans ce mémoire porte sur la commande hybride d’un échangeur de 

chaleur dont le comportement dynamique est décrit par une équation aux dérivées partielles. 

La stratégie de commande consiste à utiliser un retour d’état pour réduire le modèle, à 

paramètres distribués, à un modèle à paramètres répartis en utilisant la commande 

géométrique.  Puis pour améliorer les performances du système en boucle fermée, on introduit 

un correcteur PI avec remise à zéro pour définir la variable externe. 

 

Ainsi, après avoir présenté brièvement certaines notions relatives aux systèmes à 

paramètres distribués, nous avons présenté, par la suite, l’échangeur de chaleur à double tube 

à contre-courant, étudié dans ce mémoire, et sa modélisation en utilisant le bilan d’énergie. 

Ensuite, nous avons présenté les deux techniques de commande utilisées dans ce travail, en 

l’occurrence la commande géométrique et la commande avec remise à zéro. Les deux 

techniques ont été appliquées avec succès pour l’échangeur de chaleur considéré. 

 

L’étude réalisée a permet de constater l’intérêt de la commande géométrique. En effet, 

cette méthode permet de ramener le modèle de l’échangeur de chaleur, à paramètres 

distribués,  à un modèle à paramètres localisés, de premier ordre, facile à commander. Cette 

propriété permet d’exploiter des techniques de commande robustes pour améliorer les 

performances du système en boucle fermée. Ceci a été démontré par l’utilisation d’un 

correcteur PI avec remise à zéro. Ce correcteur dont la caractéristique est non linéaire permet 

d’améliorer les performances du système en boucle fermée. Les tests de simulation réalisés 

ont démontré l’efficacité de la stratégie de commande hybride. En effet, l’introduction du 

correcteur PI avec remise à zéro a amélioré de manière remarquable les performances du 

système en boucle fermée, dans le ca de la poursuite et de la régulation et les commandes 

générées sont moins énergiques et les réponses du système sont rapides et bien amorties. 

 

Les résultats de cette étude ont montré l’apport d’un correcteur ayant un effet non 

linéaire dans l’amélioration des performances d’un système dynamique. Aussi, la 

combinaison de deux techniques, i.e. la commande géométrique et la commande avec remise 

à zéro, constitue une approche très intéressante qui peut être exploitée pour la commande des 

systèmes plus complexes. Ainsi, la combinaison de la commande géométrique avec d’autres 

techniques de commande réputées robustes, dotée d’un mécanisme de remise à zéro, constitue 

une voie prometteuse. 
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Résumé 

L’objectif de ce mémoire consiste à étudier une commande hybride qui est la 

combinaison de la commande géométrique et de la commande PI avec remise à zéro pour la 

commande de l’échangeur de chaleur dont le comportement dynamique est décrit par une 

équation aux dérivées partielles. 

Le mémoire est décomposé comme suit : 

Le premier chapitre est consacré à des généralités sur les systèmes à paramètres 

distribués.  

Dans le deuxième chapitre, on présente le fonctionnement et la modélisation de 

l’échangeur de chaleur étudié dans ce mémoire.  

Le troisième chapitre est réservé à la commande géométrique des systèmes 

paraboliques en particulier la commande de l’échangeur de chaleur.  

Dans le dernier chapitre, on présente le principe de la commande avec remise à zéro et 

une application d’un correcteur PI avec remise à zéro pour améliorer les performances de 

l’échangeur de chaleur. 

Le mémoire se termine par une conclusion sur l’étude réalisée et qui trace quelques 

voies possibles à explorer dans ce domaine.   

L’introduction du correcteur PI avec remise à zéro améliore de manière remarquable 

les performances du système en boucle fermée, dans le cas de la régulation et les commandes 

générées sont moins énergiques et les réponses du système sont rapides et bien amorties. 

Les résultats de cette étude ont montré l’apport d’un correcteur ayant un effet non 

linéaire dans l’amélioration des performances d’un système dynamique. Aussi, la 

combinaison de deux techniques, i.e. la commande géométrique et la commande avec remise 

à zéro, constitue une approche très intéressante qui peut être exploitée pour la commande des 

systèmes plus complexes. Ainsi, la combinaison de la commande géométrique avec d’autres 

techniques de commande réputées robustes, dotée d’un mécanisme de remise à zéro, constitue 

une voie prometteuse. 

Mots clés 

Systèmes à paramètres distribués (SPD), équations aux dérivées partielles (EDP), Echangeur 

de chaleur, commande géométrique non linéaire par retour d’état, correcteur linéaire PI avec 

remise à zéro. 
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