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RESUME :

Ce travail s’inscrit dans le cadre de I’étude de la durabilité des ouvrages en béton
armé en cas d’incendie. Les études expérimentales montrent I’influence important de la
température sur le comportement des bétons. L'objectif principal de notre travail et de
développer un modele de calcul par élément fini tridimensionnel pour la simulation
numérique avec le logiciel commercial ANSYS, du comportement des éléments en béton
armé sous I’action des charges thermiques et mécaniques en tenant compte des variations
temporels des caractéristiques physiques et mécanique du matériau.

Le critéere de plastification de William et Warnke sous I'état de contraintes
multiaxiales sera adopté pour évaluer l'initiation de la rupture et pour identifier les modes de
défaillance correspondants (fissuration, ecrasement) au centre d'un élément du béton ou dans

ses points d'intégration.

Dans le but de validation du modele numérique élaboré, les résultats de simulation

seront comparés aux résultats obtenus dans la littérature.

MOT CLES : Eléments en béton armé ; Modeéle non linéaire par éléments finis ; Modéle de

William et Warnke ; Ansys ; Fissuration ; température.



ABSTRACT:

KEY WORDS: Smeared Model, nonlinear modeling by finite elements, Cracking, Model of
William and Warnke, ANSYS, temperatur.
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CHAPITRE | INTRODUCTION GENERALE

1-1-Objectif de la these et la méthodologie utilisée dans la recherche :

Le Béton arme est de plus en plus utilise dans le domaine du batiment. Une
meilleure connaissance de ce matériau est acquise grace aux différents travaux et projets de
recherches menées depuis plusieurs années au niveau national et international. Ces travaux
ont mis en évidence les caractéristiques intrinseques et les performances trés satisfaisantes de
ce nouveau matériau. Malgré ses bonnes performances a température ambiante, il peut
présenter un comportement critique a haute température. L’analyse des effets des hautes
températures sur sa microstructure est une étape nécessaire a la compréhension des
phénoménes macroscopiques complexes car le béton subit des modifications

physicochimiques qui influencent fortement son comportement thermomeécanique.

Les résultats de ce travail, nous permettent de mieux connaitre le comportement
des matériaux utilisés sous I’action des charges thermomécaniques pour pouvoir y remédier

aux désagréments qui peuvent étre causés comme lors d'un incendie.

Dans cette étude, on entamera d’une part I’étude du comportement thermique
des différents éléments en béton armé et leur modélisation ainsi qu'aux techniques d'analyse
non lineaire. D'autre part, on développera un code de calcul permettant de simuler le
comportement des éléments en béton arme sous I’action thermique et mécanique découplée.
En dernier, les résultats des simulations seront comparés a des resultats expérimentaux. Dans
cette analyse, I'expérimentation sert comme un support de validation du code de calcul

développé.

Les résultats de cette étude, nous permettra aussi de faire certaines
recommandations qui peuvent étre prises en considération pour I’élaboration des normes de
calcul des structures en béton armé et peuvent s’appliquer a tous les batiments qui peuvent

étre soumis a des sollicitations thermomécaniques.

L'étude theéorique se fera selon différentes méthodes en incluant la méthode des

éléments finis.



CHAPITRE | INTRODUCTION GENERALE

1-2-Organisation de la thése :

Le chapitre 1l portera sur I’étude bibliographique du comportement du matériau béton
et acier sous I’influence des charges mécaniques et thermiques, en tenant compte des divers
parametres physiques (conductivité, perméabilité, déformation thermique, module d’élasticité,
résistance a la traction et a la compression,....), ainsi que des courbes correspondantes a ce
comportement seront exposées. Dans I’actualité, le béton voit son champ d’utilisation
s’étendre dans un grand domaine de température, de —170°C a 600°C. Lorsqu’il s’agit de
parois, méme s’il y a interposition d’une isolation, celles-ci sont soumises a des gradients de
températures. 1l en résulte que la connaissance des propriétés physiques des bétons vis a vis
des gradients thermiques est nécessaire pour évaluer I’importance des flux thermiques et pour
connaitre la distribution des températures dans le milieu et, par suite, la distribution des

contraintes qui peut en résulter.

Nous verrons un peu plus loin dans le chapitre I, comment modéliser le
comportement du béton armé quand il est intact (non fissuré) donc son comportement est régit
par des lois de comportement linéaires, et quand il est fissuré, donc son comportement est
régit par des lois de comportement non linéaires ce qui nous conduit a exposer les différentes
méthodes d’analyse non linéaire et les différents critéres de rupture. Il est donc nécessaire
d’étudier un élément en béton armé et voir comment les fissurations se propagent, c’est

I’objet du chapitre V ou une étude numérique détaillée est congue.

Dans le chapitre 1V, une formulation du probleme de transfert de chaleur, par élément
finis qui est basée sur la méthode de Galerkin dans la résolution de I’équation différentielle
régissant le phénomene du transfert thermique en tenant compte de la non linéarité matérielle

des éléments structuraux, depuis la mise en charge jusqu’a la rupture.

Dans le chapitre V une description du logiciel de calcul ANSYS sera exposee, ainsi
une étude d’un élément poutre en béton armé, ensuite on procédera, en vue d’une validation
du modele de calcul, a la comparaison des résultats de simulation numérique avec les résultats
obtenus par application de la solution réglementaire développée. En résumé, il s’agira donc de
concorder les courbes du modéle numérique a celles du modeéle de calcul analytique.

Enfin une conclusion générale sera transcrite ainsi des références bibliographiques

seront exposées.
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2.1 INTRODUCTION :

En absence des sollicitations thermiques et pour aborder avec succes la modélisation
du comportement jusqu’a rupture des elements en béton armé et déterminer leur capacité de
charge, il est necessaire de connaitre les lois de comportement des matériaux béton et acier.
Dans ce qui suit, on passera en revue I’ensemble des lois et des caractéristiques mécaniques
de ces matériaux. On s’intéressera particulierement aux différents comportements contraintes
- deformations sous tous les états de contraintes ainsi que la définition de la résistance sous
contraintes généralisées.

2.2 COMPORTEMENT DU BETON :
2.2.1 Généralités :

Le béton est un matériau composite. Il se constitue d'un melange d’agrégats, de
ciment, de sable et d'eau. Son comportement physique est complexe. Il est influencé par sa
composition ; & savoir: le rapport eau/ciment, rapport ciment /agrégat, la forme et la
dimension des agrégats et le type de ciment. C’est un matériau fragile. Son comportement
contraintes - déformations est affecté par le développement de microfissures dans son corps
avant et apres application de charges extérieures. Initialement les fissures sont causées par la
ségrégation, le retrait, ou I’expansion thermique dans la pate de ciment. La progression de ces
fissures apreés application des charges contribue au comportement non linéaire du béton.

2.2.2 Comportement du béton sous contraintes uni axiales :
2.2.2.1 Zone de compression

La résistance a la compression est la propriété la plus utilisée dans le
dimensionnement et la conception des ouvrages en béton. C’est pour cette raison que I’essai
de compression uni axial est le plus étudié. La courbe typique contrainte - déformation pour
un béton a la compression uni axiale, figure 2.1, présente un comportement linéaire élastique
jusgu'a environ 30% de la résistance maximale a la compression, f.. Au-dela de la valeur
limite d'élasticité, la courbe enregistre une augmentation graduelle en courbure évaluée autour
de 75 & 90% de la résistance ultime a la compression, f.. Au-dela du pic, la courbe présente
une partie descendante dans le cas d'un essai asservi (déformation contrdlée) jusqu'a la rupture
par écrasement a une déformation ultime, ¢,. Pour une contrainte avoisinant 30% de f., les
fissures avant chargement restent presque inchangées. Pour une contrainte entre 30 et 50% de
fc, les fissures commencent a s’étendre a cause des concentrations des contraintes aux pointes
de celles ci. Pour une contrainte entre 50 et 70% de f¢, quelques nouvelles fissures
apparaissent dans le mortier et d’autres fissures s’étendent lentement. Si la charge reste

constante, les fissures se propagent a une vitesse decroissante jusqu'a ce quelles atteignent
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leurs longueurs finales. Pour des contraintes élevées, de larges fissures atteignent les

dimensions critiques causant éventuellement la rupture.

(%)

100 :

\\ Fissures profondes
75 /

, Propagation des fissures

50 /
/ Apparition de la premiére fissure

30

Domaine élastique

€u €

Fig.2.1 : Courbe typique contraintes - déformations sous compression
uni axiale obtenue avec un essai asservi.

Le module d’élasticité a été fixé par les regles du B.A.E.L (1983) et il est évalué par la

formule suivante :

E=110003/ fc

Le coefficient de Poisson v, du béton varie entre 0.15 et 0.22. Sous chargement uni axial, le
coefficient de Poisson reste constant jusqu'a 80% de f.. Au-dela de cette valeur, le coefficient
de Poisson augmente (Chen, 1988).

2.2.2.2  Zone de tension :

Le comportement mécanique du béton en traction est moins étudié que la
compression car d’une part le béton est congu essentiellement pour résister a la compression,
et d’autre part, d0 a son comportement quasi fragile, I’essai de traction directe est difficile a
réaliser. Par conséquent, on fait appel a des essais indirects de type flexion trois points pour
identifier le comportement en traction du béton.

L’essai de traction directe pose deux problemes délicats : la non linéarité du comportement et
les effets d’échelle et de gradient de contrainte, auquel le béton est sensible. Les premiers

essais de traction directe, ont été réalisés par Terrien [Terr-1980] (Figure 2.2).
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Fig.2.2: Comportement du béton en traction directe [Terr-1980].

L’interprétation de cette courbe fait apparaitre distinctement deux phases :

- le pré pic (o < ft) ou la courbe s’écarte assez peu de la droite élastique. Selon Terrien [Terr-
1980], les premieres dégradations apparaissent a environ 50 % de la contrainte maximale. La
meilleure fagcon d’étudier les phénomenes qui se passent dans cette phase est la technique de
I’émission acoustique. Trois types de spectres ont été observés selon le degré d’humidité du
matériau: bas (0-50Hz) lié a la migration de I’eau présente dans le béton humide, moyen
(jusqu’a 200Hz) et élevés (jusqu’a 300Hz) sont liés a la décohésion des interfaces et a la
progression de microfissures. Par ailleurs, la localisation dans la phase pré pic indique la
présence de plusieurs sources d’émissions dispersées dans le matériau.

- Le post-pic (phase d’adoucissement) ou la contrainte chute brutalement avant de se
stabiliser.

-Les microfissures se propagent dans la pate de ciment selon le mode | de rupture pour
constituer une fissure continue perpendiculaire a I’extension principale, tandis que les
déformations continuent de croitre. Les cycles de déchargement- chargement permettent de
constater une chute importante de raideur et I’apparition de déformations résiduelles.

La figure 2.3 représente I’ensemble des courbes contraintes - déformations du béton
avec différents agrégats sous tension uni axiale (Chen, 1988). Pratiquement toutes les courbes
sont linéaires jusqu'a un niveau élevé de contraintes. Jusqu’a un niveau de contraintes ne
dépassant pas 60% de la résistance maximale a la traction, f;, I’effet des microfissures sur
I’allure de la courbe contraintes - déformations est négligeable. Ceci se traduit par un module
de Young constant. Ce niveau de contraintes correspond & la limite élastique en traction. Au-
dela de cette limite, des bandes de microfissures apparaissent et donnent naissance au

comportement non linéaire. Le rapport f; / f; se situe généralement entre 0.05 et 0.10.



CHAPITRE 2 Comportement général du matériau béton armé

Courbe Agrégat
Type Dim, pouce
1 Granit 3 3
c I,
8 16
2 Gravier 3 3
8 16
1 3 Gravier 3
— —BS.7
2 16
3 4 Gravier 3 3
. 5 & 8 16
5 Gravier 3 3
Fig.2.3 : Courbes contraintes-déformations pour un {2 1A
béton sous traction uni axiale avec différents types
d’agrégats.
-
peak compressive stress
Fcu P e S B
softening—
Compression
strain at maximum stress
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Fig.2.4: Relation constitutive typique pour le béton.
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Fig.2.5 : Modele constitutive uni axial du béton.
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2.2.3 Comportement du béton sous contraintes bi axiales :

Les courbes typiques contraintes - déformations pour le béton sous un état de
contraintes bi axiales dans les régions: compression bi axiale, traction - compression et
traction bi axiale sont montrées sur les figures 2.6, 2.7 et 2.8. Ces différentes courbes sont
obtenues expérimentalement par Kupfer [7,48,49]. Les courbes contraintes - déformations
sont linéaires jusqu'a 30% de la contrainte de rupture. Ce point est généralement considéré
comme la limite élastique. Au dela de cette valeur, les courbes sont non linéaires. La non
linarité est plus prononcée au niveau du pic de contraintes. Dans le cas d’un état de
contraintes bi axiales, on remarque I’existence d’une branche descendante. Ce qui n’est pas le
cas pour un état de contraintes tension - compression. On remarque que les déformations
ultimes sont environ trois fois plus importantes pour un état de contraintes de compression -
compression que pour un état de contraintes traction - compression. On déduit que le béton
posséde un comportement ductile sous des contraintes de confinement. Par contre, il présente
un comportement fragile en présence de la traction.

La figure 2.9 montre les enveloppes des résistances ultimes de différents bétons
obtenues par Kupfer [7,48,49]. On constate que la résistance ultime du béton sous
compression bi axiale est supérieure a celle de la compression unie axiale. La raison
essentielle de cette augmentation est due au confinement des microfissures [6,7,11]. La
résistance maximale augmente de 25% pour un rapport de contraintes o1 /o, = 0.5 et de 16%
pour un rapport de contraintes o1 /o, = 1 sous un état de compression bi axiale. Dans la zone
traction - compression, la résistance a la compression décroit linéairement quand la contrainte
de tension augmente. On remarque aussi que la résistance a la tension bi axiale est
approximativement égale a la résistance en tension unie axiale et les courbes contraintes -

déformations sont de formes similaires pour les états de traction unie axiale et bi axiale.
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Fig.2.9 : Enveloppes du critere de rupture du béton.

2.2.4 Comportement triaxial du béton :
Due a la difficulté liée aux essais triaxiaux sur le béton, tres peu de résultats sont
reportés dans la littérature. Les seuls essais qui existent ont été conduits sous des contraintes

de compression. La figure 2.10 montre les courbes typiques contraintes - déformations
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obtenues sous des sollicitations de confinement [7,11]. Ces dernieres ont été réalisées a de
basses contraintes de compression (de confinement). Le béton enregistre un comportement
ductile. Ce comportement peut étre aussi constaté sur la figure 2.11 obtenue pour des niveaux
de contraintes éleves [14,19]. On remarque que plus les contraintes de confinement élevees,
plus les déformations enregistrées sont importantes.

La figure 2.12 représente schématiquement la résistance ultime du béton sous un état
de contraintes triaxiales. Cette enveloppe appelée critéere de rupture a été déduite, Chen
(1988), a partir de tous les essais concernant la résistance triaxiale du béton. On remarque que
I’enveloppe du critere de rupture ressemble a un cdne ayant une base plus au moins
triangulaire a de basses contraintes de confinement évoluant vers une forme plus au moins

circulaire a de hautes contraintes de confinement.

~120 o, =0, =—28.2 MPa

—100

05, MPa

—60

f
53,90

Fig.2.10 : Test triaxial de compression du béton
(Richard et Al, 1928).
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Conirainte axiale oy, Mpa

oy =0, =-170

—140
420 |-

350
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70

-1 -2 -3 -4 _5  Déformation axiale

Fig.2.11 : Relations contraintes —déformations du béton
(Balmer, 1949).

Fig.2.12 : Résistance ultime du béton sous un état

de contraintes triaxiales.

2.3 COMPORTEMENT DE L’ACIER :

L’acier est introduit sous forme de barres d’armature avant bétonnage de I’élément
d’ou I’appellation du matériau résultant béton armé. A cet effet la résistance uni axiale de
I’armature est prédominante, d'ou [linutilit¢ d’introduire la complexité d’une relation
constitutive multiaxiale pour I’acier. Donc, une loi unie axiale suffit largement pour décrire le

comportement des armatures. Généralement deux types d’acierssont utilisés pour le

11
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renforcement du béton : acier a haute résistance et acier doux (basses résistances). Les aciers
de hautes résistances présentent un plateau de plasticité plus petit que les aciers de basses
résistances (figure 2.13). Le module d’élasticite de I’acier est donné par la pente de la partie
linéaire de la courbe contraintes - déformations. De plus, les aciers présentent le méme

comportement que ¢a soit en traction ou en compression.
Gs

Barre a haute résistance

Acier doux

€

Fig.2.13 : Courbes typiques contraintes — déformations pour les aciers.

2.4 COMPORTEMENT DU COMPOSITE BETON ARME :

On vient de voir que le béton présente un comportement fragile sous des contraintes de
traction avec des résistances trés faibles de I’ordre de 1/10 de sa résistance a la compression.
Pour remédier a cet inconveénient, on introduit des armatures afin de reprendre les efforts de
traction dans le materiau béton. Si la résistance a la traction du béton dépasse la valeur limite
de critere, il se forme une ou plusieurs fissures. Aprés formation d’une fissure, le béton ne
transmet pas d’efforts dans une direction normale a la fissure. A cause de la présence
d’armatures dans le béton qui traverse la fissure et de la rugosité de la surface de la fissure,
des contraintes substantielles de cisaillement peuvent se développer. La rugosité de la surface
de la fissure conduit au transfert de cisaillement par engrenage des agrégats. Cela est plus
effectif lorsque I’acier traverse la fissure parce qu’il a tendance a s’opposer au mouvement
relatif des deux lévres de la fissure.

2.5 CONCLUSION

Aprés avoir revu sommairement le comportement général du béton sous différents
états de sollicitation, on constate qu’il présente deux types de comportement selon I’état de
contraintes. Sous des contraintes de tension, il est caractérisé par une rupture brutale

accompagnee de petites déformations. Sous des contraintes de compression, il enregistre une

12
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rupture ductile. Contrairement au béton, I’acier s’écoule une fois que la contrainte limite
élastique est dépassée. Cette propriété est mise a bon escient par les ingénieurs en introduisant
I’acier sous forme d’armatures dans le béton. Celles ci jouent un double role dans la section
du béton. D’une part elles empéchent la propagation des fissures, améliorent la résistance a la

traction du matériau béton armé, et d’autre part elles améliorent sa ductilité.

2.6 Effets de la température sur la microstructure du béton :
2.6.1 Introduction :

Le béton est un matériau qui s’endommage sous I’effet de la température, il subit de
fortes modifications physico-chimiques qui influencent I’évolution de ses propriétés
mécaniques et modifie sa microstructure. La déshydratation, les réactions de transformation,
la pression dans les pores, la dilatation différentielle entre la pate de ciment et les granulats (la
matrice cimentaire et les granulats) engendrent des effets importants sur la résistance de béton
a haute température. Les résultats issus de différentes investigations sur le comportement du
béton exposé a des hautes températures, interprétent difféeremment les évolutions de ces
parametres.

Ces différences ne sont pas dues seulement a la nature et au type du béton mais aussi aux
conditions expérimentales comme : la durée et le taux de chauffage et de refroidissement, la
géomeétrie des eprouvettes.....

2.6.2 Dégradation de I’interface pate granulats a haute température :

Dans les bétons, I’interface pate granulat est la partie la plus fragile, la plus poreuse et la
mieux cristallisée. La présence de la fumée de silice réduit sa porosité et permet ainsi une
bonne adhérence entre la matrice cimentaire et les granulats. Par contre cette zone est moins
riche en gel de CSH.

A haute température cette partie, appelée aussi I’auréole de transition, se dégrade
progressivement en montant en température. Ceci est di au départ de I’eau piégée dans les
pores et liée chimiquement. Le retrait de dessiccation favorise le développement des fissures
et au dela de 120 °C, les phénomenes de déshydratation engendrent une détérioration rapide
au niveau de cette zone a cause de la dilatation
différentielle entre la pate de ciment (retrait) et les granulats (expansion). Plus le matériau est
hétérogene plus la différence entre les coefficients de dilatation thermiques des constituants
est importante. Ces coefficients varient en fonction de la température, et dependent du type

granulat et de ciment utilisés. Ceci a été confirmé par Diederichs et al [Died-1992] en

13



CHAPITRE 2 Comportement général du matériau béton armé

effectuant des essais de mesure du coefficient de dilatation thermique avec différentes natures
de granulats.
2.6.3 Evolution de la porosité :

Le béton est un matériau poreux bi phasique, composé d’une phase solide et d’une phase
poreuse. La porosité totale peut étre mesurée par saturation d’eau et la porosité capillaire se
mesure généralement par porosimétrie au mercure. Les travaux menés sur I’évolution de ce
parameétre ([Kali-1998], [Noum-1995]) montrent que la porosité augmente en fonction de la
température. Cette augmentation est due en partie a I’augmentation du volume total de la
dimension des pores ainsi qu’a la microfissuration engendrée par la dilatation différentielle
entre la pate et les granulats.

La Figure 2.14 montre la variation de la porosité totale en fonction de la température d’un
béton ordinaire et d’un BHP mesurée par Kalifa et al [kali-1998] par la méthode la saturation

d'eau.

20 |- . -

4 L —o— BHP -1

porosité totale volumique, %
o
—
L

—a—BO

V] A i 1 i 1 " 1

température, °C

Fig.2.14: Porosité totale a I’eau en fonction de la température
de conditionnement [Kali-1998].

A 105°C 6,1% 0 @ = du BHP

13,5% 0 o =du BO

Entre 105°C et 400°C, la porosite augmente de 3%. Cette croissance est associée au depart
d’eau, qu’elle soit présente dans le réseau ou chimiquement liée.

Kalifa explique que la diminution de porosité du BO entre 200°C et 300°C est associée a la
densification due a I’hydratation complémentaire et a une carbonatation de la portlandite en
condition d’autoclavage interne, ¢’est-a-dire sous une pression supérieure a la pression
atmosphérique. Par contre, cette densification n’est pas observable dans le BHP qui contient
trés peu de portlandite, grace a la présence de fumée de silice.

14



CHAPITRE 2 Comportement général du matériau béton armé

Sur la Figure 2.15 on observe la variation de la porosité totale en fonction de la température
mesurée par Noumowe sur le BO (Rc= 38,1 MPa ) et le BHP (Rc= 61,1 MPa). Cet essai a été

réalisé a I’aide du porosimetre a mercure.
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Fig.2.15: Porosité en fonction de la température de

conditionnement [Noum-1995].

Entre 22 et 120°C, la porosité augmente tres peu. Ceci confirme le fait qu’a cette température,
I’eau libre s’est échappée mais la microstructure du béton n’est pas modifiée.

La Figure 2.16 montre la courbe expérimentale mesurée par Noumowe [Noum-1995] de la
variation de poids en pourcentage du poids initial des BO et BHP en fonction de la

température en surface.
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Fig.2.16: Variation de poids en fonction de la température.

Noumowé [Noum-1995] a remarqué que la variation de poids est trés légerement supérieure a
la quantité d'eau initiale dans le béton. Ce qui laisse penser que en plus de I'eau, il y a d'autres

constituants qui se sont échappés des deux bétons.
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De méme, la Figure 2.17 montre I’évolution de la perte de masse par rapport a la température
mesurée par Kalifa [Kalif-1998]. Les courbes obtenues montrent que la perte de masse du BO
est plus faible que la perte de masse d’un BHP.

B

7

—o— BHP)|

—&—BO

perte en masse, %
(par rapport & la masse & l'état de référence)
w
1

0 1 1 L 1 .
100 200 300 400 500

température, °C

Fig.2.17: Perte en masse des éprouvettes par rapport a I’état initial

en fonction de la température de conditionnement.

2.7 Evolution des caractéristiques thermiques et mécaniques avec la
température :
2.7.1 Evolution des propriétés thermiques avec la tempeérature :
2.7.1.1 Evolution de la masse volumique :

A haute température, ce parameétre dépend fortement de la nature des granulats dans le
béton.
La Figure 2.18 montre les variations de la masse volumique de différents types de bétons en
fonction de la température [50,63,65].
On observe une diminution quasi-linéaire jusqu’a 800°C, or le béton a granulats calcaires
présente une forte diminution de la densité au dela de 800°C. Cette baisse de la masse
volumique est liee a deux phénomenes a savoir I’hydratation complémentaire des anhydres et

la carbonatation de la portlandite.
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Fig.2.18: Variations de la masse volumique de différents types de bétons

en fonction de la température.

2.7.1.2 Conductivité thermique :

La conductivité thermique est I’aptitude d’un matériau a conduire la chaleur. Elle
dépend, pour le béton, de nombreux paramétres : la porosité, la température, le degré
d’hydratation, la teneur en eau, le type de granulats. Cette propriété diminue, d’une maniére
géneérale, lorsque la température augmente.

Ce comportement met en évidence la détérioration de la microstructure : les microfissures
limitent les transferts de la chaleur.
Les évolutions de la conductivité en fonction de la température proposées par le DTU sont

présentées dans le Tableau I. 2. Pour sa part, I’Eurocode 4 propose la formule suivante :

« EUROCODE 4 :
A =2 —0,24%(T /120)+ 0,012x (T /120)2 (W.m-1.°C-1) pour 20°C <T<1200°C. (Eq: I. 1)

«DTU:
T(°C)
DTU
0 500 1000
MW/ m.°C) 1,628 0.833 0.581

Tableau 2.1: Evolution de la conductivité thermique du béton en fonction

de la température selon les normes DTU.
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Fig.2.19: Evolution de la conductivité thermique en fonction de la température
selon les normes (EUROCODE4).

2.7.1.3 Chaleur spécifique :

La chaleur spécifique est la quantité d’énergie nécessaire pour faire monter de 1°C, la
température d’un kg de matériau.
L’Eurocode 4 propose une évolution polynomiale du second degré en fonction de la
température pour un béton sec, avec un pic entre 100 et 200°C caractérisant le changement de
phase de I’eau contenue dans le béton.
Eurocode 4 :
C(T) =900 + 80 x(T /120)— 4 x (T /120)2 (J/kg°C) (Eq: I. 2)
Le DTU considére une valeur constante de la chaleur spécifique telle que
C =921 J/kg °C.
La Figure 2.20 montre I’évolution de la chaleur spécifique selon les normes de I’Eurocode 4
etle DTU.

+ Ch (Jfkg\‘*lc] EUROCODE &
T DY,
i OO =S S T
K JI". | +—
1200 ,_k ...... - L e 'L:. | 3
". | .1——"_-_—._'__,__.--'" i
= =5
== -_‘__T"-‘ T '_'""""‘—"'—"-.-.-—-.—-.,-'..-_?*'..—..-_7
o0 [mn ; I L_ : [_ I
| [ BB ineoi) Ermdugan {32} [
“ "1 560 bgtm:la o] | "EB{“C)
s II Py - : : L -
. piz2n 200 400 &00 200 Lo0d 200

Fig.2.20: Evolution de la chaleur spécifique en fonction de la température
selon I’Eurocode 4 et le DTU.
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2.7.2 Evolution des propriétés mécaniques avec la température :

2.7.2.1 Comportement du béton en compression a haute température :

Pour obtenir les évolutions des propriétés mécaniques du béton a haute température,
on se réfere essentiellement aux courbes contrainte/déformation ou charge/déformation. Ces
courbes sont influencées par la température en compression aussi bien qu’en traction. Castillo
et Durani [Cast-1990] ont mesuré les déformations des éprouvettes en BHP au cours des
essais de compression a hautes températures.

Les figures suivantes (Figure 2.21 & Figure 2.22) présentent les courbes contraintes -
déformation obtenues en compression unie axiale a différentes températures par Castillo et
Durani [Cast-1990], [24,50,63,65].

On constate que la courbe contrainte -déformation en compression unie axiale est affectée par
la température. On observe :

* Une baisse de rigidité du matériau quand la température augmente,

» Une augmentation de la ductilité et de la déformabilité du béton.

Il faut toutefois noter que la vitesse adoptée par Castillo et Durani est relativement élevée
(23°C/min comparée a une vitesse de 1°C/min recommandée par la RILEM).

Il faut noter également le changement important de la partie post-pic au dela de 300-400°C.
L’ analyse des essais montre que la dissipation d’énergie dépend de la température et indique
un maximum entre 300 et 600°C [50,63,65]. La dissipation ultime varie entre 20 J/kg et 70
J/Kkg. Le type de granulats et la teneur en eau influencent a la fois la pente de la courbe
contrainte -déformation et la ductilité du béton a haute température. La Figure 2.20 montre un
changement léger de la pente jusqu’a 250°C et bien une grande ductilité du béton au-dela de
450°C [50-63-65]. Ceci est confirmé par les courbes contrainte -déformation obtenus par
Castillo et Durani (1990)(Figure 2.21).
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Fig.2.21: Courbe charges -déformations déterminées a différentes températures

sur un BHP d’apres Castillo et Durani [Cast-1990].
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Fig.2.22: Courbe contrainte -déformation en compression unie axiale a différentes

températures pour un béton ordinaire.

La variation du module d’élasticité et de la résistance en compression indique une légere
diminution dans un essai avec chargement durant le chauffage que dans un essai non chargé
durant le chauffage et sous les mémes conditions [50,63,65]. En revanche, une évaluation des
résultats d’essais a 450°C montre le méme comportement du béton sous chargement et sans
chargement pendant le chauffage, indépendamment du type de béton testé. La Figure 2. 23
montre la diminution de la déformation ultime en compression uni axiale en fonction de la
température pour différents niveaux de charge appliquée durant le chauffage. Sur cette courbe
le coefficient o représente le niveau de la charge par rapport a la résistance initiale en
compression uni axial.
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Fig.2.23: La déformation ultime en compression unie axiale en fonction de la température

pour différents niveaux de charge appliquée durant le chauffage.

Des essais ont réalisé en compression sur le béton a haute température [64,65,76] sous

chargement bi axiale pour mettre en évidence I’effet couplé de la température et de

confinement sur les courbes contrainte -déformation (Figure 2.24). L’analyse de ces essais

montre que la résistance bi axiale du béton diminue moins rapidement que la résistance en

compression unie axiale.

Ces résultats ont fait I’objet de modélisation numérique par les travaux de Heinfling [Hein-

1998] et Nechnech [Nech-2000] en se basant sur un concept de déformation d’interaction

thermomecanique adapté pour étudier I’influence des états de contraintes multiaxiaux pendant

le chauffage.
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Fig.2.24: Courbe contrainte -déformation en compression bi axiale a différentes

Températures.
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2.7.2.2 Comportement du béton en traction a haute température :

Le béton résiste mieux a la compression qu’a la traction, son comportement en
traction est tres influencé par la température. La reéalisation d’un essai en traction peut se faire
selon plusieurs méthodes: flexion 3 ou 4 points, directe (uni axiale), fendage. Les essais par
fendage sont les plus utilisées en pratique dans ce genre d’étude mais les résultats obtenus
sont peu preécis et surestiment les valeurs réelles. Les essais de traction sont trés difficiles a
mettre en oeuvre mais donnent des resultats fiables. Ces essais permettent I’évaluation de
I’énergie de fissuration Gf a haute température qui est I’un des parameétres fondamentaux
(avec le module élastique et la résistance en traction) requis pour la plupart des modéles de
mécaniques d’endommagement ou de mécanique de la rupture du béton.

L’essai de flexion 3 points est simple a mettre en oeuvre et plus stable du point de vue

mécanique. Peu de résultats sont aujourd’hui disponibles a haute température

20C
105C
250C
400C

o (MPa)

ﬂ\ﬁhﬁ-

0 0,04 0,08 0,12 0,16 0,2
W (mm)

Fig.2.25: Comportement du béton en traction (contrainte -ouverture de fissure)

a différentes températures [Fele-1999].

Les essais de flexion 3 points sur des éprouvettes chauffées a 0,2°C/min sur des BHP ont été
réalisés par Felecetti et al [Fele-1999]. Ils montrent que les courbes contraintes -déformation
sont plus influencees par la température que pour un essai de compression (Figure 2.25). Les
résultats d’essais dépendent également de la vitesse du chauffage, la nature des granulats et la
pate de ciment, I’entaille, le rapport Eau/Ciment...

Il est & noter que ces courbes contrainte déformation montrent bien I’augmentation de I’aire
sous la courbe au-dela de 250°C et la chute de la resistance en traction est fonction de la

température.
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2.7.2.3 Module d’élasticité :

Le module élastique en fonction de la température est déterminé a partir des courbes
contraintes - déformation lors d’un essai de compression ou de traction et simplement a partir
des courbes charge fleche dans le cas d’un essai de flexion. Il faut distinguer ainsi le module
de Young a chaud et le module élastique résiduel. Plusieurs auteurs ont étudié I’influence de
la température sur le module élastique du béton a chaud et a froid ([Dias-1992], [Noum-
1995], [Pimi-1999]. Les différents résultats
expérimentaux donnent des valeurs assez dispersées. Cela est sans doute di a I’hétérogénéite
du matériau d’une part et les parametres expérimentaux d’autre part (vitesse de chauffage, la
nature des granulats, condition de conservation, géomeétrie, teneur en eau ...). Cependant, on
voit clairement du module avec la température. La Figure 2.26 montre les évolutions des
modules élastiques a chaud et apres refroidissement.

Dans la série 1, les éprouvettes sont chauffées sans chargement a 1°C/min a la température
désirée puis maintenue a cette température avant d’étre chargées. Dans la série 11, les
éprouvettes sont chauffées jusqu’a la température désirée, puis elles sont refroidies avec une
vitesse de 0,5°C/min avant d’étre chargées. Ces essais montrent que la rigidité du matériau
baisse généralement en fonction de la

température jusqu’a 120°C. Entre 200°C et 300 °C, les résultats de la Figure 2.26 montrent
que le module est a peu prés constant.

Dias et al [Dias-1992] explique ces variations par les phénomeénes de densification de la
vapeur d’eau et a la contraction du matériau lors du chauffage. En revanche ceci peut étre
aussi expliqué par la rupture des liaisons internes a la microstructure compensée par une

dilatation differentielle entre la pate de ciment et les granulats.
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Fig.2.26: Rapport du module d’élasticité a chaud et a froid sur le module initial

en fonction de la température [Dias-1992].
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A titre normatif et indicatif nous présentons sur la Figure 2.27, I’évolution en fonction de la
température du rapport du module élastique sur le module initial selon le DTU et

I”’Eurocode 4, qui diminue plus rapidement que le rapport des résistances en compression.
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Fig.2.27: Evolution de module élastique proposée par les normes.

2.7.2.4 Module élastique de cisaillement et coefficient de poisson :

Peu de chercheurs se sont intéresses a I’évolution en fonction de la température du
module élastique en cisaillement G et du coefficient de poisson v des bétons. Les travaux de
Anderberg et al [Ande-1976] montrent que G varie d’une maniére similaire au module
d’élasticité E.

G=E/2(1+v) (Eq:l3)

La Figure 2.28 montre I’évolution de ce coefficient v déterminé par Maréchal [Maré-1972]
pour le béton ordinaire et qui diminue en fonction de la température de 0,28 a température
ambiante pour une valeur de 0,1 a 400°C. Cette diminution est le résultat de la rupture des
liaisons internes a la microstructure et du développement de la microfissuration au cours du
chauffage. D’autre part, les essais réalisés sur plusieurs cycles de chauffage et de
refroidissement par [54] Marechal (1972), indiquent que ce coefficient retrouve sa valeur

initiale. En dehors de ces études, ce coefficient est égal a 0,2 généralement pour le béton.
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Fig.2.28: Evolution du coefficient du Poisson en fonction de la température

pour un béton ordinaire d’aprés Maréchal [Mar-1972].

2.7.2.5 Energie de fissuration :

L’energie de fissuration est definie comme I’énergie nécessaire pour créer une unité
de fissure en mode I de rupture.
L’évolution de Gf en fonction de la température est mal connue. On dénombre peu de
recherches sur le sujet. Ces travaux montrent une trées forte dispersion des résultats obtenus vu
la sensibilité de I’energie de fissuration a plusieurs parameétres physiques (Figure 2.29).
L’etude bibliographique que nous avons menée sur I’evolution de cette énergie de rupture en
fonction de la température nous a permis de recenser quelques €léments responsables de cette
forte dispersion a savoir :
* Vitesse de chauffage et de refroidissement différente.
* Essais réalisés a chaud ou a froid.
* Différentes compositions du béton (granulométrie, type de ciment...).
« Différentes géométries des éprouvettes.
* Différentes conditions de conservations.
Quelques travaux : Bazant et Prat [Baz-1988], Stabler et Baker [Stab-2000], Heinfling [Hein-
1998], Felecitti et al [Fele-1999], montrent des résultats contradictoires ; il n’y a pas de
consensus sur le sens variation de Gf.
Stabler et Baker [Stab-2000], Heinfling [Hein-1998], et Felecetti [Fele-1999] ont constaté une

augmentation de Gf en fonction de la température contrairement a Bazant et Prat [Baza-1988].

25



CHAPITRE 2 Comportement général du matériau béton armé

18 Baker (19906), refroidissement rapide
16
14 F e L
Heinfling & Baker (1997)
- 12}
‘_: 1k
E 0.8
ne p o .
04 - Bazant (1988), Béton sec,
02 F ™~ Bazant (1988), Béton humide
C. L L L L L i
0 100 200 300 400 500 600

Fig.2.29: Evolution I’énergie de fissuration relative en fonction
de la température [Baza-1988] et [Hein-1998].

2.7.2.6 Facteurs d’intensité des contraintes et longueur caractéristique :

Le facteur d’intensité de contrainte KI caractérise la résistance du matériau a la
propagation de la fissure et a I’endommagement. Ce parameétre peut étre déduit du calcul de
I’énergie de fissuration Gf.

La longueur caractéristique Ic correspond a la dimension de la zone de fissuration. Elle varie
généralement entre 50 et 800 mm, mais les essais réalises pour son évaluation montrent
qu’elle est comprise entre 200 et 400 mm pour le béton. Selon Bazant et Oh [Baza-1983], les
résultats d’essais montrent que sa valeur moyenne Ic peut étre généralement prise égale a 3
fois le diametre des plus gros granulats (Ic = 3da). Elle dépend des caractéristiques du
matériau. Nous rappelons que cette approche perd sa signification dans le cas de la pate de
ciment ou du mortier.

Nous n’avons pas beaucoup d’informations ou de publications a I’heure actuelle sur
I’évolution du facteur d’intensité de contrainte et de la longueur caractéristique pour les
bétons a haute température.

Les résultats obtenus par Felicetti et al [Feli-1998] montrent une augmentation de Kl et une
diminution de Ic en fonction de la température.

Figure 2.30 montre I’évolution de ces deux parameétres intrinséques du materiau, en fonction

de la température pour 2 BHP différents.
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Fig.2.30: Evolution du facteur d’intensité des contraintes et de la longueur

caractéristique pour les bétons a haute température [Fele-1999].

2.8 Conclusion :

Les recherches présentées lors de cette étude, notamment sur le plan expérimental, ont
mis en évidence la complexité du comportement des bétons soumis a haute température et
I’existence d’une combinaison de mécanismes d’endommagement de différentes origines :
mécanique (déformations), physique (transfert de chaleur, départ d’eau libre, variation de
conductivité,...) et chimique (déshydratation, carbonatation, transformations chimiques).

Dans cette partie, nous avons regroupe a partir des différents travaux, les évolutions des
caractéristiques thermiques, hydriques et mécaniques de différents bétons a haute
température. Une partie de ces résultats va servir a caractériser les éléments pour la simulation
numérique du comportement des bétons a haute température.

L’endommagement thermique du béton présente des spécificités propres liées a ce
matériau. L analyse des différents modéles macroscopiques de comportement montre
I’insuffisance de I’approche macroscopique quant a la prise en compte des modes complexes
de dégradation du béton sous I’effet de la température. En effet, en raison de la forte
hétérogénéité du béton, le processus de dégradation de ce matériau est gouverné par plusieurs
mécanismes qui se produisent a une échelle infeérieure a celle d’un volume élémentaire
représentatif du matériau.

Ce comportement complexe, n’a souvent été pris en compte, dans les modeles de
comportement macroscopique, que d’une maniere semi empirique en reproduisant d’une
maniere apparente I’évolution en fonction de la température des caractéristiques
macroscopiques (Module de Young, résistance apparente ...). Outre I’aspect semi empirique
de cette approche, ces modeéles présentent des insuffisances quant a la reproduction du
comportement thermomécanique du béton. En effet, avec de tels modeles, un béton chauffé

27



CHAPITRE 2 Comportement général du matériau béton armé

lentement et uniformément (sans gradient thermique) est libre de se dilater, n’engendre pas de
contraintes et donc pas d’endommagement au sens de la mécanique macroscopique.

La modélisation du comportement du matériau a I’echelle macroscopique ne permet pas
de prendre en compte les désordres provoques par un chargement thermique a I’échelle
microscopique.

Les recherches menées jusqu’a présent sur les bétons ont visé principalement,
I’amélioration de ses performances mécaniques a I’état durci aussi bien qu’a I’état frais. En
revanche I’amélioration de ses performances vis-a-vis du comportement au feu reste un

champ d’investigation assez peu développé.
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3.1. Introduction :

Les ouvrages réalisés en béton, tels que les ponts, barrage, tunnels, centrales
nucléaires...étant de plus en plus ambitieux, il est nécessaire d’assurer leur securité et de
prédire de facon fiable leur tenue, une défaillance pouvant avoir des conséquences
humaines et économiques graves. Des tests expérimentaux a une telle échelle étant
totalement irréalisables, de nombreuses recherches ont été effectuées, notamment ces
trente derniéres années, en vue de modéliser le béton de facon la plus réaliste possible. En
effet, une modélisation précise permet non seulement d’évaluer le risque de ruine mais
aussi d’acquérir une meilleure compréhension des phénomenes physique mis en jeu.
Cependant, de part de sa nature hétérogéne, le béton présente un comportement
mécanique trés complexe et la formation de fissures dans le matériau est indéniablement,
le phénomeéne qui gouverne la réponse d’une structure en béton. De nombreux models
sont donc proposés dans la littérature mais bien souvent ces modeles ont été développeés
pour étre appliqués a une étude de cas précise. En conséquence, choisir un modele
spécifique devient difficile d’autant plus que I’application a laquelle il est desting, a
savoir I’étude de chevilles ancrées dans une dalle de béton, est elle-méme un probleme

relativement complexe.

3.2. Comportement du béton : aspect phénoménologique
3.2.1. Le béton, un matériau hétérogene :

Le béton est un matériau composite constitué d’une matrice en ciment et d’inclusions
de granulats ou agrégats (sable, gravier, cailloux) dont la répartition et la géométrie ne sont
pas connues a priori et présentent souvent une dispersion importante. A cette hétérogénéité de
composition vient s’ajouter une hétérogénéité dite structurelle. Elle consiste en I’existence de
défauts initiaux (microfissures) au sien de la microstructure. La plupart de ces défauts se
situent a I’interface entre les granulats et la pate de ciment, cette interface constituant le lien le
plus faible du matériau. Des microfissures peuvent étre également générées dans le ciment par
différents facteurs, tel que le retrait (diminution du volume apparent de la matiere)
hydraulique engendré par une évaporation d’eau, le retrait thermique engendré par une
variation de température ou une consolidation incompléte du ciment entrainant la formation
de microcavites. Lorsque cette structure est soumise a une sollicitation, des microfissures
supplémentaires peuvent se former suite a des concentrations des contraintes de tension isolée

dues a des déformations incompatibles entre les granulats et le ciment. Lorsque ce chargement
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augmente, les microfissures se développent et se connectent éventuellement entre elles pour
former une macro fissure entrainant la rupture du matériau, ce qui se traduit a I’échelle
macrostructurale par une diminution des contraintes accompagnées d’une augmentation des
déformations. Ce comportement dit « adoucissant ou quasi-fragile » est associé a un
phénomeéne de localisation des déformations. En effet, le mode de déformation est non
homogéne c'est-a-dire que les déformations se concentrent dans des zones localisées de faible
dimension (le long des macro fissures dans le cas du béton) alors que tout le reste du matériau
a tendance a se décharger. De part sa nature hétérogene, le béton présente donc un
comportement mécanique trés complexe englobant un comportement fortement non linéaire
sous un état de contrainte multiaxiale, une fissuration progressive induite par des contraintes
ou des déformations de tension conjuguee a un adoucissement en deformation, et un

comportement dépendant du temps tel que le fluage et le retrait.

3.2.2. Modeéle de comportement en compression :

Le modeéle développé pour le comportement du béton en compression est le méme en
deux et trois dimensions. Pour certaines application, ou les contraintes de compression sont
faibles et ou la fissuration en tension gouverne le comportement, le béton est considéré
linéaire élastique en compression, mais dans le cas de chevilles ancrées dans une dalle de
béton et soumise a différents type de sollicitations, rien ne permet d’utiliser cette hypothése.
C’est pourquoi un modele élasto plastique a été développé et mis en évidence
expérimentalement que les relations liant les contraintes aux déformations sous des états de
contraintes de compression sont non linéaire, méme pour des niveaux de contrainte faibles. La
théorie de la plasticité semble adéquate pour décrire la déformation inélastique du béton en
compression et nécessite la définition de peu de parameétres matériau. Un modele d’élasticité
linéaire est utilisé pour la partie réversible de la deformation et une approche basée sur la

plasticité avec écrouissage isotrope est employée pour la partie irréversible de la déformation.

Le taux de déformation totale de est donc décomposé en un taux de déformation élastique

de® et un taux de déformation plastique de!” associe a la compression :
de =def +dg! (3.1)

D’ou: do=D"de® =D .(de—d¢g!) (3.2)

Avec DFfla matrice élastique défini par les lois de Hooke.
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Le modeéle nécessite la définition d’une surface de charge qui caractérise le critére de
plastification, une loi d’écoulement plastique, une loi d’écrouissage et une condition

d’effondrement.

3.2.2.1. Critere de plastification :

La fonction de charge pour le béton sous un état de contrainte triaxial est généralement
supposée dépendre de trois invariants du tenseur des contraintes. Néanmoins, les formulations
utilisées en pratique sont développeées soit avec un, ou deux invariants seulement. Une
fonction de charge de type Drucker-Prager [35] dépendant du premier invariant du tenseur

des contraintes I, et du second invariant du tenseur déviateur des contraintes J, a donc éte

adapte.

La fonction de charge s’exprime dans le repére de contraintes principales comme suit :

f(ok)=al, +4/3, k=0 (3.3)
avec . l4 = o1 +0 + o3
(3.4)

est le premier invariant du tenseur de contraintes,
1 [ 2 2 2]
‘]2—8(0'1_0'2) "‘(62_0'3) +(63_61) (3.9)

est le deuxieme invariant du tenseur déviatorique.

Pour la valeur dea =0, I’équation précédente se réduit a I’expression de critere de Von
Mises. La surface de charge a la forme d’un cone circulaire. Les dimensions du cone peut étre
ajusté par deux parameétres a etK'.

Si on coincide le cercle de Drucker - Prager [35] avec les sommets extérieurs de I’hexagonal

de Mohr — Coulomb (fig.3.1) , on peut montrer que :

oo 2.sin ¢ ot K'— 6.c.cos ¢ (3.6)

\/3.(3=sin¢) y/3.(3-sin¢g)
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Si on coincide le cercle de Drucker - Prager avec les sommets intérieurs de I’hexagonal de

Mohr - Coulomb, on peut montrer que [48,49] :

J3.(3+sing) V3.3 +sing) (3.7)

2.5in¢ ot K= 6.C.CcoS ¢

Mohr-

/— Druker - Prager

O1 (e}

Fig. 3.1: Représentations de critere de Mohr-Coulomb et celui de
Drucker- Prager dans le repére des contraintes principales.

3.2.2.2. Loi d’ecoulement :

Dans le modele développé, une loi d’écoulement associée est utilisée [48,49,61], ce
qui signifie que le vecteur du taux de déformation plastique est supposé normal a la surface de
charge. L’écoulement plastique a lieu lorsque le point représentant I’état de contrainte est sur
la surface de charge. Sauf s’il y a décharge élastique, ce point doit rester sur cette surface
pendant I’écoulement plastique, ce qui conduit dans le cas d’écoulement associé a la condition
de cohérence suivante :

df (a,k)zO@ﬂdo%ﬂdk:O (3.8)
oo ok

D’autre part, le taux de déformation plastique est donné par la régle de normalité :

ds? = dia=drdC (3.9)
(e

avec f la fonction de charge de type Drucker- Prager et dA un scalaire positif appelé

multiplicateur plastique représentant I’amplitude de I’écoulement plastique. Le vecteur a
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appelé vecteur d’écoulement plastique, est le gradient de la fonction de charge et représente la
direction de I’écoulement plastique.

La condition de cohérence peut s’écrire :

a'do —hdA =0 (3.10)

en posant : h= _dw ot (3.11)

dA ok

ou h représente le module d’écrouissage.
a'Dde

Avec la combinaison des formules précedentes on trouve : dA = TiaD'a
+a.D%a

(3.12)

La loi de comportement élastoplastique liant le taux de contraintes au taux de déformation
peut étre établie en substituant les équations précédentes dans I’équation (3.2):
a'.D%a

do=|Dt -2~
h+a'.D%a

.De}.dg =D%*.de (3.13)

La matrice D* est appelée matrice élastoplastique continue [11,47,58,59,60,61].

3.2.2.3. Loi d’écrouissage :

Le paramétre d’écrouissage k représente la mémoire du matériau et refléte son
caractére irréversible. On supposera donc, dans le modele qu’il est égal a la déformation
plastique équivalente €. La loi d’écrouissage définit le mouvement des surfaces de charge
pendant la déformation. Une relation entre la déformation plastique équivalente et la
contrainte équivalente effective est donc utilisée. Cette relation est extrapolée de résultats

obtenus a partir de tests expérimentaux en compression unie axiale.

Afin de déterminer le module d’écrouissage h, exprimons le travail plastique dw" :

dw” = o,.deg, (3.14.9)
et: dw? =c'del =def o =dia'c (3.14.b)
or on peut démontrer que : a'.c = (6f /60) .o = f(o)=0, (3.14.0)
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par identification, on obtient:  dA =deg, (3.14.d)

dou:  h=-0Q/oeb =do,/ds? (3.14.6)

Le module d’écrouissage porte également le nom de module tangent plastique. La relation
liant la déformation plastique équivalente a la contrainte équivalente est obtenue a partir de la
parabole définie de la fagon suivante :

O, = E.z—:—%E/sC.g2 (3.15)

avec : E le module d’Young, ¢ la déformation totale courante et €. la déformation totale
lorsque la contrainte est égale a la résistance limite en compression f.. En décomposant la
déformation totale et on remplagant la contribution élastique par oo / E dans I’équation (3.15),
la relation souhaitée est obtenue :

1
ao(gp ): ~-Eeg + (2.E.gC Eo )E poure,.f, <o, < f,

eq

(3.16)

En dérivant I’équation (3.16), le module d’écrouissage peut étre évalué par :

1
h=do,/def = E.[(gc 1258 ) —1} (3.17)

En prenant a; =0.3 ete; = 2. f./ E, Cervera & al. [ Cer 26 ] ont montré que le modele fournit

des résultats proches de ceux obtenues expérimentalement Kupfer & al. [ Kup 48 ].

T contrainte (de compression)
f

C

-

O'll‘fc I

L H » déformation

Fig. 3.2: Loi de comportement uniaxiale pour le béton en compression.
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Lorsqu’on atteint la frontiere de I’élasticité et lorsqu’on la dépasse, deux cas du
comportement plastique a une dimension peuvent se produire : le matériau est parfaitement
plastique ou plastique écrouissable. Dans le premier cas, la contrainte n’évolue pas avec la
déformation et la surface de charge reste inchangée. Dans le deuxiéme cas, la contrainte
augmente avec la déformation et la surface de charge évolue. L’évolution de la surface de

charge peut étre représentée comme suit :

3.2.2.3.1. Ecrouissage isotrope :

Il est caractérisé par une expansion de la surface d’écoulement dans I’espace des
contraintes sans translation de I’origine. Il est représenté par une variable scalaire notée K
représentant le rayon du domaine élastique a chaque instant (figure 3.19).

La fonction de charge s’écrit :

fle)k]=0 (3.18)

3.2.2.3.2. Ecrouissage cinématique :

Il est caracterisé par une translation de la surface de charge dans I’espace des
contraintes sans modification de son rayon. Il est représenté par un tenseur symétrique X;j
(figure 3.20). La fonction de charge s’écrit :

flle)(x)]=0 (3.19)

Dans le cas d’écrouissage cinématique combinée a I’écrouissage isotrope, la

condition de plasticité s’écrit :

fl(o)(x)k]=0 (3.20)

Pour le cas du matériau fragile comme la fonte, I’écrouissage isotrope est le plus utilisé.

A
(93]

TNy

Y - C/

Fig. 3.3: Evolution isotrope de Fig.3.4: Evolution cinématique
la surface de charge. de la surface de charge.

9"
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3.2.2.4 .Condition d’effondrement :

Le modéle de plasticité avec écrouissage décrit précédemment gouverne
I’augmentation de la déformation inélastique dans le béton soumis a des contraintes de
compression. La déformation inélastique continue jusqu'a ce que I’effondrement apparaisse.
L’ effondrement de rupture est un phénomene contrélé par les déformations. Une surface de
rupture dans I’espace des déformations doit donc étre définie de fagon a ce que ce type de
rupture puisse étre pris en compte. Un moyen simple, malgré le manque de données
expérimentales sur la capacité de déformation ultime du béton sous un chargement multiaxial,
est de supposer que la taille de la surface d’effondrement dans I’espace des déformations est
reliée a une déformation équivalente maximale extrapolée a partir des tests expérimentaux uni
axiaux. Le critére de déformation utilisé est développé simplement en convertissant le critére

de plastification décrit en terme de contraintes directement en terme de déformations :

B33} )+a ) =& (3.21)

Avec |'; le premier invariant du tenseur des déformations, J'» le second invariant du tenseur
déviateur des déformations et £, la déformation totale ultime de compression. Les
paramétres o et B sont déterminés & partir des résultats expérimentaux de Kupfer & al. [ Kup
48 ] et sont égaux 4 o = 0.355 €%, et B = 1.355. Lorsque la déformation ultime est atteinte, le
matériau est suppose perdre toutes ses caracteristiques de résistance.

Il existe évidemment d’autres modeles de comportement du béton en compression, basés sur
la théorie de la plasticité, similaires a celui présenté mais avec une surface de charge et/ou une
regle d’écrouissage différentes ou plus sophistiquées (écoulement plastique non associé, prise

en compte de I’adoucissement,...).

3.2.2.5. Critere de rupture pour le béton :
Le principal type de représentation des critéres est I’espace de contraintes principales

o, , 0,6t o,. Cette représentation possede I’avantage d’étre valable pour tous les types de

critéres.
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P(0'110'2’0'3)

(d)

(D)

Le segment porte par la diagonale (d) représente I’axe hydrostatique (o, = o,= o;).
Le vecteur unitaire € le long de cette diagonale est donné par I’expression suivante :
_ 1
g :ﬁ 1 1 (3.22)

Le point P appartient a un plan perpendiculaire en N a I’axe hydrostatique. Ce plan
est appelé plan octaédrique. Lorsque le point N sera en O, le tenseur sera purement
déviatorique, le plan est appelé plan déviatorique.

La relation géométrique donne :
OP =ON + NP (3.23)
Le vecteur OP se décompose en deux parties : la partie hydrostatique est définie par le

vecteur ON et la partie déviatorique est représentée par le vecteur NP .
Le critére n’est pas valable que dans le cas ou il est bien adapté au matériau utilisé. On trouve

dans la littérature, [2], toute une variété de critéres dont voici quelques uns :

a. Critere de contraintes de tensions maximales (Rankine) :

Ce critere consiste & imposer a chacune des contraintes principales d’étre inférieure a la
résistance de tension du matériau f, .
Les équations des surfaces de rupture sont définies par le critére comme :

O-]_:ft , O-szt , O'3th (324)
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Dans le repére des contraintes principales (o, , o,, o), le critére est représenté comme

montreé sur la figure ci-contre :

O3

v

Fig.3.5: Représentation de critére de Rankine dans le repére
des contraintes principales.

Ce critére est généralement utilisé en mécanique des sols.

b. Critére de contraintes de cisaillement (Tresca) :
Ce critere est porté sur la contrainte tangentielle maximale. Gréace au cercle de Mohr, on
démontre facilement que la contrainte tangentielle maximale est égale a

1

m - — - .
T max 2‘01 0'3‘ (3.25)

Avec T, st la contrainte tangentielle limite.
Le critere s’exprime dans le repere des contraintes principaleso,, o,et o, comme :
o, —o3=Y(k)
Ou Y(k) est une fonction de paramétre d’écrouissage K est déterminée expérimentalement.

Ce critere ne fait pas intervenir la contrainte intermédiaire dans les calculs. Dans I’espace des

contraintes principales, la surface limite associée a ce critére est un prisme hexagonal.
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Fig.3.6 : Représentation de critére de Tresca dans le repére des
contraintes principales.

Ce critére est généralement utilisé pour les métaux.

c. Critére de Moh — Coulomb :

Ce critere est gouverné par la relation suivante :
r=f(o)
Et assimile cette fonction a une droite faisant un angle ¢ avec I’axe o dans le plan de Mohr
(figure 3.8).
T=C—o0-19¢ (3.26)
Ou : ¢ : Angle de frottement interne.

C :Cohésion du matériau.
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v

P C
(o) 1 o

Fig.3.7 : Représentation du critére dans le plan de Mohr.

Les considérations géométriques montrent que :
(0, +05)-sing—(0,~0,)+2-c-cosp=0 (3.27)

L’équation précédente peut étre réécrite comme :

0, 03
B S R 3.28
f. f, (3.28)
avec :
_2-Cc-C0s¢ _ ; _2-c-Ccos¢g
# 1-sing ’ 1+sing

Ou f, est la résistance maximale de compression du matériau et f, est la résistance

u
maximale de traction du matériau.

f
Posant m=-—%
t

En substituant la valeur de m dans I’équation (3.25), on trouve :
m-o,—o,=f, (3.29)
Les résultats des testes montrent que le ccefficient m pour les matériaux fragiles vaut 4,1. Ce

critere est souvent appliqué pour les sols.

Les inconvénients de critere de Mohr — Coulomb sont :
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e ne tient pas compte de la valeur de la contrainte intermédiaire o, dans les calculs,

e les méridiens sont des lignes droites. Cette approximation n’est pleinement justifiée dans
le cas de grandes pressions hydrostatiques,

e lasurface de charge n’est pas convexe.

d. Critére de Von Mises :

La présence d’un point anguleux sur la surface de charge de Tresca suggére a Von Mises
I’aide de remplacer le prisme hexagonal par un cylindre circonscrit sur celui-ci (figure.3.9).
Ce critére a un parametre et il sera aisé de vérifier qu’il ne peut étre que pour des matériaux
dont la limite élastique en traction est en module égale a la limite d’élasticité en compression.
Par conséquent, il est plus adapté pour les métaux et il a I’inconvénient de vérifier la traction

hydrostatique infinie.

Von Mises

Tresca

Fig.3.8 : Représentation de critere de Tresca et celui de Von Mises dans le
repere des contraintes principales.

e. Critere de Drucker-Prager :
Une approximation du critéere de Mohr — Coulomb est représenté par Drucker-Prager
comme une modification du critére de Von Mises.

Le critere s’exprime dans le repére de contraintes principales comme :

a-1,+43, =K' (3.30)

avec .
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I, =0, +0,+0, étantle premier invariant du tenseur de contraintes,
1 2 2 2 7 .. - .
J, =5 (0,-0,) +(0,—0,f +(0,-0,) étant le deuxiéme invariant du tenseur

déviatorique.

Pour la valeur dea =0, I’équation précedente se réduit a I’expression de critere de Von
Mises. La surface de charge a la forme d’un cone circulaire. Les dimensions du cone peut étre
ajusté par deux parameétres a etK'.

Si on coincide le cercle de Drucker - Prager avec les sommets extérieurs de I’hexagonal de
Mohr — Coulomb (figure3.10) [7,11], on peut montrer que :

2.sin¢ ot K'— 6.c.cos ¢

J3.(3=sing) J3.(3=sing)

Si on coincide le cercle de Drucker - Prager avec les sommets intérieurs de I’hexagonal de

Mohr - Coulomb, on peut montrer que [7,11] :
2.sing ot K'— 6.c.cos¢

\3.(3+sing) \/3.(3+sin¢g)

— 0> Mohr-Coulomb

Drucker -Prager

Fig.3.9 : Représentations de critére de Mohr-Coulomb et celui de Drucker- Prager dans
le repére des contraintes principales.

Ce critere est généralement utilisé pour le béton.

f. Critére de Nadai :
La surface limite de Nadai [11] de type Drucker- Prager [35] se traduit par deux

eéquations suivantes, en fonction des contraintes octaédrales o, €t 7o :
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e En compression biaxiale :

_p-1
Toct+\/§ 2. p—

V2.5
1.00Ct_m.f/l_o (331)

o, <0 et o, <0

e Entraction biaxiale et en traction — compression

l-« 242 -«
ro+y2 S 2T f 2 3.32
o l+a ™ 3-(1+a) * (3.32)
o, -0 et/ou o, >0
avec :
O —m " —E\/O-lz_kazz O-l 0-2

oct — 3 ’ 2-oct - 3

a:f—‘ . etant le rapport de la résistance du matériau en traction simple a la

c

résistance en compression simple,

p= f—" . étant le rapport de la résistance maximale du matériau en compression bi

C

axiale (pour oy = 0,) a la resistance en compression simple. Les essais de Kupfer et al [49]

montrent que les coefficients & et /3 sont respectivement voisins de 0,1 et 1,16.

La surface de charge est déduite de la surface limite en compression bi axiale comme :

T ta o, +b-f(H)=0 (3.33)
ou
a= M © b= ﬁ et H étant le paramétre d’écrouissage.
2-p-1 3-(2-8-1)

C’est ce critere qui sera utilisé dans ce présent travail.

g. Calcul de I’expression du vecteur normal a la surface de charge :
On assume que la fonction de charge a la méme forme que celle de critere de Nadai. Il
suit que I’expression du vecteur normal a la surface de charge s’écrit comme :

i= {aF } (3.34)

oo
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L’équation (3-30) peut étre réécrite sous la forme suivante :

F(o)

d’ou:

=T, +a 0,y +b-=0

Sachant que :

(o)

O, =

d’ou:

oo,

oo

oo

olo} _g'm

Les expressions de la resistance des matériaux donnent :

_ O'1+O'2
oct —

oct __

_ 004 0o, N
oo, oo}

oo, . olo}

N| -

g

1 _

. ole}
ce qui donne :

oo,
oo
oo,
oo
oo

Xy
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(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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De méme raisonnement, on trouve :

Jo,
oo,
9o, _] 99, (3.40)
oo} oo,
oo
0T,
D’autre part,ona:
az-oct _ az-oct 6O-l + az-oct 6O-Z
olo} oo, dlo} oo, 0o}
(3.41)
Sachant que :
az-oct _ \/E i (20-1 B 0-2)
. _\/2(0'12+O'22—61-62) N do, 6\/0'12+0'22—0102 (3.42)

o 3 aroct _ \/E'(ZO-Z _61)

do, 6\/612 +0l-0,0,

Apres substitution des équations (3.34), (3.35), (3.36), (3.37), (3.38) et (3.39) dans I’équation
(3.33), on trouve facilement I’expression analytique du vecteur normal a.

L’équation (3.35) montre que : b= a—f_
(o)

Pour le cas des piéces en béton armé, en général, la connaissance du comportement
sous contraintes bi axiales est suffisante. La surface de rupture adoptée dans cette étude est
celle de Kupfer [48,49] (Fig.3.2), et elle s’exprime en termes de contrainte de cisaillement

octahédrale sous la forme suivante :

Ty =a+boy, (3.43)

Toct €St la contrainte de cisaillement octahedrale.

Toq = g(af + 0'5 -o0,0,+ 32'X2y )% (3.44)
ooct €St la contrainte normale octahedrale.
Opet = 1((SX +0, )
3 y (3.45)

a et b sont des constantes déterminées expérimentalement.
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Prenons (f;) comme résistance a la compression uni axiale du béton et (f,) comme résistance
a la compression équivalente sous une compression bi axiale f, = 1.16f;, et en définissant le
rapport m = f; / f. , avec f; est la résistance a la traction du béton. Les constantes a et b de

I’équation (3.33) peuvent étre établies comme suit :

Compression - Compression

- Pour la compression uni axiale :

f
Toct zﬁ fc et Og = -
3 3
d’ou, de I’équation (3.14), on obtient.
E f = _bL +a (3.46)
3 3
- Pour la compression bi axiale :
2 2
Toct = ? fb et Oot = _E fb
d’ou g f, = —%bfb +a (3.47)

Apres résolution des equations (3.43) et (3.44), on trouve le critére de rupture du béton dans
le cas de la compression bi axiale.
GOCt

o | 01714
f f

c C

~0,4143=0 (3.48)

Traction - Compression

Les deux comportements sont découplés.

- Pour la traction uni axiale :

f
Toct = ﬁ ft et Ooct = —
3 3
d’ou V2 f, = bltia
3 3
ou hien ﬁmft = Emft +a (3.49)
3 3
- Pour la compression uni axiale :
f
Toct = ﬁ fc et Oot = -
3 3
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dol % fo= bl va (3.50)

En résolvant les équations (3.49) et (3.50), on obtient le critere de rupture dans le cas de
traction - compression.

1-moy 272 m 0 (3.51)

Toct + \/E

f 1+m f, 3 1+m

C

Traction - Traction
Puisque il n’y a pas d’augmentation de la resistance a la traction ultime a cause de la traction

bi axiale, la condition du cercle simple est suffisante pour décrire le critere de rupture dans le

cas de traction.

o, ’ o, 2_ 3
(7] <[5 o 552

Ou o; et o, sontdes contraintes principales.

f., = 29,3 N/mm?
Tu=293NMM o/t

-02
0.0 p— it Pt /e,
Py _.f.-"‘ bt
0.2 Y ol e 1

L rr
1
oat™ 4 ¢ A W1 -/“'..'
iy N
iy ]
0.6 "~ / !
L]
o8 1 / / /
Lk B 14 o}
A 4
tol ik AR I |
\ 2 - ,o:a
2l PN "_‘:é"'"o‘é"
VAl
14
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Fig.3.10 : Zones de comportement sous I’état de contraintes bi axiales.

3.3  Modele de comportement en traction :
3.3.1. Introduction :
Le comportement bidimensionnel du béton est basé sur le critere de Rankine [6,11]

pour la traction. L’évolution de I’état de fissuration est prise en compte par la mise a zéro du

module d’élasticité selon la direction fissurée et par la redistribution des contraintes

correspondantes.
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L’emploi d’un terme de cisaillement fonction de I’ouverture de la fissure, dans la
matrice d’élasticité de I’élément fissuré, permet de simuler I’engrenement des agrégats.
L’adhérence entre le béton et les barres d’acier est considérée parfaite.

Le béton fissuré est traité comme un matériau orthotrope avec des axes d’orthotropie
paralleles et normaux a la direction de la fissure [6,11]. L effet de Poisson est négligeable a
cause du manque d’interaction entre les deux directions orthogonales apres fissuration, et le
module d’élasticité du béton normal a la direction de la fissure est réduit a zéro.

L’une des plus importantes caractéristiques du béton est sa faible résistance a la traction
qui donne naissance a la formation des fissures. Les lois constitutives formulées
précédemment pour un béton sain ne sont plus valables lorsqu’il est fissuré. Par conséquent,
il existe deux approches pour prendre en compte les phénomeénes liés a la fissuration:
I'approche de la fissure discrete et I'approche de la fissure continue.

En général, si un comportement local détaille est desiré, les adaptations du modele de
fissures discréetes sont utiles. Pour la plupart des applications structurelles, le modéle de

fissures continues est le plus utilisé.

3.3.2. Modéle de la fissure discrete :

Le concept de la fissuration discrete (Fig.1.3) se distingue de tous les autres
modeles de fissuration du béton car, dans cette approche, une discontinuité géométrique réelle
est introduite dans le maillage d’élément finis a I’endroit de la fissure. Cette approche a été
initialement développée par Ngo & Scordilis [60] qui ont modélisé la fissure en séparant par
dédoublage des nceuds deux eléments ayant un coté en commun. Ce modele possede deux
inconvénients majeurs. Premiérement, il implique un chargement continu de la connexion des
nceuds et de la topologie du maillage. Deuxiemement, le chemin de propagation de fissure
doit nécessairement suivre les cotés des éléments, ce qui rend la solution fortement
dépendante du maillage. Pour pallier cette difficulté, I’approche a été affinée en utilisant des
méthodes de remaillage adaptatifs de facon a ce que des nouveaux éléments soient introduits

avec leurs cotés orientés dans la direction de la fissure ([ Ing 61 ], [ Hel 62 ]).

Le concept de la fissuration discréte se présente comme étant I’approche qui reflete le
mieux I’état d’endommagement final d’une structure en béton car elle se rapproche de notre

conception naturelle de la fissuration.
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Fig.3.11 : Représentation d’une fissure discreéte.

3.3.3. Modeéle de la fissure continue (diffuse) :

Le concept de la fissure diffuse (smeared crack approach) (Fig.1.3) n’introduit pas de
discontinuité dans le maillage. Le béton est considéré comme un milieu continu et la
fissuration est introduite en modifiant les propriétés du matériau a I’endroit de la fissure.

Cette approche, développée initialement par Rashid [66] , permet donc une description de
I’endommagement du béton du a la fissuration, les axes d’orthotropie étant alignés avec la
direction de la fissure.

Comme les contraintes et les déformations sont évaluées aux points d’intégration, I’altération
des propriétés du matériau affecte la région entourant ces points et diffuse les effets de la
fissure dans cette region. Cette procédure est tres attractive, non seulement parce qu’elle
préserve la topologie originale du maillage d’éléments finis pendant toute I’analyse, mais
aussi parce que seule la relation entre les contraintes et les déformations doit étre actualisé
apres I’apparition d’une fissure.

Négliger le transfert des contraintes tangentielles a travers la fissure est une déficience
du concept de la fissuration diffuse. Non seulement une telle hypothese peut engendrer des
difficultés d’ordre numérique, mais I’expérience a montré que des contraintes tangentielles
peuvent apparaitre dans le plan de rupture et qu’elles sont dues au contact d’aspérités entre les
deux surfaces rugueuses opposées de la fissure.

Pour remédier a cela, Ngo and Scordelis [60] ont réinséré un pourcentage du module de
cisaillement initial G dans le calcul du transfert de contraintes. Le facteur de réduction
correspondant est appelé facteur de conservation de cisaillement, noté .

Dans de nombreux modéles, le facteur de conservation de cisaillement [ est constant et
compris entre 0 et 1 [60]. Lorsque les faces de la fissure sont totalement séparées (plus
d’aspérités ni de ligaments) le transfert de contrainte n’est plus possible. Ce modele est retenu
dans cette étude pour décrire le comportement de la fissuration du béton.
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n(x"

Fig.3.12: Représentation d’une fissure continue.

3.3.4 RELATIONS CONTRAINTES - DEFORMATIONS (Equations
incrémentales) :

Le vecteur incrémental de déformations plastiques est donné par la régle de flux
comme :

fde? )= dﬂ-{g—g}
avec g étant le potentiel plastique.

Du moment qu’on aborde le comportement du matériau fragile dans le cadre de la
plasticité associée (g~ f ), I’incrément de déformation plastique s’écrit :

{dgp}zd/l-{gf—a}zdﬁ-é (3.53)
En substituant I’équation (3.53) dans I’équation (3.8), on trouve :

dz, =di-A (3.54)

Ou A est un scalaire défini par la relation suivante :

A=+a"-a

En remplagant la valeur de dA dans I’équation (3.53), on obtient :

_a
{ds?}=dz, - (3.55)
Le vecteur incrémental de contraintes est donné par :
{do}=[D){de}-{de")) (3.56)
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ou {de} représente le vecteur total de déformations, {dg"} le vecteur de deformations

plastiques et [D] étant la matrice d’élasticité est donnée comme :

1 v 0

[D]=1E2v1 0
Vo o 1-v

2

avec :
E : le module d’élasticité,
v : le coefficient de poisson.

L équation (3.56) peut s’écrire sous la forme condensee comme :

{do}=[D]” -{de}
Posant :
[D]* =[D]+[D]
avec
[D]* : étant la matrice élastoplastique,
[D] :étant la matrice d’élasticité,

[D]” . étant la matrice plastique.

L’equation constitutive de la fonction de charge s’exprime par la relation suivante :

df :{ﬁ}{dahj—f_-da:o

oo o

En substituant la valeur de {da} dans I’équation (3.53), on aura :

df :{gi}[D]({dg}—{dg"})+§—f_-d5=0

(o} (o}

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

En substituant do donnée par I’équation (3.60) dans I’équation précédente, on trouve :

- waz, <[ 2 Yoo} oer)

0c o}
L’equation (3.54) donne :

dz, = lde?)

(ool
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CHAPITRE 3
of A o fof JTRT
droir: _%.H.{ﬁ}{dg }_{aa} [D)(de} {de)?)
oo
of A of | o [of ]
Ay {a}+{£} ]|fto"}={ L} [oliee)
oo
ce qui donne :
"1 ooy
a _d gy A FdDlA-A__H
{8(0} [D] é3(?H{af} [Dla =
oo
En substituant la valeur de {dg"} dans I’équation (3.62), on trouve :
fao}=| [0} — 2EEB] gy @63
a [Dla-A—H
0c
(3.64)

D’ou:

plastique. Ceci est illustre graphiquement (figure 3.11), comme :

Si la condition f(o) ( 0 n’est pas vérifiée alors le comportement du matériau devient

A{O‘a }

@-r)ac;

f(o,5)

Figure 3.13 : Transition d’un état élastique a un état plastique.
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Considérant le comportement élastique au point A, la fonction de charge s’écrit :
t(lo*}5)=1, <0 (3.65)
Aprés un certain nombre d’incréments de charges, I’état de contraintes peut atteindre le point
C situe sur la surface ou le point B. la relation précédente devienne :
fle}a)="f, >0 (3.66)
Les conditions geométriques montrent que :
{0°}= {Ga}-l- r-{Ac}
Au point C, la valeur de la fonction de charge est nulle ce qui donne :
f(lo°l&)=t(lo}o)=f =0
d’ou:
f=f+r-(f,—f,)=0

Ce qui donne :

(3.67)

ou rest un facteur scalaire obtenu par I’interpolation linéaire de la fonction de charge

(Zienkiewicz et al.,1979).

Une meilleure valeur de I est donnée dans [3] par :
f,

foro (3.68)
{?;_}{AO'}
f,=f({o}+r-(Ac))=0
fao}=—0) ) (3.69)

af T
{21
oo
avec {Ac} étant un incrément de contraintes.

Les étapes de calcul utilisées pour I’évaluation du vecteur de contraintes résiduelles
apreés plastification pour un point de Gauss sont données dans le chapitre 4.

3.3.5 Analyse de la traction
Lorsque la contrainte de traction dépasse la valeur limite de la résistance a la traction
du béton, il se forme une ou plusieurs fissures. Apres fissuration, le béton ne transmet plus de

contraintes dans la direction normale a la fissure. La direction de la fissure est supposee

53



CHAPITRE 3 Modélisation sous des charges mécaniques

normale a la direction de la contrainte principale. Deux fissures orthogonales peuvent se
former si les deux contraintes principales dépassent la résistance a la traction du béton. La
direction de la fissure est évaluée par la formule suivante:
ZZ'Xy
tg(2p )= —2— —45° <y < 45° (3.70)
o,—0,

La direction de la fissure actuelle ¢ est calculée par rapport a I’axe X (figure 3.4) comme
suit :

- calculer les contraintes principales avec I’expression standard suivante:

o, to, o,—0, ’ 2
Oy, = 5 + 5 +7, (3.71)

- calculer la contrainte normale associée a I’angle y par:

o, = 0,.C08° ¥ + o,.5in° Y + 2.7, COSy.siny (3.72)

-Ssion =0y, I'anglede lafissureest: w o = w + w2,

-Si on = oy, I’angle de la fissureest: w ¢ = w.
3.3.6 Fissuration simple du béton
Le béton fissuré est traité comme un matériau orthotrope avec des axes d’orthotropie

paralleles et normaux a la direction de la fissure. L’effet de Poisson est négligeable a cause du
manqgue d’interaction entre les deux directions orthogonales aprés fissuration et le module

d’élasticité du béton normal a la direction de la fissure est réduit a zéro. Les contraintes totales

apres fissuration sont données par rapport aux axes de coordonnées locales (n,t) par:

o, E, 0 O ||e&, g,
o t=|0 0 0 [ig +=[D.} e (3.73)
Ty 0 0 SG]Vn Yt

avec :

Ey : est le module d’élasticité du béton,

B : est le facteur de conservation de cisaillement de béton (0< 3 < 1),

G : est le module de cisaillement du béton,

[Dc] : la matrice d’élasticité apres fissuration dans repére local (n,t)
Afin de transformer les contraintes du béton d’un repére local a un repére global (Fig.14), on
utilise la procédure suivante :

[D] = [P]".[D.].[P] (3.74)
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AvVec :
c’ s? cS
Pl=| s> ¢ —cs
-2cs 2cs ci-¢g? (3.75)

C=cCcosy,s=siny

[D] : la matrice d’élasticité apres fissuration dans le repére global (X,Y)

Le vecteur résiduel de contraintes apres fissuration est donne par la relation suivante :

¢t crs® 2sc’ o,

loot=[[1]-|c?s* s* 2s°c| o (3.76)

y

c’s cs® 2s’c’| |z,

avec : {oo} : vecteur de contraintes ajustees apres fissuration,
[I] : matrice identique d’ordre 3x3.

La relation incrémentale (contraintes vs déformation) dans le béton fissuré est donnée comme

suit:
fdo}=[D.Je) -

Les contraintes totales libérées aprés fissuration {o,} seront distribuées dans les éléments

adjacents (Fig.3.5).

La variation totale des contraintes sera donc:
{ac}={do}-{oy} = [D.Jide} {0y} (3.78)
Avec: [D, ]: Matrice de rigidité du béton fissuré.

{o,}: Contraintes libérées aprés fissuration du béton.

o1t

Fissure

v

fet

Fig. 3.14: Modele (contraintes - déformations) du béton fissuré.
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3.3.7 Fissuration double du béton

Le béton peut se fissurer selon deux directions orthogonales si les deux contraintes
principales sont de traction et excédent la résistance a la traction du béton, (Fig.3.6). Dans ce
cas la relation contraintes - deformations est donnée par:
0 0 O |le,
o, =0 0 0 Keg (3.79)
T 0 0 AG||7.

On

Fig.3.15 : Contraintes dans le béton doublement fissuré.

Afin de transformer les contraintes dans le béton fissuré simplement ou doublement,
et qui sont définies par rapport aux axes d’orthotropie dans le systeme de coordonnées
globales (X, Y), en utilisant la procédure standard qui s’écrit comme suit:

D ]=T"D,T (3.80)
ou
[ 2 & sc |

2 2

T=| s c —SC (3.81)
{—2sc 2sc ¢° —SZJ

Ou C =cosO¢ , S =sinb, et O, est I’angle de la fissuration par rapport a I’axe (X), et [D¢] est

la propriété matérielle dans les axes locaux d’orthotropie et dépend du type de fissuration du

béton, qui est donnée par les formules (3.73) et (3.79).

Les contraintes finales dans le systéme de coordonnées globales (X, Y) peuvent étre obtenues

avec I’équation suivante:

o= Jie} (3.82)

56



CHAPITRE 3 Modélisation sous des charges mécaniques

3.3.8 Modélisation des armatures
Le comportement symétrique de I’acier en traction et en compression est approché par

un modele élastique parfaitement plastique.

Y
A

Armature

v
X

Fig. 3.16 : Représentation répartie des armatures.

La disposition dense des armatures dans le béton conduit nécessairement a une
densification du maillage et par conséquent alourdit considérablement le calcul. Cependant,
une alternative consiste a supposer les armatures uniformément réparties (fig.3.7) [1,2] dans
la masse du béton et considerer I’acier comme matériau ne travaillant que suivant la direction
des barres.

La matrice d’élasticité de I’acier est obtenue de la méme maniere que la matrice

d’élasticité du béton aprés fissuration et est exprimé par :

¢t c?s? 2sc?

[D,]= p.E.|c’s® s* 2sc (3.83)
c’s c¢s® 2s°c’
ou c=cosa, S=sina et a estl’angle que fait I’axe de la barre avec I’axe X, E,

est le module d’élasticité de I’acier , p est le pourcentage d’armatures dans la section du

béton.

3.3.9 Calcul du vecteur résiduel de contraintes apres fissuration :

D’apres la formule de transformation géométrique standard, on a :

lo']=[P][o]-[P]

Donc :
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d’ou :
o, ¢2 s 2cs |lo,
o,p=| s ¢ -2csfio, (3.84)
7] |-Cs cs c¢?-s?||z,

Et inversement, on trouve :
o, ¢2 ¢ -2cs||o,
o,p=|s" ¢ 2cs [o, (3.85)
r,] |cs —cs ct-s?||z,

Aprés I"apparition de la premiére fissure, les quantités o, et 7, sont négligeables.

L’equation (3.85) se réduit a :

o, c
oy = s? (o, (3.86)
T C.S

o, C o,
o, =18 <c2 s 2.c.s>- o,
Ty| |Cs Ty
Posant :
2
o, C o,
oo} =10, 115" -<c2 52 2.c.s>- o,
7| |Cs "
d’ou :
¢t c’s® 2cs o,
oo} =|1]-]c’s® s*  25°c||{o, (3.87)
c’s cs® 2s5°c?|) |7y,
avec

{o,} : vecteur de contraintes ajustées aprés fissuration,

[I] : matrice identique d’ordre 3x 3.

Les étapes de calcul utilisées pour I’évaluation du vecteur de contraintes résiduelles

apres fissuration sont données dans le chapitre 4.
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3.4 METHODES D’ANALYSE NON LINEAIRE :

Geéneéralement, les matériaux solides sont considérés comme matériaux a
comportement linéaire élastique. Cette approximation n’est pas pleinement justifiée pour des
applications techniques avancees; donc, il est néecessaire de prendre en compte le
comportement non linéaire et I’irreverssibilité des déformations. En mécanique des structures,
un probléme est non linéaire si la matrice de rigidité ou le vecteur chargement dépend des
déplacements. Dans les problémes linéaires, la solution était toujours unique,il n’en est plus
de méme dans la plupart des probléme non linéaires. Ainsi si I’on obtient une solution ce
n’est pas nécessairement la bonne. L’analyste doit comprendre avant tout le probleme
physique et se mettre au courant de diverses stratégies de résolution. Une stratégie unique ne
donnera pas forcement de bons résultats et peut étre inefficace pour certains types de
problemes. Il n’existe pas de méthodes directes de résolution de ces systemes. Ces derniers
sont solutionnés par la résolution de plusieurs problémes linéaires successifs ou les conditions

de non linéarité sont respectées pour certaines tolérances.

Dans I’analyse des structures, le comportement non linéaire est di essentiellement a
deux types de non linéarité a savoir : la non linéarité matérielle ; les lois constitutives du
matériau sont non linéaires,et la non linéarité géométrique ; les déplacements et / ou
déformations sont suffisamment importants pour que la configuration initiale ne puisse plus
étre utilisée valablement pour exprimer equilibre et compatibilité. Pour la théorie des petits
déplacements, la non linéarité géométrique n’est pas considérée. On se limite seulement a la
non linéarité matérielle. Pour le béton, cette derniére est caractérisée par la fissuration, les

relations contraintes — déformations, et I’histoire du chargement, etc.

Si une structure est chargée expérimentalement et que ces élements possédent une
seule relation contraintes — déformations, les déformations ainsi mesurées peuvent étre
illustrées graphiquement sur la figure 3.14. L’analyse peut étre définie simplement en
connaissant la geométrie de la structure, les propriétés mecaniques du matériau constituant la
structure, les conditions aux limites et le chargement. La solution non linéaire est souvent
obtenue par I’une des méthodes itératives suivantes :

- laméthode de la rigidité initiale,
- la méthode de la rigidité sécante,

- la méthode de la rigidité tangente.
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La relation contrainte — déformation pour différents éléments de la structure est considérée
non linéaire en compression et linéaire en tension. La figure 3.14 illustre graphiquement la
résolution des systemes d’équations non linéaires par la méthode itérative. Les étapes du
calcul sont les suivantes :

1. Pour le segment 0-1 de la figure 3.14, la rigidité initiale est utilisée dans les trois
méthodes afin de déterminer la rigidité élémentaire et globale.

2. pour le segment 1-2 des trois méthodes, la contrainte correspondante a une
déformation de I’étape 1 est déterminée pour chaque élément. La contrainte tend
a la valeur zéro si la contrainte de tension dépasse la valeur limite du critere.

3. Pour les segments 2-3 et 3-4, la procédure est différente pour les trois méthodes
de résolution montrées sur la figure 3.14. pour chaque cas de figure, on
remarque :

(@) - larigidité initiale de la courbe contrainte — déformation est utilisée de
nouveau et les étapes 1 et 2 sont répétées,

(b) - la rigidité sécante, 0-2-3, pour la courbe contrainte — déformation est
utilisée et les étapesl et 2 sont répétées,

(c) - larigidité tangente au pont 2 de la courbe contraintes — déformations
est utilisée et les étapes 1 et 2 sont répétées,

4. Les étapes 1, 2, 3 sont répetées jusqu’a la restauration de I’équilibre, c'est-a-dire le

vecteur résiduel de contraintes est nul.

Pour toutes les méthodes de résolution, la rigidité en un point de Gauss est nulle si
une ou plusieurs fissures sont enregistrées en ce point. Quand les trois méthodes illustrées sur
la figure 3.14 satisfassent la solution finale, les conditions d’équilibre, les équations de
compatibilité et la relation contraintes — déformations, il est évident que la convergence est
plus rapide par la méthode de rigidité tangente et lente par la méthode de rigidité initiale. La
méthode de rigidité initiale calcule une seule fois la matrice de rigidité en chaque itération.
Souvent la combinaison entre les deux méthodes est utilisée. Dans les structures en béton
armé, la solution dépend généralement de I’état de contraintes de I’élément car la fissuration
affecte considérablement la solution finale. Pour cela. La procédure du chargement
incrémental est utilisée dans laquelle la solution itérative est formulée pour chaque incrément

de charge.
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Les difficultés majeures dans I’analyse non linéaire résident dans le choix du modéle
de I’élément fini, des relations constitutives sous différents états de contraintes et de type de

critere utilisé pour le matériau.

GA UA O-A
1 3 1 3 1 3
/1 /I
A
A 2 2
% ) & 0 &

(A) méthode de la rigidité (b) méthode de la rigidité (c) méthode de la rigidité initiale
sécante tangente

Figure 3.17: Représentation de la méthode itérative.

Dans ce qui suit, on donne les étapes de calcul utilisées ce qui contribuera a une meilleure
compréhension en cas d'une éventuelle utilisation future.

3.4.1. Structure du programme :

Les étapes de calcul utilisees sont les suivantes :
1- introduction des données nécessaires pour le maillage
2- introduction des conditions aux limites
3- génération du maillage en tenant compte des aciers longitudinaux et verticaux.
4- appliguer un incrément de charge Af;
5- début de la procédure itérative (Newton Raphson)
6- analyse par la méthode des éléments finis.
7- évaluer le vecteur de contraintes résiduelles, oo, et le vecteur des forces résiduelles,

ifor.

8- calculer la norme du vecteur de forces résiduelles, 3 fo ¢
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e Si la norme de {for est inférieure a la tolérance. La convergence est Vérifiée. Si le
chargement final n'est pas atteint, appliquer un nouvel incrément. Répéter les étapes
précédentes a partir de (4).

e Si lanorme de {for est supérieure & la tolérance. La convergence n'est pas vérifiée et le
nombre d'itération maximum n'est pas atteint, répéter les étapes précédentes a partir de (5

e Sile nombre d'itérations maximum est atteint, ce qui correspond au palier horizontal de la
courbe charge - déplacement, alors la charge ainsi trouvée correspond a la charge ultime.

9- affichage des résultats.
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Modélisation sous des charges mécaniques

Début

A

y

Introduction des données nécessaires au maillage

Introduction des co

nditions aux limites

A

y

Génération

Construction de la matrice des degrés de liberté

du maillage

!

Incrémentation des charges

v

Début de la procédure itérative

\

y

Analyse par la méth

ode des éléments finis

!

Analyse non linéaire
Evaluer les quantités : {O‘O } et {fo }

H{fo }H < tolérance

Affichage des résultats

Organigramme 1 : Etapes de calcul du programme d’analyse non linéaire.
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Calcul a la plasticité du béton
e sio; <0ouo,<0,oncalcule lavaleur de la fonction de charge, f;, correspondant au
vecteur de contraintes { o f,
e initialement, on pose : fp=0etr=0
e sif; >0 etfy<O0,on calcule lavaleur de r par son expression analytique,
e évaluer la nouvelle quantité : {onf ={on1  +r.{Ac®t,
e évaluer la nouvelle valeur de critére f(3 o, 1), le vecteur normal & la surface de charge

__ et la matrice de plasticité [D]P,

oo, }
e determiner la nouvelle valeurder:rl=1-r,
o calculer la quantité : {enr =3en1 +ri3A €8,
e évaluer le vecteur de contraintes résiduelles : { oot = [D]". {ent.

e sinon le vecteur de contraintes résiduelles, { oo, di & la plasticité est nul.

Calcul a la fissuration du béton

e si oy > f;, on forme la nouvelle matrice d’élasticité du béton par son expression
analytique (13) et on calcule le vecteur de contraintes résiduelles oo par I’équation
(15).

e sinon le vecteur de contraintes résiduelles, 4 oo, di a la fissuration est nul.

Plasticité des armatures

Si un élément est armé, on ajoute a la rigidité du béton celle liée a I'acier. Comme
I'acier est caracterisé par un méme comportement en tension et en compression, donc il est
nécessaire de vérifier son comportement a la plasticité. Pour cela, un modeéle linéaire élastique
parfaitement plastique est utilisé. Si la contrainte uniaxiale dépasse la valeur de la contrainte
limite d'élasticité de l'acier, I'armature se plastifiée et le vecteur résiduel de contraintes
résultant s'ajoute a celui du matériau béton.
Une fois que la composante du vecteur de contraintes résiduelles, 4 oo f, pour le béton fissuré

ou plastifié et de I'acier est connue en chaque point de Gauss, on calcule le vecteur de forces

résiduelles, {fo}, pour chaque élément par I'expression suivante : {fo}:J'BT{ao}.dV. En

suite, on assemble le vecteur global des forces résiduelles qui sera redistribué aux éléments

moins sollicités tout en mettant a jour les matrices de rigidites.
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A f;: appliquer un élément de charge

{Aéi } : évaluer le vecteur incrémental des déplacements
pour chaque élément

!

Evaluer en tout point de Gauss les quantités suivantes :

{Ag; 1 {Aci}=[D]y {Ag; 1 {oi f=loi1 |+ 1Ay |

!

O-1<0 ou 0-2 <0

Non _~f(f:

=0 lasticité =0 Fissuration
ik e | L B

Organigramme 2 : Etapes de calcul du vecteur de contraintes résiduelles di a

la fissuration ou a la plasticité du matériau.

35 CONCLUSION :

Ce chapitre présente le comportement mécanique des matériaux fragiles ainsi que les
théories utilisées pour sa modelisation. Aprés avoir revu le comportement du matériau sous
différents états de sollicitation, on constate qu’il présente deux types de comportement selon
I’état de contraintes. Sous des contraintes de tension, il est caractérisé par le phénomene de
fissuration. Par contre sous des contraintes de compression, il présente un comportement plus
ou moins ductile qui peut étre modelisé par la théorie de plasticité avec écrouissage non
linéaire. A cet effet, une section portant sur la revue de quelques critéres de rupture est
présentée. Un de ces critéres, celui de Nadai de type Drucker — Pager est utilisé comme

potentiel plastique pour développer les relations constitutives. Quant a la fissuration, deux
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approches qui modélisent ce phénomeéne sont présentées. La premiere approche est appelée
approche discréte, et la deuxieme approche est appelée approche continue. En dernier, une

section portant sur les divers algorithmes d’analyse non linéaire est présentée.
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4.1. Introduction
Pour explorer I’effet non-linéaire du matériau béton armé sur son comportement
thermique, le programme ANSYS a été choisi pour développer un modele par elément fini

d’analyse sous I’action des hautes températures.

Le but principal de ce chapitre est de fournir au lecteur un panorama genéral des
concepts et notions propres au traitement des problemes thermiques utilisés par le logiciel
commercial ANSYS. Tout d'abord, I'origine des différents phénomeénes de transfert de chaleur
a été abordée. A ce sujet, notons que dans le cadre de nos travaux, seul les transferts
thermiques par conduction et par convection seront traités. En effet, c'est les principaux
modes de transfert de chaleur qui existe entre les éléments en béton armé et le milieu

environnant.

4.2. Les lois fondamentales du transfert de chaleur
Les échanges d'énergie thermique entre deux systémes (ou sous-systémes), a deux
températures différentes, s'effectuent suivant trois modes de transfert :
- La conduction,
- La convection,
- Le rayonnement.
Dans le cas des éléments en béton armé, le transfert thermique se fait par conduction a
I’intérieur de I’élément, et par convection et rayonnement sur les parties supérieures ou

latérales.

4.2.1. Transfert de chaleur par conduction

Le phénomene de conduction est lié a I’activité atomique ou moléculaire au sein d’un
gaz, un liquide ou un solide. Le transfert d’énergie s’effectue des particules les plus
énergétiques d’une substance aux particules les moins énergétiques. Par ailleurs, il est
intéressant de noter que la conduction thermique n'existe pas dans le vide. En effet, celui-ci

est considéré comme un isolant thermique parfait.

4.2.1.1. Cas des gaz
En un point M(X,y,z) du volume d’un gaz, la température T(X,y,z) est associée a
I’énergie des molécules du gaz se trouvant a proximité de ce point. Les molécules d’un gaz

sont animées d’un mouvement de translation aléatoire ou brownienne, d’un mouvement de

67



Chapitre 4 Modélisation sous des charges thermiques

vibration et de rotation interne. L’ensemble de ces mouvements forme le phénoméne
d’agitation thermique, auquel est associée une énergie proportionnelle a la température. Lors
des collisions, les molécules voisines interagissent entre elles et s’échangent de I’énergie des
molécules les plus énergétiques vers les molécules les moins énergétiques. Il s’effectue alors

un transfert de chaleur. On parle de diffusion d’énergie.

4.2.1.2 Cas des liquides
L’origine du transfert de chaleur est identique a celui des gaz. Neanmoins, les

molécules sont plus proches et donc, les interactions sont plus fortes et fréquentes.

4.2.1.3 Cas des solides

Dans ce cas, la conduction est attribuée a un transfert d’énergie sous la forme de
vibrations du réseau cristallin.
4.2.1.4 Loi de Fourier

Dans un milieu quelconque, I’existence d’un gradient de température génére un
transfert de chaleur d’un point a un autre. Selon le premier principe de la thermodynamique,
le sens du flux de chaleur est dirigé de la température la plus élevée a la plus basse. Ce flux de
chaleur g (mesuré en W.m-2), traversant perpendiculairement une surface unitaire, est
proportionnel au gradient de temperature dans la direction normale de la surface S, et de signe

opposé, selon la loi de Fourier :

q=—K (a_f) (4.1)

dn

ar p . p . . \
Le terme —— représente le gradient de température dans la direction normale a la surface

unitaire. Le terme K symbolise la conductivité thermique du matériau en W.K-1.m-1.

Cette conductivite thermique peut dépendre de la tempeérature au point considére.

4.2.2. Transfert de chaleur par convection

Le transfert de chaleur par convection intervient a la limite de séparation de deux
phases de natures différentes (air/liquide, air/solide, liquide/solide). La convection résulte de
la combinaison du transfert de chaleur par conduction (diffusion) et du transport d’énergie par
I’écoulement des particules fluides (advection). Comme pour le mode de transfert par
conduction, la convection n'existe pas dans le vide. On distingue deux types de convections :

- Convection forcée : mise en mouvement du fluide par un moyen mécanique,
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- Convection naturelle : mise en mouvement du fluide sous I’action de la gravité (poussée
d’Archimede).

Le traitement numérique de ce phénomene est trés complexe car il nécessite le maillage du
milieu fluide et la résolution des équations de Navier-Stokes ou de Reynolds. Une autre
approche, plus légére, consiste a représenter la convection par des conditions aux limites, a
I’aide de coefficients d’échange h. Dans le cas d’une interface solide/fluide, la quantité de
chaleur recue par le solide est proportionnelle a I’aire A de I’interface et a la différence de
température AT=T —T. Ts et T¢ représentent respectivement la température du solide et celle

du fluide. Ce transfert d’énergie obeit a la loi de Newton :

q —
= h.AT 4.2)

Ou i représente la quantité de chaleur échangée par unité de temps et de surface (en W.m-2),
et h représente le coefficient d’échange en W.m-2.K-1. Ce dernier est disponible sous forme
tabulée, suivant les propriétés du fluide et les caracteristiques physiques du matériau, du type
d’écoulement et de la géométrie du probleme (voir tableau 4.1). En convection naturelle, la

valeur du coefficient d’échange varie de 5 a 30 W.m-2.K-1.

Tableau 4.1 : Exemples de coefficient de convection :

Convection libre dans I’air 5-30
Convection libre dans I’eau 500-1000
Convection forcee dans I’air 100-500
Convection forcée dans I’eau 100-15000

4.2.3. Transfert de chaleur par rayonnement

D’un point de vue phénoménologique, le transfert par rayonnement se traduit par un
échange de chaleur entre deux corps séparés par un milieu n’autorisant aucun échange par
conduction ou par convection (ex. le vide). Ce phénoméne obéit a la théorie de la mécanique
quantique. Le transfert de chaleur présente la dualité onde-corpuscule. Ainsi, on peut
considérer soit I’aspect corpusculaire du rayonnement, et donc supposer un déplacement d’un

paquet de photons, soit son aspect ondulatoire sous la forme d’une onde électromagnétique.
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4.2.3.1 Le corps noir

Lorsque I’on décrit les caractéristiques radiatives des corps réels, il est nécessaire
d’introduire le concept de corps noir. Celui-ci peut de servir de référence par rapport a
d’autres surfaces réelles. En effet, le corps noir est une surface idéale qui possede les
propriétés suivantes:
- 1l absorbe tout le rayonnement incident dans toutes les directions et toutes les longueurs
d’onde.
- Pour une température donnée et une longueur d’onde donnée, aucune surface ne peut
émettre plus d’énergie que le corps noir.
- Le corps noir diffuse de I’énergie dans toutes les directions.
Le flux de puissance F (W.m-2) émis par un corps noir de surface A obeit a la loi de

Stephan-Boltzmann (3):
F=0.T* (4.3)

Ou o = 5,67.108 W.m2K™ est la constante de Stephan-Boltzmann et T la température

absolue en Kelvin.

4.2.3.2 Les cas réels

La plupart des solides ne se comportent pas comme des corps noirs. Ils n’absorbent
pas la totalité des émissions irradiantes. Ils réfléchissent une partie de ces émissions en plus
de leur propre radiation. On définit I’émissivité € comme le rapport, a la méme température T,
entre le flux de puissance émis par un corps réel et le flux émis par ce corps, considéré cette

fois comme un corps noir. Le flux de puissance pour un corps réel d’émissivité € vaut :

F=0.eT* (4.4)

La quantité de chaleur (W.m-2) recue par un solide, a la température T et rayonnant vers
I'extérieur considéré comme un corps noir a la température Te, par unité de temps et de

surface, est égale a :

i =g.e.(TF—T*) (4.5)

Ce type de transfert est un processus important dans les systéemes électroniques embarqués

dans des engins spatiaux, puisqu'il est le seul mode de propagation de la chaleur dans le vide.
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En effet, ce dernier n'autorise pas les modes de transfert thermique par conduction ou

convection.

4.3. Equation de diffusion de la chaleur

Soit un volume infinitésimal de matiére de coté dx, dy et dz, nous pouvons établir le
bilan énergétique de la Figure.4.2. Tout d’abord, considérons les flux de chaleur (en W.m-2)
gx, qy et gz qui entrent et les flux de chaleur gx+dx, qy+dy et qz+dz qui sortent par les faces
du volume infinitésimal. On note Eg, (Eq.4.6) la géneération d’énergie calorifique a I’interieur
du volume. Cette quantité est positive pour des réactions chimiques exothermiques ou par
I’effet Joule, et négative pour des réactions chimiques endothermiques. Le terme g(x,y,z,t)
s’exprime en (W.m-3) et représente la densité volumique de puissance genérée par les sources

placées a I’intérieur du volume.
E, = g(x,y,z1t).dx.dy.dz 46)

I Qz+dz
z

| y i | Gy+y
! -

X : .

| Ee
Ox - ! 1)—_1_» —1 5 Ox+dx

ETLT,
Qy ,/', 4
P !
- 1
d:

Fig.4.1 : Bilan énergétique au sein d’un volume élémentaire.

On note Eg la variation d’énergie interne dans le volume. Elle s’exprime par la relation (4.7)
dans laquelle Cp en J.kg-1.K-1 représente la chaleur spécifique et p en kg.m-3 la masse

volumique du matériau.

E = p.Cp o dx. dy.dz (4.7)
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Appliquons le principe de conservation de I’énergie au volume infinitésimal. On obtient la

relation suivante :
E.=YO®+E, (4.8)

Le terme X® représente le bilan des flux d’énergie sur les faces du volume. Le flux de chaleur
q et le flux d’énergie @ sont liés par la relation suivante :

© =q.S (4.9

S est la surface traversée par la densité de chaleur g. En appliquant un développement limité

de Taylor au premier ordre, on obtient :

Qrsdx = Gy + dx (4.10)
Qy+dy = Qy + 2_idy (4.11)
Qrid: = Q5 —|— dz (4.12)

Des relations (4.9) et (4.10, 4.11 et 4.12), on exprime le bilan des flux :

Z D = KQx - Q:x:+|ix] d.}’-dz + (Qy - Q_}r+dy)-dx- dz + (qZ - Q:z+.iz]- dx. d.}I
(4.13)

YD — — ( a‘? 2—2) dx.dy.dz (4.14)

Des relations (4.7), (4.8) et (4.14), la loi de conservation de I’énergie donnée par la relation

(4.8) devient :
ar dg dg dg
¢ X _%2_0da_ 2a 4.1
P gt ax dy oz +9(xy,z0) (4.15)

En appliquant la relation de Fourier (4.1), on obtient I'équation de la chaleur :

pC =2 (H(T].z—i) + ;—v (H(T].z—;) +2 (K(T].z—i) +g(xy,z,t) (416)

at

Pour que le probleme soit complétement posé, il faut ajouter a I’équation de la chaleur des
conditions aux limites et des conditions initiales. Les conditions aux limites peuvent étre de

trois types :
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- Condition de Dirichlet : on impose une température constante sur une surface (fond de puce
pour les systéemes électroniques par exemple).

- Condition de Neumann : on impose un flux de puissance sur une surface (condition dite
hétérogéne). Si le flux imposé est nul, on a une condition de paroi adiabatique (condition
homogeéne).

- Condition de Cauchy : Le flux s’exprime en fonction de la différence entre la température T

de paroi et une température de référence Ta.
q=h(T—-T,) (4.17)
Cette condition peut exprimer soit un échange par convection ou h est le coefficient de

convection (T, correspond & la température du fluide T en contact avec la paroi), soit un

échange par rayonnement ol h est proportionnel & : (T+Ta).(T>+Ta®). Dans ce dernier cas, Ta

équivaut a la température T, de I'extérieur considéré comme un corps noir.

4.4. Analyses thermiques
4.4.1 Concepts générateurs de la méthode des élements finis
4.4.1.1 Historique [9] [28]

En 1943, le mathématicien R. Courant [29] fut le premier a exposer la méthode des
éléments finis sous sa forme actuelle. En effet, dans le but d’étudier un probléme de torsion, il
utilisa le principe de I’énergie stationnaire et proposa de discrétiser le probléeme en sous
régions triangulaires, dans lesquelles les champs étaient approximés par des fonctions
d’interpolation. L’idée de cette technique d’analyse avait déja été exposée 30 ou 40 ans
auparavant. Toutefois, cette méthode ne fut exploitée qu’a partir des décennies 1950 et 1960,
lorsque apparurent les premiers ordinateurs capables de générer et de résoudre de larges
équations.

L’industrie américaine fut la premiére a exploiter la méthode des éléments finis pour analyser
les phénomenes vibratoires des ailes d’avions. D’ailleurs, c’est a cette époque que le terme de
« finite element method » [9] fut définitivement admis. Par la suite, la méthode des éléments
finis a connu un développement important, non seulement dans le domaine de la mécanique,
mais aussi dans d’autres champs d’applications comme les domaines de la thermique ou de

I’électromagnétisme [70,79,82].
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4.4.1.2 Champs et potentiels :

L'étude de la plupart des problémes de physique consiste a déterminer un champ
(scalaire, vectoriel ou tensoriel) u (M,t) qui satisfait a un ensemble d'équations et de
conditions aux limites imposées sur un domaine Q. Le calcul de ces champs permet de
connaitre le comportement d'un dispositif physique pour divers modes de fonctionnement et
contraintes extérieures. Par exemple, le calcul des contraintes mécaniques permet de s’assurer
de la solidité d’un circuit et le calcul des flux de chaleur permet de connaitre la répartition de
la température au sein d’un composant. Le tableau 4.2 regroupe quelques champs et les
potentiels qui leurs sont associés. Les premiers sont liés aux potentiels par la dérivée spatiale

de ces derniers.

Tableau 4.2 : Liste de quelques champs et de leurs potentiels associés :

Densité de chaleur Température

Contraintes mécaniques Déplacement

Champs électrique Tension

Champ magnétique Vecteur potentiel magneétique
Vitesse du fluide Potentiel du fluide

4.4.1.3. Grandes lignes de la methode des éléments finis :

La modélisation d'un probléme réel par un modele physique nécessite la résolution des
champs u(M(x,y,z),t) : solutions d'équations aux dérivées partielles ou non et de conditions
aux limites. Or, la résolution analytique de ce probléme est souvent impossible a obtenir, a
I'inverse des analyses numériques. Néanmoins, ces dernieres sont plus “pauvres” que les
solutions analytiques. En effet, I'analyse numérique oblige a déterminer un certain nombre de
parameétres (caractéristiques des matériaux, conditions aux limites, etc..) avant la résolution du
probleme. Par conséquent, la solution numérique obtenue n'est valable que sous ces
conditions prédéfinies ; alors qu'une solution analytique conserve I'ensemble de ces
parameétres et permet d'étudier leur influence sur la solution.

Ainsi, I'emploi de la méthode des éléments finis consiste a rechercher une solution approchée
sous la forme d'un champ défini par morceaux sur un sous-domaine de Qi. Ce dernier
correspond alors a une partition du domaine Q formé par le modele réel.

Au sein de chague sous-domaine Qi, le champ dit local est déterminé a partir des valeurs (de

celui-ci ou de ces dérivées particlles) en certains points appartenant a Qi que I'on appelle
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nceuds. Le champ local sur Qi est alors obtenu par l'interpolation (de forme généralement
polynomiale) des valeurs aux nceuds. Le domaine Qi associé a l'interpolation entre ses nceuds
forme un élément. La figure 3 montre un exemple de géométrie discrétisée en éléments finis.
Chaque extrémité de ces derniers correspond donc a un nceud ou point de grille. La variation
des champs locaux (ou de leurs potentiels associés) a I'intérieur d'un élément fini est obtenue
par l'interpolation des valeurs des champs au niveau des nceuds.

e AN
Domaine Cwecda o T BT

1%-A5- 5%

Noeuds de l'element fini (sous domaine Omegs)

Fig.4.2: Exemple de discrétisation appliquée a la modélisation d’un bloc en béton.

Finalement, chercher une solution par éléments finis consiste a trouver quelles valeurs
il faut donner aux nceuds de chaque sous-domaine Qi (ces nceuds déterminant le champ local
sur Qi), pour que la juxtaposition de I'ensemble des champs locaux fournisse une solution qui
soit la plus proche de la solution réelle du probleme.
En résumé, cette méthode nécessite la discrétisation d’un continuum en un modele composé
d'un assemblage d’éléments finis qui possédent des formes et des tailles variées. De plus, le

calcul de la solution nécessite la prise en compte d'un certain nombre de parameétres, tels que :

- La géométrie discrétisée en éléments finis,

- Les contraintes imposées sur le dispositif,

- Les excitations présentes dans le dispositif,

- Les propriétés des matériaux composant le dispositif.

Nous venons de décrire succinctement I'approche globale de la méthode des éléments finis.

Par la suite, nous exposerons les principales étapes mathématiques de cette méthode.
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4.5. Méthode des éléments finis
4.5.1. Introduction

Comme nous l'avons précédemment évoqueée, la méthode des éléments finis a pour but
de remplacer un probléme mathématique défini dans un milieu continu et sous la forme
d’équations différentielles ou d’intégrales, par un probleme discret sous forme matricielle

gu’il est possible de résoudre numériquement.

Systeme continu

\4 A\ 4

Formes différentielles Formes variationnelles

Formes integrales

v
A

Méthodes d’approximations
(Ritz, Galerkine, etc)

Formes matricielles

Fig.4.3 : Méthodes d’approximations.

La Figure. 4.3 permet de distinguer un certain nombre de méthodes (résidus pondérés
ou méthodes variationnelles) utilisées afin d'obtenir la forme intégrale du probléme
mathématique initial. Un systéme physique peut étre formulé de facon équivalente par une
formulation variationnelle ou par un systeme d’équations différentielles. La transformation
puis la discrétisation de cette forme intégrale conduit a une équation matricielle qui sera

résolue numériquement.
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4.5.2. Les formulations variationnelles

Pour résoudre un systéme aux derivées partielles modélisant un systeme physique, il
est nécessaire de le mettre sous une forme intégrale, appelée aussi forme variationnelle ou
encore forme faible [29]. Ces systemes peuvent étre déduits par des considerations
mathématiques ou physiques. Pour étre suffisamment général, on note :
- u(M) le champ d'inconnues,
- Le systeme différentiel symbolisé par un opérateur différentiel D,
- Les conditions aux limites sur le bord symbolisées pour un opérateur C nul sur la frontiere
2.
Finalement, le probléme analytique s'énonce de la maniere suivante :

Calculer le champ u(M) tel que :

-D(u(M)=0 vYMEeD

-C(u(N)=0 V¥NE =X

4.5.3. Résultats d'analyse fonctionnelle
Dans des espaces fonctionnels de fonctions définies sur un domaine €, le produit

scalaire entre deux fonctions f et g se définit par :

{(f.9)=[, F(M).gM)d O (4.18)

Le produit scalaire posséde la propriété suivante :
(f.gh=0 vge=f=0

En utilisant cette propriété, il vient :

(f.9)=[, FMD).gM)dQ=0 VgM)e f(M)=0 (4.19)

4.5.4. Formes variationnelles
En utilisant (4.20), une nouvelle formulation du probléme consiste a trouver le champ

u tel que :

J,, (M).D(u(M)dQ = 0 V(M) (4.20)
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Avec C(u(N)=0 VNE I et la fonction W(M) : appelée fonction de test ou de

ponderation.

Cette formulation est une formulation variationnelle au systeme différentiel initial. Il est
possible d'en obtenir d'autres en transformant les intégrales. En effet, I'opérateur D fait
intervenir des opérateurs comme le gradient, le laplacien, la divergence, etc. L'ensemble de
ces opérateurs permet de modifier la forme des intégrales initiales en faisant apparaitre des
intégrales de bord (définies sur les frontiéres £ de Q) qui permettent de prendre en compte
une partie des conditions aux limites.

Finalement, aprés d'éventuelles transformations d'intégrales, le probléme peut se mettre sous
la forme suivante :

Trouver le champ u, tel que :

A(YOD,u(M)) = BEMD,u(M) V(M) (4.21)

Avec C(u(N)=0 W¥NE E

Ou A et B sont des opérateurs produisant les intégrales sur Q et X, portant également sur
Y(M) et u(M) ainsi que leurs dérivés. C’est un opérateur qui tient compte les conditions aux

limites restantes (les conditions de Dirichlet par exemple).

4.5.5. Application de I'équation de la chaleur
On rappelle la forme différentielle de I'équation de la chaleur (4.16) appliquée a un

volume V dont la surface est notée S.

aT .
p.Cpa =V (KMEM)+gy,20)

Avec les conditions aux limites :

- T = Tp la température imposee sur une surface Sr,
- AK(T)V(T) = ¢, + h(Tf — T) +0.5(T} —T)  I’ensemble des flux imposés sur

la surface Ss (I'ensemble des flux est défini au paragraphe 1.1.2),
-§5=5;US_ et5,nS,=0.

En appliquant (4.21) sur I'expression de I'équation de la chaleur, on obtient :
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= 8

f, w{V(EMIMD) + 9(5,3,2,6) - p.C,. 2} aV = 0 (4.22)

En utilisant le théoréeme de la divergence sur le premier terme de l'intégrale, il vient :

[, V.(¥K(T)V(T))av = [, V(PIK(T)AV + [, ¥(g(x.y.21) —p.Cp.%:]dV= 0 (4.23)

Enfin, le théoreme d'Ostrogradski sur la premiére intégrale de (4.23) fait apparaitre des

intégrales définies sur la surface du volume étudié. On a donc :

[, K(TYV(¥)V(T)av — I8 ¥ (h(T; —T) + 0=(TF=T*))dS + [, p.C,.¥ 2 dV =

_I';,g Y. d..dS + fv ¥.g(x,v,zt)dV
(4.24)

Cette expression prend bien une forme variationnelle, puisqu'elle s'écrit :
AWM, T(M) =B(Y(MD,T(M)) VM) (4.25)

Les seules conditions aux limites restantes sont :

- T=Tp la température imposée sur une surface Sr.

La formulation du probleme sous forme variationnelle ne permet pas d'avoir la solution, mais
elle permet de réduire le nombre d'inconnues ou de diminuer les ordres de dérivation des ces

dernieres afin d'améliorer I'efficacité de la résolution numérique.

4.6. Maillage et interpolation
4.6.1. Maillage
L'opération de maillage consiste a diviser le domaine Q en sous-domaines appelés
mailles. Il faut donc :
- Définir le domaine Q,
- Le diviser en mailles Qi, telles que I'ensemble des Qi soit une partition de Qi.
Toutes ces opérations sont assistées par des logiciels de CAO a éléments finis ou des logiciels

dédies.
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4.6.2. L'interpolation

On rappelle que les solutions approchées par la méthode des éléments finis sont une
juxtaposition des champs locaux définis dans chaque maille. Pour qu'une maille devienne un
élément, il faut :
- Choisir arbitrairement la position des nceuds. Ainsi, la résolution d'un probléeme par les
éléments finis se ramene a calculer les valeurs de la solution approchée aux nceuds du
maillage. Par ailleurs, le nombre d'inconnues par nceud varie selon la nature du probleme
étudié et la dimension de I'espace physique. Ce nombre est appelé degré de liberté. Par
exemple, si le champ est une contrainte mécanique dans un espace physique tridimensionnel,
il y a 6 degrés de liberté par nceud. Si ce champ est une température dans ce méme espace, il
n'y a qu'un degreé de liberté.
- Choisir une famille de champ local destinée a fournir une valeur approchée de la solution en
tout point de la maille, en ne connaissant que la valeur aux nceuds de I'élément. Cette famille
de fonctions s'appelle I'espace des fonctions d'interpolation de la maille. S'il y a plusieurs
degrés de liberté, on construit des interpolations pour chacun d'entre eux. En général, les
fonctions d'interpolation de chaque degré de liberté sont de méme nature.
Considérons un point m appartenant a un élément composé de n nceuds. Suivant la dimension

(notée d) de I'espace physique, ce point peut avoir 1, 2 ou 3 coordonnées.
L'interpolation du champ local :(m)s'effectue a partir des valeurs, notées u.” , du champs
aux nceuds appartenant a I'élément que I'on note m“’ avec j=1,..,n. (n>d). L'interpolation

polynomiale w sur I'élément est définie par :

wy(m) =T, ul PP m) (4.26)
Telle que :
wy(m®) = 3, uY PO(mP) = vjell,...n] (4.27)

P® (m) sont les polyndmes de base de I'interpolation (ou fonctions de forme), ils possédent un
nombre de variables égal a la dimension de I'espace physique. On note {Bx (m)} une base de
polynémes dont la dimension (fournie par le tableau 4.3) dépend a la fois du degré
d'interpolation et du nombre de variables.
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Tableau 4.3: Dimensions des polyndmes en fonction du degré d'interpolation et de I'espace physique :

1 (interpolation linéaire) 2 3 4

2(interpolation quadratique) | 3 6 10
3 4 10 20
4 5) 15 35
5) 6 21 56

Remarquons que généralement, dans une interpolation polynomiale a n nceuds, les
polynémes Pg) doivent étre une n-base de polyndmes. lls peuvent s'écrire de la maniere

suivante :

PO(m) =32, a B,(m) (4.28)

Les af:] sont les coefficients des polyndmes P (m).

La relation (4.27) implique que :

PO(mW) = 6§, (4.29)
Soit :
. a B, (m0) =, (4.30)
(i)

Cette relation montre que la matrice [P] des coefficients a@;" des polyndmes P (m), sur
la base{By (m)}, est l'inverse de la matrice [C] des valeurs des polyndmes de la base{B (m)],

aux nceuds de I'élément. Les coefficients des polyndmes de I'interpolation sont donnés par :

[P1=[C]* (4.31)
4.6.2.1. Exemple d'interpolation
Considérons I'élément fini linéique de longueur L, présenté sur la Figure.4.4, on veut

construire une interpolation du déplacement axial . entre les nceuds 1, 2 et 3 de I'elément et

suivant I’axe des coordonnées x. Le champ déplacement u_ vaut alors :
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au nceud 1.
au nceud 2.

-uZ  aunceud 3.

L'interpolation est de la forme :

3
1,00° = ) ufPO)

i=1
Comme I'élément ne comporte que 3 nceuds, le tableau 4.3 montre que le degré de

I'interpolation vaut 2 , ce qui correspond donc a une interpolation quadratique. La base {Bk}
(i)

est formée des 3 polynomes {Bi=1, B,=x, B3s=x2}. Le calcul des coefficients a," des
polynémes pW (x) est déduit de la relation (4.32), et s'exprime de la maniére suivante :

e (1) (1) _

a, a a, 1 1 171t

d® @ @ |- [0 1/2 1] (432)

{aj @ _@| 0 1/4 1

a, a,
En rappelant que les polyndmes d'interpolations p (x) s'écrivent :
(1) {1] {1]

plil]

p(2) 2 '123 @3 (4.33)
P{EJ a {aj (a]
L'interpolation du déplacement u,(x)” se déduit de (4.26) et de (4.33) :
U, (%) = (1 —3x+2x)ul + dx — DuZ + (—x + 2xH)u (4.34)
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0 1/2 1

Fig.4.4 : Un exemple d'un élément linéique formé de trois nceuds.

Remarquons : la matrice [P'ii},P'iz},P'ia}]r est souvent appelée la matrice [N_] d'interpolation

élémentaire. Donc, le champ local discrétisé dans chaque élément s'écrit :

w,(x,v,z,t) = [N.(x,v,2)]. {u,(t)} (4.35)
ou {u.(t)} est la matrice qui regroupe toutes les valeurs du champ approché

u;(x, v, z, t) aux nceuds de I'é1ément.

4.6.3. Discrétisation

La solution analytique d'un probléeme général (4.21) sous une forme variationnelle est
en genéral impossible a obtenir. Par consequent, nous sommes conduits a rechercher une
solution approchée u* par la méthode numérique des éléments finis. L'emploi de cette
technique nécessite la décomposition (le maillage) du domaine d'étude Q en sous-domaines
Qi. Ces derniers possedent une forme géométrique simple et sont reliés entre eux par des
nceuds. De plus, l'intégration d'une loi d'interpolation entre les valeurs des nceuds permet le
calcul de la solution approchée a l'intérieur de chaque sous-domaine Qi que I'on appelle
élément.
Finalement, la résolution du probléme analytique (4.21) consiste a résoudre le probleme

approché (ou discrétisé) suivant :

AP (M), w (M) = B(¥(M),u (M)) V(M) (4.36)
Avec u'(N)=0 VNEZ etenposant:
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w (M) = [Ny(M),Ny (M) e oo e, N,(D]| & | = INOD]. (2} (4.37)

Ou :

- nest le nombre de nceuds du maillage de 12,

- N;(M) sont les fonctions d'interpolations composant la matrice d'interpolation notée
[N(M)]

- {u} est le vecteur comprenant I'ensemble des valeurs du champ approché aux noeuds du

maillage.

4.6.3.1. La méthode de Galerkine
Cette méthode consiste a utiliser des fonctions de tests ¥, (M) qui correspondent aux
(i)

coefficients a,” des polyndmes d'interpolation definis dans le paragraphe 4.6.2. Les

fonctions de tests s'écrivent donc :

() = 222 — () (4.39)
Avec
w (M, t) = Xy N (M), (8) = [N]"{u} (4.39)

Si on applique la méthode de Galerkine a un élément fini, alors les fonctions de poids ¥, (M)

sont égales aux fonctions d’interpolation N, (4.35) de I’élément fini. De ce cas, la relation

(4.39) devient :

() = 228 _ o) (4.40)
Avec

u;(M,t) = 27, N (MDug (1) = [N.]"{u} (4.41)
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4.6.3.1.1. Application de la méthode Galerkine a I'équation de la chaleur
Pour résoudre I'équation de la chaleur (4.16) par la méthode des éléments finis,
considérons I'expression de sa forme variationnelle (4.22) en remplagant le terme ¥ par une

fonction de test ¥, :
I~ ]
J, % (V.(K(DVMD) + (57,20 — pC, ) aV = 0 (4.42)

Pour discrétiser l'intégrale ci-dessus, on pose T~ la température approchée du champ de

température réel T. D'apres (4.37), T*s'écrit:

T = [N]'{T} (4.43)
De plus, on pose :

V(T) = [d]IN){(T} = [B]"{T} (4.44)

Ou [d] et [B] sont respectivement I'opérateur différentiel et la matrice de dérivation. La forme

de ces deux matrices dépend du référentiel (cartésien, cylindrique..).

Nous avons montré dans le paragraphe 4.5.5, que I'expression (4.22) peut aboutir a la
forme inteégrale (4.24). Pour simplifier le calcul, considérons que le modéle numérique
comprend uniquement une conductivité thermique linéaire. Sous la formulation de Galerkine

et sous une forme discrétisée, I'équation de la chaleur s'écrit :

[MI{T} + [KI{T} = [F.pe]l + [Finel = [F] (4.45)

Avec

—[M] = fv [N]pC[N]*dV , matrice de masse ou de chaleur spécifique de I’élément,

—[K] = fv [B]K[B]TdV + fs [N]Jh[N]TdS , matrice de raideur ou de conductivité
5

thermique de I’élément,
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— [Fipe) = fSS[N](fIJS +h.T; + oe(T} — T“])dS, le vecteur des flux sur les
surfaces,

— [F,.] = fv [N]g.dV , puissance injectée dans I’élément.

Dans la pratique, les matrices [M] [K] et [F] sont construites éléments par éléments.
Cette opération s'appelle I'assemblage. L'équation de la chaleur discrétisée (4.44) devient pour

un élément :

[MEUT} + [K°UT} = [F&.] + [F&,] = [F] (4.46)
— [M*] =_,|'F§ [N.]p.C,[N.]7dV , matrice de masse ou de chaleur spécifique de
I’élément,

— [K?] =fVE[BE]KB[BB]TdV+fsE[Ng]h[NS]TdS, matrice de raideur ou de
conductivité thermique de I’élément,

—[Fe.1=] 58 [N, ](ﬂie—i—h Ty + oe(T} — T“‘])dS le vecteur des flux sur les

surfaces,

— [FE..] = fv [N_,]g.dV , puissance injectée dans I’élément.
13

Dans ces relations, le volume ¥,  correspond au volume de l'élément et 57

g

correspond a la surface de I'élément appartenant a S; . Dans le cas contraire, la matrice
[FZ.:] estnulle.
Afin d’établir le systeme matriciel sur I’ensemble du domaine ¥ (constitué de = éléments), il

est nécessaire d’effectuer l'assemblage des matrices élémentaires. On peut définir les

grandeurs matricielles globales :

M=, M =YiK® F,,=%0Fe, ;F,=2%0-1Fe, (4.47)

int !

Finalement, en injectant (4.46) dans (4.45), on obtient le systéme global :

86



Chapitre 4 Modélisation sous des charges thermiques

MD + KD = F.

int

+F

ext

(4.48)

4.6.3.2. Méthode Rayleigh-Ritz
On preésente a titre informatif une autre méthode de discrétisation, la méthode de
Rayleigh Ritz, qui est & I’origine de la méthode des éléments finis. Cette méthode sera

appliquée a un probléeme de solide élastique. Exprimons, sous sa forme variationnelle, II,

I’énergie potentielle d'un corps élastique [36] :

M, = f, G ENe) — () [Eleo} + (61 {o0)) aV - f, @} {F}av —

J, @3T{@}ds — (D} {P}
(4.49)

fu} = [u,v,w]"; le vecteur des déplacements,

{e} =e.. E}_,EE,Fx}_,yx}_,y}_z,yzx]r ; le vecteur des déformations,
[E]; la matrice des propriétés des matériaux,

{o, Lis,}; les contraintes et déformations initiales du systéme,

(Fl= [F;,F;_,F;]T  les forces volumiques,

bl = [-iﬁrx,-i?}_,-i:z]r . les forces s’exercant sur la surface du systeme,
{D}; les degrés de liberté du systéeme,

{P}; les charges ponctuelles appliquées aux degrés de liberté du systéme.

La méthode de Rayleigh-Ritz utilise le principe de la conservation de I’énergie comme critere

de détermination des u, Pour les systemes conservatifs, le principe de conservation de

I’énergie énonce que I’énergie potentielle reste stationnaire vis-a-vis des petits déplacements
par rapport a I’état d’équilibre. Dans le cas de systéemes a plusieurs degrés de liberte, la loi de

conservation de I’énergie impose :

all,

all
dil, = —F+—"F+--+

a1l a1l a1l .
P 7P _ 0= u"" =0powri= 1,2, ..,n (450)

duy dug dup_q  duy duy
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Les valeurs des nceuds sont déduites de la résolution de I’équation (4.50). Ainsi, les
champs des déplacements et des contraintes sont complétement définis. Appliquons cette
méthode a I’équation (4.49), les déplacements a I’intérieur de I’élément sont interpolés

suivant la relation (4.37). Les contraintes {} sont liées aux déplacements par différentiation.

Soit :

(e} =[d] % {w} donc {c} = [B] x {u} avec [B] = [d] X {N} (4.51)
[d] est I’opérateur matriciel différentiel, fourni par [36]. La discrétisation de la forme

variationnelle (4.47) aboutit a :

M, = > (DY [KI{D} - (D}"(R} (452)
Avec
[K]=Zr, [, [BI" [E][BlaV (453)

la matrice de raideur.

(R} = (P} + T2 [, [BY [Eleo}dV — f, [BI {o,)dV + f, [NT"(F}aV —

[ INI"(®}ds
(4.54)

la matrice des charges et des contraintes mécaniques imposees au systeme.

ITp est & présent une fonction de I’ensemble des nceuds du systeme. Pour définir
I’ensemble des valeurs nodales {D}, il suffit d’appliquer la loi de conservation de I’énergie

potentielle (4.48). On montre que la différentiation de l'[,‘,:I conduit a la relation algébrique :

{ﬂ} -0 (4.55)

ap
entraine le systéme d'équations algébriques [K]{D} = {R}
Nous venons de montrer que quelles que soient les méthodes employées, I'étape de
discrétisation et I'opération d'assemblage des matrices élémentaires permettent de ramener le

traitement du probléme initial en une résolution de systémes d'équations algébriques. Ces
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systémes sont généralement de grande taille, leur résolution nécessite I'emploi d'algorithmes
disponibles au sein des logiciels a éléments finis.

4.7. Description d’ANSYS

Le logiciel ANSYS [4,5] a été développé par Dr. John Swanson, fondateur de la
société ANSYS Inc. qui a son siége a Houston, PA, USA. 1l s'agit d'un outil de
développement en analyse d'ingénierie. La méthode utilisée est celle des éléments finis. Il est
utilisé dans des domaines allant de I'automobile et I'électronique a I'aérospatiale et la chimie.
Le logiciel ANSYS permet la modélisation de structures, produits, composantes ou systémes
et d'étudier leurs réponses physiques telles que les niveaux de contraintes, les distributions de

température ou I'effet de champs électromagnétiques.

4.7.1. Interface utilisateur

L'interface utilisateur est basée sur I'environnement X windows conjointement & OSF/Motif.
La partie graphique est interactive et permet la visualisation 3D, incluant les gradients, les
isosurfaces, les flux de particules et les coupes de volumes. Il est possible de générer des

images en postscript, HPGL ou TIFF.

4.7.2. Préprocesseur

La phase de préprocesseur est celle ou sont spécifiées les données. L'utilisateur peut choisir le
systéme de coordonnées et le type d'éléments, définir des constantes et des propriétés de
matériaux, créer des modeles solides et les mailler, ainsi que définir des équations de
couplage et contraintes. L'utilisateur peut aussi exécuter un programme qui lui indiquera la
taille des fichiers généres, la mémoire nécessaire, le temps d'execution et le wavefront

nécessaire. Le maillage peut étre de 3 types :

« maillage conforme (seulement des briques)
o maillage libre (tétrahedrique)

o maillage adaptatif (itératif)

4.7.3. Solveur
Le type d'analyse sélectionné détermine les équations qui seront utilisées par le solveur. Les
catégories disponibles incluent :

 structure, thermique, champ EM , champ électrique ,électrostatique ,fluides ,acoustique
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« champs couplés : ceci signifie qu'il est possible de résoudre simultanément plusieurs
aspects (par exemple, la thermo-mécanique, I'hydro-mécanique, la thermo-fluidique,

etc).

Chaque catégorie peut encore inclure différents types d'analyses spécifiques (statique ou
dynamique, etc.). Dans le simulateur ANSYS [4] utilisé dans nos travaux, il existe différents
algorithmes de résolution pour traiter les problémes a éléments finis. On peut citer deux

classes de méthodes :

- Les méthodes de résolution directes,

- Les méthodes itératives (gradient conjugué par exemple).

4.7.3.1. Les méthodes de résolution directes

Ces méthodes aboutissent a la solution en un nombre fini d'opérations. Elles sont
adaptées au mode de stockage de la matrice [K]. Si cette matrice est symétrique, la méthode
de décomposition de Choleski est généralement utilisée. Si elle ne I'est pas, les logiciels
recourent a la méthode d'élimination de Gauss. Les méthodes directes sont employées pour
des systemes de taille moyenne (inférieure a quelques milliers d'inconnues). Le temps de

calcul est sensiblement proportionnel au nombre d'inconnues.

4.7.3.2. Les méthodes itératives

Dans ce cas, la solution approchée est atteinte en un nombre infini d'opérations
convergeant vers la solution analytique. Ces méthodes intégrent donc un critéere d'arrét,
lorsque la solution approchée est suffisamment proche de la solution analytique. Si le systeme
a resoudre est:

[K1{U} = {B}

Alors, I'algorithme de résolution cherche a diminuer le résidu || R||, qui s'écrit :

IRl = I[&T{U} — (B}
Ou {U,} est la solution approchée du probléme a I’ieme itération.

Suivant le type de méthode itérative, la norme || X || peut étre la norme euclidienne ou la

norme du maximum. De plus, la plupart des algorithmes sont basés sur la descente du
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gradient : faire évoluer les {U,} dans le sens de - grad(l|RIl). Le critére d'arrét est soit
IRl < &

soit ||U; — U,_4|l < =,. Le choix de =, oude =, dépend de ce que I'on consideére comme
petit.

Les méthodes itératives sont employées pour des systémes de grande taille, ou le traitement

par la méthode directe serait prohibitif en termes de temps de calcul. Finalement, ce type de

méthode est un compromis entre I'exactitude et le codt de calcul.

4.7.4. Post processeur
C'est la phase ou I'utilisateur peut manipuler les résultats de la phase précédente et les

visualiser interactivement ou faire des sauvegardes pour impression et/ou video.

4.8. Conclusion

Cette partie a permis de fournir au lecteur un panorama général des concepts et notions
propres au traitement des problemes thermiques. Tout d'abord, I'origine des différents
phénomeénes de transfert de la chaleur a été abordée. A ce sujet, notons que dans le cadre de
nos travaux, seul les transferts thermiques par conduction et par convection seront traités.
En effet, c'est les principaux modes de transfert de chaleur qui existe entre les enceintes de
stockage de liquide cryogeniques et le milieu environnant. Par conséquent, une analyse
thermique numerique sera préférable pour estimer la répartition de la température d'une
structure. 1l existe de nombreuses méthodes d'analyse numérique, parmi lesquelles on peut
citer la méthode des éléments finis. Celle-ci correspond a la méthode utilisée par notre
simulateur de référence (ANSY'S). Seules les principales étapes de base ont été exposées; a
partir de I'exemple du traitement de I'équation de la chaleur. En effet, il s'agissait uniquement
d'exposer la démarche générale, la terminologie et les concepts qui seront nécessaires a la

bonne compréhension des travaux ultérieurs.
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5.1. Introduction :

L'utilisation du matériau béton armé a des hautes températures induit a des contraintes
thermiques importantes, qui sont dangereuses pour la stabilité de la structure. Pour I'analyse des
contraintes thermiques, la distribution de la temperature a travers les éléments en béton armeé doit
étre obtenue. Un modeéle physique est présenté a cette fin. Un modeéle tridimensionnel par
élément fini avec un élément brique dans ANSYS 8.0 est considéré pour cette analyse. Les
résultats obtenus sont présentés dans les figures montrées ci-apres.

Leur utilisation a des hautes températures crée des contraintes thermiques.

Pour l'analyse du champ couplé des poutres en béton armé, on doit en premier lieu faire une
analyse thermique pour obtenir la distribution de la température. On propose donc d’effectuer un
probleme de conduction en utilisant la méthode des éléments finis, pour obtenir la distribution de
la température dans une poutre en béton arme sous I’action des hautes températures.

Le principe de I'analyse thermique dans ANSY'S est basé sur une équation d'équilibre
thermique obtenue a partir du principe de la conservation de I'énergie. (Pour des détails,

consultez _référence de théorie d'’ANSYS, Inc. ) [4,5]. La solution par élements finis qu’on utilise

dans ANSYS calcule les températures nodales, et puis emploie les températures nodales pour

obtenir d'autres quantités thermiques.

5.2. Discrétisation du modele physique

Une poutre en béton armé de 3.00 m de longueur, 0,20 m de largeur et de 0,50 m de
hauteur est montré sur la Fig.5.1. La section de coupe de la poutre montrée dans la Fig.5.2 forme
le domaine pour la discrétisation en éléments finis. Le probléme de la conduction de la chaleur
est résolu par élements finis tridimensionnels. Le type d'élément utilisé dans ANSYS 8.0 [4,5]
pour le probleme de conduction de la chaleur est I’élément thermique Solide 70. L élément est
un brique a huit nceuds ayant la température comme degré de liberté a chaque nceud. L’élément
est montré dans la Fig.5.3.
La version thermique du modele a été employée pour calculer le profil des températures dans la
poutre; la version structurale du modele utilise le profil des températures pour calculer les
contraintes thermiques.

La distribution des composantes des contraintes thermiques a été calculée par la méthode
des éléments finis (FEM). Le type d’élément structural utilisé dans ANSYS 8.0 est I’élément
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Solide 65 qui est utilisé pour la modélisation des structures solides a trois dimensions. L'élément
est défini par huit nceuds ayant deux degrés de liberté & chaque nceud: translation dans les
directions nodales de x et de y. L’élément est montré dans la Fig.5.3.

- AN

Ly
21:Ab:BE

Fig.5.1: Modele de la poutre.

Model finit element

Fig.5.2 : Modéle par éléments finis.
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Type SOLID 70 SOLID 65
Nombre de nceuds 8 8
Nombre de degrés de libertés 1 2

a chaque nceud

Nature Température T Déplacements

Ux et Uy

{Prism Option)

MNOP

SOLID70 I“-'-

(T etrahedral Option
- not recommended)

Fig.5.3: Type d’éléments utilisés.

Parametres physiques utilisés

Masse volumique Chaleur spécifique
p=2400kg/m3 C=1000J/kg°C

Conductivité thermique k

IMatériau |[Beton 1
K 1.2 60

Coefficientd’échange
a=50W/m2. °C

Fig.5.4: Parametres physiques utilisés.
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5.3. Analyse du champ couplé
Une analyse du champ couplé est une analyse qui tient compte de l'interaction entre deux

champs ou plus de technologie. Il y a plusieurs maniéeres de faire ceci.

5.3.1. Analyse direct

L'analyse directe du champ couplé exige l'utilisation d'un élément qui contient tous les
degrés de liberté nécessaires et les résoudre au méme temps pour chaque pas de temps. Le
couplage est manipulé en calculant les vecteurs de charge des éléments qui contiennent toutes
les conditions aux limites nécessaires. Le transfert de charge entre les environnements thermiques

et structuraux se produit intérieurement dans le solutionneur.

5.3.2. Analyse indirect (séquentielle) (utilisé dans notre travail)

Le couplage indirect emploie une méthode séquentielle par laquelle la solution thermique
est obtenue et puis employée comme une charge pour l'analyse structurale; les deux solutions
doivent étre exécutées pour chaque pas de temps. Ceci exige [l'utilisation des élements
thermiques et structuraux, bien que la méme maille soit employée pour tous les deux. Les
charges doivent  étre transférées entre les environnements thermiques et structuraux
extérieurement a partir du solutionneur.

5.4. Analyse thermique

Une analyse thermique calcule la distribution de la température et les quantités thermiques
reliées dans un systéme ou un composant [74,82]. Les quantités thermiques typiques d'interét
sont:

e les distributions de la température

e la quantité de la chaleur perdue ou gagnée

e gradient thermique

o flux thermique

Les simulations thermiques jouent un rdle important dans la conception de beaucoup
d'applications de technologie. Dans beaucoup de cas, les ingénieurs suivent une analyse
thermique avec une analyse des contraintes pour calculer les contraintes thermiques (c'est-a-

dire, les contraintes provoqués par des dilatations ou des contractions thermiques).

95



CHAPITRE 5 Modélisation thermomécanique

5.4.1. Analyse thermique stationnaire (utiliser dans notre travail)

Une analyse thermique stationnaire calcule les effets des charges thermiques sur un systeme
ou un composant. Les ingénieurs et analystes executent souvent une analyse stationnaire avant
de faire une analyse thermique transitoire, pour aider a établir des conditions initiales. Une
analyse stationnaire peut également étre la derniére étape d'une analyse thermique transitoire,
exécutée apres que tous les effets transitoires aient diminué.

On peut employer I'analyse thermique stationnaire pour déterminer les temperatures, les
gradients thermiques, les flux de la chaleur etc dans un objet qui sont provoques par les charges
thermiques qui ne changent pas avec le temps.

Une analyse thermique stationnaire peut étre linéaire, avec les propriétés constantes du
matériau; ou non linéaires, avec les propriétés du matériau qui dépendent de la température. Les
propriétés thermiques de la plupart des matériaux changent avec la temperature, ainsi I'analyse

est habituellement non linéaire.

5.4.2. Analyse thermique transitoire

L'analyse thermique transitoire détermine les températures et d'autres quantités thermiques
qui changent avec le temps. Les ingénieurs généralement utilisent les températures calculées dans
I'analyse thermique transitoire comme entrée dans l'analyse structurale pour évaluation des
contraintes thermiques.

Une analyse thermique transitoire suit fondamentalement les mémes procédures qu'une
analyse thermique stationnaire. La différence principale est que la plupart des charges appliquées
dans une analyse transitoire sont en fonction de temps.

La base pour l'analyse thermique transitoire dans ANSYS est une équation d'equilibre
thermique obtenue a partir du principe de la conservation de I'énergie [82]. La solution par
éléments finis utilisée dans ANSYS calcule les températures nodales, et emploie les
températures pour obtenir d'autres quantités thermiques.

Dans le cas des structures a trois dimensions Fig.5.5, le bilan thermique au long du temps

t est donné par :

oLy (KMZEM)+gxy,21)

ot (5.1)
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p.CE=2(kM.Z) + ;—v (H(T].z—;) + 2 (K().Z) + gy, z,0)

Par
ou c : chaleur spécifique.
k : conductivité thermique.
£ : masse volumique.
La résolution de cette équation différentielle sur un
domaine Q est gouvernée par les conditions aux limites

sur la frontiére I du domaine.

Model finit element

Fig.5.5 : Discrétisation du modéle.

5.4.3. Les éléments thermiques bidimensionnels utilisés dans ANSYS

Les programmes d'ANSYS et d'ANSYS/Thermal incluent environ 40  éléments

thermiques (voir ci-dessous les éléments solides a deux dimensions) pour nous aider a exécuter

des analyses thermiques.
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Tous les éléments s'appliquent aux analyses thermiques stationnaires et non stationnaires.
Les notes d'utilisation pour chaque élément indiquent si d'autres types d'analyses peuvent

également employer I'élément.

5.4.3.1. Eléments solides a deux dimensions

PLANE3S5

Dimensions: 2-D
Forme et caractéristique: Triangle, six nceuds

Degrés de libertés: Température (dans chaque nceud)

PLANESS

Dimensions: 2-D
Forme et caracteristique: Quadrilateral, quatres noeuds

Degrés de libertés: Temperature (at each node)

PLANE75

Dimensions: 2-D
Forme et caracteristique: Harmonique, quatre nceuds

Degrés de libertés: Température (dans chaque nceud)
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PLANE7/

Dimensions: 2-D
Forme et caracteristique: Quadrilatéral, huit nceuds
Degrés de libertés: Temperature (dans chaque nceuds)

Notes d’usage : Utile pour la modélisation des formes courbées

PLANEY8

Dimensions: 2-D
Forme et caractéristique: Harmonique, huit noeuds

Degrés de libertés: Temperature (dans chaque noeud)

5.4.3.2. Eléments solides a trois dimensions

SOLID70 (utilisé dans notre travail)

Dimensions: 3-D

Forme et caractéristique: Brique, huit nceuds

Degrés de libertés: Température (dans chaque nceuds)

Notes d’usage: Can compensate for mass transport heat flow from a constant velocity
field
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SOLI1D90

Dimensions: 3-D

Forme et caracteristique: Brique, 20 noeuds

Degrees of freedom: Temperature (at each node)

Usage notes: Useful for modeling curved boundaries
SOLID87

Dimensions: 3-D
Forme et caractéristique : Tétraédre, 10 nceuds
Degrés de libertés : Température (dans chaque nceuds)

Notes d’usage : Utile pour le maillage des formes irrégulieres

5.4.4. Méthodes de résolutions

5.4.4.1. Specification de I’option pour I’incrémentation des charges dans ANSYS

Pour I’analyse thermique on peut spécifier les options suivantes :

5.4.4.1.1. Options Générales

Les options générales incluent ce qui suit:

Control de la solution

On doit spécifier le nombre d'incréments de charges (NSUBST) ou la taille du pas de temps
(DELTIM), et le temps a la fin de I'incrément de charge (TIME). Le reste des commandes de la
solution se transférent alors a leurs valeurs optimales pour le probleme thermique particulier.

L'option de temps
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Cette option indique le temps a la fin de I'étape d’un incrément de charge.
La valeur du pas de temps par défaut est 1,0 pour le premier incrément de charge. Pour les
incréments suivants on prend 1,0 par défaut plus le temps spécifié a I’étape précédente.
Le nombre de sous incréments (substeps) par incrément de charge (load step), ou la taille du
pas de temps (time steps).
Une analyse non linéaire exige des multiples sous incréments (multiples substeps) dans
chaque incrément de charge (load step). Par défaut, le programme emploie un sous incrément

(one substep) par incrément de charge (load step).

Charge par échelle ou rampant.

Si on applique les charges par échelle, les sous incréments de charges restes constants pour
tout I’increment de charge.

Si on applique la charge par rampant (utilisée par défaut dans ANSYYS), les sous incréments

varient linéairement a chaque incrément de charge.

5.4.4.1.2. Options Non-linéaires
On indique les incréments de charges non-linéaires si les non-linéarités sont présentes. Les

options non-linéaires incluent les étapes suivantes:

Nombre d'itérations d’équilibre
Cette option indique le nombre maximal d'itération d'équilibre permis par sous incrément
(substep). La valeur utilisée par défaut dans ANSY'S est de 25 qui devrait étre assez pour la

plupart des analyses thermiques non-linéaires.

Incrément automatique du pas de temps
Pour des problémes non-linéaires, I'incrémentation automatique des pas de temps détermine la
guantité d'incrément de charge entre les substeps, pour maintenir la stabilité et I'exactitude de la

solution.

Critére de convergence.
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ANSYS considére qu’une solution non-linéaire est convergée lorsque les critéres de
convergence indiqués sont satisfaits. La vérification de la convergence peut étre basée sur les
températures, le taux de chaleur écoulé, ou tous les deux. Par exemple, si on indique 500 comme
valeur typique de la température et 0,001 comme tolérance, le critere de convergence pour la
température est de 0,5 degres.

Pour les températures, ANSYS compare le changement des températures nodales entre les
itérations successives d'équilibre (AT = T; - Tii1) au critere de convergence. En utilisant
I'exemple ci-dessus, la solution est convergee quand la différence de la tempeérature a chaque

nceud d'une itération a la prochaine est moins de 0,5 degrés.

L'arrét de la solution en cas de non convergence
Si ANSYS ne peut pas converger la solution dans le nombre d'itérations d'équilibre
indiquées, ANSYS arréte la solution ou passe a l'incrément de charge suivant, selon ce qu’on a

indiqué comme criteres d’arrét.

Line search
Cette option permet & ANSYS d'exécuter une recherche (line search) avec la méthode de
Newton-Raphson.

Option de prédiction/correction
Cette option active I'option de prédiction/correction pour la solution du degré de liberté a la

premiére itération d'équilibre de chaque incrément.

Traquer La Convergence Graphiguement

Pendant qu'une analyse thermique non-linéaire procéde, ANSYS calcule les normes de
convergence avec des criteres correspondants de convergence pour chaque itération d'équilibre.
La solution graphique pour traquer la convergence (Graphical Solution Tracking) montre les

normes et les critéres de convergences calculés pendant que la solution est dans le processus.

5.4.4.2. Les options d’analyse
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Les options d’analyses possibles dans ANSYS incluent:
L'option de Newton-Raphson
Elle est utilisée seulement dans des analyses non-linéaires [81,82]. Cette option indique

combien de fois la matrice tangente est mise a jour pendant la solution. On peut choisir parmi les
options suivantes:

e program-chosen (par défaut; recommandé pour I'analyse thermique)

e full (non modifié)

e modifiee

e conductivité initiale
Note - pour l'analyse thermique non-linéaire de champ-simple, ANSYS emploiera toujours

I’algorithme de Newton-Raphson non modifié.

Choix du solutionneur (solver).

On peut utiliser n'importe laquelle des méthodes suivantes:

o Frontal solver (default)

o Jacobi Conjugate Gradient (JCG) solver

o JCG out-of-memory solver

o Incomplete Cholesky Conjugate Gradient (ICCG) solver
o Preconditioned Conjugate Gradient solver (PCG)

o PCG out-of-memory solver

o lterative (automatic solver selection option)

5.4.5. Conditions aux limites thermiques
Des températures de 100, 300 et 600°C ont été appliquées successivement par conduction
a la surface de la base de la poutre (surface intérieure), et 25 °C (température ambiante) a été

appliqué par convection a la surface extérieur de la poutre, avec un coefficient d'échange de 50

w/m2°C avec le milieu environnant. La température initiale du béton est égale a 25°C.
La température est obtenue par l'intermédiaire de la technique d'élément fini de Galerkin

comme mise en application par le logiciel dANSYS [4, 5,57].
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Tf=215"C
E=12W/m=C
h=50W/m2.*C

T= 100, 300 et 600°C
E=60W/m.>=C
h=50W/m2°C

THEFMAL EOUNHDAEY COMDITIOHS

Fig.5.6 : Conditions aux limites thermiques.

5.4.6. Résultats thermiques et discussion

Les conditions aux limites sont mises en application et le probléme est résolu en utilisant
le solutionneur frontal dans ANSYS 8,0. Les résultats de distribution de la température sont
obtenus dans le post processeur général. L'analyse est conduite pour une poutre en béton armé.
Les résultats ainsi obtenus sont indiqués sur les Figures.5.9 a 5.14.

5.4.6.1. Profil des températures
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NODAL S0LUTION AN
J— AUG 24 2011
p— 08: 47: 56
TIME=1
TEMP (AVE)
R5¥5=0
SMN =29.245
S =100
20,245 44,969 60,632 76.415 02,138
37.107 52.83 £8.553 24,277 100
TEMPERATURE PROFILE

Fig.5.7: Profil des températures pour T=100°C.

NODAL 30LUTION AN
STEP-L LUG 2? 2?11
ST -1 02:49:11
TIME=1
TEMP (AVE)
R5Y5=0
SMN =40.566
SMX =300
40,566 08,218 155.87 213.522 271.174
69,392 127.044 184,696 242,348 300
THERMAT PROFILE

Fig.5.8: Profil des températures pour T=300°C.
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HODAL S0LUTION AN
STEP=1 AUG 24 2011
i 11:35:17
TIME=1
TEMP [AVG)
RSYS=0
SMH =57.547
I =600
57.547 178 .00z 298,637 419,182 539.727
117.82 238,365 358.91 479,455 &00
TEMPERATURE PROFILE AT T=600 ¢

Fig.5.9 : Profil des températures pour T=600°C.

Les Figures.5.7 a 5.9 montrent les profiles des températures pour : 100, 300 et 600°C.
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= ANSYS

I
169,511

Thermal fluaw at T=100 [

Fig.5.10: Flux thermique a T=100 °C.

= ANSYS

I
Bii.64

Bii. B3

Thermal flux at T=200

Fig.5.11: Flux thermique a T=300°C.
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= ANSYS

I
1202

Thermal flux at T=E00 [

Fig.5.12: Flux thermique a T=600°C.

Les Figures.5.10 a 5.12 montrent le flux thermique. D’aprés la direction des fleches le
flux thermique traverse la poutre et se déplace de la région de haute température (100, 300 et

600°C a I’intérieur) vers la basse température (25°C a I’extérieur) ce qui est évident.
5.4.6.2. Vérification analytique des résultats

Afin de Vérifier la validité des résultats obtenus par ANSYS, nous allons effectuer
analytiquement le calcul de la température du nceud du milieu pour T= 600°C (Fig.5.13) en
tenant compte du principe de conservation de I’énergie autour d’un élément de volume entourant

le nceud.
S Energies thermiques=0 ; Y q”’=0

Y q7=Y kmoy(A T/ Ax+ AT/ Ay)=0
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buawerrs ANSYS

oCTZ=Z 30
Z2S54ET

a7.547 a7.547 a7.547

Temperature nodal values at T=600

Fig.5.13 : Quelques valeurs des températures nodales données par ANSYS a T=600°C.
Koeton = 1.2
> q”’= kneon((220.283-T)/0.875+(220.283-T)/0.875+ (383.019-T)/0.15+(57.547-T)/0.15) = 0
T =220.291°C
Elle est proche de la valeur 220.283°C donnée par ANSYS.

5.4.6.3. Variation de la température dans le mur
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PosT AN
STEP=1 OCT 27 201
sUB =1 20:17:21
TiME=1 !
RATH FLOT
MOD1=35 *
NODZ=154
85
TBITT
Y
;:' 7170
=
a =
3
(=9
E 57 549
a
K
S0.473
3759
B2
2024 01
1] 1 -] 3 + ]
5 15 25 s +5
Hauteur de la poutre (m)
Temperatur variation across the beam (Fath A4&) at T=100 C

Fig.5.14: Variation de la température dans la poutre a mi-travée pour T=100 °C.

PosT AN
S§TEP=1 1 OCT &7 20
SUB =1 21009:04
TIME=1 -
RATH PLOT
NOD1=41
MOD2=168 :
E 1585 22,
E|
o 17028
L1
(=9
E
1] 144339
2
118324
22,45
55 S0
056 -
o 1 2 3 L3 =
= 15 25 3as +5
Hauteur de la poutre {m)
Temperatur variation across the bearn (Path A&) at T=300C

Fig.5.15: Variation de la température dans la poutre a mi-travée pour T=300 °C.
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pasTi AN

STEP=1 acT 37 2m
SUB =1 214055
TIME=1 Sy
PATH PLOT -
HOO1=38 F4sa
HOO2=171

Temperatur C)
!

111.759

wm

o 1 2 3 +

K 15 5 35 5

Hautzur de 13 poutre {m)

TEMPERATUR wariation across the beam (Path A&) at T=600 C

Fig.5.16: Variation de la température dans la poutre a mi-travée pour T=600 °C.

Les Figues.5.14 a 5.16 nous montrent la variation de la température a travers la hauteur
de la poutre. Elle est soumise a des températures uniformes de 100, 300 et 600°C par conduction
a I’intérieur (base de la poutre) et a la température ambiante de 25°C par convection a I’extérieur.

Les variations de la température a travers la hauteur de la poutre sont linéaires. Ce
phénomeéne peut étre attribué a I’indépendance de la température a la conductivité thermique du

béton (conductivité constante).

5.5. Analyse structurale

Le changement de I'analyse thermique a l'analyse structurale est facilement réalisé dans
ANSYS car le commutateur d'élément est automatique. Eléments thermiques de type Solide 70
va devenir I'élément structural de type Solide 65.
Les températures obtenues a partir de I'analyse thermique précédente sont maintenant appliquées
comme une charge pour déterminer les contraintes et les déformations thermiques. L'élément est
défini par huit nceuds ayant deux degres de liberté a chaque nceud: translation dans les directions
nodales de x et de y. La géométrie, position des nceuds et le systtme de coordonnées de cet
élément sont montrés dans la Fig.5.3.
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La relation entre la variation de la température et la contrainte mécanique associée (c.-a-

d., contrainte thermique) peut étre exprimée comme suit:

= a.AT (5.2)

thermael

ol &,p..ma €St la déformation thermique, o est le coefficient d’expansion thermique (/°C), et

AT est le gradient thermique (°C)

Les contraintes thermiques correspondantes peuvent étre obtenues a partir du modéle constitutif
élaboré, qui caractérise une relation  non-lineéaire des contraintes-déformations. 1l devrait
souligner ci-dessus que le phénomeéne de fluage/relaxation peut exercer des influences
considérables sur les réponses mécaniques des contraintes dans le béton. Pour simplifier
I'analyse et considérer que les réponses mécaniques des contraintes dans le béton provoquées
par le procéde de transfert thermique seulement, les influences provoquées par le

fluage/relaxation sont ignorées dans cette étude.

5.5.1. Type d’éléments structuraux utilisés dans ANSYS
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ROTX, ROTY, ROTZ

ROTX,ROTY,ROTZ

ROTX, ROTY,ROTZ

ROTX, ROTY, ROTZ

CHAPITRE 5 Modélisation thermomécanique
Structural Point Structural 2-D Line Structural 2-D Beam
Structural Mass Spar Elastic Beam Plastic Beam Offset Tapered
) Unsymmetric Beam
MASS21 LINK1 | BEAM3 BEAM23 BEAMS4
1 node 3-D space 2 nodes 2-D space 2 nodes 2-D space 2 nodes 2-D space 2 nodes 2-D space
DOF: UX, UY, UZ, DOF: UX, UY DOF: UX, UY,ROTZ DOF: UX, UY,ROTZ DOF: UX, UY, ROTZ
ROTX, ROTY, ROTZ
Structural 3-D Line Structural 3-D Beam
Spar Tension-Only Spar Linear Actuator Elastic Beam Thin Walled Plastic
Beam
LINK8 LINK10 LINK11 BEAM4 BEAM24
2 nodes 3-D space 2 nodes 3-D space 2 nodes 3-D space 2 nodes 3-D space 2 nodes 3-D space
DOF: UX,UY,UZ DOF: UX,UY,UZ DOF: UX,UY,UZ DOF: UX, UY, UZ, DOF: UX, UY, Uz,
ROTX, ROTY, ROTZ ROTX, ROTY,ROTZ
Structural Pipe
Offset Tapered Elastic Straight Pipe Elastic Pipe Tee Curved Pipe (Elbow) Plastic Straight Pipe
Unsymmetric Beam
BEAM44 PIPE16 PIPE17 PIPE18 PIPE20
2 nodes 3-D space 2 nodes 3-D space 4 nodes 3-D space 2 nodes 3-D space 2 nodes 3-D space
DOF: UX, UY, UZ, DOF: UX, UY, UZ, DOF: UX, UY, UZ, DOF: UX, UY, UZ, DOF: UX, UY, UZ,

ROTX, ROTY,ROTZ

Immersed Pipe

,&V

PIPES9
2 nodes 3-D space
DOF: UX, UY, UZ,
ROTX, ROTY, ROTZ

Plastic Curved Pipe

PIPEGO
2 nodes 3-D space
DOF: UX, UY, UZ,
ROTX, ROTY,ROTZ

Structural 2-D Solid

Triangular Solid

PLANE2
6 nodes 2-D space
DOF: UX, UY

Axisymmetric
Harmonic Struct. Solid

PLANE2S
4 nodes 2-D space
DOF: UX,UY,UZ

Structural Solid

PLANE42
4 nodes 2-D space
DOF: UX,UY
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Structural 3-D Solid

SOLIDé65
8 nodes 3-D space
DOF: UX, UY, UZ

SOLID72
4 nodes 3-D space
DOF: UX, UY, UZ,
ROTX, ROTY, ROTZ

SOLID73
8 nodes 3-D space
DOF: UX, UY, UZ,
ROTX, ROTY, ROTZ

SOLID92
10 nodes 3-D space
DOF: UX, UY,UZ

Structural Solid Axisymmetric Structural Solid Layered Solid Anisotropic Solid
Harmonic Struct. Solid R
PLANES2 PLANES3 SOLID4S SOLID46 SOLID64
8 nodes 2-D space 8 nodes 2-D space 8 nodes 3-D space 8 nodes 3-D space 8 nodes 3-D space
DOF: UX,UY DOF: UX,UY,UZ DOF: UX,UY,UZ DOF: UX, UY,UZ DOF: UX, UY,UZ
Reinforced Solid Solid with Rotations Solid with Rotations Tetrahedral Solid Structural Solid

SOLID95
20 nodes 3-D space
DOF: UX, UY,UZ

Structural 2-D Shell

Plastic Axisymmetric
Shell with Torsion

J

SHELLS1
2 nodes 2-D space
DOF: UX,UY,UZ,

v

Axisymmetric
Harmonic Struct. Shell

J

SHELLS1
2 nodes 2-D space
DOF: UX, UY,UZ,

Structural 3-D Shell

Shear/Twist Panel

<>

SHELL28
4 nodes 3-D space
DOF: UX,UY,UZ or

Membrane Shell

<7

SHELLAL
4 nodes 3-D space
DOF: UX, UY,UZ

Plastic Shell

<L

SHELLA3
4 nodes 3-D space
DOF: UX, UY, UZ,

DOF: UX, UY, UZ,
ROTX, ROTY, ROTZ

DOF: UX, UY, UzZ,
ROTX, ROTY, ROTZ

DOF: UX, UY,UZ,

ROTX, ROTY, ROTZ

DOF: UX,UY,UZ,
ROTX, ROTY, ROTZ

ROTZ ROTZ ‘'ROTX, ROTY, ROTZ ROTX, ROTY, ROTZ
Elastic Shell 16-Layer Structural Structural Shell 100-Layer Structural
Shell Shell
SHELL63 SHELL?I SHELL93 SHELL99
4 nodes 3-D space 8 nodes 3-D space 8 nodes 3-D space 8 nodes 3-D space

5.5.2. Conditions aux limites structurales

La poutre repose sur deux appuis: un appui double UX = UY= 0 et un appui simple

UY=0 (Fig.5.17).

Chargement: Températures a partir du fichier résultat obtenu dans I’analyse thermique.
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Propriétés géométriques:
a)- Béton : E = 3,5E+10 Mpa ; u=0,2

Coefficient d’expansion thermique: Alpha=1,2E-5 /°C
b)- Acier : E =2E+11 Mpa ; up=0,3

Coefficient d’expansion thermique: Alpha=1,08E-5 /°C

E=35E+10MPa
u=02
Alpha=12E-3/°C

s fi

Appui double E=2E+11 MPa
u=103
Alpha= 1.08E-3/°C

Appui simple

STEICTURAL EOMMDARY COMDITIONG Ux=lhe=0 . Thr=i

Fig.5.17 : Conditions aux limites structurales.
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Material model
Element Type Material Properties
Number
Linear Isotropic
B5E+
EX 3 5,5,p210
PRXY 0.2
Multilinear Isotropic
Strain Stress
point 1 0.0005 1.5E+007
point 2 0.001 2.1E+007
point 3 0.0015 2.4E+007
1 Solid 65 point 4 0.002 2.7E+007
point 5 0.0025 3.0E+007
point 6 0.003 2.4E+007
Concrete
ShrCf-Op 0.5
ShrCf-Cl 0.9
UnTenSt 3.0E+006
UnCompSt 3.0E+007
BiCompSt 0
HydroPrs 0
BiCompSt 0
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UnTensSt 0

TenCrFac 0

Linear Isotropic

EX 2E+011 Mpa

0.3

2 Solid 65

Bilinear Isotropic

4.6E+005

Yield Stss Mpa

Tang Mod 0.0

Tableau 5.1 : Propriétés du matériau béton et béton armé.

Le matériau 1 du modéle se rapporte a I'¢lément Solid65 non renforcé. L'élément Solid 65

exige des propriétés matérielles linéaires isotropes et multilinéaires isotropes pour a modéliser
correctement le béton. Le matériau isotrope multilinéaire emploie le critére de rupture de Von
Mises avec le modéle de William et de Warnke (1975) pour définir la rupture du béton. EX est le
module d'élasticité du béton (E,) et PRXY est le coefficient de Poisson (v).

Le module a été basé sur I'équation :
Eb=2,74\/f c28 (5-3)
Avec une valeur de f s égale a 30Mpa, le coefficient de Poisson prend la valeur de 0.2.

Le rapport contrainte uniaxiale de compression - déformation pour le modele du béton a été
obtenu en utilisant les équations suivantes pour calculer la courbe de contrainte-déformation

isotrope multilinéaire pour le béton.
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f=Epel 1+ (g/eo) (5-
4)

€0=2 f o8/ Ep (5-
5)

Ep= f/8 (5'6)
Ou:

f = contrainte a toute déformation € [Mpa].
¢ = déformation a la contrainte f
€o= déformation a la résistance ultime a la compression f cog

La courbe contrainte-déformation isotrope multilinéaire mise en application exige a ce que

premier point de la courbe soit défini par I'utilisateur. Elle doit satisfaire la loi de Hooke ;
E=o0/¢ (5-7)

5.5.3. Résultats de I’analyse structurale

5.5.3.1. Position déformée de la poutre

1

Deformed shape wmder themmal loading at T=100 €
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Fig.5.18: Position déformée de la poutre a T=100 °C.

Deformed rhape under thermmal leading at T=200 C

Fig.5.19: Position déformée de la poutre a T=300 °C.

AN

N
_
Nii
il

Deformed shape wnder themal leoadi at T=600 [

Fig.5.20: Position déformée de la poutre a T=600 °C.
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Les Fig.5.18 & 5.20 nous montrent la position déformée de la poutre.

1
NODAL SOLUTION

STEP=1 OCT 27 201
SUB =16 19:10:29
TIhiE=1

UX (A
REY5=0

Dbt = D047
Shilh =- B0
Shil = 003437

- 264E-02 AEOE-02
A42E-07 003437

Horizontal deformation contour Ux (m) at T=100 C

Fig.5.21: Contour des déplacements horizontaux Ux a T=100 °C.

1
MODAL SOLUTION

STEP=1 OCT 27 21
SUB =61 20:38:04
TiME=1

UX (85
RE¥S=0

DN = 010708
SMAN =- SZGE-D
Shix =.010503

[ SN SSa—— |
. 004209 D0GTZ7 009245

- BI6E03 001681
A32ED3 010502
Horizontal deformation contour Ly at T=300 C
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Fig.5.22: Contour des déplacements horizontaux Ux a T=300 °C.

NODAL SOLUTION AN

SUB =1 OCT 27 201
TInE=1 21:13:39
UX (A

R 5=0

Dbt = 022539

Shilh =- D0ZEG3
Sl = DZZ36

-.D0Z8a3 L0272 08332 013944 019556
- BRAE-04 LO05526 1138 1675 22362

Horizontal deforrmation Uy contour at T=600 C

Fig.5.23: Contour des déplacements horizontaux Ux a T=600 °C.

ANSYS

QCT 27 201
19:13:13

Haorizontal defarmation nodal values Usx {m) at T=100 C
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Fig.5.24: Déplacement horizontal du nceud inférieur a mi-travée pour T=100°C Ux = 0.001587m.

ANSYS

OCT 27 201
20:39:38

Horizontal deformation values Uk () at T=300 C

Fig.5.25: Déplacement horizontal du nceud inférieur a mi-travée pour T=300°C Ux = 0.004838m.

ANSYS

OCT 27 201
2117458

Horizontal defarmation Llx walues (m) at T=600 C

Fig.5.26: Déplacement horizontal du nceud inférieur a mi-travée pour T=600°C Ux = 0.009735m.

122



CHAPITRE 5 Modélisation thermomécanique

MODAL SOLUTION AN

STEP=1 OCT 7 201
SUB =16 19:15:43
TIME=1

UY e
RSY =0

Dbt = 002474
SN =- 001369
Shild = 943 E-03

-.0071369 AT1EDZ GEGE02
-001112 - B54E-04 A2EED02 L42E02

Yertical deformation contour Uy (m) at T=100 C

Fig.5.27: Contour des déplacements verticaux Uy a T=100°C.

NODAL SOLUTION AN

STEP=1 OCT 27 20
SUB =61 20:41:28
TIME=1

UY  (AG
REY5=0

Db = 010708
ShiM =- 004971
ShH = 002226

-.00<4331 I A0FE-D3 oozsz
-.004024 - J99E03 o413 003226

“ertical deformation contour Uy at T=300 C

Fig.5.28: Contour des déplacements verticaux Uy a T=300°C.
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MODAL SOLUTION AN

SUB =1 OCT 27 201
TIME=1 21:14:29
U¥  (AE
RE5Y5=0

Db = 022539

ShAN =- 000743
Shil = 007712

-.009743
007712

Yertical deformation Uy contour at T=600 C

Fig.5.29: Contour des déplacements verticaux Uy a T=600°C.

ANSYS

OCT 27 201
19:16:46

“ertical defarmation nodal values Uy (m) at T=100 C

Fig.5.30: Déplacement vertical du nceud inférieur a mi-travée a T=100°C Uy = -0.001361m.
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ANSYS

OCT 27 201
2004200

Yertical defarmation values Uy (m) at T=300 C

Fig.5.31: Déplacement vertical du nceud inférieur a mi-travée a T=300°C Uy = -0.004895m.

ANSYS

SUB = OCT 27 201
KN BTy

“ertical deformation Ly walues (m) at T=600 C

Fig.5.32: Déplacement vertical du nceud inférieur a mi-travée a T=600°C Uy = -0.009678m.

125



CHAPITRE 5 Modélisation thermomécanique

Les Figures.5.21 a 5.32 nous montrent le contour des déformations horizontales et
verticales de la poutre, on constate un déplacement horizontal maximal de 0,9735 cm et un
déplacement vertical maximal de 0,9678 cm du nceud inférieur a mi-travée de la poutre a la
température T= 600°C.

5.5.3.2. Résultats des contraintes

NODAL SOLUTION AN

STEP=1 OCT 27 201
SUB =16 19:20:11
TIME=1

SX AV

R5YS5=0

Dbt = D03474

ShAN =- ATAE+D7 y

Shils 656505

————
- AT9EHT - AEEHT - 2ZITEAT - TGEAT 51724
- HEEHT - HATEHIT - ATGEHT -5A3 148 GAG595

SIGMMA X [N fm2) contour at T=100

Fig.5.33: Contour des contraintes 6 a8 T=100°C.
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1
NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =1
TIME=1

SH (AW
REY =0

Dbt = 010703
Shithl =- 651
Shil = 246 E40

- BA1EHIT - A2 EHIT - IA3EHD J4GEHT
- SE2EHT - MEIEHT - 153EAT 464211 246EHT

SIGMA ¥ contour at T=300 C

AN

OCT 27 201
20:44:04

B R

Fig.5.34 : Contour des contraintes 6, & T=300°C.

1
MODAL $OLUTION

SUB =1
TIME=1

SH (AWE)
RE5Y5=0

Dbl = 022539
ShN =- 475ET
Shif = 337 E+07

- ArAEHIT - - 295EHT - 114E47 éﬁﬁﬂw 24TEHIT

E+7 . Z04EHI7 38180 ASTEHIT ZATEMIT
SIGMA ¥ contour at T=600 C

AN

OCTZ7 21
21:20:38

Fig.5.35 : Contour des contraintes c, a T=600°C.
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SIM: X nodal walues at T=600 C

Fig.5.36: Valeurs nodales des contraintes ¢, dans la poutre a T=600°C.

STEP=1 OCT 27 20
sUB =1gxI 221244
TiME=1 #2225
PATH PLOT |
HOD1 =35 5133
NODZ=154

=317 955

~TZE 0
E =114
=
; -1548.24
% -1952 .33
w

2.4

277854

-2lEEE

“3E9ET 10 101

[x] i 2 3 + =
= 1= 2= 3= +5
Hauteur de la pourim)

SIGHA ¥ wariation across the beam (Path AA&) at T=100 C

Fig.5.37: Courbe de variation des contraintes o, dans la poutre (I’appui simple) a T=100°C.
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posTi AN
STEP=1 OCT 7 21
SUB =61 22:04:12
TIME=1
PATH PLOT Al
NOD1=36 G335
NOD2=154 -
BT
g -1333.13
= NE=n
=
" DA
z <3078 55
@
o Rl
4608 53]
526357
519,11k i
] i z 3 + B
= 1= 25 3= +5
Hauteur de la poutre (m)
2IGMA X variation across the bearn (Path AA) at T=300 C

Fig.5.38 : Courbe de variation des contraintes o, dans la poutre (I’appui simple) & T=300°C.

sUB =1 OcT 27 201
TIhE=1 1073 21:60:37
PATH PLEFF
HOD1=36
HODz=15413-32

0214

=t
E =217 =
=
; -430.109
% 2 20
w

“E54.3 04

-5, 4.2

-12T5.55]

-14E0 a3 [ [x el )

[x] i = 3 + =
= 1= = 3= +5
Hauteur de |3 poutre {m)

SIGMA X wariation across the beam (Path AA&) at T=600 C

Fig.5.39 : Courbe de variation des contraintes o, dans la poutre (I’appui simple) a T=600°C.
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Fig.5.40 : Contour des contraintes 6, & T=100°C.
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Fig5.41 : Contour des contraintes 6y & T=300°C.
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Fig.5.42 : Contour des contraintes 6, & T=600°C.
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Fig.5.43 : Valeurs nodales des contraintes o, dans la poutre & T=600°C.
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Fig.5.44 : Courbe de variation des contraintes oy dans la poutre (I’appui simple) a T=100°C.
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Fig.5.45 : Courbe de variation des contraintes o, dans la poutre (I’appui simple) a T=300°C.
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Fig.5.46 : Courbe de variation des contraintes o, dans la poutre (I’appui simple) a T=600°C.
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Fig.5.47 : Contour des contraintes 6, & T=100°C.
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Fig.5.48 : Contour des contraintes 6, & T=300°C.
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Fig.5.49 : Contour des contraintes 6, & T=600°C.
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Fig.5.50 : Valeurs nodales des contraintes ¢, dans la poutre & T=600°C.
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Fig.5.51 : Courbe de variation des contraintes ¢, dans la poutre (I’appui simple) a T=100°C.
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Fig.5.52 : Courbe de variation des contraintes ¢, dans la poutre (I’appui simple) 8 T=300°C.
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Fig.5.53 : Courbe de variation des contraintes ¢, dans la poutre (I’appui simple) a8 T=600°C.
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Fig.5.54 : Contour des contraintes principales S1 a T=100°C.
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Fig.5.55 : Contour des contraintes principales S1 a T=300°C.
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Fig.5.56 : Contour des contraintes principales S1 a T=600°C.
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Fig.5.57 : Contour des contraintes principales S2 a T=100°C.
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Fig.5.58 : Contour des contraintes principales S2 a T=300°C.
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Fig.5.60 : Contour des contraintes principales S3 a T=100°C.
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Fig.5.61 : Contour des contraintes principales S3 a T=300°C.
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Fig.5.62 : Contour des contraintes principales S3 a T=600°C.
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Fig.5.63 : Courbes de variation des contraintes principales S1, S2 et S3 (I’appui simple) a T=100°C.
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Fig.5.64 : Courbes de variation des contraintes principales S1, S2 et S3 (I’appui simple) a T=300°C.
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Fig.5.65 : Courbes de variation des contraintes principales S1, S2 et S3 (I’appui simple) a T=600°C.
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Fig.5.66 : Contour de variation des contraintes de Von mises SEQV a T=100°C.
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Fig.5.67 : Contour de variation des contraintes de Von mises SEQV a T=300°C.
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Fig.5.68 : Contour de variation des contraintes de Von mises SEQV a T=600°C.
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Fig.5.69 : Courbe de variation des contraintes de Von mises SEQV (I’appui simple) a T=100°C.
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Fig.5.70 : Courbe de variation des contraintes de VVon mises SEQV (I’appui simple) a T=300°C.
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Fig.5.71 : Courbe de variation des contraintes de Von mises SEQV (I’appui simple) a T=600°C.
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Les Figures.5.33 a 5.71 nous donnent I’état des contraintes dans la poutre. On constate
que les contraintes de tractions dans les zones dangereuses sont de I’ordre de 20.5 Mpa au niveau

des appuis (zone rouge), elles dépassent la contrainte maximale de traction qui est égale a 3 Mpa.

La preésence de ces contraintes de traction sont dangereuses pour le comportement
statique de la poutre, et méritent l'attention particuliere. Comme elles excédent la résistance

maximale de traction du béton, elles pourraient facilement produire un systéme de rupture.
5.5.4. Analyse de la fissuration

Afin d’évaluer les endommagements occasionnes par la haute température, nous allons
effectuer une analyse de la fissuration du béton pour évaluer I’initiation et la croissance des
fissures.

Le béton est un matériau quasi-fragile et se comporte différemment en tension et en
compression. La reésistance a la traction du béton est typiquement 10% de sa résistance a la
compression. La Fig. 5.72 montre une courbe de relation constitutive typique pour le béton de
poids normal (normal weight concrete) (Bangash [6]).

-

peak compressive stress
acu I e e B

softening—
Compression

strain at maximum stress

+£ - L.
o L LA 1]

-

—=1 otu = maximum tensile strength of concrete

Tension

+

Fig.5.72: Relation constitutive typique pour le béton.

En compression, la courbe constitutive pour le béton est linéairement élastique jusqu' a

environ 30% de la résistance maximale a la compression a_,, . Au-dessus de ce point, la courbe
pénetre une région d'écrouissage tandis que la contrainte augmente non lineéairement jusqu' a la
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résistance maximale de compression. Apres qu'elle atteigne la résistance maximale a la
compression, la courbe descend dans une région d’adoucissement des contraintes, et par la suite

I'écrasement imminent se produit a la déformation ultime =_,,.

La réponse « apres-pic » reflete la ductilité du beton, qui dépend fortement du niveau de
I'emprisonnement latéral imposé sur le béton. En tension, la courbe de relation constitutive pour
le béton est approximativement linéairement élastique jusqu' a la résistance a la traction
maximale. Apres ce point, le béton est considére comme fissuré et la résistance a la traction
diminue rapidement jusqu’a zéro (Bangash [6]).

Pour déterminer la réponse mécanique du béton, ANSYS exige une relation uni axiale de
contrainte-déformation pour le béton. Développer un modele de relation constitutif approprié
pour le béton est un challenge, et des efforts substantifs ont été faits afin de proposer les divers
modeles numériques dans le passé (Hognestad [43], Desayi et Krishnan [34]. Un modéle
parfaitement plastique du type Druker-Prager est choisi dans cette étude, ou la partie
croissante de la courbe constitutive suit le modele de Desayi et de Krishnan (Bangash [6])

comme Ssuit:

o= = (5.8)

ou g, = f et E_ est le module d’élasticité, f.' la résistance maximal a la compression.

v

Aprés que la résistance maximale a la compression f.' soit atteinte, un comportement
parfaitement plastique est assumé jusqu'a la ruine qui se produise a la déformation ultime =_,,.
Selon le Comité Européen du Béton (Bangash [6]), la déformation ultime =_,, est assumée égale

a 0,003. Quant a la relation constitutive uni axiale pour la tension, un modeéle élastique linéaire
peut satisfaire la condition de simulation, et la phase d’adoucissement aprés que la résistance
maximale & la traction f, est atteinte puisse étre négligée sans beaucoup derreur. Par
conséquent, le modele constitutif uni axial proposé dans cette étude est montre dans la Fig.5.73

ci-dessous.
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Fig.5.73 : Modéle constitutive uni axial du béton.

Un élément thermique a 8-nceuds a trois dimensions SOLID70 avec température comme
seule degré de liberté dans chaque nceud est choisi pour la simulation du transfert thermique.
Pour l'analyse des contraintes mécaniques suivantes, un élément a 8-nceuds en béton a trois
dimensions correspondant SOLID65 avec trois degrés de libertés dans chaque nceud est choisi.
Les propriétés du matériau assumées pour le béton dans cet exemple sont récapitulées dans le
tableau 5.1. Sauf indication contraire, le béton considéré dans cette étude est un béton structural
normal (normal weight concrete) construit avec une matrice continue de pate de ciment et des
agrégats de poids normaux, et il posséde une valeur intermédiaire de résistance a la compression
par rapport aux valeurs observées en pratique. Comme modéle macroscopique, la méthode de
simulation n'exige pas de données concernant la composition du béton. Plutét, elle emploie
seulement les propriétés macroscopiques du matériau énumerées dans le tableau 5.1. En
revanche, un modele microscopique serait concentré davantage sur les effets de la composition
du matériau. Les facteurs internes, c.-a-d., parameétres du matériau (tels que le rapport
eau/ciment w/c, la quantité de ciment, etc.) peut exercer une influence considérable sur les
réponses mécaniques du béton. Cependant, cette étude se concentre seulement sur la réponse
mécanique du béton induite par les facteurs externes et les divers chargements environnementaux

au lieu des facteurs internes.
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Quand le béton est exposé aux procédés de transfert thermique, le volume retenu
change habituellement de résultats dans les microfissures relativement denses et réparti sur le
volume entier du béton. Par conséquent, I'approche par fissure répartie est un choix raisonnable
dans cette étude pour mettre en application la simulation de la propagation des fissures.

Le logiciel commercial ANSYS par élément finis est adopté ci-dessus pour simuler les
réponses mécaniques du béton soumises aux processus couplés de dégradation, ou le modéle
constitutif uni axial du béton montré dans la Figure.5.73 est adopté. Un élément solide a 8-
nceuds a trois dimensions SOLID65 est congu particulierement pour modéliser le béton. Cet
élément en béton a huit nceuds avec trois degrés de liberté dans chaque nceud, translation dans
les directions nodales de x, d’y et de z, et huit points d'intégration a l'intérieur. Basé sur modéle
constitutif indiqué et du critere de rupture, I'élément en béton permet des armatures repartie, la
déformation plastique, fissuration en tension suivant les trois directions orthogonales, capacité de
transfert de cisaillement, et écrasement en compression. La location des nceuds et la géométrie de
I'élément du béton sont montrés dans la Figure. 5.74. Le critere de rupture de William et
Warnke [78] sous I'état de contraintes multiaxial est adopté pour évaluer I'initiation de la rupture
et pour identifier les modes de défaillance correspondants (fissuration, écrasement) au centre

d'un élément du béton ou dans ses points d'intégration. Le critére est exprimé comme suit :

S-5z0 (5.9)

F
o
c

Ou F est une fonction des contraintes principales, S est la surface de rupture spatiale exprimée

en termes de contraintes principales et des propriétés du matériau béton, et f. est la contrainte

maximale de compression du béton. La rupture de I’élément du béton ou celles de ses points

d’intégration est assumé atteinte [4,5], si seulement si I’Eq. (5.9) est satisfaite.
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Fig.5.74: L’élément en béton SOLIDG65.

La Figure.5.75 représente la projection de la surface de charge S a trois dimensions dans
I’état de contrainte bi axiale ou presque bi axiale. Supposons que le non zéro des contraintes
principales les plus significatives sont dans les directions x et y, représentées par o, et o, et les
qeme

trois projections de la surface de charge présentées sont pour la contrainte principale

O, 0,0, =06lg, <0 respectivement.

Le mode de rupture correspondant est en fonction du signe de o, (contrainte principal dans la
direction z). Par exemple, si les contraintes o, et g, sont négatives (compression) et la

contrainte @, est Iégerement positive (tension), la fissure est prévue dans le plan perpendiculaire
a la direction de ., . Cependant, si la contrainte =, est zéro ou légerement négative, le

zp zp

matériau est supposé écrasé.
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Fig.5.75: Surface de rupture projetée pour le béton [4,5].

La surface de rupture de la Fig. 5.75 ci-dessus peut étre divisée en quatre domaines selon

les différents modes de rupture suivants :

1.0=0g =0, =gy (compression — compression — compression)

Le béton est supposeé écrasé et que I’Eq. (5.9) est satisfaite.

2.0y 0= 0, = 0y (tension — compression — compression)

Si I’Eq. (5.9) est satisfaite, la fissure sera produite dans la direction perpendiculaire a o

3. 0y 20, 20 = oy (tension — tension — compression)
Si ’Eq. (5.9) est satisfaite, la résistance ultime de traction décroit linéairement avec la

diminution de oy
Cependant, la fissure apparaisse dans les plans perpendiculaires aux contraintes principales o, ou

g, separément.
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4. gy =0, =20, =0 (tension — tension — tension)

Fig.5.76 : Position des nceuds et des points de Gauss pour I’élément SOLID 65.

Si ’Eq. (5.9) est satisfaite, la résistance maximale & la tension est assumée égale af.. Cependant,
la fissure apparaisse dans les plans perpendiculaires aux contraintes principaleseo,, o, ou a.

Dans tous les quatre cas ci-dessus, g, = max (o,.,,d

ere - - -
s Oypr O €St 12 177 contrainte principale, et

gy = min (o, o.,) estla 3°™ contrainte principale. La fonction F et la surface de rupture

o1 Typs
S prennent différentes formes pour s’adapter & des modes de defaillance correspondants. Pendant
la production de n'importe quel mode de défaillance, la matrice de rigidité de I'élément du béton
est modifiée en conséquence pour tenir compte de la dégradation mecanique induite par la
fissuration.

La matrice générale de rigidité pour I'élément du béton armé est définie comme :
[0] = (1 - Z, vA)D )+ ZE, viR(D, ), (5.10)

On note dans I'EQ.5.10 ci-dessus que les contributions a la rigidité elementaire générale faite par
le béton seul et les armatures peuvent étre distinguées facilement I'une par rapport & l'autre. Le
concept des armatures réparties a été adopté implicitement. On suppose que les armatures ont
une rigidité dirigée seulement suivants la direction uni axiale et est supposée uniformeément
répartie sur tous les éléments finis. La rigidité des armatures dans la direction uniaxiale est
donnée par son pourcentage volumique.

La matrice de rigidité du béton intact seul est donnée par I’expression suivante:
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((1—v) v v 0 0 07
¥ 1—v v 0 0o 0
v v 1—w 1] g 0
__ & |o o0 0 &2 g 9
(D] = > (5.11)
0o o0 o0 o &2 g
o o0 0 o &2

ou v est le coefficient de Poisson, et E_ est le module d’élasticité du béton.

Si la fonction des armatures réparties de I'élément du béton  SOLIDG65 est utilisée, pour
I'armature i dans la direction x de I'élément en béton, son influence vis a vis de I'élément du

béton peut étre reflétée comme:

ral ) _rEr
ﬂx?f‘ EF 0 0 0 0 0 Ef,x
¥¥ 0 0O 0o 0 0 0 ¥¥
o £z,

J%=\ _ 0 O 0 0 0 0 J == 512
o [“lo o0 00 o of|e| 12
}{"H 1] 0O 0 0 0 0 s;g

\o7_J L 0 0 0 0 0 o0 \er_J

ou E] estle module d’élasticite de I’armature.

Dans un élément en béton, la fissuration se produit quand la contrainte principale de
tension dans n'importe quelle direction excede la résistance maximale a la traction. Apres
fissuration, le module d'élasticité de I'élément du béton est reduit a zéro seulement dans la
direction paralléle a la direction de la contrainte principale de tension. L'écrasement se produit
qguand chacune des trois contraintes principales est compressive et I'état de contrainte se trouve
en dehors de la surface de rupture S. Plus tard le module d'élasticité est réduit a zéro dans toutes
les directions et l'intégrité structurale est complétement dégradée [4,5].

La fissuration est permise dans trois directions orthogonales au centre de chaque élément du
béton ou au niveau de ses points d'intégration. Apres fissuration, la matrice de rigidité de
I'élément du béton initialement intact est modifiée en conséquence pour s'adapter a la
dégradation mécanique, ou la fissure est effectivement traitée en tant que " une bande répartie
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virtuelle " plutdt qu'une fissure discrete. La presence d'une fissure a un point d'intégration d'un
élément du béton est représentée en introduisant un plan de faiblesse dans la direction normale a
la face de la fissure. Le coefficient de transfert de cisaillement est introduit en particulier pour
représenter un facteur de réduction de résistance au cisaillement pour ces charges suivantes qui
induisent le glissement a travers les faces ouvertes des fissures. La valeur de § s'étend de 0 a 1,
ou O représente une fissure lisse et une perte compléte de transfert de cisaillement, et 1
représente une fissure rugueuse et pas de perte de transfert de cisaillement. La valeur § = 0.5
trouvée dans le chapitre 3 est adoptée.

La matrice de rigidité modifiée de I’élément de béton aprés fissuration dans la direction x

peut étre exprimée comme suit:

_ ['I.- , -
Fl*% o5 0 0 0 o0
EL'
1
1 (-n 0 00
v 1
[Dsk]: Ee 0 (1-v) (1-v) 0 0 0 (513)
T 5 00 0 B oo
o000 X0
000 00 &

ou le subscript ck signifie que les relations constitutives se rapportent a un systéme de
coordonnées  parallele aux directions des contraintes principales avec les axes x°¥
perpendiculaires a la face de la fissure. R® est le module sécant comme défini dans la Figure.
5.75, ou T est le multiplicateur pour la quantité de relaxation des contraintes de tension, qui peut

étre dérivee a partir de I'énergie de fracture G, du béton comme:

r o= c _f[‘.l:_r:?tr

c E-fl.‘.‘_fk (514)
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A F——

cht """"""

Eck 5Eck

Fig.5.77 : Résistance du béton fissuré [4.5].

Si la fissure se ferme, a la différence des contraintes de tension, les contraintes de
compression normales au plan de la fissure peuvent toujours étre transmises a travers la fissure.
La matrice de rigidité correspondante :pour I'élément en béton avec la fissure fermée dans la
direction x seulement peut étre exprimée comme suit:

[ (1—v) v v 0 0 07
v (1—-v) v 0 0 0
v v (I1-v) 0 0 0

k1 E, (1-2v)
[ch_ilﬂafl—:v} 0 0 0 F 00 (5.15)

0 0 0 O

La fissuration est permise dans trois directions orthogonales au centre de I’élément du
béton ou au niveau de ses points d'intégration. L'état ouvert ou fermé d'une fissure dans
n'importe quelle direction est déterminé par le signe de la " déformation de la fissure ". Pour le

cas d'une fissure possible dans la direction " 1 ", la déformation de la fissure est évaluée comme

suit:
e5* + g% 4 e5* pas de fissuration
ck — -
Fek = e fissuration dans la direction 2
gk fissuration dans la direction 2 et 3
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ou 5%, =5 et =5~ sont les trois composantes normales des déformations par rapport a la

direction de la fissure [4,5]. Si la déformation de la fissure est négative, alors on assume que la
fissure associée est fermée, autrement on assume que la fissure associée est ouverte. Il existe
quatre états de fissure: fissure écrasee, fissure ouverte, fissure fermée, et intact, pour la fissure
dans n'importe quelle direction. En conséquence, il y a au total seize combinaisons possibles
d'états de fissures (voir le tableau 5.2) et des modifications correspondantes dans les relations

constitutives pour un élément du béton ou un de ses points d'intégration.

Tableau 5.2 : Combinaison des états de fissures :

Combination Cracking state in Cracking state in Cracking state in
Number direction 1t direction 2 direction 3
1 Crushed Crushed Crushed

2 Open Intact Intact

3 Closed Intact Intact

4 Open Open Intact

5 Open Open Open

6 Closed Open Open

7 Closed Open Intact

8 Open Closed Open

9 Closed Closed Open

10 Open Closed Intact

11 Open Open Closed

12 Closed Open Closed

13 Closed Closed Intact

14 Open Closed Closed

15 Closed Closed Closed

16 Intact Intact Intact

(+— direction 1 dénote la direction de la 1° contrainte principal, et o, = o, = 7,)

5.5.4.1 : Résultats de simulation des fissures :
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Fig.5.78 : Fissurations primairesa T
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Modélisation thermomécanique

09:45: 27
09;48: 46

AUG 24 2011
ATG 24 2011

AN
AN

O e oe O
QO ol Do Q9

[ONLY FIRIT CRACKS)

LA R TR
RIS

NIRRT

300°C.

158
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Fig.5.84 : Fissurations tertiairesa T

THEFMAT, CRACKING AT T=100 C (ONLY THIRD CRACEKS)
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Fig.5.85 : Fissurations tertiairesa T
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Fig.5.86 : Fissurations tertiairesa T
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Fig.5.87 : Fissurationsdansles3DaT
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Fig.5.88 : Fissurationsdansles3DaT
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Fig.5.89 : Fissurationsdansles3DaT

[ALL CRACES)
[ALL CRACES)

1
111
1

THEFMAL CRACKING AT T=600 C

THEFMAL CRACKING AT T=600 C
CRACKY AND CRUSHING

ATEP
SUB
TIME




CHAPITRE 5 Modélisation thermomécanique

5.5.5 Discussion des résultats

Les Figures.5.18 a 5.71 nous montrent la réponse structurale d’une poutre en béton armé
sous I’action des hautes températures.

La position de la deformée et le contour des déplacements dans la poutre sont montrées
dans les Fig.5.18 a 5.32. On constate que les déplacements sont tres importants au niveau de la
base a mi-travée de la poutre étant donné qu’elle est libre.

Les Figs. 5.33 a5.71 montrent la variation des contraintes : contraintes normales (o, , o, ,
oz) , contraintes principales (5, , 5.et 5; ) et contraintes de VVon mises (SEQV) dans la poutre .

Les zones dangereuses se trouvent au niveau des appuis de la poutre.
Les Fig.5.78 a 5.89 nous donnent I’état et la propagation des fissures dans la poutre

(apparition au niveau des appuis en premier lieu).

5.6. Conclusion

Ce travail traite les aspects particuliers reliés a la modelisation numérique des contraintes
thermiques induites dans les éléments en béton arme.

Le code d'ANSYS par élément fini a été utilisé pour exécuter une analyse
thermomecanique par la méthode découplée, non linéaire, en supposant que les proprietes
thermiques du béton sont indépendantes de la température telle que la conductivité thermique.
D’apres les résultats obtenus, les températures ont produit:

O ungrand gradient thermique entre I'intérieur et I'extérieur de la poutre, des déformations
maximales a la base mi-travée de la poutre (partie libre)
O des contraintes de traction maximales au niveau des appuis.

O des fissures dans le béton, ce qui pourrait empirer le comportement statique de la poutre.

Le risque pourrait étre empéché avec I'adoption de mesures appropriées:

Q l'insertion des armatures de renforts dans les régions tendues afin de s'assurer que la
traction est encombrée avec les barres en acier, réduisant ainsi la formation des fissures.

Q utilisation d’un béton de haute performance pour augmenter la résistance en traction.
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Dailleurs, ces résultats fournissent la base pour d'autres études qui seront effectuées afin
d'étudier mieux le degré des dommages et les aspects de slreté liés aux contraintes thermiques
induites dans les éléments en béton armés.

En perspective I’étude du comportement des éléments en béton armé sous des hautes
températures doivent étre menées a I’échelle microscopique afin d’étudier la propagation des
fissures en tenant compte de leurs dimensions.
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Arrivé au terme de ce travail qui consiste a modéliser le comportement mécanique
des éléments en béton armé sous I’effet des charges thermiques, et a déterminer leur capacité
portante de chargement par la méthode des éléments finis, en utilisant le logiciel commercial
ANSYS. La fissure due a la charge thermique est lié a un ensemble de processus de
déformation et de dégradation d’origines mécanique, physique et chimique que subit le béton
quand il est chauffé a haute température.

Les recherches présentées lors de cette étude, notamment sur le plan expérimental,
ont mis en évidence la complexité du comportement des bétons soumis a haute température et
I’existence d’une combinaison de mécanismes d’endommagement de différentes origines :
mécanique (déformations), physique (transfert de chaleur, départ d’eau libre, variation de
conductivité,...) et chimique (déshydratation, carbonatation, transformations chimiques).

Sur le plan de la modélisation, la prise en compte explicitement de I’ensemble de ces
phénomenes est un point de passage obligé pour une prédiction fiable du comportement des
bétons a haute température. Cependant, en raison de la complexité et la forte interaction entre
les différents phénomenes, I’approche modélisation doit s’effectuer graduellement en essayant
de decoupler dans la mesure du possible les phénoménes mis en jeu afin de comprendre et
d’identifier leurs influences sur le processus de dégradation du matériau a chaud.

L’étude bibliographique a permis de mettre en évidence un certain nombre de points
a intégrer sur le plan expérimental et numerique, dans cette partie, nous avons regroupé a
partir des différents travaux, les évolutions des caractéristiques thermiques, et mécaniques du
béton a haute température. Une partie de ces résultats va servir a caractériser les éléments
pour la simulation numérique du comportement des bétons a haute température.

La fissure du béton due aux différentes charges thermiques présente des spécificités
propres liées a ce matériau. En effet, en raison de la forte hétérogénéité du béton, le processus
de dégradation de ce matériau est gouverné par plusieurs mécanismes qui se produisent a une
échelle inférieure a celle d’un volume élémentaire représentatif du matériau.

Ce comportement complexe, n’a souvent été pris en compte, dans les modeles de
comportement macroscopique, que d’une maniere semi-empirique en reproduisant d’une
maniere apparente I’évolution en fonction de la température des caractéristiques
macroscopiques (Module de Young, résistance apparente ...). Outre I’aspect semi-empirique
de cette approche, ces modeles présentent des insuffisances quant a la reproduction du

comportement thermomécanique du béton.
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