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Introduction générale 
 

L’effet piézoélectrique, est connu et exploité depuis des décennies, il est devenu un 

moteur d'innovation, le monde entier a initié de nouveaux projets dans  cette innovation. La 

piézoélectricité couvre une très large gamme d’applications, elle est particulièrement forte 

dans les domaines, de l'information et des communications, de l'automatisation industrielle, 

du diagnostic médical, du contrôle non destructif et dans les industries de la défense. 

Le terme « piézoélectricité » est provenu du Grec « piezein », qui signifie presser ou 

contraindre « forcer ». Le phénomène de la piézoélectricité a été découvert en 1880, par 

Jacques et Pierre Curie, lors d’expériences sur le quartz. La piézoélectricité est un caractère 

intrinsèque de quelques matériaux, En effet, l'effet direct traduit la génération de charges 

électriques, lors de l'application d'une contrainte au matériau, alors que l'effet inverse 

concerne la déformation mécanique du matériau lorsqu'un champ électrique  y est imposé. Ce 

caractère intrinsèque, résulte de la distribution non uniforme des charges au sein d’une maille 

cristalline, quand la maille se déforme, les barycentres (électriques) respectifs des charges 

positives et négatives initialement confondus, se déplacent différemment, ils s’écartent donc 

l’un de l’autre, ce qui génère une polarisation au sein de la maille cristalline, ainsi, bien que le 

cristal déformé reste globalement neutre, une polarisation macroscopique est créée au sein du 

matériau et des charges apparaissent en surface, et ce phénomène est parfaitement réciproque. 

Parmi les matériaux fortement piézoélectriques, on cite à titre d’exemple, Quartz (SiO2), le 

Niobate de lithium (LiNbO3), le Tantalate de lithium (LiTaO3), l’Oxyde de Zinc (ZnO), le 

Zirconate titanate de plomb PZT …etc. Des études ont étés réalisées sur les différentes 

constantes élastiques et piézoélectriques des matériaux, afin de les exploiter dans les 

différents applications et domaines. On s’intéresse au domaine des ultrasons et leurs 

applications, ce champ est celui de l’analyse ultrasonore des matériaux. A cette époque, cette 

technologie était déjà bien maîtrisée et plusieurs méthodes éprouvées existaient, pour générer 

des ondes acoustiques dans différents milieux et ces méthodes faisaient, essentiellement usage 

du phénomène de la piézoélectricité. 

Les ondes ultrasonores résultent, des vibrations  des atomes autours de leurs positions 

d’équilibres dans un milieu matériel. Dans ce contexte  on peut avoir les deux cas de figures 

selon que, un solide homogène illimité, dans ce cas, les ondes élastiques se propagent dans le 

volume (BAW, Bulk Acoustic Waves) et ce sont des ondes planes, au cours de leurs 

propagations, ces ondes ne rencontrent aucune frontière car l’étendue du faisceau 
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d’onde est inferieure aux dimensions latérales du solide, dans lequel elles se propagent.  

Le second cas, est celui d’un solide limité, dans ce cas, les ondes sont guidées et on distingue 

les différents cas des ondes guidées exemple (Rayleigh, Lamb, Love, Bleustein-Gulyaev…). 

Par ailleurs, plus précisément la propagation des ondes élastiques, se fait dans des milieux 

isotropes ou anisotropes. On distingue deux principaux types d’ondes de volume, qui peuvent 

se propager dans les  milieux isotrope, sont les ondes longitudinales  qui provoque une 

perturbation dont la direction est parallèle à la direction de propagation de l’onde, et les ondes 

transversales, incite une perturbation dans la direction est comprise dans le plan 

perpendiculaire à la direction propagation de l’onde. 

Toute fois, dans le cas général, le vecteur déplacement associé à une onde qui, se propage 

n’a aucune raison d’être parallèle ou orthogonal à la direction de propagation, on ne peut donc 

pas parler d’onde purement longitudinale ou purement transversale. Cependant, si la 

polarisation de l’onde est proche de la direction de propagation, on parle d’onde quasi-

longitudinale, en revanche si, la polarisation est proche d’une direction orthogonale à la 

direction de propagation, on parle d’onde quasi transversale, et on les classes en deux types 

d’ondes transversales,  l’une transversale rapide et l’autre transversale lente.  

Par ailleurs, la propagation d’ondes acoustiques, dans les cristaux anisotropes est un 

phénomène relativement complexe, on utilise souvent certaines surfaces caractéristiques afin 

d’illustrer de façon claire, les effets dus à l’anisotropie et la piézoélectricité. Dans ce contexte, 

notre objectif vise, l’importance capitale de la propagation des ondes élastiques dans les 

milieux anisotropes, en tient compte de la  piézoélectricité. 

Ce manuscrit, est subdivisé en trois chapitres, le premier chapitre,  est consacré sur 

l’étude théorique de la propagation des ondes élastiques (élasticité dynamique linière), dans 

les milieux isotropes, l’étude théorique de la propagation des ondes acoustique dans les 

milieux anisotropes, fait l’objet de second chapitre et nous le terminerons par des simulations 

numériques qui clarifient les propagations des déférentes ondes de volume, on s’appuyons sur 

les surfaces caractéristiques des ondes, dans le troisième chapitre on établi les équations 

fondamentales de propagations des ondes élastiques dans des milieux piézoélectriques, qui 

montre par simulation, les déférences entre les vitesses de propagation des ondes de volume 

dans un matériau anisotrope, avec effet piézoélectrique en comparaisons, avec  le même 

matériau sans effet piézoélectrique, nous terminons le manuscrit par une conclusion générale. 
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L’élasticité dynamique linéaire en milieu isotrope 

 

 

 

I.1. Généralités sur les ondes élastiques 

 

L’étude expérimentale des ondes élastiques dans les milieux présentent de nombreux 

avantages, leur propagation libre dans un milieu est engendrée par les équations du 

mouvement.  

Dans la pratique, le milieu de propagation est souvent limité par une ou plusieurs 

frontières.  

Les ondes s’y réfléchissent et donnent naissance aux autres ondes dans certaines 

conditions, ainsi  elles changent de direction le plus souvent en changeant de nature.  

Dans ce contexte, ces ondes sont gouvernées à la fois, par les équations du mouvement 

et par les conditions aux limites imposées sur les frontières et dans certaines conditions 

particulières le milieu peut devenir un guide d’ondes.  

Par ailleurs, la compréhension du phénomène de propagation des ondes dans une 

structure nécessite, des modélisations numériques faisant intervenir de nombreuses données 

physiques (contraintes imposées sur la structure, conditions aux limites, etc.) ; des 

modélisations mathématiques qui s’intéresses à la résolution des équations, la recherche de 

valeurs et vecteurs propres, etc., parfois plus précis, c’est de passer aux éléments finis et 

l’analyse modale[1-5].  
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I.2. Aperçu sur l’élasticité dynamique linière  

Supposons, qu’un milieu est traversé par un ébranlement, qui le met localement en 

vibration. Le déplacement iu de chaque point, qui ne dépendait que des coordonnées initiales 

ix (cas d’élasticité statique), dépend maintenant du temps ),( txuu kii = , il obéi aux certaines 

relations fondamentales.  

L’équation du mouvement, qui résulte du principe fondamental de la dynamique: 

2

2

t

u
f

x

T
i

i
j

ij

∂
∂=+

∂
∂

ρρ .                                                                                             (I.1) 

Où ijT désigne les composantes du tenseur des contraintesT  (figure I.1), if  sont les 

composantes des forces volumiques, ρ la masse volumique du matériau et iu les composantes 

du champ de déplacementu . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les déformations subites par un milieu matériel sont reliées aux contraintes résultant des 

efforts extérieurs appliqués sur ce milieu par une loi caractéristique de ce milieu appelé loi de 

comportement élastique existant entre l’allongement subi par le matériau et la contrainte 

normale exercée sur une extrémité, c’est la loi de Hooke généralisée.  

Sous l’hypothèse des faibles déformations, il existe une relation de proportionnalité 

entre les composantes respectives du tenseur des contraintes et des déformations, sous cette 

hypothèse, pourra-t-on écrit : 

ijijklij SCT = .                                                                                                                       (I.2) 

Où ijS le tenseur des déformations élastiques, il est donné par la relation de Cauchy 

(déplacement/déformation), en fonction du vecteur déplacement par la relation suivante : 


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Figure I.1 : Représentations des contraintes normales est tangentielles. 
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Et le tenseur ijklC d’ordre 4 est appelé tenseur d’élasticité on en compte 34 = 81 composantes. 

Il résulte des propriétés de symétrie de ijT et ijS que le tenseurijklC possède respectivement les 

symétries jiklijkl CC = et ijlkijkl CC = ce qui réduit de 81 à 36 le nombre de composantes 

indépendantes deijklC . Cependant, des considérations thermodynamiques, découle la 

symétrie ijlkklij CC = .  

Des deux premières symétries, il résulte qu’une notation contractée des indices est 

possible, par l’introduction de la transformation indicielle de Voigt .αβ⇒ijkl  

Où les indices grecs ),( βα variant de 1 à 6 et les latins )l,k,j,i(  de 1 à 3. 

La transformation indicielle est donnée selon la convention suivante : L’indice grec vaut la 

demi somme des indices latins si ji =  et il vaut )ji(9 +−  si ji ≠ .  

Le but de cette transformation c’est la simplification possible de la contrainteijT , d’où 

On peut la réécrire sous la forme matricielle suivante: βαβα SCT = . 

Où αβC est une matrice 6×6, symétrique en raison de la symétrie klijijkl CC =      

mentionnée plus haut. 

 Dans le cas le plus général, c’est-à-dire dans de cas d’une anisotropie maximale, la 

connaissance de 21 composantes est nécessaire à la caractérisation de ce milieu. 

Dans le cas simple d’isotropie, la loi de Hooke se réduit à: ijijijij µSST 2+= δλ ,λ etµ  

sont les constantes de Lamé, ijδ  est le symbole de Kronecker (qui vaut 1 pour i = j, 0 sinon)  

On conclue des relations précédentes la formulation de Navier en déplacement comme 

suit. 
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u
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i

ij

j

∂
∂=+














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













∂∂
∂

+ ρρλ                                                              (I.4) 

En l’absence de forces volumiques, l’équation de Navier peut se mettre sous la forme 

vectorielle suivante : 

2
i

2

t

u
uµu.)µ(

∂
∂ρ=∆+∇∇+λ  , où ∆ désigne l’opérateur Laplacien.  

Dans l’équation (I.4) ; les trois composantes du déplacement )u,u,u( zyx , sont couplées. Il est 

possible d’obtenir des équations découplées en faisant usage de la décomposition de 

Helmholtz : ψφ rotgraduuu TL +=+=                                                             (I.5)                         
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Cette décomposition nous permet d’écrire le champ de déplacement  U comme la somme d’un 

potentiel scalaire φ et d’un potentiel vectoriel incompressibleψ  définissant  respectivement 

les composantes longitudinales et transversales du déplacement mécanique. 

En conséquence, les composantes vectorielles des déplacements peuvent êtres écrites 

en fonction des potentiels sous la forme suivante : 

zyx
u yz

x ∂
∂

+
∂

∂+
∂
∂=

ψψφ
 

xzy
u zx

y ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ψψφ

                                                                                                (I.6) 

yxz
u xy

z ∂
∂+

∂
∂

+
∂
∂= ψψφ

 

I.2.1.  Les ondes longitudinales et transversales 

En reportant l’expression du déplacement (I.5) dans l’équation de Navier (I.4) on aboutit à 

deux équations d’Alembert découplées pour les deux potentiels scalaires φ  et vecteur  ψ. 

0
1

2

2

2
=

∂
∂−∆

tCL

φφ  : Correspond à la propagation d’une onde longitudinale (L) ou de 

compression (P) pour laquelle la matière subit une succession alternative de compressions et 

de dilatations parallèles à la direction de propagation, sa vitesse  est définie par la relation 

suivante : ρλ /)2( µC L +=  

 

  

 

 

0
1

2

2

2 =
∂
∂−∆

tCT

ψψ  : Concerne l’onde transversale (T) ou de cisaillement (S) pour la quelle 

le déplacement des particules s’effectue  perpendiculairement à la direction de propagation. 

La vitesse de ces ondes est définie comme suit : ρ/µCT =  . [3-5] 

Direction de propagation 
et 

Polarisation 

Figure I.2 : Schéma de propagation d’onde longitudinale et sa polarisation. 

Figure I.3 : Schéma de propagation d’onde transversale et sa polarisation. 

Direction de propagation 

Polarisation 
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Propagation d’ondes élastiques dans un milieu isotrope 

 
 
 
 

Equation de propagation  

Pour la propagation d’une onde plane suivant une direction n
r

 (| n
r

| = 1), le vecteur 

déplacement associé est ),( txu . Dans un solide élastique, il existe une relation biunivoque 

entre les contraintes et les déformations. Sous réserve d’un comportement linéaire, les  deux 

tenseurs d’ordre 2 sont liés par la relation 

kl
lk

ijklij SCT ∑=
,                                                                                              

(II.1) 

Les coefficients ijklC sont les composantes d’un tenseur d’ordre 4 (tenseur des rigidités 

élastiques), satisfont certaines relations de symétrie jiklijkl CC = et ijlkijkl CC = . 

Ces relations de symétrie permettent d’exprimer le tenseur des contraintes en fonction des 

différentes composantes du déplacement :  

k

l

lk
ijklij x

u
CT

∂
∂

= ∑
,                                                                                                       

 (II.2) 

En réalité le tenseurijklC peut être simplifié et exprimé en fonction des seuls 

coefficients effectivement différents, ce qui se traduit par une réécriture utilisant deux 

indices αβCCijkl = avec les correspondances suivantes α↔),( ji (Notation de Voigt). 

1)11( ↔  ; 2)22( ↔  ; 3)33( ↔  ; 4)32()23( ↔=  ; 5)31()13( ↔=  ; 6)21()12( ↔= . 

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit : 
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u
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∂
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∑∑
2

2

2

ρ                                                                                       (II.3) 

Cette expression constitue la loi de Hooke généralisée, sur laquelle repose les lois 

d’élasticité dynamique. La solution de cette équation est sous forme d’une onde plane  

progressive se propageant dans une direction définie par le vecteur unitaire ),,( 321 nnnn   

perpendiculaire aux plans d’onde d’équation ctex.n = , à une vitesse de phaseϕv de vecteur 

d’onde nkk =  et de polarisation
0

iu , elle  peut s’écrire comme suit :   













 ++
−=














−=

ϕϕ v

xnxnxn
tfu

v

xn
tfuu iii

33221100 .
, où f est une fonction quelconque. 

 D’une manière classique on déduit les formules des dérivées de ( )u comme suit : 
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En injectant ces dérivées dans l’équation (II.3), d’où l’équation de propagationdevient  

kjl
jkl

ijkli nnuCuv 002 ∑=ρ
                                                                                                   

(II.4) 

A partir du tenseur ijklC d’ordre 4, on peut introduire le tenseur ilΓ  d’ordre 2 défini par 

la relation 

kj
jk

ijklil nnC∑=Γ                                                                                          (II.5)  

Cette équation constitue l’équation de Christoffel. Il découle de cette définition que, le 

tenseur ilΓ  dépend de la direction de propagation de l’onde que l’on cherche à résoudre de 

l’équation de propagation. Ce tenseur d’ordre 2 permet alors de réécrire l’équation de 

propagation sous la forme suivante : 

002
l

l
ili uuv ∑Γ=ρ  Il en résulte donc que la polarisation 0

iu est le vecteur propre du tenseur ilΓ  

avec la valeur propre 2vργ = . 

Ainsi l’équation de Christoffel peut être écrite sous la forme matricielle  suivante : 
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A partir des relations de symétrie du tenseur  ijklC  , on peut aisément vérifier que le 

tenseur ilΓ  est également symétrique. Ce tenseur est donc diagonalisable, ses valeurs propres 

sont réelles et positives, ses vecteurs propres sont orthogonaux entre eux. 

Pour des raisons thermodynamiques et la symétrie des tenseurs klT et ijS , le tenseur ilΓ  est 

symétrique d’où, 

kjklijkjijklil nnCnnC ==Γ
 
pour des raisons thermodynamiques 

kjlkjiil nnC=Γ En raison de la symétrie des tenseurs klT et ijS  

liil Γ=Γ  

On résumés que le tenseurilΓ peut s’écrire d’une manière générale sous la 

formule suivante : 

323223313113212112
2
333

2
222

2
111 )()()( nnCCnnCCnnCCnCnCnC lililililililililiil ++++++++=Γ  

(II.6) 

Et le développement du tenseurilΓ , nous amène aux différents termes suivants : 

325631152116
2
355

2
266

2
11111 222 nnCnnCnnCnCnCnC +++++=Γ  

322431462126
2
344

2
222

2
16622 222 nnCnnCnnCnCnCnC +++++=Γ  

323431352145
2
333

2
244

2
15533 222 nnCnnCnnCnCnCnC +++++=Γ  

322546315614216612
2
345

2
226

2
11612 )()()( nnCCnnCCnnCCnCnCnC ++++++++=Γ  

324536315513215614
2
335

2
246

2
11513 )()()( nnCCnnCCnnCCnCnCnC ++++++++=Γ  

324423314536212546
2
334

2
224

2
15623 )()()( nnCCnnCCnnCCnCnCnC ++++++++=Γ  

Le tenseur peut être simplifié en faisant appel aux relations de symétrie suivantes : 

322331132112 ,, Γ=ΓΓ=ΓΓ=Γ  , d’où  

















ΓΓΓ
ΓΓΓ
ΓΓΓ

=Γ

332313

232212

131211

il . 
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Etant donné que, le tenseur est symétrique. Cependant, pour une onde plane transitoire 

se propageant suivant la directionn , les vitesses de phases  et les polarisations sont les 

valeurs/vecteurs propres du tenseurilΓ .  

Pour une direction n  donnée, il y a en général, trois valeurs positives de vitesses de 

phase )3,2,1(),( =ζζϕV , qui sont les racines de l’équation séculaire suivante : 

0det 2 =−Γ ilil v δρ .                                                                                               (II.7) 

Chaque solution est caractérisée par une  valeur propreγ et un vecteur propre ζiu qui 

définit la direction du vecteur déplacement associé à l’onde qui se propage. 

L’obtention des composantes des vecteurs polarisations s’effectuent par la résolution 

du système d’équation suivant : 

ζ
ζϕ

ζζζ ρ 1
2

),(313212111 uVuuu =Γ+Γ+Γ  

ζ
ζϕ

ζζζ ρ 2
2

),(313222121 uVuuu =Γ+Γ+Γ                                                                                         (II.8) 

ζ
ζϕ

ζζζ ρ=Γ+Γ+Γ 3
2

),(333232131 uVuuu  

En général, Le vecteur déplacement  u  (la polarisation de l’onde) n’est pas, colinéaire 

ni perpendiculaire à la direction de propagation.n
r

 L’onde dont la polarisation est la plus 

proche de n
r

est dite quasi longitudinale «QL»,  les autres sont dites quasi transversales 

«QT». Ces dernières propageaient plus lentement que l’onde  quasi longitudinale [7-14]. 

Les solutions de l’équation de Christoffel peuvent être représentées sous la forme des 

surfaces caractéristiques (surfaces de vitesses et surface lenteurs), suivant chaque vecteur n
r

  

 

II.2. Surfaces caractéristiques 

L’effet de l’anisotropie dans les milieux présente une vaste complication à la 

propagation des ondes acoustiques. Cependant, il est primordial d’utiliser des surfaces 

caractéristiques (surfaces des vitesses, surface des lenteurs)  pour singulariser cet effet. 

 

II.2.1. Surface des vitesses  

La surface des vitesses est obtenue à partir d’une origine donnée "O" en faisant varier 

la direction de propagation et en traçant  l’extrémité du vecteur nVV =  le vecteur pointant 

dans la direction de propagationn
r

  et son module égale à la vitesse de phase. Cette surface 

des vitesses comporte trois nappes dissemblables, l’une correspondant à l’onde quasi- 
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longitudinale de vitesse de phase V1 et deux autres aux ondes quasi-transversales  de vitesses 

de phase V2 et V3.  

 

II.2.2. Surface des lenteurs 

On appelle vecteur lenteur vnL
rrr

/= ,  le vecteur porté par la direction de propagation 

de l’onde et de module égal à l’inverse de sa vitesse de phase dans cette direction à partir 

d’une origine donnée O. Les surfaces des lenteurs sont le lieu de l’extrémité de ce vecteur 

pour toutes les directions de propagation des ondes,  elle est constituée de trois nappes ; une 

distincte l’onde quasi-longitudinale, elle est localisée à l’intérieur des deux autres nappes qui 

dénotent les ondes quasi-transversales [3,7]. 

 

II.3. Propagation dans un solide anisotrope non-piézoélectrique cas d’un système 
Trigonal : Corindon (AL 2O3). 
 

Dans le cas d’un système à symétrie Trigonal classe m3  , le tenseur αβC est donné par 

la matrice suivante : 



























−

−

=

6614

1444

441414

333131

14131121

14131211

0000

0000

000

000

00

00

CC

CC

CCC

CCC

CCCC

CCCC

Cαβ  

Rappelons l’expression du tenseur ilΓ  tel qu’elle est donnée dans la formule (II.6).  

323223313113212112
2
333

2
222

2
111 )()()( nnCCnnCCnnCCnCnCnC lililililililililiil ++++++++=Γ

 

 Supposons que la propagation s’effectue dans le plan (2,3) = (Y, Z), où le vecteur   

),,( 321 nnnn = avec 01 =n ;   )sin(2 α=n ;   )cos(3 α=n . 

 L’écriture du tenseur ilΓ  en fonction de la direction de propagation de l’onde est 

donnée comme suit : 

)2sin()(cos)(sin 14
2

44
2

6611 ααα CCC ++=Γ . 

)2sin(2)(cos)(sin 14
2

44
2

1122 ααα CCC −+=Γ . 

)(cos)(sin 2
33

2
4433 αα CC +=Γ . 
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324413
2

1423 )2sin()(
2

1
)(sin Γ=++−=Γ αα CCC . 

021123113 =Γ=Γ=Γ=Γ . 

En injectant ces valeurs dans l’équation séculaire (II.7), après résolution du système 

matricielle on aboutit aux valeurs propres de γ  qui sont les vitesses de phases. 

ρ
11

1

Γ=V      ,  
2

2
233322

22
3322

2
3311

3,2 2

)(4)()(

ρ
ρρρ Γ−ΓΓ−Γ+Γ±Γ+Γ

=V .                 (II.9)         

Où, V1 est la vitesse de l’onde quasi-longitudinale, V2 et V3 sont des vitesses des 

ondes quasi-transversales,  celle qui correspond à la grande valeur (dans la formule V2, 3) 

correspond au singe plus (+) et la petite valeur au signe moins (-), d’où l’en déduit que, l’une 

est plus rapide que l’autre (onde quasi-transversale rapide et onde quasi-transversale lente), la 

figure (II.1) montre les surfaces des vitesses de phase pour les trois ondes et la figure (II.2) 

représente les lenteurs des vitesses[15-20].  

 

 

 

 

Figure II.1.Surfaces des vitesses de phase. 

 

 

 

 

      Onde quasi longitudinale ;     Onde quasi transversale rapide ;     Onde quasi transversale lente 
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                           Figure II.2.Surfaces des lenteurs des vitesses de phase. 

             Le tracé des vitesses de phases en fonction de l’angleα , permet en  valeur précise 

d’avoir la valeur de la vitesse de phase, ainsi l’intervalle d’oscillation des ondes, figure (II.3)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.3.Intervalle de variation des vitesses en fonction de l’angle α.  

      Les déplacements où les polarisations peuvent être déterminées en résolvant le 

système d’équations (II.8),  on obtient les trois composantes de déplacement pour chacune des 

ondes : 

)3,2,1(   ,  ;   ; 0 22
2

),(32321 =Γ−=Γ== ζρ ζϕ
ζζζ Vuuu . Leur variation en fonction de l’angle est 

représentée sur la figure(II.4) 
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Figure II.5.Composantes de déplacement longitudinales et transversales d’onde quasi 
transversal rapide (QT). 

Figure II.6.Composantes de déplacement longitudinale et transversal d’onde quasi 

transversal lente (QT). 

 

 

Figure II.4. Composantes de déplacement longitudinales et transversales 
d’onde quasi longitudinale (QL). 
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Figure(II.5) : Les projections des composantes longitudinales et transversales des 

déplacements longitudinaux et transversaux (uL, uT) de l’onde longitudinale et les ondes 

transversales sur les vecteur parallèle et perpendiculaire à n  . 

 

Cette figure représente les projections des composantes vectorielles des déplacements 

2u et 3u sur la direction de propagation n
r

et la normale àn
r

, pour les ondes quasi 

longitudinales, quasi transversales rapides et lentes. Elle montre que, pour l’onde quasi 

longitudinale la composante du déplacement la plus forte c’est la composante du déplacement 

projetée sur la direction du vecteur n
r

et la composante projetée sur le vecteur normal à n
r

 

est faible, pour les ondes quasi transversales (lente et rapide), la composante du déplacement 

la plus dominante c’est la composante du déplacement projetée sur la direction du vecteur 

normal à la direction de propagationn
r

 et la composante projetée sur le vecteur n
r

 est faible 

figure (II.5) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure(II.6) :  Représentation vectorielles des projections des composantes longitudinales 

et transversales du déplacementu . 

 

Pour une direction n
r

fixée, on est amené à trouver les valeurs propres et les vecteurs 

propres correspondant respectivement  aux vitesses de phase et les  polarisations du tenseur de 

Christoffel Γ, qui est symétrique défini positif. Ces valeurs propres sont réelles et positives et 

les vecteurs propres sont orthogonaux deux à deux ; on montre ainsi, l’existence de trois 

ondes planes se propageant dans la directionn
r

 à des vitesses différentes et dont les 

polarisations sont orthogonales. L’onde dont la polarisation est la plus proche de n
r

est 

appelée onde quasi-longitudinale et les deux autres sont appelées ondes quasi-transversales. 

//u  

u  

zu  
⊥u  

n  

nn ⊥'  

α  

yu  



Ondes élastiques dans les matériaux piézoélectriques                                                                         Chapitre III 

16 

 

 

 

 

Chapitre III  

  

 

 

 

Ondes élastiques dans les matériaux piézoélectriques 

 

 

 

 

 

Le traitement des équations de propagations des ondes acoustiques, dans le cas des 

matériaux piézoélectriques, nécessite de prendre en considération sont caractère intrinsèque qui 

dépend du champ électrique. Ces équations lient entre elles deux grandeurs, l’une purement 

mécaniques et l’autre purement électrique, tel que, les grandeurs électriques sont des constantes 

piézoélectriques eij (C.m-2) et diélectriques εij (F.m-1), et mécanique sont des constantes élastiques 

Cαβ  (GPa) du matériau [3,7,19-22].. 

 

III.1. Equations des ondes sonores dans les matériaux piézoélectriques 

    La loi de Hooke (II.3) ne s’applique qu’à des solides purement élastiques. Si le solide 

possède des propriétés piézoélectriques, il convient d’y apporter les contributions des effets 

piézoélectriques. La loi de Hooke et la loi sur l’induction électrique deviennent alors [3-7,19-25]: 

kkijklijklij EeSCT −=
                                                                                                    

(III.1) 

Le champ électrique est quasi statique, donc 

 
k

k x
E

∂
Φ∂−=

                                                                                                                                

(III.2) 

on explicitant la déformation 










∂
∂+

∂
∂=

l

k

k

l
kl x

u

x

u

2

1
S

      

                                                                                                       (III.3)                                                                                                                  
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L’équation de la dynamique s’écrite : 

 kj
kij

kj

l
ijkl

l

xx
e

xx

u
C

t

u

∂∂
∂+

∂∂
∂

=
∂

∂ φρ
22

2

2

                                                                           
(III.4)

   

  
 

Par ailleurs ; l’induction électrique : 

 

    
k

jk
k

l
jklkjklkljklj xx

u
EseD

∂
∂−

∂
∂=+= φεεε                                                                (III.5)            

 

Et pour un solide isolant il satisfait l’équation de poisson  

0=
∂

j

j

x

D
                                                                                                                              (III.6)                                            

Il apparaît, dans ces équations (III.4, III.5), les tenseurs de piézoélectricité eij  et de permittivité 

diélectrique εij. L’ensemble de ces équations se mettent sous la forme de deux équations aux 

dérivées du second ordre décrivant la propagation d’une onde dans un milieu anisotrope 

piézoélectrique. 

0
xxxx

u
e

kj

2

jkl
KJ

l
2

jkl =
∂∂
φ∂ε−

∂∂
∂                                                                                    (III.7)                       

La solution générale, pour une onde plane progressive, se déplaçant dans la direction 

n
r

à une vitesse de phase v
r

 , sera admet une solution générale sous forme d’onde plane 

 








−=

v

xn
tFuu jj

ii
0      ;            








−=

v

xn
tF jj0φφ                                                 (III.8)                       

le champ électrique est longitudinal 

D’où : F
v

n

x
E j

j
j ′=

∂
∂−= oφφ

                                                                                              
(III.9)                       

               

OùF′ est la dérivée de la fonction F, la substitution dans les équations (III.4)                       
et (III.7) de (III.8) : 

Fu
t

u
i2

i
2

′′°=
∂

∂ , Fu
²v

nn

xx

u
i

0kj

kj

l
2

′′=
∂∂

∂ , F
²v

nn

xx 0
kj

kj

2

′′Φ=
∂∂
φ∂

         (III.10)                                                                                                

 

On pose : 

kjijklil nnC=Γ  ,  kjkiji nne=γ
   

,  kjjk nnε=ε
                                                          (III.11)                                    

Au système d’équations : 

0
2 φγρ i

o
lil

o
i uuv +Γ=

                                                                                         (III.12)                      
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00 =− εφγ o
ll u                                                                                                            (III.13)                         

L’élimination du potentiel électrique ϕo entre ces deux équations donne : 

o
l

li
il

o
i uuv 







 +Γ=
ε
γγρ ²   (III.14) c’est une équation tensorielle  appelée équation de Christoffel 

avec o
iu  est polarisations des ondes élastiques planes se propageant dans une direction choisie 

comme dans le cas des solides non piézoélectrique, les vecteurs propres d’un tenseur de rang 

deux :  

On pose
ε
γγ

li
il il +Γ=Γ

  

D’où l’équation (III.14) devient    
o
i

o
l uvuil ²ρ=Γ                                                                   (III.15) 

Les valeurs propres γ = ρV2
 donnent les vitesses de phase. D’autre part les polarisations des trois 

ondes planes sont toujours orthogonales du fait que le tenseur ilΓ est symétrique et le terme 

supplémentaire d’origine piézoélectrique dépend de la direction de propagation [3, 7,20-28]. 

( ) ( ) ( ) 323223313113212112
2
333

2
222

2
111 nneenneenneenenene lllllllllL ++++++++=γ  

Soit pour chaque valeurs de l’indice l : 

( ) ( ) ( ) 323625313115212116
2
335

2
226

2
1111 nneenneenneenenene ++++++++=γ  

( ) ( ) ( ) 323224313614212612
2
334

2
222

2
1162 nneenneenneenenene ++++++++=γ  

( ) ( ) ( ) 323423313513212514
2
333

2
224

2
1153 nneenneenneenenene ++++++++=γ  

III.2. Equation de propagation des ondes acoustiques dans le Niobate de Lithium 

 Les solutions de l’équation de Christoffel peuvent être représentées sous la forme des 

surfaces des vitesses et lenteurs. Suivant chaque vecteur n
r

 on porte l’inverse des vitesses 

v/nL
rrr

= pour chacune des trois ondes planes. La surface des lenteurs correspond au lieu 

géométrique des extrémités du vecteur lenteur. Elle est composée de trois nappes puisque pour une 

direction de propagation donnée et trois ondes planes, sont susceptibles de se propager. 

Propagation d’ondes acoustique  dans Niobate de Lithium LiNbO3 dans le plan YZ pour (Classe 

3m, système rhomboédrique). 

 ρ = 4,7 g/cm3 

 ²m/c7,3e15 = ; ²m/c5,2e22 = ; ²m/c2,0e31 = ; ²m/c3,1e33 = ; m/pF38911 =ε ; m/pF25733 =ε                                 

GPa203C11 = ; GPa53C12 = ; GPa75C13 = ; GPa245C33 = ; GPa60C44 =  ; GPa9C14 =  
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1153

323224313614212612
2
334

2
222

2
1162

213625213115212116
2
335

2
226

2
1111

nneenneenneenenene

nneenneenneenenene

nneenneenneenenene

γ
γ
γ

 

Plan 01 =⇒ nyz ; θ= sinn2  ; θ= cosn3 . 
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Systéme rhomboédrique                                           
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D’où il existe une onde transversale pure polarisée  au plan YZ  de vitesse : 

( ) 2

1

1466443 ²sin²sin²cos
1








 ++= θθθ
ρ

cccV
                                                                          

(III.15)
   

Et deux ondes QL et QT de vitesses respectives V1 et V2 : 

( ) 2
23

2
33223322

2
2,1 42 Γ+Γ−Γ±Γ+Γ=vρ

                                                                                
(III.16)

 

( ) ( )[ ] 2
1

144413
2

143311

14331144
2

2,1

²sin22sin2sin²cos²sin

2sin²cos²sin2

θθθθθ

θθθρ

cccccc

ccccv

−++−−

±−++=

                                    
(III.17)

                                             

De plus 

θεθεε
ε
γγ

²cos²sin               , 3311 +=+Γ=Γ avecli
ilil

 

D’où 

ε
γ

ε
γγ

ε
γ

2
3

3333
32

2323

2
2

22221111

         ;

         ;

+Γ=Γ+Γ=Γ

+Γ=ΓΓ=Γ

 

D’après les calcule on deduir l’existence d’une onde transversale dans le plan de propagation de 

vitesse ρ113 Γ=V non affecter par la piézoélectricité. Les ondes QL et QT sont modifiées par 

la piézoélectricité [3, 5, 7, 26-30], l’ensemble des  vitesses de propagation sont données par les 

simulations pour les différents matériaux selon le paragraphe suivant.

 III.3. Simulation et resultats 

Propagation d’onde acoustique dans les matériaux piézoélectriques (LiNbO3, ZnO, SiO2) 

LiNbO 3 

ρ = 4700(Kg/m3) 

C11 = 20.3; C12 = 5.3; C13 = 7.5; C33 = 24.5; C44 = 6; C14=0.9; C66 = (C11-C12)/2 (GPa) 

e15 = 3,7; e22 = 2 ,5; e31 = 0,2 ; e33 = 1,3 (C/m2) 
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ε 11 = 38,9. 10-11 ; ε 33 = 25,7. 10-11 (F/m) 

 

 

       FigureIII.1. Surfaces des vitesses de phase dans le plan (2,3)=(y,z),  

pour le (LiNbO3) .  
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Les deux vitesses (QT lentes) 
sont confondues 

V
ite

ss
e 

d
e 

p
h

as
e 

(m
/s

) 

Vitesse de phase (m/s) 

 

Inverse de vitesse de phase (s/m) 

In
ve

rs
e 

d
e 

la
 v

ite
ss

e 
de

 p
ha

se
 (

s/
m

) 

Figure III.2. Surfaces des lenteurs des vitesses de phase dans le plan (2,3) = (y, z),  

pour le (LiNbO3). 
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Cas des materiaux ZnO  

ρ = 5676(Kg/m3) 

C11 = 20.97; C12 = 12.11; C13 = 10.51; C33 = 21.09; C44 = 4.25; C66 = (C11-C12)/2(GPa). 

e 11 = -0.59; e 15 = -0.61; e 33 = 1.14 (C/m2). 

ε11 = 7.38.10-11; ε33 = 7.83.10-11  (F/m). 

 

 QL sans piézoélectricité ;    QT rapide sans piézoélectricité ;   QT lente sans piézoélectricité 
 QL avec piézoélectricité ;   QT rapide avec piézoélectricité ;   QT lente avec piézoélectricité 
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Figure III .3.Variation du module des vitesses de phase en fonction de l’ongle α,  

pour le(LiNbO3) . 

 

Figure III.4. Surfaces des vitesses de phase dans le plan (2,3) = (y, z), de ZnO. 

 



Ondes élastiques dans les matériaux piézoélectriques                                                                         Chapitre III 

23 

 

 

 

  

 

 

 

 

SiO2 (quartz) : 

ρ = 2648(Kg/m3) 

 QL sans piézoélectricité ;    QT rapide sans piézoélectricité ;   QT lente sans piézoélectricité 
 QL avec piézoélectricité ;   QT rapide avec piézoélectricité ;   QT lente avec piézoélectricité 
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Figure III .6.Variation du module des vitesses de phase en fonction de l’ongle α, 

de ZnO. 

Figure III.5. Surfaces des lenteurs des vitesses de phase dans le plan (2,3) = (y, z), de ZnO. 
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C11 = 8.67; C12 = 0.7; C13 = 1.19; C33 = 10.72; C44 = 5.79; C14 = -1.79; C66 = (C11-C12)/2(GPa) 

e11 = 0.171; e14 = -0.0406 (C/m2) 

ε 11 = 3.92.10-11;  ε 33 = 4.10.10-11(F/m) 
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Figure III.8. Surfaces des lenteurs des vitesses  de phase dans le plan (2,3) = (y, z), 

de quartz(SiO2). 

Figure III.7 Surfaces des vitesses de  phase dans le plan (2,3) = (y, z),  

de quartz(SiO2). 
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 L’emsemble des figures (III.1-III.9) ulisterent les composantes vectoriels et le module des 

vitesses   des ondes de volume quasi longitudinales et  quasi transversales, trait plein sans effet 

piézoélectrique, caractère (+) avec effet piézoélectrique. 

Sur les figures (Figure (III.2), Figure (III.5), Figure (III.7)), l’ensemble des extrémités des vecteurs 

lenteurs v/nL
rrr

= constitue trois nappes appelées surfaces des lenteurs centrées autour d’un 

point fixe O. rappelons que dans le cas d’une onde plane harmonique le vecteur lenteur est défini 

par ω= /kL  

Ce pendant,  on observe sur les figures l’évolution des vecteurs lenteurs et vitesses, dans toutes les 

directions de l’espace  pour les différents matériaux, Niobate de Lithium(LiNbO3), l’Oxyde de 

Zinc (ZnO) et le quartz (SiO2)), on aperçoit que l’onde quasi longitudinale en rouge est plus rapide 

que les deux ondes quasi transversales en vert et en noir, et parmi les deux ondes transversales, on 

distingue une transversale rapide en vert et une transversale lente en noir.Par ailleurs, l’effet 

piézoélectrique induit, une influence pour certaines ondes et ce pour les matériaux LiNbO3, ZnO 

et SiO2  les ondes sont affectées, exception l’ondes transversale lente qui n’est pas affectée (les 

deux ondes sont confondues entre elles), d’autre part cet effet n’est plus homogène dans l’espace 

 QL sans piézoélectricité ;    QT rapide sans piézoélectricité ;   QT lente sans piézoélectricité 
 QL avec piézoélectricité ;   QT rapide avec piézoélectricité ;   QT lente avec piézoélectricité 
 

 

Figure III .9.Variation du module des vitesses de phase en fonction de l’ongle α, 

de quartz(SiO2). 
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ceux qui est représenté par les plages d’oscillation des vitesses en fonction de l’angle α (Figure 

(III.3), Figure (III.6),Figure (III.9)). De plus, les figures montrent que dans certaines directions de 

l’angle α la vitesse  des ondes affectées par la piézoélectricité est plus grande que d’autre 

direction. En revanche, une particularité, pour le quartz qui n’est pas affecté par la piézoélectricité 

dont lequel, toutes les vitesses sont confondues entre elles. Toute fois, selon une direction de 

propagation n
r

 choisie on constate que, les surfaces des vitesses n’étant plus des cercles pour 

certaine ondes (ondes quasi longitudinale et quasi transversale rapide) ceux qui montrent l’absence 

d’ondes pures dans ces matériaux.  
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Conclusion générale 

La compréhension théorique, du comportement vibratoire de matériaux anisotropes et/ou 

piézoélectriques est  quasi-incontournable. En effet,  l’étude des ondes de volume 

ultrasonores, d’un point de vue physique, a lieu loin de l’influence de toutes surfaces 

délimitant la structure. Cependant, la connaissance des valeurs propres  et vecteurs propres 

simplifient l’étude de la propagation des ondes de volume dans ces matériaux, ils conduisent 

pour une direction de propagation donnée à un nombre fini de modes propagatifs (un quasi 

longitudinal et deux quasi transverses).  

La modélisation de l’interaction des ondes, avec les milieux anisotropes piézoélectriques 

doit donc tenir compte de leurs caractéristiques (propriétés des matériaux) et de la nature de la 

propagation (direction), ces paramètres ne rendent pas la résolution du problème possible que 

numériquement. 

Le calcul numérique a mis au point le phénomène de propagation des ondes de volume 

dans le plans (y, z), une comparaison des résultats des vitesses calculées, par  des programmes 

sous le logiciel matlab, les courbes des vitesses et lenteurs sont représentées sur les figures 

permettent, d’extrait un maximum d’informations sur le  comportement propagatif  des ondes 

de volume, pour pouvoir effectuer une comparaison partielle des vitesses dans une direction 

donnée. Elles montrent une comparaison parfaite, entre les surfaces des vitesses et lenteurs 

calculées pour des matériaux anisotropes et/ou piézoélectriques. 

Les figures révèlent l’effet de l’anisotropie et de la piézoélectricité du matériau dans un 

plan de propagation choisi (y, z); la comparaison entres les simulations, pour les différents 

matériaux montre les écarts des vitesses avec et sans piézoélectricité, ainsi la sensibilité des 

ondes par l’effet piézoélectrique, tels que, les ondes quasi transversales lentes ne sont 

pratiquement pas affecté par la piézoélectricité.  

Ces simulations,  ont permis  d’exploiter, les ondes de volume ultrasonores pour objectifs 

divers (médicale, militaire, contrôle non destructif,etc), ceci par le choix de matériau 

anisotrope et/ou piézoélectrique à choisir et de la direction de l’angle α qui nous permettra, 

d’exploiter l’amplification (écart entre les vitesse), des vitesses par effet piézoélectrique pour 

certaines ondes dans une direction bien précise, ainsi  une idée  sur le type d’onde 

(longitudinale et/ou transversale) a sélectionner pour un besoin précis. 
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