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Introduction générale

Un probléme d'optimisation mathématique est défini comme étant un probléeme de
recherche, qui consiste a explorer un espace contenant I'ensemble de toutes les solutions
potentielles réalisables, dans le but de trouver la solution optimale, sinon la plus proche
possible de I'optimum, permettant de minimiser ou maximiser une fonction dite objectif, sous
des contraintes linéaires ou non linéaires et de type inégalités et (ou) égalités.

Suivant la nature de la fonction objectif, et celles des fonctions intervenant dans les
contraintes, on tombe dans une catégorie particuliére de programmation mathématique; par
exemple: lorsque la fonction objectif est linéaire et les contraintes sont linéaires, on obtient un
probléme de programmation linéaire. Si la fonction objectif est quadratique, on a affaire a un
probléme de programmation quadratique.

La programmation quadratique est considérée comme une transition naturelle de la
programmation linéaire vers la programmation non linéaire. En effet la majorité des méthodes
développées pour le cas quadratique sont des extensions directes de celle de la programmation
Linéaire. De plus les algorithmes élaborés pour le cas de 1’optimisation non linéaire reposent
essentiellement sur I’approche quadratique.

L’optimisation quadratique trouve son application dans plusieurs domaines tels que
I’économie, les sciences de 1I’ingénieur, la recherche opérationnelle et la commande optimale.
elle s’adapte mieux a la réalité en modélisant par exemple le risque et la distance. En effet le
probleme de gestion de portefeuille de Markowits est souvent utilisé par les économistes.

Historiquement, Barankin et Dorfman [2] furent les premiers a remarquer qu’en combinant
les conditions d’optimalité de Lagrange avec celles du systéme original, la solution optimale
d’un probléme quadratique était une solution de base d’un systéme élargi ayant la propriété
que seuls certains couples de variables figuraient dans la base. De son coté Markowitz montra
qu’il est possible de modifier le systeme €largi et d’engendrer para métriquement une classe
de solutions de base ayant la propriété particuliere ci-dessus et convergeant vers I’optimum en
un nombre fini d’itérations. Enfin, Wolf montra qu’en modifiant 1égérement la méthode de
simplexe d’une fagon a ne pas autoriser I’introduction d’une variable dans la base si sa
variable complémentaire s’y trouvait déja, on parvenait aisément a 1’optimum recherché.

D’autre méthodes ont été développées pour la résolution de ce type de probleme, parmi
les quelles on peut citer:

% Les algorithmes de point intérieur : Ces methodes, étudiées maintenant depuis
plus de 20 ans, ont d’abord été développées en 1984 par Karmarkar dans le cadre de
problémes linéaires, avant d’étre généralisées a d’autres problémes plus généraux,
notamment la programmation quadratique et/ou convexe . Dans cette méthode, les
itérés approchent la solution par I’intérieur de S et nécessitent un nombre d’itérations
qui croit de fagon polynomiale avec le nombre de variables.




Introduction générale
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% La Meéthode adaptée de support : Cette méthode est développé par R Gabassov
et F.M Killirova pour résoudre initialement le probléme d’un contréle optimal, puis
étendre a la résolution des problémes de la programmation linéaire et quadratique convexe
sous forme générale.

Dans ce travail on s’intéresse a la résolution de problémes de programmation
quadratique dont I’importance provient du fait que plusieurs problémes réels et académiques
sont quadratiques c’est le cas de I’optimisation non linéaire qui se rameéne a la résolution de
probleme séquentielle quadratique.

Donc ce travail commence par une introduction générale, suivie du premier chapitre dans le
quel nous faisons quelques rappels algébriques.

Le deuxieme chapitre est consacreé a certains classiques et importants concernant les
ensembles et les fonctions convexes.

Le troisieme chapitre traite une généralité sur la programmation non linéaire.

Dans le dernier chapitre nous présenterons en détails les méthodes existantes pour la
résolution des probléme quadratiques convexe citées ci-dessus . Et en fin nous terminons

notre travail avec une conclusion générale.
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Chapitre I: Rappels sur l'algebre linéaire et la programmation mathématique

Introduction

Dans ce chapitre nous allons donner quelques définitions et propriétés des fonctions
quadratiques et des matrices semi-définies positives. Ceci nous sera utile dans 1’étude
ultérieure de la programmation quadratique convexe. Les propriétés non démontrées dans ce
chapitre sont pour la plupart classiques, et relevant d’un cours d’algébre linéaire ou bilinéaire
de base.

1.1 Bases de I’algébre linéaire

1.1.1 Espaces vectoriels et vecteurs

On note " I’espace vectoriel de dimension n.

La base canonique de R" est (eq, . . ., €,).
Un vecteur x€ R" de composantes x1,....,xnestnoté x = (xi) ,1<i<n.
X1
, . X
Les vecteurs sont notés verticalement : x =
xn

1.1.2 Matrices et vecteurs
Une matrice A € R™"estnotée A=(aj)),1<i<m, 1<j<n
Le j*"vecteur colonne de A est a; = Aej/ A = (as,az, ..., an)

Un systeme de n vecteurs us,...... , un€ R™ est noté sous forme matricielle
U = (u1....un) € R™" avec ujle j*™ vecteur colonne de U.

1.1.3 Matrices carrées et matrices particuliéres

Une matrice A € R™" est carrée d’ordre n sin = m.

La trace d’une matrice carréeA d’ordre n est la somme des éléments diagonaux :
tr (4) = 31, ax.

Le déterminant d’une matrice carrée A d’ordre n est noteé det(A).

la matrice identité d’ordre k, dans B vaut Ik = (e;...ey).

Une matrice carrée D est diagonale si les seuls éléments non nuls sont sur la diagonale ; elle
est notée D = diag(di), ou d = (di) est le vecteur formé par les éléments diagonaux.

Une matrice carrée L triangulaire inferieur si les seuls éléments non nuls sont dans le triangle
inferieur.
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Exemple 1:

1 0 O
L= <3 1 0) est une matrice triangulaire inferieur.
4 5 0

Une matrice carrée L triangulaire supérieur si les seuls éléments non nuls sont dans le triangle
supérieur.

Exemple 2:
1 2 1

L={0 0 2 |estune matrice triangulaire supérieur.
0 0 1

1.1.4 Matrices symétriques

La transposée A' d’une matrice A est la matrice obtenue en interchangeant les lingnes et les
colonnes. Soit A = (aj)) et B = A' = (bjj), on a donc bjj = aji.

Une matrice carrée A est symetrique si A = A",

Les matrices A Aet A A' sont symétriques.

Ona (AY)'=Aet (AB)'= B'A".

Définition 1.1.4 Soit A une matrice carrée symétrique d’ordre n.
1. A est dite définie positive si: x'Ax >0 Vx # 0, x € R™.
2. A est dite semi définie positive si : x*Ax > 0, x € R™

3. Aestdite définie négative si : x!Ax <0 Vx # 0, x € R™,

4. A est dite semi définie négative si : xtAx < 0, x € R™.

1.1.5 Criteére de Sylvester
Soit A une matrice carre symetrique :

a) A est definie positive si et seulement si det Ax> 0, k=1,.... ,n.
b) A est definie negative si et seulement si (-1)* detAy = 0.

aip ot Qan
Oou A= : :
An1 ° Ann
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Ag1 = Agg

Remarque : det Ak est aussi appelé mineur principal successif.

1.1.6 Critere des valeurs propre
SoitA une matrice carrée symétrique.
1. A est dite définie positive si toutes ses valeurs propres sont strictement positives

2. A est dite semi définie positive si toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles
dont I’'une au moins est nulle.

3. A est dite définie négative sitoutes ses valeurs propres sont strictement négatives.

4. A est dite semi définie négative si toutes ses valeurs propres sont négatives ou nulles
dont I’une au moins est nulle.

1.1.7 Produit scalaire et normes vectorielles

le produit scalaire de deux vecteurs x et y estxty = ¥,  x;y; x,y € R™
soit X = (i), on a Xi = e} x.
Soit A =(ajj), on a aij = ef Ae;.
Dans le cas de vecteurs complexes, le produit scalaire hermitien est définie par

(xy) € €T —x*y =L, X; y;

Ou le sur-lignage d’une grandeur indique qu’on en considére le conjugué.
Il est donc possible de définir plusieurs normes dans 1’espace vectoriel R" .

1.1.8 Normes vectorielles et normes matricielles

Définition 1.1.8.1 Soit V un espace vectoriel sur le corps IK (Eou ). Une norme sur V est
une application.

II.1l : V —=R™* qui vérifie les propriétés suivantes :
a. |lvl|=0=v=0,et]lv]|=0 ,VveV.
b. |lav|| = |a|.|lv|]|[Ve € K Vv €V.
c. llv+ wl < |vll+ llwl]l Vv, w €V. (inégalité triangulaire)
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Exemple les trois normes usuelles sont :

Lo lvllh =X vl v =@iv2,...v0)

2. |lvll2= X" ,(v;)?, norme euclidienne

3. |Ivlle=max |v]
i=1n

Définition 1.1.8.2 Une norme matricielle est une application ||. || :Ma (K) — R qui Vérifie les
propriétés suivantes :

1. Al =0=A4=0,et||A] =0,V A EMx(K)
2. lladll = lalllAllL, Y a=K

3. A+ Bl < lIAll + |IBIl, VA, B €Ma (K)
4. ||A.Bll < |14l IBIl, VA, B €Ma (K)

5. NlA.x|l < llAl. |Ix]l, x € R™.

1.2 Fonction de plusieurs variables
1.2.1 Convergence des suites dans E" ou dans r

Définition 1.2.1.1 On définit une suite dans &" par : (p*)k=0 avec :

Pk: (p{(!pg,:p?l’f) et plk € R, i =1,2,...,N.
.pk — 1 2k . 2
Exemple :P* = (mm) une suite dans &<

Définition 1.2.1.2 Soit (py)k=0 une suite de points (ou vecteurs) de R". on dit que cette suite
converge vers une imite p € R"si et seulement si pour tout € > 0, il existe k, tel que

k>ko=|lp* - pll < «.

On note alors Ilim p* = p ou encore parfois p* — p. dans le cas contraire on dit que la
—00
suite diverge.
Dans le cas n = 1, on a ||p* — p|l = |p* — p| et on retrouve la définition usuelle de la
convergence des suites réelles.
Remarque : si(p*) converge, sa limite est unique.

Définition 1.2.1.3Une suite (p*)iso est dite “de Cauchy* si et seulement si pour tout £ > 0, il
existe k, tel que

kl>Fko = lIp¥— plll < ek >1

Remarque : dans R"(p*) suite de Cauchy < (p*) convergente.
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1.2.2 Ensembles ouverts et ensembles fermés
Définition 1.2.2.1(Point intérieur)Soit Y c R" et y € Y.on dit que y est intérieur a Ys’il existe
un voisinage de y contenu dans Y. d’une maniére équivalente, y est interieur a Y s’il existe
e > 0 tel que

z€Y, vz tel que ||z — y|| < e.
L’ensemble des points intérieurs a Y est appele l'interieur de Y et noté int(Y).

Exemple : I’ensemble A = {x/||x|| < 1} a pour interieur la boule unité B = {x/||x|| <1 }.

Définition 1.2.2.2 (Sous-ensemble ouverts)Un sous-ensemble S est dit ouvert s’il coincide
avec son intérieur ¢’est-a-dire si S = int(S).

Exemple :B,. (A) = {p € R" /||[p — A|| < r} estun ensemble ouvert.

Définition 1.2.2.3 (Sous-ensemble fermé)Un sous-ensemble S c R" est dit fermé si son
complémentaire est ouvert.

Exemple :B,. (A) = {p € R" /||p — A|| < r} estun ensemble fermé.
1.2.3 Ensemble compacte
Définition 1.2.3.1 On dit que S € R™ est borné si :

dr > 0 tel que: Vx € S x|l < r & x € B,(0).
Définition 1.2.3.2 Un ensemble compact de R™ est un ensemble fermé borné sur R™.
1.2.4 Fonctions continues

Définition 1.2.4.1 On appelle une fonction de plusieurs variables et a valeurs réelles une
fonction :

fiR* > R: pourx=(xg,..,x,)" € R, fx) = f(xq, ... ,x) ER.

Définition 1.2.4.2 Une fonction f: R™ — R est continue au point x = (xy, ... ,x,)¢ € R™si et
seulement si pour tout &€ > 0, il existe a > 0 tel que pour tout y = (yy, ... ,vp)t € R",

ly—xllsa=1f() - f)| e

Une fonction f est continue sur un ensemble E si et seulement si elle est continue en tout
point de cet ensemble.

Dans le cas de fonctions f : R™ — R™ a valeur vectorielle, il faut remplacer|f(y) — f(x)|
par || f(y) — f(x)]| dans la définition ci-dessus.
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1.3 Différentiabilité et dérivées partielles

1.3.1 Différentiabilité : le premier ordre

Définition 1.3.1.1(Dérivée partielle)Soit f : R™ — R une fonction continue. La fonction
notée V;f(x): R®™ — R, également notée af (x)/dx; est appelée i**™¢ dérivée partielle de f
et est definie par

o O, e xi R x) — f(X)
lim
h—0 h

Cette limite peut ne pas exister.
Si les dérivées partielles af (x)/0dx; existent pour tout i, le gradient de f est definit de la

facon suivante.

Définition 1.3.1.2(Gradient)Soit f : R™ — R une fonction continue. La fonction notée
Vf(x): R®™ — R", également notée df (x)/dx; est appelée le gradient de f et est definie par

e

Vi(x) = P
af (x)

0xy,

elle peut ne pas exister pour certainsx € R".

Remarque : Le gradient joue un role essentiel dans le développement et ’analyse des
algorithmes d’optimisation.

Exemple : (gradient)
Soitf (x4, x5, x3) = x3x3 + x, — x;X,x3. Le gradient de f est donné par
3x2x3 — XpX3
Vf(xq,x2,%3) = 1—x1x3
X3 — x1%;
Définition 1.3.1.3 (Dérivée directionnelle)

Soit f : R™ — R une fonction continue.Soient x € R" et d € R™.
La dérivée directionnelle de f en x dans la direction d est donnée par :
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[t ad) — f@)
1;!1 p
a—0

Si la limite existe. De plus, lorsque le gradient existe, la dérivée directionnelle est le produit
scalaire entre le gradient de f et la direction d, ¢’est-a-dire

VF(x)td.
Définition 1.3.1.4(fonction différentiable)Soit f : R™ — R une fonction continue. Si, pour
tout d € R™ la dérivé directionnelle de f dans la direction d existe, alors la fonction f est dite
différentiable.

Exemple (dérivée directionnelle)

Soit f(xq, Xz, X3) = X3x3 + X5 — XqX,x3€1 SOit

d,
ds

La dérivée directionnelle de f dans la direction d est dtf(x*,d)
(dy dy d3)Vf(xy, Xz %3) = di (3xfxs — Xx3) + dp (1 — x1%3) + ds (x5 — x1%3),

Définition 1.3.1.5(Matrice gradient)Soit f : R™ — R™ telle que Soit f; : R®™ — R est
différentiable, pour i = 1, ..., m. dans ce cas, f est différentiable, et la fonction Vf(x): R"* —
R™ ™ est appelée matrice gradient et est définie par

I I
Vi) = VAf(x) - Vfin(x)
| |

Oh Of . m
dx; 0x; 0x,
O 9k m
dx, OJx, dx,

Remarque : La matrice gradient est souvent utilisée dans sa forme transposée et est appelée
matrice jacobienne de f

Définition1.3.1.6(matrice jacobienne)Soit f : R™ — R™. la fonction j(x) : R® — R™*"
est appelée matrice jacobienne et
est définie par
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Vfl.(x)t>

J(x) = Vf(x)t = ( :
Vfm ()

o6 3. %

6_x1 0x, dx,
=\| 0x; 0x, dxy,
dx; 0x, Jdx,

1.3.2 Differentiabilité : le second ordre

Nous pouvons effectuer la méme analyse de differentiabilité faite sur la fonction fdans la
section (1.3.1) pour chacune des fonctionsV;f(x) de la définition (1.3.1). La j*™¢ dérivée
partielle de V; f (x) est la dérivée seconde de f par rapport aux variables i et j, car

Vif (%) _ 000f(x)/0x)) _ 9°f(x)

axj ax] - Oxiaxj'

Il est courant d’organiser ces dérivées secondes dans une matrice n X n dont 1’élément de la
H . . - 2 - z . .

ligne i et la colonnes j soit @ f(x)/axiaxj. Cette matrice est appelée matrice hessienne
Ou hessien.

Définition1.3.2. (matrice hessienne)
Soit f : R™ — R une fonction deux fois différentiable.

La fonction notée V2f(x): R* — R™ " est appelée matrice hessienne ou hessien de f et
est définie par

/Nﬂ@ LGN 1C)

dx2  0x,0x, 0x,0x,

sz(x): : : ‘. : |
*f(x) () ()

0x,0x, 0x,0x,  0xZ
Remarque : la matrice hessienne est toujours symétrique.
Notons que le hessien de f est la matrice gradient de la matrice jacobienne de Vf.

Exemple (hessien)

10
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Soit f(x1, X2, X3) = X$X3 + X3 — X1X5X3

Le hessien de f est donné par

6x1X3  —X3 3x%— x,
2 _
VA (xq, X2, x3) = —X3 0 —X1
3x2 — x, —x; 0

1.4 Propriétes des formes quadratiques semi-définies positives

Définition 1.4.1 Une fonction réelle de la forme suivante :

F(x) = i i a;j X;X; (1.4.1)

i=1 j=1
Est dite forme quadratique de n variables x4, x,, ..., x,,.
En posant x* = (x1,%,, ..., xn), etAd = (a;;,1 < i,j < n),la formule (1.4.1) s’écrit sous la
forme suivante :
F(x) = xtAx.

Exemple : soit une fonction a trois variables :

A33X3.

= x1(a11%1 + A12X2%A13X3) + X2(Az1X1 + Az2X5+0A53X3) + X3(A31X1A32X5FA33X3).
11X + a2 + a13x3>

=(x1, X2, X3) <a21x1 + azx; + az3X3
az1X1 t azpX; + azzX3

a1 A1z 413\ /X1
= (X1,%2,X3) | @21 Q22 Q23 || X2 |.
az; Qszz 0433/ \X3

D’ou
F(x) = xtAx.

En tenant compte de la commutativité de la multiplication dans R, on peut écrire F(x) de la
maniére suivante, avec i < j:

F(x) = ay1x7 + azx3 + azzx3 + (agz + az1) %1%, + (a13 + az1)x%x3 + (az3 + azy)x,x3.

Pour i = j, le coefficient devant le produit x;x; est égal & (a;; + a;;). en vertu de cela, la
matrice A est toujours supposée symétrique.

11
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1.4.1 Formes quadratiques définies et non définies
Soit la forme quadratique F(x) = x!Dx. (D symétrique).

Définition 1.4.1.1Une matrice symétrique D est dite matrice definie positive (non négative) et
se note D > 0(D = 0), si elle est associee a une forme quadratique definie positive (non
négative).

Définition 1.4.1.2 Une forme quadratique F(x) est dite non definie si F(x) est positive pour
certaines valeurs de x et négative pour d’autres.

1.4.2 Critere de Sylvester pour les formes quadratiques définies et semi-
définies.

L’intérét du critére de Sylvester est de caractériser une forme quadratique définie ou semi-
définie. Pour cela, considérons la matrice symétrique suivante :

diy dip - dig
p=| M T
dpi dpz o dpn

Le mineur de la matrice D, forme des lignes i,,i,, ..., i, €t des colonnes j;,j,, ..., j,, sera noté
comme sulit :

diyj,  digj,
D= (;:1, i'2: e lp) _ d12]1 dlsz .
12 e Jip R
dipjy diyjy

Ce mineur est principal si i;-j;,iz=]2, ..., I, = jp,clest-a-dire s’il est formé de lignes et de
colonnes portant les memes numeros. Les mineurs suivants

diy dip - dig
d11 d12 d21 dzz dz
D, =dy,D, = sy Dy =4 . ) “n,
1 11 2 d21 d22 n : : . :
dpi dnz v dpn

Sont appelés mineurs principaux successifs. Nous avons alors le critere de Sylvester :

Theoreme 1.4.1 (Critere de Sylvester)

12
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i. Pour qu’une matrice D soit definie positive(D > 0), il est necessaire et suffisant que
les mineurs principaux successifs de D soient positifs :

D, >0,D,>0,..,D, > 0; (4.1.2)

ii. Pour qu’une matrice D soit semi-definie positive (D > 0), il est necessaire et suffisant
que les mineurs principaux de D soient non negatifs :

i1, i3 e by o _
D(i . ; )20, 1<i;<i < <iphp=12,..,n (413)
]2 dp

Remarque 1.4.1.1 La condition
D, >0,D,>0,..,D,>0

N’est pas suffisante pour que la matrice D soit definie non negative. En effet, pour la
matrice

= %)= &)

La forme quadratique associée a D s’ecrit alors :
F(X) = d11x12 + Zdllexz + dzzx% == —x%.

Cette forme n’est pas comme on le voudrait définie non négative (elle est définie non

3):—1<0

Remarque 1.4.1.2 :Pour qu’une matrice D soit definie negative ou non positive, la condition
(4.1.2) et (4.1.3) se reformulent ainsi :

positive). La raison est que le mineur principal D (

i. D<0 & (-1)PD,>0p=1.,1

. 1,020 e iy
ii. D<O @(—1)7’D(I. . .)20,p=1,...,n.
1J2s 0 Jp

En effet, on a :
D<0®H=-D>0oH,>0p=1.,ne(-1DD,>0,p=1,..,n

Remarque 1.4.1.3: Le critéere de Sylvester n’est valable que pour les matrices symétriques.

En effet, pour la matrice
-1 -2 -1
D = ( 2 -1 0
-1 0 -1

13
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Le critere de négativité de Sylvester est vérifié :
D, = —1, D2=|_21 :2|=5>0, Dy =|D| = —4<0.

Néanmoins, la matrice D n’est pas definie negative puisque pour x = (1,0,—1) # 0,on a :

0
F(x) = x'Dx = (1,0,—1) (2) = 0.
0

1.4.3 Propriétés des matrices définies positives et- non négatives

Les matrices symétriques définies ont des propriétés tres intéressantes. En voici quelques-
unes :

Propriété 1.4.3.1

Soit une matrice symétrique D = (dij, 1<i,j< n) si D est definie positive (non négative),

alorsona:

dii > O(dii = O), Vi= 1,2, e, N
Propriété 1.4.3.2
Soit la matrice D partitionnée de la maniere suivante :

m k
D D m

D= (11 12) , m+k=n
D21 DZZ k

SiD >0 (D = 0), alors les sous-matrices principales D, et D,, sont aussi définies positives
(non négatives). D’une manicre générale, toute sous-matrice principale d’une matrice définie
positive (non négative) est définie positive (non négative).

Propriété 1.4.3.3
Un élément diagonal d’une matrice symétrique D définie non négative ne peut s’annuler que
si les autres éléments de la méme ligne et colonne s’annulent aussi.

Propriété 1.4.34

Soit D une matrice symetrique definie non negative .si x est un point quelconque mais fixé de
R™ tel que x!Dx =0, onaalors Dx = 0.

14
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CHAPITRE II: Ensembles et fonctions convexes

Introduction

Ce chapitre, est consacré a la convexité, elle joue un réle extrémement important dans les
problémes d’optimisation, avec ou sans contraintes, elle est aussi considérée comme un outil
indispensable pour la recherche des conditions d'optimalité a la fois nécessaires et suffisantes.

2.1 Ensembles convexes

Définition 2.1.1 Un ensemble S < R™ est dit convexe si et seulement si:
Vx,y€ES,VA€[0,1]Ona Ax+ (1 —A)y €S.

Autrement dit S est convexe si pour tous les points de S, le segment [x, y] est inclus dans S

(Cestadire,Vx,y e Sona[x,y]cS).

Exemple 2.1.2

convexe non convexe

Figure 2.1- convexité d’'un ensemble.

Proposition 2.1.3 On a la propriété élémentaire suivante:
Si S, S, sont deux convexe de R™et A4, A, deux réels, alors 4,S; + 1,5, est un convexe
de R™.

Définition 2.1.4 Un point x s’appelle combinaison convexe des points Xi, Xy, ..., Xy s’il existe
des nombres ay, @y, ...,a; (a¢; =0 (i = 1,N ) telsque:

N
x=2aixl- et

i=1 i

N
a; = 1.
=1

Plus généralement, si SS R™ est un sous-ensemble quelconque, on dit que x € R™ est une
combinaison convexe de points S s'il existe un nombre fini de points de S dont x soit une
combinaison convexe.

Dans le cas particulier de deux points x;et x, , toute combinaison convexe de x;et x,
Peut s'écrire sous la forme:

x=Ax; +(1—x,

15
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Exemple 2.1.5 La figure 2.2 montre que tout point X d’un triangle est une combinaison
convexe de ses sommets x;, x,, et x3:

x=ax; + (1 — a)x,, 0<ac<l,

X4 = Bx, + (1 — B)xs, 0<p <1,
D’ou

x=ax;+ (A1 —-—a)fx, + (1 —a)(1—B)x3
Et

a+(1-a)p+1-a)(1-p)=1.

X2

Figure 2.2 - combinaison convexe

Théoreme 2.1.6 Soient S; et S, deux ensembles convexes, alors S;N S, est convexe.
Démonstration :
X1,X, €S NS, = x,x, €Sy etxy,x;, €S,

Siconvexe = Ax; + (1 —Ax, €5,

S,convexe = Ax; + (1 —x, € 52} = A +A-Dx, €5 NS, A€][0,1]

= S5, N S, est convexe.

Remarque : N}, S; est convexe si S; convexe.
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2.2 Enveloppe convexe

Définition 2.2.1 Soit S < R™. On appelle enveloppe convexe de S, et on note conv S, le plus
petit ensemble convexe (au sens de I’inclusion) contenant S.

Il ya deux maniére de construire conv S:
conv S = Intersection de tous les convexes contenants S.

conv S = Ensemble de toutes les combinaisons convexes d’éléments de S.

Figure 2.3 —enveloppe convexe

Définition2.2.2 Un point x d’un ensemble X convexe est dit point extrémal s’il n’existe pas
dans X des points.

X1 etxy,x; #x, Telquex = Ax; + (1 — A)x,. A€1]0,1]

2.2.1 Projection d’un point sur un ensemble

Définition 2.2.1.1 On appelle projection d’un point x, sur un ensemble convexe fermé S un
point p,, tel que

I Py = xo]| = minilx — xoll.
On dit que || px, — xol| est la distance de x, a S.

Définition 2.2.1.2 On appelle hyperplan dans R™un ensemble de la forme :
m={X €R"/(C,X)=a}
Ou C # 0. dans I’espace R™ un hyperplan définit deux demi-espaces

{X e R"/(C,X) < a} (X e R*/(C,X) = a}.
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2.3 Convexité et concavité d’une fonction

2.3.1 Fonction convexe

fonction convexe fonction non-convexe

Figure 2.4-graphe de fonction convexe et de fonction non convexe
Définition 2.3.1.1
Une fonction f: R™ — R est dite convexe si, pour tout x et y € R™ et pour tout 1 € [0,1],
ona
fOx+ A =Dy <Af () + A -DfW).
La notion de convexité d’une fonction peut étre renforcée pour obtenir la convexité stricte.
Définition 2.3.1.2

Une fonction f: R™ — R est dite strictement convexe si, pour tout x ety € R™, x # y, et pour tout
A€1]0,1[,0ona:

fAx+ (A =Dy) <Af(x) + (A =Df ).

Af )+ A =-DfW))

v

x z=Ax+(1-Ad)y y

Figure 2.5- lllustration de la définition 2.3.1

On voit ici l'arc ue 1a courne N siwe enue geux points A, ue N et la corde [A,B]
correspondante.
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Proposition 2.3.1.3
Une fonction f: R™ — R est dite convexe si et seulement si :
Tout arc de la courbe N est sous la corde correspondante.

Définition 2.3.1.4 Une fonction f: R™ — R est dite fortement convexe (a-convexe) s'il existe
un a > 0 tel que:

Pour tout x ety € R™ et pour tout A € [0,1],,0na:
fAx+ A =-DY) <A +A-Df)—ad(1 =D lly—xI?
Remarque

f Est a-convexe = f est strictement convexe=> fest convexe (la réciproque n'est pas vraie)

Définition 2.3.1.5 Si la fonction (—f) est convexe, on dit que f est concave

Définition 2.3.1.6 On appelle épigraphe d’une fonction f convexe sur c convexe, I'ensemble
noté :

epi(f) ={(x,;r) Ec xR" / f(x) <7}

Figure 2.6 - épigraphe de la fonction f

(L épigraphe de la fonction est la zone grisée au-dessus du graphe de la
fonction)

Propriété 2.3.1.7 Soit f une fonction définie sur un ensemble convexe ¢ ¢ R™. alors f est si
et seulement si son épigraphe

epi(f) ={(x,r) €EcXxR*/ f(x) <71} est un ensemble convexe.
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2.3.2 Fonction concave

Définition 2.3.2.1 Une fonction f:R™ — R est dite concave si —f est une fonction
convexe, c¢’est-a-dire si pour tout x, y € R™ et pour tout A € [0,1],0n a

fOx+ 1 =Dy) 2 Af () + A = Df ().

Remarque :

La convexité et la concavité ne sont pas des propriétés complémentaires. Une fonction peut
n’étre ni convexe ni concave. C’est le cas de la fonction représentée dans la figure suivante

(v,f(y))

)

Figure 2.7 - fonction ni convexe ni concave

2.3.3 Inégalité de Jensen

Soit € un convexe de R™ et f: C — R une fonction convexe sur C. Pour tous xq, ..., x, € C
ettous A4, ..., 1, € R* tels que Y7, 4; = 1, on a I’inégalité suivante :

f(ih%’) < zn:/lif(xi)
=1 =1

Démonstration: procédons par récurrence
Pourn=2 ona: f(A4x; + Ax3) < A1f(x1) + A, (x,) = f convexe (définition).
Supposons qu’il soit vrai pour n =k. prouvons-le pour n = k+1

lercas: Agy1=1 ona Ay =4, =--=1,=0.

k+1
f (Z Z xi> = FOlesnern) < Aoaf Goern),

Sl
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2e cas: 0 < Ax4q1 <1, laconvexité et ’hypotheése de récurrence entrainent

k+1 koo
f(Z A; xi) =f [(1 - Ak+1)2#xi + /1k+1xk+1] <
i=1 i=1 kel

k

) + A1 f (xps1) <

Ai
<( —/1k+1)f< T— s 1xi
+

=1

k+1

k
A
< (1= A) ) 73— + A f Garn) = ) A )
i=1 1 i=1

Propositions 2.3.3.1

e Soient fi, f> : € — R deux fonctions convexes sur I’ensemble convexeC. Alors
I’application f; + f, est convexe.
Démonstration :

Posons F(x) = fi(x) + f(x) et x;,x, €C ,A €[0,1].
F(Ax; + (1 =Dx3) = i(Ax; + (1 = Dxz) + L(Ax; + (1 = Dxy) <
S Afi(x) + (A = Dfilx) + Af2(x1) + (1 = D fo(x2)
< A(i(xg) + (1)) + (1 = D (fi(x2) + f2(x2))
< AF(x) + (1 —A)F(xy)
= F est convexe = f; + f, convexe.

e Soient fi, f> : € — R deux fonctions convexes sur I’ensemble convexeC. Alors
I’application max{f;, f, } est convexe.

Démonstration : posons F(x) = max{f;(x); fo(x)} et x;,x, € C ,A€[0,1].
F(Ax; + (1 = Dxy) = max{fy(Ax; + (1 = Dx3), L(Ax; + (1 = Dxy)} <
< max{Afi(x1) + (1 = Dfi(x2) , Af2(x1) + (1 = Dfo(x2) }
< max{ A(f(x1) , f2(x0)) + (1 = V(i) fo(x2)) }
< Amax{fi(x1), f(x1)} + (1 — Dmax{fi (xz), f(x2)}
S AF(x) + (1 — DF (xy)
= F est convexe = max{f,, f,} convexe.

Propriété 2.3.3.2 Soit f une fonction de classe C! sur un ensemble C. Alors f est convexe
si et seulement si f(x;) = f(xy) + Vf(xy)(x; — x3) Vx,,x, €C.
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Exemple : f(x) =x2
fla) = xf, fx) = x3, Vf(xz) = f (x2) = 2x,.
Q) = fx) = F () — %) = xf — x5 — 2x, (% — x3) .
=xi4+ x2—2x.% = (x;— x)2 =0 Vxy;,x, ER
= f(xq1) = f(xy) + Vf(xy)(x; —x;) = f est convexe.
Propriété 2.3.3.3 Soit f une fonction de classe C? . Alors f est convexe si et seulement si

La matrice hessienne de f est semi-définie positive.

Exemple : flxy,x) = x2 + x,.
0% f 0% f \
| 0xf  0xy0x, 3 2 0
HeN = g2p e | = (G o)
0x,0x;  0x2 /

Les valeurs propres de la matrice hessienne sont :

A =2,,=0 = Hfests.d.p = f estconvexe.

Théoréeme 2.3.3.4 Si la matrice hessienne est définie positive, alors f est strictement convexe.
Exemple : flxy,xp) = x% + x2.

0% f 0% f

0x?  0x,0x, 3 (2 0)

o°f  0%f / 0 2

0x,0x;  0x2

Hf(x,y) =

On applique le critére de Sylvester pour les mineurs principaux successifs :

A =2>0, A,=4>0 = Hfestd.p = f eststrictement convexe.
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Chapitre 111 : Généralité sur la programmation non linéaire

Introduction

La programmation mathématique, permet de résoudre des problemes de décision trés
complexes, impliquant plusieurs variables inter-reliées. Des contraintes peuvent exister
limitant le choix des valeurs des variables. La programmation mathématique est une
approche quantitative ou I'on s'intéresse a maximiser ou minimiser une fonction objective qui
mesure la performance ou la "qualité” de notre décision.

3.1 Les problémes d’optimisation

Un programme mathématique est un probléme d’optimisation d’une fonction pour des
contraintes possédant la forme générale :

"optimiser" f(x)

3.1
) gix)<0 i=1,..,m 3.1
x €R"
Ou x = (xy x3,,....xX, ) € R™ est appel¢ la variable d’optimisation, la fonction f: R" — R

est appelée la fonction objectif (ou fonction colt). Les inégalités g;(x) < 0 sont appelées
les contraintes inégalités et les fonctions correspondantes g; : R™ — R sont appelée les
fonctions des contraintes inégalités. Les équations h;(x) = 0 sont appelées les contraintes
egalités et les fonctions h;: R™ — R sont les fonctions des contraintes egalités.

Remarque : optimiser f signifie maximiser f ou minimiser f nous avons alors

max f= - min(-f) Donc on peut toujours se ramener a un probleme de minimisation a partir
d’un probléme de maximisation et vice-versa

Définition 3.1.1. (Point admissible) On appelle solution réalisable du probléeme (3.1). Tout

vecteur x € R™ vérifiant : ‘

hj(x) =0 j=1,..,p Contrainte d’égalité

Y = gi(x) <0 i=1,..,m. Contrainte d’inégalité

x € R"

Notons que dans la littérature, ce concept est parfois appelé solution admissible ou vecteur
admissible.
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Définition 3.1.2 (solution optimale) On appelle solution optimale du probléme (3.1) une
solution réalisable x* € Y Tel que :

f(x*) = f(x), Vx €Y Probleme de max
ou
f(x*) < f(x), Vx €Y Probleme de min

f(x*) est dite valeur maximale ou minimale de f(x)

Définition 3.1.3 (Optimum local) On dit que x* € Y est un optimum local du probléme
(3.1) S’il existe un voisinage v(x) de x* :

f(x)=fx), Vxev(x)nY (Probléme de max)
f(x*) < f(x), Vxewv(x) nY (Probleme de min)

Avecv(x) = {x € R"|lx —x*|| < e,e >0}

Définition 3.1.4 (Minimum global) Appelons Y ={ xeR" / g;(x) <0 i=
1,..,m,h; x)=0 j=1, ...,p} I’ensemble des vecteurs vérifiant toutes les contraintes.
Le vecteur x* € Y est appelé minimum global du probleme (1.1) si

f(x*) < f(x), VxeY.

Définition  3.1.5 (Maximum global) AppelonsY ={ x € R" / gi(x) <0 i=
L..mh(x)=0 j=1, ...,p} I’ensemble des vecteurs vérifiant toutes les contraintes.
Le vecteur x* € Y est appelé maximum global du probléme (1.1) si

f(x)=f(x), VxeY.

Définition 3.1.6 (Point critique) Soit f: R™ — R une fonction différentiable. Tout vecteur
x € R™ tel que V£ (x) = 0 est appelé point critique ou point stationnaire de f.

Parmi tous les points stationnaires on peut avoir des minimums, des maximums et des points
selles
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Exemple :

f(x)=3e*" 4 e~ @3

L= "
Figure 1 E@ﬁ
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

DESES | K RAUDEL-2 | DE | mm

35 T T
3

25

fx)

abcisse x

Figure 3.1 : minimum et maximum de la fonction f(x)

x;1 - Maximum global
X, - Minimum local

X3 : Maximum local
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e e e L I
Maximum Globa Maximum Local

\< \

Minimum Local

Minimum Global

Figure3.2 infinité de minimums et maximums globaux

3.2 Les problemes d’optimisation sans contraintes

Définition 3.2.1. On définit un probléme d’optimisation sans contraintes par :

minimiser f(x)
) s (3:2)

3.2.1 Condition d’optimalité
3.2.1.1 Conditions nécessaire d’optimalité
Théoreme 3.3.1.1 Soit f:R™ — R différentiable, si x* un minimum local de f alors
a. Vf(x*)=0.
Si de plus, f est deux fois différentiable, alors
b. VZf(x*) est semi-définie positive.
La condition (a) est appelée condition nécessaire de premier ordre,
La condition (b) est appelée condition nécessaire de second ordre.
Preuve :
a. On écrit la formule de Taylor avec t > 0 et d € R".
flx*+td) = f(x*)+V f(x")ttd + o(t|d]).
fl*+td) — f(x*) =V f(x*)td + o(t]d]).
o(tl|d|)

OSf(x*_i_tdt)_f(x*)=Vf(x*)td+T
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On passe a la limite dans les deux membres,

0 < lim? (’“*”dt)‘f ) _ <Vf( yeq + 20 ')>=Vf(x*)fd.

t—0

=>Vf(x)'d=0 vdeR"
En particulier ¢’est vrai pour d = —(V f(x*)).

= V) (-V ) ==IVf)HI=0
OnauradoncV f(x*) =0
b. On écrit la formule de Taylor a I’ordre 2 avec t > 0 etd € R™.

flx*+td) = f(x*)+Vf(x")td + 1tdtHf(x*)td + o(t?||d]|?).

2
CommeV f(x*) =0
f(x ttd) - fx) 1 o(t?|ld]I*)
2 dtHf( )d + —
On passe a la limite dans les deux membres,
O+ - f(x") 1, . _ (o(e?lldlI*)
OStli)I%)L t2 _Ed Hf(X)d-l‘tli)IBl_'_ t—2

1
= Sd'Hf(x)d 0.

= Hf(x") est semi definie positive.
Exemple 1 :
fOx) =-
a Vi) =f(x)= —4x3=0=x3=0= x*=0.
b. V2f(x) =Hf(x*) = f(x*)= —12x% Aupointx* =0

Les conditions a et b sont vérifiées pourtant x* = 0 n’est pas un minimum local car
Hf (x*) n’est pas définie positive. (N’est pas aussi semi définie positive)

Exemple 2 :
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f(x,y) = x* —y2

a. Vf(x,y)=02x,-2y) =00 =x=y=0.

b. Aupointx* = (0,0),= Hf(x") = ((2) _02)

On applique le critere des valeurs propre: 1, = —2, A, = 2. Donc x* = (0,0) n’est
pas un minimum local car Hf(x*) n’est pas définie positive. (N’est pas aussi semi
définie positive)

Remarque :

Les conditions nécessaires d’optimalit¢é du premier ordre et second ordre.ne sont pas
suffisante pour 1’optimalitg,

Un point x* qui vérifie la condition Vf(x*) = 0 est appelée point stationnaire

FOO A

L J

i
Figure 3.3 : x™ est un point stationnaire, mais ce n’est ni un minimum local ni maximum
local.

Théoreme 3.2.1.2 (Condition suffisante d’optimalité locale)
Soit f: R™ — R une fonction deux fois continument différentiable .soit x* vérifiant :
a. Vf(x*)=0.
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b. la matrice hessienne Hf (x*) est définie positive.
Alors x*est un minimum local strict.

Remarque :

Pour un maximum local, la condition b. devient Hf (x*) est définie négative.

Exemple :
f(x)=1—e‘"2 x€ R
a. Vfilx) = 2xe ™ =0 = x = 0.
b. Hf(x*) =2e* —4x2e™*" Aupointx* = (0),=2>0

donc x* = (0) est un minimum local car Hf (x*) est définie positive.

3.3 Les problémes d’optimisation avec contraintes égalités

Définition 3.3.1 On définit un probléme d’optimisation avec contraintes égalités par :

minimiser f(x)
(p) h(x)=0 i=1,..,m (3.3)
x € R"

Ouf:R*" - R, h:R*— R, i=1,..,m,sontdes fonctions continlment dérivables.
Pour simplifier on notera H(x) = 0 avec H: R® — R™.

Définition 3.3.2 SoitH (x) = (hy (%), hy (%), ..., iy ()’

hp:R*"— R, i=1,..,m,

H(x) : R* — R™ supposons que m < n.
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oh, dh, dh,

(5;2 R 5;;\

VA (x) oh, dh, oh,

]H(x)=< : >= e EI
Vhi, (x) k RN

oh,, oh,, ahm/

Er N e

On dit que la matrice JH(x) est de rang plein si son rang est égal a m, eton note
rg (]H(x)) =m.

Définition 3.3.3. On dit que x* est un point régulier si rg (JH(x*)) = m.
Proposition 3.3.4 Soit x* un minimum local régulier pour le probleme (3.1).
Soitx* € R*telque: H(x*) =0

Alors les m premiéres composantes de x s’exprime en fonction de (n—m) autre
composantes de x

Preuve :

dhy(x) Ohy(x*)  0Ohy(x") dhy(x")
/ 0x, 0X, 0Xme1 0x,,
JHx) =| s s P
\ahm(X*) Ohpm(x")  Ohy(x7) Ohy (x7)

ox, T 0xym  0xmes | 0%y

Soit la formule de Taylor appliquer a H au voisinage de x*.
H(x) = H(x") + JH(x")(x —x*) + o(llx —x"|])

Comme H(x) =H(x*)=0 on a forcément JH(x*)(x—x")=0 et JH(x")(x)=
JH(x")(x")

Soit JH(x*)(x) =JH(x")(x*) = «a

x* est régulier = JH(x*) est de rang plein m = il y a m colonnes linéairement
indépendantes

Supposons que les m premiéres colonnes soient linéairement indépendantes (si c’est pas le
cas on permute les colonnes)

]H(X*) = Umem(x*) : ]men—m(X*))
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Xm
]H(x*)x = Umem(x*) : ]men—m(x*))< >

Xn—m
= JHpxm (X)X + JHinxn-m (X )Xn-m = a.
= JHpxm (X)X = & — JHmxn-m (X")Xp—m.
Xm = UHpxm ()] 7 (@ = JHmsxin-m (X)) Xn-m) = & Otnm).

x = (X, xn—m)t = (EOn—m) Xn—m)-

Théoreme 3.3.5 :(théoreme de Lagrange-condition nécessaire de premier ordre)

Soit x* un minimum local pour le probléme (3.3) sous les contraintes H(x) = 0, et supposons
que les gradients des contraintes Vh,(x*), ..., Vh,,(x*) sont linéairement indépendants .alors

il existe un vecteur unique.

AT = (43, ..., Ay,) appelé vecteur des multiplicateurs de Lagrange, tel que :
m
VF(x) + Z A Vh(x") =0
i=1

Preuve : (indication)
D’aprées la proposition précédente :
H(x) = H (§(Xn-m), Xn-m)
(HCO), = JHmm ()] & + T (6) = 0

= JE@™) = —([Hmsm @)™ THymsenrom (X7)

On pose :

1= —Vfin () [ Hpem (x)

A Hpm (x7) = =Vfin (X7) = Vi (x") + X' Hypyim (x7) = 0.

* * * af( *) *ahi( *)
V() + AT Hm (") = 0 & =224 L 27 =20 =

6xk

Il reste les (n — m) autres équations.

0, k=1,..m.
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dOh;i(x")
axk !

NPT 7] *
C’est-a-dire : ’;;x )y Yt k=mm+1,..,n
k
Ona:

f(x) =f (E(xn—m):xn—m) = F(xn—m)-
f admet un minimum local x* = (x,, X5,_,) SOUS contraintes égalités.

Mais F admet un minimum local en x;,_,,, sans contraintes.

On a la condition nécessaire de premier ordre pour F:
VF(xp_m) = 0.
VF (xp-m) = Vf(§(Xn-m), Xn-m)
= Vi ()JE(x™) + Vi (x™) = 0.
On remplace J¢(x*) par sa valeur :
Vn ) (= Hmem ) THmsenm () + Ufo (37 = 0.
On obtient :

X JHpsm-m(X™) + Vf_m(x™) = 0.

m
dh;(x* af (x*
z)tl- i )+ A )=0, k=m+1,..,n.

axk axk
=1

Définition 3.3.6 (Fonction lagrangienne) Soit le probléme d’optimisation :

() h(x)=0 i=1,..,m

{ minimiser f(x)
x €R"

Et soit le vecteur 2 € R™. La fonction L: R™*™ — R definie par

L) = FO) + ) i)

32



Chapitre 111 : Généralité sur la programmation non linéaire

Est appelée lagrangien ou fonction lagrangienne du probleme (p).

Définition 3.3.7 On appelle sous espace tangent aux contraintes au point x* noté

T(x*)={d€R" / JH (x")d =0}.

Proposition 3.3.8: soit x* un point régulier admissible alors : T(x*) contient I’ensemble des

directions admissibles au point x*.

Preuve :
On a la formule de Taylor :
H((x*+td)=H (x")+JH (x*)td + o(||lx — x*|])

Ona:

H((x*+td)—H (x*) =JH (x*)td + o(||x — x™|]).

Pour que x* et x* + td soient admissible (d est une direction admissible)

= JH (x")d + 4P =g

= JH (x)d =0=d € T(x").
Exemple :
Soit {(x,y) € R? / x+y =1}
X=y= % G%) est admissible.
T(x)={deR?® /JH (x*)d =0}
={d ER? / (1,1)((‘2) _ 0}.
={(d,dy) ER? [ dy+d, =0} =d, = —d,.

(d1: dz) = (d1: _d1) = d1(1, —-1).
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On a une direction admissible (1, —1).
1 1 1 1 .. 1 1
(— ,—) +t(1,-1) = (—+ t,-— t) estadmissiblecar -+t +-—t = 1.
272 2 2 2 2
Théoréeme 3.3.9 (Condition nécessaire du deuxieme ordre)
On suppose que f et g;:gi(x) =0 i=1,..,m sontde classe c?.
Soit x* un minimum régulier alors :

a. 347 telque: Vf(x")+XM A Vgi(x*) =0.
b. H,L est semi definie positive sur T (x*)

Preuve :

Pour plus de clarté, on suppose qu’on a le probléme suivant :

min f(x,y)
gl,y) =0
x,y €ER

a. Est déja démontrée (condition nécessaire du premier ordre)
b. Ona: X" = (x*,y") régulierrg JG(x*,y*) = 1.

On peut exprimer x = x(y).

9(x,y) =gx(¥),y) =0.
gy =grx'+9,=0 = x'=-(g)7" gy
9" ),y) = (ghx' +gy) = (g4.%' + giy)x' + g X" + gy’ + gy = 0.
X" = =(g0) 7 ¥ ginx’ + 24" gy + 3y
Drautre part : F(y) = f(x(y),y) = F'(y) = f'(x).x" + f'(y).
F'(y) = (f{.x" + fy)' = (fox-x' + fily)- X' + fi. X" + f5.x" + fy

= X+ 20l + fy + F(—g) T (X g + 23 gk + g5y)]

= x'(fix + X gib)-x" + 2X' (£l + 1gy) + (fyy + A" g5,
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La condition nécessaire du deuxiéme ordre pour F(y) sans contrainte :

EF"E = 0 (on peut écrire F”" > 0 car £&.& = &2 = 0).

EF"E = Ex' (fin + X' g5)- x'E + 28x' (fiy + X' 93y )€ + E(fyy + A7 g3y )€ 2 0.
_ ’ Llyéx Llyéy Ex'
@ o 2) (7)o
g(x,y) =0.

JG(x,y) = (9% 95)
JG(x,y) (fzf ) = (9%.95) (if )
gxéx'+ 9.8 =gy (=g . gy + 9y.8

=89y +9,§=0 = @x" HEeTH) =
H, L est semi definie positive sur T (x*).

Théoreme 3.3.10 condition suffisante du deuxiéme ordre
Onsuppose que f et g;: g;(x) =0 i=1,..,m sontde classe c?.
Soit x* un point regulier :

a. 3AA; telque: Vf(x")+ X4 Vg;(x™) =0.
b. H,L est définie positive sur T(x*) alors x* est un minimum local.

3.4 Les problémes d’optimisation avec contraintes inégalités
Définition 3.4.1 On définit un probléme d’optimisation avec contraintes inégalités par :
minimiser f(x)

(») g;(x)<0 i=1,..,m (3.4)
x € R"

Onnote G(x) <0,G: R" — R™,
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Définition 3.4.2 La contrainte g; (x) <0 est dite active ou saturée au point x* si
gi, (x*) = 0.

On note I’ensemble des contraintes actives en x* par E = {i/g; (x*) = 0}.
Lemme 3.4.3 (Qualification des contraintes)

Pour que la qualification des contraintes soit vérifiée en tout point x € S il suffit que ’une
des conditions (i), (ii) et (iii) soit verifiée :

i.  Toute les fonctions g; sont linéaires (Karlin 1959)
ii.  Toutes les fonctions g;sont convexes et S a un intérieur non vide (Slater1950)
iii.  Pour que la qualification des contraintes soit vérifiée en tout point x* € X, il suffit que
I’on ait : les gradients Vg;(x*), i € E des contraintes saturées en x* sont linéairement
indépendantes (Fiacco et McCormick).

Théoreme 3.4.4 (Théoreme karuch, Kuhn et Tucker)
(Condition nécessaire de premier ordre)

Supposons que les fonctions f et g;,i = 1, ..., m sont de classe C'. supposons que x* est un
minimum régulier pour le probleme (1.4) alors il existe 2j,..,A4;, € R*appelés
multiplicateurs de karuch, Kuhn et Tucker tel que

Vi(x*) + X, 27 Vgi(x™) = 0.
Vg (x) =0, i=1,..,m,
A =0

Preuve :

On ramene le probléme (3.4) a un probléme avec contraintes égalités par 1’ajout des variables
d’écarts, on aura donc

minimiser f(x)
(p) g (X)) +z=0 i=1,..,m
xER"z>0

Ou le lagrangien L(x,z,4) = f(x) + X2, 4; (gi(x) + z;)

D’apres le théoreme de Lagrange 3 A7 € R tel que
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i, VL.(x%,z%2") = 0.
ii.  VL,(x*,z",A*) =0.
iii.  VLy(x*z51)=0.
De (i)onaVf(x*) + Y™, A7 Vg;(x*) =0

{/1}‘20&' z; =0
Ai=0si z/>0

(i)
& Az =0 120, z =0

= A(- g(x))=0, 4;=0, z =0
e 4 gi(x) =0, 4;=0, z

i =0

Donc il existe A; = 0 tel que Vi(x*) + X% A4 Vgi(x™) = 0.
Aigi(x*) =0, i=1,..,m
3.5 Les problémes d’optimisations avec des contraintes mixtes [10]

Définition 3.5.1 On définit un probléme d’optimisation avec contraintes égalités et inégalités
par :

minimiser f(x)

gix)<0 i=1,...m
() hi(x)=0 j=1,..,p (35)
x € R"

Ou fiR* - R, g;:R*" >R, i=1..m, hi:R* - R, j=1,..,p.

Définition 3.5.2  Un point x° admissible pour le probléme (3.5) est dit régulier si les
gradients Vg;(x°) et th(xo) sont linéairement indépendants i.e. ;

<V9i(x0)

=|E|+ P | € E.
rg th(x°)> |E| + i

Lemme 3.5.3 (Qualification des contraintes)

Pour que les qualifications des contraintes soient vérifiées en tout point x € S il suffit que
I’une des contraintes (i) et (i1) soit vérifiée :
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i.  Si les fonctions g;(i = 1,...,m) sont convexes et les fonctions h;(j = 1, ..., p) sont
lineaires et il existe x tel que g;(x) <0, i=1,..,meth;(x) =0, j=1,..,p alors
la qualification des contraintes est vérifiée partout sur le domaine admissible (Slater).

ii. rg (Vgi(xo)) =|E|+P IEE (Fiacco et McCormick)
' Vh;(x) '

Théoreme 3.5.4 : (théoreme de KKT)
(Condition nécessaire de premier ordre) [10]
Supposons que f, et les fonctions g;, i = 1,...,m, etles h;, j=1,...,p sontde classe C".
Supposons que x* est un minimum local régulier pour le probléme (3.5), alors ils existent
1 Am € RY et yj, ..., uy, € Rappelés multiplicateurs de Lagrange tel que :

Vi) + 2247 Vgi(x™) + -, pjVhi(x*) = 0.

2;gi(x") = 0.
Preuve :

On rameéne le probléme (3.5) a un probleme avec contraintes égalités en ajoutant des
variables d’écarts, on obtient le probléme suivant :

gi(X)+Zi=0 i=1,..,m
hj(x) =0 j=1,..,p
x ER" ZL'ZO.

minimiser f(x)
® {

On a le lagrangien

m p
Lz AR = FG)+ ) A (000 +2) + ) iyhy()

]

D’apres le théoréme de Lagrange il existe des A; € Ri=1,..,met /,L;f ER j=1,..,ptel
que :

a. V,L(x*,z"A%u")=0.
b. V,L(x*,z",A*,u*) = 0.
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c. VuL(x*,z", 21", u*) =0.
d. VHL(x*,Z*,/l*,u*) = 0.

De (a) ona Vf(x*) + X, &} Vgi(x*) = 0

A;=20si z;=0
(b){/’l’{=05i z; >0

& Az, =0 1420, z,=20

e (- g(x))=0 47=0, z =0

& A gi(x)=0 14=0 2z =0.
(d) V,L(x*z", 2", u*) = hj(x"), j=1,..,p sontadmissibles
Conclusion :
1o Am € RYetyj, ..., u, € R Tel que
Vi) + X247 Vgi(x™) + X9_, Vi (x*) = 0.
Et

Aigix*)=0,i=1,.., m

Remarque :

Si la fonction f et les g;,i = 1,..., m sont convexes et les h;,j = 1, ..., p sont convexes alors
la condition devient suffisante et on obtient un minimum global.

3.6 Problémes quadratiques

Définition 3.6.1 Un probléme d’optimisation avec une fonction quadratique et des contraintes
linéaires est appelé un programme quadratique. Le probléme quadratique général peut s’écrire
comme suit :

1
minimiserf(x) = ExtD x+clx+g
Ax=b

Qx <h (3.6.1)

x € R",
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Ou D est une (n,n) matrice symétrique, ¢, X sont des n-vecteurs, A est une (p,n) matrice
avec rang(4) = p, Q est une (m x n) matrice ; rang(Q) = m, b est un p-vecteur, et h est un
m-vecteur, g ER.

Remarque:

Si la matrice D est semi definie positive, on dit que le probleme (3.6.1) est un probléme
quadratique convexe (le probléme est dit strictement convexe si D est définie positive).

3.6.1 Conditions d’optimalité
3.6.1.1 Probléme sans contraintes

Théoreme 3.6.2.1 Considérons le probléme

min f(x) = %xtD x+ctx+g, (3.6.2.1.1)

XERM

Ou D est une matrice symetrique n X n,c € R"et g € R.

1. Si D n’est pas semi-définie positive, alors le probleme (3.6.2.1.1) ne possede pas de
solution, c¢’est-a-dire qu’il n’existe aucun x € R™ qui soit un minimum local de

(3.6.2.1.1).
2. Si D est définie positive, alors
x*=-D"1c (3.6.2.1.2)

Est I’unique minimum global de (3.6.2.1.1).
Preuve :
Nous avons Vf(x) = Dx + c et V?f(x) = D.
Supposons par I’absurde qu’il existe x* minimum local de (3.6.2.1.1).

D’aprés le théoréme (3.3.1), V2f(x) =D est semi-définie positive, ce qui contredit
I’hypothese.

Comme D est définie positive, le point x* dans (3.6.2.1.2) est bien defini et
Vf(x*)=-DDc+c=0.

Les condition suffisantes d’optimalité (3.1.2) sont vérifiées et x* est un minimum local de f.
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De plus comme D est definie positive f est strictement convexe donc x* est 1’unique
minimum global.

3.6.1.2 Probléme avec contraintes

Soit le probléme d’optimisation quadratique avec contraintes d’égalité :

min f(x) = ~x'D x + ctx (3.6.2.2.1)
x€ERM 2

Sous contrainte
Ax = b, (3.6.2.2.2)

Ou D une matrice symétrique € R™™,c € R",A € R™ " et b € R™.

La fonction lagrangienne est
1
L(x,2) = Exth + ctx + At (b — Ax),

Avec A € R™. en appliquant directement le théoréeme (3.3.5) la condition nécessaire
d’optimalité du premier ordre s’écrit

V,.L(x,1) = Dx + ¢ — AtA = 0. (3.6.2.2.3)

En combinant (3.6.2.2.2) et (3.6.2.2.3), on obtient le systéeme linéaire

(g _64 t) (;) - (_bc)' (3.6.2.2.4)

Montrons dans quel cas ce systeme posséde une solution unique.

Lemme 3.6.2.3 Soit le probleme quadratique (3.6.2.2.1)-(3.6.2.2.2), avec A de rang plein. Soit
Z € R™@ ™) yne matrice dont les colonnes forment une base de I’espace nul de 4, c’est-a-
dire AZ =0, et Z de rang plein. Si la matrice hessienne réduite ZtDZ est definie positive,
alors le systeme (3.6.2.2.4) est non singulier et posséde une solution (x*, A*)unique.

Preuve : Soit xet A tels que

G )0 =6)
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C’est-a-dire Dx = A'A et Ax = 0. montrons que xet A sont nuls pour prouver que la matrice
est non singuliere. Comme Ax = 0,0n a

o= (5 L)) =vn

Comme Z est de rang plein, il existe y tel que x = Zy. Des lors,
ytZtDZy = 0.

Puisque Z'DZ est definie positive, alors y = 0.en consequence, x = Zy = 0 et la premiére
€quation s’écrit

Dx—AtA = —AtA = 0.
Comme A est de rang plein, alors A = 0.
3.7 Ladualité de Lagrange
Définition 3.7.1 Soit le probléme primal P

minimiser f(x)
gix)<0 i=1,..,m
hj(x)=0 j=1,..,p

x € R"

(») (3.7.1)

On définit la fonction de Lagrange associée au probléme P par :

m p
LA = fO) + D g0 + ) i),
i=1 j=1

On déefinit le probleme dual de p par :

D {M aximiser 6 (A, u)
A=0

OU (A, ) = inf{f (x) + X% A; g:(x) + XF_; uyhy(x)} est la fonction duale
X

Théoréme 3.7.2 (Théoréme de dualité faible)

Soit x une solution admissible de (p), soit encore (4, u) une solution admissible de D, 2 = 0,
alors f(x) = 6(4, ).
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Preuve :
Par définition de 6, ona :
04, 1) = inf, {f(x) + A°g(x) + u*h(x)}.
< fl)+ Ag(x) + pth(x) < f(x)
Puisque 1 = 0,g(x) < 0et h(x) = 0.
Corollaire 3.7.3

Siinf, {f(x) + A'g(x) + uth(x)} = —oo alors (A, u) = —oo pour certain A > 0.

Corollaire 3.7.4.

Sisup {68(4,u): A = 0} = oo, alors le probléme primal n’admet pas de solution admissible.

Théoréme 3.7.5

Soit f:R®" — R, g : R® — R™, des fonction convexes et soit h: R™ — RP une fonction
affine de formeAx — b = 0. Supposons que les qualifications des contraintes sont vérifiées.
Alors il existe x € R™ tel que g(x)<0 et h(x) = 0, alors

inf, {f(x) + A'g(x) + u*h(x)} =sup {8(}, w)}. 21=0.
Preuve :

Pour tout x admissible et tout A > 0,u € R on a g(x) <0 et h(x) =0 et du théoréme
(dualité faible) on obtient

m p
001 = inf FCO + ) A i) + ) by .

J
m p
< F@+ ) 4 gD+ ) why() < f@)
i=1 j=1

En prenant le minimum sur tout x admissible on obtient
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O(Au) < f(x*) VA=0, ueR? (3.7.5.1)
Ou x* est la solution optimale du primale.
D’aprés le théoreme de KKT il existe * € R, u* € RP tel que
A;gi(x*)=0, i=1,..,m,

En utilisant la définition de la fonction duale on obtient
m p
O, 1) = nf FCO+ ) 4 gi@) + ) wihy() (.
i=1 j=1

= FG) + S0 A g + B0, iy () (37.5.2)
= f (&)

Donc de (3.7.5.1) et (3.7.5.2) on voit que (1%, u*) est la solution optimale du probleme dual et
que O(A", )= £ (x*)

Définition 3.7.6 On définit le point selle du lagrangien associée a (3.4), un point (E, I) tel que
A=0

L(x,A) < L(x,2) < L(x,2).
Ou
L(x,2) = min L(x, )
e
Théoréme 3.7.7 (E, i) est un point selle pour L(x, A1), avec (1 € RT") si et seulement si :

a. L(%7) < L(x7)

b. gg(x) <0 i=1,..,m.
C. )L_igl-(f) =0 i=1,..,m.
Preuve :

(%, 1) est un point selle :

a) Est vérifiée par la définition du point selle .
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b) Ona:vA >0 L(x,4) <L(x2)

fE®+ D hg@® < f@+ ) Lg®
i=1 i=1

m

D i-T)g® =<0 )
i=1
Par ’absurde :
Sib) n’est pas vérifiée : Jiy tq g;,(x) >0
Si on prend 4; , assez grand, on doit avoir Y72, (2; — 4;) g;(®) = 0
Donc on a une contradiction avec (*) donc ce qu’on a supposé est faut
=g (x)<0, i=1,..,m

b) est vérifiée.

c)sionprend 4; =0, i =1,..,m. dans (*).
m m
Y hg@<0 = Y Lg@=20 ®
i=1 i=1

Ona

g9i(x) <0 i=1,..,m

Il >0 i=1..m

T2 9i(0) < 0 (i).

De (i) et (ii) = Y7, 1, 9;(%) = 0 = 4,9;(%) = 0, i=1,..,m

c) estdonc vérifiée.

Réciproquement :

Dea) L(X,1) <L(x,A) Vx (1)
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(© = L(xA) = [0+ TR 4g: @) = ().
L) = f@) + 349 ®) < f() = L(%, 1) (2).
(1) et (2) = (x, 1) est un point selle.

Proposition 3.7.8 Si (E, Z) est un point selle du lagrangien associée au probleme (3.4) alors x
est solution du probléme (p).

Preuve :

a) L(E, Z) < L(x, I)
(x,2) estun pointselle = { b) g;(x) <0 i=1,..,m
¢) 4,9;(@) =0 i=1,..,m

a) L(x,2)<L(x2)

fG)+Z212i9: () < fO) + T, 4ig: () < f(x) v Verifies g;(x) < 0.
f(x) < f(x)vx Vérifiant g;(x) < 0 © x est un minimum global pour (p).
Remarque:

C’est un résultat trés général qui s’applique dans le cas général, mais pour certains problémes,
il peut ne pas exister de point selle.

C’est le cas en général pour les problémes non convexes en particulier les problemes discrets
(problémes en nombres entiers).
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CHAPITRE IV: Méthodes de résolution en programmation quadratique convexe

Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons les différentes approches développées pour la
résolution des problemes de programmation quadratique convexe avec contraintes d’inégalités
linéaires. Dans la littérature, plusieurs méthodes ont été développées pour la réalisation des
problémes de programmation quadratique. Elles sont généralement des extensions de celles
développées pour la programmation linéaire.

4.1 Méthode quadratique de Wolfe (1959)

Beaucoup d’algorithmes ont ét¢ développés pour la résolution du probléme de programmation
quadratique convexe, mais il serait intéressant de connaitre la méthode la plus classique de
Wolfe, qui n’est autre que la méthode du simplexe légérement modifiée.

Le principe de cette méthode est la résolution du systeme de Kuhn-Tucher et consiste a
trouver une solution réalisable pour un systeme linéaire avec une condition supplémentaire du
type x;6; = 0, Ol xet§ sont des vecteurs de méme dimension. En d’autre terme c’est trouver
une solution réalisable basique initiale en résolvant un probléme de programmation linéaire,
assujetti a la nouvelle condition. VVoyons les cas suivant :

4.1.1 Cas d’un probléme quadratique standard ( P.Q.C)
Formulons le théoreme de K.K.T pour le probléme suivant :

1
F(x) = Exth + ¢tx — min
Ax = b, (4.1.1.1)
x>0,
ouDt=D=>0, ceR", b €€R™, rangd =m < n.

Ce probléme peut encore s’écrire sous la forme équivalente suivante :

¢/ F(x) = 2xtDx + ctx — min
2

Ax—b <0,
9 —Ax+b <0, (4.1.1.2)
—x<0,
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Le point de minimum x* est alors caractériseé par les équations et les inégalités suivantes :

Il existe deux m-vecteurs 17 = 0, A5 = 0, ainsi qu’un n-vecteur §* > 0 tels que

a(x) 1’ 2)6):0F
2 (Ax* —b) =0,
Ay (—Ax* +b) =0,
<6*tx*=0,
Ax*—b =0,
x>0,
6" =0,
1=>0,
.\ 1;=0.

Ou
1. t t t t
L(x,A1,25,6) = 5 Dx +c'x+ A(Ax — b) + A5(—Ax + b) — 8'«x,

0L . .
a(x,/ll,/lz,(S‘) :Dx+C+A Al_A AZ_S

Enposant A = 1; — 4,, A € R™, le point x™ est defini par le systeme suivant :

(Dx*+A'A =6 =—c, (L)

| Ax* = b, (L,)
5*tx* =0, (L3)
| 2(4x* = b) =0 (L)

x*>0,A"€R™ 6§ >0.

Comme I’équation (L,) est tout le temps vérifiée, le systeme se réduit ainsi :

Dx* + A =6 =—c, (L)
Ax* = b, (Ly)
5*tx* =0, (L3)
x*>0,1* € R™,&* = 0.

Un tel systéme n’est pas linéaire par rapport au multi-vecteur (x*,1*,6*) a cause de
I’équation(L3). On obtient donc un systeme linéaire de (n + m) equations a (n + m + n)
inconnues, constitué des equations (L) et(L,), avec en plus n équations non linéaires &;x; =
0,j = 1,n. Pour trouver une solution telle qued;x; =0, j=1,n , il suffit d’obtenir une
solution réalisable basique du systeme linéaire, avec x; basique et 6; non basique ou vice-
versa. Pour cela, on appliquera la premiere phase du simplexe et on choisira 1’indice j, du
vecteur qui entre dans la base de telle sorte que les vecteurs-colonnes correspondant a x;, et

8jo Ne se retouvent pas en méme temps dans la base. Pour appliquer la méthode du simplexe,
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il faut alors écrire le systeme (L,), (L,) sous forme standard, a savoir que le second membre
doit étre positif ou nul, ainsi que le vecteur A*qui doit étre réécrit sous la forme :

A =af —an, Ui 20, a; =0, i=1m.
4.1.2 Algorithme
Algorithme
Début

1. Introduire les données, D, A, b, c;
Appliquer les conditions de K.K.T au probléme ;
Déterminer les équations de K.K.T ;
2. Détermination des parametres du programme linéaire ;
Introduire les variables artificielle v; ;
Construire la matrice des contraintes A
Construire le vecteur du second membre b
Construire le vecteur des codts c ;
3. Initialiser le vecteur solution (x, A4, 8, v) ;
Déterminer I’ensemble des indices /g et Jy ;
Extraire les éléments de base x5, cg, A5 ;
4. Calculer le vecteur des potentiels ut = ¢} Azt ;
Calculer le vecteur des estimations E; = utAy — ¢k ;
SiEY, = 0 Alors la solution actuelle est optimale ;
Sinon aller a (5) ;
FinSi ;

5. Déterminer la variable qui entre en base tout en vérifiant la condition

Déterminer la variable qui sort de la base ;
Mettre a jour (Ap, xg, cp, /g, Jy) et alleren 4 ;

Fin.
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4.1.3 Exemple numérique
Soit le probleme quadratique suivant ;

F(x) = x? 4+ x;x, + 6x% — 2x;, + 8x, — min,

2x1+x, <5 (4.1.3.1)
X1,X5 = 0.

X1+2xZ <4
S.c{
Le probleme (4.1.3.1) se formule ainsi :
F(x) = x? 4+ x;x, + 6x5 — 2x;, + 8x, — min,

2x1+x2+X4 = 5 (4132)

x1+2x2+ x3 = 4‘
S.c
X1,%X2,%X3, %4 = 0.

Si (x4, x5, x3, x4) €st un point de minimum de la fonction F(x), alors 31 €

RZ; 61, 52, 63, 64 = 0 TeIS que .

( 61:( 18) =0
axl xtt - )

aL (xl A‘I 5) = 0)

dx,

2L 16

ax3 (xy ) ) - 0)
{ 2L 18

ax4 (xy ) ) - 0)

et
X1+2x,, x3 = 4,
2x1+x5,%4 =5,
LXj = 0,6] = 0,] = 1,4,

Ou

(4.1.3.3)

L(x,4,8) = x? + xyx, + 6x% — 2x1 + 8xy + A, (1 +2x5, X3 — 4) + 1,(2x;+%5,.%4 — 5)

—01X1 — 02Xy — 03X3 — O4X4.

Alors on obtient le systéme suivant :
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(0L
_:2x1+x2_2+/’{1+212_61:0,
0xq
0L

—=x1+12x2+8+211+12—52=0,
dx,

0L

6_}%211_632()@/11:63,

lar (4.1.3.4)
__12_5420@/12 =64,,

0x,
et
x1+2x2+ x3 = 4‘,
le+xZ+x4 = 5,
C'est-a-dire
( 2x1+x2 + 63 + 264, - 61 = 2 (Ll)
x1+12x2 + 263 + 54 - 62 = _8 (Lz)
x1+2%54 X3 = 4 (L)
le+xZ+X4_ = 5 (L4-)
\ %20,620,j=14

En multipliant (L) par (-1) le systéme (4.1.3.4) s’écrit donc :

( 2x1+x, — 8, + 63 + 26, = 2

—x1—12x, + 8§, — 263 -6, = -8

X1+2x54 X3 = 4

) 2X1+X5 4%y = 5
6ix; =0

\ %>08=0,j=14

Nous avons obtenu un systeme linéaire de 4 équations avec 8 inconnues et 4 équations non
lineaire. Pour trouver une solution telle que &;x; = 0 avec j = 1,4, il suffit d’obtenir une
solution realisable basique (x, §) du systéme lineaire avec x; basique et §; hors base ou vice-
versa. Pour cela, il faut choisir I’indice J, entrant dans la base de telle sorte que les vecteurs-
colonne corespondant a x;, et §;, ne se trouvent pas en méme temps dans la base.
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Appliquons la premiére phase du simplexe en considérant le probléme de programmation
linéaire suivant :

Z = —v; — max
(2x1+Xy — 81 + O3 + 264 + vy 2
—x1—12x2 + 62 - 263 - 64, = 8
SC< x1+2x2+ X3 = 4 (4‘135)
le+x2+X4 = 5
| %2082>0j=14 v,>0

Le vecteur x = (x, 6, v;) = (0,0,4,5,0,8,0,0,2) est une solution réalisable initiale basique du
probléme (4.1.3.5), avec Az = (aq, ae, as, a,) = I,. Dressons alors les tableaux simplexes
suivants :

x| x; X X3 | X4 | 81| 62| 63| 64| Ve
c|0 0 oj0|j0|O0O|0]O0]-1
Cp base | b | a; a, as |a, |as | ag |a; | ag | ag | 6
-1 ag | 2| 2 1 ojo0o|-1(0(21]2|1]1
0 ag |8 -1 -12 0(0|]0|21]|-2[-1{0| o |>j,=9
0 a; |41 2 1/0(0|]0|0|O0]|]0] 4
0 a, |5 2 1 0(1]0|0|0|0] 0|52
z=-2 E|-2 -1 ojo0|1|0(-1]-2]0
Tjo=2
Tab. 1. Phase 1 du simplexe
X | x Xy X3 | X4 | & &, O3 04 (21
c 0 0 0] 0 0 0| O 0 -1
Cp base |b | a; a, as; | a, | as | ag | a; | ag ay |6
0 a, |1 1 1/2 0 O (-2 0 |1/2| 1 | 1/2
0 ag | 9] O 0 0 O |-1/2| 1 |-32| 0 | 1/2
0 a; | 3| O 23/12 | 1 0| 12 0 | -12 | -1 | -1/2
0 a, (3] O 3/2 1 1 1 0 -1 -2 -1
0
z=0 E O 0 0 0 |0 0 0 0 1

Tab. 2. Phase 2 du simplexe
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Le critére d’optimalité étant vérifié, il s’ensuit que le vecteur x = (1,0,3,3,0,9,9,0, 0,0) est
une solution optimale du probleme lineaire. Par consequent, la solution realisable basique du
systéme d’optimalité du probléme quadratique est le vecteur (J?, 5 ) tels que

56\ = (flﬁ/)\ch £3P 56\4-) = (110131 3)1
8 = (81, 82, 83, 84) = (0,9, 0, 0)

Donc le point de minimum du probléme (4.1.3.1) est le vecteur x* = (1,0), avec F(x*) = —1.

4.2 Méthode direct de support pour la résolution d’un P.Q.C.

standard

La méthode du simplexe quadratique de Wolfe est la méthode la plus classique pour la
résolution d’un probléme de programmation quadratique convexe. Dans ce qui suit , on
applique la méthode de R. Gasbassov et F.M. Kirillova appelée Méthode Direct de support,
pour la construction d’un algorithme de résolution d’un probléme de programmation
quadratique convexe, donné sous forme standard.

Le principe de cette méthode est le suivant : partant d’un plan de support initial, formé d’une
solution réalisable et de deux matrices non dégénérées correspondant respectivement aux
contraintes et a la fonction objectif, chaque itération consiste a trouver une direction
d’amélioration et un pas maximal le long de cette direction de facon a améliorer la valeur de
la fonction objectif, tout en s’assurant de ne pas sortir du domaine admissible déterminé par
les contraintes du probleme.

4.2.1 Position du probleme et définitions
Le probléme de la programmation quadratique convexe se présente sous la forme standard
suivante :

1
F(x) = EXtDX + ctx — min, (4.2.1.1)
Ax = b, (4.2.1.2)
x>0, (4.2.1.3)

Ou Dt =D >0, c et x sont des n-vecteurs, b est un m-vecteur, A une matrice d’ordrem X n,
avec rangA = m <n; I ={1,2,...,m}: ’ensemble des indices des lignes de 4,

J ={1,2, ..., n}:L’ensemble des indices des colonnes de A.
Soit une partition de I’ensemble J telle que J = {1,2, ...,n} = J5 U Jy,avec
Je Ny =0, 1Jsl =m.
On peut alors écrire et fractionner les vecteurs et la matrice A de la maniére suivante :

x=x()=(x, j€J)
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Xp
x = <_ _>' x5 = 20p) = (%) €Jp),  xw =xUw) = (x7.] € J),

XN

Cp

c= <_ _>' cg=cUp) =(c.j€Js)  ev=cUn) =(c.j€Jn).

Cn
aij
A=AUD=(a;j, 1<i<m, 1<j<n) A=(a,j€]), aj=< : )

A= (AB/AN)' AB = A(I)]B)’ AN = A(Iﬂ]N)

Définition 4.2.1.1Un vecteur x verifiant les contraintes (4.2.1.2)-(4.2.1.3) est appelé planou
solutionréalisable du probléme (4.2.1.1)-(4.2.1.3).

Définition 4.2.1.2 Un plan x° est dit optimal si

1 1
F(x°) = ExothO + ctx0 = minixth + ctx,
Ou x est pris parmi tous les plans du probléeme (4.2.1.2)-(4.2.1.3)

Définition 4.2.1.3 Un plan x€ est appelé e-optimal ou sub-optimal si
1 1
F(x¢) —F(x° = > (x€)tDx€ + ctx€ — 3 (x9)tDx% — ctx% <,
Ou x? est une solution optimale du probléme (4.2.1.1)-(4.2.1.3) et € est un nombre positif ou
nul, donné a I’avance.
Définition 4.2.1.4 L’ensemble J5 C ], |Jg| = m, est appelé support des contraintes si
detAB = detA(I,]B) * O

Définition 4.2.1.5 le couple {x,/z}, formé du plan x et du support Jz, est appelé plan de
support des contraintes.

Définition 4.2.1.6 Le plan de support est dit non dégénéré si
x>0, Vj€E]Jp (4.2.1.4)

4.2.2 Formule d’Accroissement de la fonction objectif
Soit {x, Jz} un plan de support des contraintes du probléeme (4.2.1.1)-(4.2.1.3). Considérons un
autre plan quelconque x = x + Ax.
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L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :
_ 1_+ _ _ 1
F(x)—F(x) = >x DX + c¢'x — Exth —ctx
1 1
=3 (x + Ax)'D(x + Ax) + ct(x + Ax) — Exth —ctx
1
= (Ax)*(Dx +¢) + > (Ax)DAx,

F(x)—F(x) = g*(x)Ax + % (Ax)tDAx (4.2.2.1)

Ou g(x) = Dx + c est le gradient de la fonction (4.2.1.1), avec g(x) = g(J) = (g,,j €
J),95 = 9Us), gn = gUn)-

Par ailleurs, on a {ﬁ; — Z & Ax = A(Ax + x) = AAx + Ax = b = AAx = 0.
Axp

En posant Ax = <— —>, Axg = Ax(Jg), Axy = Ax(Jy),
Axy

L’égalité AAx = 0 s’ecrit AgAxg + AyAxy = 0; d’ou
Axg = —Ag tApAxy. (4.2.2.2)

La formule (4.2.2.1) devient alors :

~ 1 /Axg\" _ (Ax
— =gt t P 5 N
F(x) — F(x) = ggAxp + gyAxy + 2 (AxN) D (AXN>'

En vertu de (4.2.2.2), on obtient donc
F(x) —F(x) = gg(_AB_lANAXN) + gItVAxN
+ % (—Ap ' AyAxy, Axy) D (—Ag~  AyAxy, Axy)
= [_QEAEIAN + g,t\,]AxN + % (Axy)t (_AIE;AN)t D <_AIE;AN) Axy,
Ou Iy = I(Jy,/Jy) est une matrice identité d’ordre (n — m).
Posons

—Ag' Ay
Iy

Z=20]y) = ( ),M(]N, Jv) = Z¢DZ, (4.2.2.3)

Et définissons le vecteur des potentiels u ainsi que le vecteur des estimations E comme suit :
ut =gpdp',  E'=E'()) =g" —u'Ad = (E; Ep),
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ou
EL =0, EL=g5—utA,.

Finalement I’accroissement (4.2.2.) aura la forme suivante :

1
F(x) — F(x) = E}Axy + 5 (Axpy) ZEDZ (Axy).

F(®) — F(x) = EbAxy + % (Axy)tM(Axy) (4.2.2.4)

Soit [y, et /y+ deux sous ensemble de J tels que

Jvo ={ji €Jn/x =0}, Jny ={j €Jn/x; > 0}.

Les sous-vecteursxy et Ey peuvent alors étre fractionnés sous la forme suivante :

X
v = (xﬁi) xno = (%, Jj €Jno)s xn+ = (X, J € Ins).

E . .
Ey = (Egi)' Eno = (Ep ] E]No); En, = (Ep ] e]N+)-
La formule d’accroissement (4.2.2.4) peut s’écrire :
_ 1
F(X) — F(x) = EoAxpno + EfAxyy + 5 (Axy) M Axy. (4.2.2.5)
4.2.3 Critére d’optimalité
Théoreme. Soit {x, /s }unplandesupportdescontraintesduprobleme(4.2.1.1) — (4.2.1.3).

Alors les relations :

E; =0 sij € Jyo,
j .
{Ej =0 sij €]1v+,] €Jn (4..2.3.1)
Sont suffisantes pour I’optimalité du plan x.

Ces mémes relations sont aussi nécessaires, si le plan de support des contraintes est non-
dégenéré.

Démonstration. Condition suffisante :

Soit {x, Jz} un plan de support des contraintes vérifiant les relations (4.2.1.2.). Pour tout plan
x du probléeme (4.2.1.1)-(4.2.1.3), la formule d’accroissement (4.2.2.5) nous permet d’écrire :

AF = F(X) — F(x) = E§oAxyo + Ef L Axy s,
Car la matrice M est semi-définie positive.
D’ou
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F@-F@2 Y EFH-9)+ ) EFG-x)

]E]NO ]E]N+
En vertu des relations (4.2.3.1), on aura

F®-F(O 2 ) E%20,

J€INo
Car x est un plan du probléme (4.2.1.1)-(4.2.1.3). D’ouF (x) = F(x).
Le vecteur x est par consequent une solution optimale du probléme (4.2.1.1)-(4.2.1.3).

Condition nécessaire : Soit {x,/g} un plan de support optimal non-dégénéré du probléeme
(4.2.1.1)-(4.2.1.3) et supposons que les relations (4.2.3.1) ne sont pas vérifiées, c.-a-d., qu’il
existe au moins un indice j, € Jy, tel que

Ejo <0, pour j, € Jyo OU bien Ej; # 0, pour j; € Jy.

On construit alors un autre plan x = x + 81, ou 8 est un nombre réel positif, et [ = [(J) est un
vecteur de direction que 1’on construit comme suit :

{ljo = —signkj,
L =0,j #jo,j €Jn-

D’autre part, on doit avoir

Ax = Ax + 0Al = b < Al = Aglg + Ayly = 0.
D’oulp = —Ag'Ayly = Ag'ajosignEj.
On a donc

ljo = _SignEjo,

i=0,j#joJ€Jn
lB = AElajosignEjO

Le vecteur x Vérifie la contrainte principaleAx = b. Pour que x soit un plan du probleme
(4.2.1.1)-(4.2.1.3), il doit en plus vérifier I’inégalité

x=>20=x+6l=0.
Soit, en écrivant composante par composante

9l] = _.X'j, ] E]N’ Hl] € [—Xj, +OO[,
{Hljo = —Xjo- < { OsignEj, < x;g

Pour jo € Jyo, ONaEjp <0etxj =0 = 6 = 0.

Pour jo € Jy+, 0naEjy # 0 = Ejo > 0 0u Ej < 0.
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Si Ejp > 0 comme x;, > 0, 0naf#signEj, < xjp = 6 < xjo.
Si Ejp < 0 comme xj, > 0, 0na0signEj, < xjp = 0 = —xjo.

Comme x; > 0, j € ], le vecteur x sera alors un plan du probléeme (4.2.1.1)-(4.2.1.3) pour un
nombre 6 positif assez petit.

La formule d’accroissement (4.2.2.4) nous donne :
_ 1
F(x) — F(x) = EfAxy + EAthMAxN
t 1 27t
= HENZN + 56 lNMlN
1
1
=6 (—|Ej0| + Em}leN) = ¢(6). (4.2.3.2)
Pour 6 et [ ainsi choisis on aura —|Ejo| +%91,§,MZN < 0.D’ou F(x) —F(x) <0, ce qui

contredit I’optimalité de x .

Par conséquent, les relations (4.2.3.1) sont suffisantes, et aussi nécessaires pour l'optimalité
du plan x dans le cas ou x est non dégénéré.

4.2.4 Critere de sub-optimalité

Pour estimer ’écart qui existe entre la valeur optimale F(x°) et une autre valeur F(x) d’un
plan de support des contraintes quelconque {x,/z}, il suffit de remplacer dans la formule
d’accroissement (4.2.8). le vecteur x par x° et de minorer 1’expression. On aura donc :

F(x®) —F(x) > Z Ei(x) — x;).
JEIN
D’ou
F(x) —F(x% < Z Ej(x; — x}).
JEIN

Puisque la solution optimale x° est admissible et en supposant que Ey > 0, nous aurons

(xjp >0, jJE])=(x; — xjp < x — 0) = (Ej(x; — xjp) < Ejx;).

Par conséquent, on obtient la majoration suivante :
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F(x) —F(x% < Z Eixj = B(x,]p). (4.2.3.3)

JEIN
Le nombre S (x, /) est appelé estimation de sub-optimalité.. On a alors le théoreme suivant :
Théoréme 4.2.4 (Condition suffisante de sub-optimalité)

Soit {x,/g} un plan de support des contraintes du probléme (4.2.1.1)-(4.2.1.3) et € un nombre
positif ou nul arbitraire.

SiEy = 0etsi B(x,Jg) < ¢, alors le plan x est e-optimal.
Démonstration.

En vertu de (4.2.3.3), nous avons

FOO—FO) < ) B =fr)s) Se=F@x) - Fa') < e

JEIN
Alors le plan x est donc e-optimal.

4.2.5 Méthode de résolution

Avant d’entamer la méthode de résolution donnons quelques définitions essentielles.

Définition 4.2.50n appelle support de la fonction (4.2.1.1) I’ensemble des indices Jg < Jy tel
que detMg =detM (Js, Js) # 0, ou M est la matrice (4.2.2.3).on posera Jyy = Jn'\/s-

= On appelle support du probleme (4.2.1.1)-(4.2.1.3) I’ensemble Jp, = {Jg,Js} formé du
support des contraintes /5 et de celui de la fonction objectif Js.

= On appelle plan de support du probléme (4.2.1.1)-(4.2.1.3) la paire {x, Jp} formé du plan
x et du support Jp, il est dit accordeé si E(Jg) = 0.

= Ladirection [ est dite admissible si Al = 0.

Elle est dite d’amélioration si en outre E*l < 0(¢@(8) < 0).

4.2.6 Algorithme de résolution
Etant donné un nombre réel positif ou nul quelconque € et un plan de support initial{x, J5}, le

but de I’algorithme est alors de construire un plan e-optimal x€ ou carrément un plan optimal

x0.

L’itération de I’algorithme consiste a faire le passage de {x, Jp} vers {fjp} tel que

F(x) < F(x).Pour cela, construisons le nouveau plan x de la maniére suivante :

x = x + 601, ou [ est un n-vecteur appelé direction d’amélioration ; 6 est le pas le long de cette
direction.

Dans cet algorithme, on choisira la métrique du simplexe. On ne fera donc varier qu’une seule
composante parmi celles qui ne vérifient pas les relations (4.2.3.1).
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Pour que I’accroissement soit maximal, il faut choisir I’indice J, tel que :

|EJ'0| = max(|Ej|, je]NNO)'

OU Jyno € Jy est ’ensemble des indices non optimaux. On calcule [, de maniére & assurer

E'l < 0, on posera alors :
lijp = —signkj, L =0,j# jo, J € Jun-

On calculera la composante Ig de maniere a assurer Ej =Ej(x+6l)=0, j€Js. Envertu
de(4.2.2.3) nous avons :

_AZ1A
Ef = (g}é,gfv)( fN ”) =g'(x)Z.

Comme [ = Zly, on aura donc

—t
Ey=9'(x+0°D)Z = EL+0°1'DZ = EL + 6°15Z'DZ = Ef + 0°I{ M.

Finalement, on a
Ey = Ey + 0°Ml.
Puisque E (J5) = 0, alors I’équation E (J) = 0 est équivalente a
M(s,Js)Us) + Mg, Jnn)lUnn) = 0.
D’ou
1(Js) = —Ms Mg, Inn)LUnn)-
Ensuite, on calcule [z de maniére a avoir Al = 0:
lg =1(Jg) = _AEI(ASIS + Annlnn)-

Alors pour I’indice j,, nous avons les formules suivantes pour la construction de la direction
d’amélioration I = (I;,j € J) = (1Ug), 1Us), l(Jyn)):

lj, = —signk;,,
li=0, j#jo J€Jnn,
1Js) = +Ms ' M(s, Jo)signE,

\LUs) = —A5'[AU,J)LUs) — AU, Jo)signE;, |

(4.2.6)
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D’autre part, le pas 8 doit vérifier les relations suivantes :

1—911 < Xj,j E]B'
2—9l] < .X'j,j E]S'
3.0signkj < x;,.

En calculons les différentes valeurs maximales que peut prendre le pas 8 dans ces relations,
on aura

J€/B

00, sil; = 0.

J€Js
9, = {+ij SLE;, > 0,
Jo 0, si Ej, <O.

Ensuite, déterminons le pas 6 pour lequel le passage de x a x doit assurer une diminution
maximale de la fonction objectif, i.c., d’aprés (4.2.3.2) nous devons avoir :

dp(6) _

5 —0e —|E;,| + 6lyMly = 0.

On en déduit que la valeur de 6gest égale a:

|Ejo
HF = lIIVMlN,
o, Si lllleN = O

si LyMly >0,

Par conséquent, le pas maximal 6° Le long de la direction [ vaut :
6° = min(6;,, 6;,, 6;,, Or).

Le nouveau plan s’écrit X = x + 6°L siEy = 0 et B(x, /) < €, alors le plan X est eoptimal et
on peut arréter I’algorithme.

Sinon, on changera Jpdela maniere suivante :
e Si0°=¢;,alors],=]p Jo=Js Jp=]Jp;
L] Sl 90 = 9]'1, alorS]B = (]B\jl) UjOl ]S =]Sl ]P = {]B’]S};
° Si90=9js,a|0rS]B=]B, ]Szjs\js; ]pz{]B']_g};
o Si6°=6palors], =Jp Jo=JsUjo Jp=Ugls);

On recommencera alors une nouvelle itération avec le nouveau plan de support accordé
{xJ5}
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Remarque :le passage de {x, Jp} — {Ejp} assure les conditions :

detA; # 0, detMs#0, et E(J;)=0.

4.2.7 Finitude de la méthode

La finitude de la méthode de résolution présentée ci-dessus est garantie pour peu qu’une
certaine régle soit observée, a savoir qu’il faut commencer par changer en premier lieu
lescomposantes  non optimales, ne correspondant pas aux composantes critiques du plan
courant x

Soit Jynol’ensemble des indices non optimaux, formé des sous-ensembles suivant :

Inno =Je Y Jer

Avec J; ={j € Jyn/x; >0, E; # Olet J., = {j € Jyn/xj =0, E; <0}
Théoréme 4.2.7 Tant queJg # @, l'indice j, est toujours choisi dans Jg.

4.2.8 Algorithme de la méethode

La méthode est résumée dans I’algorithme suivant :
Algorithme
Début

0. Soit un nombre réel positif ou nul quelconque eet un plan de support initial
{x,]p}tel que Jp = {J5,Js}, avec Js = @ pour plus de facilité ;
1. Calculer le vecteur des estimations EY, = gk — utAy;
2. Test d’optimalité du plan de support{x, Jp};
Si Ey = 0 alors
Calculer la valeur de sub-optimalité 8 (x, Jg);
SiB(x,Jg) = 0; Alors
Le processus de résolution s’arréte avec {x, Jp}plan de support optimal ;
Fin Si
Si B(x,Jg) < €;Alors
Le processus de résolution s’arréte avec {x, Jp}plan de support
e- optimal;
Fin Si
Si B(x,Jg) > € Alors aller en (3) ;
Fin Si
Sinon (Ey % 0)Aller directement en (3) ;
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Fin Si
3. Changement du plan x enx : x = x + 6°L
- Choisir I'indice j, tel que |Ejo| = max(|E;|, j € Jyno).00/xno €st
I’ensemble des indices non optimaux ;
- Calculer la direction d’amélioration [ ;
- Calculer le pas 6° = min(6;,,6;,, 6, 0r).
- Calculer x = x + 6°1;
4. Test d’optimalité du nouveau plan x;
SiEy = 0 Alors
Si B(x,Jg) < €Alors
Le processus de résolution s’arréte avec {x, /p} plan du support e-optimal;
Sinon alleren 5;
Fin Si
Sinon (Ey = 0) Aller directementen 5 ;
Fin Si
5. Changement de support]Penjp ;
Si 6° = 0; Alors
jB = JB; js =Js; 7p = Jp;
Fin Si
Si 6° = 6; Alors
jB = (Us\1) Yo, jg =Js 7}3 = Usjs};
Fin Si
Si 6° = 9; Alors
Jp =Je Js =Is\is Tp = Upg s}
Fin Si
Sig° = 6;_ Alors
Jp=Is Js=JsYjo Jp={pgls};
Fin Si
Aller en 1 avec le nouveau plan de support (%, /).
Fin.

4.2.9 Exemple numerique
Soit le probleme de programmation quadratique suivant :

F(x) = xf +x1x; + 6X22 — 2x; + 8x, — min,

x1+2x2 + .X3 = 4‘
2x1+xy + x4 =5
X1, X5, X3,X4 = 0.
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Ona
2 1 0 0 -2
(1 12 0 0\ (s 4 121 0
D=1o 0 o0 0)°¢~ ob_(S)A (2101)
0 0 0 0 0

Soit x = (0,0,4,5)un plan initial du probléme. Posons J; = {3,4}, Jy = {1, 2}.

Nous avons alors Ag = (as,a,) =1, et Ay = (aq,a,) = (; i),AglAN = (; i)

Déterminant la matrice M = ZtDZ avec

1 0
— _ _AEIAN)_ 0 1
-2 -1
D’ou
2 1 0 0 1 0
:t:10—1—21120001:21
M=2zDz (0 1 -2 —1) 0 0 0 O -1 -2 (1 12)'
0O 0 0 O -2 -1
Calculons le vecteur gradient g(x) = (gg, gn):
2 1 0 0 0 —2 -2
1 12 0 0 0 8 8
g =bxtc=15 o o olla|T{ 0o |7\ 0 )
0O 0 0 O 5 0 0

5 =(o) et ov= ()

D’ou le vecteur des estimations :

-2
Ey =gy — (gltaAElAN)t = ( 3 )

Posons/s = @, Jyn = Jv —Js = {1,2}. La paire {x, Jp},avec/p = {J5,/s}, est alors le plan de
support du probléme considéré.

64



CHAPITRE IV: Méthodes de résolution en programmation quadratique convexe

Itération 1
Le critere d’optimalité n’étant pas vérifié pour I’indicej, = 1,
-Calculons alors la direction d’amélioration | :

i, =3 = —signk; =1, carE; <0
li, =0, St j# Jo

lJwn) = ((1))

l(]S) = (l,] E]S) =0, car (]S = (D)
1) = (4,) € Js) = -A5'40, 1) = (7))

-Calculons le pas 6° le long de cette direction :

Hfo =0, = o, car E; <0,

03:4

6;, = min6; = min{6s,6,}, avec {94 =5/2

JE€JB
6]1:64:5/2:>]1:4
9. = oo, car J¢ = 0,

Js

|E1| t
Op = = avec o = [yMly = 2,

O =2/2 = 1.

Donc 8° = min(6;,, 6

i1 i1, 0 HF) =0 = 1.onaalors le nouveau plan :

XxX=x+6°=

w w o

Donc
jB :]B = {3;4}; js = {1}r jNN = {2}! jp = {jBﬂjs}'
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On recommence alors une nouvelle itération avec le plan de support{ijp}:
Calculons alors le nouveau vecteur des estimations :

2 1 0 0\ /1 —2 0
(112 0 0)fo0 g8 | (o9

g =Dbx+c=|, " o oll3]Tl o |={0)
0 0 0 0/\3 0 0

Fa=(,)
N — 9 '
Le critére d’optimalité (4.29) étant vérifié, le vecteur x° = (1, 0, 3, 3) est alors un plan
optimal avec F(x%) = —1.
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Conclusion générale

Ce travail est une synthéses de deux méthodes de la résolutions des
probléemes de programmation quadratique convexe ( la méthode Wolfe et la
méthode adapté) ; pour cela nous avons d’abord rappelé les notions
fondamentales sur 1’algebre linéaire, la programmation quadratique et Ia
convexité ; ensuite nous avons présenté les résultats classiques sur I’optimisation
non linéaire , sans contrainte ou on a fait un petit rappel sur les méthodes de
minimisation et avec contraintes , les conditions d’optimalité de Kruch-Kuhn-
Tucker (KKT), ainsi que les théoremes de dualité en programmation quadratique
convexe .
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