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RESUME

La présente étude rentre dans le cadre de la recherche du domaine de sécurité des
éléments de structure en matériaux composites. Le probleme est abordé par la définition de
la sécurité par un seuil probabiliste : on fait appel a I'approche fiabiliste. Les événements de
I’environnement (champ de forces, action, ...) et comportement des matériaux (matrice,
inclusions, ...) sont simulés par des variables aléatoires et déterministes. L’objectif est de
montrer comment une évaluation fiabiliste, apportée par un dimensionnement mécanique,
peut étre obtenue. Pour cela, il est nécessaire de disposer d’'un modele mécanique et d’un
modele fiabiliste représentant correctement le comportement de ce type de structure.

Il s’agit d'une part, d’appliquer la méthode d’homogénéisation périodique pour
déterminer les caractéristiques mécaniques homogénéisées des matériaux composites.
L’homogénéisation des matériaux composites est effectuée en deux étapes :

- Homogénéisation du composite (matrice avec inclusions),
- Les caractéristiques du matériau composite homogénéisé étant définies, on effectue
une simulation du comportement de matériaux composites élasto-plastiques.

Il s’agit ensuite d’introduire I'endommagement dans le probléeme de I’homogénéisation,
c’est-a-dire ; une fois que les caractéristiques homogénéisées sont appréciées en I'absence de
I’endommagement amorcé par les microfissures et micro cavitations, il est alors possible de
revenir au probléme de localisation par une démarche de « relocalisation » pour analyser les
champs locaux et mettre notamment en jeu des criteres de rupture ou d’instabilité.

D’autre part, il s’agit d’estimer le risque de défaillance des éléments de structures; cela en
appliquant une approche probabiliste basée sur le principe du couplage mécano-fiabiliste.
Dans cette étude, afin de réaliser le couplage entre le modéle mécanique et le modéle
fiabiliste, il y a lieu d’utiliser une approche appelée méthode de surface de réponse (MSR)
permettant la construction de la fonction d’état limite, ce qui permet grace a I'utilisation de
techniques de fiabilité, I'estimation de I'indice de fiabilité, des scénarios et de la probabilité
de défaillance.

Nous validons notre formulation et modélisation du modéle mécanique, en confrontant les
résultats de nos calculs a des résultats expérimentaux ou a des solutions analytiques. Nous
validons aussi la démarche probabiliste de I’'analyse de fiabilité sur les modeles mécaniques
étudiés.

MOTS CLES

Homogénéisation — endommagement — relocalisation — modélisation — non linéarité —
composite — probabilité — fiabilité — surface de réponse — probabilité de défaillance.



ABSTRACT

The present study is part of the search for the field of safety of structural elements in
composite materials. The problem is addressed by the definition of security by a probabilistic
threshold: the reliabilistic approach is used. The events of the environment (field of forces,
action, ...) and behavior of materials (matrix, inclusions, ...) are simulated by random and
deterministic variables. The objective is to show how a reliable evaluation by a mechanical
dimensioning, can be obtained. To do this, it is necessary to have a mechanical model and a
reliable model correctly representing the behavior of this type of structure.

On the one hand, the method of periodic homogenization is applied in order to determine
the homogenized mechanical characteristics of the composite materials. The homogenization
of the composite materials is carried out in two stages:

- Homogenization of the composite (matrix with inclusions),
- The characteristics of the homogenized composite material being defined, a
simulation of the behavior of elasto-plastic composite materials is carried out.

It is then necessary to introduce the damage into the problem of homogenization, that is to
say; once the homogenized characteristics are appreciated in the absence of the damage
initiated by the micro-cracks and micro cavitations, it is then possible to return to the
localization problem by a "relocation"” approach to analyze the local fields and in particular to
of the criteria of rupture or instability.

On the other hand, it is to estimate the risk of failure of structural elements; by applying a
probabilistic approach based on the principle of coupling mechano-reliability. In this study,
in order to realize the coupling between the mechanical model and the reliabilistic model, an
approach called the response surface method (MSR) is used, allowing the construction of the
limit state function, which allows through the use of reliability techniques, reliability index
estimation, scenarios and probability of failure.

We validate our formulation and modeling of the mechanical model by comparing the
results of our calculations with experimental results or with analytical solutions. We also
validate the probabilistic approach of the reliability analysis on the mechanical models
studied.

KEY WORDS

Homogenization - damage - relocation - modeling - nonlinearity - composite - probability -
reliability - response surface - probability of failure.
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INTRODUCTION GENERALE

> Contexte de la thése:

Les matériaux composites sont des solides non homogeénes et anisotropes. lls sont
le résultat d’une combinaison ou association de deux ou plusieurs constituants dont
les caractéristiques sont complémentaires. Cela permet d’obtenir un matériau avec
des propriétés mécaniques et physiques meilleures et de haute résistance. La
prédiction de leur comportement fait appel aux caractéristiques des différents
matériaux constitutifs, ainsi qu’a leur interaction éventuelle pouvant résulter, entre
autres, de leur adhérence.

Dans le cadre de cette étude, on s’intéresse au matériau composite a matrice
métallique (CMM). Les composites a matrice métallique (CMM) sont constitués
d’'une matrice meétallique renforcée d’inclusion. Les inclusions peuvent étre
considérées de forme sphéroidales, ellipsoidales, cylindriques de diamétre et
longueur connu. Elles sont disposées dans la matrice métallique avec un pourcentage
en masse prédéterminé. Pour les pourcentages d’inclusions incorporées, de longueur
assez courte, peuvent étre supposés réparties de facon uniforme ou bien de fagon
aléatoire dans le volume élémentaire représentatif (VER). La modélisation est
effectuée en utilisant les principes de I’homogénéisation périodique. Celle-ci est

conduite en trois phases :

- Tout d’abord, on détermine les caractéristiques mécaniques effectives
homogénéisées des matériaux composites (matrice comprenant des inclusions
de forme sphéroidale, ellipsoidale, cylindrique) par une technique
d’homogénéisation périodique.

- Il s’agit ensuite d’introduire I’endommagement dans le probléme de
I’homogénéisation, c’est-a-dire ; une fois que les caractéristiques mécaniques
effectives homogénéisées sont appréciées en I'absence de I’endommagement
amorcé par les microfissures et micro cavitations, il est alors possible de
revenir au probleme de localisation par une démarche de «relocalisation »,
pour analyser les champs locaux et mettre notamment en jeu des criteres de
rupture ou d’instabilité.
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- Enfin, on effectue une simulation du comportement non linéaire des
matériaux composites a comportement (élastique/élasto-plastiques et élasto-
plastiques/élasto-plastiques) par une techniqgue d’homogénéisation
périodique.

Les résultats numériques obtenus seront comparés a d’autres résultats théoriques
(obtenus par d’autres chercheurs) et avec d’autres méthodes de calcul, et ils seront
aussi comparés a des résultats expérimentaux.

Une telle analyse est aujourd’'hui indispensable, et contribue sans aucun doute a
I’élaboration et a la connaissance du comportement mécanique effectif des matériaux
composites qui connaissent actuellement un essor important, dans tous les domaines,
en particulier les constructions de génie civil.

D'autre part, une telle analyse ne permet pas de prendre en compte les incertitudes
aléatoires liées aux propriétés matérielles, aux chargements, ou a la géométrie. C’est
pour cela de nos jours, il est indispensable d’élaborer une méthode qui permet
d’obtenir des prédictions numériques fiables. Cette nécessité a conduit a faire appel a
I’analyse fiabiliste qui est basée sur le calcul probabiliste.

Dans ce présent travail; il y a lieu de développer un outil numérique suffisamment
performant et précis pour I’estimation de la fiabilité des structures étudiées. Puis, il y
a lieu de combiner entre les techniques de fiabilité et le modele d’homogénéisation
périodique, qui constituent la méthode de fiabilité des structures ou éléments de
structures par couplage mécano-fiabiliste.

La démarche suivie dans ce travail est a la fois théorique et numérique. Elle
commence par l'adoption d’une méthode d’homogénéisation périodique, et
I'introduction de I'endommagement par une technique de relocalisation, suivi de la
modélisation numérique du comportement non linéaire de I’homogénéisation
périodique pour des matériaux composites hétérogenes élasto-plastique, puis
I’adaptation et la modélisation d’'un modéle fiabiliste. Enfin, on termine par des
applications numériques, ou les matériaux étudiés sont des composites biphasés.
Quant aux comparaisons, elles sont menées de maniére classique sur le
comportement local et global, dans les domaines linéaires et non-linéaires.
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» Objectifs:
Les objectifs principaux de cette thése se résument comme suit :

- Proposition et adaptation d’'un modele d’homogénéisation périodique
appliqué a des éléments de structures ;

- Introduction des modeles d’endommagement dans une méthode
d’homogénéisation périodique par une démarche de relocalisation ;

- Modélisation numérique du comportement non linéaire de I’homogénéisation
périodique pour des matériaux composites hétérogénes élasto-plastique ;

- Adaptation et modélisation d’une méthode classique de fiabilité ;

- Enfin, apres avoir implémenté le modéle mécanique et le modele fiabiliste, on
procedera a leur combinaison avec une méthode de couplage indirecte afin
d’estimer l'indice de fiabilité des scénarios et d’évaluer la probabilité de
défaillance au moyen de techniques classiques en fiabilité.
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» Organisation de la thése :

Le premier chapitre présente un apercu sur les matériaux composites a matrice
métalligue (CMM); quelques idées sur les méthodes d’homogénéisation des
éléments de structures; un historique sur [I'évolution de la théorie de
I’endommagement. Enfin, il traite aussi un apercu sur les méthodes d’analyse de la
fiabilité des systéemes mécaniques, permettant d’estimer la fiabilité des éléments de
structures, et les différentes lois de comportement des matériaux.

Le second chapitre décrit la formulation et modélisation adoptée, par une
technique d’homogénéisation périodique appliquée a des volumes élémentaires
représentatifs (VER) de matériaux composites. Il décrit aussi, I'introduction des lois
d’endommagement dans la méthode d’homogénéisation périodique par une
démarche de relocalisation. Enfin en derniere étape, il décrit la modélisation
numérique du comportement non linéaire de I’homogénéisation périodique, pour
des matériaux composites hétérogenes élasto-plastique.

Le troisieme chapitre décrit la formulation adoptée pour le calcul fiabiliste, et
aborde le couplage mécano-fiabiliste dans le cas des structures et des éléments de
structures. La méthode adoptée est une technique classique de calcul de la fiabilité
des structures et éléments de structures (méthode d’Hasofer-Lind), qui fait appel aux
probabilités et aux statistiques. Puis, on a associé la méthode de fiabilité adoptée a
I’analyse des problémes non linéaires par la méthode d’homogénéisation périodique
(modéle mécanique) a I’'aide d’une méthode de couplage indirecte.

Enfin, le dernier chapitre présente une série d’exemples d’applications et de
confrontations a des résultats expérimentaux et numeériques, afin de valider
I'implémentation qui a été faite du modele d’homogénéisation périodique. Les lois
d’endommagement sont appliquées, mais aussi I'implémentation numérique du
modele d’homogénéisation périodique non linéaire pour des matériaux composites
hétérogénes élasto-plastique. Puis, on a validé I'implémentation du modele fiabiliste
en évaluant la précision des résultats obtenus, par une estimation de leurs fiabilités
via le couplage mécano-fiabiliste.

On termine par une conclusion générale et quelques perspectives a ce travail.
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Chapitre | Etude bibliographique

l. 1. Introduction :

Le terme «homogénéisation» est un processus qui permet de calculer les
propriétés mécaniques effectives, et le terme «localisation» est utilisé pour
déterminer la contrainte et la déformation locale (Suquet [1]). Lorsqu’on applique
une homogénéisation a un matériau, généralement on utilise la loi des mélanges ou
les modules d’élasticité homogénéisés sont les moyennes des modules d’élasticité des
constituants, pondérés par leurs fractions volumiques. Cette méthode est simple mais
peu rigoureuse. On se propose dans ce qui suit de donner un apercu bibliographique,
et une présentation aussi claire que possible du processus d’homogénéisation des
milieux continu a structure périodique, afin d’estimer les propriétés mécaniques
effectives d’un matériau hétérogéne.

La maitrise de la modélisation des dommages, et de ses effets sur les propriétés
mécaniques permet une utilisation efficace des matériaux. Le terme
« endommagement » désigne la détérioration plus ou moins progressive d'un
matériau, due a l'apparition et au développement de micro vides et microfissures. On
se propose dans ce qui suit de donner un historique sur I’évolution de la théorie de
I’endommagement.

La sécurité d'un systeme mécanique est assurée par un coefficient de sécurité : le
rapport entre une charge variable et une force variable déterminée par une approche
déterministe. Pour une structure complexe, ces efforts sont mal connus et sa force est
incertaine, de sorte qu'il y a toujours un risque de rupture de la structure. Pour ce
faire, I'approche probabiliste permet d'évaluer le risque par des méthodes d'analyse
de la fiabilité des systemes mécaniques, développés au cours des dernieres années.
Nous exposerons dans ce qui suit une revue bibliographique des connaissances et
des travaux portant sur la fiabilité des éléments de structures.

La modélisation des structures était basée sur le formalisme linéaire de la théorie
de I’élasticité établie au XIXeme siecle en considérant un matériau a comportement
linéaire, homogene et intégre. Or, il n’existe aucun matériau dont le comportement
est strictement linéaire élastique lors d’une étude aux états limites ultimes. Depuis
guelques années, le développement accéléré des méthodes d'analyse numérique,
notamment la méthode des éléments finis, a permis d'élaborer des approches plus
réalistes pour la simulation du comportement des structures les plus complexes qui
exigent une modeélisation exacte de la géométrie, des lois constitutives réalistes et une
technique de résolution efficace. On se propose dans ce qui suit, un ensemble de lois
de comportement permettant la modélisation des comportements non linéaires des
matériaux sous un chargement instantané et monotone jusqu'a la ruine.

7
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l. 2. Apercu sur les matériaux composites a matrice métallique (CMM) :

Les composites a matrice métallique sont beaucoup plus utilisés dans l'industrie
automobile et aéronautique, et cela malgré leur colt et leur complexité de mise en
forme. Dans l'industrie aéronautique, on a tendance a utiliser les alliages
d'aluminium pour leur faible densité et leur bonne résistance a la corrosion.
Cependant, ils résistent mal en haut température, alors il y a lieu de les remplacer par
des éléments a haute tenue en température. C’est pour cette raison, on a tendance a
élaborer de nouveaux matériaux composites, qui sont constitués d’une matrice

(alliages d'aluminium) et des renforts (fibres courtes, longues, particulaires).

Les premiers matériaux composites a matrice métallique (CMM), étaient des
composites composés d’une matrice a base d'aluminium. Un composite a matrice
métallique est constitué d'une matrice métallique dans lequel sont inséré des fibres,
des particules ou encore des filaments qu'on appelle trichite (« Whiskers ») [2]. Pour
ce qui est des fibres, il existe des fibres courtes et des fibres continues (mono filament
ou multi filaments). La figure (Fig. 1.1) représente une vue de coupe qui montre la
disposition des fibres dans une matrice métallique a mono filament. Quant a la figure
a cote, elle illustre une des fibres a mono filament, le cceur en noir s’agit de carbure
de silicium qui est entouré de bores.
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Fig. 1.1. Vue de coupe d'un composite a matrice métallique a mono filament [2].

\

Les composites contenant un certain pourcentage de fibre (15% a 25%),
généralement contiennent du carbure de silicium (SiC) ou d'alumine. Ce type de
matériau composite améliore la résistance maximale, la rigidité spécifique, la
résistance a haute température et réduit le coefficient d'expansion thermique.
Comme, il posséde des inconvénients, le composite est fragile par rapport a la

matrice pure absorbe moins d'énergie a la déformation, aussi les procédés de
8
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transformation et de mise en forme sont plus couteux que ceux des polymeéres ou
encore ceux des metaux simples. Par ce fait, on retrouve peu d'applications utilisant
des fibres discontinuent et presque aucune utilisant des fibres [3].

Les composites a matrice métallique (CMM) utilisent généralement un métal
résistant et rigide constitué de renfort (fibres), ce qui lui donne un comportement
ductile. Parmi les avantages de la matrice pure et des composites a matrice
polymeérique [4] : rigidité ; résistance a la traction ; résistance thermique ; résistance a
la fatigue; résistance a I'impact; aucune moisissure. Par contre, parmi leurs
inconvénients : co(t de fabrication; matériau peu connu; difficile a former;
probleme de corrosion.

A partir des années (1960-1965), les matériaux composites a matrice métallique
(CMM) ont été developpés, ou leurs applications étaient exclusivement orientées vers
I’aéronautique et I’espace. Puis dans les années 80, de nouvelles fibres céramiques
ont permis de relancer des travaux dans ce domaine, plus particulierement des
exemples d’applications industrielles ont été développés dans I’automobile et
I’électronique [5].

Sachant que les matériaux composites a matrice métallique (CMM) sont constitués
d’une matrice métallique et aussi des renforts. Alors, le choix des métaux ou alliages
métalliques et renforts utilisés dans la fabrication des composites a matrice
métallique (CMM), ils sont fonction de leurs propriétés spécifiqgues dans I'état non
renforcé.

Les métaux les plus couramment utilisés comme matrices sont I'aluminium, le
titane et le magnésium, et les inclusions qui sont généralement employées comme
renforts sont les particules de carbure de silicium (SiC) et d’oxyde d'aluminium
(Al203), ou parfois de borure de titane (TiB2), de carbure de titane (TiC) ou de
carbure de bore (B4C). Les procédés de fabrication des composites a matrice
métallique (CMM) dépendent de I’état que se trouve la matrice lors de l'introduction
des renforts, elle peut avoir un état liquide (forgeage liquide, fonderie moyenne
pression), ou un état semi-solide ou un état solide (métallurgie des poudres). Les
composites a matrice métallique (CMM) présentent généralement de bonnes
caractéristiques mécaniques spécifiques, une bonne résistance en température et aux
chocs thermiques ainsi qu'une bonne résistance a l'usure et a I'abrasion ([6], [7]), et
cela suivant la nature des éléments dispersés contenus dans la matrice métallique.
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La plupart des recherches menées dans le domaine des composites & matrice
métallique (CMM), sont généralement orientées vers le développement des matrices
a base d'alliages légers de type (Al, Mg, Ti), comme il existe quelques travaux
orientés sur les composites a matrice métallique (CMM) a base de matrice d’acier qui
sont essentiellement étudiés pour leur résistance a l'abrasion. Pour ce qui est de la
matrice la plus utilisée dans les composites a matrice métallique (CMM), on trouve
gu’il s’agit de la matrice d’aluminium, qui présente une faible masse volumique et
des propriétés mécaniques et physiques relativement élevées.

Par contre, pour ce qui est du renfort le plus utilisé, il s’agit du renfort (SiC) [8],
bien qu'on utilise également des renforts de type (Ai203, B4C). Le choix du type de
renfort se fait en fonction des parametres principaux suivants :

- Forme et dimensions (Propriétés géomeétriques);

- Module d'Young et résistance a la traction (propriétés mécaniques) ;
- Densité, coefficient de dilatation thermique (Propriétés physiques);
- Compatibilité du renfort avec la matrice ;

- Codt du renfort;

Les composites a matrice métallique (CMM) constituent un vaste sujet de
recherche et beaucoup de travaux ont été faits, et cela en étudiant le comportement
élasto-plastique du composite, tout en tenant compte des facteurs microscopiques
(fraction volumique, le rapport d'élancement, les différents types de fibres
(cylindriques, sphériques, ellipsoidales), et la répartition des fibres). On peu cité,
guelques travaux réalisés portant sur le comportement mécanique des composites a
matrice metallique (CMM) :

Une étude centrée sur un composite (AL/SiCw) a été menée par Baptiste ([9], [10])
par une approche micro-macro, aboutissant a des criteres macroscopiques
d'endommagement qui, rendaient compte de Il'influence des parametres
microstructuraux.

Birt et Johnson [11] ont étudié I'influence de la nature des renforts (particules ou
whiskers) sur les propriétés mécaniques d'un CMM (A-U4G + 15 % Vol. SiC) et ils
ont compareé les propriétés de celui-ci a celles de la matrice. Ou, ils ont trouvé une
augmentation simultanée de la résistance en traction et du module d'Young par
rapport a l'alliage non renforcé, aux dépens de la ductilité.

10
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Arsenault et al. [12] ont étudié I'influence de la taille des particules sur la limite
d'élasticité a 0,2% sur un CMM (1100 + 20 %Vol. SiCp). Cette étude met en évidence
une diminution de I'effet durcissant avec I'augmentation de la taille des particules.

Hirano [13] a étudié I'influence du sens de prélevement de I'échantillon (L ou T)
sur les propriétés mécaniques d'un alliage de type 7075 renforcé par (17,1 %Vol.
SiCw extrudé). Ces résultats montrent le caractére fortement anisotrope des CMM
renforcés par des inclusions (whiskers). Cette étude montre que la résistance du
composite est plus grande dans le sens longitudinal (L) que dans le sens transversal
(T), et elle a pour but d'orienter les inclusions (whiskers) parallelement a une
direction privilégiée.

Bourgeois et al. [14] ont étudié les mécanismes d'endommagement d'un CMM
(A356 +20% Vol. SiCp). lls ont observe principalement, lors d'un essai de traction
monotone dans I'enceinte d'un microscope électronique a balayage, la rupture des
panicules dans les zones les plus sollicitées.

Ribes et al. [15] ont étudié I'influence de I'oxydation des particules par chauffage a
I'air pendant 2 heures avant élaboration, sur un CMM (A-S7G03 + 10% Vol. SiCp-
T4); les particules étaient recouvertes d'un film de 50 nm de SiO,. L'étude du facies
de rupture a montré un comportement différent entre le matériau avec particules non
oxydées (forte adhésion particules/matrice) et celui avec les particules oxydées
(faible adhésion particules/matrice avec présence de composés intermétalliques a
I'interface).

Logsdon et Liaw [16] ont étudié I'influence de la nature du renfort (particules ou
whiskers) sur la ténacité d'un CMM (6061 + 25 %Vol. SiC- T6). Ou, ils ont montré que
la ténacité du composite renforcé par particules est nettement plus élevée que celle
du composite renforcé par les inclusions whiskers.

Morimoto et al. [17] ont étudié la résistance au fluage d'un CMM (6061 + 15% Vol.
SICwT®6) et de la matrice a une température de 300°C. Le composite a été obtenu par
(M/P), puis extrudé. lls ont constaté que la présence des SiCw a amélioré de fagon
significative la résistance au fluage par rapport a celle de I'alliage non renforcé, mais
que cette amélioration est surtout effective dans le domaine des faibles vitesses de
déformation.

Masuda et al. [18] ont étudié la résistance a la fatigue de plusieurs CMM : un
(2024+ SiCw) élaboré par (M/P) puis extrudé et traité T6 et des CMM A356 (A-
S7G03) + SiCp et A357 (A-S7G05) + SiCp obtenus par moulage et traités T6. Pour
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chaque type de composite, les teneurs de (10% Vol. et 20% Vol.) en renfort ont été
étudiées. Ou, ils ont constaté que dans le cas de composites renforcés par (SiCw) que
la résistance en fatigue augmente avec la teneur en renforts et que les composites
(2024 + SiCw- T6) sont plus résistants en fatigue que la matrice.

Llorca et al. [19] ont étudié l'influence de la fraction volumique sur le durcissement
cycliqgue d'un composite (A-U3) renforcé par 6, 13 et 20% Vol. SiCp, élaboré par
fonderie ainsi que sur celui de I'alliage non renforcé. lls ont observé, que pour un
méme niveau de déformation plastique, un durcissement d'autant plus important
gue le taux de renfort est élevé.

Hirano [20] a étudié l'influence du sens de prélévement (sens (L-T) ou (T-L)) sur la
résistance a la fissuration d'un CMM (2025 + 21 %Vol. SiCw extrudé). Ou, il a montré
la forte anisotropie du composite vis-a-vis du comportement en fissuration par
fatigue ; dans le sens (L-T) les vitesses de propagation sont nettement plus faibles
comparées a celles en sens (T-L), surtout & de faibles vitesses de propagation
(notamment prés du seuil).

Enfin, Toitot [21] a étudié le phénoméne de rochet thermique pour un alliage

d'aluminium (6061) renforcé de fibres de (SiC), induit par des cycles en température
(inférieure a 200° C).

12



Chapitre | Etude bibliographique

l. 3. Quelques idées sur les techniques d’homogénéisation :

Un matériau parait homogéne a I'échelle macroscopique. Pourtant quand on
I'étudie a I'échelle microscopique, on a affaire la plupart du temps a un matériau
hétérogene (structure granulaire, existence de plusieurs phases, précipités...).

Dans ce paragraphe une revue non exhaustive est proposée des modeles de
I’approche micro-mécanicienne, elle traite les modeles de comportements linéaires et
non-linéaires. Dans cette étude nous nous limitons principalement aux
comportements élastiques et élasto-plastiques non-linéaires.

Il existe plusieurs modéles d’homogénéisation analytiques, qui permettent de
prédire les propriétés d’élasticité mécaniques effectives d’un matériau hétérogene
biphasé a partir des propriétés de ses constituants, et qui sont proposés dans la
littérature. Les premiers travaux introduisant des méthodes d'homogénéisations
spatiales basées sur des études analytiques ou semi-analytiques a I'échelle
microscopique ont été menés par (Eshelby [22], Hashin [23], Hill [24], Mori et
Tanaka [25]), permettant de définir un comportement macroscopique entre des
guantités moyennes "effectives".

Les travaux d’Eshelby [26] ont servi de base au modele de Mori et Tanaka [25], et
au schéma auto-cohérent introduit par Hill [27].

Mori et al. [25] ont proposé une méthode de calcul de la contrainte moyenne et de
I’énergie élastique stockée dans la matrice d’un matériau contenant une fraction
volumique d’inclusions. Benveniste [28] a interpréter ce modéle ; le renfort est noyé
dans un milieu infini ayant les propriétés de la matrice, alors le volume élémentaire
représentatif (VER) est soumis a I’infini a la déformation moyenne de la matrice dans
le composite.

Ces modeles d’homogénéisation semi-analytiques ne permettaient pas de remonter
aux propriétés locales de la solution. Alors, c’est par rapport a ce dernier et par la
complexité des phénoménes microscopiques ont donné naissance a des méthodes
dites "Unit Cell Methods" introduite par (Christman et al [29], Tvergaard [30], Sluis
et al [31)).

L'approche micromécanique permet de donner un comportement global des

matériaux composites a partir des caractéristiques de leurs constituants et cela par
I’analyse d'un volume élémentaire représentative (VER) suivant les modeles (Aboudi
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[32]; Nemat-Nasser et Hori [33]), mais aussi permet d’étudier les divers mécanismes
tels que l'initiation et la propagation des dommages.

La premiére méthode d'homogénéisation des milieux périodiques a été initiée par
Sanchez-Palencia (Sanchez-Palencia [34], [35]), et qui est basée sur I'analyse
asymptotique.

Ponte-Castaneda [36] a proposé une méthode d’homogénéisation du second ordre
pour déterminer la loi de comportement effectif de matériaux composites non
linéaires poreux et renforcés.

Kréner [37] qui a initié les travaux d'homogénéisation des composites élasto-
plastiques, puis suivi par Budiansky et Wu [38] qui ont proposé un modele auto-
cohérent pour les poly-cristaux dans lequel les interactions entre les phases sont
seulement élastiques. Cela a conduit a des réponses trop raides.

Hill [39] a proposé une approche qui permet de linéariser les lois de
comportement locales écrites en forme de taux, et a aussi introduit un module
tangent instantané afin de calculer la réponse mécanique des matériaux élasto-
plastiques par une procédure itérative. Pour des non-linéarités élevees, les
prédictions deviennent trés proches d'une limite supérieure. Berveiller et Zaoui [40]
ont proposé une loi d'interaction isotrope a la place de I'anisotropie utilisée par
Colline.

Les premiers modeles simples ont été proposés par Voigt [41] pour un
chargement, et en déplacement imposé par Reuss [42] pour une traction imposée.
Ces modeéles, fournissent respectivement les bornes supérieures et inférieures des
constantes élastiques effectives. Voigt [41] et Reuss [42] ont tous deux proposé
différentes approximations simples pour les données matérielles effectives élastiques
linéaires hétérogénes des matériaux, qui ont été la base d'un résultat primaire par
Hill [24].

Hashin et Shtrikman ([43], [44], [45]) ont proposé des limites plus serrées pour
I'élasticité linéaire, ils sont basés sur des principes variationnels. Ou, ils engagent le
principe de I'énergie potentielle minimale, et le principe de I’énergie potentielle
complémentaire minimale.

L'introduction du modele d’Eshelby ([22], [26]) au milieu du 20éme siecle est I'une
des principales réalisations dans I'approche analytique pour prédire les propriétés
matérielles efficaces de microstructures hétérogénes en plus des précédentes bornes.

14
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De nombreux modeles sont basés sur cette analyse qui remonte aux travaux
d'Eshelby ([22], [26]) qui a trouvé une solution générale pour une particule
ellipsoidale matrice infinie en élasticité linéaire.

Le modele de Mori et Tanaka [25] est adapté aux matériaux composites avec une
fraction volumique d'inclusion modérée. Pour plus de détails sur sa formulation et
son implémentation numérique voir les travaux de Doghri et Ouaar [46].

Le modele Halpin et al. [47] initialement développé pour les composites de fibres
continues et qui a été dérivée du modele auto-cohérent de Hermans [48] et Hill [49].
Ce modéle permet de prédire les constantes élastiques pour les composites alignés a
fibres courtes.

La plupart des méthodes numériques sont développées uniquement pour des lois
matérielles linéaires et pour de petites déformations. Tout récemment et en raison de
I'augmentation en puissance de calcul disponible, un ensemble de méthodes pour
traiter les probléemes d'élasticité non linéaire et le comportement de matériau non-
linéaire a été développé. Ou, le travail théorique peut étre trouvé dans les travaux de
(Huet ([50], [51]) et Torquato [52]).

Zohdi et Wriggers ([53], [54]) ont travaillé sur le calcul géométrique linéaire de
I'homogénéisation et éventuellement sur des microstructures matériellement non-
linéaires. DObert [55] a travaillé sur les matériaux renforcés de fibres, y compris la
délamination a de petites couches. Larsson et Runesson [56] ont travaillé sur des
problemes généraux en 2D avec des conditions aux limites de Dirichlet remplies
uniquement dans l'intégrale.

Schrdder [57], Miehe [58], Miehe et al. [59] ont travaillé sur I’lhomogénéisation a
des contraintes finies et éventuellement a un comportement inélastique. Cette
approche donne une rigidité tangente effective dépendante de la charge et de cette
facon est applicable aux méthodes multi-échelles. Quant aux méthodes a plusieurs
échelles ont été étudiées par Ortiz [60].

Il existe plusieurs méthodes d’homogénéisation, parmi les théories
d’homogénéisation les plus utilisées : déformation homogene au contour (KUBC)?,
contrainte homogéne au contour (SUBC)? et homogénéisation périodique (PBC)3, en
petites perturbations et grandes déformations.

Les probléemes (KUBC), (SUBC) et (PBC) nécessitent une résolution numérique,
dans la plupart des cas, faisant appel a des techniques de discrétisation par la
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méthode des éléments finis. Dans le cadre des milieux biphasés macroscopiquement
isotropes, un certain nombre de bornes et d’estimations analytiques ou semi-
analytiques sont disponibles dans la littérature, donnant les modules de
compressibilité et de cisaillement effectifs.

Pour des comportements non linéaires des différents constituent, il y a lieu
d’adaptées les différentes méthodes présentées. La loi de comportement effectif
devient alors non linéaire, dépendante de I’histoire et/ou du niveau de chargement.
On peut toujours, supposant I'existence d’'un Volume Elémentaire Représentatif
(VER), résoudre les problemes d’évolutions associés aux méthodes (KUBC), (SUBC)
et (PBC) avec les comportements non-linéaires des phases, et ainsi déterminer
numeériquement la réponse moyenne.

(1). Kinematic Uniform Boundary Conditions
(2). Static Uniform Boundary Conditions
(3). Periodic Boundary Conditions
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I. 4. Un historique sur I’évolution de la théorie de I’endommagement :

Kachanov [61] et Rabotnov [62] ont initié la théorie d’endommagement, ou elle est
décrite par une variable interne scalaire schématisant la variation relative de la
rigidité du matériau, cette théorie est limitée au cas isotrope. Puis, plusieurs travaux
de recherche ont été menés par (Chaboche [63], Cordebois [64], Lemaitre et al. [65]).

L'idée de base consiste a introduire une variable représentant la détérioration de la
matiere. Le cas monodimensionnel est bien connu ainsi que le cas tridimensionnel
avec endommagement isotrope. Cependant, les essais expérimentaux ([66], [67])
montrent que I'endommagement est essentiellement, dans son apparition comme
dans son évolution, un phénomeéne anisotrope.

Mazars [66] propose de schématiser I'endommagement par deux variables qui sont
likes a l'influence de la sollicitation de traction ou de compression dans son
évolution.

Kachanov [68] considére dans son premier modéle que I'endommagement comme
un scalaire. Différents chercheurs ont suggéré des modifications du modéle scalaire,
et que le modéle scalaire correspond parfaitement pour des matériaux tres ductiles
qui sont caractérisés par un endommagement sous forme d'une multitude de micro
vides sphériques.

Krajcinovic et Fonseka [69] se sont intéressés du passage aux variances d'ordre
supérieur. Davidson et Stevens [70] ont proposé des modeéles
thermodynamiquement cohérents basés sur une représentation vectorielle de
I'endommagement, ou ils définissent les défauts planaires "planars voids" par un
vecteur normal au plan de la fissure et de grandeur égale a sa surface.

Vakulenko et Kachanov [71] établissent la premiére caractérisation de
I'endommagement sous forme d'un tenseur du second ordre, qui dénotent qu'une
fissure peut évoluer a la fois en mode | ou modes Il et Ill. Les modéles
d'endommagement a tenseur du second ordre ont été développés par plusieurs
travaux. On a également envisagé des tenseurs de 4éme ordre Chaboche [72], voir du
8eme ordre ([73], [74]).

Ortiz [75], Ladeveze [76] ont introduit le tenseur de rigidité connue variable
interne pour des matériaux isotropes comme le béton, le développement de ce
dernier modele conduit a définir un endommagement surfacique et un autre
volumique.

17



Chapitre | Etude bibliographique

Ibenslimane et Bosc [77] ont mis en évidence l'influence du mode de chargement
et de la présence d'un gradient de déformation pour la définition d'un critere de
résistance expérimental représentatif. Il s'appuie sur le critere de Yamada-Tada établi
a partir d'essais en torsion sur des éprouvettes cylindriques soumises a la torsion
accompagnée d'une compression.

Ketata [78] propose de partir d'une écriture basée sur la notion des contraintes
effectives appliquer & un cas de sollicitation en traction-torsion. On obtenant un
comportement symétrique en traction et en compression, ce qui a permis de proposer
une représentation des contraintes effectives contenant le signe des contraintes
principales et une variable d'endommagement scalaire pour agir difféeremment en
traction et en compression. La caractéristique d’endommagement d’'un matériau
représente la réduction de la rigidité du matériau.

Lemaitre [79] a proposé un modele d’endommagement isotrope, basé sur
I’lhypothése de la définition d’une contrainte effective qui est plus grande que la
contrainte de Cauchy et prend en compte la réduction de I'aire du matériau qui
résulte de la micro-fissuration.

Chaboche [80] a proposé un modele d’endommagement ou le taux de
I’endommagement accumulé est une fonction explicite de la vitesse de déformation.
Ces modeles peuvent étre calibrés pour caractériser la réponse du béton soumis a un
chargement uniaxial et cyclique.

Rosende et Martins [81] ont proposé un modéle d’endommagement anisotrope, et
dans lequel différentes regles d’endommagement sont proposées, pour caractériser
I’endommagement dans les modes déviatorique et volumétrique de la réponse.

Govingee et al. [82] ont aussi proposé un modele d’endommagement anisotrope,
et ont proposé dans leur modeéle une surface de rupture caractérisant le domaine
initial élastique. Un état de contrainte d’essai, analogue a celui proposé en
formulation plastique, en dehors du domaine élastique indique [I’initiation de
I’endommagement du matériau.

Chaboche et Lemaitre [83] propose un modéle ou tout comportement a une
déformation unidimensionnel ou tridimensionnel, d’un matériau endommageé est
traduit par les lois de comportement du matériau vierge dans lesquelles on remplace
la contrainte usuelle par la contrainte effective. En d’autres termes, I’équivalence en
déformation définit la contrainte effective comme étant la contrainte qu’il faut
appliquer a I’élément de volume vierge, supposé homogéne pour obtenir la méme
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déformation que celle provoquée par la contrainte nominale appliquée a I’élément de
volume endommagé.

La Borderie [84] a proposé un modeéle qui est adapté a la description de certains
phénomeénes observés au cours de chargements cycliques (la diminution de la
raideur du matériau, la restauration progressive de la raideur qui se produit a la
fermeture de la fissuration et les déformations irréversibles, induites par
I’endommagement).

Jason [85] a proposé un modele élasto-plastigue endommageable, basé sur le
principe d’une contrainte effective plastique, il simule a la fois la diminution de la
raideur élastique et I’évolution des déformations plastiques. Dans cette loi de
comportement, I’évolution de I'endommagement est décrite par le modéle isotrope
développé par Mazars [86]. La plasticité est décrite avec I'aide d’une surface seulil
continue, inspirée d’Etse et Willam [87] et modifiée par Crouch et Tahar [88].
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|. 5. Fiabilité des éléments de structures :

C’est en 1928, que la notion de coefficient de sécurité était dépourvue de sens réel
dans le cadre d’un forum international par Streletskyi [89].

De la conception des structures on, a pu relever les contraintes admissibles et cela en
diminuant le coefficient de sécurité. Le recourt a des outils traitant la variabilité des
charges et des résistances et leur bonne définition, permet d’améliorer les régles de
conception basées sur le principe des contraintes admissibles.

En 1926, Mayer [90] proposa d'utiliser en conception les valeurs moyennes et les
variances des variables.

Rjanitzyne ([91], [92]) introduit la notion de l'indice de fiabilité qui est définie
comme l'inverse du coefficient de variation d'une fonction de performance.

Calgaro [93] avaient soulevé deux problemes par la formulation de la sécurité
suivant le principe des contraintes admissibles : remplacer les critéres de contraintes
admissibles par d’autres criteres, rationaliser les modalités d’introduction de la
sécurité. C’est pour cela de nombreux ingénieurs ont tenté d’aborder le probleme
sous un angle différent en définissant la sécurité par un seuil de probabilité.

Cornel [94] a introduit un indice de fiabilité a partir duquel Hasofer et Lind [95]
montra la possibilit¢ de déduire des coefficients de sécurité. Cette procédure a
permis I’émergence de la démarche semi-probabiliste de la sécurité des structures,
elle est présente dans la plupart des réglements de calcul des ouvrages neufs.

L’introduction des coefficients partiels de sécurité dans les reglements et codes de
calcul, est due a la méconnaissance du comportement réel des structures vis-a-vis des
actions extérieures (séisme, variation de la charge d’exploitation), ces coefficients
empiriques sont déterminés et calibrés par le retour d’expérience (Lemaire [96]). Ce
qui permet de faire un dimensionnement sir malgré les incertitudes liées aux
approximations des modeles, aux aléas sur les grandeurs, et aux phénoménes non
pris en compte. Un dimensionnement basé sur une approche déterministe ne permet
pas d’évaluer les risques liés a la défaillance d’une structure, donc sa fiabilité (Peyras
et al [97]).

Aujourd’hui devant la nécessité de construire des ouvrages plus fiables et
économiques (Cremona [98]), les ingénieures du domaine ont développé un nouveau
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concept de sécurité basé sur la théorie de la fiabilité structurale et de ses outils de
calcul qui devrait satisfaire ses exigences.

L’évaluation de la performance des ouvrages de génie civil, constitue un enjeu
majeur des maitres d’ouvrage. Cette action vise a quantifier I’écart entre les modes de
fonctionnement acceptables et les modes de fonctionnement a éviter de ces
structures, et cela en fonction des caractéristiques de résistance et des actions
susceptibles de conduire a sa défaillance (Dehmous [99]). Cette action est appelée
aussi évaluation de la fiabilité structurelle.

Carvajal et al. [100] ont proposé une méthode d’évaluation de la probabilité qu’un
systeme soumis a des aléas (séisme, vent, fatigue,...), soit capable de satisfaire
I’intégralité de ces besoins et ce pour une durée de vie donnée, qui est décrite comme
suite :

- Définir un modéle mécanique déterministe adapté au probléme traité. Ce
modele integre la géométrie de la structure, les propriétés mécaniques des
matériaux et les conditions aux limites.

- ldentifier les parametres aléatoires du modele et de les caractériser par des lois
de probabilité adéquates.

- Définir la ou les fonctions d’états limites dont on veut évaluer la probabilité
gu’ils soient dépassés.

- Evaluer des probabilités de dépassement des états-limites et études de
sensibilité éventuelle.

La sécurité d'un systeme mécanique est assurée par un coefficient de sécurité : le
rapport entre une charge variable et une force variable déterminée par une approche
déterministe. Pour une structure complexe, ces efforts sont mal connus et sa force est
incertaine, de sorte qu'il y a toujours un risque de fracture de la structure. Pour ce
faire, I'approche probabiliste permet d'évaluer le risque par des méthodes d'analyse
de la fiabilité des systemes mécaniques développés au cours des derniéres années.

Dans I’étude de la fiabilité des structures, les méthodes FORM et SORM [101] sont
des méthodes d'approximation permettant de déterminer un point de conception de
structures particuliéres et donc d'estimer la probabilité de défaillance. Ces méthodes
sont donc intrinsequement liées a ce fameux point de conception qui permet de
définir la distance entre le point de conception et le point de surface de rupture dans
I'espace d'origine. Cette distance est appelée : fiabilité ou indice de sécurité.
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Ravindra et al. [102] ont utilisé la méthode dite de l'indice de sécurité pour
concevoir des poutres en béton armé et des éléments en acier de charpente.

Karamchandani et Cornell [103] ont développé une méthode qui rapproche la
sensibilité des parametres par rapport aux parameétres de distribution qui peuvent
prendre en compte I'effet de second ordre, sur la base de la méthode SORM et de la
méthode des différences finies.

N. Vu-Bac et al. [104] ont effectué une analyse de sensibilité (AS) basée sur leurs
résultats MD pour quantifier I'influence de paramétres d'entrée incertains sur la
limite d'élasticité et le module d'élasticité prévus. L'analyse de sensibilité (SA) est
basée sur des modeéles de surfaces de réponse (régression polynomiale et des
moindres carrés mobiles). lls ont utilisé des dérivées partielles (SA locale) et des
méthodes basées sur la variance (SA globale). Dans cette étude un coefficient de
détermination (COD) est calculé pour permettre une estimation de la qualité de
I'approximation.

N. Vu-Bac et al. [105] ont utilisé des simulations de dynamique moléculaire (MD)
ou ils ont étudié I'effet du rayon de nanotubes de carbone a paroi simple (SWCNT),
de la température et de la vitesse de traction sur la contrainte de cisaillement inter
faciale (ISS). Pour I'efficacité de calcul, I'analyse de sensibilité (SA) est basée sur des
modeles de substitution (régression polynomiale, moindres carrés mobiles (MLS), et
hybride en régressions polynomiales quadratiques et MLS).

N. Vu-Bac et al. [106] ont proposé un cadre stochastique basé sur des méthodes
d'analyse de sensibilité (AS) pour quantifier les paramétres d'entrée clé, utilisés pour
évaluer le module d'Young du polymeére (époxy) nano composite d'argile (PCN). lls
ont comparé le calcul des indices de sensibilité, et le temps de simulation entre le
modele de régression de krigeage (KR) et le modéle de régression quadratique

(QDR).

N. Vu-Bac et al. [107] ont réalisé une analyse de sensibilité consistant a quantifier
I'influence de parameétres d'entrée incertains sur des sorties de modeles incertains.
Les résultats sont basés sur une fonction de densité de probabilité (PDF) fournie pour
les parametres d'entrée. Il a été démontré que le modéle de régression spline est plus
robuste que le modéle de régression polynomiale. Il est nécessaire de prendre en
compte les modeles de régression spline pénalisés en utilisant des pénalités globales
séparées ou des pénalités globales distinctes afin de rapprocher les données
observées.
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N. Vu-Bac et al. [108] ont utilis¢ un modéle hiérarchique multi-échelle reliant
guatre échelles (nano, micro, méso et macro) pour étudier l'effet des entrées
incertaines du modéle sur le module d’Young macroscopique et le coefficient de
Poisson. Ils ont utilisé des méthodes d'analyse de sensibilité (SA) pour estimer I'effet
des entrées corrélées (dépendantes) incertaines sur le module d’Young et le
coefficient de poisson, pour le modele multi-échelle dans le contexte d'une analyse de
sensibilité (SA) globale. Les estimations des parametres corrélés sont effectuées pour
les indices de sensibilité du premier ordre et de la sensibilité totale.

Les méthodes fiabilistes peuvent étre classées en fonction de la sophistication dans
I’évaluation de la fiabilité comme suite ([109], [110]) :

» Meéthodes de niveau | :
Caractérisent des variables aléatoires qui sont représenté par une seule valeur
(valeurs caractéristiques) correspondant a une valeur nominale, a I’espérance
mathématique [111], qui est évaluée a partir de I'appréciation du concepteur.
Afin de conserver une marge entre ces valeurs caractéristiques, il est introduit
un facteur de sécurité. Cette méthode correspond a une démarche
déterministe traditionnelle.

> Méthodes de niveau I :

C’est une méthode qui est la plus utilisée dans les codes de calcul, caractérisé
par ses propriétés de distribution : moyenne et écart-type. Ces variables de
base peuvent généralement étre le chargement, la résistance, la géométrie, les
propriétés des matériaux et toute autre variable incertaine sensible au mode
de défaillance. Généralement ces variables de base suivent une distribution
normale. Cornell fut le premier a fournir un indice de la fiabilité pour ce type
de probléme caractérisant la marge normale implicite entre la résistance et la
sollicitation [112], il est arrivé que pour l'appréciation de probabilités de
défaillance tres faibles, la distribution normale ne soit plus adaptée pour la
caractérisation des variables étant donnée la forte influence de la modélisation
des queues de distribution des parametres incertains sur les résultats de
calcul.

» Meéthodes de niveau Il :
Ces méthodes prennent en compte des variables aléatoires quelconques. Puis,
pour évaluer la fiabilité par des méthodes d’approximation (FORM/SORM)
ou de simulation (Intégration numérique, Monte-Carlo), il y a lieu d’abord de
faire des transformations de I’espace physique vers un espace normal.
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» Méthodes de niveau IV :
Ces méthodes permettent de faire I'optimisation de la fiabilité d’un systeme
par rapport a son dimensionnement, a sa maintenance et sous des contraintes
économiques pour des inspections. Dans la caractérisation des variables
aléatoires, des fonctions de pénalités peuvent étre incorporées.

Une méthode fiabiliste permet d'estimer la probabilité de défaillance d'un systéeme
soumis a un certain chargement externe, et la probabilité de défaillance d'un systeme
qui est représenté par une fonction d'état limite (Ditlevsen et al. [113]). Dans une
approche déterministe, certains facteurs de sOreté peuvent étre évalués pour assurer
un certain niveau de fiabilité (Ardillon et al. [114]).

La fonction d’état limite peut ne pas étre explicite, alors pour cela il y a lieu
d’utiliser des méthodes simplifiées (approximation de la réponse) basées sur
I'analyse par élément fini comme par exemple dans Rahman ([115], [116], [117]).
Quant au couplage entre les méthodes fiabilistes et la méthode des éléments finis,
plusieurs travaux ont été faits par Rahman et Kim [116], Lemaire [118], Mohamed et
al. [119] en utilisant différentes méthodes. Aussi, des repéres entre différents codes
de fiabilité et d'éléments finis ont été réalisés par Hornet et al. [120].

Der Kiureghian et al. ([121], [122], [123]) ont initié ces travaux dans le contexte de
I'analyse par élément fini, et ont été suivis par de nombreuses recherches (Lemaire et
al. ([118], [124]), Sudret et al. ([125] - [131])). Puis des méthodes de fiabilité par
élément fini ont été appliquées dans des contextes industriels par plusieurs travaux
de recherche (Imaia et al. [132], Frangopol et al. ([133], [134]), Pendola et al. [135],
Mohamed et al. [136], Sudret et al. [131]).
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l. 6. Les lois de comportements :

l. 6.1. Modélisation des matériaux :

En élasticité non linéaire, les contraintes sont liées aux déformations par la relation
suivante :
o= ¢(e) (1.1)
Ou:
¢(¢) : définit le comportement réel des matériaux.

Nous allons donc présenter les lois des comportements réels retenus pour le béton
et I’acier.

Le béton présente un comportement différent en traction et en compression. Une

représentation de ce comportement est donnée par la courbe contrainte-déformation
ci-dessous :

compression

- &t
I

traction

Fig. 1.2. Diagramme représentant la loi de comportement du béton [137].

Cette courbe se caractérise par la valeur de @(g) qui est considéré comme nulle
au-dela de la rupture du béton en compression et en traction (respectivement pour
des déformations €., et — €.).

1. 6.1.1. Comportement du béton ordinaire :

Différents modéles existent pour représenter le comportement du béton. Nous
adoptons ici la loi de Sargin [138] pour le comportement du béton ordinaire en
compression, et le modele de Grelat [139] pour le comportement du béton ordinaire
en traction.
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1.6.1.1.1. Comportement du béton ordinaire en compression selon Sargin [138] :

Les relations qui lient les contraintes aux déformations instantanées des fibres de
béton comprimé sont connues a I’age t quelconque. Ces lois sont définies en fonction
des parametres : Epg , fgj, €40, €y -

L’aspect qualitatif de la loi de comportement contrainte-déformation, prend la
forme de la courbe représentée ci-dessous :

Arctg (Eg,)

€0 Ey =

Fig. 1.3. Comportement du béton ordinaire en compression selon Sargin [138].

Ce modele est essentiellement utilisé dans le calcul des structures en béton armé et
précontraint, et présente deux branches :

- Branche ascendante, a concavité vers le bas admettant un module tangent
initial Ey,, et un maximum de contrainte qui correspond a la résistance a la
compression f; ;

- Branche descendante, commencant par le maximum de la branche ascendante
et se termine par le point définissant la déformation ultime correspondante a
la contrainte ultime du béton.

En admettant un comportement élastique non linéaire, la contrainte est décrite par
la loi de SARGIN suivante :

_ kp E+(kp—1) .82
o =1 1+(kp—2).E+kp.£2 (1.2)
Tel que :
== _& — Ebo - &po — 3
E= — et ky = » et Epo = 11000. 3/f;
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Avec :

Epo : Module d’élasticité longitudinal du béton a I’origine,

epo - Déformation de pic correspondant a f ,

f.; : Résistance a la compression du béton a I'age j,

kp et ky : Sont des paramétres adimensionnels, ajustent la branche ascendante et
descendante respectivement de la loi de Sargin.

Le paramétre k,, influe essentiellement sur I’allure de la branche descendante :

k, =0 = On obtient des courbes avec une branche qui descend brutalement,
correspondant a des bétons ayant un comportement fragile,

kp =1 = On obtient des courbes assez plates correspondant & des bétons ayant un
comportement ductile.

Nous pourrons adopter d’aprés [138] :

kp—1 pour f; < 30MPa.
K, = 0 pour f; = 55MPa. (1.3)
(ko - 1).(Z9) pour  30MPa < f; < 55MPa

1.6.1.1.2. Comportement du béton ordinaire en traction selon Grelat [139] :

La formulation de Grelat [139] attribue au béton tendu fissuré un diagramme fictif
triangulaire a partir de I’axe neutre (Fig. 1.4), dont la contribution du béton s’annule a
la plastification des aciers.

Déformations Instantanées

Section Contraintes
- Béton
comprimé
h
Béton tendu
L] [
b Ept Opt

Fig. 1.4. Comportement de béton ordinaire avant fissuration [139].
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Les fibres du béton tendu d’un module de déformation Ew: sont définies a partir de
la contrainte et la déformation instantanée du bord tendu :

— Obt
Eot= —
€bt

(1.4)

Au-dela de la fissuration en traction on tient compte d’une participation du béton
tendu situé entre deux fissures successives.

La contrainte ne s’annule pas brusquement, elle décroit selon une loi parabolique
progressivement jusqu’a plastification et rupture des aciers tendus. Dans ce cas,

I’étude concerne le comportement moyen d’une section situé entre deux fissures,
donne les relations suivantes :

( th = EbO . Sbt Si

lene] < e — Pasde fissuration, participation
compléte du béton avec le module Ey
- 2 . . .
ope = — Ty % si e < lept] < & — Fissuration avec
{ participation du béton tendu. (1.5)
ope = 0 Si lepel > &+ — Fissuration sans
\ participation du béton tendu.
-G, ‘
T E—
Parabole

~

O L =

ArctgEy,
¥ : i -—
(\.' 1: fi ght I;n '8[
Fig. 1.5. Diagramme contrainte — déformation instantanée du béton ordinaire
sur le bord tendu selon Grelat [139].

Avec :

Eypo : Module d’élasticité longitudinale du béton,
fi; - Résistance du béton a la traction,

er - Déformation de traction correspondant afy,

g . Déformation correspondant a la plastification de I’acier le plus tendu,
&bt . Déformation de la fibre du béton la plus tendue.
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l.6.1.2. Comportement des aciers :

La loi contrainte-déformation pour I’acier a un comportement symétrique en

compression et en traction sous chargement monotone, elle dépend de la nature de
I’acier.

l1.6.1.2.1. Comportement des aciers passifs :

Généralement deux types d’aciers passifs sont utilisés pour le renforcement du
béton : les aciers naturels et les aciers écrouis.

- Aciers naturels ;

Les aciers naturels sont caractérisés par un diagramme issu de la loi de
comportement élasto-plastique avec raffermissement, (Fig. 1.6).

|
|
|
i
|
|
I

1
1
|
|
I
|
A
\-. OasEg e sz € €q

5L
Arctg (E,)

Fig. 1.6. Diagramme contrainte-déformation d’un acier naturel
(Loi élasto-plastique avec raffermissement) [140].

I{ E,. & pour 0< g <o0./E,
4 Oe pour o./E, <& <¢ggn
o= (es—€s1) (es—€s1) (IG)
0. + (o, — 0,). |2 = our €1 < & <€
I € ( r e) (es2—€s1) (es2—€s1) p s1 s s2
k Or pour & = €52

Avec :
g, . Déformation correspondant a la fin du palier plastique,

&, . Déformation correspondant a la fin du raffermissement,
€, . Déformation de rupture.
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Pour des calculs aux états limites de résistance ou I’évaluation précise des
déformations n’est pas nécessaire, on adopte la loi de comportement élasto-plastique
parfaite (Fig. 1.7).

_______ —0,

Fig. 1.7. Diagramme contrainte-déformation d’un acier naturel
(Loi élasto-plastique parfaite) [140].

E,.€ pour 0< & <eg
o= Oe pour e S € < gy (1.7)
0 pour € >¢gy

Avec :

E. : Module longitudinal de I'acier,

g, . Déformation limite élastique de I’acier,
o, : Contrainte limite élastique de I'acier,
g, . Déformation ultime de I’acier.

- Aciers écrouis ;

Dits aciers écrouis, correspondent a des aciers écrouis généralement par torsion ou
traction pour améliorer leurs capacités, (Fig. 1.8).
o A

1,10,
g,
0.70,

A\

4%

Fig. 1.8. Diagramme contrainte-déformation des aciers passifs écrouis [140].
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Pour ce type d’acier, on adopte la loi préconisée par le réeglement qui suppose un
comportement élastique linéaire jusqu’a 70 % de la limite élastique. Mais au-dela, et
jusgu'a des déformations de 1% , on adopte une courbe de cinquieme degré.

Pour des déformations supérieures a 1%]la contrainte reste constante, jusqu’a la
déformation limite de 4 %. Elle se traduit par les relations suivantes :

os = E,.& pour 0< 0,<0,7.0,

5
& = 22+0823, (Z— ~07) pour 07.0, <0, <110, (1.8)
os = 110, pour 1% <g<eg,

Avec :

E, : Est le module d’Young de I'acier a I’origine,

o, : Est la limite élastique conventionnelle & 2%.o,

0,7.0. : Estla contrainte ou s’arréte le diagramme linéaire.

1.6.1.2.2. Comportement des aciers actifs :

Le comportement des armatures de précontrainte (les fils tréfilés et les torons) est
représenté par la loi, du méme type que celle des aciers écrouis du béton armé,
recommandée par le nouveau réglement BPEL91 [141], (Fig. 1.9.).

Op
106 gl o
BN e I
lpeg //
;f
,r",
f"‘
,I
’.-'
,/
/’f
z |
0 1% 207 £p
Fig. 1.9. Comportement des aciers précontraint [141].
Ifcp =Ey.g pour 0 <0, <09 feg
5
- % %p _
{ ep = 22+ 100, (fpeg 0,9) pOUr  09.f,e < 0, < 1,06.1pc (1.9)
\op = 1,06.fpeq pour g, = 0,02
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Ou:

o) . Estla contrainte dans I’acier de précontrainte,

e, - Est la déformation dans I’acier de précontrainte,

E, : Est le module d’Young a I’origine,

foeq + Estla limite élastique conventionnelle a 0,1%,

0,9.f,¢ : Estla contrainte ou s’arréte le diagramme linéaire,
1,06 . fyq : Est la contrainte de rupture.

l. 6.1. Modeéles constitutifs :

Les modeles constitutifs qui peuvent étre utilisés pour la modélisation des
constituants microstructuraux dans divers exemples numériques étudié tout au long
de ce travail sont brievement résumés.

1.6.1.1. Modele Neo-Hookean compressible [142] :

Dans le modele isotrope compressible hyperélastique neo-hookean, la relation
constitutive est donnée par :

1=K(@J-1)1+GB¢ (1.10)
B=172%/38B (1.11)
Avec:B=F.F¢

Ou:

T =J o : désigne le tenseur des contraintes de Kirchhoff,

J = det(F) : le rapport volumique,

B9 : le déviateur du tenseur isotrope Cauchy-Green gauche,
K : le module de compressibilité,

G : le module de cisaillement.

1. 6.1.2. Modele élasto-plastique [143] :

Dans ce modéle hypo-élasto-plastique le tenseur de déformation :
e =~ ((VO)° + VO) (1.12)
Avec : U : la vitesse d'un point matériel.

Ce modéle est décomposée de maniere additive en une partie élastique ¢, et une
partie plastique &,.
E= gt g (1.13)
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La partie élastique €, est couplée a la contrainte de Cauchy o par la relation hypo-
élastique :

Q
Il
ol

A (1.14)

Le tenseur de quatrieme ordre C est le tenseur élastique isotrope du matériau.

VE E
= 1

(1+v) (1-2v) 1+v

ol

(1.15)

Avec :
E : le module d'Young ;
v : le coefficient de Poisson.

Les incréments de déformation peuvent étre élastiques ou élasto-plastiques. Une
fonction de rendement f est utilisée pour déterminer si une déformation élastique ou
élasto-plastique a lieu.

Le taux de déformation dans un point matériel est élastique si le chargement
élastique (f < 0) ou le déchargement élastique (f < 0) se produit.

Au cours de la déformation élasto-plastique, (f = 0) et (i‘ = O)s'appliquent (cette

derniére condition est connue comme la relation de cohérence).
La fonction de rendement von Mises, utilisée dans le présent travail, est donnée par :
f(o,€,) =02 — o2 (1.16)
Dans lequel la contrainte équivalente de von Mises est définie comme suite :
6= [2¢di0d (1.17)

La limite d'élasticité actuelle o, = o,(€,) est une fonction donnée (relation de
durcissement) de la déformation plastique équivalente €,, définie par I'équation
d'évolution suivante :

€ = Esg:sg (1.18)

Le taux de déformation plastique est donné par la régle de flux associée, qui peut
s'écrire comme suite :

g = 2 (1.19)

P 20y
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. 7. Conclusions :

A travers ce chapitre nous avons tout d’abord traité un apercu sur les matériaux
composites a matrice métallique, ils permettent la fabrication des structures pour
lesquels les matériaux traditionnels ne conviennent pas ou ne sont plus efficaces et
ou le matériau peut véritablement étre composé en fonction de sa destination.

Puis, on a traité dans ce chapitre un apercu sur les différents travaux et techniques
d’homogénéisation, ou les principes généraux y sont brievement décrits. Cela nous a
aidés a opter pour une méthode d’homogénéisation que I'on développera en détail
dans le chapitre qui suit. Cette méthode retenue consiste en la résolution d’un
probleme de localisation, en y introduisant des degrés de liberté supplémentaires
supportant les composantes des déformations macroscopiques. Les relations linéaires
entre les degrés de liberté supplémentaires sont prises en compte par une méthode
d’élimination via le code de calcul Abaqus. Il sera utilisé un pilotage a déformation
ou a contrainte moyenne imposée qui consiste a imposer la valeur des degrés de
liberté supplémentaires ou les forces nodales associées. Dans cette présente étude, il
y a lieu d’utilisé et de tester cette méthode d’homogénéisation périodique retenue,
qui sera comparée a des résultats numeériques et aussi a des résultats expérimentaux.

On a aussi exposé un historique sur I’évolution de la théorie de I’endommagement,
ainsi qu’une revue non exhaustive des différents travaux et modeéles
d’endommagement. Cela nous a aidés a choisir des modeéles d’endommagement a
introduire dans notre étude ; ou on utilisera le modele de Mazars ([144], [145]) pour
des composites a grains (inclusions sphéroidales et ellipsoidales), et le modele de
Bouafia et al. ([146], [147]) pour des composites a fibres (inclusions cylindriques). Il y
a lieu d’introduire ses modéles d’endommagement dans le probleme de
I’lhomogénéisation par une méthode de relocalisation, et cela via une Subroutine
(Umat) sur le code de calcul Abaqus.

Puis, nous avons abordé quelques travaux portant sur I'analyse fiabiliste pour
estimer I'indice de fiabilité et déterminer la probabilité de défaillance des structures.
Cela nous a aidés a opter pour une technique classique pour le calcul de la fiabilité
(méthode d’Hasofer-Lind de niveau 2) qui utilise les probabilités et les statistiques
gue I'on développera en détail dans le chapitre Ill. Elle permet ainsi de vérifier la
fiabilité des structures et éléments de structures, et aussi d'assurer un dialogue entre
le modele mécanique et le modeéle de fiabilité avec une méthode de couplage indirect.
Le modéle fiabiliste et son couplage avec le modéle mécanique seront écrits en
langage de programmation fortran. Pour ce qui est du modéle mécanique, il s’agit
d’utiliser le modéle d’homogénéisation périodique dans le domaine non linéaire
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pour des matériaux composites a comportement hétérogéne, que I’on développera en
détail dans le chapitre Il. Par contre pour ce qui est du modéle fiabiliste, il y a lieu de
modéliser le probléme de fiabilité par le principe d’Hasofer-Lind pour I'estimation de
I'indice de fiabilité, et la détermination de la probabilité de défaillance du systéeme
étudié. Une fois que le modeéle mécanique et le modeéle fiabiliste soient disponibles, le
couplage entre les deux modeéles sera fait en utilisant une méthode de couplage
indirecte par surface de réponse, puis il y a lieu de faire le choix des lois de
distributions (lois de probabilité) pour les variables aléatoires retenues afin de
rapprocher la loi statistique (loi réelle).

Enfin, on a traité un apercu sur un ensemble de lois de comportement permettant
la modélisation des comportements non linéaires des matériaux sous un chargement
instantané et monotone jusqu'a la ruine. Ou, le comportement du composite « béton »
en traction est plutdét du type fragile. Pour renforcer ce matériau, autrement que par
les armatures traditionnelles (béton armé), des fibres de différentes natures (acier,
fonte, fibres de verre ou de carbone...) sont introduites dans le béton. Elles
permettent au matériau d’avoir un comportement ductile. Cependant, ce
comportement dépend de plusieurs facteurs: dosage (pourcentage en fibres),
adhérence fibres-matrice, orientation et disposition des fibres dans la matrice,
composition de la matrice.
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Chapitre |1 Modélisation numérique de I’lhomogénéisation périodigque

I1. 1. Introduction :

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode numérique de I’'hnomogénéisation
périodique. Dans un premier temps, on appliquera les conditions aux limites
périodiques (PBC), en y introduisant des degrés de liberté supplémentaires
supportant les composantes des déformations macroscopiques. Les relations linéaires
entre les degrés de liberté supplémentaires sont prises en compte par une méthode
d’élimination implémenté sous des scripts sur le langage Python via le code de calcul
Abaqus. Puis, il y a lieu de déterminer les caractéristiques mécaniques
homogénéisées des composites étudiés sur la base d’'un volume élémentaire
représentatif (VER).

Ensuite, nous introduirons des modeéles d’endommagement dans le probleme de
I’homogénéisation périodique par une démarche de relocalisation, ou on appliquera
le modeéle de Mazars ([144], [145]) pour des composites a grains (inclusions
sphéroidales et ellipsoidales), et le modele de Bouafia et al. ([146], [147]) pour des
composites a fibres (inclusions cylindriques), et cela sous des Subroutines (Umat) sur
le langage de programmation Fortran via le code de calcul Abaqus.

Enfin, on traitera I’hnomogénéisation périodique dans le domaine non linéaire pour
des matériaux composites a comportement hétérogenes (élastique/élasto-plastique,
élasto-plastique/élasto-plastique), basée sur une approche incrémentale permettant
de linéariser le probléeme d’homogénéisation non linéaire, puis de calculer
numériquement I'opérateur tangent effectif. Ou, les calculs seront effectués par
I'utilisation de la méthode des éléments finis via le code de calcul Abaqus.

11. 2. Problématique de I’lhomogénéisation périodique :

I1. 2.1. Choix de la cellule de base :

L’homogénéisation périodique passe par la définition d’un volume élémentaire
représentatif « VER » du matériau hétérogene, alors appelé cellule de base. Dans ce
travail, on effectue une étude dans I’espace (en 3D). La cellule de base est un élément
cubique de volume unitaire comprenant des inclusions de différentes formes
(sphéroidales, ellipsoidales ou cylindriques). Les dimensions, la forme, I’orientation
et le pourcentage des inclusions sont générés par un générateur d’objets répartis
aléatoirement dans un volume fini.
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CELLULE DE BASE

MILIEUX HETEROGENE PERIODIQUE
Fig. I11.1. Choix de la cellule de base [148].

Les matériaux qui seront étudiés possedent une microstructure périodique, cette
propriété affecte indépendamment ou de facon couplée, tant les propriétés
géométriques que les propriétés matérielles.

Une fois qu’on a choisi un élément de volume représentatif du matériau formant
une cellule de base (Fig. I1.1), on définit les grandeurs macroscopiques (la contrainte
2 et la déformation E) a partir de leurs homologues microscopiques (la contrainte o et
la déformation g).

11. 2.2. Méthodoloqgie :

1. 2.2.1. Conditions aux limites périodiques :

Les théories d’homogénéisation les plus utilisées sont : déformation homogéne au
contour (KUBC), contrainte homogéne au contour (SUBC) et homogénéisation
périodique (PBC), en petites perturbations et grandes déformations (en 2D ou 3D).
Un certain nombre de chercheurs ont prouvé qu’en appliquant une condition aux
limites périodiques (PBC), nous permet d’obtenir des résultats plus raisonnables,
comparer avec d'autres conditions aux limites (KUBC, SUBC). C’est I’'une des raisons
pour lesquels, on a choisi pour cette étude la méthode d’homogénéisation avec
condition aux limites périodiques (PBC).

Considérons une structure périodique constituée de réseau périodique de cellules
répétées unitaires. Dans le cas d’'un matériau a microstructure périodique, on peut
définir une « cellule de base » et des vecteurs de périodicité (Fig. 11.2).

38



Chapitre |1 Modélisation numérique de I’lhomogénéisation périodigque

Une microstructure périodique Un exemple de cellule de base

Fig. 11.2. Description d’une cellule de base [149].

Le champ de déplacement pour la structure périodique peut étre exprimé [150]
sous la forme suivante :

ui(x;) = &;.%; + u;(x;), u; périodique (11.1)

g;; : est le tenseur des déformations macroscopiques de la structure périodique,
g;. X; : représente un champ linéaire de deplacement,
u;(x;) : est la fonction périodique d'une cellule & une autre.

La fonction périodique u;(x;) représente une modification du champ de
déplacement linéaire en raison de I'hétérogénéité de la structure composite.

Les conditions aux limites périodiques impliquent les deux faits suivants :
» Pour deux surfaces opposées, la déformation et I'orientation devraient étre les
mémes.
= Afin d'avoir une continuité de contrainte a travers les limites, les vecteurs de
contrainte agissant sur chaque deux cétés opposés sont opposés en direction.

L'hypothese du champ de déplacement sous la forme de I'équation (I1.1), ne peut
étre appliquée directement aux limites puisque la partie périodique u;(x;) est
généralement inconnue.

Pour chaque cellule unitaire, ses surfaces limites (Fig. 11.3) doivent toujours

apparaitre en paires paralleles, les déplacements sur une paire de surfaces limites
opposées paralleles peuvent étre écrits comme suite :
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Ut = g xft +u; (11.2)
U = g xf +u (1.3)
Ou:

k* et k™ : sont des indices pour identifier la ki®™¢ paire de deux surfaces limites
paralléles opposées d'un volume élémentaire représentatif (VER).

Surfaces
o Surfaces -
Poinis
—~—
Surfares
. Arribes
@ A ]
Surfacas
—
=
d >

Fig. I1.3. Points, arrétes et surfaces recevant les conditions aux limites de périodicité.

On notera que u;(x;) est la méme pour deux frontiéres paralléles (périodicité), par
conséquent, la différence entre les deux équations (11.2) et (I1.3) est donnée comme
suite :

U%H- — U%(_ = El] (X]}H- — X]}(_) = El] AX]k (”4)

Ax}‘ : sont des constantes pour chaque paire de surfaces limites paralléles,

Etant donnee g; est connu et Ax}‘ sont constants, alors le cbété droit devient

constant, et ces équations peuvent étre facilement appliquées a I'analyse par élément
fini comme des équations de contrainte de déplacement nodal [150].

Si un volume élémentaire représentatif (VER) est analysé en utilisant une méthode
par éléments finis a base de déplacement, I'application de I'équation (11.4) peut
garantir l'unicité de la solution et les conditions de continuité en traction sont
automatiquement satisfaites au lieu d'appliquer I'équation (11.1) directement comme
conditions aux limites.
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Une représentation schématique d'une cellule de base unitaire en 2D sous
contrainte avec des conditions aux limites périodiques macroscopiques est
représentée a la figure (Fig. 11.4).

k- _ % k
—U; — & AN

'

~l

uk* + &, Axk

k_
ul —
k+

Fig. 11.4. Schéma représentant une cellule de base en 2D avec des conditions aux limites périodiques.

Les conditions de continuité en traction peuvent étre écrites comme suit :

tt—t— =20 (1.5)
OQu:t= o.n

t* ett™ : sont des tractions correspondant au niveau des surfaces limites qui sont
paralleles dans chaque face opposée respectivement.

Un schéma représentant la continuité en traction d'une cellule de base unitaire en
2D est représenté a la figure (Fig. 11.5).

k+
ty T thy
= k+
» txy
k_
_tx -l 1 . ti).::+
k_
_txy

_ k— l k-
tyx ty

Fig. 11.5. Schéma représentant une continuité en traction d’une cellule de base en 2D.
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En général, pour des problémes de la valeur limite périodiques, les équations (11.4)
et (11.5) constituent un ensemble complet de conditions aux limites en dehors du
mouvement de corps rigides.

Cependant, dans ce travail, la cellule unitaire est analysée en utilisant la méthode
des éléments finis a base de déplacement, I'application de seulement I’équation (11.4)
peut garantir lI'unicité de la solution, et ainsi I’équation (11.5) est automatiquement
satisfaite. En d'autres termes, cette derniére condition aux limites n’est pas nécessaire
de I'appliquer de facon explicite dans notre analyse.

11. 2.2.2. Méthode d’homogénéisation périodique :

Le volume élémentaire représentatif (VER) est considéré comme un milieu
orthotrope homogéne, avec des propriétés effectives décrivant les propriétés
moyennes du matériau composite [151]. Pour obtenir ce module macroscopique, une
procédure d’homogénéisation est introduite lors du calcul reliant I'échelle
microscopique et I'échelle macroscopique.

L'une des méthodes les plus utilisées pour I'homogénéisation périodique, consiste
a intégrer sur le volume élémentaire représentatif (VER) pour faire la moyenne des
tenseurs de contrainte et de déformation :

Sy = J, 0y (x,y, 2)dV (11.6)

1

g = ;fveij(x, y,z)dVv (11.7)

Nous devons démontrer que, cette procédure peut conserver l'équivalence de
I'énergie de déformation entre le composite hétérogéne et le composite homogene de
la moyenne des tenseurs de contrainte et de déformation. Afin de démontrer
I'équivalence de I'énergie, nous supposoONs gque nous avons une traction et un
déplacement u; au niveau des extrémités.

L'énergie de déformation dans un matériau homogéne de volume V est :
1 _
U= Eoi]‘&‘i]‘v (”8)
L'énergie de déformation stockée dans le matériau hétérogene de volume V est :
« 1
u* = EfV OijEijdV (”9)
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U= %fV Oij(eij - Ell)dV + %EIJ fVOijdV (”11)

Comme nous l'avons illustré dans I'équation (11.8), nous avons donc :

« 1 — 1_ _

U™ =2 [, o5(ej — &)V + 20E; Vv (11.12)
* 1 aui 6ﬁi

U—U—;L%Qg—aﬂm/ (11.14)
x _ 1 |99 _ a(Oij (ui—ﬁi))

U —U—;Llwﬁm—uo+——77—4dv (11.15)

En utilisant I'équation d'équilibre :

6oi]- _

o 0 (11.16)

Nous pouvons écrire la différence d'énergie, comme suite :

U*—Uzlf a

> Va_Xj [Oij(ui - Ul)]dv (”17)

En utilisant le théoreme de Gauss, nous pouvons transformer l'intégration sur le
volume en I'intégration sur la surface, comme suite :

Us—u= %fsj Ojj (Ui - Ul) nj dS] (”18)
Ou:
S; : est la jieme surface,

. est la normale unitaire,
: est le i¢me déplacement,
; . est le i¢me déplacement moyen.

& s 3

Sur la surface S;, on a:
U; = Ui (”19)
Nous concluons donc que :

U'—U=0 (11.20)
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La dérivation ci-dessus montre que I'homogénéisation que nous avons utilisée,
assure l'équivalence entre le volume élémentaire représentatif (VER) hétérogene et
homogénéisé.

Les quantités moyennes des contraintes et des déformations définies dans
I'équation (11.6) et I'équation (I1.7), elles assurent I'équivalence en énergie de
déformation entre le matériau homogene équivalent et le matériau hétérogéne
d’origine.

Les contraintes moyennes peuvent étre liées aux déplacements limites des volumes
élémentaires représentatifs (VER) en utilisant le théoreme de Gauss. La déformation
moyenne dans I'équation (I1.7) peut étre convertie en :

_ 1
& =5 Js (Uiny —uyn;) ds; (11.21)

Ou:
S; . désigne la limite extérieure du volume élémentaire représentatif (VER).

La relation donnée par I'équation (11.21) permet d'évaluer les contraintes moyennes
du volume en utilisant les déplacements aux limites, puis en évitant l'intégration du
volume [04].

Afin d'évaluer les propriétés effectives (_:ijkl, premiérement, nous devrions évaluer
la moyenne de la contrainte et de la déformation, des équations (I1.6) et (11.7) avec
I'application de différentes conditions de contour, puis les introduire dans la relation
constitutive comme suit :
Gij

ijkl — a

(@]

(11.22)

Oou:

Ciji : est un module de rigidité correspondant a I'application du mode de
déformation.

Dans le cas d’une déformation de cisaillement pure, I'expression du tenseur de
déformation de cisaillement est comme suite :

Yij = &jj + €ji =2 €ij (”23)

]
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Oou:
Y;; : est la déformation de cisaillement mécanique.

Le volume élémentaire représentatif (VER) est un matériau orthotrope, mais il peut
s'agir de matériaux isotropes transversalement lorsque I'inclusion est au centre du
volume élémentaire représentatif (VER). La matrice de rigidité des matériaux est
transversalement isotropes (constitué de cing constantes indépendantes), elle est
obtenue par analyse d’un volume élémentaire représentatif (VER) sur le code de
calcul Abaqus.

On représente ci-dessous (Fig. 11.6) différentes microstructures tridimensionnelles a
inclusions multiples utilisées dans la littérature par différents auteurs, et dont elle
sera utilisé dans cette étude.

(d)
Fig. I11.6. Microstructures tridimensionnelles avec inclusions multiples : (a) Fritzen et al [152],
(b) Delannay et al [153], (c) Brassart et al [154], (d) Mortazavi et al ([155], [156]).

Le tenseur de raideur s’exprime comme indiqué dans I'équation (11.24) :

C;y C Ci3 O 0 0]
C, Cp Cp 0 O 0
= C C Cs3 0 0 0
c1=|Cis Cas ) 11.24
=197 o0 &, o o (11.24)
0 0 0 0 GCg O
0 0 0 0 0 Gl
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Le tenseur de souplesse s’exprime comme indiqué dans I'équation (11.25) :

S11 S1z2 Si3 0 0 07

Si2 S22 Sz 0 0 0

— S13 S23 S33 0 0 0
S1=1" 0 0 S 0 0 (11.25)

0 0 0 0 Sss 0

L O 0 0 0 0 S

De plus, a partir de la relation entre la matrice de souplesse S, et la propriété
élastique, nous pouvons calculer des propriétés élastiques effectives a partir de la
matrice de rigidité du volume élémentaire représentatif (VER).

r 1 _ Y21 _ V31
Ej1 Ez2 E3s3 0 0 0
vz 1 __ V32 0 0
Eiq Ezz E33 0
1
Vi3 V23 - 0
— = 0 0
[S] = E1x Ez2 Ea3 (11.26)
o o o0 &~ 0 0
1
0 o0 0 0 &m °
0o 0 0 0 o L
Gaz3

Ou:

E.1, E,, et E5s : sont les modules d'élasticité d’extensions le long des directions 1, 2 et
3, respectivement,

vii (1,] =1, 2, 3) : sont les coefficients de poisson,

Gi2, Gy13, €t G, : sont les modules de cisaillement.

Il n'y a que cing constantes de matériaux indépendantes (E;;, Es3, V12, V31, G33)
pour un matériau isotrope transversalement. Ou v,; dépend de E;,, E33, vi,, V3, €t
peut étre calculé par la relation suivante :

Va1 — Vi3 (11.27)

E3s3 Eiq

Un matériau est isotrope lorsque sa propriété est la méme dans les trois directions.
Dans ce cas,E;1=E,; =E33 =E, vi3= V3 =v3, =vetG,,=G3; =G5, =GC. Il n'existe
gue deux constantes de matériaux indépendantes (E, v) pour un matériau isotrope.
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Cependant, les matériaux anisotropes ont des valeurs non nulles dans les parties
supérieures droite et inférieure gauche de leurs matrices de souplesse et de rigidité. 1l
existe une relation entre les composantes de la matrice de souplesse avec les
composantes de la matrice de rigidité, qui est comme suite :

S, (C11.C33-Cf) 1 (| |.28)

(C33.C4—-2.C11.C5-C% C33+2.C12.C4)  Enx

S12 = — (633.6121-2.6(161.%23-36_2%33+z.612.6123) - _;271 (11.29)
S13 = — (511_533_2%1323+512_533) - _% (11.30)
S35 = (En.ésle.gfilfén.éss) - é (11.31)
Sus :?L:G—; (11.32)
Ses :C—;:G—L (11.33)
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La détermination des propriétés élastiques effectives dépend de la perturbation, et
aussi de la propriété du matériau composite (cas isotrope ou orthotrope) du volume
élémentaire représentatif (VER). lls sont définis dans le tableau ci-dessous (Tab. I1.1) :

Tab. 11.1. Propriétés effectives en fonction de la perturbation et la propriété du matériau.

Cas isotrope

Perturbation suivant la Perturbation suivant la Perturbation suivant la
direction X-X direction Y-Y direction Z-Z
Eeff - Ei:gf - E Eeff - Eggf - % Eeff — Eggf — %
€11 €22 €33
Vel = v = — vl = ———
2 2 2
Avec : Avec : Avec :
& & &
ff — 22 ff — 11 _ 11
vi; = —— Vi = —— nglf___
811 a22 a33
& & &
ff — 33 ff — 33 ff — 22
Viz = —— Vi3 = —— Vi, = ——
811 a22 a33

Cas orthotrope / isotrope transversalement

Perturbation suivant

Perturbation suivant la

Perturbation suivant la

Perturbation suivant la

la direction X-X direction Y-Y direction Z-Z direction X-Y
O11 022 O33 O12
Esf = — Esf == Esf == Gsf = =2
€11 €22 €33 12
I3 3 I3
ff — 22 ff — 33 ff — 11 O3
Viz = —— Vi3 = = V§1 = - GsY =—
€11 €22 €33
32
Avec :
Y12 = 2.5
Y32 =2 €32

Il n'existe que deux constantes de matériaux indépendantes (E, v) pour un
matériau isotrope. Par contre, il y a cing constantes de matériaux indépendantes
(E11, Es3, V12, V31, G32) pour un matériau orthotrope / isotrope transversalement.
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I1. 3. VValidation de la procédure d'homogénéisation :

I11. 3.1. Imposition de conditions aux limites périodiques a I’échelle micro:

Pour appliquer les conditions aux limites périodiques a I’échelle micro, il existe
trois types d'ensemble de nceuds : les faces, les arétes et les sommets. Pour cela, on
introduit des équations supplémentaires pour des conditions aux limites périodiques
a I’échelle micro [157].

D’abord, il y a lieu de choisir les régions sur les limites du volume élémentaire
représentatif (VER), puis il y a lieu de faire une notation des nceuds comme
représenté sur la figure ci-dessous (Fig. 11.7) :

D

Fig. 11.7. Notation de I'élément de volume représentatif.

Un ensemble de nceuds d’un sommet contient un seul nceud, alors que chaque
ensemble de nceuds pour les arétes et les faces peuvent contenir plusieurs nceuds.
Les équations de toutes les faces, les arétes, et les sommets sont résumés dans le
tableau ci-dessous (Tab. 11.2) :
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Tab. 11.2. Equations pour des conditions aux limites périodiques.

Equations des faces

Ugcgr — UapHE = O &
Vgcgr — Vapre = 0
Wgcgr — Wapng = 0

Ucpug — Upaer = 0
Vepuc — Veaer = P&y
Wcpne — Weagr = 0

Upgng — Ugapc = 0
VrenG — Veanc = 0
WrEgnG — Weapc = P €,

Equations des arétes

Upg —Upap = A& T Y&,
Ve —Vap = d &y +Y€yz
Wgg —Wyap = 0 &, T YE,

Ung — Uag = Y Eyx + P&y,
Vi —Vag = P& + Y&,
Wie —Wag = Y&, + P&y

Ucg — Uag = aéyx_'_ ﬁéyz
Ve —VaE = Béy_'_aéxz
Wee — Wag :aéyz_'_ﬁéx

Upg —Upap = A& — Y &y
Ve —Vap = A&y — Y &yz
Wgg —Wuap = 0 &, — Y&

Ung — Uag = Y Eyx — P&y,
Vig —Vag = P& — Y&,
Wie —Wag = Y&, — PEy

Ucg — Uag = aéyx_ ﬁéyz
Ve —VaE = Béy_aéxz
Wee — Wag :aéyz_ﬁéx

Equations des sommets
Ug— Uy =ag + ﬁéyz +Y€xz

Ug — Up :aéx+ﬁ€yz+Y€xz
Vg —Va :aéxy_'_ﬁéy_'_YEyz
W — Wy = C[Exz_'_ﬁéyz_'_YEZ

Wg —Wp = CIExz_'_ﬁéyz_'_YEZ

uH_uB:aEx_'_ﬁEyz_'_Yny uC_uE:aéx_'_ﬁEyz_'_Yny
Vg — VB :aéxy_'_ﬁéy_'_YEyz

Wy — W = CIExz_'_ﬁéxy_'_YEZ

Ve —VE= CIExz_'_ﬁéy_'_Yny
We — Wg = C[Eyz_'_ﬁéx_'_YEZ

11. 3.2. Implémentation des équations pour des conditions aux limites périodiques :

Dans le module d'interaction du code de calcul Abaqus, il est possible de définir
différents types d'interactions au niveau du modéle étudié. On peut introduire des
équations linéaires composées de coefficient qui s’applique pour chaque nceud a un
degré de liberté. L’expression d’une équation linéaire supplémentaire est comme
suite :

AP +Aud + L+ AguR =0 (11.34)
Ou:
uf : est une variable nodale au nceud P, de degré de liberté i,
Ay : sont les coefficients qui définissent le mouvement relatif du nceud.
Dans le volume élémentaire représentatif (VER) modéliser sous forme d’un

parallélépipéde en 3D, il y a lieu d’appliquer des conditions aux limites périodiques,
ou la matrice macroscopique de déformation e = g aveci,j =X, y, z.
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Afin d'inclure la déformation macroscopique de composante g;, il y a lieu de créer
six points de référence RP-1, RP-2, RP-3, RP-4, RP-5, RP-6. Ou leur degré de liberté de
déplacement a une relation avec &y, &y, &, &y, &y, €, respectivement comme suite :

1 —
(Urp—1 = &
1 —
URP—Z - exy
1 —
URP—3 = &z (|| 35)

1 =
Urp-4 = &

1 I
Ugrp_s = Eyz

1 I
\Urp_s = &,

Une fois que les points de référence sont introduit dans le modéle, on crée les
équations supplémentaires avec la commande Python afin d’appliquer les conditions
aux limites périodiques dans le code de calcul Abaqus. Pour appliquer la
perturbation dans une direction donnée, il y a lieu de I'appliquer sur un nceud fictif
qui n’est pas relié aux éléments du modéle.

Pour faire cette analyse, tout d’abord, il faut créer un fichier (.cae) dans le code de
calcul Abaqus, ou il y a lieu d’introduire la géométrie, propriété des constituants du
matériau composite (inclusions - matrice), puis effectuer le maillage symétrique et le
chargement macroscopique. Enfin, on introduit les lois de comportement des
constituants de notre matériau composite via I'implémentation des Subroutines
(Umat) dans le code de calcul Abaqus.

Les conditions aux limites périodiques sont imposées, en utilisant des équations
supplémentaires multipoints sur le code de calcul Abaqus, qui permettent d’imposer
une relation entre différents degrés de liberté dans le modéle. En général, plusieurs
degrés de liberté dépendants peuvent étre liés a un seul degré de liberté
indépendant.

Ensuite, on exécute les scripts Python qui permettent d’ajouter les points de
référence dans le code de calcul Abaqus, créant automatiquement les équations
supplémentaires aux nceuds. Enfin, on exécute la simulation dans le code de calcul
Abaqus, ou on obtient les résultats de notre modélisation. La contrainte
microscopique pourrait étre exportée a partir de la base de données du code de calcul
Abaqus, la contrainte macroscopique est la condition utilisée entrée initiale.
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11. 3.3. Organigramme général de mise en ceuvre sur le code de calcul Abaqus :

La méthode d’homogénéisation périodique proposée a été implémentée
numériquement en utilisant un script Python, pour invoquer la solution dans le code
de calcul par élément fini Abaqus. L'algorithme itératif est présenté sur la (Fig. 11.8).

A chaque étape incrémentielle de l'analyse, la Subroutine des propriétés des
matériaux (Umat) ou bien lois de comportement a été utilisée pour effectuer la
communication entre Python et le solveur Abaqus. Le code Python modifie les

conditions aux limites en un fichier d'entrée Abaqus, appliqué a une cellule
élémentaire ou élément de volume représentatif.

Générer la microstructure (générateur géométrique d’objets aléatoire)

v

Importer le volume élémentaire représentatif (VER) générer sous le
format (.step) vers Abaqus

v

Introduire les lois de comportement des constituants du composite via
la Subroutine (Umat) sur le code de calcul Abaqus :

- Lire les contraintes macroscopiques
- Lire la matrice jacobienne actuel
- Soumettre au code de calcul Abaqus

v

Homogénéisation périodique via des scripts python (imposition des
conditions aux limites périodique, introduction des équations
d’éliminations) :

- Lire le fichier (.odb) d’un volume élémentaire représentatif
- Calcul ¢ a partir de la moyenne du volume
- Calcul le Jacobien courant C

v

Démarrer la simulation du modéle sous le code de calcul Abaqus

v

Détermination des caractéristiques mécaniques effectives

Fig. 11.8. Organigramme d’implémentation du modéle d’homogénéisation périodique.

La programmation d'une Subroutine (Umat) dans le code de calcul Abaqus,
nécessite la résolution numérique des équations différentielles décrivant le
comportement du matériau, ainsi que la détermination de la matrice tangente
cohérente avec le schéma d'intégration choisi (Euler implicite dans notre étude).
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1. 4. Problématique de I’endommagement :

A partir de I'approche de Rabotnov [158] et Kachanov [159], la mécanique de
I’endommagement consiste en I'introduction d’un paramétre scalaire D, qui prend la
valeur 0 pour un matériau sain et la valeur 1 pour un matériau rompu. Ce paramétre
D décrit I’état d’endommagement d’une section S d’un échantillon.

Pour caractériser la transition de comportement élastique - plastique au niveau de
la limite d’élasticité, il est défini par une surface seuil (critére de plasticité scalaire).
Cette fonction de charge est fonction du tenseur de contrainte du matériau et peut
prendre plusieurs formes selon le critére choisi. Le critere fait en général suite a des
essais multiaxiaux qui ont permis de déterminer I’allure du domaine de plasticité du
matériau.

Les matériaux sont supposés obéir au critere de Von Mises [160] (ou critere de
Maxwell-Huber-Hencky—Mises), fonde son critére sur le deuxieme invariant du
tenseur déviatorique des contraintes. Ceci a pour conséquence, que la surface définie
par Mises est un cylindre dans I’espace des contraintes principales avec la trisectrice
du repere comme axe de révolution.

La plasticité du composite étant gouvernée par celle de la matrice, alors le critere
global de plasticité sera obtenu a partir de celui de la matrice.

Nous supposons que la matrice obéit ponctuellement au critere de Von Mises qui
s'écrit en tout point P de Q.

f=1, (od(P) - x(P)) (11.36)
Ou:
oi‘} =05 — %okk&j est le déviateur des contraintes en tout point P.

Le critere moyen s'écrit donc :
J(of—x)—k<0 (11.37)
Ou:

3 . . .
J(09) = > (0%:09) est le second invariant du tenseur des contraintes.

Ainsi: J(Z — X) =J,(0f — x,) (11.38)
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I11.4.1. Modeéle d’endommagement de Mazars :

Le modéle de comportement de Mazars ([144], [145]) permet de décrire le
comportement élastique endommageable. On utilisera un modéle tridimensionnel,
isotrope et qui s’appuie sur un critere d’endommagement écrit en déformation et
décrivant la dissymétrie traction-compression.

Le modele de Mazars ([144], [145]) a été élaboré dans le cadre de la mécanique de
I’endommagement. La contrainte est donnée par la relation suivante :

o=(1-D)Ee® (11.39)

Avec :

E : La matrice de Hooke,

D : La variable d’endommagement,
e® : La déformation élastique.

La variable d'endommagement D est comprise entre 0: matériau sain, et 1:
matériau rompu. L’endommagement est piloté par la déformation équivalente e,
qui permet de traduire un état triaxial par une équivalence a un état uni-axial.
Comme les extensions sont primordiales dans le phénomene de fissuration du béton,
la déformation équivalente introduite est définie a partir des valeurs propres
positives du tenseur des déformations, soit :

€eq = () : ey (11.40)

Ou dans le repére principal du tenseur de déformations :

Eeq = V(€12 + (e2)% + (e3)2 (11.41)

Sachant que la partie positive ( ), est définie de telle sorte que, si g est la
déformation principale dans la direction i :

{<€i>+ =& Si =0

(1) =0sig <0 (11.42)

€eq . €st un indicateur de [I'état de tension dans le matériau qui génere
I'endommagement. Cette grandeur définit la surface de charge f telle que :
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f= €eq — K(D) =0 (11.43)
Avec :
K(D) = €eq si D=0.

€qo . La déformation seuil d'endommagement.

. 92
Mazars criterion . -
] *
— " %
—
3.
1 1 - 1 1 Ul
e :
4
\
“
.\- N )
" (v=1023)
=, f'l.': l':' :}1\
~
~
~
At
Y
N
~ ’
N AT

Fig. 11.9. Tracé de la zone seuil dans le plan de contrainte (o, , 0,) du modéle de Mazars [145].

Lorsque la déformation équivalente atteint cette valeur, I’endommagement
s’active. D est défini comme une combinaison de deux modes d'endommagement
définis par D, et D., variant entre O et 1 selon I’état d’endommagement associé, et
correspondant respectivement a I’endommagement en traction et en compression. La
relation liant ces variables est la suivante :

D = a’D, + a'D, (11.44)

B : est un coefficient qui a été introduit ultérieurement pour améliorer le
comportement en cisaillement. Usuellement la valeur de p est fixée a 1,06.
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Fig. 11.10. Modele de Mazars en traction et en compression [145].

Les coefficients a;, et a. réalisent un lien entre I'endommagement et I'état de
traction ou de compression. Lorsque la traction est activée a, = 1 alors que a. = 0 et
inversement en compression.

Une particularité de ce modéle est son écriture explicite, ce qui implique que toutes
les grandeurs se calculent directement sans utiliser un algorithme de linéarisation
comme celui de Newton-Raphson. Ainsi, les lois d’évolution des endommagements
D et D, s’expriment seulement a partir de la déformation eéquivalente e.

D,=1- “S‘—Z‘t) — Acexp (—Be(eeq — 2a0)) (11.45)
D.=1- % — Ac exp (~B(eeq — 20)) (11.46)
Avec .

A:,A., B, etB.:sont des parametres matériaux a identifier.

Ces paramétres permettent de moduler la forme de la courbe post-pic. lls sont
obtenus a I’aide d’essais de traction et d’un essai de compression.
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11.4.1.1. Implémentation du modéle de Mazars dans le code de calcul Abaqus :

Le modele de Mazars ([144], [145]) simulant un comportement élastique-
endommageable isotrope, est implémenté dans le code de calcul Abaqus.
L’algorithme ainsi obtenu est présenté sur la figure (Fig. 11.11).

Déformations equivalentes ¢,

€eq =V \/(‘91>3L +(g)% + ()3

N Y,
4 ¢ 2\
Fonction seuil f <0
g J
>
f=0 \ 4
4 2\
Variable d’endommagement
D=alD, +afD,
& J
4 ¢ 2\
Mise a jour
E=(@1-D)E,
g J
4 ¢ 2\
Contraintes principales o;
c=E¢
& J

Fig. 11.11. Schéma de I'algorithme du modéle d’endommagement de Mazars.

1. 4.2. Modeéle d’endommagement de Bouafia et al. :

Pour décrire le comportement du béton de fibres en traction, on a choisi les
relations proposées par Bouafia et al. ([146], [147]) dans le cadre de la théorie des
poutres avec prise en compte du dommage. Les fibres sont dispersées dans le béton
de fagon aléatoire et la modélisation est effectuée en considérant une répartition
uniforme.

La variable du dommage en traction uni axiale, est donnée par :

— Ouc
< e<e = Dyle)=1 T e

[(Guc_fft) (S_Su)G:I

(Ect &) (efc—€u)®

(11.47)

— 1 _ %uc _ﬂ
gL eseg = Dy (e)=1 Ecer [1 (Sr_?—u)ﬁ]
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L’endommagement est évolutif dans le domaine des déformations. Pour un état de
traction uni axiale, la déformation équivalente (¢ = e(D;y, D,)) dans le domaine non

linéaire est tel que :

o 4 €
< e< > === =
& = €= &y E(Dtl) E  Ect (1-De1) (1-D¢q)
o 4 €
< e< > === =
&y S €58y E(sz) E  Ect (1-D¢y) (1-Dgp)

Et

f(e, Dtl) = E(Dt1) —e =0
e < €(Dyy) <& =
f(E, th) = E(th) - €I‘ 2 O

La fonction seuil définit deux états limites :
- Un état élastique (&y).
- Une limite a la rupture donnée par la valeur (g,).

€:€ft@ Dtl :O
Telque: f(e,Dy) =0 =
e=eg© D, =0

Avec :

1 : Pourcentage en volume des fibres,
0, : Coefficient d’orientation des fibres,
I. : Longueur de référence,

B : Constante du modéle,

h : Hauteur de la section transversale de la matrice béton,

l¢ : Longueur d’une fibre,

E¢ : Module élastique de la fibre,

Eyo : Module initial de la matrice béton en compression,
n : Coefficient d’équivalence acier-béton,

T, : Contrainte d’adhérence ultime fibre-matrice béton,
1 : Diametre d’une fibre,

fr : Résistance a la traction du composite,

&r. . Déformation de fissuration de la matrice béton,

;¢ . Déformation de rupture des fibres,

¢, . Déformation de rupture du composite en traction.
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La contrainte ultime maximale du composite (fonction des caractéristiques des
fibres) :

Oyc = % (11.51)
La longueur de référence est liée a la hauteur de la section h :

l. = B.h (11.52)
Le module initial du composite en traction, est donné par :

E., = Ey.(1+n.6, @) (11.53)

La déformation ultime correspondant a la mobilisation totale de I’adhérence fibres-
matrice est donnée par :

_ ‘L'u.lfz
e TPy (11.54)

Lorsqu’il y a arrachement des fibres, la déformation de rupture du composite est
donnée par :

‘L'u.lfz lf
=gq + + 11.55
Ere = Eft 3.Erpfh 4N ( )

Cette déformation est une conséquence d’une ouverture des fissures trop
importante. Ou, cette déformation de rupture des fibres est limitée comme suite (Fig.
11.12) :

et = &g (11.56)
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Fig. 11.12. Loi de comportement (o — €) en traction du béton de fibres en acier ([146], [147]).

11.4.2.1. Implémentation du modeéle de Bouafia et al dans le code de calcul Abaqus:

Le modéle de Bouafia et al. ([146], [147]) simulant un comportement élastique-
endommageable isotrope en traction, est implémenté dans le code de calcul Abaqus.
L’algorithme ainsi obtenu est présenté sur la figure (Fig. 11.13).

Déformations principales ¢;
4 ¢ 1\
Fonction seuil f <0
f =t = KD)
& J
>
f=0 v
4 2\
Variable d’endommagement
D =D,+D,
& J
4 ¢ 2\
Mise a jour
E=(@1-D)E,
& J
4 ¢ 2\
Contraintes principales o;
c=E¢
& J

Fig. 11.13. Schéma d’implémentation de I’algorithme du modele d’endommagement de Bouafia et al.
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I1. 4.3. Organigramme de recherche et d’introduction de I'endommagement :

L'organigramme de recherche et d’introduction de I’endommagement dans un
probleme d’homogénéisation périodique est présenté ci-dessous (Fig. 11.14) :

[ Ae Imposé ]

4 N\
Homogénéisation périodique
cr, C™, o™ E™
\§ J
v
4 N\
Propriétés effectives P
E, v, G, K, inCryx
) Y \:
Parametres modéle de Mazars Parametres modeéle de Bouafia et al.
A, A, B,,B,, gt @, 00, ., B, 0, Iy, Ep, Ty, b, £y , ECIE
Non < g > gorie > "
T s
Oui £
v I
St
[ Rupture ] £
v
> incr > incrp, .« Non '
oui
A 4
[ Fin de la simulation ]

Fig. 11.14. Organigramme de recherche et d’introduction de I’endommagement.
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11.5.Extension de I’lhomogénéisation périodique a des comportements non linéaires

11.5.1. Homogénéisation non linéaire des composites hétérogénes élasto-plastique :

Dans cette présente étude, il y a lieu de résoudre numeériguement un probleme
local consistant en la loi de comportement qui est non linéaire, ou on utilisera une
méthode d’homogeénéisation non linéaire issue des travaux de T. H. Hoang [161]
pour les matériaux composites hétérogenes élasto-plastiques.

Ainsi, le probleme d’homogénéisation périodique avec comportement non linéaire
des matériaux composites hétérogenes (élasto-plastique) est résolu numériquement
par une méthode incrémentale, on faisant une linéarisation de l'incrément de
chargement, quant au tenseur effectif élastique tangent est obtenu par une méthode
de superposition du chargement. Dans cette présente étude, une méthode numérique
incrémentale sera utilisée pour résoudre les lois de comportement effectif.

Pour commencer, les déformations et contraintes microscopiques d’un volume

élémentaire représentatif (VER) sont liées aux quantités macroscopiques, ils sont
présentés par les relations suivantes :

£ = (e(x)) (11.57)

5 = (o(x)) (11.58)

Ou : (.) indique I'opération de moyenne sur le domaine Q.

Le probléme d’homogénéisation consiste a chercher e(x, t) tel que :
divo(x,q(t)) =0 dans Q (11.59)

e(x) : est un champ de déformations macroscopique ;
q(t) : est un vecteur de variables internes au niveau microscopique.

Dans cette étude, on utilisera une approche incrémentale numérique pour

résoudre le probleme non linéaire, et cela en utilisant une méthode de linéarisation
afin de déterminer numériquement I’opérateur tangent effectif.
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—tar.
—tan Cn. +1__

q

Te

AE

En En+41 €
Fig. 11.15. Modélisation incrémentale du comportement effectif [161].
Pour un probleme d’homogénéisation élastique linéaire, on a :
R, =divo(x,q,t)
La discrétisation du temps est sous la forme ci-dessous :
T={0,t,t,,..... A S
Et on posant :
e(t) = ¢,
E(t + At) = &n+1

Aprés une approximation, on obtient :

(tyyy) = 2

Puis en faisant un développement de Taylor de R, a I’ordre 1, on obtient :

Ri(ens1) = Ri(gy) + Dpy Ry (en)

A partir de I’équation (11.65), conduit au probléme linéarisé a I'instant t :

DAu Rl(en) = _Rl(en)

Ou : Dy, : est la dérivée directionnelle, qui est définie par :
— |4
Dy f(u) = | f(u + ev)L=0
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On obtient, a partir de I’équation (11.66) :

Dau Ra(en) = div (Dy, 0(2)) = div (252 Dy, 2) (11.68)
Dau Ry (gy) = div (C8 : g(Au)) = div (C'" : Ae) (11.69)

En introduisant la discrétisation en temps, I’équation (11.68) s’exprime comme suite :
e(t+ At) = g(t + At) (11.70)
Sachant que :

(en + Aeppq) =&, + AEp 4, (1.71)
En supposant (g,) = Ag, Vérifiée, on obtient :

(Aepi1) = AEpyq (11.72)

Finalement, on aboutit au probleme linéarisé a I'instant t

div (Cfa": Ag,,4) = —div (o) (1.73)
Avec :
(AE(X)H+1> = AEn+1 (”74)

Le probleme traité ci-dessus étant linéaire, alors il est possible d’appliquer le
principe de superposition.

La solution Ag,,,(x) peut alors étre reliée a I'incrément de déformation
macroscopique Ag, ., par le biais d’un tenseur de localisation A, (x) tel que :

(Aep 1 (X)) = Any1(X) 2 Agyyy (11.75)
Avec :
[Ajia] 00 =500 (11.76)

ou: ei(jkl)(x) est la solution locale du probléme de I’équation (11.73)
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Avec:
(Ag)nsr = %(ek®e1 + e,®ey) (1.77)

Ou: e, (i=1, 2en 2D): sont des vecteurs unitaires de base.

La condition de I'’équation (I1.74) peut étre vérifiée pour I'une des conditions
suivantes sur 0 :

Au(x) = Ag,q X+ 0 (11.78)
Au(x) = Ag, ;4 X (1.79)

Ou : U est une fluctuation de I'incrément de déplacement périodique.

Connaissant I’expression de C2"(x), exprimer comme suite :

a(x,t) = Cthn(x t) : &(x,t) (11.80)
En remplace I’équation (11.80) par I’'approximation suivante :

Ac(x) = CR™(X, qn) * Agpy1 (X, 1) (11.81)
En utilisant I’équation (11.75), on obtient :

Ac(x) = CE™(X, qn) * Aps1(X) : ATy, (11.82)
En prenant la moyenne spatiale de I’équation (11.82) :

(Ao(x)) = (CH" (X, qn) ¢ Ans1(X)) : Agpyy (11.83)
On définit le module tangent homogénéisé :

CRal = (CR™ (X, qn) * Ans1 () (11.84)
Connaissant la relation macro :

g=Ctn: ¢ (11.85)
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Elle peut étre remplacée par la relation ci-dessous :

Ons1 = Ons1 + CRYY Ahyy (11.86)
Sachant :
€n+1(x) = €n(X) + An+1(x) : AE n+1 (”87)

La forme associée a A, (x) est donné par :
A1 (x) =B(x) Ue (11.88)

Avec :

B(x) : Une matrice de dérivées de fonctions de forme ;

U€ : Les vecteurs de déplacements nodaux dans les éléments obtenus par la
résolution des différents problémes élémentaires.

11.5.2. Algorithme d’homogénéisation non linéaire :

L’algorithme d’homogénéisation non linéaire est resumé par les étapes suivantes :
1- Initialiser gg(x) = 0; go(x) =0; C"(x) =C(x) ; 5,(x) =0;C" =C;
2- Connaissant g,(x) ; e,(x) ; Cta(X) ; 5, ; Ctan ;

3- Calculer le tenseur de localisation A,,,;(X) ;

4- Calculer CiFy = (C"(gn): Ans1 () ;

5- Actualiser les variables internes g, 41 ;

6- Actualiser le champ de déformations microscopiques dans le VER ;
Ene1(X) = £,(0) + A1 (): AE

7- Calculer le module tangent ;

8- Actualiser les contraintes macroscopiques.
Ons1 = On + CfyAZ
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I11. 5.3. Organigramme d’homogénéisation non linéaire :

L'organigramme général d’homogénéisation non linéaire est présenté ci-dessous (Fig.
11.16) :

[ Initialisation e;(x) =0; g () =0; g,(x) =0 ]

»|

Pas=1
v y

[ (¥ e, (¥); CE(X);q, ; Cian ]

v

Iter=1
v
[ Calcul du tenseur de localisation A, (x) ]
—
+ +
(%2}
&
Calc_ul du module tangent effectif I
Cham = (CE™(An): Ans 1 (9) 8
v
Y
Calcul des contraintes macroscopiques
AG =CBNAZ
Convergence Non

R <Tol

'd N\
Actualiser les variables internes q, 1

\\ + J

4 N

Actualiser le champ de déformations
microscopique dans le VER

ens1(0) = £, (X) + Ap1 (X):AZ

J
v

[ Calcul du module tangent effectif ]
v

Actualiser les contraintes macroscopiques
6n+1 = En + Crtla-i—nl: Ag

e

Oui
v

Fin

Fig. 11.16. Organigramme d’homogénéisation non linéaire.
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11. 5.4. Equations constitutives :

Le comportement élasto-plastique d’un matériau est défini par sa déformation
élastique et sa déformation plastique, mais aussi par un critere de plasticité, une loi
d'écoulement et d'écrouissage.

A 1
o o
Us
Us
e €
Fig. 11.17.a. Essai de traction pour un matériau Fig. 11.17.b. Essai de traction pour un matériau
élastique parfaitement plastique [162]. avec écrouissage isotrope linéaire [162].

11.5.4.1. Matériaux avec écrouissage :

Il existe deux types d’écrouissage : I’écrouissage isotrope et I’écrouissage
cinématique. La frontiére d’écoulement, dépend de I’historique de chargement subi
par le matériau.

11.5.4.1.1. L’écrouissage isotrope :

La surface d’écoulement augmente de facon homothétique avec la déformation de
Von Mises.
floRe) = =55 =1 (11.89)
&P : Est une mesure de la déformation plastique cumulée.
R, : La limite de plastification correspondante a la déformation plastique cumulée &7.

La figure (Fig. 11.18) donne pour un matériau subissant un écrouissage isotrope son
évolution de la frontiere.
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Trajet de chargement

Surface seuil initiale Surface seuil actuelle

Fig. 11.18. Modification de la surface seuil pour un écrouissage isotrope [163].

La loi d’écrouissage s’exprime par une fonction de loi de puissance, qui est donnée
comme suite :

p\ T
G=R.= 0, (1+5) (11.90)
o, . est la contrainte d’écoulement initiale (sans déformation plastique),

€P : est la déformation plastique cumulée,
n : est le taux d’écrouissage.

(11.91)

Le taux d’écrouissage n varie entre 0 et 1.
Sin = 0, le matériau est élastique parfaitement plastique.
n est généralement proche de 0,3 a 0,5 pour des déformations a froid.

Cependant, pour beaucoup de matériaux a matrice métalliques, le coefficient n
n’est pas constant pendant la déformation et si une déformation plastique augmente,
alors il a tendance a diminuer.

La cause principale de la diminution du coefficient d’écrouissage est la

recristallisation des matériaux a matrice métalliques. Cependant, ce phénomeéne est
significatif pour la déformation a chaud.
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11.5.4.1.2. L’écrouissage cinématique :

L’écrouissage cinématique rentre dans le cadre de la formulation standard dans la
plasticité de Von Mises, les variables d’écrouissage sont soustraites au tenseur de
contraintes, avant de calculer I'invariant de Von Mises. Le critére de plastification
s’écrit alors :

\'\
~
Ql
<l
=}

©
N—r
[l

(11.92)

(3 — )7) : représente I'invariant de Von Mises, qui est calculé a partir de la différence

des tenseurs contraintes & et de la variable cinématique X.

L’évolution possible de la frontiere d’'un matériau subissant un écrouissage
cinématique est représentée a la figure (Fig. 11.19).

Trajet de chargement

Surface seuil initiale Surface seuil actuelle

Fig. 11.19. Modification de la surface seuil pour un écrouissage cinématique [163].

Les conditions de « charge — décharge » s’expriment comme suite :

Domaine élastique si: f(o,R) <0 - (é = %)
Décharge élastique si : f(o,R) =0 et (f(a,Ai)) <0 - (é = %)
Ecoulement plastique si: f(o,R) =0 et (f(a,Ai)) =0 - (e‘ = %+ e‘”)

La variable d’écrouissage R qui intervient dans f est exprimée comme suite :
f(o,R) =lo| -0, (11.93)

R : Est la dimension du domaine d’élasticité.
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L’évolution de cette variable est la méme quel que soit le signe de la vitesse de
déformation plastique. Elle s’exprimera donc en fonction de la déformation plastique
cumulée p, variable dont la dérivée est égale a la valeur absolue de la vitesse de la
déformation plastique :

p = |€P] (11.94)
Il N’y a pas de différence pour un chargement monotone croissant. Dans ce cas, il
faut vérifier que la condition de cohérence revient tout simplement a exprimer que la
valeur actuelle de la contrainte est sur la frontiere du domaine d’élasticité.
Pour I’écrouissage isotrope :
g:R+0‘y (”95)

Pour I’écrouissage cinématique, cela s’écrit :

o=X+go, (11.96)
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I1. 6. Conclusions:

Le travail présenté dans ce chapitre, a consisté a faire une modélisation numérique
de I’'homogénéisation périodique pour déterminer les caractéristiques mécaniques
homogénéisées effectives des composites a comportement élastique. Cette méthode
retenue consiste en la résolution d’un probléme de localisation, en y introduisant des
degrés de liberté supplémentaires supportant les composantes des déformations
macroscopiques. Les relations linéaires entre les degrés de liberté supplémentaires
sont prises en compte par une méthode d’élimination via le code de calcul Abaqus.
On a utilisé un pilotage a déformation moyenne imposée qui consiste a imposer la
valeur des degrés de liberté supplémentaires ou les forces nodales associées.

Une fois que les caractéristiques mécaniques homogénéisées sont appréciées en
I’absence de I’endommagement amorcé par les microfissures et micro cavitations, on
a pu introduire des modéles d’endommagement dans le probleme de
I’lhomogénéisation par une démarche de relocalisation, et cela a I’aide de Subroutines
(Umat) implémentées en langage Fortran sur le code de calcul Abaqus. Ou, on a
appliqué le modele de Mazars ([144], [145]) pour des composites a grains (inclusions
sphéroidales et ellipsoidales), et le modele de Bouafia et al. ([146], [147]) pour des
composites a fibres (inclusions cylindriques).

Enfin, on a fait une modélisation numérique du comportement non linéaire de
I’homogénéisation périodique pour des matériaux composites hétérogenes élasto-
plastiques, ou on a utilisé une méthode d’homogénéisation non linéaire issue des
travaux de T. H. Hoang [161]. A chaque incrément de chargement, le principe de
superposition (linéarisation du probléme) est effectué permettant de calculer
numériquement le tenseur élastique tangent effectif, puis on a utilisé la méthode des
éléments finis afin de déterminer les différents opérateurs nécessaire au calcul du
tenseur élastique tangent.
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Chapitre 111 Fiabilité et application du couplage mécano-fiabiliste

I11. 1. Introduction :

La sécurité d’un systeme mécanique est assurée par un coefficient de sécurité :
rapport entre une variable de chargement et une variable de résistance établie par
une approche déterministe. Pour une structure complexe ses efforts sont mal connus,
et sa résistance est incertaine, alors il existe toujours un risque de voir la structure
ruinée. Pour cela, I'approche probabiliste permet d’évaluer le risque par des
méthodes d'analyse de fiabilité des systémes mécaniques développés au cours de ces
dernieres années, ces méthodes d’évaluation de la fiabilité peuvent étre classées par
niveaux :

- Niveau 1 : méthode de dimensionnement assurant un certain niveau de
sécurité par l'utilisation de coefficient de sécurité partielle, appliquée aux
valeurs caractéristiques des différentes variables, qui ne sont alors définies
gue par un parametre.

- Niveau 2 : méthode utilisant des calculs itératifs pour obtenir une
approximation de la surface de ruine par son hyperplan tangent au point le
plus proche de l'origine, lorsque la fonction a été transformée dans un espace
de variables normales centrées réduit. A la place de la probabilité de ruine, on
utilise la notion d'indice de sécurité, qui ne dépend que des moyennes et des
variances. Elle regroupe les méthodes d'approximation FORM et SORM, et les
méthodes de surface de réponse.

- Niveau 3 : méthode déterminant la probabilité de ruine exacte d’une structure
ou dans le cas de la résistance, la probabilité de ruine d’un élément de
construction. Ces méthodes utilisent une description probabiliste exacte des
différentes variables, et tiennent compte de leurs caractéristiques individuelles
réelles. Elle regroupe les méthodes de simulation, dans la pratique, les
méthodes de simulation de Monte-Carlo sont utilisées pour valider les
résultats obtenus par les méthodes (FORM, SORM).

On se propose dans ce chapitre, de faire dans une premiére étape, une étude
fiabiliste (méthode d’hasofer-lind de niveau 2) permettant la vérification de la
fiabilité des structures, puis dans une seconde étape d’assurer un dialogue entre le
modele mécanique et le modéle fiabiliste avec une méthode de couplage indirecte
par surface de réponse. Une présentation exhaustive des techniques et méthodes
proposées par la théorie de la fiabilitt peut étre trouvées dans les
références [164],[165], [166], [167].
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I11. 2. Variables de base :

Appelées aussi variables de conception, elles sont les composantes d’un vecteur X.
Ce sont des variables aléatoires d’entrée d’un calcul de fiabilité. Elles sont
caractérisées par une loi de densité conjointe de probabilité fy x (x;,x,..),
ou (xq,x,,...,%,) est le vecteur des réalisations des variables aléatoires (X;, X5, ..., X,,).
Cette information est souvent indisponible, elle est limitée a la connaissance des deux
propriétés suivantes :

- Laloi marginale de chaque variable X;: fy,(x;) ;

- Lacorrélation entre chaque couple de variables (X;, X;) : p;; (X;, X;).

I11. 3. Fonction d’état limite :

Appelée aussi fonction de performance et notée G(X), son intersection avec
I’lhyperplan des variables définit la frontiére entre le domaine de sécurité Ds et le
domaine de ruine Df. Une valeur positive de G signifie que les réalisations des
variables aléatoires conduisent a une situation de sécurité, et une valeur négative
signifie qu’elles conduisent a une situation de défaillance. La courbe représentant
G(X) = 0 est appelée courbe d’état limite. Lorsque la fonction d’état s’écrit sous la
forme de la différence d’une résistance et d’une sollicitation G = R-S, elle est appelée
marge de seécurité et notée M. Cette fonction d’état limite nous permet donc de
préciser au-dela duquel le systeme physique étudié n’est plus considéré comme
fiable.

I11. 4. Probabilité de défaillance :

C’est la probabilité d’avoir une valeur négative d’une réalisation de la fonction
d’état G(X), elle est notée Py (probability of failure).

Dans le cas général, on peut écrire G(X) comme la différence de la résistance de la
structure R et de la sollicitation S, comme suit :

GXX)=R-S (111.1)

A partir de I’équation (I11.1), on peut dire qu’un scénario de fonctionnement est
produit lorsque la disponibilité d’une résistance est supérieure a la sollicitation, et
dans le cas contraire (c.-a-d. la disponibilité d’une résistance est inférieure ou égale a

la sollicitation) on aura un scénario de non-fonctionnement.
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La fiabilité est alors définie par :
PT - P(G(X) > O) - fG(X)>0fx(xl, ...,xn) dxl dxn (”IZ)

La probabilité de défaillance est le complément a 1 de la fiabilité :

Pr=1-P = fG(X)SOfX(xl’ oy X)) dxq ... dxy, (11.3)

ou: f, (x4, ..., x,) représente la densité conjointe de probabilité du vecteur aléatoire x.

Lorsque les n variables aléatoires X; de base sont indépendantes, I’expression de la
densité de probabilité conjointe est égale au produit de toutes les densités de chaque
variable :

fx Ceqyoy ) = Ty in(xi) = fx, (x1) ... fxn (xr) (111.4)

I11. 5. Transformation isoprobabiliste :

La transformation du vecteur aléatoire x dans I’espace physique en un vecteur
aléatoire gaussien centré réduit u, dont la moyenne est zéro et la matrice de
covariance est la matrice unitaire, est nécessaire a la détermination du point de
conception. Si les variables sont indépendantes et si les fonctions de distributions
sont connues, la transformation T la plus simple consiste a transformer séparément
chaque variable x; en une variable u; normale centrée réduite par :

Xi L) u; & (I)(ul) = FXi(xi) (|||5)

Ou: @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite (de moyenne 0
et d’écart type 1) et Fy, la fonction de distribution de la variable x;. On obtient donc :

xi —u = 07 (Fy,(x) (111.6)

Réciproquement, si Fy est inversible pour toute valeur de x; , la transformation
inverse est définie :

71

u; — x; = Fy, 7 (@(w;)) (111.7)
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La fonction d’état limite est notée dans le nouvel espace gaussien comme suit :
H) = G(x) (111.8)

Lorsque les variables sont corrélées, on utilise en particulier les transformations de
Rosenblatt ou de Nataf.

I11. 6. Indice de fiabilité :

On trouve dans la littérature plusieurs types d’indices de fiabilité, en commencant
par I'indice de Rjanitzyne en 1950, I'indice de Cornell en 1970, Hasofer et Lind en
1974 et I'indice généralisé de Ditlevsen en 1979.

111. 6.1. Indice de Rjanitzyne-Cornell :

Cet indice est obtenu a partir de la moyenne m; divisée sur l'écart-type o, de la
variable de margeZ = R — S.

g, =mz (111.9)

oz
L'indice B, apparait comme l'inverse du coefficient de variation de la variable
aléatoire Z. Nous constatons sur la figure (Fig. lll1.1), que l'indice de fiabilité

représente le nombre d'écarts types nécessaires pour s'‘éloigner de la moyenne m,
vers I’état limite (z = 0) afin de se placer en sécurité.

z (2) 4 ﬁﬁz

Fig. 111.1. Représentation de I'indice de Cornell [168].
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- Cas élémentaire R-S :

Le cas le plus simple est celui d'une fonction d'état limite linéaire comportant deux
variables normales et indépendantes.

La marge de sécurité de cet état limite linéaire s’exprime comme suite :
Z=R-S (111.10)

La moyenne et I'écart-type de Z sont obtenus directement par la propriété de la
sommation de deux variables normales.

mZ:mR_mS

. Mgp—mg
e (11.11)

Ou : my et mg sont les moyennes de la résistance R et de la sollicitation S, et o et a5
leurs écarts types.

Si les variables sont corrélées, le résultat est valable en notant que :

02, =0 +0%5— 2 cov|[R,S] (111.12)

Si les variables R, S sont des variables Gaussiennes, Z est également gaussienne et
la probabilité de défaillance est donnée par :

P= 10 fite)da = = [, exp (2 (222) ) dz (1.13)

oz

Et, en posant u = % ;
oz
1 B 2 —
Pr=—= 1 exp (%) du=o(-p.) (111.14)

Ou : @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
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I11. 6.2. Indice de Hasofer et Lind :

Dans cette présente étude, I'indice de Hasofer-Lind sera utilisé car il permet de
résoudre le probléme dO a la non-invariance. Pour pallier ce probléme, Hasofer et
Lind ont proposé de ne pas se placer dans l'espace des variables physiques, mais
d’effectuer un changement de variable, vers un nouvel espace de variables
gaussiennes statistiqguement indépendantes de moyennes nulles et d'écarts types
unitaires :

X; — U; vecteur gaussien N(0,1), py, =0, oy, =1, p;; =0, Vi, Vj

Dans le cas de variables gaussiennes indépendantes, la transformation de I'espace
physique vers I'espace normé (ou espace standard) est isoprobabiliste :

T Xi— Uy,
X, —— u; = —— (111.15)
Ox;

Pour des variables non corrélées de loi quelconque, le principe de la
transformation consiste a écrire I'égalité des fonctions de répartition :

P(u) = Fy(x) = x — u= & (Fy(x)) (111.16)

I11. 7. Définition de I'indice de fiabilité exacte et invariant :

L’indice de fiabilité notée By, est une mesure de la fiabilité, et il permet d’obtenir
une approximation de la probabilité de défaillance. Il correspond a la distance
euclidienne entre I'origine de I’espace normalisé et la surface d’état limite (c.-a-d.
entre l'origine O et le point p*). L’indice est obtenu en résolvant le probleme de
minimisation suivant :

B = llu”ll (111.17)

Bri, = MiNg(y (u;))<0 v 1} {u} (111.18)

Sous contrainte g(X) <0

P* : Point de défaillance le plus probable, est le point de I’espace normalisé qui réalise
ce minimum.

L'indice By, est compté positif si le point origine appartient au domaine de sQreté,
sinon il est négatif.
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X, -
'y f .
Domaine de Hyperplan tangent Domaine de
défaillance ’ o défaillance
b
bt
4 f(u,)=0
A \grw)
| e o e
-
o N
> X, 2 EI; < >,
o 1 *
Espace physique " Espace normé

Fig. 111.2. Point de conception [164].

Le point P* est proportionnel au vecteur unitaire a*, vecteur des cosinus directeurs,
normal a la surface de défaillance en u*, soit :

u* =Ly, a” (111.19)

Le point u* est déterminé comme la limite d’une séquence u®, u® .. u™ . . Le
vecteur unitaire normal a la surface de défaillance définie par H(u) au point u(™ est
noté a(™. Le vecteur (™ est paralléle au vecteur gradient en u(™) et dirigé vers le
domaine de défaillance :

(m) — _ VH(u™) (111.20)

* Vi (u))]

I11. 8. Recherche du point de conception :

Le point de conception (ou point de défaillance le plus probable) est le point de la
surface d’état-limite, ou la densité de probabilité de U est maximale. Il est aussi défini
comme le point de la surface d'état limite le plus proche de l'origine :

Brr = MiNgg uy)}<o v 1} {ud (111.21)

Sous contrainte H(u) <0

Dans cette étude, le probléme de minimisation sous contraintes sera résolu, en
utilisant I'algorithme d’Hasofer-lind-Rackwitz-Fiessler qui est une adaptation d'un
algorithme d'optimisation de premier ordre au probleme de la recherche du point de
conception.
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111. 9. Algorithmes d’optimisation de Rackwitz-Fiessler pour la détermination de B :

Il existe de nombreux algorithmes permettant la résolution du probléme
d’optimisation. En pratique, I’algorithme de Rackwitz-Fiessler est le plus employé a
cause de sa simplicité et ses bons résultats. L'algorithme d’Hasofer-lind-Rackwitz-
Fiessler (HL-RF) est une adaptation d'un algorithme d'optimisation de premier ordre
au probléme de la recherche du point de conception. L'algorithme d’Hasofer-lind-
Rackwitz-Fiessler (HL-RF) est une amélioration de l'algorithme de Hasofer-Lind
(HL), qui suppose que les variables de base sont gaussiennes et non corrélées. Quant
a lui (HL-RF) est plus générale. 1l n'a aucune restriction concernant les variables de
base. L’algorithme qui sera utilisé dans ce qui suit, est celui qu’on trouve dans
I’ouvrage de Lemaire [165].

Les hypotheses considérées dans I'algorithme :

> La fonction d’état limite H admet un gradient au point de coordonnée wu.
> Le gradient VH(u) est non nul en tout point de I’hyper surface d’état limite.

Pour déterminer le point de conception, on se place dans I’espace normé en un
point P® de coordonnée {u}®, point origine de I'itération (k). Ce point n’appartient
pas nécessairement a la contrainte et H(u) peut etre différent de zéro. Le

développement en série de Taylor de la fonction d’état limite H(u) autour du point
P® donne :

Hw) = Hu®) + (VHW)), w0 ({u} — {u}®) + o({u} - {u}(k))2 (111.22)

L’équation de I’hyper-plan tangent a H(u) en {u}® :
(VH(u)),00 {u}+c=0 (111.23)
Avec VH(u®) le gradient de H(u) au point P&, On définit alors P&V par :
H(u®) = H(u®) + (VHW)), 00 ({u}*D — {u}®) =0 (111.24)
En divisant I’équation par la norme |[VH(w)l|,a et en introduisant les cosinus
directeurs de H en PX on obtient :

H(u®)

HG G (@)@ ({u}+? — {u}¥) = 0 (111.25)
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Il vient :
KD LMK = 3y L300 _ _H() 1.2
(W Ha}® = W)™ {a} WA ) (111.26)
®)
Avec a®) = W le vecteur des cosinus directeurs (ou le vecteur du gradient
uk

normalisé) de H en P®,

A la limite quand k - o, d(u®) = g et {u} = —g {a} si I'algorithme est convergent.
A litération (k), posons :

W) = _gM) [} o gUY = _(gyUetD) {5} (111.27)

Ce qui conduit a la relation itérative donnant I'indice de fiabilité :

H( u(k))

(k) = — ()L 1K)
B (u){a} +”VH(u)”u(k) (111.28)

L’algorithme de recherche de Il'indice de fiabilité s’arréte lorsque la norme
[{u} 4D — 3@ < e

Et {u}**1 est déduit en remplacant I’équation (111.28) dans (111.27) par :

H( u(k))

{u}(k+1) = ((u)(k) {a}(k)) {a}(k) - IVH @I, (k)

{a}®) (111.29)
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111.9.1. Résumé de I’'algorithme :

L’algorithme d’Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler (HL-RF) est résumé par les étapes
suivantes :

1. Choisir un point de départ {u}(® ;

2. Evaluer la fonction d’état-limite H(u®):

3. Calculer le gradient de I'état-limite {VH(u)}¥ et sa norme |[VHw)||®, en
déduire {a}® par :

(k) _ VH( u(k)) .
IVH@N )

4. Calculer I'indice de fiabilité g ;
5. Calculer la coordonnée de la prochaine itération {u}*+% ;
6. Teste de convergence :

Si |[{u}*+D — {u}®|| < ¢, arréter le calcul ;
Sinon mettre k =k + 1 et aller en 2.
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111. 9.2. Organigramme d’Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler (HL-RF) :

L’organigramme d’Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler (HL-RF), est décrit ci-dessous :

(" N\
Condition initiale {u}©®
G J
A\ 4
4 j N\
Evaluer la fonction d’état-
limite H(u®)

4 N
Calculer le gradient de I'état-

limite {VH (w)}¥ et sa norme
IVH (u) | %

y

Calculer le vecteur cosinus
_ VH(u(k))

directeur a®) =
IVHGDIL, (k)

v

Calculer I'indice de fiabilité

H(u)
(k) — _ (k) k) 4 N" 7
e A TR I

k=k+1 \

A4

Calculer la coordonnée de la prochaine itération

H(u®)
(k+1) — &) £ 1K) k)y___N~" J (k)

{u} (W) O{a} ) {a} THGOT. A{a}
v

— Non <||{u}(k+1) — 0| <e >
oui
\ 4

[ Arréter le calcul ]

Fig. 111.3. Organigramme d’Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler (HL-RF).
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111. 9.3. Exemple illustratif :

On se propose de calculer I'indice de fiabilité & partir de notre implémentation sur
un exemple simple dont le calcul analytique a été fait par Lemaire [165], afin de
valider I'algorithme présenté ci-dessus et son implémentation.

charge p Ll %
B C =
=1
.
A v
T 3a da |
< — >< S

Fig. 111.4. Représentation du portique [165].

Apres un calcul de RDM du portique, la valeur du moment fléchissant en B
s’exprime comme suite : Mz = —0.496 p a?

Ou p est la charge répartie aléatoire, et a est une unité de longueur déterministe
prise égale a 1. Le moment résistant My est considéré comme variable aléatoire.

Pour cet exemple la défaillance est produite lorsque : |[Mg| = Mj,.

Les données du probléme sont résumées dans le tableau suivant :

Tab. 111.1: La moyenne et I'écart-type des variables du probléme.

Variable X Variable U my oy Loi
14 U, 1000 200 Normale
Mp U, 800 40 Normale

Les résultats du probleme obtenus par le programme qu’on a développé sont
confrontés au calcul analytique de Lemaire [165], et sont présentés dans le tableau

suivant :

Tab. 111.2 : Résultats du probléme.

B a; a;
Lemaire [165] 2.84 -0.927 0.374
Notre calcul 2.8422 -0.9274414720 0.3739683355
Erreur (%) 0.077 0.047 - 0.0084
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111. 10. Couplage mécano-fiabiliste :

I11. 10.1. Introduction :

Dans les problémes mécaniques linéaires, I'algorithme de calcul de I'indice de
fiabilité d’Hasofer-Lind g suppose que la fonction d’état limite G(X) est disponible
sous forme explicite dans I’espace des variables aléatoires de base. Par contre dans
les problemes mécaniques tenant compte de la non-linéarité géométrique ou
mécanique, les expressions analytiques des fonctions d’état limite en fonction des
variables x; sont indisponibles. La marge de sécurité ne peut donc étre obtenue que
sous forme implicite.

L’association des methodes de fiabilité et des simulations par élément fini
constitue ce que I'on appelle un couplage mécano-fiabiliste, le code élément fini est
piloté par le modéle fiabiliste qui permet d'analyser les résultats et de prendre
continuellement les décisions appropriées. Les principales taches du modeéle
mécanique consistent a évaluer la fonction de performance et a calculer les gradients,
guant aux taches du modéele fiabiliste consistent a estimer I'indice de fiabilité et la
probabilité de défaillance du modéle mécanique étudiée.

Pour réaliser ce couplage, il existe trois méthodes de pilotage [165] :

- Le couplage direct, dans lequel le code fiabiliste appelle le code élément fini
chaque fois que le calcul de G (X;) est nécessaire ;

- Le couplage par surface de réponse, dans lequel un plan d’expériences
numériques permet de construire une réponse explicite approchée de la
fonction de performance G(X;) ;

- Le couplage par optimisation, dans lequel le probléme d’optimisation

conduisant au calcul de I'indice g est résolu par les procédures d’optimisation
disponibles dans le code élément fini.

Dans cette présente étude, le couplage mécano-fiabiliste sera réalisé par surface de
réponse.
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111. 10.2. Méthode par surface de réponse :

Dans cette méthode, I'état limite est approché par une surface, dite surface de
réponse. L’idée est de remplacer la fonction d’état limite qui représente la défaillance
de la structure et qui est indisponible sous une forme explicite, dans I’espace
physique g(x) ou normé H(u), par une fonction explicite équivalente §(x) ou H(u),
afin de pouvoir appliquer les différentes méthodes d'analyse de la fiabilité.

Il existe trois méthodes pour construire une surface de réponse :

- Meéthode de surface de réponse analytique, est basée sur une approximation
d'un modele de la fonction de performance sur une base de données
selectionnée en utilisant des fonctions mathématiques, en particulier des
polynémes. Cette méthode est la plus utilisée en ingénierie.

- Meéthode de surface de réponse physique, l'utilisation de lois déterministes
dans lesquelles sont introduites des variables aléatoires pour prendre compte
des variables intrinséques.

- Meéthode de réseau neurones, s'appuie sur l'utilisation de la méthode de
réseau neurones dans la construction de la surface de réponse approchée.

Les méthodes de surface de réponse physique et de réseau neurones sont des
méthodes dont leur principe ne sera pas détaillé dans cette these, mais le lecteur
pourra se référer aux références [164],[166],[167],[168]. Alors dans cette présente
étude, nous traiterons la construction d’une surface de réponse analytique qui est la
plus souvent utilisée.
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111. 10.2.1. Surface de réponse analytique :

La méthode de surface de réponse analytique consiste a remplacer la fonction de
performance inconnue g(x) par une fonction approchée g(x). Le choix d’un ordre
élevé du polynéme permet de mieux représenter le modéle. Trés souvent, une forme
qguadratique est choisie pour I'écriture du substitut g(x) de la fonction de
performance g(x). Autrement dit, le substitut s'écrie de la maniére suivante :

g = §(x) = co + XLy Xy + Xk X, (111.30)
g(x) = §(x) = co + XLy ¢ Xy + NI X4 i X X; (111.31)

Ou:
X : Le vecteur des n variables de base,
¢; , cij - Les coefficients du polyndme rechercheé.

Les coefficients sont les inconnues du probleme, ils sont déterminés de maniere a
minimiser I’erreur d’approximation dans la région autour du point de conception.
L’évaluation de ses coefficients nécessite la réalisation de séries d’expériences
numériques, qui correspondent a des calculs numériques avec des parametres
d’entrée sélectionnés conformément a un plan d’expérience.

Remarque :
Dans cette présente étude, on a utilisé I’outil Excel pour déduire la fonction approchée §(x).
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111. 10.2.2. Organigramme du couplage mécano-fiabiliste par surface de réponse :

L’organigramme du couplage mécano-fiabiliste par surface de réponse analytique,
est décrit ci-dessous :

Choix des parameétres déterministes et
des variables aléatoires X;

P
il

{ Modéle mécanique MEF ]

A

Construction de la surface de réponse
dans I'’espace physique

A 4

X,'—>U,'

A 4

dans I'espace centré réduit

‘( Méthode fiabiliste de
'L niveau Il

<
<

A4

Calcul de I'indice de fiabilité g
et coordonnée du point de conception P*

[ Transformation isoprobabiliste T }
[ Construction de la surface de réponse }

A 4

<este de convergence Non

[
Oui

Fin

Fig. I11.5. Organigramme du couplage mécano-fiabiliste par surface de réponse.
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111. 11. Application du couplage mécano-fiabiliste au pont a poutres triangulées :

La figure (Fig. 111.6) montre le pont a poutre triangulée de type Warren de 7,32
mde hauteuret 36,6 m de longueur. Larelation contrainte-déformation a
été supposé élastique parfaitement plastique avec un module
d'élasticité de 200000 MPa.

La section transversale en W8 x 18 avec une limite d'élasticité de 248 MPa a été
utilisée pour les membrures tendues, y compris les membrures
inférieures et diagonales. Et la section transversale de 305 x 305 x 13 mm avec une
limite d'élasticité de 317 MPa a été utilisé pour les membrures soumises a la
compression, y compris les membrures supérieures.

C C C C
T 1 ¢/ 1101 171 &
| A | i
7;;» T T 1 T T T V;”;?
| L=6@6.10m=3%6m "

T : Tension member C : Compression member

Fig. 111.6. Pont a poutre triangulée [169].

Ce pont a poutre triangulée a fait I’objet d’'une étude numérique de la part de
Seung-Eock Kim, Moon-Ho Park et Se-Hyu Choi [169].

(units : KN)

I
] ﬁH 9
s ¥ A! Y Y i
167 2255 6232 3904 167 A

Fig. 111.7. Condition de chargement du pont a poutre triangulée [169].

Le programme de calcul non linéaire (non-linéarité mécanique) des structures en
treillis Benyahi et al. [I], effectue une analyse pas a pas de la structure pour des
valeurs croissantes d’un parametre 1. Sous un accroissement des charges extérieures
appliquées aux nceuds, le parameétre A passe de A, a 4,4, est donné par :
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Ar+1 = Ar + Al
Avec : 1, = 0.02 (ininitialisé).

Le programme se met alors a la recherche de I’accroissement de déplacement
{AU} des nceuds de la structure engendrés par I’accroissement de charges appliqué a
I’étape r:

{AP} = 2,,1.{B}

Ou: A.{BR,} : Chargement variable, d’intensité proportionnelle au paramétre 7.

Le facteur de charge ultime (1) trouvé par Seung-Eock Kim, Moon-Ho Park et Se-
Hyu Choi [169] est égal a 1,06. Le facteur de charge ultime (1) calculée est de 1,07,
soit un écart de 0,934%. On constate que le pont a poutres triangulées a cédé par
rupture plutét que par flambement, et que la concordance entre le calcul de Seung-
Eock Kim, Moon-Ho Park et Se-Hyu Choi [169] et notre calcul est tres bonne.

1.2 peeee S S S S S S :

------------------------------------------------------------------

Facteur de Charge (»)

ryo o Caleul —%—
| | | SeLIJng-EocF Kim |_e_ '

i | I i
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

/L

Fig. I111.8. Pont a poutre triangulée - Courbe charge - fleche.

On procéde a I’estimation des lois de probabilités des variables aléatoires retenues
dans cette étude dans le but d’approximer la loi statistique (loi réelle). Le plus
souvent la moyenne et I’écart-type d’une variable aléatoire sont connus, cependant
ces informations conduisent & des lois gaussiennes qui ne sont pas adaptées a une
représentation physique des variables aléatoires. Par exemple, une certaine variable
aléatoire peut ne pas étre négative, une distribution log-normale ou exponentielle va
mieux la représenter.
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Probability distributions of the random variable A

3 ! !

T |
Normal (x, u, o) ——
Exponential (x, A) ——
“Lognormal (x, A, §) —O0—

Probability density ->

0 { CeCeecceceaen
-0.50000 0.00000 0.50000 1.00000 1.50000 2.00000

X ->

Fig. I11.9.a. Lois de probabilité de la variable aléatoire A.

Probability distributions of the random variable U/L

900 T T T T T
: A : Normal (x, y, o) —+—
80 | : Exponential (x, A) —— -
: ‘ : Lognormal (x, A, £§) —O—
A 700 Brorreen e AN S
1111 ) CERPRPRRS SOPPPPIPRPRR D SPR S RRPRE RRTTRTPIPR R EREREREs -
[4)] . . . .
5500_ e | e e —_—
S 1 ‘ 1 1 5
Z 400 | j Joo R RRRERR SRMTIERPPMEESS R STEETS =
el : : : ;
B300F D . BN S e -
o 3 9 3 3 :
o 200_ ....................... . A R R R R R -
100 ... D R T RRRRRRS -

et 1 !
0.00500 0.01000 0.01500

X =>

Fig. 111.9.b. Lois de probabilité de la variable aléatoire U/L.

Les figures (Fig. 111.9.a) et (Fig. 111.9.b) présentent le résultat d’estimation de la
distribution des lois de probabilité des variables aléatoires retenues, par des lois
normale, log-normale et exponentielle.
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Les résultats obtenus sur la figure (Fig. 111.9.a) donnent ; pour une loi normale une
probabilité non négligeable que la variable aléatoire A soit négative, et pour la loi log-
normale une densité de probabilité inférieur a celle trouvée pour la loi exponentielle ;
cette derniére loi semble mieux représenter ce parameétre par rapport aux deux autres
types de lois. Et ceux de la figure (Fig. 111.9.b) donne aussi pour une loi normale une
probabilité non négligeable que la variable aléatoire U/L soit négative, quant aux lois
log-normale et exponentielle semblent mieux représenter ce parametre par rapport a
la loi normale, sauf que la loi log-normale donne une précision des phénoménes
inconnus mieux que la loi normale ou exponentielle car elle simule bien la loi
normale par une courbe avec des résultats plus ramassés que cette derniere loi, et
aussi parce qu’elle donne une densité de probabilité supérieur a celle des deux autres
types de lois.

Les variables aléatoires retenues dans cette étude sont considérées continues,

indépendantes et sont représentées par le vecteur X, qu’on classe comme suit :

- Les variables aléatoires de sorties a I'état-limite (A, U/L), leurs lois de
distributions aléatoires sont modélisées par une loi exponentielle et log-
normale respectivement, dont les caractéristiques sont données dans le tableau
(Tab. 111.3).

Tab. 111.3. Parameétre des lois des variables aléatoires pour I'état-limite.

Vecteur Variables Loi de distribution Moyenne u Ecart-type o
X aléatoires
X1 A Exponentielle 0.589735 0.34098745
X2 u/L Log-normale 0.0016639 0.00179006

- Les autres parametres (variables aléatoires d’entrées) comme le module
d’élasticité E et les limites élastiques (o, d.;) sont considérées comme
déterministes.

La fonction d’état-limite G (4, U/L) est une fonction non linéaire implicite (connue
numeériquement a partir de notre calcul non linéaire), dont la défaillance du systéme
est observée quand G(x) > 0.

Compte tenu de la complexité du modéle élément fini, il est impossible de réaliser
I'étude par un couplage direct entre le programme de calcul non linéaire et le
programme de fiabilité. Alors, il devient nécessaire de construire une surface de
réponse.
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X1

1.2 o S S S S :

- Zonede -
- défaillance

0.8 o S SRR N S
: : : : ~Etat-limite -

0.6 [ M SE— e SRR TR |

Zone de

A -
sureté

T

T
‘ ' ' - G(x) —=—

i | | i
0O  0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006

X 2

Fig. 111.10. Etat limite dans I’espace physique G (4, U/L).

La méthode de surface de réponse a pour objectif de remplacer la fonction d'état
limite obtenue sous forme implicite par une autre fonction explicite, afin de pouvoir
appliquer la méthode de fiabilité pour estimer I'indice de fiabilité des scénarios et la
probabilité de défaillance de la structure étudiée. Pour cela on suit les étapes
suivantes :

Dans une premiere étape, construction de la fonction d’état limite dans
I’espace physique.

Dans une deuxiéme étape, modélisation des variables aléatoires.

La troisieme étape est de transformer la fonction d’état limite de I’espace
physique vers un espace centré réduit, selon la loi de la variable aléatoire.

G (A, U/L) ——— S H (A, U/L)

La quatrieme étape est de procéder au choix d’une forme mathématique a la
surface de réponse dans I’espace centré réduit.

fonction approchée

H(A,U/L) H(,U/L)

Enfin la cinquiéme étape, consiste a appliquer la méthode de résolution
(méthode d’HL-RF) pour estimer I’'indice de fiabilité, et calculer la probabilité
de défaillance.
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Fig. 111.11. Etat limite approché dans I’espace centré réduit H (1, U/L).

Apreés analyse par couplage mécano-fiabiliste, la méthode d’HL-RF nous a permis
d’obtenir les résultats suivants :

Tab. 111.4. Résultats de I'analyse mécano-fiabiliste.

Indice de | Probabilité de | Cosinus directeur | Point de conception | Point de conception
Fiabilité défaillance (al, a2) (U1, U2) (X1, X2)
1.0300 0.1515 (-0.2794, 0.9601) (0.2878, -0.9889) (0.3622, 0.000639)
(15.15%)
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Fig. 111.12. Valeur absolue des cosinus directeurs des variables aléatoires (1, U/L).
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La figure (Fig. 111.11) présente I’état limite approché dans I’espace centré réduit A
(4, U/L), et aussi les résultats de la recherche du point de conception P*.

L’indice de fiabilité retrouvé g = 1.0300, ce qui correspond a une probabilité de
défaillance de la poutre en treillis estimée a P, = @(—p) = 15.15%, d’ou une fiabilité
de 84.85%.

Remarque : la probabilité de défaillance est calculée par la formule : P, = @(=f) = 1 — ®(pB)
Ou : @(—p) : est la densité de S obtenue de I’annexe I11.

Dans ce qui suit on procéde a une autre méthode ; ou on combine entre les lois des
variables aléatoires continues afin d’approcher le plus possible des lois de
probabilités réelles des variables aléatoires utilisées dans cet exemple, pour cela en se
limite & sept cas de combinaison des lois de distribution. Les sept cas retenus des
variables aléatoires sont représentés dans le tableau (Tab. I11.5), et leur état limite
approché (surface de réponse) dans I’espace centré réduit H (1, U/L) sont représentés
dans la figure (Fig. 111.13).

Tab. 111.5. Les différents cas des lois de distributions des variables aléatoires.

Lois de distributions

Casl Cas 2 Cas 3 Cas 4 Cas5 Cas 6 Cas7

Variables
aléatoires

y! Normale Log-normale | Exponentielle | Exponentielle Exponentielle Log-normale | Log-normale
U/L Normale Log-normale | Exponentielle | Log-normale Normale Normale Exponentielle

04 bon S . S L= ) S S §

. Zone de : . / : :

-defaillance: :

0.2 :

ol

— H (U) :

= 55 L Cas2 H(U) E

] Cas3 !,'J(U) / Zone de

0.4 L Cas4 H(U) . slirete
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Casb6 |;| (U) : : : : f
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Fig. 111.13 : Etat limite approché des différents cas dans I’espace centré réduit.
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Apres analyse par couplage mécano-fiabiliste des sept cas de combinaison entre les
lois des variables aléatoires continues, la méthode fiabiliste d’HL-RF nous a permis
d’obtenir les résultats suivants :

Tab. 111.6. Résultats de I'analyse mécano-fiabiliste pour les différents cas traités.

Indice de | Probabilité de | Cosinus directeur Point de Point de

Cas fiabilité défaillance (a1, a2) conception (U1, U2) | conception (X1, X2)

Cas1 0.3385 0.3674 (-0.4174, 0.9086) (0.1413, -0.3076) (0.6942, 0.0014)
(36.74%)

Cas?2 0.2506 0.4010 (-0.5398, 0.8417) (0.1353, -0.2109) (0.6406, 0.0012)
(40.10%)

Cas 3 0.2360 0.4067 (0.2460, -0.9692) (-0.0580, 0.2287) (0.226, 0.00033)
(40.67%)

Cas 4 1.0300 0.1515 (-0.2794, 0.9601) (0.2878, -0.9889) (0.362, 0.00063)
(15.15%)

Cas5 0.7535 0.2255 (-0.2558, 0.9667) (0.1928, -0.7283) (0.6811, 0.0013)
(22.55%)

Cas 6 0.4710 0.3188 (-0.2491, 0.9684) (0.1173, -0.4561) (0.7426, 0.0014)
(31.88%)

Cas7 0.4364 0.3312 (0.4279, -0.9037) (-0.1867, 0.3944) (0.476, 0.00077)
(33.12%)

On constate pour les différentes variables aléatoires retenues en utilisant la méme
loi de distribution (cas 1, 2, 3), on obtient des indices de fiabilité beaucoup plus petits
gue tous les indices de fiabilité trouvés en utilisant des lois de distributions
différentes (cas 4, 5, 6, 7). Par conséquent, on note un écart entre la probabilité de
défaillance des variables aléatoires a lois de distribution identiques (cas 1, 2, 3), et la
probabilité de défaillance des variables aléatoires a lois de distribution différentes
(cas 4, 5, 6, 7). Cela est dO au fait qu’en réalité les variables aléatoires peuvent ne pas
suivre tous une méme loi.

On constate aussi que le cas 4 donne le plus grand indice de fiabilité § = 1.0300,
d’ou une fiabilité de 84.85%, ce qui confirme la validité de la premiére méthode
utilisée d’estimation des lois de probabilités qui permet d’approximer la loi
statistique réelle de la variable aléatoire.

Dans notre étude, on a considéré que des variables aléatoires continues et
indépendantes, alors qu’en réalité ce n’est toujours pas le cas pour tous les systemes.
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I11. 12. Conclusions:

Dans ce chapitre, on a présenté en premier lieu la méthode de fiabilité d’Hasofer-
Lind-Rackwitz-Fiessler (HL-RF) de niveau 2 dite approchée, elle est I'une des
méthodes les plus utilisées en ingénierie. Son organigramme a été implémenté sous
fortran 90 (Annexe Il). Cette méthode utilise les probabilités et les statistiques, elle
permet de Vvérifier la fiabilité des structures et éléments de structures.

Puis, afin d'assurer un dialogue entre le modele mécanique et le modele de
fiabilité, on a utilisé une méthode de couplage indirect (méthode de surface de
réponse analytique, qui est utilisée dans le cas ou la fonction d'état limite est
implicite). Cette méthode de surface de réponse analytique a pour objectif la
construction d'un état limite explicite, afin de permettre aux méthodes classiques de
fiabilité d'étre appliquée.

Enfin, on a présenté I'organigramme utilisé dans notre étude qui résume le
couplage entre le modéle mécanique et le modele fiabiliste, afin d’estimer I'indice de
fiabilité ainsi que la probabilité de défaillance d’une structure.

Le modeéle fiabiliste couplé au modéle mécanique appliqué a une structure en
treillis (pont a poutres triangulées) nous a permis dans cette étude, d’évaluer I'indice
de fiabilité relative a la ruine des systémes mécaniques a comportement non linéaire
et a variables non normales.

Les résultats obtenus par combinaison entre les lois des variables aléatoires
continues, montrent que la méthode d’estimation des lois de probabilités que nous
avons utilisée en premiere approche, nous a permis d’approximer la loi statistique
réelle de la variable aléatoire.
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Chapitre IV Validation et confrontation des résultats

1V. 1. Introduction :

Dans ce chapitre nous présenterons, dans une premiére partie des exemples
d’applications qui ont fait I’objet d’études expérimentales ainsi que des simulations
numeériques effectuées avec d’autres codes de calcul. Nous confronterons le résultat
de nos calculs aux résultats numériques et expérimentaux. Nous commencerons
d’abord, par vérifier le bon fonctionnement de I'implémentation du modéle
d’homogénéisation périodique en estimant les caractéristiques mécaniques des
matériaux composites a inclusion, ou il sera testé sur des volumes élémentaires
représentatifs (VER).

Puis, nous introduirons dans le modele d’homogénéisation périodique des
modeles d’endommagement (Mazars ([144], [145]) pour des composites a grains
(inclusions sphéroidales et ellipsoidales), et Bouafia et al. ([146], [147]) pour des
composites a fibres (inclusions cylindriques)) qui seront appliquées sur des volumes
élémentaires en matériaux composites a inclusion. Enfin, nous simulerons le
comportement du modéle d’homogénéisation périodique dans le domaine non
linéaire pour des matériaux composites a comportement hétérogénes
(élastique/élasto-plastique, élasto-plastique/élasto-plastique).

La seconde partie sera consacrée a la validation de I'approche fiabiliste qui a été
décrite dans le chapitre précédent. Cette validation consiste a coupler le modéle
mécanique avec le modele fiabiliste par une méthode de surface de réponse, afin
d’estimer I'indice de fiabilité des scénarios et d’évaluer la probabilité de défaillance
des systemes étudiés.

IVV. 2. Application de la théorie d’homogénéisation au béton avec différentes
compositions en granulats :

1V. 2.1. Application du modéle d’homogénéisation périodique au béton :

Il s’agit de faire une étude paramétrique des résultats obtenus avec la présente
modélisation, afin de connaitre les parametres qui influencent la détermination des
caractéristiques mécanique. Le calcul est effectué pour un pourcentage différent en
granulats et un diamétre moyen des granulats qui est de 12 mm,

Tab. IV.1. Les propriétés élastiques des constituants du composite en béton.

Béton léger Module d’Young (Gpa) Coefficient de Poisson
Matrice 60 0.20
Granulats 30 0.20
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IV. 2.1.a. Variation du module d’Young du béton en fonction du module du
mortier :

La variation du module d’Young du mortier pour différents pourcentages en
granulats entraine une variation du module homogénéisé du béton. Les résultats
obtenus (voir tableau (Tab. 1V.2)) montrent que le module du béton augmente en
fonction des deux parameétres cités précédemment. La représentation graphique est
donnée a la figure (Fig. IV.1).

Tab. I1V.2. Variation du module d"Young du béton en fonction du module du mortier (matrice) et du
pourcentage en granulats.

Module Module d’Young du béton homogénéisé (Ex) en (MPa)
d’Young . . . . .
du mortier 30 % 40 % 50 % 60 % 70 %
E mor (MPa) de granulats de granulats de granulats | de granulats | de granulats

15000 28035.5 32466.4 36941.4 41461 46026
18000 30260.2 34410.1 38592.2 42807 47054.7
20000 317215 35680.6 39666.2 43678.5 47717.7
23000 33891.8 37561.4 41250.8 44960.1 48689.5
25000 35328.2 38803.2 422945 45802.3 49326.6
28000 374714 40652.7 43846.3 47052.2 50270.4
30000 38894.3 41879 44873.8 47878.6 50893.6

60000 o SRR R SR

50000
~——
S 40000
=
c
S 30000 |
2 o000 Lo - - [ 30% ——
L : : | 40% ——

: : } 50% —¥—
10000 [ SRR SRR ' 60%
- - - |L70% —e—
0 1 I 1 I
15000 20000 25000 30000

E mortier (Mpa)

Fig. IV.1. Variation de module d’Young du béton en fonction du module du mortier.
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On constate de la figure (Fig. 1V.1), que 'augmentation du module d’Young du
mortier, fait croitre linéairement le module d’Young du béton. Aussi qu’en
augmentant le pourcentage en granulats (de 30% jusqu’a 70 %), donne de plus
grandes valeurs du module d’Young du béton.

1V. 2.1.b. Variation du module d’Young en fonction du pourcentage en granulats :

La variation du module d’Young en fonction du pourcentage en granulats, pour des
modules du mortier de 15000 MPa et 20000 MPa, est donnée a la figure (Fig. 1V.2).

50000
40000
©
O
= 30000 [
-
]
‘o 20000 [
0
Ll
10000 - :
E mortier = 15000 Mpa =—4+—
E mortier = 20000 Mpa —6—
O | 1 1 1 1
30 40 50 60 /0

pourcentage en granulats (%)
Fig. IV.2. Variation du module d’Young en fonction du pourcentage en granulats.
On constate de la figure (Fig. 1V.2), gqu’en augmentant le pourcentage en granulats

(jusqu’a 70 %), le module d’Young croit linéairement et pratiguement de la méme
maniére pour différent module d’Young du mortier.

IVV. 2.1.c. Variation du module de Coulomb en fonction du pourcentage en
granulats :

La variation du module de Coulomb en fonction du pourcentage en granulats,
pour aussi des modules d’Young du mortier de 15000 MPa et 20000 MPa, est
représentée a la figure (Fig. IV.3).
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Fig. IV.3. Variation du module de Coulomb en fonction du pourcentage en granulats.

On constate de la figure (Fig. 1V.3), que I'augmentation du pourcentage en granulat
dans le mortier (la matrice) fait augmenter linéairement aussi le module de Coulomb
et pratiquement de la méme maniere pour différent module d’Young du mortier.

1V. 3. Comparaison numérigue des modeéles d’homogénéisation semi-analytique et
d’homogénéisation périodique a I’expérience :

Les différents modéles numériques d’homogénéisation périodique et semi-
analytique présentés au chapitre Il et en annexe | respectivement, sont implémentés
afin de déterminer les caractéristiques mécaniques effectives d’un composite
« béton », et ou les résultats numériques issus de ces méthodes d’homogénéisation
ont été comparés aux résultats expérimentaux. Une comparaison est faite entre les
modeles d’homogénéisation semi-analytique (Modele de Mori-Tanaka et Auto-
cohérent) et le modéle d’homogénéisation périodique afin d’estimer les
caractéristiques mécaniques équivalentes, quant a la prise en compte de I'influence
de la géométrie des inclusions et des porosités par la méthode d’homogénéisation
semi-analytique de Mori-Tanaka et la méthode d’homogénéisation périodique sont
alors discutees.
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1V. 3.1. Composite en béton léger :

Dans cet exemple, le béton utilisé est hydrauliques de granulats légers, la matrice
est cimentaire alors que les granulats sont en argile expansée. Les propriétés
élastiques des constituants sont présentées dans le tableau ci-dessous.

Tab. IVV.3. Les propriétés élastiques des constituants du composite en béton léger.

Béton léger Module d’Young (Gpa) Coefficient de Poisson
Matrice 23.630 0.20
Granulats (argile expansée) 5.679 0.15

Dans cet exemple, il s’agit de comparer les résultats numériques obtenus (méthode
d’homogénéisation semi-analytique (Mori-Tanaka et Auto-cohérent)/méthode
d’homogénéisation périodique) aux résultats expérimentaux [190] obtenus a partir
d’essais de compression réalisés sur des éprouvettes cylindriques (16 x 32 mm),
obtenues pour différentes fractions volumiques de granulats légers: 0.125, 0.25, 0.375
et 0.45.

30 . .
Mori-Tanaka —+—
AutoCohérent =——6-—
© 25 F ‘| Modéle Numérique —*
8 Expérience  *
“: . . .
S 20 F i |
T TRk
2
-
g i5p
W
10 | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fraction volumique de l'inclusion (fr)

Fig. IV.4. Variation du module d’Young équivalent en fonction du pourcentage en granulats.
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On remarque que les valeurs du module d’Young équivalentes trouvées par la
méthode d’homogénéisation semi-analytique de Mori-Tanaka sont proches des
valeurs expérimentales [190], et que les valeurs obtenues avec le modele
d’homogénéisation semi-analytique de Mori-Tanaka et le modele d’homogénéisation
semi-analytique Auto-cohérent sont identiques pour une fraction volumique des
inclusions (< 0,2). Par contre, le modele d’homogénéisation périodique (modele
numérique) donne de bons résultats qui approchent I’expérience et cela pour
différentes fractions volumiques.

1V. 3.2. Composite en béton de résine :

Dans cet exemple, le matériau hétérogene est constitué d’une matrice en résine
époxyde et des inclusions de sable normalisé. Les propriétés élastiques des
constituants du mortier de résine sont présentées dans le tableau ci-dessous.

Tab. I1V.4. Les propriétés élastiques des constituants du mortier de résine.

Béton de résine Module d’Young (Gpa) Coefficient de Poisson
Résine époxyde 2.518 0.413
Sable normalisé 73.08 0.172

Il s’agit de comparer les résultats numeériques aux résultats expérimentaux, les
propriétés élastiques de la résine époxyde sont obtenues en utilisant la méthode de
propagation des ondes ultrasonores et ceux du sable sont des valeurs moyennes
[170].
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E équivalent / E matrice

G équivalent / G matrice
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Fig. IV.5. Module d’Young pour les différents modéles.
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Expérience

Fraction volumique de l'inclusion (fr)

Fig. IV.6. Module de cisaillement pour les différents modeéles.
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Les résultats trouvés par la méthode d’homogénéisation semi-analytique de Mori-
Tanaka sont proches des valeurs expérimentales [170], on remarque que les
estimations du modele d’homogénéisation de Mori-Tanaka et ceux du modéle
d’homogénéisation Auto-cohérent sont assez proches, et cela pour des fractions
volumiques tres faibles (<0,2). Par contre, le modéle d’homogénéisation périodique
(modéle numérique) approche mieux I’expérience.

1V. 3.2.a. Mortier de résine avec inclusions sphéroidales :

Les grains de sable sont modélisés par des sphéres. Une comparaison entre les
méthodes d’homogénéisation semi-analytique (modeles d’homogénéisation Auto-
cohérent et de Mori-Tanaka) et la méthode d’homogénéisation périodique (modéle
numérique) avec les résultats expérimentaux [170] est représentée aux figures (Fig.
IV.7) et (Fig. IV.8).

90 [ e S e
80 b o Auto-cohérent —&— |

: : Mori-Tanaka —+—
70 o A ‘| Modéle Numérique —*—
60 F---- 0= PRI ; Expérience

50 koo SR e, AU
40
30
20
10 | | | _
0 i i i i i

lent (Gpa)

rd

equiva

E

% de résine

Fig. IV.7. Comparaison du module d’Young.
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Fig. IV.8. Comparaison du module de cisaillement.

On remarque que le modéle d’homogénéisation semi-analytique de Mori-Tanaka
approche mieux les caractéristiques élastiques du mortier de résine par rapport au
schéma Auto-cohérent.

Par contre, le modele d’homogénéisation périodique (modéle numérique) donne
de bons résultats qui approchent I’expérience et cela pour différentes caractéristiques
du matériau (module d’Young; module de cisaillement), et aussi pour différents
pourcentages en résine.

1V. 3. 2.b. Prise en compte de I'influence de la géométrie et des porosités :

Ces exemples [170] nous permettent de prendre en compte de I'influence de la
géométrie et des porosités.

- Mortier de résine avec inclusions ellipsoidales : Mori-Tanaka 01

- Mortier de résine avec inclusions sphéroidales et ellipsoidales : Mori-Tanaka02

- Mortier de résine avec inclusions sphéroidales, ellipsoidales et porosités :
Mori-Tanaka 03

- Mortier de résine avec inclusions sphéroidales, ellipsoidales et porosités :
Modéle Numérique
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Fig. IV.9. Comparaison du module d’Young.
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Fig. IV.10. Comparaison du module de cisaillement.

109



Chapitre IV Validation et confrontation des résultats

On comparant les deux premiers modeéles (Mori-Tanaka 01 et Mori-Tanaka 02)
avec la méthode d’homogénéisation semi-analytique de Mori-Tanaka, on remarque
que la géométrie influe légérement sur les caractéristiques mécaniques (module
d’Young, module de cisaillement). Par contre, on étudiant le troisieme modele (Mori-
Tanaka 03) avec la méthode d’homogénéisation semi-analytique de Mori-Tanaka,
nous remarquons que la porosité influe considérablement et cela nous a permis
d’approcher les valeurs expérimentales [170]. Pour ce qui est du modéle
d’homogénéisation périodique (modele numérique) donne des résultats comparables
a ceux du modeéle (Mori-Tanaka 03), et cela avec un léger écart comparé a
I’expérience.

1V. 3.3. Composite cimentaire avec grains de sable (Mortier de sable) :

Le module d’élasticité des grains de sable a été pris égal a celui des granulats
siliceux, soit 107 GPa, le coefficient de Poisson a été pris égal a 0,15. La mesure du
module d’élasticité de la pate de ciment a donné 6 GPa. Pour améliorer le calibrage
de la courbe entre module et volume de sable, il a été pris égal a 7 GPa. Le coefficient
de Poisson a été pris égal a 0,25.

Dans cet exemple le matériau hétérogene est constitué d’une matrice et des
inclusions sphéroidales. Les propriétés élastiques des constituants sont présentées

dans le tableau ci-dessous.

Tab. IV.5. Les propriétés élastiques des constituants du mortier de sable.

Béton Module d’Young (Gpa) Coefficient de Poisson
Matrice (pate de ciment) 7 0.25
Inclusion (sable) 107 0.15

Une comparaison des caractéristigues mécaniques entre le modele
d’homogénéisation de Mori-Tanaka, le modele d’homogénéisation périodique
(modéle numérique) et les mesures expérimentales est représentée a la figure (Fig.
1V.12).

Il s’agit de comparer les résultats obtenus par le modéle d’homogénéisation de
Mori-Tanaka et par la méthode d’homogénéisation périodique (modele numérique)
aux résultats expérimentaux, les propriétés élastiques des matériaux isotropes (de la
matrice cimentaire et ceux du sable) sont des valeurs moyennes et sont obtenues
pour différentes fractions volumiques de granulats de forme sphéroidale.
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Le Volume Elémentaire Représentative (VER) utilisé dans cet exemple est généré
par un modeleur a objet aléatoire, et cela avec une répartition aléatoire des inclusions
sphéroidales (avec un nombre de 10 particules dans un VER) et avec différentes
fractions volumiques.

Les inclusions du Volume Elémentaire Représentative (VER) sont générées de
maniére aléatoire, en se basant sur un motif de sphere. Une fois la génération
aléatoire des inclusions du (VER) est réalisée, on va l'intégrer au code de calcul
Abaqus. La taille des (VER) ne change pas, seule la fraction volumique qui évolue.
L’objectif de cette étude consiste a déterminer le comportement effectif d’un
composite (matrice - inclusion de forme sphéroidale).

Fig. IV.11. Modélisation des inclusions sphéroidales sur le code de calcul Abaqus.
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Fig. IV.12. Module d’élasticité des mortiers de granulats d’argile expansée.
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On remarque que les estimations du modéle d’homogénéisation semi-analytique
de Mori-Tanaka, les résultats obtenus par la méthode d’homogénéisation périodique
(modéle numérique) et les résultats issus de I’expérience sont assez proches, et cela
pour différentes fractions volumiques.

IV. 4. Estimation des caractéristiques mécaniques par un modele
d’homogénéisation périodique et prise en compte de I'endommagement d’un
composite a inclusion :

Dans cette partie, on traitera plusieurs exemples afin de valider le modele
d’homogénéisation périodique et cela en faisant varier le pourcentage et la forme des
inclusions pour des volumes élémentaires représentatifs (VER) de matériaux
composites. Dans cette étude, on comparera nos résultats du modéle
d’homogénéisation périodique qui sont représenté par (Numerical Homogenization)
avec ceux de Ghayath [171] qui sont représenté par (Mori-Tanaka Model).

Une fois les caractéristigues mécaniques sont appréciées, on introduit des modeéles
d’endommagement dans le modele d’homogénéisation périodique pour des volumes
élémentaires représentatifs (VER) en matériaux composites, via une implémentation
dans le code de calcul Abaqus, et cela en utilisant la Subroutine utilisateur (Umat)
sous le langage de programmation Fortran.

\

IV. 4.1. Volume élémentaire représentatif d’une microstructure a inclusions
sphéroidales :

Dans cet exemple, le matériau hétérogéne est constitué d’une matrice et des
inclusions sphéroidales. Les propriétés élastiques des constituants sont présentées
dans le tableau ci-dessous.

Tab. IV.6. Les propriétés élastiques des constituants du composite (matrice-inclusions sphéroidales).

Matériaux Module d’Young E (Mpa) Coefficient de Poisson v
Matrice 2800 0.35
Inclusions (sphéroidales) 72000 0.172

Le VER est constitué de deux phases: la matrice et I'inclusion de forme
sphéroidale qui suivent un comportement isotrope, il s’agit d’un cas 3D en petites
perturbations. La matrice est modélisée en tant qu’élément cubique, et I'inclusion est
modélisée sous une forme sphéroidale et en tant que corps rigides.
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Les conditions aux limites homogéenes ne donnent pas d’autres contraintes que
dans la direction de perturbation. Par conséquent, ils se traduisent par un état de
contrainte uni-axiale sous un chargement de traction. Le VER utilisé dans cet
exemple est généré par un modeleur a objet aléatoire, et cela avec une répartition
aléatoire des inclusions sphéroidales (avec un nombre de 10 particules dans un VER)
et avec différentes fractions volumiques.

Les inclusions du Volume Elémentaire Représentatif (VER) sont générées de
maniére aléatoire, en se basant sur un motif de sphere. Une fois la génération
aléatoire des inclusions du (VER) est réalisée, on va I'intégrer dans le code de calcul
Abaqus. La taille des (VER) ne change pas, seule la fraction volumique qui évolue.
L’objectif de cette étude consiste a déterminer le comportement effectif d’un
composite (matrice - inclusions de formes sphéroidales).

Fig. IV.13. Modélisation du composite (matrice-inclusions sphéroidales).

Les résultats obtenus a la figure (Fig. 1V.13), montrent que toutes les contraintes
principales de la microstructure sont accumulées dans la direction X, ou au niveau de
la direction de perturbation en utilisant des conditions aux limites périodiques.

Une comparaison des caractéristiques mécaniques entre la méthode d’estimation
de Mori-Tanaka (Mori-Tanaka Model) [191] et le modele d’homogénéisation
périodique (Numerical Homogenization) développé dans cette étude est représentée
a la figure (Fig. 1V.14), et cela pour différentes fractions volumiques de granulats de
formes sphéroidales.

Il s’agit de comparer les résultats numériques obtenus par la méthode
d’homogénéisation périodique (modéele élément fini ayant des conditions aux limites
périodiques) aux résultats obtenus par le modele d’homogénéisation de Mori-Tanaka
(résultats tirés de Ghayath [171]).
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Fig. IV.14. Caractéristiques mécaniques homogénéisées pour différentes
fractions volumiques d’inclusions sphéroidales.

Les propriétés élastiques des matériaux isotropes (de la matrice et ceux de
I’inclusion) sont obtenues pour différentes fractions volumiques d’inclusions
sphéroidales.

On remarque qu’a des fractions volumiques faibles, on observe une trés petite
différence avec le modéle d’homogénéisation de Mori-Tanaka (Ghayath [171]),
tandis que pour de grandes fractions volumiques, on observe une plus grande
différence. On remarque aussi, que les estimations du modele d’homogénéisation de
Mori-Tanaka (Mori-Tanaka Model) (Ghayath [171]), et ceux de la méthode
d’homogénéisation périodique (Numerical Homogenization) développée dans cette
étude sont assez proches, et cela pour des fractions volumiques trées faibles (< 20%).

On conclut, que la méthode d’homogénéisation périodique (Numerical

Homogenization) donne des caractéristiques mécaniques plus rigides que ceux du
modéle d’homogénéisation semi-analytique (Mori-Tanaka Model).
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IV. 41a Introduction de I'’endommagement dans le probleme de
I’homogénéisation :

Nous avons implémenté un modéle d’endommagement de Mazars ([144], [145])
dans le code de calcul Abaqus via I'utilisation d’une Subroutine (Umat) programmé
sous le langage Fortran. Des calculs sur un volume élémentaire représentatif (VER)
constitué de 10 particules avec des conditions de localisation de type (PBC), nous ont
permis d’étudier I'influence de la variation de la fraction volumique des inclusions
sphéroidales pour ce modele d’endommagement sur la réponse de la microstructure.

Les propriétés effectives des volumes élémentaires représentatifs (Eqs , Verr) SONt
ceux obtenus par la méthode d’homogénéisation périodique, correspondant a chaque
fraction volumique. L’élément de volume est sollicité en traction pure. Le
chargement se fait a déplacement imposé en déformation tridimensionnel. Les
caractéristiques mécaniques du matériau composite sont les suivantes :

Tab. IV.7. Les propriétés mécaniques effectives et parametre d’endommagement du composite
(matrice-inclusions sphéroidales).

Fraction E;, Vp, Ac B¢ A B, €po
Volumique (%)
10 3440.433 0.3335 14 240.830 0.8 2752.346 0.001
15 3764.6 0.3351 14 263.522 0.8 3011.68 0.001
20 4264.9 0.3263 14 298.543 0.8 3411.92 0.001
25 4779.033 0.3160 14 334.532 0.8 3823.226 0.001
30 5324.7 0.3125 14 372.729 0.8 4259.76 0.001

Dans un premier cas, on représente dans les figures ((Fig. 1V.15) et (Fig. 1V.16)) la
réponse locale contrainte-déformation et I’évolution du dommage respectivement, en
fonction de la déformation d’un élément de volume sollicité en traction pure et sous
différentes fractions volumiques. Dans un premier cas, on a fixé le paramétre A, et
fait varier le parametre B..
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Fig. IV.15. Comportement local contrainte-déformation.
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Fig. IV.16. Evolution du dommage en fonction de la déformation.

Les figures ((Fig. 1V.15) et (Fig. 1V.16)) nous montrent que la variation de la
fraction volumique des inclusions sphéroidales et du paramétre B, jouent a la fois sur
la raideur du composite et I’allure du dommage.

Dans un second cas, I'influence du parametre A; est donnée sur les figures ((Fig.
IV.17) et (Fig. 1V.18)) par rapport & la réponse locale contrainte-déformation et
I’évolution du dommage respectivement, d’un élément de volume sollicité en
traction pure, avec une fraction volumique moyenne des inclusions sphéroidales
(prise égale a 20%) et une valeur fixe du paramétre B, correspondant a ce
pourcentage.
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Fig. IV.17. Influence du paramétre A, sur le comportement local contrainte-déformation.
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Fig. IV.18. Influence du paramétre A, sur I’évolution du dommage en fonction de la déformation.

Les figures ((Fig. 1V.17) et (Fig. 1V.18)) nous montre que la variation du paramétre
A, joue sur I'allure du composite, et sur I’évolution du dommage en fonction de la
déformation.
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IV. 4.2. Volume élémentaire représentatif d’une microstructure a inclusions
ellipsoidales :

Dans cet exemple, le matériau hétérogene est constitué d’une matrice et des
inclusions ellipsoidales. Les propriétés élastiques des constituants du composite sont
présentées dans le tableau ci-dessous.

Tab. I1V.8. Les propriétés élastiques des constituants du composite (matrice-inclusions ellipsoidales).

Matériaux Module d’Young E (Mpa) Coefficient de Poisson v
Matrice 2800 0.35
Inclusions (ellipsoidales) 72000 0.172

Le volume élémentaire représentatif (VER) est constitué de deux phases: la
matrice et I'inclusion ellipsoidale qui suivent un comportement isotrope. Il s’agit
d’un cas 3D en petites perturbations. La matrice est modélisée en tant que cube
élémentaire, et I'inclusion est modélisée sous une forme ellipsoidale et en tant que
corps rigides.

Les conditions aux limites homogéenes ne donnent pas d’autres contraintes que
dans la direction de perturbation. Par conséquent, ils se traduisent par un état de
contrainte uni-axiale sous un chargement de traction.

Le VER utilisé dans cet exemple est généré par un modeleur a objet aléatoire, et
cela avec une répartition aléatoire des inclusions ellipsoidales (avec un nombre de 10
particules dans un VER) et avec différentes fractions volumiques.

Les inclusions du Volume Elémentaire Représentatif (VER) sont générées de
maniére aléatoire, en se basant sur un motif d’ellipse. Une fois la génération aléatoire
des inclusions du VER est réalisée, on I'intéegre dans le code de calcul Abaqus. La
taille des VER ne change pas, seule la fraction volumique qui évolue. L’objectif de
cette étude consiste a déterminer le comportement mécanique effectif d’un composite
(matrice - inclusion de forme ellipsoidale).
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Fig. IV.19. Modélisation du composite (matrice-inclusions ellipsoidales).

Les résultats obtenus a la figure (Fig. 1V.19), montrent que toutes les contraintes
principales de la microstructure sont accumulées dans la direction x ou au niveau de
la direction de perturbation en utilisant des conditions aux limites périodiques.

Une comparaison des caractéristiques mécaniques entre la méthode d’estimation
de Mori-Tanaka (Mori-Tanaka Model) [171] et le modele d’homogénéisation
périodique (Numerical Homogenization) est représentée a la figure (Fig. 1V.20), et
cela pour différentes fractions volumiques de granulats ellipsoidales.

Il s’agit de comparer les résultats numériques obtenus par la méthode
d’homogénéisation périodique (modeéle élément fini ayant des conditions aux limites
périodiques) aux résultats obtenus par le modele de Mori-Tanaka (résultats tirés de
Ghayath [171]).
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Fig. 1\V.20. Caractéristiques mécaniques homogénéisées pour différentes
fractions volumiques d’inclusions ellipsoidales.

Les propriétés élastiques des matériaux isotropes (de la matrice et ceux de
I’inclusion) sont des valeurs moyennes, et sont obtenues pour différentes fractions
volumiques d’inclusions ellipsoidales.

On remarque qu’a des fractions volumiques faibles, on observe une trés petite
différence avec le modéle de Mori-Tanaka (Ghayath [171]), tandis que pour de
grandes fractions volumiques, on observe une plus grande différence. On remarque
aussi que les estimations du modéle d’homogénéisation de Mori-Tanaka (Ghayath
[171]) et ceux de la méthode d’homogénéisation périodique développée dans cette
étude sont assez proches et cela pour des fractions volumiques trés faibles (< 20%).

On conclut, que la méthode d’homogénéisation périodique (Numerical

Homogenization) donne des caractéristiques mécaniques plus rigides que ceux du
modéle d’homogénéisation semi-analytique (Mori-Tanaka Model).
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IV. 4.2a Introduction de I'’endommagement dans le probleme de
I’homogénéisation :

Nous avons implémenté un modéle d’endommagement de Mazars ([144], [145])
dans le code de calcul Abaqus, via I'utilisation d’une Subroutine (Umat) programmé
sous le langage Fortran. Des calculs sur un VER de 10 particules avec des conditions
de localisation de type (PBC), nous ont permis d’étudier I'influence de la variation de
la fraction volumique des inclusions ellipsoidales, pour ce modéle
d’endommagement sur la réponse de la microstructure.

Les propriétés mécaniques effectives des volumes élémentaires représentatifs
(Eefr, Vegr) SONt ceux obtenus par la méthode d’homogénéisation périodique,
correspondant a chaque fraction volumique. L’élément de volume est sollicité en
traction pure. Le chargement se fait a déplacement imposé en déformation
tridimensionnel. Les caractéristiques mécaniques du matériau sont les suivantes :

Tab. IV.9. Les propriétés mécaniques effectives et parametre d’endommagement du composite
(matrice-inclusions ellipsoidales).

Fraction E \ Ac B¢ A B, €po
Volumique (%)
10 3391.733 0.3401 14 237.421 0.8 2713.386 0.001
15 3787.733 0.3335 14 265.141 0.8 3030.186 0.001
20 4240.366 0.3278 14 296.825 0.8 3392.293 0.001
25 4784.433 0.3212 14 334.910 0.8 3827.546 0.001
30 5320.8 0.3125 14 372.456 0.8 4256.64 0.001

Dans un premier cas, on représente dans les figures ((Fig. 1V.21), (Fig. IV.22)) la
réponse locale contrainte-déformation et I’évolution du dommage respectivement, en
fonction de la déformation d’un élément de volume sollicité en traction pure et sous
différentes fractions volumiques. On a fixé le parameétre A, et fait varié le parameétre
B,.
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Fig. IV.22. Evolution du dommage en fonction de la déformation.

Les figures ((Fig. 1V.21), (Fig. IV.22)) nous montrent que la variation de la fraction
volumique des inclusions ellipsoidales, et du parameétre B, jouent a la fois sur la
raideur du composite et I’allure du dommage.

Dans un second cas, I'influence du parametre A; est donnée sur les figures ((Fig.
IV.23), (Fig. 1V.24)) par rapport a la réponse locale contrainte-déformation et
I’évolution du dommage respectivement, d’un élément de volume sollicité en
traction pure, avec une fraction volumigque moyenne (prise égale a 20%) et une valeur
fixe du paramétre B, correspondant a ce pourcentage.
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Fig. IV.23. Influence du parametre A, sur le comportement local contrainte-déformation.
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Fig. IV.24. Influence du parametre A, sur I’évolution du dommage en fonction de la déformation.

Les figures ((Fig. 1V.23), (Fig. 1V.24)) nous montre que la variation du parametre A,
joue sur l'allure du composite, et sur I’évolution du dommage en fonction de la
déformation.
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1IV. 4.3. Volume élémentaire représentatif d’une microstructure a inclusions
cylindriques :

Dans cet exemple, le matériau hétérogene est constitué d’une matrice en résine
époxyde et des inclusions cylindriques. Les propriétés élastiques des constituants du
composite sont présentées dans le tableau ci-dessous.

Tab. I1V.10. Les propriétés élastiques des constituants du composite (matrice-inclusions cylindriques).

Matériaux Module d’Young E (Mpa) Coefficient de Poisson v
Matrice 2800 0.35
Inclusions (cylindriques) 72000 0.172

Le volume élémentaire représentatif (VER) est constitué de deux phases: la
matrice et I'inclusion cylindrique qui suivent un comportement isotrope. Il s’agit
d’un cas 3D en petites perturbations. La matrice est modélisée en tant que cube
élémentaire, et I'inclusion est modélisée sous une forme cylindrique et en tant que
corps rigides.

Les conditions aux limites homogéenes ne donnent pas d’autres contraintes que
dans la direction de perturbation. Par conséquent, ils se traduisent par un état de
contrainte uni-axiale sous un chargement de traction.

Le VER utilisé dans cet exemple est généré par un modeleur a objet aléatoire, et
cela avec une répartition aléatoire des inclusions cylindriques (avec un nombre de 10
particules dans un VER) et avec différentes fractions volumiques.

Les inclusions du Volume Elémentaire Représentatif (VER) sont générées de
maniére aléatoire, en se basant sur un motif de cylindre. Une fois la génération
aléatoire des inclusions du VER est réalisée, on l'integre dans le code de calcul
Abaqus. La taille du VER ne change pas, seule la fraction volumique qui évolue.
L’objectif de cette étude consiste a déterminer le comportement mécanique effectif
d’un composite (matrice - inclusions de forme cylindriques).
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Fig. IV.25. Modélisation du composite (matrice-inclusions cylindriques).

Pour ce type d’inclusions, Il y a lieu de se limiter a une fraction volumique afin
d’éviter une géométrie complexe qui nécessitera un maillage tres fin qui conduirait a
un nombre important d’éléments finis, c’est pour cette raison, on s’est limité a une
fraction volumique moyenne des inclusions de I’ordre de 20 %.

Les résultats représentée a la figure (Fig. 1V.25) montrent que toutes les contraintes
principales de la microstructure sont accumulées dans la direction x, ou au niveau de
la direction de perturbation en utilisant des conditions aux limites périodiques.

Une comparaison des caractéristiques mécaniques entre la méthode d’estimation
de Mori-Tanaka (Mori-Tanaka Model) [171] et le modele d’homogénéisation
périodique (Numerical Homogenization) est représentée a la figure (Fig. 1V.26), et
cela pour différentes fractions volumiques d’inclusions cylindriques.

Il s’agit de comparer les résultats numériques obtenus par la méthode
d’homogénéisation périodique (modeéle élément fini ayant des conditions aux limites
périodiques) aux résultats obtenus par le modele de Mori-Tanaka (résultats tirés de
Ghayath [171]).

125



Chapitre IV Validation et confrontation des résultats

8 3
= 14000 = 4500
= 12000 - N
5 10000 | g 4000
3 ]
2 8000 - 3
" = 3500
@ 6000 [ <
S c
- =
£ 4000 £ 3000 |-
2 2000 Numerical Homogenization =——+— | @ Numerical Homogenization —+—
© Mori-Tanaka Mode| —€— | [ Mori-Tanaka Mode| —&—
2 0 T T T T ] a 2500 T T T T 1
O C
g 0 5 10 15 20 25 S 0 5 10 15 20 25
- Inclusion's Volumique Fraction [%] Inclusion's Volumique Fraction [%]
3 0.35
£ 1600 o °
~ > 0.345 |-
—~ 1500 o
O 5 0.34
S 1400
3 S 0.335 [
o - 7]
3 1300 8 0.33 |
o
& 1200 | 5 0.325
oy C
» 1100 S 0.32 :
© 3 - - -
£ 1000 F Numerical Homogenization =—+— S  0.315 |  Numerical Homogenization =—4—
o "
2 Mori-Tanaka Mode| —e— S Mori-Tanaka Mode| —€—
Q 900 T T T T i a 0.31 ! I T !
El 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Inclusion's Volumique Fraction [%] Inclusion's Volumique Fraction [%]
0.47
™
N
> 0.46
o
=}
& 0.45
&
2 0.44
0
o
o 0.43
©
£ 0.42
=l : . :
5 041+ Numerical Homogenization === (............
5 Mori-Tanaka Model —&—
] 0.4 T T T I |
0 5 10 15 20 25
Inclusion's Volumique Fraction [%]

Fig. I\V.26. Caractéristiques mécaniques homogénéisées pour différentes
fractions volumiques d’inclusions cylindriques.

Les propriétés élastiques des matériaux isotropes (de la matrice et ceux de
I’inclusion) sont des valeurs moyennes, et sont obtenues pour différentes fractions
volumiques d’inclusions cylindriques.

On remarque qu’a des fractions volumiques faibles, on observe une trés petite
différence avec le modéle de Mori-Tanaka (Ghayath [171]), tandis que pour de
grandes fractions volumiques, on observe une plus grande différence. On remarque
aussi que les estimations du modele de Mori-Tanaka (Ghayath [171]) et ceux de la
méthode d’homogénéisation périodique développée dans cette étude sont assez
proches, et cela pour des fractions volumiques trés faibles (<20%).

126




Chapitre IV Validation et confrontation des résultats

On conclut, que la méthode d’homogénéisation périodique (Numerical
Homogenization) donne des caractéristiques mécaniques plus rigides que ceux du
modele semi-analytique (Mori-Tanaka Model).

IV. 4.3.a Introduction de I'endommagement dans le probleme de
I’homogénéisation :

Nous avons implémenté un modele d’endommagement de Bouafia et al. ([146],
[147]) dans le code de calcul Abaqus via l'utilisation d’une Subroutine (Umat)
programmeé sous le langage Fortran. Des calculs sur un VER (de 10 particules) avec
des conditions de localisation de type (PBC), nous ont permis d’étudier I'influence de
la variation de la fraction volumique des inclusions cylindriques de cette loi de
comportement de Bouafia et al. ([146], [147]) sur la réponse de la microstructure.

Les propriétés mécaniques effectives des VER (E.f , Vegr) SONt ceux de la méthode
d’homogénéisation périodique, correspondant a chaque fraction volumique.

Un élément de volume est sollicité en traction pure. Le chargement se fait a
déplacement imposé en déformations tridimensionnel. Les caractéristiques
mécaniques du matériau sont les suivantes :

Tab. IV.11. Les propriétés mécaniques effectives et parametre d’endommagement du composite
(matrice-inclusions cylindriques).

¢ I T, w
Fg (Mpa) | F; (Mpa) | Ey (Gpa) v g (%) | (mm) | (mm) | (Mpa) | (%) | 8

47.76 3.4656 5247.081 | 0.3423 0.21 0.04 0.8 7 5 0.405
47.76 3.4656 7780.7363 | 0.3347 0.21 0.04 0.8 7 10 0.405
47.76 3.4656 10360.732 | 0.3273 0.21 0.04 0.8 7 15 0.405
47.76 3.4656 13033.63 | 0.3197 0.21 0.04 0.8 7 20 0.405

On représente aux figures ((Fig. 1V.27), (Fig. 1V.28)) la réponse locale contrainte-
déformation et [I’évolution du dommage en fonction de la déformation
respectivement, d’un élément de volume sollicité en traction pure et sous différentes
fractions volumiques.
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Fig. 1V.28. Evolution du dommage en fonction de la déformation.

Les figures ((Fig. 1V.27), (Fig. IV.28)) nous montrent que les pourcentages de fibres
jouent sur I’évolution du dommage en fonction de la déformation, et aussi sur la

raideur et I’allure de la partie adoucissante du composite.
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Le comportement du composite suit une phase élastique jusqu'a apparition de la
premiere fissure, puis, il en résulte une chute brutale de contrainte jusqu'a une
contrainte résiduelle qui met en action la contribution des inclusions cylindriques a
reprendre les efforts développées. Enfin, il en résulte un palier de ductilité
permettant d’avoir une déformation plus importante du composite. On remarque
gue la contrainte correspondant a ce palier est fonction du pourcentage des
inclusions. Aussi, on remarqgue, plus on augmente le pourcentage des fibres I'allure
de la courbe de comportement local contrainte-déformation décroit ce qui

correspond a un comportement ductile.

IV. 5. Simulation du comportement non linéaire de matériaux composites élasto-
plastigue par la méthode d’homogénéisation périodique :

1V. 5.1. Matériaux composites renforcés d’inclusions sphéroidales et ellipsoidales :

Dans cet exemple, le matériau hétérogéne est constitué d’une matrice élasto-
plastique renforcée par des inclusions élastiques linéaires. Les propriétés élastiques
des constituants du composite sont présentées dans le tableau ci-dessous.

Tab. I1V.12. Les propriétés élastiques des constituants du composite.

Matériaux Module d’Young (Gpa) Coefficient de Poisson
Matrice (ferritic) 220 0.30
Inclusions (martensitic) 200 0.30

Le comportement de la matrice est élasto-plastique avec un écrouissage isotrope de
type puissance (qui est décrit par la théorie de J2 classique) :

Oy = Oyo +kp™
Ou:
Oyo et o, . sont les contraintes de [I'écrouissage isotrope initial et courant

respectivement,
k et m : sont les paramétres de I’écrouissage isotrope.

Tab. 1V.13. Les propriétés élasto-plastiques de la matrice du matériau.

Matériaux Module Coefficient Module Exposant Module
d’Young de Poisson d’écrouissage | d’écrouissage d’écrouissage
(Gpa) Gyo (Mpa) m linéaire kK (Mpa)
Matrice 75 0.30 300 0.31 1130
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Les renforts sont modélisés par des inclusions de forme sphéroidale et ellipsoidale
réparties suivant la direction de chargement dans le volume élémentaire
représentatif (VER), avec une fraction volumique de 13.20 %.

Il s’agit dans cette étude de comparer les résultats numériques obtenus par la
méthode d’homogénéisation périodique aux résultats issus des travaux de Brassart
et al. [172]. Cette étude est faite, on modélisant un volume élémentaire représentatif
(VER) contenant des inclusions réparties suivant la direction de chargement, et en
appliguant un chargement statique uni axial.

Spherical inclusion's
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Fig. IV.29.a. Contrainte équivalente moyenne d’inclusions sphéroidales sous chargement statique.
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Ellipsoidal inclusion's
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Fig. 1V.29.b. Contrainte équivalente moyenne d’inclusions ellipsoidales sous chargement statique.

Les figures ((Fig. 1V.29.a), (Fig. 1V.29.b)) nous montrent que pour une fraction
volumique de 5%, il y a un écart entre notre modéle d’homogénéisation périodique
(Numerical) et les résultats issus des travaux de Brassart et al. [172] (Brassart) qui
évolue dans le sens de la sécurité, et cela pour les deux types de formes d’inclusions
(sphéroidales et ellipsoidales). Les figures ((Fig. 1V.29.a), (Fig. 1V.29.b)) nous
montrent aussi que pour des fractions de 15 et 25%, notre modélisation avec la
méthode d’homogénéisation périodique (Numerical) simule parfaitement le
comportement issu des travaux de Brassart et al. [172] (Brassart) et cela sous un
chargement statique.

On reprend la méme modélisation, le méme volume élémentaire représentatif
(VER) et avec les deux types de formes d’inclusions (sphéroidales et ellipsoidales)
mais cette fois-ci sous un chargement cyclique (traction/compression en déformation
plane).
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Spherical inclusion's
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Fig. 1V.30.a. Contrainte équivalente moyenne d’inclusions sphéroidales sous chargement cyclique.
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Fig. 1V.30.b. Contrainte équivalente moyenne d’inclusions ellipsoidales sous chargement cyclique.
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La figure (Fig. 1V.30.a), nous montre que pour des inclusions sphéroidales et sous
les fractions de volume allant jusqu'a 25%, que les réponses macroscopiques de notre
modélisation (Numerical) sous un chargement cyclique correspondent parfaitement
au modele de Brassart et al. [172] (Brassart). Par contre pour une fraction volumique
de 35%, on observe un écart entre notre modeéle (Numerical) et celui de Brassart et al.
[172] (Brassart), qui peut s’expliquer par un phénomeéne d’interaction entre les
inclusions sphéroidales.

La figure (Fig. I1V.30.b), nous montre que pour des inclusions ellipsoidales réparties
suivant la direction de chargement, que les réponses macroscopiques de notre
modélisation (Numerical) sous un chargement cyclique sont légérement différentes
par rapport au modele de Brassart et al. [172] (Brassart), qui peut s’expliquer par la
modélisation de la forme ellipsoidale des inclusions (manque de précision sur le
document de référence).

1V. 5.2. Matériaux composites renforcés d’inclusions sphéroidales :

Dans cet exemple, le matériau hétérogéne est constitué d'une matrice en ferrite
renforcé par des inclusions sphéroidales en austénite, avec une particularité pour cet
exemple étant donnée que les deux phases sont élasto-plastiques avec des inclusions
plus molles que la matrice. Le comportement de la matrice et des inclusions est
élasto-plastique avec écrouissage isotrope de type puissance (qui est décrit par la
théorie de J2 classique). Les propriétés élasto-plastiques des constituants du
composite sont présentées dans le tableau ci-dessous.

Tab. I1V.14. Les propriétés élasto-plastiques des constituants du composite.

Matériaux E (Gpa) v 6y (Gpa) k (Gpa) q A,
Matrice (ferrite) 196.85 0.30 600 650 0.06 1
Inclusions (austenite) 179.35 0.30 202 688 0.55 1

Dans notre modélisation, les renforts sont modélisés par des inclusions
sphéroidales réparties aléatoirement avec une fraction volumique de 35 %. Les
inclusions sont constituées d’un matériau qui est de l'austénite sous forme de
spheres.
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Fig. IV.31. Géométrie et répartition des inclusions du modele élément fini.

Dans cette étude, il s’agit de comparer les résultats numériques (Numerical)
obtenus par la méthode d’homogénéisation périodique aux résultats issus des
travaux de Doghri et al. [173] (Doghri).
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Fig. 1V.32. Contrainte équivalente moyenne d’inclusions sphéroidales.

En comparant les résultats numériques issus de notre modélisation (Numerical)
aux résultats obtenus par Doghri et al. [173] (Doghri), on remarque une légére
différence de raideur cela peut étre due au choix de la répartition des inclusions
(manque de précision sur le document de référence), mais par contre au niveau
d’allure notre modeélisation (Numerical) donne des prédictions similaires et tres
acceptables par rapport au modele de Doghri et al. [173] (Doghri).
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IV. 5.3. Matériaux composites a matrice métallique renforcés d’inclusions
sphéroidales :

Dans cet exemple, le composite a matrice métallique est constitué d’une matrice
élasto-plastique renforcée par des inclusions élastiques linéaires. Les propriétés
élastiques des constituants du composite sont présentées dans le tableau ci-dessous.

Tab. IV.15. Les propriétés élastiques des constituants du composite.

Matériaux Module d’Young (Gpa) Coefficient de Poisson
Matrice 75 0.30
Inclusions 400 0.20

Les renforts sont modélisés par des inclusions sphéroidales réparties suivant la
direction de chargement, avec une fraction volumique de 30 %. Et soumis a un
chargement de traction monotone et a un chargement cyclique.

Le comportement de la matrice est élasto-plastique avec un écrouissage isotrope de
type puissance (qui est décrit par la théorie de J2 classique). Les propriétés élasto-
plastiques de la matrice du matériau sont présentées dans le tableau ci-dessous.

Tab. IV.16. Les propriétés élasto-plastiques de la matrice du matériau.

Matériaux Module Coefficient Module Exposant Module
d’Young (Gpa) | de Poisson | d’écrouissage | d’écrouissage d’écrouissage
Gy0 (Mpa) m linéaire k (Mpa)
Matrice 75 0.30 75 0.3895 416

Dans cet exemple, il s’agit de comparer les résultats numériques (Numerical)
obtenus par la méthode d’homogénéisation périodique aux résultats issus des
travaux de Segurado et al. [174] (Segurado et al. 2002), et cela sous un chargement
de traction monotone et sous un chargement cyclique.
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Fig. IV.33. Contrainte équivalente moyenne d’inclusions sphéroidales sous chargement statique.
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Fig. IV.34. Contrainte équivalente moyenne d’inclusions sphéroidales sous chargement cyclique.
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La figure (Fig. 1V.33) nous montre qu’il y a un léger écart entre notre modele
d’homogénéisation périodique (Numerical), et les résultats issus des travaux de
Segurado et al. [174] (Segurado et al. 2002) qui évolue dans le sens de la sécurité et
cela sous chargement de traction monotone.

La figure (Fig. 1V.34) nous montre, qu’il y a aussi une légere différence entre notre
modele d’homogénéisation périodique (Numerical) et les résultats issus des travaux
de Segurado et al. [174] (Segurado et al. 2002), qui évolue dans le sens de la sécurité
et cela sous chargement de traction cyclique.

1V. 5.4. Matériaux composites renforcés d’inclusions cylindriques :

- Application de la théorie d’homogénéisation aux composites (AL-SIC5, AL-SIC4.1) :

Dans cet exemple, le matériau hétérogene est constitué d’une matrice métallique et
des inclusions cylindriques. Les propriétés mécaniques des constituants du
composite sont présentées dans le tableau ci-dessous.

Tab. IVV.17. Les propriétés mécaniques des constituants du composite.

Composites Matériaux E (Gpa) v o, (Gpa) k (Gpa) q l
d
AL-SIC5 Matrice (2124 aluminium) 60 0.30 290 700 0.55 5
Fibres (SIC whiskers) 450 0.20
AL-SIC4.1 Matrice (5456 aluminium) | 71.3085 | 0.30 246.9 133.015 036 | 4.1
Fibres (SIC whiskers) 485 0.20

Les renforts sont modélisés par des inclusions cylindriques alignées (réparties
suivant la direction de chargement), avec une fraction volumique de 13.20 %. Les

inclusions cylindriques sont des renforts SIC whiskers d’allongement é

Fig. I'\V.35. Géométrie et répartition des renforts du modéle élément fini.
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Le comportement de la matrice est élasto-plastique avec un écrouissage isotrope de

type puissance :
R(p) = kpd

Ou : k et g sont les paramétres de I’écrouissage isotrope.
Dans cet exemple, il s’agit de comparer les résultats numériques (Numerical

Model) obtenus par la méthode d’homogénéisation périodique aux résultats
expérimentaux issus des travaux de Christman et al. ([175], [176]) (Experimental).
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Fig. IV.36.a. Comparaison des simulations numériques du composite (AL-SIC5) a des données expérimentales.
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Fig. IV.36.b. Comparaison des simulations numériques du composite (AL-SIC4.1) a des données expérimentales.

La figure (Fig. 1V.36.a) nous montre qu’il y a un léger écart entre notre modéle
d’homogénéisation périodique (Numerical Model) et les résultats issus des travaux
de Christman et al. ([175], [176]) (Experimental) qui évolue dans le sens de la
sécurité et cela sous chargement de traction monotone.

La figure (Fig. 1V.36.b) nous montre une bonne corrélation entre le comportement
simulé (Numerical Model of Matrix) et I’expérience issue des travaux de Christman
et al. ([175], [176]) (Experimental of Matrix) de la matrice. Par contre, on observe
pour le composite une trés petite différence entre notre modele d’homogénéisation
périodique (Numerical Model of composites) et les résultats issus des travaux de
Christman et al. ([175], [176]) (Experimental of composites) qui évolue dans le sens
de la sécurité et cela sous chargement de traction monotone.

On conclut, que notre simulation par la méthode d’homogénéisation périodique
donne un comportement non linéaire équivalent du composite dans le domaine
élastique. Des qu’on dépasse la limite élastique, on remarque que notre simulation
évolue dans le sens de la sécurité.
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Chapitre IV

1V. 6. Validation et évaluation de la fiabilité des composites étudiés :

1V. 6.1. Application du couplage mécano-fiabiliste au calcul de I'endommagement
d’un composite (matrice-inclusions cylindriques) :

Dans cet exemple, le matériau hétérogéne est constitué d’une matrice et des
renforts sous forme d’inclusions cylindriques. Les propriétés mécaniques des
constituants de ce composite sont présentées dans le tableau ci-dessous.

Tab. 1V.18. Les propriétés mécaniques effectives et parameétre d’endommagement du composite (pour

une fraction volumique de 15%).

F; (Mpa) | F; (Mpa) | Ey (Gpa) v g (%) | (mm) | (mm) | (Mpa) | (%) | 8,

47.76 3.4656 10360.732 | 0.3273 0.21 0.04 0.8 7 15 0.405

Tout d’abord, on procede a I'estimation des lois de probabilités des variables
aléatoires retenues dans cette étude dans le but d’approximer la loi statistique (loi
réelle). Le plus souvent la moyenne et I’écart-type d’une variable aléatoire sont
connus, cependant ces informations conduisent a des lois gaussiennes qui ne sont pas
adaptées a une représentation physique des variables aléatoires. Par exemple, une
certaine variable aléatoire peut ne pas étre négative, une distribution log-normale ou

exponentielle va mieux la représenter.
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Fig. IV.37. Evolution du dommage en fonction de la déformation.
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Les variables aléatoires retenues dans cette étude sont considérées continues,
indépendantes et sont représentées par le vecteur X, qu’on classe comme suit :
- Les variables aléatoires de sorties a I'état-limite (D, ¢), leurs lois de
distributions aléatoires sont modélisées par une loi log-normale et normale
respectivement, dont les caractéristiques sont données dans le tableau 1V.19.

Tab. 1V.19. Parametre des lois des variables aléatoires pour I'état-limite (D, ¢).

Vecteur Variables Loi de distribution Moyenne u Ecart-type o
X aléatoires
X1 D Log-normale 0,87278784 0,24724896
X2 £ Normale 0,00989444 0,00577331

- Les autres paramétres (variables aléatoires d’entrées : F, Fy, Epo, v, &, &, I, Ty, o,
8,) sont considérés comme déterministes.

Apreés analyse par couplage mécano-fiabiliste, la méthode fiabiliste d’HL-RF utilisé
dans cette étude nous a permis d’obtenir les résultats suivants :

Tab. 1V.20. Résultats de I'analyse mécano-fiabiliste.

Indice de | Probabilité de | Cosinus directeur | Point de conception Point de conception
fiabilité défaillance (al, a2) (U1, U2) (X1, X2)
1.0448 0.1482 (-1.00, 0.00) (1.04476, 0.00) (1.01677, 0.009894)
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La figure (Fig. 1V.39) présente I’état limite approché dans I’espace centré réduit A
(o, €) et aussi les résultats de la recherche du point de conception P*.

L’indice de fiabilité retrouvée est de f = 1.0448, ce qui correspond a une
probabilité de défaillance du volume élémentaire représentatif (VER) du composite
estimé a P, = ¢(—p) = 0.1482, d’ou une fiabilité de 85.18 %.

IV. 6.2. Application du couplage mécano-fiabiliste a la simulation du
comportement de matériaux composites élasto-plastique (AL-SIC4.1) :

Dans cet exemple, le matériau hétérogene est constitué d’une matrice métallique et
des renforts sous forme d’inclusions cylindriques. Les propriétés mécaniques des
constituants du composite (AL-SIC4.1) sont présentées dans le tableau ci-dessous.

Tab. 1V.21. Les propriétés mécaniques des constituants du composite (AL-SIC4.1).

Composites Matériaux E (Gpa) v Oy k (Gpa) q 1

(Gpa) d

AL-SIC4.1 Matrice (5456 aluminium) 71.3085 0.30 246.9 133.015 036 | 41
Fibres (SIC whiskers) 485 0.20

Tout d’abord, on procede a I'estimation des lois de probabilités des variables
aléatoires retenues dans cette étude dans le but d’approximer la loi statistique (loi
réelle). Le plus souvent la moyenne et I’écart-type d’une variable aléatoire sont
connus, cependant ces informations conduisent a des lois gaussiennes qui ne sont pas
adaptées a une représentation physique des variables aléatoires. Par exemple, une
certaine variable aléatoire peut ne pas étre négative, une distribution log-normale ou
exponentielle va mieux la représenter.
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145



Chapitre IV

Validation et confrontation des résultats

Les variables aléatoires retenues dans cette étude sont considérées continues,
indépendantes et sont représentées par le vecteur X, qu’on classe comme suit :

bY

- Les variables aléatoires de sorties a I'état-limite (o, €), leurs lois de
distributions aléatoires sont modélisées par une loi exponentielle et log-
normale respectivement, dont les caractéristiques sont données dans le tableau

V.22

Tab. 1V.22. Parametre des lois des variables aléatoires pour I'état-limite (o, €).

Vecteur Variables Loi de distribution Moyenne u Ecart-type o
X aléatoires
X1 o Exponentielle 457.081964 139.171439
X2 £ Log-normale 0,00851443 0,00406218

- Les autres parametres (variables aléatoires d’entrées) comme le module
d’élasticité E et
déterministes.

la

limite élastique (o) sont considérées comme

Apreés analyse par couplage mécano-fiabiliste, la méthode fiabiliste d’"HL-RF utilisé
dans cette étude nous a permis d’obtenir les résultats suivants :

Tab. 1V.23. Résultats de I'analyse mécano-fiabiliste du composite (AL-SIC4.1).

Indice de | Probabilité de Cosinus directeur Point de conception | Point de conception
fiabilité défaillance (al, a2) (U1, U2) (X1, X2)
6.6091 0.2018 x 10-10 (-0.141883, 0.989883) (0.9377, -6.5422) (704.27, 0.00109)
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La figure (Fig. 1V.42) présente I’état limite approché dans I’espace centré réduit A
(o, €) et aussi les résultats de la recherche du point de conception P*.

L’indice de fiabilité retrouvée est de g =6.6091, ce qui correspond a une
probabilité de défaillance du volume élémentaire représentatif (VER) du composite
(AL-SIC4.1) estimé a Pr=®(—p)= 0.2018x 10%° dou wune fiabilit¢ de
99.99999999997982 %.
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I\V. 7. Conclusions:

En utilisant le modéle d’homogénéisation périodique implémenté via des scriptes
Python par prise en compte des conditions de contour montrent une assez bonne
approximation des caractéristiques mécanique. Concernant les modeéles
d’endommagement implémentés a I’'aide de Subroutines (Umat) en langage Fortran
dans le code de calcul Abaqus, nous a permis d’analyser les champs locaux
notamment avoir I’évolution de I’endommagement au niveau de la microstructure.
Pour ce qui est du modéle de fiabilité implémenté en langage de programmation
Fortran, nous a permis de résoudre le probléeme d’optimisation sous contrainte a
travers un calcul de niveau de fiabilité.

> Pour I'application de la théorie d’homogénéisation périodique au béton avec
différentes compositions en granulats :

Les différents résultats obtenus a partir de cette étude nous permettent de
constater que, le pourcentage des granulats a une influence sur les propriétés
élastiques du matériau béton.

> Pour la comparaison numérique entre les modéles d’homogénéisation semi-
analytique et la méthode d’homogénéisation périodique avec I’expérience :

Cette comparaison présente I'estimation des modules d’élasticité (module
d’Young, module de cisaillement) macroscopiques effectuées sur une microstructure
constituée d’un composite « béton » avec différentes concentrations volumiques.

La comparaison des différents résultats obtenus par les différents modéles
d’homogénéisation semi-analytique (Auto-cohérent, Mori-Tanaka) avec les résultats
expérimentaux est satisfaisante, et cela pour des fractions volumiques tres faible
(<0,2). Pour ce qui est de Il'implémentation du modele d’homogénéisation
périodique, il donne des résultats trés satisfaisants comparés a I’expérience et cela
pour différentes fractions volumiques.

Le pourcentage des granulats ainsi que leur forme ont une influence sur les
caractéristiques mécaniques de la microstructure constituée d’un composite
«béton». La méthode d’homogénéisation semi-analytique (Auto-cohérente),
surestime les valeurs du module élastique du composite « béton ». Par contre,
I'approche d’homogénéisation semi-analytique (Mori-Tanaka) est la moins éloignée
des mesures expérimentales.
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La méthode d’homogénéisation semi-analytique de Mori-Tanaka donne de bons
résultats pour un matériau a deux phases, néanmoins Iinteraction entre les
hétérogénéités est prise en compte de maniere insuffisante pour étre capable de
représenter les fortes concentrations. Lorsque la concentration en hétérogénéité est
inférieure a 30 %, cette méthode donne de bons résultats.

Il a notamment été observé, qu’il est possible d’avoir de bons résultats avec la
méthode d’homogénéisation semi-analytique de Mori-Tanaka. Cependant, elle a ses
limites et cela pour d’autres types de formes d’inclusions et pour de grandes
fractions volumiques.

Les différents résultats obtenus a partir de cette comparaison permettent de
constater que, le pourcentage des granulats, ainsi que leur géométrie et la prise en
compte des pores ont une influence sur les modules élastiques d’une microstructure
constituée d’un composite « béton ».

> Pour [I'estimation des caractéristiques mécaniques par un modéle
d’homogénéisation périodique, et la prise en compte de I'endommagement
d’une microstructure constitué d’'un composite a inclusion par une démarche
de relocalisation :

La méthode a été appliquée dans le cas de deux microstructures biphasées
(composite a fibres et matériaux a grains). Les propriétés mécaniques effectives des
matériaux hétérogénes (le module élastique d’Young (E), le coefficient de poisons (v),
le module de cisaillement (G) et le module de compressibilité (K)) ont été évalués
pour différentes fractions volumiques (5 a 30 %), en tenant compte des conditions
aux limites de déplacement périodiques. La comparaison des différents résultats
obtenus par le modéle numérique d’homogénéisation périodique (PBC) avec les
résultats d’estimations du modéle d’homogénéisation de Mori-Tanaka (Ghayath
[171]) est satisfaisante, et cela pour des fractions volumiques tres faibles (< 20 %). Par
contre, pour des fractions volumiques supérieures a 20 %, les propriétés mécaniques
effectives sont surestimées. On conclut, que le pourcentage des inclusions ainsi que
leur forme et orientation ont une influence sur les caractéristiques mécaniques
effectives du composite.
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Le modéle d’endommagement de Mazars ([144], [145]), nous a permis d’introduire
une formulation non locale pour I’évolution de I'endommagement au niveau de la
microstructure. Et permet aussi de reproduire le comportement adoucissant du
matériau, qui est réduit progressivement a mesure que les microfissures se
développent jusqu'a atteindre zéro ce qui correspond a une macro-fissure visible.

L’étude paramétrique, ou on a fixé le parameétre A, et on a fait varier le paramétre

B; sous différentes fractions volumiques, nous montre que la variation de la fraction
volumique des inclusions (sphéroidales, ellipsoidales) jouent sur [I'allure du
dommage en fonction de la déformation, et aussi sur la raideur du composite.
L’influence du paramétre A avec une fraction volumigue moyenne (prise égale a
20%), et une valeur fixe du parametre B, correspondant a ce pourcentage, la variation
du parametre A, joue sur I’évolution du dommage en fonction de la déformation, et
aussi sur la raideur du composite.
Par contre, pour une fraction volumique moyenne (prise égale a 20%) et une valeur
fixe du paramétre B, nous montre que la variation du parameétre A, joue a la fois sur
I’allure adoucissante du composite et sur I’évolution du dommage en fonction de la
déformation.

Tandis que le modele d’endommagement de Bouafia et al. ([146], [147]) nous a
permis d’introduire I’évolution du dommage a travers un palier de ductilité, qui est
fonction des caractéristiques des inclusions cylindriques (pourcentage, diameétres,
orientation et contrainte d’adhérence). Le mécanisme de rupture considéré dans ce
modéle est par arrachement des renforts (inclusions cylindriques).

» Pour la simulation du comportement non linéaire de matériaux composites
élasto-plastique par la méthode d’homogénéisation périodique :

La comparaison des différents résultats obtenus par le modele numérique
d’homogénéisation non linéaire, avec les résultats expérimentaux et numeériques
issus d’autres travaux ont été testés sur plusieurs exemples, et qui nous ont permis
de faire les constatations suivantes :

- Dans ce travail, d’abord on a comparé les résultats de notre modele a ceux de
Brassart et al. [172], et cela sur un volume élémentaire représentatif (VER) contenant
des inclusions réparties suivant la direction de chargement, et soumis a un
chargement statique uni axial, et avec des fractions volumiques de (5, 15, 25%). Le
comportement de la matrice est élasto-plastique avec un écrouissage isotrope et celui
de l’inclusion est élastique. On remarque, que notre modele évolue dans le sens de la
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sécurité comparée au modele de Brassart et al. [172], et cela pour les deux types
d’inclusions (sphéroidales et ellipsoidales).

- Puis, on a traité un exemple ou les inclusions sont modélisées par des formes
sphéroidales réparties aléatoirement, et avec une fraction volumique de 35 %. Le
comportement de la matrice et des inclusions est élasto-plastique avec écrouissage.
On remarque au niveau d’allure un comportement similaire et trés acceptable.

- On a aussi, traité un autre exemple, ou on a modeélisé des inclusions sphéroidales
réparties suivant la direction de chargement, avec une fraction volumique de 30 %.
Le comportement de la matrice est élasto-plastique avec écrouissage isotrope et celui
de I’inclusion est élastique. On a effectué une analyse sous un chargement monotone
et une autre analyse sous un chargement cyclique. Les résultats numériques obtenus
sous les deux types de chargement (monotone, cyclique) montrent de petites
différences comparée a la modélisation de Segurado et al. [174].

- Enfin, on a traité un dernier exemple, ou les renforts (fibres) sont modélisés par
des inclusions cylindriques alignées (réparties suivant la direction de chargement),
avec une fraction volumique de 13,20 %. Le comportement de la matrice est élasto-
plastique avec écrouissage isotrope et celui de I’inclusion est élastique. On remarque
une bonne corrélation entre le comportement simulé et expérimental de la matrice.
Par contre, il y a une trés petite différence entre notre modéle d’homogénéisation
périodique et les résultats issus des travaux de Christman et al. ([175], [176]), qui
évolue dans le sens de la sécurité sous un chargement de traction monotone.

» Pour le modele fiabiliste couplée au modéle mecanique, appliqué a la
simulation du comportement non linéaire de microstructure constitué de
matériaux composites élasto-plastique par la méthode d’homogénéisation
périodique :

La méthodologie développée dans ce travail a été abordé cette fois-ci pour des
microstructures tridimensionnelles périodiques. Elle nous a permis dans cette étude,
de calculer le niveau de fiabilité c’est-a-dire d’évaluer I'indice de fiabilité relative a la
ruine des systemes mécaniques a comportement non linéaire et a variables non-
normales. Et aussi, de trouver la probabilité de défaillance du systeme étudié et de
déterminer son point de conception. Ce point de conception est défini comme la
distance minimum a I’origine, et représente le point le plus probable de I’état-limite
dans I’espace normalisé, et qui est déterminer par une technique d’optimisation qui a
été implémenter dans le langage de programmation Fortran.

152



Chapitre IV Validation et confrontation des résultats

Pour déterminer la probabilité de défaillance d’'une microstructure aprés analyse
d’endommagement, on a pris en compte deux sources d’incertitude sur les variables
du dommage (le dommage et la déformation). Pour déterminer cette probabilité de
défaillance, on a utilisé un couplage indirect entre I’'analyse fiabiliste et I’analyse de
I’endommagement. Pour la simulation du couplage mécano-fiabiliste appliqué au
volume élémentaire représentatif (VER) avec endommagement, on trouve une valeur
de I'indice de fiabilité qui est de § = 1.0448, ce qui correspond a une probabilité de
défaillance du volume elémentaire representatif (VER) du composite estimé a Py =
®(—pB) =0.1482, d’ou une fiabilité de 85.18 %.

Pour la simulation du couplage mécano-fiabiliste appliqué au matériau composite
elasto-plastique (AL-SIC4.1), on trouve une valeur de I'indice de fiabilité qui est
de § =6.6091, ce qui correspond a une probabilité de défaillance du volume
élémentaire représentatif (VER) du composite (AL-SIC4.1) estimé a P, = @(—p) =
0.2018 x 100, d’ou une fiabilité de 99.99999999997982 %. Cette différence de
résultats, nous montre que le choix des lois de distribution des variables aléatoires
fait pour le matériau composite elasto-plastique (AL-SIC4.1) correspond parfaitement
aux lois de distribution réelle des variables aléatoires simulées.

Pour I’étude de I’endommagement d’un composite avec renfort cylindrique, étant
donner qu’on s’est limité a seulement trois types de lois de distribution (normal, log-
normal, exponentielle). L’'indice de fiabilité retrouvée est de p = 1.0448, ce qui
correspond a une probabilité de défaillance du volume élémentaire représentatif
(VER) du composite estimé a P, = ®(—f) = 0.1482, d’ou une fiabilité de 85.18 %. Ces
résultats, nous montrent que le choix du type de lois de distribution ne représente
pas parfaitement la loi de distribution réelle des caractéristiques aléatoires du
matériau composite, car en réalité il existe plus de lois de distribution et aussi par
manque de temps, on s’est limité qu’aux lois de distribution (normal, log-normal,
exponentielle).

A I'issue de ces simulations, on conclut que les méthodes adoptées tout au long de
ce travail s’appliquent parfaitement a la problématique de I’homogénéisation
périodique et a [Ilintroduction de I’endommagement dans le probléme de
I’homogénéisation, et aussi a I’approche fiabiliste couplée au modéle mécanique, qui
sont appliqués a des microstructures composées d’une matrice et de différentes
formes d’inclusions (sphéroidales, ellipsoidales, cylindriques).
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Cette étude, qui se veut une recherche dans le domaine des nouveaux matériaux
de construction, contribue sans aucun doute a I’élaboration et a la connaissance du
comportement mécanique des matériaux composites qui connaissent actuellement un
essor important, dans tous les domaines, en particulier les constructions de génie
civil.

L’homogéneéisation passe généralement par la détermination des constantes
élastiques effectives. Les différentes formulations actuellement utilisées ne donnent
gu’une valeur approximative qui n’est pas validée dans la pratique. L’approche
proposée permet de bien modéliser les matériaux composites en prenant en
considération le pourcentage de renfort, ainsi que leur forme et orientation.

La comparaison des différents résultats obtenus par le modéle numérique proposé
(homogénéisation périodique par imposition des conditions aux limites périodiques)
avec les résultats expérimentaux et théoriques, nous a permis de constater une
concordance trés satisfaisante. L’homogénéisation périodique nous donne des
résultats satisfaisants concernant la caractérisation mécanique des matériaux. Les
différents résultats de cette étude permettent de constater que, le pourcentage des
inclusions a une influence sur les modules élastiques effectifs des matériaux
composites, ainsi que leur forme et orientation. L'approche proposée par un schéma
d’homogénéisation incrémentale sur un volume élémentaire représentatif (VER) est
performante et permet une extension aux comportements non linéaires.

L’introduction de I’endommagement dans le probleme de ’homogénéisation est
faite, c’est-a-dire ; une fois que les caractéristiques mécaniques homogénéisées sont
appréciées en I'absence de I’endommagement amorcé par les microfissures et micro
cavitations. Cette procédure nous a permis d’analyser les champs locaux et
notamment d’avoir I’évolution de 'endommagement au niveau de la microstructure,
et de déduire les mécanismes de rupture. Nous avons mené une étude paramétrique
impliquant plusieurs paramétres (forme, pourcentage d’inclusions) sur des volumes
élémentaires représentatifs (VER). L’absence de confrontation expérimentale n’a pas
permis de tirer tout le profit escompté des modeéles que nous avons implémentés
dans ce travail.
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Pour le calcul fiabiliste, nous nous sommes particulierement intéressés aux
méthodes de niveaux 2 plus précisément la méthode d’optimisation d’Hasofer-Lind-
Rackwitz-Fiessler (HL-RF), puis nous avons opté pour le couplage entre cette
derniere méthode et le calcul non linéaire grace a une méthode de couplage indirecte
par surface de réponse analytique. L’utilisation de la transformation isoprobabiliste,
nous a permis de remplacer la fonction d’état limite implicite dans I’espace physique
(qui représente la défaillance de la structure) par une fonction explicite équivalente
dans I’espace normée et ce, afin de pouvoir appliquer la méthode de fiabilité adopté.

Aprés avoir fait les implémentations nécessaires, nous avons d’abord traité le
probleme par I'application des méthodes d’homogénéisation semi-analytique (Auto-
cohérente, Mori-Tanaka), puis nous avons validé le modéle d’homogénéisation
périodique pour des volumes élémentaires représentatifs (VER) en matériaux
composites sur des exemples testés. Les résultats montrent une assez bonne
approximation des caractéristiques mécaniques effectives de ses matériaux
composites, ainsi qu’une bonne concordance a été constatée au niveau de la
simulation du comportement de matériaux composites élasto-plastique par la
méthode d’homogénéisation périodique, et cela en comparant la charge de ruine
trouvée au niveau de nos résultats a des solutions analytiques ou expérimentales.

Enfin, nous avons traité le probléeme de fiabilité on appliquant une méthode
stochastique sur quelques exemples; ou il y a lieu de résoudre un probleme
d’optimisation, afin d’estimer I'indice de fiabilité, et de déterminer la probabilité de
défaillance du systéeme étudié. Les résultats obtenus par combinaison entre les lois
des variables aléatoires continues, montrent que la méthode d’estimation des lois de
probabilités que nous avons utilisée en premiére approche, nous a permis
d’approximer la loi statistique réelle de la variable aléatoire.

A travers les différentes confrontations a des travaux récents issus de la littérature,
nous avons cherché a valider notre modélisation et son implémentation. Par
limitation en temps pour réaliser davantage de confrontation, et d’étude
paramétrique ainsi que I’extension de la méthodologie développée vers des éléments
de structure, et aussi par limitation en temps d’exécution des machines (stations de
travail) et cela lors de la réalisation de maille relativement serrée.
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Malgré ses limitations en temps, on a obtenu de trés bons résultats pour des
volumes élémentaires représentatifs (VER), il est possible en perspective d’améliorer
et de faire une extension a la programmation qui a été utilisée dans cette étude. Les
améliorations qui peuvent étre proposées sont :

Pour la modélisation de I’'homogénéisation périodique :

> Introduction des non-linéarités en grands déplacements et grandes
déformations.

» Modélisation des éléments de structure (en béton arme, béton de fibre,...).

Pour I'introduction de I'endommagement :
> Introduction d’autres lois de comportement et d’endommagent des matériaux.

» Tenir compte de I'interaction (matrice-inclusion).

Pour I'introduction de la fiabilité ;

» Implémentation des autres méthodes de fiabilité, dont la méthode de niveau 3
de simulation de Monte-Carlo.

» Utilisation de nouvelles méthodes de couplage.
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METHODES D’HOMOGENEISATION SEMI-ANALYTIQUE A BASE
D’INCLUSION POUR LA DETERMINATION DES CARACTERISTIQUES
MECANIQUES

l. 1. Introduction :

Afin d’estimer les propriétés mécaniques effectives d’un matériau hétérogene, il
existe plusieurs méthodes d’homogénéisation semi-analytique. Dans ce travail, on a
utilisé et testé les méthodes suivantes: le schéma Auto-cohérente et le modeéle de
Mori-Tanaka.

Les modeles et méthodes d’homogénéisation qui suivent font suite aux travaux
réalisés par Eshelby sur le probléme d’inclusions, mais en prenant en compte
I'influence de la fraction volumique des hétérogénéités.

Ces méthodes d’homogénéisation vont permettre de pouvoir déterminer le
comportement effectif du matériau hétérogeéne, et cela en effectuant le passage des
grandeurs locales aux grandeurs du volume élémentaire représentatif (VER), tout en
s’appuyant sur les opérations de moyennes. On obtient donc, les champs de
contrainte et déformation moyenne du VER en fonction des champs de contrainte et
déformation moyenne de toutes les phases :

- _ 1
e=5f,y(0dv , vx eV

1 (01)
6=, t()dv , x eV

Ce qui devient, grace a I’expression des champs moyens de contrainte et de
déformation locaux, les relations de passage « micro / macro » qui relie les
grandeurs moyennes a I’échelle de la microstructure et les grandeurs a I’échelle du
VER:

{E IR (02)
0=V t+3N, 0.1

Finalement, grace a I'hypothése d’élasticité linéaire (t' = C;:y' et ' = 5;:T), les
tenseurs des rigidités effectives C du VER et des souplesses effectives S peuvent étre
déduites :
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{E =Cm+ 3N o, (G —Cm) A .
S=3m+ 3N, 0, (5 - 3m):B

Les problémes d’inclusions sont représentés par une matrice infinie élastique, dont
le tenseur de rigidité est C™, comportant une inclusion ellipsoidale élastique, dont le
tenseur de rigidité est Ct.

l. 2. Solution d’Eshelby :

Eshelby a défini un probléme avec une inclusion équivalente, il a résolu le champ
élastique de contrainte a I'intérieur et a I’extérieur de I’ellipsoide entouré d’une
matrice infinie. En laissant I'inclusion étre une ellipse de révolution allongée, on peut
utiliser ses résultats pour modéliser les champs de contrainte et de déformation
autour d’une fibre cylindrique.

hInlljc«: —_— ——
~
“\H A‘]"
|II I'| |
Inclusion [ C
H-\.ﬂ_\_ | ‘
Hh"ﬂ-l I | (_'
I|II IlI|
\/

Fig. 1. lllustration du probléme d’inclusions [24].

Le tenseur de localisation des déformations pour une inclusion est :
= -1
Akshety = [1+E": Sm: (C'— C™)] (04)

Ce qui donne le tenseur des rigidités effectives suivantes :
= = =. = = = = =. = -1
Chshetny = C™ +2iL 0. (C' = C™): [T+ EM 5,1 (CF - C)] (05)

Comme il est visible, la solution s’applique seulement pour une inclusion dans une
matrice infinie. Le tenseur de localisation des déformations de la solution d’Eshelby
(appelé modele dilué d’Eshelby) est indépendant de la fraction volumique
d’inclusions. Le modeéle n’est valable que pour de tres faibles concentrations (jusqu’a
1%). Les prochains modeles et méthodes d’homogénéisation prennent ce critere en
compte.
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l. 3. Schéma Auto-cohérent :

Ce schéma a été introduit par Hershey [177] pour le matériau poly-cristallin et
reformulé par Hill [24] pour le matériau comportant des inclusions ellipsoidales.
Dans ce schéma, on suppose que chaque particule (matrice ou inclusion) est entourée
par les autres phases du milieu et donc par le milieu homogéne équivalent.

Ce schéma itératif tient compte de I’interaction entre les constituants du milieu
hétérogene, il suppose que les hétérogénéités sont plongées dans le milieu homogene
équivalent recherché C°. Ceci se traduit par :

Rye = [T+ EmSm (-0 (06)

Ce qui donne un tenseur des modules effectifs de la forme :

Co= 80+ XN, 0. (C1 = C0) s [T+Em3m: (T - )] (07)

L’avantage de ce modéle réside dans le fait que les tenseurs de rigidité peuvent
s’appliquer pour des matériaux non-isotropes. L’inconvénient est la méthode de
résolution qui est implicite, de plus cette approximation s’avere trop rigide pour les
matériaux a deux phases [178].

Dans cette méthode, on suppose que l’interaction entre une hétérogénéité et
I’ensemble des autres hétérogénéités (lointaines) peut étre évaluée en calculant
I'interaction entre cette hétérogénéité de forme ellipsoidale et un milieu de
comparaisons de méme caractéristiques que le milieu effectif (milieu homogene
équivalent).

Hill (1965) obtient par cette méthode certains résultats remarquables. On peut
obtenir, dans le cas de pores sphériques inclus dans une matrice dont le coefficient de
Poisson est égal a 0,2 ; la relation suivante :

2 (%)2 +(1+49) (£)-3(1-29) =0 (08)

Ce qui donne pour expression du module de cisaillement en résolvant I’équation
précédente :

G = Gy(1—29) (09)
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On retrouve, le cas particulier de pores sphériques dans une matrice avec un
coefficient de Poisson égal a 0,2. Ce modéle néglige Iinteraction entre les
hétérogénéités, ce qui n’est pas réaliste. De plus, d’autres problemes surgissent
lorsqu’une des phases posséde des caractéristiques élastiques extrémes (inclusions
rigides ou pores).

l. 4. Modele de Mori-tanaka :

Ce modele, introduit par Mori et Tanaka [25] en 1973, a été reformulé par Y.
Benveniste [28] en 1985. Ce modeéle permet de prendre en compte dans le
comportement effectif (équivalant) du matériau homogénéisé, la présence d’un
grand nombre d’hétérogénéités et des interactions existant localement entre les
phases.

Mori et al. [25] ont proposé une méthode de calcul de la contrainte moyenne, et de
I’énergie élastique stockée dans la matrice d’un matériau contenant une fraction
volumique d’inclusions. Benveniste [28] a proposé une nouvelle approche, que cette
méthode a été développée pour des matériaux composites non-dilués, c’est-a-dire
pour des fractions volumiques allant jusqu’a 30% [25].

L’hypothése de Mori-Tanaka est que lorsqu’un nombre important d’inclusions
identiques sont introduites dans un matériau composite, la déformation moyenne de
I’inclusion s’exprime ainsi :

Vi — AEshelby . Vm (10)

Le tenseur reliant les déformations d’une hétérogénéité i a celle de la matrice, pour
Mori-Tanaka, est donc égal au tenseur de localisation des déformations de la solution
d’Eshelby.

On peut donc en déduire le tenseur de localisation de I'approximation de Mori-
Tanaka :

=. =: N Al -1
1MT = AlEshelby ; [Dm A+ Z%\I=1 Vi . AIEShelby] (1D

On a donc acces au tenseur des modules effectifs :

= = =. = = = = -1
CMT = Ch+ y:lui ' (Cl - CO) : AlEshelby : [Dm A+ Z%\I=1 Uj . AlEshelby] (12)
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Mori et Tanaka ont amélioré le modele d’Eshelby, on considérant que les champs
de contraintes et de déformations dans la matrice sont perturbés par la présence des
hétérogénéités. En pratique, cela revient a considérer que les caractéristiques du
milieu de comparaison (milieu homogéne équivalent), sont identiques a celles de la
matrice, mais que les interactions entre les hétérogénéités et la matrice sont évaluées
en supposant I’hétérogénéité soumise aux champs moyens dans la matrice et non aux
champs macroscopiques.

On obtient alors le module de compressibilité et de cisaillement suivant (toujours
pour des pores sphériques dans une matrice élastique) :

K = 4 Ky Gy (1-2g)

4Guy+3Kmg (13)
—_ Gm(@(-g)

G = —sryriz ey (14)
1+ 9 KpM+8 G

Cette méthode est la seule qui permet d’avoir accés au module de compressibilité,
et de cisaillement du matériau homogénéisé de maniere totalement explicite.

Un cas particulier est celui pour lequel nous avons le coefficient de Poisson égal a
0,2 (ce qui est le cas du béton), et pour lequel nous obtenons I’'expression suivante
pour le module de cisaillement :

G=0Gy — (15)

1-g
1+g
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ANNEXE 11

ELABORATION D’UN PROGRAMME DE CALCUL DE LA FIABILITE DES
STRUCTURES

I1. 1. Introduction :

Afin de faire un calcul fiabiliste, nous avons élaboré un programme écrit en
Fortran 90, dont on a introduit I’'algorithme d’Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler (HL-
RF) décrit par Lemaire [165].

I1. 2. Structure générale du programme :

11. 2.1. Description des différentes Subroutines :

Dans ce qui suit, on décrie brievement les différentes Subroutines constituant le
programme de fiabilité :

Subroutine DONNEES : L'entrée est lue a partir <nomfichier>. DAT, qui
est préparé a l'avance.

- Subroutine CALCUL: Une boucle de recherche qui minimise I'indice de
fiabilité par I'algorithme d’optimisation d’Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler
(HL-RF).

- Subroutine RESULTATS: Imprime lesvaleurs finales de chaque variable
aléatoire (indice de fiabilité, les coordonnées du point de conception, les
cosinus directeurs).

- Subroutine FONCTDEFAILANCE : Permet d’introduire la fonction de

défaillance g (X) (obtenue par surface de réponse analytique) et sa dérivée
partielle.

- Subroutine LOISDISTRIBUTION: Permet d’évaluer la densité de
probabilité et la densité de probabilité cumulée d'une loi de distribution.
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I1. 2.2. Présentation du fichier de données :

Les données sont entrées par lignes entre les guillemets simples et sont séparées
soit par de virgules ou par des espaces, les données sont ainsi lues :

1) Lecture d’un titre de fichier de donnés

2) Lecture des données (variable résistance/charge)

< rescha >

3) Lecture des données relatives aux variables aléatoires

<lois> <moy> <ecarttype>

Remarque :
Les données introduites sur le fichier de donnés qui a été décrit ci-dessus sont répétées n fois

(i=1, n), ou n représente le nombre de variables aléatoire.

11. 2.3. Description des variables du fichier de données :

1) <rescha> définie par une variable caractere de dimension trois, est représenter par
le caractére ‘RES’ ou ‘CHA’, ou :
‘RES’ représente une variable de résistance et ‘CHA’ désigne une variable de charge.

2) <lois> défini par une variable caractére de dimension trois, est représenter par le
caractere ‘NOR’ ou ‘LOG’ ou ‘EXP’.

Ceci spécifie le type de distribution, ou :
‘NOR’ ,'LOG’, ‘EXP’ désignent: lois Normale, Lognormale, et Exponentielle
respectivement.

3) <moy> défini par une variable réelle, qui représente la valeur moyenne.

4) <ecarttype> défini par une variable réelle, qui représente I'écart-type.
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-  Exemple de la mise en donnée :

Exemple 2 : Pont a poutre triangulée, Cas 1 (Normale, Normale)

"CHA®™ "NOR" 0.589735 0.0016639
"RES®™ "NOR" 0.34098745 0.00179006

1. 2.4. Présentation du fichier résultats :

A la fin du calcul les résultats obtenus sont les suivants :

- Indice de fiabilité d’Hasofer-Lind.

- Les cosinus directeurs de chaque variable aléatoire.

- Les coordonnées du point de conception dans I’espace centré réduit et dans
I’espace physique.
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ANNEXE Il

TABLEAU PERMETTANT DE TROUVER ®(—B)
A PARTIR DE LA VALEUR DE B

O(-p) =1-2(B)

d(—p) B d(—p) B d(—p)

g.88 | 0.5000 P.48 | ©.3448 6.80 | £.2119
8.801| ©.4960 8.41 | 9.3409 8.81 | 9.2098
8.02 | ©.4920 §.42 | ©.3372 #.82 | 9.2061
8.83 | O.4880 @.43 | ©£.3338 §.83 | §.2033
8.04 | O.4B41 g.44 | ©0.3300 g.84 | ©.2005
.06 | ©.4801 §.45 | ©.3264 @.85 | ©.1977
@.98 | 9.4761 g.48 | ©.3228 2.86 | B2.1949
2.07 | 0.4721 0.47 | ©.3192 .87 |@.1922
8.08 | ©.4681 0.48 | ©.3158 2.88 |©.18594
B.09 | 0.4642 2.49 | 9£.3121 #.89 |8.1867
9.10 | 0.4502 @.60 ?.3985 .90 |9.1841
8.11 2.4562 9.51 9.3050 8.91 @.1814
8.12 | @.4522 .52 | ©.3015 .92 |©.1788
8.13 | D.4483 #.53 | ©.2981 .93 |©@.1762
B.14 | O5.4443 2. E4 | ©.2948 9.94 |0.1736
B.15 | D.4404 .55 | 8.2912 .96 |©8.1711
9.18 | 2.4364 8.58 | 2.2877 ©.96 |©.1685
8.17 | ©.4325 9.57 | 9.2843 2.97 |@.188@
9.18 | £.4286 8.58 | £.2810 8.98 |(9.1835
19 | B8.4247 9.59 | @.2778 2.99 |9.1811
20 | ©.4207 9.60 | ©.2743 1.00 |@8.1587
2.21 | ©.4168 8.81 | 9.2789 1.81 |9.1583
2.22 | 8.4129 2.62 | £.2678 1.92 |@.1639
2.23 | 9.4091 8.83 | 0.2644 1.3 |@.1515
2.24 | ©.4052 9.84 | B/.26811 1.04 (09,1492
2.25 | 9.4013 #.65 | 8.2579 1.86 |9.146%9
2.28 | ©.3974 g.66 | £.2548 1.86 |9.1448
9.27 | 9.3938 8.87 | ©.2514 1.87 |@8.1423
©.28 | 9.3897 9.68 | £.2483 1.88 |8.1401
©.29 | 8.3859 #.689 | 8.2451 1.09 (8.1379
.30 | 9.3821 8.70 | ©.2420 1.10 |2.1357
8.31 | 8.3783 8.71 | @.2389 1.11 |@.1335
@8.32 | £.3745 ©.72 | ©.2358 1.12 |9.1314
9.33 | 0.3787 8.73 | ©.2327 1.13 |2.1292
9.34 | 9.36869 6.74 | 8.2297 1.14 |9.1271
2.35 | ©£.3632 #8.75 | B8.2268 1.15 (#.1251
8.36 | ©.3594 8.78 | ©8.2238 1.16 |8.1230
8.37 | @.3557 8.77 | ©.22087 1.17 [8.1218
8.38 | 8.3520 @.78 | @.2177 1.18 |9.1199
9,39 | ©.3483 8.79 | ©.2148 1.19 |9.1178

185




Annexe |11

FoE o

e b e i e
| |

b e e e
BLEREERSE UENERRENEE

II“

1.53

F & B 4 8 ¥ wm ®

E]

JNFHFIINY opmpazaa2g 222IAT

ik o i et b b b b e b ek e e e e e b R
HEaRELHEERDERIEH @ED

& ®
ol
L'

#.1161
#.1131
§.1112
.1294
#.1876
8.1057
B.1838
#.1820
#.1883
8.9863E-21

8. 9588E-81
#.9518E-21
#.59342E-81
8.91TEE-@1
0.9213E-81
#.8851E-21
#.8592E-21
2. BE3EE-@1
#.388E-81
8,.B22TE-P1

#.88TEE-BL
#.7927E-81
8.TTR1IE-@1
#.7636E-21
8.TASIE-B1
8. T215E-81
8.TeTEE-&]
#.8944E-81
#.8811E-81

8.6681E-01
#.8552E-21
8.6426E-81
#.8381E-81
8.81TEE-&1
#.805TE-EL
#.5938E-81
#.5821E-81
#.5TREE-D1
#-EEE2E-81

#.5482E-31
#.3TRE=-D1
#.5282E-81
#.515FE—&1
E-r H“E-ai
0. 494TE-21
0. 4B48E-01
AT4EE-81
LABABE-B1
.AB5ZE~-3]1

A445TE-81
LAIBAE-BL
LAZTIE-21
A1B2E-81
LABRIE-@1
ABBEE-1
.3921E-91
.JB3EE=-21
ATE4E-81
L3BTIE-21

1.0
1.81
l.82
1.83
1.84
1.85
1.88
1.87
1.68
1.88

1.9@
1.91
1.682
1.53
1.54
1.85
1.588
1.87
1.58
1.88

.8
2.981
Z.82
2.83
2 .04
Z .85
2.8a
2.87
2.88
2.89

2.18
Z.11
2.12
2.13
!IH
215
2.18
2.17
2.18
2.1%9

2.28
z.21

2.23
2.24
2.25
2.28
2.27
2.8
2.29

.38

2.31
2.32
?-33
2 .34
Z2.35
2,38
2. 5T
2.38
2.58

2.3593E-81
#.361BE-21
2. 3438E-21
#.3383E-81
#.3289E-81
9.3216E-91
8. 3144E-81
9. 3T4E-21
g.3885E-81
2.2838E-2]

a8.28TZE-81
#.2887E-81
#.2T43E-01
8 .Z588E-2]
#.268189E-91
@ . 2559E-a1
2. 2580E-01
8 .2442E-81
#.238BE-281
#.2330E-81

#.22T5E-81
@, 2222E-0]
#.2188E-81
#.2118E-01
g .2088E-01
#. 281 BE-81
#.13TBE-21
§.1923E-81
2.18TEE-81
#.1831E-81

#.17T8EE-D1
#.1743E-81
?.17T80E-81
#.1859E-01
#.1618E-@21
#.15TRE-81
#.1580E-81
9.1483E-81
f.1428E-81

8.1352E-81
8.1355E-81
#.1321E-d1
#.1287E-@1
8.1268E-01
§.1222E-81
#.1191E-01
#.1180E-01
#.1130E-81
#.1181E-91

8. 187T2E-¥1
#.1844E-81
#.181TE-21
a.oflE-a22
.04 2E-82
a,.538TE-82
a.5138E=-82
B.5854E-82
&, B65TE-R2
3.B424E-82

186

Z.68

o =) 0 e Ry e

ou O 0 O O 0 OV 0 0

e b BT e ]

B3 B RY 3 Y 3 HPHHHHHHH
=
b kD=

w B & F @ = w

S B R
el
00 =4 08

2.79

.88
2.681
2.82
2.83

IrF B
- -
ol
L5

B3 BRSRERE B
3998RiRly 2323
AaGhe® DToOoLOEEERLEE WS

B3 B3 B3 B3 B D B R R

.B198E-82
TETBE=-32
. TTERE-82
. TSE0E-82
< TAAAE-@F
«T143E-82
ESATE-#2
LETSEE=82

2.6210E-82
8. 523 TE-&2
f.586RE-22
B.5TE3E-82
2.5543E-82
8.53B5E-82
0. 5234E-82
8. .58BEEE-82
8. dpdaE-82
2. 4TeSE-82

#.4881E-82
B.4527E-82
2.4397E-82
2. 4289E-02
@.4145E-82
B.48ZEE-82
8.39@7E-82
#.3T93E-22
¢.3881E-02
28.3573E-82

2.J4ETE-02
@.3384E-082
0.3284E-02
2.3167E-82
9.3872E=-82
2. 7e88E-82
2.Ie90E-82
LIRBIE-B2
L2T18E-A2
« 263BE-BZ

.2E55E-02
L24TTE-02
L2481 E-D2
.232TE-282
.2256E-22
.2186E-@2
L2118E-82
L SRE2E-82
. I GRAE-E2
. 1928E-82

.1R8RE-R2
18&TE-A2
1THBE-D2
f.1541E-02
#.1589E-D2
#.1538E-02
B.,14B9E-22
8. 1441E-22
2.1395E-82




Annexe |11

H I-H
3.81
3 .82
3 .83
3.84
3.86

3.87
3.88
3.89

3. 18
2.11
3.12
3.13
d.14
3.15
2.18
2.17
3.18
3.19

3.28
3.21
a.22
3.23
3.24
3.26
a.28
3.2T7
3.28
a.29

3.38
3.31
8.32
3.33
3.34
3.35
3.88
3.3T
3.38
3.38

.48
3.41
3.42
.43
344
3,45
3.48
X. 4T
3 .48
2.49

3.58
.51
3.52

4.63
3.64
3.5%
3.58
a4.8T
3 .58
3.58

2. 1350E-&2
@ L ABEE—@2
B8.1264E-82
2.1223E-22
f.1183F—82
B.1144E-82
#.118TE-&2
@ . 18TE—a2
8.1835E-82
2.1881E-22

8.96TEE-23
2.9354E-83
3. 084 ZE-B3
#.8T40E-83
B B4 TE-23
#.8183E-83
@, 7EeeE-23
. TEZZE-23
#.TA83E-83
#.7113E-83

#.88T1E-83
?.8635E-83
8. S5483E-83
#.581889E-83
#.656TEE-23
8.577aE-a3
2.6ETRE-83
#.653TTE-83
@.5198E-83
@ . o E-83

#@.4B34E=23
8. 4854 E-23
@.4588E-83
@, d342E-53
#.4189E-82
8.4840E-83
@.30BTE=83
B.3TEEE-B3
2. A824E-B3
2.3454E-03

@ . BIEFE-D3
@.3248E-83
@.3131E-03
2.3 7E-83
a.Z298EE-83
a.2822E-03%
2.2TefE-23
2.2602E-83
2, 258TE-83
#.2416E-23

2. 2326E-83
@, T240E-D3F
&, Z15T7E=-B3
2.287TE-83
@ . raaaE-a3
@.1926E-83
#.1864E-03
#.1TE4E-23
2.1717E-83
#.1653E-03

WO G D
NEE Dmaminkene s

3.81

W
L]

4 .58
4,885
d. T
4,75
o4 . BE
o .85
4.“
oA . B

#.1591E-23
8.1531E-23
#.14TIE-B3
B.141TE-83
8.1363E-83
2.1311E-83
#.1281E-83
#.1212E-83
2.1188E-83
2.1121E-83

8.18TTE-03
2.1838E-83
& . 9956E-D4
. IS8 RE-04
B.91595E-04
B, BE3ATE—D4
3. BAD1E-84
B.815TE-84
. TEISE-D4
8. TEZTE-B4

8. TIANE-B4
3. 5043E-B4
& .688TE~-B4
8. 5402E-D4
2.814TE-B4
& .5581E-84
&.5884E-04
8 .543TE-84
#.5215E-04
&.508TE-84

B . 4 BB4E-D4
B.4610E—04
&, 442 ZE-B4
D424 2E-04
B o B T =B
. 3EZE-24
8. 3TAZE-04
&.3588E-84
2.3441E-84
&.3298E-04

i2,.3182E-04
. 255 TE-24
8. 2862E-84
@.18E5E-24
2.1333E-a4
@.1858TE-a4
@.8524E-85
#.87T34E-85
2.5422E-05
2.4285E-8%

&.3351E-0F
. 26T TE-&5
8. 2108E-85
&.1855E-25
B.12a8E-85
&.1215E-85
2. 7T914E-B28
8.81l58E-25
2. 4TERE-O8
2.3TR1E-DE

Bk A ® A

mhnmEE TR ARAaAONE ST e

28523 RERERERERE SEREREREARE

§2:2

WD DD AD D
L] L L] L} L] n
:-ﬂng+

IEEmE

8.1325E-08

B.97T18E-29
a. T aE-B9
8. 2TTRE-89
@.1483E-00
8.7TE38E-18
#.3945E-18
. 2818E-18
8. 1823E-18
#.56138E-11
a.25458E-11

2.12E4E-11
@.818TE-12
@,.2948E~-12
B.14@8TE-12
B8.5854E-123
#.3118E-13
#.1445E-13
B.E538E-14
3. 31TE-14
B,1359E-14

#.E85EE=156
#.26TIE-15
#.1168E-15
#.58E8RE-16
a8.216TE-18
B.919TE-17
2. 3B64E-17
B.1808E-17
B.65623E-18
28.2Te1E-18

28.1891E=-18
B.43583E=-19
@.17TIRE=19
#.87T2E~-28
8. HERE-28
2.1811E-2@
8.384TE=-21
2. 1l4F8E-21
g.F48RE-22
2. 1998E-232

Tableau normal standard complémentaire [179]

187




Annexe IV

ANNEXE IV

LOIS DE DISTRIBUTION DE DENSITE DES PROBABILITES

Dans ce qui suit nous présenterons les lois de distribution de densité des probabilités.

IV. 1. Loi normale :

F(x)

La densité de probabilité qui est la fonction f(x) = , ou f(x) est continue entre

ses bornes, a pour expression :

_L(x=-n
fX(X;HaO-) ZG\/lﬁ.e 2( a)

La densité de probabilité cumulée qui donne la probabilité pour qu’une valeur X
soit inférieure ou égale a une valeur x telle que P(X < x) = F(x), a pour expression :

Fx(x;p,0) = \/— j xGH) .dx

Ou : u la moyenne et g I’écart-type du modéle.

u=EX) :j x. f(x).dx

o0 =+E[X — E(X)]?

1V. 2. Distribution log-normale :

La fonction de densité de probabilité prend la forme :

l(lnx AX)
fx(x; A5, &x) = xf\/— 2\ &x pour x>0

La fonction de densité de probabilité cumulée prend la forme :

lnx )LX

—e2 $x ).dx

Fx(x; A, éx) = ‘& \/—

Ou: Ay =my,x la moyenne et & = gy, x I'écart-type du modeéle de distribution
normale V' (1, £&x°) quand Y = In X,
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X

(
Ax =1
4 X [1+cz ; Avec: Cf=-%
|
\

1V. 3. Distribution exponentielle :

Cette distribution s’écrit sous la forme :
F(X)=21.e
Ou : A : est le parametre exponentiel de distribution.

La moyenne u et I’écart-type o sont reliés de la maniére suivante :

1V. 4. Distribution gamma :

La fonction de densité de probabilité prend la forme :

A-1 x
fx(x;0,1) =Gr1(l).(§) .e_(E), avec x=>0eto,A1>0

Avec :

[ee]

rQ) :j x*} 1 e dx
0

Pour1l < 1< 2,T(2) est donné par la table de la fonction Gamma. Pour les autres
valeurs de A, I'(1) est donnée par la relation de récurrence :

rW)=@1-1).T(2-1)
La fonction de densité de probabilité cumulée prend la forme :

1 (*mx\*»t _x)d
Fx(x;a,/l)=m.j0 (g) e (a)_?x

Ou: o : est le paramétre d’échelle,
A : le paramétre de forme.
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1\VV. 5. Loi de Weibull :

La distribution de weibull dépend des paramétres: B,nety. Sa densité de
dF (x)
dx '

probabilité qui est la fonction f(x) = ou f(x) est continue entre ses bornes, a

pour expression :

_AB-1  _(x=1\F
fx(x:ﬁ,n,y)=§-(xn—y) G Yy <xet0<ny

Et sa densité de probabilité cumulée qui donne la probabilité pour qu’une valeur X
soit inférieure ou égale a une valeur x telle que P(X < x) = F(x), a pour expression :

x—y\B
Fe(eBomy) =1—e o)

Ou: B : est le parametre de forme ;
n : est le parametre d’échelle ;

y . est le facteur de position, pritici égal a 0.

La fonction fiabilité s’écrit :

x—y\P
R(Cx; B,m,y) = 5

Le taux de défaillance est donné par :

x — ]/)3‘1

AQx; B,n,y) -5 ( ;

7

1V. 6. Loi de Gumbel :

X; est une variable aléatoire de moyenne my,, et d’ecart-type oy, X; suit une loi de
Gumbel de paramétres a et b, alors :

u; = ®71| exp (—exp <— X~ b))
' a

Avec :

my, = fa+bouf =05772156649 ... constante d’Euler-Mascheroni,
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a

GXi = =

2

Et:

_ V6 _ V6
a= — oy, etb—mxi—f?axi
La transformation inverse est donnée par :

xi=b—aln (—ln(db(ui)))

L’expression de la fonction @ est évaluée numériquement.
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ANNEXE V

FONCTIONS DE REPARTITIONS

Dans ce qui suit nous présenterons les fonctions de répartitions.

V. 1. Loi normale:

La loi normale équivalente est obtenue en écrivant I’égalité entre les valeurs des

fonctions de répartition au point considéré :

S A - , .. xi—m,l\(’.
Egalité des fonctions de répartition: @ ( gy ‘) = Fx,(x;)
X

i

V. 2. Loi log-normale :

La loi log-normale équivalente est obtenue en écrivant I’égalité entre les valeurs
des fonctions de répartition au point considéré :

In Xi—lxi

&x

Egalité des fonctions de repartition : Fy,(x;) = d)( ) avec:x >0

i

X; est une variable aléatoire log-normale, de moyenne my, et d’écart-type oy, alors
In(X;) suit une loi gaussienne de moyenne Ay, et d’écart-type &y, avec:

( -

| 1, =In
Xi 1+C)2( 2 GXi
\ i ; Avec: ¢y, =

| T i
— 2
k{”xi = ln(l + Cxi)
. T In( L')—/l ,
Et la transformation T est alors : x; —— u; = %
X

L

V. 3. Loi exponentielle :

La loi exponentielle équivalente est obtenue en écrivant I’égalité entre les valeurs
des fonctions de répartition au point considéré :

Egalité des fonctions de répartition : Fy,(x;) = ® (1 —exp(—2.(x - u))),
Avec : x € [u, +o0]
1

Ou: w= 3
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RESUME
La présente étude rentre dans la recherche du domaine de sécurité des éléments de structure en matériaux composites. Le
probléme est abordé par la définition de la sécurité par un seuil probabiliste: on fait appel a I'approche fiabiliste. Les
événements de I’environnement (champ de forces, action, ...) et comportement des matériaux (matrice, inclusions, ...) sont
simulés par des variables aléatoires et déterministes. L’objectif est de montrer comment une évaluation fiabiliste apportée par
un dimensionnement mécanique peut étre obtenue. Pour cela, il est nécessaire de disposer d’un modele mécanique et d’'un
modele fiabiliste représentant correctement le comportement de ce type de structure.

Il s’agit d’une part, d’appliquer la méthode d’homogénéisation périodique pour déterminer les caractéristiques mécaniques
homogénéisées des matériaux composites. L’homogénéisation des matériaux composites est effectuée en deux étapes :
- Homogénéisation du composite (matrice avec inclusions),
- Les caractéristiques du matériau composite homogénéisé étant définies, on effectue une simulation du comportement
de matériaux composites élasto-plastiques.

Il s’agit ensuite d’introduire I'’endommagement dans le probléme de I’homogénéisation, c’est-a-dire; une fois que les
caractéristiqgues homogénéisées sont appréciées en I'absence de I’endommagement amorcé par les microfissures et micro
cavitations, il est alors possible de revenir au probléme de localisation par une démarche de « relocalisation » pour analyser les
champs locaux et mettre notamment en jeu des critéres de rupture ou d’instabilité.

Drautre part, estimer le risque de défaillance des éléments de structures, cela en appliquant une approche probabiliste basée
sur le principe du couplage mécano-fiabiliste. Dans cette étude, afin de réaliser le couplage entre le modéle mécanique et le
modele fiabiliste, il y a lieu d’utiliser une approche appelée méthode de surface de réponse (MSR) permettant la construction de
la fonction d’état limite, ce qui permet grace a I'utilisation de techniques de fiabilité I'estimation de I'indice de fiabilité, des
scénarios et de la probabilité de défaillance.

Nous validons notre formulation et modélisation du modéle mécanique, en confrontant les résultats de nos calculs a des
résultats expérimentaux ou a des solutions analytiques. Nous validons aussi la démarche probabiliste de I'analyse de fiabilité
sur les modéles mécaniques étudiés.

Mots clés: Homogénéisation — endommagement — relocalisation — modélisation — non linéarité — composite — probabilité —
fiabilité — surface de réponse — probabilité de défaillance.

ABSTRACT
The present study is in the search for the field of safety of structural elements in composite materials. The problem is
addressed by the definition of security by a probabilistic threshold: the reliabilistic approach is used. The events of the
environment (field of forces, action, ..) and behavior of materials (matrix, inclusions, ...) are simulated by random and
deterministic variables. The objective is to show how a reliable evaluation by a mechanical dimensioning can be obtained. To do
this, it is necessary to have a mechanical model and a reliable model correctly representing the behavior of this type of structure.

On the one hand, the method of periodic homogenization is applied in order to determine the homogenized mechanical
characteristics of the composite materials. The homogenization of the composite materials is carried out in two stages:
- Homogenization of the composite (matrix with inclusions),
- The characteristics of the homogenized composite material being defined, a simulation of the behavior of elastoplastic
composite materials is carried out.

It is then necessary to introduce the damage into the problem of homogenization, that is to say; once the homogenized
characteristics are appreciated in the absence of the damage initiated by the microcracks and micro cavitations, it is then
possible to return to the localization problem by a "relocation" approach to analyze the local fields and in particular to of the
criteria of rupture or instability.

On the other hand, estimate the risk of failure of structural elements, by applying a probabilistic approach based on the
principle of coupling mechano-reliability. In this study, in order to realize the coupling between the mechanical model and the
reliabilistic model, an approach called the response surface method (MSR) is used, allowing the construction of the limit state
function, which allows through the use of reliability techniques, reliability index estimation, scenarios and probability of failure.

We validate our formulation and modeling of the mechanical model by comparing the results of our calculations with
experimental results or with analytical solutions. We also validate the probabilistic approach of the reliability analysis on the
mechanical models studied.

Key words : Homogenization - damage - relocation - modeling - nonlinearity - composite - probability - reliability - response
surface - probability of failure.
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