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Introduction

Abstract. In this work, we are interested in a particular family of functions that admit
an expansion series form and generate numbers and polynomials. These functions are called
generating functions, they take an important place in discrete mathematics.

Dans ce travail on s’intéresse & une famille particuliéere de fonctions développables en
séries entiéres, qui générent des nombres et des polynodmes.

Ces fonctions se dénomment fonctions génératrices, elles constituent une branche impor-
tante des mathématiques discrétes.
Par exemple la fonction f (t) = exp (t) génére la suite de nombres a,, = 1 car on a :

1
exp (t) = Z Et”, vt € R.
n>0

Notre étude se focalise essentiellement sur la famille
ta

fla; a1, o5 k,m;x,t) = 1T bt T agemi® > Mj(a; z; 01, ag; by m)t?
720

ou a,k,m € {0,1} et ag, a0 € {—1,1}.

Cette famille génére les polynémes M;(a;x; o, az; k,m). Dans le but de trouver la forme
explicite de ces polynémes, on s’inspire de l'article Generating Functions For Two-Variable
Polynomials Related To a Family of Fibonacci Type Polynomials and Numbers [8] de G.
Ozdemir et Y. Simsek paru en 2016.

Dans le premier chapitre on rappelle quelques notions de base sur les séries numériques,
suites et séries de fonctions et les séries entiéres.

Ensuite dans le chapitre 2, on développe la notion d’une fonction génératrice & une seule
variable qui génére des nombres, et une fonction génératrice & deux variables qui génére des
polynémes. Enfin on termine le chapitre par 1’étude de la fonction f(a; a1, ag;k, m;x,t) ot
on pose la problématique de notre travail.

Dans le troisiéme chapitre on revisite 'exemple des nombres et des polynémes de Catalan,
dans ’esprit d’écrire leur fonction génératrice et de donner quelques propriétés classiques.

Dans le quatriéme chapitre on développe dans la mesure du possible les célébres nombres
et polynomes de Fibonacci, illustre mathématicien qui a fait ses études & Bougie.



INTRODUCTION

Le chapitre 5 est consacré a ’étude des polynomes M;(a; z; a1, az; k,m) afin de dégager
leur formule explicite, qui nous permet de trouver les 8 suites de nombres et les 24 poly-
nomes géneérés par la fonction f(a; oy, ag; k, m;x,t). En particulier, on déduit facilement les
formules explicites des polynomes de Catalan, de Fibonacci et de Jacobsthal.

On termine ce travail par un chapitre sur une autre famille de nombres et de polynémes
qui sont les nombres et polynémes de Bernoulli. Ce type de polynomes admet une fonction
génératrice exponentielle différente de la fonction génératrice des Catalans qui est en fait
une fonction rationnelle.



Chapitre 1

Rappel sur les séries et techniques de
calculs

1.1 Séries numériques

Une suite numérique (uy, )nen est une fonction de N dans R ou C, a chaque entier naturel
n on associe un nombre u,. u, est par défintion le terme général de cette suite.

A chaque suite numérique (uy)neny on peut associer la suite des sommes partielles S,

donnée par
n
Sn = Z U
k=0

La nature de cette suite en matiére de convergence nous conduit & I’étude des séries numé-
riques.

Définition 1.1. Soit (up)nen une suite a valeurs dans R ou C. On appelle série numérique
de terme général uy,, la suite (Sp)nen définie par

VneN, S, =ug+u + ... +upy.

On nole celtle série par g Up, -
n>0

On dit que la série numérique Z uy, converge si la suite (.S,,) converge. Dans ce cas,nli_)nolo Sn
n>0
s’appelle la somme de la série Z Uy
n>0

En général on ne sait pas calculer S, sous sa forme explicite. Heureusement il y a d’autre
moyens pour décider sur la convergence de la série numérique.

1.1.1 Quelques critéres de convergence

Hormis le fait que lim w, # 0 conduit & la divergence de la série Z Uy, on a d’autres
n— 00 "0
critéres de convergence. Au long de cette section (sauf indication contraire), Z Uy Une série
n>0
numérique a termes strictement positifs.



1.1. SERIES NUMERIQUES

Critére de d’Alembert

. Un+1
On pose | = lim ntl
n—00 Uy

— Sil <1 alors Zun converge.
n>0
— Sil > 1 alors Zun diverge.
n>0
Et si I =1 on ne peut rien dire.

Critére de Cauchy

On pose nh_}n;() Yu, =1

— Sil <1 alors Zun converge.
n>0

— Sil > 1 alors Zun diverge.
n>0
— Sil =1 on ne peut rien dire.

Critére de Riemann

On rappelle que le terme général de la série de Riemann est

1
v, =— avecn > 1let a €R.
na

E — est convergente si et seulement si o > 1, ainsi on a le critére de Riemann qui stipule
n>0

que
— S'il existe a > 1 tel que la suite n®u, soit majorée par une constante M > 0, alors
Z uy est convergente.
n>0
— S’il existe a < 1 tel que la suite n®u,, soit minorée par une constante m > 0, alors
Z uy est divergente.
n>0
Si maintenant la série Z u, est a termes quelconques. Elle est dite absolument conver-
n>0
gente si la série Z |un| est convergente. Et toute série absolument convergente est conver-
n>0
gente.

Critére d’Abel

n
Si up = apby, Vn € N, on suppose que d, = Z ay est bornée et b, est une suite 4 termes

k=0
positifs décroissante converge vers 0.

Alors la série E Uy, CONVErge.
n>0



1.2. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Critére de Leibniz

Si u, > 0 pour tout n > 0, La série Z(—l)”un est dite série alternée. Si on a de plus
n>0

— lim u, =0
n—oo

— La suite (up)nen est décroissante
alors la série en question est convergente.

1.2 Suites et séries de fonctions

1.2.1 Suites de fonctions

Soit K = R, C. Une suite de fonctions (fy,)nen sur 'intervalle Z est une fonction de (Z,N)
dans K qui fait correspondre a tout couple (t,n) le nombre f, ().
Convergence simple

On dit que la suite de fonctions (fy,)nen est simplement convergente sur Z vers la fonction
f,siona

VteZ, lim fo(t) = f(t).
n—oo

Convergence uniforme

On dit que la suite de fonctions (fy,)nen est uniformément convergente sur Z vers la
fonction f. Sion a

Vt € Z,3Ng € N* tq. Y¥n > Ny, lim sup|f,(t) — f(t)| = 0.

n—oo teT

Le critére de Cauchy uniforme

On dit que (fn)nen est une suite uniforme de Cauchy sur Z si et seulement si

Ve >0, dNy, Vn > Ny, Ym > Ny, sup |fn(t) — fm(t)] < e.
tel

Remarque 1.2. Sila suite de fonctions (fn)nen est une suite uniforme de Cauchy sur Z,
alors elle est uniformément convergente sur Z.

1.2.2 Séries de fonctions

Soit (fn)nen une suite de fonctions définie sur Z, alors Z fn est appelée série de fonc-
n>0
tions.



1.3. FONCTIONS ANALYTIQUES

Convergence normale

En plus de la convergence simple et uniforme, la série de fonctions Z fn(t) est dite
n>0

normalement convergente sur Z C R, si la série numeérique (quand elle existe) Z sup | fn(t)]
n>0 €1
est convergente.

Ainsi toute série normalement convergente est automatiquement uniformément et sim-
plement convergente.

Lien avec les intégrales

Si la série de fonctions Z fn(t) converge uniformément sur [a,b] C R, alors la série
n>0

b
E < / fn(t)dt> est convergente et on a
a

n>0

> </ab fn(t)dt> = /b > falt)dt

n>0 a n>0
Si (fyn)nen une suite de fonctions de classe C! tel que

— la série de fonctions Z fn(t) converge simplement sur Z,
n>0

— la série de fonctions Z f1.(t) converge uniformément sur Z.
n>0

Alors on a

n>0 n>0

1.3 Fonctions analytiques

1.3.1 Séries entiéres

Une série entiére est une série de fonctions de la forme E ant™, ol (ap)neN est une suite
n>0
numérique.

En revanche il existe souvent un unique nombre réel R > 0 tel que

— Z anz™ converge absolument dans | — R, R|,
n>0
— Zanx" diverge si |z| > R,

n>0



1.3. FONCTIONS ANALYTIQUES

R est appelé le rayon de convergence. En fait R se calcule grace & la formule de Hadamard

suivante
= lim V/|ap|.

n—o0

L,
R ntoo

Gn

An+1

1.3.2 Opérations sur les séries entiéres

Soient Z ant™ et Z byt" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs Ry et
n>0 n>0
Rs. On pose R le rayon de convergence de la série entiére Z(an + byp)t". Alors
n>0

— Si R1 # Ro, le rayon de convergence de la série Z (an + by) t" est R = min(Ry, R2).
n>0

— Si Ry = Ry, le rayon de convergence de la série Z (an +bp)t" est R> Ry.
n>0

Dans le cas de convergence on obtient

D an +ba)t" =) ant™ + > but".

n>0 n>0 n>0

Le produit de Cauchy des deux séries entiéres Z ant™ et Z b,t"™ est donné par

n>0 n>0
n
Z ant™ Z bt | = Z ( ak.bn_k> £,
n>0 n>0 n>0 \k=0

Ainsi son rayon de convergence est R = min(Ry, R2) comme pour la somme.

1.3.3 Développement en séries entiéres

Soit f une fonction de classe C*° dans un voisinage V' de tg. On dit que f est développable

en série entiére au point tg s’il existe une série entiére g ant" de rayon de convergence non
n>0
nul tel que

VEEV, f(t) = an(t—to)"

n>0

Et sa série de Taylor est de la forme
™) (20)
>t —to)"
n>0
Dans le cas particulier tg = 0 on obtient la série de Mac Laurin.

(n)
=30

n.
n>0

La fonction f devient analytique sur I'ouvert U C C si elle est développable en série
entiére en tout point de U.



1.3. FONCTIONS ANALYTIQUES

La série entiére est un cas particulier des séries de Laurent qui ont pour forme
oo
E aktk.
k=—o00

Ainsi la série de Laurent de f en ty prend la forme suivante

o0

F&) = > arlt—to)".

k=—o00

Pour plus de détails sur les séries on se référe a [4]



Chapitre 2

Fonctions génératrices et
Problématique

2.1 Introduction
Soit f une fonction développable en série entiére sur l'intervalle Z C R, C.

Définition 2.1. f est dite fonction génératrice de la suite de nombres (an)nen st elle s’écrit
en général sous 'une de ces deux formes

FO=>ant", ft)y=Y" %t”, It| < R. (2.1.1)

n>0 n>0

Exemple 2.2. On a

1
exp (t) = Z ﬁt”, vt e R.
n>0

Alors f(t) est une fonction génératrice de la suite constante a, = 1.

Définition 2.3. f est dite fonction génératrice de la suite de polynomes (Ap)nen si elle
s’écrit en général sous l'une des deux formes suivantes :

flat) = Ap(a)t", f(z,t)=)_ A”n(!x)t”, t| < R. (2.1.2)

n>0 n>0

Remarque 2.4. Les séries définies ci-dessus sont des séries formelles, c’est-a-dire qu’il
n’est pas nécessaire de déterminer le rayon de convergence R de chaque série entiére.

2.2 Quelques propriétés de la fonction génératrice

Soit f(t) = Z ant™ la fonction génératrice de la suite de nombres (ay)nen. En utilisant
n>0
les propriétés de f en matiére d’intégrabilité et de dérivabilité en tant que série entiére, on
obtient la proposition suivante.

Proposition 2.5.



2.2. QUELQUES PROPRIETES DE LA FONCTION GENERATRICE

1. f/ est la fonction génératrice de la suite de nombres by, = (n + 1)an41,

G
2. [ f est la fonction génératrice de la suite de nombres ¢, = Ll, Vn > 1 et cg un nombre
n

quelcongue.

Démonstration de la proposition. .

1.
f(t) = Zant" = ag + ait + ast® + ast® + ... + ant" + ...
n>0

Alors

f(t) = ay+2ast+ 3azt> + ...

= Z na,t" !

= > (n+Dant™

n>0

fHdt = ant™ | dt = ant"dt
/ iy >/

n>0 n>0
a
- anltn+1+co’
n>0
ap—1
= Co+E n—t”zg cpt”.
n
n>1 n>0

On sait que Zant" = Zﬁnt”,si et seulement si o = By. Alors cy est un nombre
n>0 n>0

G
quelconque et ¢, = — 1, Vn > 1.
n

Toute relation entre f et sa dérivée ou son intégrale induit automatiquement une relation
de récurrence sur les termes de la suite des nombres générée par cette fonction.

Le célebre exemple est le cas f est une fonction linéaire de f c’est a dire il existe v, 8 € R
tel que : f (t) = af(t)+ 8, Vt €T .

Proposition 2.6. Soit f une fonction génératrice de la suite de nombres (an)nen. Si la
dérivée f (t) = af(t) + 3 alors

a1 = aag + B, avec ag = f(0), (2.2.3)
et
anfl
an = ——ay, Vn > 2. (2.2.4)
n!

10



2.3. PROBLEME INVERSE

Démonstration de la proposition. . f(t) = Zant” et d’aprés la proposition 2.5 on aura
n>0

£ = (n+ apt"

n>0
Comme f'(t) = af(t) + 3, alors
Z(n + Dap4it" = « Z ant” | + B8 =aag+ 8+ Z aant™.
n>0 n>0 n>1
D'ou : a1 = aag + .

Etvn>1ona:(n+1)an1 = aay.

o
n+1

Ainsi : ape1 = an,.

Alors

n—1

On remarque que : a, = a1 Vn > 2, pour étre assuré on le démontre par récurrence.
n!
anfl

n!

On suppose que : Gy = ay.

Comme apy1 = ——an, alors
n+1

a anfl a”
api1 = a)p = ai.
A (n+1)!

2.3 Probléme inverse

Soit la suite de nombres (ay)nen générée par la fonction f. Toute récurrence satisfaite
par a, nous permet de trouver une formule explicite de la fonction f.

Proposition 2.7. Si la suite (an)nen satisfait la récurrence suivante
ap = aan_1+ B, a, B € R, et n € N*
Alors
f(t) _ ap + (B - ao)t
(I—1t)(at—1)

Démonstration de la proposition. . La fonction f s’écrit sous la forme f(t) = Z ant™. Alors
n>0

|t < 1. (2.3.5)

tf(t) = Z apt"tt = Z ap_1t".

n>0 n>1

11



2.4. PROBLEMATIQUE

On a

tf(t):Zangﬁtnziz%t”—thn.

n>0 n>1 n>1

On suppose que |t| < 1 et dans ce cas on obtient

1 1
r0 =0 -aw -2 (1)
Ainsi ) 5 4
_ "% Pt
<t_a>f(t)_ a al-t
el Bt 5
ao
_ atag-p _“tig
f(t)_ ot — 1 at — 1

FEt le résultat 2.3.5 découle.

2.4 Problématique

Dans ce travail on s’intéresse a la fonction spéciale

t[l
s, agik,myx,t) = , |t < 1. 2.4.6
fla; e, azikmiz, ¢) 1+ apzkt + aparmi? g ( )

ot a,k,m € {0,1} et ag, 0 € {—1,1}.
Remarque 2.8.
— f(0;-1,1;0,1; 2,t) = ra—s o génére les polynomes de Catalan qui sont étudiés
— x
dans le chapitre 3.
— f(1;-1,-10,0;z,¢) =

dans le chapitre 4.

T—_g2° génére les nombres de Fibonacci qui sont étudiés

t

— f(1;,-1,-1;0,1;2,%) = ———
f(7 ) 57a$>) l—t—l'tQ

: génére les polynomes de Jacobsthal [8].

Suivant les valeurs de a, a1, ag, k et m on comptabilise 32 fonctions génératrices de suites
de nombres ou de polynomes.

Pour k = m = 0 on obtient seulement des fonctions génératrices de nombres. Alors au
total il y a 8 fonctions génératrices de nombres et 24 de polynémes

Remarque 2.9.
flasar, agsk,myz,t) =1 f(0; 00, 23 k, m; @, 1),

En effet

1
0. 'k . t =
f(0; 01, a2;k,m; 2, ¢) 1 + ayzkt + cgr™t?’

12



2.4. PROBLEMATIQUE

et

t
Loy, a0 k,m;x,t) = .
f( s GO, (X2, huy s Ly ) 1+a1xkt+a2xmt2

Ainsi on obtient le résultat désiré.

Pour simplifier les calculs on note f(0; a1, ag; k, m;x,t) = f(ar, ag; k,m;x,t),
en tant que fonction génératrice f s’écrit

flan, agik,m;x,t) =Y Mj(;ar, ag; k,m)t.
>0

La question posée : Quelle est la forme explicite des polynomes M;(x; a1, ag; k,m)?

Les éléments de la réponse sont dans le Théoréme 2.2 de ’article Generating Functions
For Two-Variable Polynomials Related To a Family of Fibonacci Type Polyno-
mials and Numbers [§] de G. Ozdemir et Y. Simsek paru en 2016.

Une fois la réponse obtenue, on trouve la forme explicite de tous les 24 polynomes et
les 8 suites de nombres, en particulier la forme binomiale des polynémes de Catalan, des
polyndémes de Fibonacci et des polynémes de Jacobsthal est immédiate.

La fonction ]

1—t’

est liée indirectement aux nombres et polynémes de Bernoulli par les relations suivantes

tfe) = —b(t)=-)_ %t".

n>0

f = f(ov_]-uovovmvxut) -

Et
B, (x)

tn
n!

tel fe") = —b(z,t) = =)

n>0

Ces polynoémes sont 1'objet de dernier chapitre.

13



Chapitre 3

Nombres et polynémes de Catalan

3.1 Nombres de Catalan

Les nombres de Catalan sont les entiers de la forme

1 2n
Cn_n+1<n)’ (3.1.1)

n
( k> est la combinaison de k éléments parmi n éléments. Elle est obtenue grace a la

n n!
(k) T K-k

Les premiéres valeurs des nombres de Catalan sont données par le tableau suivant

relation suivante

TABLE 3.1 — Les premiéres valeurs des nombres de Catalan
n 0123|415 6 7 8 9 10 11
Cn |1 |1]2|5]14 |42 | 132 | 429 | 1430 | 4862 | 16796 | 58786

Les nombres de Catalan peuvent étre représentés sous une forme intégrale. Plus précisé-
ment on a l’expression suivante

1 [t ja—
Cn — / ZC.’E”dI‘.
2m Jo T

La démonstration est donnée dans le Théoréme 1 [11].

Dans cette partie, on construit leurs fonctions génératrices, ainsi qu’on donne quelques
propriétés de base des nombres de Catalan.

On sait que le développement limité de la fonction (1 + ¢)* pour |t| < 1 et o € C est

1+ =Y [z} £,

n>0
ou
[a} _ a(a—l)(a—sl)...(a—n—i—l) Sine N,
n 1 sin=0.
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3.1. NOMBRES DE CATALAN

Lemme 3.1.

1 _1\n—1
M - <221n)—10n1' (3.1.2)
Démonstration. . On a
[5] _ %(%—1) ..... (5-n+1)
n n!
1(1-2)...(1-2(n—1))
a 2nn)
(-p*has.e.(2(n—1) - 1)
= o
_ (=) 12(n —1))!
2027~ nl(n — 1))
(=)™ 12(n —1))!

22n=Ip((n — 1))?
(=t fon -2
2l p\pn—1)°
Et le résultat 3.1.2 découle.

3.1.1 Fonction génératrice

Théoréme 3.2. La fonction génératrice des nombres de Catalan est :

1
1—(1—4t)3 1
)= ——— t —. 3.1.3
fy =5 < g (313
Démonstration. .
1 1
1—4t)2 = 2| (- -
a-ar = 32| < g
n>0
1 )nf 9
S HED SR
n>1
= 1-2> Cyat
n>1
Alors : X
1—(1-4t)2 =2 Cy1t
n>1
Ainsi :

1
1—-(1—4¢)2
L ems

n>1

= Z Ct".

n>0

15



3.1. NOMBRES DE CATALAN

3.1.2 Quelques propriétés des nombres de Catalan

Théoréme 3.3.

Co=1, Cpy1 =Y _ CpCry. (3.1.4)
k=0

Démonstration. . On a

VI—4t=1-2tf(2).

Alors
1—4t = (1—2tf(t)2 =1 —4tf(t) + at>f2(t).
Ainsi
A2 (1) =1 — 4t — (1 — 4tf(t)) = 4t f(t) — 4t.
D’ou
f2(t) — f(t)t_ 1
11 | .
= —E‘l‘;ZCnt = ;ZCnt
n>0 n>1
— Z Cntn_l
n>1
= Z Cn_l,_ltn.
n>0

D’autre part :

Apres identifiction on obtient :
n
Chy1 = Z CrChr—-
k=0

Le lien entre deux termes consécutifs de la suite des nombres de Catalan est donné par
la proposition suivante

Proposition 3.4.

4 2
n—l—C

. 3.1.5
n+2 " ( )

Cn+1 =

Pour plus de détails sur les propriétés des nombres de Catalan on se référe a [12, 9].
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3.1. NOMBRES DE CATALAN

Démonstration de la proposition. . On a

. 1 (242
e A R
1 (2n + 2)!

n+2n+1)(n+1)!

1 (2n+2)(2n+1)(2n)!
n+2 (n+1)!(n+1)
dn+2(n+1)(2n)!
n+2 ((n+1))°

n+2 1 2n!

n+2 n+1nln!’

Ainsi dn 42
"To

Cpyr = —2C,.
n+1 n+2 n

3.1.3 Exemple de séries numériques convergentes

Gréace a la fonction génératrice des nombres de Catalan, on obtient

Cn 3
> BT =5 V2. (3.1.6)
n>1

La preuve consiste & utiliser

2t
n>0
Comme . .
N=4(1 - —
e =4(1-75)
Alors

C 1
> o =4 <1 - \/§> :
n>0

Aprés simplification on obtient le résultat 3.1.6 désiré.

3.1.4 Polyndémes de Catalan

La classe des polynomes de Catalan (P,),cn est définie par la récurrence suivante [5, 13] :

Poio(x) = Pyy1(x) — xPy(x) avec Py(x) = Pi(z) = 1. (3.1.7)

3.1.5 Fonction génératrice des polynémes de Catalan
Théoréme 3.5. La fonction génératrice des polynomes de Catalan est donnée par

1

fat) =1 (3.1.8)
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3.1. NOMBRES DE CATALAN

Démonstration. . On cherche la fonction & deux variables f(x,t) tel que f(x,t) = Z P, (z)t"

n>0
2 P@) = S (Pari(@) = Para@)t” = 3 Pasa @)t = 3 Pagaa)t”
n>0 n>0 n>0 n>0
1 1
= ; Z Pn+1<l')tn+1 — ﬁ Z Pn+2(x)t"+2
n>0 n>0
1 1
= D Po(a)tt - = D Po(a)t".
n>1 n>2
Alors :

f @) = @)1= 5 (FO-1-1),

1 1 -1 1+t
<$t+tz)f(l‘,t) = Tt
xt? —t+1 1
2 f(xat) = 1?2
Dou :
f(z t)—é
Tl — 4 at?

3.1.6 Formule de Binet

De la relation de récurrence P, y2(x) = Pyy1(x) — 2P, (x) on obtient ’équation caracté-
ristique des polynémes de Catalan y? — y + 2 = 0 qui admet pour solutions :

1++v1—-4x 1—-+1—-4x
a(r)=——F—— , az)=———.
2 2
Théoréme 3.6.
n o on
P,(z) = ai(@) = af(x) , Vn>1. (Formule de Binet). (3.1.9)

a1(z) — az(z)

Démonstration. .

Poi1(x) — Poya(z) =

On a
ai(z) —af(x) = on(z)(1—an(z))
14+ VlI-d2l -1 -4
N 2 2
_ %(1—(1—4;);)):3:.

18



3.1. NOMBRES DE CATALAN

Et
a(z) —a3(z) = az(z) (1 - az(x))

o 1l-V1-dz1+V1—-4x
B 2 2
= o(z) —ai(z) =z
—xal x) —ay (x . -

Poy1(z) = Poyo (7) = o (1) = s (2) P (z)

Corollaire 3.7.
P, (z) = Wf—ﬁ ((1+\/1—4x)”— (1—\/1—4x)”). (3.1.10)

Démonstration. . Comme

oy (z) — as () = V1 — 4a.

Alors
1

2ny/1 — 4z

3.1.7 Formule explicite des polynémes de Catalan

P, (x) = (O +VI=2)"— (1= vI—1)").

Proposition 3.8.
5,
P, (z) = < i )(—x)k. (3.1.11)
k=0
Pour démontrer la proposition on rappelle le lien entre les dérivées successives de f (z,t)
par rapport & t et les coefficients de la série entiére Z P, (z)t":

n>0
o"f (x,0)
—am = n!P,(x),
qui est simple & démontrer. Pour obtenir le résultat 3.1.11 Proposition 3.8 on procéde par
récurrence.
f(z,0) =1 alors FPy(x) =1,
of (xz,t)  1—2axt
ot 1—t+at?
D’on 5 0
fg';’) —let Pi(z) = 1.
O%f (x,t) 2 (1 — 2z:t)?
2 s\ 2+ =2 |
ot (1 —t+ xt2) L—t+at
Alors o2
0
fa(t? ) =2(—z+1), et Po(z)=1—x.
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3.1. NOMBRES DE CATALAN

—k
Ainsi on remarque que : P, () = (n > (—aj)k pour n=0,1, et n = 2.

On suppose que

@ = 3 (") et
Puii(2) = [:]<”+;"“'>< o)
Ft on montre que : Pyss (3:):[:]<n+2_k>(—x)k.

Pour simplifier les calculs, on suppose en premier que n est pair c’est a dire n = 2m, et
on aura :

Pounia (x) = Pomy1 () — 2Pom (2)
_ §<2m+k1— ) +7§<2m+1—k>(_@k

_ 1 (o +§: (<2m+1—k> N <2mk+_11—k‘>) (o)

On sait que ([1] p.10) 1
<Z>+ (kﬁ1> - (nz )

alors :
P2m+2 (I‘) - 1+ (_x>m+1 + Z (2 (m +k1> - k) (_x)k
k=1
il 2(m+1 k
Et enfin :

Prale)= Y ("2 TF) ot

k=0

De la méme maniére on obtient le résultat similaire pour n impair.

Remarque 3.9. Comme on peut tirer ce résultat de la formule 3.1.10 Corollaire 3.7.
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3.2. EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES

3.2 Equation aux dérivées partielles

Soit h(x,t) une fonction & deux variables développable en série entiére sur un intervalle
Z € R, dans le sens suivant h(z,t) ZQ” )t". 11 est connu que les dérivées partielles

n>0
sont aussi des séries c’est & dire
Oh(x,t
ét ) _ D (n+1)Qni(2)t",
n>0

=>_ Q)"

n>0

Dans ce qui suit on démontre ce résultat pour la fonction f(z,¢) concernant sa dérivée
partielle par rapport & x.

Lemme 3.10.

= Pj(a)t". (3.2.12)

n>0
Démonstration. D’aprés la récurrence 3.1.7 qui définit les polyndémes de Catalan
Poia(x) = Ppyi(x) — 2Py (2).

On déduit que
Po(z) = Ppiq(x) — Ppys(@) — 2P (2).

Alors
Y Pul@)® = Y (Pra(e) = Pr(e) — 2Py () "
n>0 n>0
= Y Pla@tt =) Pyt =) aP ()t
n>0 n>0 n>0
— ZP/ t’n, 1 ZP, tn 2 Zl’Pl n‘
n>1 n>2 n>0
Ainsi

t) = %Zpg(x) QZP’ "= P (x)

n>1 n>2 n>0
Posons S(z,t) E Pl (z

on aura

f(x7t) =

21



3.2. EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES

D’on
t2
S(x,t) = ———— t
(.’E, ) t—l—xth(x’ )
- ¢ 1
ot —1—xt?1—t+ xt?
—¢2
(1=t at?)?
_ Of(x,t)
- oxr
Enfin

S Py = M)

oz
n>0

Une fois on est assuré que la fonction génératrice de P} (z) est

O

0 o :
Ainsi I’équation aux
x

dérivées partielles satisfaite par la fonction f(x,t) est obtenue grace a la proposition suivante

Proposition 3.11.
Ox ot

(2xt — 1)

Démonstration de la proposition. . On a

1
Alors
aféx’t) = —(1—t4a?) ¢
xr
(1=t at2)?
Et
afg:’t) = — (1 —t+2t?) 2 (=1 4 2at)
_ 1 —2xt
(1=t at?2)2
Ainsi

10f(xt) 1 Of(x)
2 9xr  2mt—1 Ot

Et aprés linéarisation on obtient le résultat 3.2.13 voulu.
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Chapitre 4

Nombres et Polynémes de Fibonacci

4.1 Nombres de Fibonacci

La suite des nombres de Fibonacci (F),cy est définie par la relation de récurrence

suivante :
Foio=Fo1+F,, Vvn>0 avec Fp =0, F1 =1. (4.1.1)

Les premiers termes de la suite de Fibonacci jusqu’a Fi3 sont donnés par le tableau
suivant :

TABLE 4.1 — Les premiéres valeurs des nombres de Fibonacci
01234 |5|6| 7|89 |10|11] 12 | 13

n
FolO]1]1]|2|3|5|8|13]21|34|55/|89]| 144|233

En général les nombres de Fibonacci & valeurs négatives ne sont pas étudiés bien que la
formule de récurrence les définisse. Ils sont exprimés par la formule suivante :

F_,=(-1D)""E,
La formule explicite est établie par le théoréme suivant [6]
Théoréme 4.1. (Formule de Binet)
(1++5)" - (1-V5)"
27\/5

Démonstration. D’aprés la relation de récurrence 4.1.1, I’équation caractéristique est
y?> —y — 1 =0 qui admet pour solutions :

1++5 1-+5
= 5 , Qo = 5

F, = , ¥n >0, (4.1.2)

a1

De la méme maniére que pour les polynomes de Catalan P, (x) on obtient :
o of —ay 1
=L 2 o

1+v5\ [1-v5\"
a1 — Q9 \/B 2 B 2 '

Et aprés simplification on obtient le résultat 4.1.2 désiré.
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4.2. LIEN AVEC LE NOMBRE D’OR

4.2 Lien avec le nombre d’or

4.2.1 Le nombre d’or

a a
Définition 4.2. Le nombre rationnel positif 7 est un nombre d’or si on a = —.

. a
Si on pose a = 3 un nombre d’or alors

a=14+—.
!

2

Donc « satisfait ’équation o — a — 1 = 0. Cette équation admet pour solutions

145 15
o2 T2

aq a2

Donc le seul nombre d’or existant est «y, dans la littérature on le note toujours par le
symbol .
4.2.2 Quelques propriétés du nombre d’or

Quelques propriétés élémentaires du nombre d’or (sans démonstration) sont illustrées
dans le lemme suivant

Lemme 4.3.
1. 10 = —1,
2. a2 —a} = /5,

8. o + a3 =3.

La proposition suivante établit ['expression des nombres de Fibonacci en fonction du
nombre d’or 7.

Proposition 4.4.

F, = : 4.2.3
Démonstration de la proposition. . On a
P R AR AN
"5 2 2
1
= ﬁ (af — ap)
1 n 1
- letra)
_ a%" +1
a’f\/g '
Proposition 4.5.
F
lim ol . (4.2.4)

n
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4.3. ECRITURE BINOMIALE DES NOMBRES DE FIBONACCI

Démonstration de la proposition. .

. Foy1 y a%"“—i-l a{b\/g
11 - 1 an+1\/§ a2n+1
1 1
a%n+2_‘_1
@)

a2n+2

= lim L —
n—00 a%n+l

n—o0 F’Vl n—oo

= 7.

Remarque 4.6. On sait que les F,, > 0 et aq > 1, alors d’aprées le critére de d’Alembert et
Uéquation 4.2.4 Proposition 4.5, on déduit que la série numérique

> Fa,

n>0

est divergente.

4.3 Ecriture binomiale des nombres de Fibonacci

Théoréme 4.7.

. (5] "
F,=—— k. 4.3.
3 () (139

Démonstration. . Pour montrer le résultat on utilise le lemme suivant

Lemme 4.8.

n
a+0)" =3 (1), 436
oy =32 (43.6)
Démonstration. Le résultat est facile & obtenir il suffit d’utiliser le raisonnement par récur-
rence. O
Ainsi
n
(@a—b" =S (~1) (“) "Rk,
k=0 &
D’ou : " "
2VEE, = (14+V5)" — (1-V5)
Ainsi :

rvan, = 3°(2) (48) (- )



4.4. FONCTION GENERATRICE

e
E, = k .
g 2 (1)

Remarque 4.9. Les nombres de Fibonacci peuvent étre écrits sous forme matricielle comme

dans [7]. En prenant Q = [ !

1 ‘ ‘ ‘
10 et Vn > 1, la puissance n-iéme de cette matrice est une
matrice dont les coeficients sont des nombres de Fibonacci. Plus exactement, on a

(Qn:: [ Fb+l P% ].
P% Ph—l
Cette écriture nous permet de trouver la célébre identité de Cassini
Fn+1Fn—1 - Fz = (_1)n
Pour la preuve il suffit de remarquer que

F%+l F%
F% thl

det (Q") = (det Q)"

() e

4.4 Fonction génératrice

Proposition 4.10. La suite des nombres de Fibonacci est générée par la fonction :

t

)= 0. (4.4.7)

Démonstration de la proposition. .

f(t) = ZFntn:Z(Fn+2_Fn+l)tn

n>0 n>0
S SUNERD YA
n>0 n>0
1 1
— t72 Z Fn+2tn+2 _ ; Z Fn+1tn+1
n>0 n>0
1 n 1 n
= G Fat"—2 ) Fut
n>2 n>1
1 1
= S -1- 1)
Ainsi :
1 1 -1
1+-—=)f@) = —
(1+7-2) 70 = T
t24+t—1 —1
t) = —.
I =
t
t pu—



4.5. APPLICATION DE LA FONCTION GENERATRICE A LA CONVERGENCE DES SERIES NUMERIQUES

4.5 Application de la fonction génératrice a la convergence des
séries numériques

Cette section est consacrée au calcul de la somme d’une série numérique, ainsi que
sa nature sans passer par les critéres de convergence connus dans le module d’analyse en
deuxiéme année.

9
1++5

Lemme 4.11. La série entiére ZFntn admet pour rayon de convergence R = et
n>0

9 9
1+v5 1+

son domaine de convergence est } —

Démonstration. On a 7
. 1
lim —2F

n—oo

= Q.

n

Donc d’aprés la régle de d’Alembert le rayon de convergence de la série entiére Z Fot™ est
n>0

donné par
1 2

041:1+\/5.

11 est facile de remarquer que la série en question est divergente pour t = +

Ainsi

2
1++5
2 2
son domaine de convergence est ] — { O

1+V5 1445

Avec ce lemme on peut décider sur la convergence de certaines séries numériques. En
particulier on obtient la proposition suivante (|8] Remarque 4.2 p. 975).

Proposition 4.12.

> % =2. (4.5.8)

n>0

Démonstration de la proposition. . On a d’un cété

1
1 2
) = =9
d <2> 1 <1>2
Et d’un autre coté

Et le résultat 4.5.8 découle.

4.6 Polynoémes de Fibonacci

Définition 4.13. La suite des polynéomes de Fibonacci (Fy,(x))nen est définie par la relation
de récurrence suivante [14] :

Foio(x) = xFpp1(x) + Fp(x) , Vn >0 aveec Fy(x) =0, Fi(x) =1, (4.6.9)
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4.6. POLYNOMES DE FIBONACCI

Les premiers termes des polynémes de Fibonacci sont donnés par le tableau suivant

TABLE 4.2 — Les premiers termes des polynémes de Fibonacci.

0
1

X

2+ 1

5+ 2z

P +322+1

x° + 4x° + 3x

| O O | W N = O B

25+ 52t +622+1

Proposition 4.14. La fonction génératrice des polyndémes de Fibonacci est :

t

flaot) = ——. (4.6.10)

Démonstration de la proposition. .

Fat) = S F@)t" =3 (Fussle) — 2B ()"

n>0 n>0

= Y Fupp@)t® - Foa(a)t"

n>0 n>0
1 T
= EZFn+2(x)tn+2 — ?ZFn+1(1})tn+1
n>0 n>0
1 T
= Z ) Pt =) (o)t
n>2 n>1
1 T
Ainsi :
1 T -1
l1—-=—-— t) = —
(1-z-5)f@n = 3
2+ at—1 —1
2 f(z,t) = e
Enfin :
t
t J—
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4.7. FORMULE DE BINET

4.7 Formule de Binet

L’équation caractéristique des polynémes de Fibonacci est 42 — xy — 1 = 0 qui admet

pour solutions :
r+Va?+4 r—Va?+4
ay(z) = —s > ag(z) = —

D’otu la formule de Binet pour les polynémes de Fibonacci

Fo(z) = M (4.7.11)

Et ainsi : " "
<x+\/4—|—x2> - (a:— \/4—|—x2)
Fo(x) = . 4.7.12
Remarque 4.15. Les nombres de Fibonacci sont les polynémes constants F,(1).
4.8 Formule explicite des polynémes de Fibonacci
Théoréme 4.16.
5,
Frii(z) = < N > a2k, (4.8.13)
k=0

Démonstration. . Par récurrence on a :

e

Py = ) < . ) N
k=0
(5]
—k
Fn+1 (l‘) _ (Tl . ) xnfﬂc'
k=0
On veut démontrer que :
fex n+1—k
Fn+2(x) — ( y > xn+l—2k_
k=0

On procéde selon la parité de n :
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4.8. FORMULE EXPLICITE DES POLYNOMES DE FIBONACCI

1. n = 2m pair, de la relation de récurrence 4.6.9 qui définit les polynomes de Fibonacci

m m—1
2m — k _ 2m—1—k k) —
Fomya(z) = Z( i )xQ(m k)H—i-Z( i )xz( k)—1
k=0 -
m m—1
_ Z<m+k> 22kl | (m+k_1>x2k—l+x2m—l
m —k
k=0 k=1
T k-1 " mtk—1
_ - 2%k—1 - 2%k—1
= (i) ()
k=1 -1
_ om+41 S m+k—1 m+k—1 2%—1
-7 +;[(m—k—|—1 * m—k v
_ 2m+1l - m+k 2%k—1
= e ()
k=1
B mf( m+ k >x2k_1
— m—Fk+1
D’ou :

m+1 m
m+k 2m -k +1 .
Fomya(z) = ) <m L 1) 21 _ < ) 22kt

k=1 k=0
Alors :

i
2
n+1-— _
n+2 E : ( )xn—l—l 2k.

k=0

2. De la méme maniére on obtient le résultat similaire pour n tmpair.

Conséquence : En comparant les deux formules de F;,, on déduit cette relation intéres-
sante en analyse combinatoire.

Proposition 4.17.

[:i:;] <2’£r 1) w2 [:i_;] <n ) /1 . k> : (4.8.14)

Démonstration de la proposition. . Cette relation est déduite de la formule

27
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Fp=—— .
g 2 (1)
k=0
Et le fait que
(7]
1
Fp = Fp(1) = <” . k>
k=0



4.9. PASSAGE DES POLYNOMES DE FIBONACCI AUX POLYNOMES DE CATALAN

4.9 Passage des polyndomes de Fibonacci aux polyndémes de

Catalan

1

On rappelle que la fonction génératrice des polynomes de Catalan est f(x,t) = T tx 22
—t+x

t
et la fonction génératrice des polynomes de Fibonacci est g(x,t) = gl
ot —

f (—xQ, i) = %g (it) . (4.9.15)

Démonstration de la proposition. .

Proposition 4.18.

Théoréme 4.19. .
P, (—2?) = 2"F <x> : (4.9.16)

Démonstration. . D’aprés la proposition 4.18 on a

(28) (2

2 () = in()e
= Z Frit (i) £,

n>0

Alors :

Aprés identification on obtient :
2 n 1

4.10 Equation aux dérivées partielles

Proposition 4.20.

g( ’t) = gQ(x,t), (4.10.17)
Bg(x,t) 89(3‘775)
2YI\M V) 2\YI\MH Y

t e (1+1t%) o (4.10.18)

Démonstration de la proposition. .
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4.10. EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES

1. Comme g(x,t) = ﬁ alors
ag(l',t) _ t2 _ 2
ox _(lfxtftQ)z_g(x’t)‘
2.
og(z,t)  1—at—12 —t(—x—2t) 1+t
o (1 —xt —12)2 (1 —at —t2)2°
D’ou
dg(xz,t) 1+t B 1 N t2
o (I—at—12)2 (1—at—12)2 (1 —at—12)2
Ainsi que
dg(z,t) (1 Jg(x,t)
o et T
Enfin
dg(z,t) dg(z,t)
2 ’ = (1 2 2
(T G
Lemme 4.21.
=> F ()" (4.10.19)
n>0

Démonstration. D’apreés la relation de récurrence 4.6.9 qui définit les polyndémes de Fibonacci
on obtient

F,(x) = Fhio(z) — xFpyi(x).
Ainsi
Fuy1(z) = F5(7) — aFpy (2) — Fy(@).
D’un c6té on a

S Fup@t = ) Fu(a)t!

n>0 n>1

— %ZFn(x)t" = %g(az,t).

n>0

Et d’un autre coté

S Funa(@)t” = 3 (Elyola) — aF) () — F (@) ¢

n>0 n>0
S EL@e - LY R @t - S Ew
n>0 n>0 n>0
D’ou

S Fa@r = 5 S E@ -2 E@r - Y R

n>0 n>2 n>1 n>0
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On pose
L(z,t) =Y Fi(a)t",
n>0
et on obtient
1 1
o@t) = Lt - %L(x,t) ~ L(z,t)
1 T
1—at—t2
= 2 L(x,t)

Par conséquence

9g(x, )
L(z,t) = ¢*(x,t) = ’
(2,0) = (e, ) = 27
O
Comme résultat de Lemme 4.21 et la proposition 4.20 le théoréme suivant découle.
Théoréme 4.22. .
Fj(x) =Y Fp(x)Fp_p(z). (4.10.20)
k=0
Démonstration. On vient de voir que
89(377 t) 2
= t
ax g (x7 )7
et dg(z.1)
g\,
o Z F! (z)t"
n>0
Comme
n
gl t)= | Y Fal@)t" | [ Y Fala)t | =>° < Fk(a;)Fnk(a:)> ",
n>0 n>0 n>0 \k=0
Aprés identificatin on obtient le résultat 4.10.20. O

4.11 Famille générale des polyndmes liés aux polynémes de
Fibonacci

4.11.1 Introduction

On considére la fonction

t(l
_ ko t) = 7 4.11.21
fla; a1, a0k, m;z,t) T+ o abt o+ g2 ( )
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déja introduite dans le chapitre 2; et comme
f(la aq, 2] ka m;x, t) = tf(o, ar, G; ka m;x, t)

On limite notre étude a la fonction f(0;aq,ag;k, m;x,t) qu'on notera par la suite
flar, ag; k,m;x,t).

Lemme 4.23. La fonction f(ai,ag;k,m;x,t) est développable en séries entiéres pour
|(a12F + agz™t)t| < 1.
Démonstration. On a :

1
1 — (—ayxkt — apar™t?)’

flon,ag;k,myx,t) =

mais |(a17F + agx™t)t| < 1, alors

1
1 — (—aqzPFt — agz™t?)

= Z(—alxk — apx™t)t,

320

Ainsi '

J

Flanazikmiz.t) = S5 (1) (o) (g tatt ettt

§>0 1=0

4.11.2 Reésultat de G. Ozdemir et Y. Simsek

Dans l'article [8], G. Ozdemir et Y. Simsek ont introduit la fonction génératrice

1

oo
H(t;x,y; k>m7n) = Zgj($>y; k,m, n)tj = 1 — rkt — ymtn—i-m'

Jj=0

Et ils ont montré (Théoréme 2.2 page 971) le résultat suivant concernant la forme explicite
des polynomes G;(x,y; k,m,n).

=i

_ 1 .

Gj(x,y;kmon) = > (‘7 l(m;rn )>ym1xﬂ“—mlk—"”f. (4.11.22)
=0

4.11.3 Théoréme fondamental

En s’inspirant de ce résultat, on montre le théoréme suivant qui donne la forme explicite
des polynomes M;(a1, ao; k,m; )

Théoréme 4.24.

i . .
Mj(aq, a2 k,m;x) = <‘7 ) (—ay )72 (=)l =20k, (4.11.23)
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On note )
ix,t) = :0,0;2,t) = ——m——— 4.11.24
f(a17a27$a ) f(Oél,OKQ, , i &, ) 1+061t+052t2’ ( )
et _
flag, oy 2,t) = ZMj(al,ag;x)t]. (4.11.25)
7=0
Et dans ce cas on a le corollaire suivant
Corollaire 4.25. _
zl .
-1 .
Mj(al,ag;x) = (j I ) (—Ozl)J 21(—042)l. (4.11.26)

4.11.4 Preuve du Théoréme 4.24 et du Corollaire 4.25

On a d’une part

o0
H(t;z,y;k,m,n) = Z Gi(z,y; k, m,n)tj
7=0
1
1— l‘kt _ ymtn—l-m :

D’autre part

fla,agikymim,t) = Y Mj(ar, ag; k,m;2)t!
70
1

1+ cpx™t + apxkt?
1

1 — (—arz™)t — (—aqoxk)i2
= H(t;—oqazf, —apz™;1,1,1)

o0
= Zgj(—alxk,—agmm;1,1,1)tj.
=0

D’ou
Mj(alva2;k7m; ‘T) = g'(_alxka_OZ?xm;l?l?l)

(5]

_ (j l— l) (—a1 )}~ 2 (—aug) g+ =20k,
1=0

<

[T

Pour k = m = 0 on obtient

51 .
Mj(al,ag;x) = Z (j l_ l) (-Oél)j_m(—OQ)l.

=0

IS,

4.11.5 Nombres et polynémes générés par la fonction f(ay, as;k,m;x,t)

Dans cette section on dresse le tableau 4.3 des 4 suites de nombres et le tableau 4.4 des
12 polynoémes générés par la dite fonction.
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TABLE 4.3 — Tableau suivant les constantes «aq, as.

a1 | as M;(ou, ag; )
L
1|1 <'7 > (—1)i
1=0 !
(3] _
1 1 (] > (_1)j—2l
1=0 :
2] _
11 J ) (—1)!
=0 !
(sl .
j—1
1] ( l )
1=0
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TABLE 4.4 — Tableau suivant les constantes aq, ao, k et m.

a1 | as | k| m M;(ou, a3 k,m; x)
5,
11|01 Z(jl >(—1)j—l:z:l
=0
5,
11|11 <‘7 >(—x)]_l
=0 ;
4 J—1 1, j—2l
1|1 ]1]0 —1)7 g2
ZE%( e
a
1 |-1]0]1 Z(jl >(—1)j_2lxl
=0
CI
1 |=1]1]0 —x)i~2
ZZ:;( )
3,
1| -1]1]1 (] >(—1)J’%J’l
=0 i
3
10101 <‘7 )(—a:)l
=0 i
3,
10111 <*7 >( 1)l
l':() !
3,
11 ]1]o0 <J )( 1)lzi =2
=0 ;
3
~1|-1]0]1 <]_> :
=0 !
8
—1|-1/1]0 )
> (")
e
1 -1(1]1 <‘7 >x]l
=0 !
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Chapitre 5

Nombres et polynémes de Bernoulli

5.1 Introduction

On termine ce travail par 'exposé de quelques propriétés des nombres et polyndmes de
Bernoulli. Différemment des nombres de Catalan, les nombres de Bernoulli n’ont pas une
formule explicite qui donne leurs valeurs. On se satisfait de les définir avec leur fonction
génératrice [10].

Définition 5.1. La fonction génératrice des nombres de Bernoulli est :

t
b(t) = el |t| < 2. (5.1.1)
P . _ Bn n BN .
Plus précisément on a : b (t) = E — b et B,, est le n-ieme nombre de Bernoulli.
n!
n>0

Les premiéres valeurs des nombres de Bernoullli sont illustrées par le tableau 5.1 suivant :

TABLE 5.1 — Les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli

n |0] 1 [213] 4 |56 7] 8 [9]10]11
T 1 T I I 5
B,|1|—-—=|=2]0]—-—=1]0|—=|0|—-—=1]0]—=1]0
" 216 30 42 30 66
Proposition 5.2.
Vn >1, By,r1 =0. (5.1.2)

Démonstration de la proposition. . Avant de démontrer ce résultat, nous devons visiter l’in-
fluence de la parité d’une fonction sur sa série entiére dans le cas d’existence.

Lemme 5.3. Soit f (t) = Zant” alors :
n>0

1. f paire = agp+1 =0, Vn > 0.
2. f impaire = agp, =0, Vn > 0.

Démonstration. . f est paire alors



5.2. QUELQUES PROPRIETES DES NOMBRES DE BERNOULLI

D’ou

Z ant" = Z an (—t").

n>0 n>0

Alors on a :

D ant” =) an (—t") =0 an ("= (-1)") =0 > a,(1-(-1)")t" =0.

n>0 n>0 n>0

Hors :
0 sin est pair,

ny _
(I=(=1) )_{ 2 sin est impair.

Alors :
Z o (1 B (_1)2n+1> 2l 9 Z aons1t2H = 0.
n>0 n>0
D’ou :
agpy1 = 0.
‘ 1 t 1 ‘ .
A laide de ce lemme et sachant que b(t) + 5= 1 + —t est une fonction paire et,
ot —
t 1 1 B,
—t=DB Bi+=-)t — "
et—1+2 0+<1+2> +Zn!
n>2
Alors :

1
Bl+§:0 8t32n+1:0, \V/TLZl

5.2 Quelques propriétés des nombres de Bernoulli

Théoréme 5.4. La récurrence qui définit les nombres de Bernoulli est :

Bn—§<2) By, Vn > 2.

Démonstration. . On a

t
b(t) =
Alors
e'b(t) —b(t) =t
Ainsi
etb(t) =t+ b(t).
Comme : )
t __ T 4n
“= Z n!t ’
n>0
et
By, .,
t4b(t) = 1+—t+zﬁt
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5.3. LES POLYNOMES DE BERNOULLI

Donc :
1., By, | _ 1 B, .,
Zﬁt Zﬁt —1+§t+zﬁt.
n>0 n>0 n>2
D’ou :
- By, 1 B,
t" = 14+ =t —t"
(Zk!(n—k)!> Tt it
n>0 \k=0 n>2
1 s By, 1 B
1 1—— |t t" = 14+ =t —t"
() X () - eSS
n>2 \k=0 n>2
Alors :
- By, B,
tn — 7tn
( El'(n — k)') Z !
n>2 \k=0 n>2
D’ou pour n > 2 :
B, _\~_ B
| | — |
nt =k (n—k)
B Z n! By, B i (n) B
" Fn—k)! =K/
Corollaire 5.5. _—
«— [2n+1
3 ( ”Ij ) By =0, ¥n > 1. (5.2.4)

k=0

2n—+1
2n+1
Démonstration. . Ce résultat découle du fait que Boyy1 =0 et Bopyq = Z < n;:_ > B
k=0

5.3 Les polyndmes de Bernoulli

Définition 5.6. La suite des polynémes de Bernoulli notée (By(x)),cy, est générée par la
tx

fonction b(x,t) = et on a :

et —

tet® B, (x)
1= > 7;1 ", |t < 2m. (5.3.5)

Voici les premiéres valeurs des polynémes de Bernoulli qu’Euler a obtenu en 1738 [Table
5.2] :
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TABLE 5.2 — Les premiéres valeurs des polyndémes de Bernoulli.

n By (x)
0 1
1

1 T — B :
2 2 —xz+ =
3 3 — §x2 +61x

2 2 .
4 zt — 223 +5:c?‘— 3—(1)
5 x5 — 2x45+ 39031 —x 1
6 x6—3x5+§x4—§x2 -

On remarque que les coeficients pour z = 0 Coincident avec les nombres de Bernoulli,

d’oil on obtient une autre définition d’un nombre de Bernoulli :

Proposition 5.7.

n

B, (z) = Z (Z) Bja" k.

k=0

Démonstration de la proposition. .

Alors :

D’ou :

D

n>0

By (z)

tet® t

By, = B, (0).

tn — — tx
n! et—1 et — le
_ ‘Bn n €T n
= () (2o
n>0 n>0
| — | :
=\ k! (n — k)!
B, (x) B "B, 2"k
n! k! (n —k)!
k=0

On remarque effectivement que B, (0) = B,(1) = By, Vn > 2.
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On va considérer maintenant le polynéme B, (z) comme une fonction de x. la proposition
suivante calcule la dérivée et I'intégrale de la fonction B,.

Proposition 5.8.
1.¥n € N*, Bl (x) =nBp_1(x).

1
2. / By (z)dz =0, ¥Yn > 1.
0

Démonstration de la proposition. .

1.
9 tet® B t  Oel® B tet®
or\et—1)  et—10x et—1
By () ,n, Bn() 41
= =
n>0 n>0
_ lgnfl(x) n
Z (n— 1)lt
n>1 ’
D’autre part :
9 [ te” 0 By (z) dBp(z)\ t"
_ — 715” — _
Ox (et—1> Ox Z n! Z( dx n!
n>0 n>0
B/
n!
n>0
v BLw) = Buo@
/ n\L) n n—1\T) n
By(z)+ > Lt => (n_l)!t .
n>1 n>1
On a: By(x) =1= Bj(z)=0
. Bys) _ Bua(o) By (2)
n\L n—1\T ! N-Dp—1\T
Vn >1 = B
nzl = = oy B =T
Et enfin :
Vn >1, B, (z) =nB,_1(x)
2.

D’autre part :

2/01 Br;l(!x)tndg; -y (/01 Bn(:c)dac> g

n>0 n>0
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D’ou :
1 n
Z (/ Bn(aj)d:v> - =1
>0 0 mn.
Alors
/1 1 tn
By(x)dx + (/ B, iL')dJ:‘) —=1.
0 TLZZ:l 0 ( n!
Ainsi : )
tTL
1+ </ Bn(:c)dx> — =1
T%:l 0 TL'
Alors :
1 n
Z </ Bn(a:)d:c) =0
n>1 WO n
Et enfin :

Corollaire 5.9.

B, = B,(0) = B,(1), Vn > 2. (5.3.7)
Démonstration. .
1
/ B.(x)dx = By(1)— Ba(0)

0

1
= n/ B,_1(z)dz =0, Vn > 2.
0
Dot :

B, = B,(0) = By(1), Vn > 2.

Gréce a cette proposition on donne une autre démonstration de résultat 5.2.3 Théoréme
5.4.

n

De la relation By, (z) = ") By,
On déduit que
m-5 ()
k=0
Ainsi .
n
Bn = (k) By
k=0



5.4. QUELQUES IDENTITES REMARQUABLES

5.4 Quelques identités remarquables

Proposition 5.10.
1. Bp(1 —z) = (=1)" Bu(2).
2. Bp(x +1) — By(x) = na™ L.

Démonstration de la proposition. .

1.
B,(1—- :c)tn R
Z n! oet—1  et—1
n>0
te—tx te—tx

Apres identification on obtient :
Bp(1 —2) = (—1)" Bu(z).

2. Awvec la récurrence

1 1
Bl(as+1)—B1(:c):$—|—§— (m—2> =1=1z""1

On suppose que Bp(x + 1) — By, (z) = na™~! et on montre que :

Bnyi(z +1) = Boyi(z) = (n+ 1)z

x B _ T B x _ xnnfl
/O(Bn(tJrl) By(t)) dt /OBn(t+1)dt /OBn(t)dt /O 14,

T 41
Ona: / B,(t+1)dt = / By, (t)dt.
0 1

Alors :

/x (Bp(t+1)— By(t)dt =
0

On a de la proposition 5.8 : By, = (n+ 1)By(t).

x+1 1+x B/
/ By, (t)dt = / ntl qt = 2.
= = n+1

Alors :
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Ainsi
z+1
/ Bl (t)dt = (n + 1)a™

D’ou :
Butt (2 +1) = Buyi (2) = (n+ Da™L,

Proposition 5.11.
n
Bu(z+1) =Y (1) Be(@), (5.4.8)

Démonstration de la proposition. .

Z B, (x + 1)t” B tet(@+1)  tetret
n! o et—1 et—1
n>0
tem t Bn(x) n 1 n
T o1 " Z n! t Z ot
n>0 n>0
- ! AY
S\ k! (n—k)

Apres identification on obtient :

By(x+1) Bi(x) 1
n! _k:O k' (n—k)V
D’ou
Bale+1) = 2 k?éflfg};))i
()
k=0

On termine cette section par le lien entre les nombres de Bernoulli d’indices pairs et la
fonction zéta de Riemann

C(s) :Z% CR(s) > 1

Il est exprimé par la formule suivante [3]

nt12(2n)!
(271')2”

Cette formule nous permet justement de trouver le rayon de convergence qui est 27 de la
. . By
série entiere Z Ht .
n>0

En s’inspirant de la limite suivante

lim ((s) = 1.

S§—00
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Car :
lim ((s) =1+ lim — =
§—00 §—00 ns
n>2
Ainsi 2(2n)
n)!
B
| Ban| (2m)2n

Et grace a la formule de Stirling on aura
n 2n
| Ban| ~ 4/ (7) .
e

2" on obtient effec-

B
En appliquant le critére de d’Alembert sur la série numérique Z 2n
= (2n)!

tivement R = 2.

5.5 Equation aux dérivées partielles

Théoréme 5.12.

ob(x,t) 9 Ob(x,t)
222 = (L=t 4% — th(t 2, 5.5.9
T s 1) =5, (5:5.9)
Le théoréme 5.12 est conséquence direct de la proposition suivante
Proposition 5.13.
Ob(z,t)
=tb(x,t 0.1
5 (1), (5.5.10)
tabg’t) = (L —t+t>—tb(t)) b(z,1). (5.5.11)
Démonstration de la proposition. . On a
temt
b(x,t) = g1
Alors
ob(x,t) t '
= tel®
ox e —1°
t2€tz
T o1
= tb(x,t).
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ob(z,t) (e + %) (ef — 1) — e
ot - (et -1 2
B (1 4 t2) (eta:—i-t _ etac) _ tetx-I—t
- (ef = 1)°
B (1 —t + t2) et$+t _ (1 + t2) etaj
- (et = 1)*
(-t et -1t e
N et —1 et —1
o (—t+) e 12
= EaY b(z, 1)
1—t+t?) (et =141 1+t
( +t?) (e +1) 14t b 1),
t(et—1) t(et —1)
Ainsi
ob(z, ) 1—t+¢t? 1
= + b(x,t)
ot ( t t(et—1) — %
1—t+¢t2 t
G L
1— 2
_ <tt+ o b(t)> bz, t).
Do
Ab(x, t)

t

T (L—t+1* —tb(t)) b(x, ).

5.6 Nombres et polynémes d’Euler

On termine ce chapitre par I'introduction des nombres et polynémes d’Euler. Ils sont un

peu liés aux nombres et polynémes de Bernoulli par le biais de leurs fonctions génératrices

qui dépendent de la fonction e’.

5.6.1 Nombres d’Euler

Définition 5.14. Les nombres d’Euler E, sont donnés par la fonction génératrice sutvante

2 E,
n>0

Les premiers termes de cette suite sont donnés par le tableau suivant

TABLE 5.3 — Les premiéres valeurs des nombres d’Euler.
n |0[1|2]3|4|5| 6 |7 8 9 10 11
E,|1]0]|-1{0]5]0]-61]0]138 |0 |-50521| O
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Le fait que
2 2

et +et e t4et’

2
o est paire donc Eaiy1 = 0 pour tout k& > 0.
e

veut dire que la fonction —
e

5.6.2 Polynoémes d’Euler

Définition 5.15. Les polynomes d’Euler E, (x) sont donnés par la fonction génératrice
suivante

2¢t® E, (x)
= t", |t . 5.6.13
S X e < (5.6.13)

Les premiéres valeurs des polynémes d’Euler sont donnés par le tableau 5.4

TABLE 5.4 — Les premiéres valeurs des polynomes d’Euler.

n E,(x)
1
1 1
YTy
2 2 —x
3 T
3 3_ 2.2 -
x 238 —|—4
4 2P =223 + &
5 5 I
5_ 2.4 ,Y.2 =
5 T 230 +2x 5
6 2% — 32° + 52% — 3z
7 35 21 17
7 6,29 4 <+ 2 -0
7| x 2:1c +4x 29:+8
2€tm

On considére la fonction E(z,t) = . Ainsi la dérivée de polynéme E, (x) est

el +1
exprimée en fonction de E,_j (x) comme le montre le lemme suivant

Lemme 5.16.
E/(z) =nE,_1(z) , Vn > 1. (5.6.14)

Démonstration. On a d’une part

OE(x,t)  2te"™ ; 2t
Oz et 1 et 1
= t(E(x,t)
-y En(@) 1
n!
n>0
_ Z En1(z) .
= (n—1)!
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D’autre part

OE(z,t) El (x) ,
ox _g n! t

Comme E((z) = 0 et par identification on obtient

y nlE,_1(x
R
= nk,_1(x).

O

5.6.3 Expression des polynémes d’Euler en termes des nombres d’Euler

Les polynémes d’Euler en fonction des nombres d’FEuler sont donnés par la proposition
suivante [2].

Proposition 5.17.

n n—k
n Ek 1
Ep (z) = D (k) o (;p - 2) . (5.6.15)
Démonstration de la proposition
3 Bu(a) n _ 27 _ 2 ez
] t i —t
S ™ et+1 e +1.3
2
= ﬁet(%%)
ez +ez
= (Xt
n>0 n>0
1’ 1 n k
J— n
B Z Z klgk (n—k)! £
n>0

Par identification on obtient

En(z) = Zkln_ ) 2k (x_;)n_k

Démonstration.



5.7. COMBINAISON ENTRE POLYNOMES DE BERNOULLI ET POLYNOMES D’EULER

1
Il suffit de remplacer z = 3 dans la formule précédente pour obtenir le résultat 5.6.16. [

5.7 Combinaison entre polynémes de Bernoulli et polynémes
d’Euler

Théoréme 5.19.

n—1

Eo(z) = ;k:o () @Bue) - By(a)) (5.7.17)

Ce théoréme est conséquence de lemme suivant

Lemme 5.20.
w1 = (n+1
=g > < N > By (). (5.7.18)
k=0
12 0
2" = En(2) + 5 > (k) Eu(). (5.7.19)

Démonstration. On a d'une part

et — 1 n!
n>0
Alors B,(x)
te _ (,t n\T) n
te” =(e' — 1) Z py t
n>0
Comme
tm tm
et_l:Zﬁ:Ea”ﬁ’ avecag=0, a, =1, Vn > 1.
n>1"" n>1 )
Alors
tr __ an n—1 Bn(:L‘) n
e o= | 2 > Tt
n>1 n>0
S O DO
= (n+1)! =
D’ou

" N n_+1Bi(7) )
§ Lo § (E An—k+17kE) ) yn
= n! =\ (n—Ek+1)k!

Et par identification on obtient

n

R By, ()
m_kzo(nﬂ—k)!k!‘
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5.7. COMBINAISON ENTRE POLYNOMES DE BERNOULLI ET POLYNOMES D’EULER

Et le résultat 5.7.18 découle.

D’autre part

t ] :
et +1 = n
Alors B, (x)
tx t n\L n
2 = (' +1)) ot
n>0
Comme
n tTL
et+1:2+2—|:an—', avec bg =2, b, =1, Vn > 1.
= n! = n!
On obtient
b E,(x)
tr “nain n n
2e” = Z n!t Z n! t
n>0 n>0
Ainsi

2z" " bpn—kEr(x)\ .,
S B3 (3 e )
n>0 n>0 \k=0
Et par identification des coeficients des deux séries on aura
2" 2”: bn—1 By ()
n! = (n—k)!k! '

Et suivant la définition de la suite b, le résultat 5.7.19 découle.

Corollaire 5.21.

- 1
Z(”Z )Bk:(), Vn > 1.

k=0
n—1 n
E,=1-Y (k> gn—k-1p,
k=0

ol

(5.7.20)

(5.7.21)
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