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Introduction

Les modéles mathématiques utilisés en physique ou en mécanique conduisent souvent & des
difficultés lors de la résolution numérique, lorsque un petit parameétre intervient dans leurs expres-
sions. Ce petit parameétre noté e, peut affecter les différents termes de 1’équation et représenter
une caractéristique physique(viscosité, rigidité, - - ) ou étre lié a la géométrie du probléme(Couche
mince, revétement mince- - - etc). Souvent, le petit paramétre bien que petit, a une trés grande
influence sur la solution et le fait de le négliger peut conduire a des équations plus simples mais
dont la solution n’est pas trés proche de la solution exacte. Parfois, il y a aussi perte de conditions
aux limites. On parle alors de phénomeéne de perturbation singuliére.

Pour contourner toutes ces difficultés, nous faisons appel aux méthodes asymptotiques qui consistent
en ’étude du comportement de la solution et de I'influence du petit parameétre sur celle-ci.

Dans ce travail, aprés un rappel d’analyse fonctionnelle et une introdution aux perturbations sin-
guliéres, nous étudions le comportement asymptotique d’'un assemblage collé par une fine couche
d’adhésif. L’objectif est d’obtenir un modéle ne faisant pas intervenir le domaine de la colle, mais
qui rend compte de l'effet de celle-ci. Cette étude est celle réalisée par Geymonat-Krasucki et
Lenci dans l'article :

G.Geymonat, F.Krasucki et S.Lenci. Mathematical Analysis of a bonded joint with a soft thin
Adhesive. Mathematics and Mechanics of Solids, 4 : 201-225, 1999.



Chapitre 1

Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Nous allons rappeller quelques notions de bases sur les espaces de Sobolev et quelques une de

ces propriétés. Soit 2 € RY un ouvert et soit p € R avec 1 < p < +o0.

1.1 Espaces de sobolev
Définition 1.1. (L’espace de Sobolev W7 (Q)) L’espace W7 (Q) est défini par :

whep Q) = {u e LP(Q) telque w;€LP(QQ) Vi=1,--- 771},

ou
ol u; = —— sont les dérivées au sens des distributions.

al‘i
L’espace W17 () est muni de la norme :

n
lllyrs = Il + D il s
i=1

et du produit scalaire :

(u, v) i1 = (u, V)2 + Z (Ui, V) o

i=1
Pour p=2, H' = W12 (Q).

Définition 1.2. (Espace de Sobolev W™? (Q)). Soit m > 2 un entier.
L’espace W™P est définit par :

Wmr (Q) = {u e WP (Q), uy € WLP(Q), Wi=1,2, - N},

muni de la norme :

=

N P
P
lellvym.» = (Z ||u,i||LP) :
i=0
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Pour p=2ona: H™ () = W™2(Q), on le munit du produit scalaire :

(u, U>:/UU—|—Z/U7Z’U’Z‘, Yu,ve H™.
Q T Ja

Théoréme 1.1. (Rellich-Kondrachov). On suppose Q borné de classe C*. On a :

1 1 1
1. Si N : Lr(Q) c L1(D Lplow—=—=——.
Sip < N alors whr(Q) C L1(Q), qu[,p[oup* PN

2. Sip=N alors : Wh?(Q) C L1 (Q), Vg€ [l, +oo.

3. Sip> N alors : Wh?(Q) C C(09),
avec injections compactes.
En particulier pour p=2 et =2 on a H' (Q) C L*(Q), ce qui donne :

D(Q)CH (QCL(Q)CD(Q).

Démonstration. voir [1]. O

1.2 Inégalités de Poincaré

Supposons que ) un ouvert borné. Alors il existe une constante C' > 0 vérifiant I'inégalité

suivante :
1
n 2
2
lull 2o §0<§ ;nu,z«np(m> . VueH)(Q).
i=1

1.3 Formule de Green (formule d’integration par partie)

Théoréme 1.2. Soit Q un ouvert bornée régulier de classe Ct. Supposons u et v sont des fonctions

de H' (2), tel que :
/uv,idx— —/Uu,id:v—k/uvmds,
Q Q Q

n= (ni)lgigjv )

o

est la normale unité extérieure o Of).

1.4 Inégalité de Korn

Il existe une constante positive C (dépendant seulement du diamétre de 2) telle que :

n 2 n
2 2
||v||L2(Q) + Z ) <C (Z + ||U||L2(Q)> :
L2(Q

i,5=1 i,5=1

2

8’0]‘
8%

81}]‘ i 61;1»
81‘1- 8xj

L2(Q)
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1.5 Traces

Théoréme 1.3. (Trace). Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*. L’application de trace g

est donnée par :
o H(Q)NC (@) — 12 (@) e ()
v —> 70 (v) = vlog,

qui peut se prolongé par continuité en une application linéaire de H' (Q) dans L? (09), notée
encore Yo. En particulier, il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction v € H* (Q),

on a .

10l 2@y < Cllollg g -
(@)

1.6 Convergence faible

Proposition 1.1. Soit (z,),>1 une suite d’un éspace vectoriel normé (E,||.|g). On dit que x,

converge faiblement dans E s’il existe un élément x € E tel que :

VfeE lim, .of(z) = f(2)

avec E' est le dual de E.
On note x, — x la convergence faible de x,, vers x.

— St x, — x dans E, alors la suite ||z, || est bornée et ||z|| < lim inf||x,].

1.7 Convergence forte

Définition 1.3. Soit (x,),.y une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H, et x € H. On dit

que (z,) converge fortement vers x et I’on note x,, — x si :
lim ||z, — 2|5 =0,
n—oo

ou ||.||; étant la norme associée au produit scalaire (.) H.

1.8 Lax-Milgram

Théoréme 1.4. Soit V un espace de Hilbert réel de produit scalaire (., .) et de norme ||.||.

Soit (P) le probleme suivant :

Trouver weV  telle que:
a(u, v)=1(v), VoeV.

On suppose qu’on a ceci :
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1. 1 est une forme linéaire continue sur V. =>-1(v) est linéaire de V dans R et il existe C' > 0

tel que :

lL(v)| < Cvl, pour tout v € V.

2. a est une forme bilinéaire sur V.

3. a est continue, c’est a dire il existe M > 0 tel que :

la(u, v)| < M|lul[[[v]l,  pour tout veV.

. a est coércive (ou elliptique) c’est a dire, il existe a > 0 tel que :
pligq q
a(v, v) >alol®, YveV,

d’ou Uexistence et ['unicité de la solution uw € V' du probléme (P).



Chapitre 2

Introduction aux problémes de
perturbation singuliére

L’introduction d’un petit parameétre € dans les problémes aux limites peut avoir une influence
sur les solutions du probléme, ce qui entraine un phénoméne de perturbation singuliére. Ceci est

illustré par ’exemple suivant.

2.1 Exemple d’une perturbation par un petit parameétre

Considérons le probléme suivant :

( ef" (@) + [ (z) = q,
F0)=0 (2.1)
f)=1

( a#1,

ol € > ( est un petit parameétre. On va étudier 'influence de € sur la famille des solutions de ce
probléme.
Résolution directe :

1. Supposons que € > 0. La solution générale de I’équation du probléme (2.1) est sous la

forme :

f:f0+fp-

La solution particuliére est donné par : f, = cx.
Ainsi, f, = ax.

Aprés la résolution de I’équation homogéne du probléme, on trouve :

fo=Ae= + B.
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En utilisant les conditions aux limites on aboutit a la solution unique de 1’équation du

probléme donné par :

2. Si ¢ = 0,’équation du probléme (2.1) devient une équation d’ordre 1, c’est-a-dire que :
f'(x) =a, dou:

f(z)=azx+c.

On remarque que si a # 1. L’utilisation des conditions aux limites ne conduisent pas a la
détermination, de la constante c. Pour cela il y’aura perte d’une condition aux limite. Gé-
néralement si on a une équation différentielle avec un petit parameétre € devant la dérivée la
plus haute, la reduction de cette derniére en une équation d’ordre 1 entraine une élimination

de certaines conditions aux limites, donc on est en présence d'une perturbation singuliére.

2.2 Traitement de la perturbation singuliére

Les difficultés rencontrées lors de la résolution des problémes de perturbations nous aménent
a chercher des méthodes pour les contourner.ll s’agit de simplifier ces problémes en cherchant
des modeles approchés. L'une de ces méthodes est la méthode des développements asymptotiques
raccordés proposée par Van Dyke en 1975.
Etudions le probléme (2.1) en utilisons la méthode des développements asymptotiques raccordés.
On remarque que pour ¢ = 0 on n’a plus une équation différentielle d’ordre 2; c’est a dire le
probléme s’est réduit & une équation différentielle d’ordre 1. De plus, on constate que la seule
condition conservée est f (1) = 1 tandis que la condition f (0) = 0 est perdue.
Pour cela on cherche une solution du probléme (2.1) qui sera approchée par un développement
asymptotique extérieur f (z, €), donné sous la forme :

flr,e)=f0(x)+v' (e) fH(z)+ -+ avec &>0 et limv' (¢) =0. (2.2)

e—0

En injectant (2.2) dans I’équation du probléme (2.1) on aura :

( d2 0 dO d2 1 dl
5d$fz +J—$—|—5v1(5) dyi; +vl(5)6‘if—$+---:a,
f20) +v' (e) f1(0) =0, (2.3)

)+t (e) f1(1) =1,
| a#L
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En tenant compte des différents ordres de grandeur et en regroupant, on obtient :
df°
dx
=1 (24)
a# 1.

Ceci donne alors f = ax +b avec b constante a déterminer. On a vu qu’avec la condition a # 1 et

:a’

les conditions aux limites on n’as pas pu déterminer la constante b; on avait perdu la condition
f(0) = 0. La premiére approximation de la solution extérieure est obtenue par la condition
f(1)=1quiest:

f(z,e)=f"(z) =ax+ (1 —a), (2.5)

ou (2.5) est appelée le développement extérieur de la solution du probléme.

Plus € est petit plus on se rapproche mieux de la solution exacte.

On va étudier la solution au voisinage du point singulier en effectuant un changement d’échelle.
On pose alors :

Yy = % ou §(e) << 1 ce qui donne x = yd (x).

Soient Q" le domaine intérieur du domaine QF obtenu par le changement de variable précedent.
Pour différencier la solution dans la région extérieur et celle de région de couche limite(zone treés
proche du point singulier). Au voisinage du point singulier, on écrit un developpement asympto-

tique intérieur :

1
O S R Y R R i SR )
En utilisant la variable dilatée on aura le probléme intérieur suivant :
e d%g L 1 dg o
Z(E)dy?  b(e)dy
2.7
9(0) =0, 1)
a# 1.
On introduisant (2.6) dans (2.7) on aura :
" € d2g0 L 1 dg a
&2 (8) o(e)dy (2.8)

9" (0) =

Le choix de 6 (g) est justifié par le principe de moindre dégénéréscence c’est a dire de fagon a
2

garantir la conservation du maximum de termes dans 1’équation notamment le terme ¢ —=.

dx?
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€ 1
On pose —— = ——

52(2)  6(e)

( ce qui donne 0 (¢) = ¢.
Alors le probléme (2.8) devient :

d2 0 d 0

_’; + i — 07

dy*  dy (2.9)
9°(0) =0.

On aura donc ¢° = a (1 — exp (—y)) I'étape suivante est utile pour la détermination de la constante
a.

Le raccord : cette étape permet de faire le lien entre le développement intérieur et extérieur
de la solution ce qui impose de trouver une zone intermédiaire ol les deux développements se
raccordent.

Posons :

Tz =¢e2 avec e>0, 0<<p<<l.

avec z une variable intermediaire. La solution intérieur et extérieure peuvent se réécrits de la

e=10,01

F1G. 2.1 — Representation de la solution exacte,extérieur et intérieur pour € = 0,01

fagon suivante :

0(2) = ac’z —a
{ [P (z) = ag’z+ (1 —a), (210)

P (z)=a(l—exp(—=%)).
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Par passage a la limite ¢ — 0 on aura :

fo(z) ~ (1_(1)’
10g° (2) ~ n’a.

ainsi :
a=1-—a.
Cette valeur peut étre obtenue en écrivant :

lim (¢°(y)) = lim (f° (2)).

y——+00 x—0



Chapitre 3

Analyse mathématique du comportement
de deux objets collés par un adhésit

3.1 Position du probléme

Soient Q7 et QO deux ouverts bornés de R3, de bords respectifs 90" et Q™ qui sont supposés
réguliers de classe C2.
On note par S = 9Nt N OQ~ la partie commune des deux ouverts. Nous définissons Q = Q1 U
Q- uUs.
Nous voulons insérer un adhésif d’épaisseur £d et occupant un domaine Q" C R?, entre les deux
corps. Pour cela, QF se déplacera dans la direction de x5, d’'une distance égale a I’épaisseur de la

colle. (c’est a dire ed). On notera alors :

Qj:{x+5da¢3 / x€Q+},
Q?:{x—kexg / 0<z<d,x65},

Ssz{l'—l—édl'g / xGS},

et on posera . = QI UQ" UQ™ USUS® le domaine occupé par I’assemblage collé.

Supposons que chaque corps est un milieu élastique linéaire anisotrope et non homogéne.

Les tenseurs élastiques A1, A™ et A~ sont d’ordre 4 symétrique et positive.

Aussi supposons que A7 =A™, ou A™, AT et A~ sont indépendants de .

L’assemblage est fixé sur la partie “I'. de son bord, tandis que la contrainte est donnée sur la
partie complémentaire 9T = 9Q \* I'.. On suppose aussi que “I'" =*T. N 9NQ~.

De plus, le bord de la colle est donné par 9I'7" = 9S x [0, &d].

Le probléme représenté par la figure est reformulé sous le modéle variationnel suivant tel qu’on

cherche u, : Q. — R? pour lequel on a :

Trouver wu, € V,,
(3.1)

al (ue, v) + a” (ug, v) +eal (ue, v) = Lo (v), VYo eV,

12
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F1G. 3.1 — Representation du probléme initial

avec :
/ zjklﬁykl fylj ( )dQ
Q
/ z]klvkl /V’L] ( )dQ
al' (w, v) = / [/ Aijkﬂkl (w) vij (v) dS| dus,
0 S
L. (v) = / Jivid§2 +/ gividl,
Q. aT=
ol
Uy, j -+ Vj,4
’Yij (’U) = %/fl € Lz(Qa)eth(gFa)
et

VE:{?}EHl(QE)/U:O sur “FE}.

3.2 Existence et unicité de la solution du probléme

Grace a la théorie de Lax-Milgram, la solution du probléme (3.1) existe et unique.
En effet :

1 Continuité de la forme bilinéaire a(.,.) :
Nous avons, pour tout w et v dans V :
ja (w, v)| = |af (w, v) +a” (w, v) +eal (w, v)]
< ‘a;“ (w, v)| + ‘a_ (w, v)‘ + |eal (w, v)|

< /Q+ |A2}kﬂkl (w) iz (v ‘dQ + / ‘Ai_jkﬂkl( Yij (v ‘ )| S+ /Qm |A§Z‘Lkﬂkzl( Yij (v |dQ
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Wk, + Wy, k

En tenant compte du fait que g (w) = 5

obtient :

et la bornitude des coefficients A;jx, on

)

e olse Y [kl 2y 1051l gy + ol 2oy sl
k,l,i,j=1

< C [l oy 1ol ey + 1sany 10 sy + 1l sgam) Nl o

< C Il o) + Il oy + ol maam) [0l oz + 10l @y + 10l )|
= CHwHHl(Q)

a6y

d’otu la continuité de a (., .).

1 Continuité de la forme linéaire L. (.) :

Qe 9l

g/ rfmwm/ gal ] dT
Qe 9T

< ”fi”LZ’(QE) Hvz’“p(ﬂg) + HgiHLQ(gFE) ”U’iHLQ(QFE) :

Soit v € V.. Nous avons :

Par la continuité de I'opérateur de trace, on :

||Ui||L2(9FE) <C ||Ui||L2(QE) ,

ce qui donne :
e @) < [Iillaay + 19il 20| 10l
1 Coercivité de a(.,.) :
Pour tout u € V; (€2.), nous avons :
a(u, u) =at (u, u) +a” (u, u) +ea (u, u)

ed
— [ A a0 [ g e [ [ A ) ds] dea
0

€

Comme AT, A~ et A™ sont définis positifs, on obtient :

S ([ s @ [ ) dns / [t @) ds] de.,)

i, 4, k, (=1
3

Vg, 1+ Uk Vi, 5+ V55 / Vg1 + Uk Vit V5
dQQ d)
‘L </n+ ( 2 ) ( 2 ) "o 2 2

%7, k’ =1
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ed
(I Vi, 5+ Vji
+/0 M( : )( ; )dS]dxg,).

En utilisant l'inégalité de Korn, il vient :

3 3
2
a(u, u) = C Z ||Uk,l||L2(QE) ||ui7j||L2(Q5) >C Z ||ui,j||L2(QE)-

1,7, k,1=1 1,7, k,[=1

D’autre part, I'inégalité de Poincaré permet de conclure que :
2
a(u, u) >C ||UHH1(QE)7

d’ot la coercivité de a (., .).

3.2.1 Changement d’échelle

F1G. 3.2 — Représentation du probléme aprés translation

Afin de mener une analyse asymptotique de la solution de notre probléme, il convient de
transformer le domaine €2, en un domaine indépendant du paramétre . Pour cela, on effectue

une dilatation de rapport e~ dans Q™.

Changement d’échelle dans Q"

Dans le domaine Q™, occupé par I'adhésif, on effectue une dilatation de rapport e~ dans la
direction e3. On pose alors :
T3
= —. 3.2
Ys - (3.2)

Ce changement d’échelle transforme 2" en un domaine 2™ indépendant de € :
Qg”:{y—l—zeg / 0<z<d, yES}.

D’autre part, la dérivée selon z3 s’exprime dans les nouvelles coordonnées par :

Ju _10u
8x3 N ang‘
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Changement d’échelle dans Q

Dans 2, on considere le changement d’échelle :
ys =x3+ (1 —¢)d. (3.3)
L’ouvert QF se transforme alors en . qui s’écrit :
Qf =QF + (1 —¢) des.

Dans €2}, nous avons :

u_ ou
(%3_83/3'

On posera alors :
St =00 noa™,
ST=00"NoA™m =9,
Q=0 UQmUQ USTUS.

Notons que l'image de u® par ce changement d’échelle est désignée par u (¢). Nous allons mainte-
nant réécrire notre probléme variationnel dans les nouvelles coordonnées.

Nous avons :
ed €
a™ (uf, v°) = / {/ Ag?klufyg)vf’SdS] dxs +/ {/ AZ-"M (uti;a + uiavf’g) dS| dxs
0 s 0 s
ed
—i—/ [/ A?&jﬁuiav;ﬁdS] drs avec i,j=1,2,3 et «a, =1,2.
0 s

On introduit le changement d’échelle on aura :

m € g d m 1 1 d m 1
al" (u®, v°) :/ /Aijk:l_ui,a (€) —vi,3(€) dS| dys +/ 5[/Aijkl_u(€) Vj,a (€)
o LJs € € 0 €

1
+ Uja (€) Ui (e) dS] dys + 8/ [/ A st a (€) i, (€) dS} dys

1 /Od { /S At o () Vi3 (€) dS] dys + /0 ! { /S AT (3,3 (2) v, (€) + g0 (€) vi3 (£)) dS | dys.

€

Donc
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D’autre part :
a® (uf, v°) = /+ A;;k:ﬂkl (u®) i () dS2
Q:

— | Ao @) 0 @) i

tr

a<u<e>,v<s>>=/+

. Ay (u (€))7 (v (€)) d2 + /Q A it (u (€))7 (v () A2

d
/ /Awklula Jvis(€) dey3+6/ /A;Zkﬁui,a(a) v;. g (£) dSdys
0 S
[ A0 10 ©) 0 s ) ]
0 S

ce qui implique que :

10, 0@ = [ Auom (&) 0D+ [ AG0m (007 (0 6)) 40

+/S [/ Aigj?)uz,s(&)vj,g(a)dyg} dS +/S {/Od Az, 5(6)vj.0(€) + uj, o(€)vs 3(e)dys | dS

0

d
—i—/ [/ Aﬁjﬁui7a(€)vj7g(5)dy31 ds.
s LJo

Le probleme ainsi obtenu est
Trouver u(g) €'V,
a(u(e), v)+eag, (u(e), v) +e*aly(u(e), v) =L(v)+eL™(v), YveV,

tel que a (w, v) = at (w, v) +a (w, v) + a%} (w, v) avec

/ zjklfykl /71] ( ) d2,

d
ags (w, v) / [/ z3k3wi73vj73dy3:| ds,
S

aze, (W, v) = /s [/O Az (Wi 3V, 0 + W) 4 Vi 3) dy?l ds,

d
a’glﬂ (’LU, ’U) = / {/ Aﬁjﬁwi,avj,ﬁdy?)] dSa
S LJO

Qfua- 9T} uIT-

L (U) = fividQ7

om

v={veH @)\w=0 su 'T,}

EO
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3.2.2 Développement asymptotique

Soit le développement asymptotique de u (g, y) suivant

u(e, y) = uo (y) +eur (y) +eua (y) +° (y) +--- . (3.5)

On injecte (3.5) I’équation du probléme (3.4), on obtient alors :

CL|:UO(Z/)+€U1 (y) +%ug (y) + -, v] +ga§g[u0(y)+5ul () + 2us (y) + -+ U (y) + -+, v
+€2ag’fﬁ[u0(y) +euy (y) +euy (y) + - +eup (y) + -+, v| = L(v) +eL™(v),

ce qui donne

a(ug(y), v) +ea(u(y), v) +ealuz(y), v) + - +eag, (u (y), v) + e ag, (uo (y), v) + -
+e"a(un (y), v) 4+ +e%al g (uo (y), v) + -+ a(un (y), v) + - = L(v) +eL™ (v).

En regroupant les puissances successives de ¢, on aura :

@ (utg, v) + ¢ [a (u1 (1) + (w0 (1), v) | +22[a (g0 (y) ) + af (w0 (1), v) + a5 (o (), 0)
2% [alus (), v) +aluz (), v) + alt s (uo (y), v) | 4+ = L(v) + L™ (v),

par identification, on obtient :

a<u07 U) = L<U>7
a <u17 U) + agéz (u07 U) =L" (U) )
a(ug, v) = —ag,, (w1, v) — ayg (Ui, v), 12> 2.

Notons alors :

Py :a(ug, v) =L (v),

P :a(uy, v) = L™ (v) — aj, (ug, v),

Pi s a(ug, v) = —ag, (ui—1, v) —agg (Ui, v), 1> 2.
Le probléme P, qui n’est rien d’autre que le probléme limite (quand £ — O), représente une pre-
miére approximation de la solution exacte u®. Cependant, nous ne pouvons pas assurer 1’existence

et I'unicité de la solution ug dans I'espace V' car la forme a (., .) n’est pas coercive. Pour contourner

cette difficulté, nous allons chercher la solution dans un autre espace plus large. Introduisons Vj :

Ty VT =0 g4, v = vm|5_},

%:{veLz(Q”)\WeHl(Q;;),v‘eHl(Q‘),vg‘eLQ(Qm),v:O

ot v, v~ et v™ sont respectivement les restrictions de v a ., Q= et Q™.

Cet espace est muni de la norme :

’U’%/o = |v+‘iﬂ(9;) + |v7’i11(9—) + ‘Um’iZ(ﬂm) + [ iz(Qm) '
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grf

8-
ur.v
c)

F1G. 3.3 — Representation du probléme limite

3.3 Existence et unicité de la solution du probléme F,

Considérons maintenant le probléme résolu par le premier terme uy :
{ Trouver ug € Vj,

(0, 0) = L), Ve e 39

La théorie de Lax-Milgram permet de démontrer ’existence et 1'unicité de 1 solution.
1. Continuité de a(.,.) :

Pour ug et v dans V{, nous avons :
la (uo, )| < [a™ (uo, v)| + [a” (uo, v)| + |ags (o, V)|

d
< /Q+ | AL (w0) v (U)\dQJr/Q | Az x it (o) g (U){dQJr/S/ | A ist0, 4v5,3] dysdS,
tr - 0

comme pour le probléme initial, en tenant compte de la bornitude des A;;x;, nous pouvons écrire :

|a (uo, v)| < C ||u0||H1(QE) ”U”Hl(Qs) )

d’ou la continuité de a (., .).

2. Coercivité de a(.,.) :

Pour tout v € V{, nous avons :

d
a(v,v) = /+ A;;kl’m (v) y45 (v) dS —i—/ A[jkﬂm (v) 745 (v) dS2 —i—/ [/ Agj3U73Uj73dy3:| dsS
Q Q- s LJo

tr 3 3 d
> CM;ZI [/m Vit (V) 735 () dQ—ir/’Ykz (v) Y5 (v) dQ} + Z /S [/0 Ui,gvj,gdyg]dS

tr i,7=1
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z C{ |7 (vF) ‘i?(ntt,) +]y (v7) ‘12(9—) + ‘Ug’;(nm) }

2
= Clvlly, -

D’autre part, I'inégalité de Korn entraine :

3 3
2 2
D vty SC D v+ vigliag

i,j=1 4, j=1

ce qui donne, en combinant avec l'inégalité de Poincaré :
|U7’H1(9—) < Cly(v) ‘LQ(Q—)'
Par ailleurs, la continuité de I'application trace implique :
|7’7‘L2(s—) <C ‘”7|H1(Q—)>
ce qui permet d’voir :
2 N2
E ’L2(S*) <Cly(v )‘m(m) '

De méme, on montre aussi que :

(

mi2 m|2 —\(2
"U |L2(Qm) S C{ |,U73 ‘LZ(Q"") + ’fy (U )’LQ(Qf) }’

2 2 2
[0 [L2(s+) SC{ |05 Loy + 17 (v )VL2<97)}=

2 m|2 —\ |2 2
v Tin oz < e 1B agmy 17 @iy + 17 (g

\

En tenant compte des inégalités ci-dessus, on obtient :
a(v,v)>C “U ‘Hl(Qj;) +[v ’Hl(Q*) 0" Laam) + |U,3‘L2(Qm)} = Cloly, ,

d’ou la coercivité de a (., .).
La forme L (.) étant continue, le théoréme de Lax-Milgram assure lexistence et I'unicité de la

solution du probléeme F.

3.4 Simplification du probléme F,

En examinant la structure de a3} (ug, v) qui ne contient que des dérivées dans la direction de
Y3, nous pouvons réécrire le probléme Py sous une forme plus simple. En effet, prenons dans (3.6)

une fonction test réguliére ¢ € D (2™). On aura alors, ¢ = 0 sur ) UQ~, d’ou :

CL+ (Uo, 90) = 07
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a” (ug, ¢) =0,
L(p) =0,

ce qui entraine a%} (ug, ¢) = 0, donc

d
/ |:/ Agj3ug7:73.(pj73dy3:| dsS = 0.
S 0

3= B, on aura :

d
/ |i/ Bugig.goj,gdygl dS = O,
S 0

ol . est le produit scalaire dans R*. On note z = BufJ's, a3} (ug, v) s’écrit alors :

m

Si on pose : A%

asy (ug, v) = /SzvmdS = 0.

Donc, étant donné que v+ = v™ sur ST et v~ =v™ sur S~ :
agy (ug, v) = / zwtdS —/ zw~dS, Yvel. (3.7)
s+ -

On remarque que uf’, = B~'Bug, d’ot uj', = B~'z. Nous avons :

d d
/ ug, dys = / B~ zdys,
0 0

d
ug' (., d) —ug' (., 0) = / B~ zdys.
0

ce qui donne :

Comme z ne dépend pas de y3, on obtient :

d
lse — s = { / B—ldyg} .
0

Nous avons alors

avec

D’ou
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La formule (3.9) traduit la déformation de la couche d’adhésif, quand son épaisseur tend vers zéro.

Elle représente le déplacement limite. Cette modélisation peut aussi étre obtenue, en utilisant la

loi de comportement o (z) = A [y (u (z))] (o désigne le tenseur des contraintes), reliant

déplacements et contraintes. Il suffit d’effectuer les mémes étapes de changement d’échelle et de

développement asymptotique dans celle-ci, avec :

o5 = Alirguiia(€,y) + eAfa(e,Y)- (3.10)

)

Le développement asymptotique (3.5) implique que nous cherchons également les contraintes sous

la forme :
o (g, y) =00 (y) +eo1 (y) + %09 (y) + %03 (y) + -+ - . (3.11)
De (3.5), (3.10) et (3.11) on trouve le premier terme o(* tel que :
(00")i; = Ans (UG )y, 3 - (3.12)
En effet, on a

.3 (87 y) = uOk,’3 (y) + €UTIZ’3 (y) + 52“31’3 (y) T+
up, (e, y) = ug;a (y) + 5“?2,(! (y) + 52u;’;a (y)+ -+,
off = o (y) + ot (y) + o5, (y) +- -

On les introduit dans (3.10) on aura :

ot (v) +eolt, () + %08, () + - = Al (ull, () + 2wl () + <23t , () + )
oA, (u () +eul () + g )+ )
— Alauty (5, y) + € | Alhs (6, y) + Alpaus (6, y)] + 22| Al (5, y)
AL (e y) |+ A (e y)],
Par identification, on obtient :
(06")ij = Afjia(ug i3

suivant le méme raisonnement on aura :

(U(:]t)ij = A?;kl (ui)kyl . (3.13)
ui, (8, y) = ug, , (y) +eul,, (y) + s, (y) + -

uzli (e, y) = Uoik,a (y) + 5ui’a (y) + €2U§Ek:,a (y)+---,



Chapitre 3 : Analyse mathématique du comportement d’un adhésif entre deux adhérents23

+

On remplace dans (3.10) on aura :

o5, (y) +eoi, (y) + s, (y) + -

+
+ Z.:"42]1604 (uok, o

= Aijk3u(:)tk ; (e, y)+e [A?;k:s (e, y) + Aijkaua,a

QA?;kaulk (67 y)] [Azijkaqu (87 y)i| .

On prend k;;

o; —00 + coi (y)+520§ij (y) +---

= A (u(i,l (y) +eui,, (y) +*uz, , (y) + - - )
(v) + v, () + %5, (W) ++- ) o,

(e 0] + 2| Afa,, (e )

(y) +e0i, (y) + %05, (y) + -+

= Al3;3 dans le cas ot 'adhésif est homogene, donc, ug' est affine en ys, et le tenseur

de contrainte o est constant le long de y3. De plus, quand I’adhésif est isotrope, on a :

10 0
L 01 0
K=—— 3.14
2(1+v) 00 2 I—w (3.14)
1—2v
m _(m _ Ev u:;r — U;
(UO )11 (UO )22 - (1 T U) (1 . 211) d ’
m E(l—v) uj—ug
(00 )35 =
(14+v)(1—-2v) d
(00)12 =0,
E  uf —u
my 3.15
(UO )13 2 (1 4 ’U) d ) ( )
E  uf —u;
m 3.16
(0-0 )23 9 (1 i 'U) d ’ ( )
ou eF est le coefficient de Young et v le coefficient de Poisson de I’adhésif.
A la limite, nous pouvons identifier S* et S~ avec S et en utilisant (3.7) et (3.8), on aura :
1 1 _
asy (ug, v) = EK [ul| s+ — ug'ls-]vTdS —/ EK [ug'|s+ — ug'|s-]v—dS
S+ 5=
1 _
:_</ K [ul'|s+ — u0|5][+—v})ds
S+US-
</ K ( — v_)) ds.
On obtient alors le probléme P :
Trouver ug € W telle que :
(3.17)
a® (g, v) + a” (tg, v) + as (g, v) = L (v),
avec
1
as (u, v) = y / k(ut —u). (vF—v7)dS, (3.18)
s
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et
W:{UGLQ(Q) /U+EH1(Q+),U_GHI(Q_),UZOSUYUF}.

Notons que H* () C W.

Le probléme limite obtenu est défini sur 2 (voir la figure 2¢) qui est seulement le domaine occupé
par les adhérents.

L’adhésif disparait d’un point de vue géométrique. Son effet se traduit par la forme ag (u, u) qui

représente 1’énergie de sa déformation.

3.5 Convergences

3.5.1 Convergence faible
On étudie la convergence des déplacements u(e)et les contraintes o ()

Théoréme 3.1. u () converge vers ug faiblement dans Vi et eu,, () converge vers 0 faiblement
dans L? (Q™).

Démonstration. Prenons u (¢) comme fonction test dans (3.1), on aura :
a(u(e), u(e)) +eag (ule), ule)) +eayy (u(e), ule)) = L(u(e)) +eL™ (ule)) YueV.
Par la coercivité de a (u (), u (¢)), on obtient :

,

a(u(e), u(e) = CfluE)l, + |ule)

2
L2(Qm) }’

de plus par la continuité de L (.), on aura :
L(u(e)) +eL™ (u(e)) < Clu(e)ly,

ou C' est une constante positive.

D’ou
2 2 m <
@+ [w@] o b < CluEly
alors
lu(e)ly, <C, (3.19)
m <c. .
e (u CH e (3.20)

Puisqu’on a V; est de Hilbert,d’aprés I'inégalité (3.19) il existe une sous suite telle que : u () — ug
dans Vj et eu (¢) , — 2o faiblement dans L? (Q™).

Soit I'identité :

- / ()" w2 = - / [ewter] v, o ecr @), (3.21)
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Par définition de la convergence faible et pour ¢ — 0,

/ u ()™ wadQ — uf.v o dS2,

om

/m [au (8)72} dQ) — - 2o 0dSD.

Un passage a la limite dans (3.21) entraine
/ 2q.0d2 =0, VoveClr(Qm),

puisque v € C* () alors z, =0 et on a :

( lmat (o), v) = a* (uj, v),
lima™ (u(e), v) =a (uy, v),

e—0

*

lim ea;, (u (), v) =0,

e—0

lim e*al; (u (€) , v) = 0.

\ e—0

En prenant la limite en (3.1), on obtient :

lima (u (), v) +eaf, (u(e), v) +%aly (u(e), v) =lim L (v) +eL™ (v), Yo eV,

e—0 e—0

ce qui donne :

a(uy, v)=L(v), YoeV.

Tim o (u (), v) = af (i, v)

(3.22)

(3.23)

Ceci implique 'unicité de la solution uf = uy dans V4. On a alors la convergence de u (g) vers uy,

pour toute la suite u (¢).
Théoréme 3.2. o (¢) — oo dans L* (Qy).

Démonstration. o (¢) s’écrit comme :

+ A+
05 = Az’jkluk,b

05 = Az’jkluk,l?

m __ m m m m
Oij = Aijk3uk,3 + EAijkauk,a'v

alors, par (3.19), on a :

|0- (5)|L2(Qt7-) < Oa

]

(3.24)
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ou
1/2

3
ol 200y = [/Q (Z (%’)2) df2
tr \ij=1

Donc, il existe une sous-suite telle que :

o(g) — o; faiblement dans L*(€,).

Pour tout T" € C2° (€2,), nous considérons 'identité suivante :

/ [0 (e).T]dQ = /+ Al T dQ—l—/ Alaup'sTij dQ+€/ At T dQ+/ A Tid<,
Qe Q m

tr B

(3.25)
ou le symbole . représente le produit scalaire tensoriel.
De la convergence faible, nous avons pour ¢ — 0, VT € C° (€,) :
/Q T]d = / zykl Ti;dS2 "‘/ Afjrs (ug") o5 Tigd€2 + / Al uo) 1 Tids2,
(3.26)
ce qui implique que :
(Uo) Azj;kl (u§)kl et (JS)Z = Allks (Ugl)k,m
O

Par ailleurs, en utilisant le théoréeme de Rellich-Kondrachov, nous pouvons montrer que :

51210 ‘U (8) - uO‘LQ(Qg) = 0,
Tim fu () = ol 20y = 0.
et que l'on ait :

lug| < Eli_n}o inf |u (g)]y, -

3.5.2 Convergence forte

Pour améliorer la convergence faible obtenue auparavant et démontrer la convergence forte,

on doit imposer la condition de régularité suivante sur Ug",
ugt, € L (™), (3.27)

Théoréme 3.3. Supposons que ug vérifie U'hypothése (3.27). Alors, u () converge vers uqg forte-

ment dans Vy. De plus :

lim e )u ()™ =0.

e— ¥l r2(Qm)
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Démonstration. En utilisant uy comme une fonction de test dans (3.4), et en considérant w =

u (€) — up, on obtient :

a(w, w) + eaf, + e*aly (w, w) = L (w) + L™ (w) — eL™ (ug) + eajy, (o, uo) + £>aly (uo, uo) -

(3.28)
Par coercivité, nous avons :
a(w, w) + eaf, + *aly (w, w) > |w|%/O + &? ‘wm;(ﬂm) :
D’autre part, w tend vers 0 quand ¢ — 0, ce qui implique que :
L (w) + L™ (w) — eL™ (ug) + ealy, (uo, uo) + £%ally (uo, ug) — 0. (3.29)
[
Théoréme 3.4. Supposons que ug vérifie ’hypothése (3.27). Alors :
o (g) converge vers og fortement dans L* () .
Démonstration. De (3.12), (3.13) et (3.24), nous avons :
9(8) = 00lye,y < OF lu (@) —uoly, +eu(@)] , (3.30)
donc, le résultat est une conséquence du théoréme (3.3). O

Proposition 3.1. Supposons que :

‘u (e)™

,

<C. Al V et — < Ch/e.
Lam = ors ug € Vet |u(e) —uoly, <CVe

Démonstration. Par I'hypothese, il existe une sous-suite de u ()" qui converge faiblement vers
Zo-

Considérons 'identité :

/ (&)™ 00dQ) = — / w(Ee)" wd, Yo eCE@m). (3.31)
En prenant la limite pour € — 0, nous obtenons :
/ uf.v 4dd = —/ zo0dQ, Yo eCr(Qm), (3.32)

a savoir que : z, = ug',. Nous avons :
L(w) + eL™w) — eL™(up) + eaj(uo, uo) + €°ay(uo, ug) = L™ (w) — ealy, (uo, w) — 2ally (ug, w),
et on a:
‘ELm (w) — eayy, (ug, w) — e%% (ug, w)| < C{s |wm\L2(Qm) +e }wﬁm(gm) +e ’mez(Qm) },
par continuité. Ce qui donne :
2 2 m
jwly, + ¢ ‘wZ}Lz(Qm) = 0{5 W™ o) + € ’wg}’LQ(Qm) Te }wmm(gm) } (3.33)

[]
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